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Introducci�on

Presentaci�on

Este texto�gu��a corresponde con el curso de �Algebra B�asica� una asignatura obligatoria dentro del plan
de estudios vigente de la Licenciatura en Matem�aticas en la Facultad de Matem�aticas de la Universidad
de Murcia� Se trata de una asignatura anual de primer curso con una carga docente de �� cr�editos� ���
te�oricos y 	�� pr�acticos�
En este contexto� el �Algebra B�asica tiene una caracter��stica que la hace muy particular� Con toda

seguridad se trata de la asignatura del primer curso de la Licenciatura de Matem�aticas que contiene
conceptos m�as novedosos para los alumnos� Lo normal es que el estudiante de este curso ni siquiera
haya o��do hablar de un alto porcentaje de los conceptos que aqu�� se introducen� Adem�as� la intuici�on
geom�etrica no resulta tan �util como en otras asignaturas del primer curso�
En muchas universidades espa�nolas� una buena parte de los contenidos de esta asignatura son impar�

tidos en el segundo curso de la licenciatura� Por esta causa� los libros de texto en castellano que abarcan
los temas de la asignatura suelen presuponer una destreza en el manejo de los conceptos abstractos que
no podemos esperar en los alumnos reci�en llegados a la universidad� Esto es lo que nos ha hecho creer
en la utilidad de este texto�gu��a� que hemos escrito pensando en alumnos de un primer curso de la
Licenciatura en Matem�aticas�

Objetivos

El objetivo gen�erico de la asignatura es la adquisici�on de capacidad de comprensi�on y manejo de
conceptos abstractos� as�� como el desarrollo de la capacidad de an�alisis y el rigor en la comprensi�on de
demostraciones y la resoluci�on de problemas�
M�as concretamente� en esta asignatura se pretende que el alumno adquiera destreza en la manipu�

laci�on de los objetos algebraicos m�as b�asicos� anillos� grupos� polinomios� etc� Estos objetos ser�an una
herramienta fundamental en muchas de las asignaturas de la licenciatura� especialmente de las del �area
de �algebra� Los m�etodos que se aprender�an en este curso dejar�an al alumno a las puertas de la Teor��a
de Galois y la Teor��a de N�umeros� entre otras�

Temario

La organizaci�on en bloques tem�aticos es la siguiente�

� Primera parte� Anillos �	
 horas�
� Enteros ��� horas�

� Cap��tulo �� El anillo de los n�umeros enteros�
� Anillos ��	 horas�

� Cap��tulo �� Anillos�
� Cap��tulo �� Divisibilidad y factorizaci�on en dominios�

� Polinomios ��� horas�

� Cap��tulo 	� Anillos de polinomios�

�



� CONTENIDOS

� Segunda parte� Grupos ��
 horas�
� Grupos ��� horas�

� Cap��tulo �� Grupos�
� Cap��tulo �� Grupos de permutaciones�

� Estructura de los grupos ��� horas�

� Cap��tulo �� Grupos abelianos �nitamente generados�
� Cap��tulo 
� Estructura de los grupos �nitos�
� Cap��tulo �� Series normales�

� Tercera parte� Formas can�onicas ��	 horas�
� Formas can�onicas ��	 horas�

� Cap��tulo ��� Formas can�onicas de endomor�smos�

Estructura y uso del texto gu��a

El texto�gu��a est�a dividido en tres partes� Las dos primeras� m�as extensas� se dedican al estudio de
los anillos y los grupos� y en una tercera se estudian las formas can�onicas de matrices� Suponemos
que el alumno est�a familiarizado con el lenguaje y las propiedades elementales de L�ogica y Teor��a de
Conjuntos intuitiva� aunque no necesariamente de L�ogica Formal y Teor��a de Conjuntos avanzada� M�as
concretamente� suponemos que el alumno conoce y maneja las operaciones conjuntistas elementales el
concepto de aplicaci�on entre conjuntos los conceptos de relaci�on binaria� de equivalencia y de orden
los n�umeros naturales� enteros� racionales� reales y complejos y el Principio de Inducci�on�
Excepto por los prerrequisitos que acabamos de comentar� el texto es autocontenido es decir� los

conceptos� m�etodos y resultados necesarios son presentados siguiendo una secuencia l�ogica completa�
Por tanto� una lectura del principio al �nal proporciona m�etodos y resultados que pueden ser utilizados
posteriormente en el texto� Por supuesto� el orden elegido no es el �unico posible� De hecho� es habitual
en muchos textos de �algebra empezar por grupos y acabar con anillos� Una tal lectura del texto es
posible aunque llevar��a consigo problemas en la comprensi�on de algunas demostraciones aunque no
necesariamente de los conceptos� El �ultimo cap��tulo �sobre formas can�onicas de endomor�smos� podr��a
ser le��do despu�es del cap��tulo cuarto �sobre polinomios�� y posiblemente esto ser��a m�as l�ogico desde
un punto de vista conceptual� Sin embargo� hemos preferido dejarlo para el �nal ya que los m�etodos
utilizados en el cap��tulo siete �sobre grupos abelianos� son muy similares a los que se usan en el �ultimo
y m�as f�aciles de asimilar en el contexto de grupos abelianos�
Hay dos excepciones a la a�rmaci�on de que el texto es autocontenido� La primera se re�ere a la

demostraci�on del Teorema Fundamental del �Algebra� en la que adelantamos resultados que el alumno
ver�a� en este mismo curso� en las asignaturas de An�alisis Matem�atico y Topolog��a� La segunda se re�ere
a las propiedades elementales de las expresiones matriciales de aplicaciones lineales� que el alumno ya
conocer�a por la asignatura de �Algebra Lineal cuando estudie el �ultimo cap��tulo�
Es bien sabido que las matem�aticas s�olo se asimilan correctamente comprendiendo las demostraciones

de los resultados y resolviendo ejercicios� Por tanto� recomendamos al lector que lea el texto provisto
de papel y l�apiz para ir realizando los c�alculos y argumentos necesarios que le garanticen que est�a
comprendiendo todo lo que se a�rma� Para incentivar esta actitud cr��tica hemos incluido en lugares
claves del texto preguntas o ejercicios� La mayor��a de los ejercicios incluidos en el texto son utilizados
posteriormente en demostraciones es decir� estos ejercicios deber�an ser considerados como lemas o
proposiciones que se dejan al lector porque se consideran accesibles y ponen de mani�esto el grado de
comprensi�on que en ese momento se tiene� Por tanto� recomendamos encarecidamente su resoluci�on en
el momento en que sean propuestos�
Cada cap��tulo termina con una amplia lista de problemas y ejercicios cuya resoluci�on es la mejor

garant��a de �exito� Hemos procurado incluir problemas de �todos los niveles�� con el �n de que el
estudiante se ejercite gradualmente sin frustrarse y que �nalmente se alcance el nivel de di�cultad
habitualmente requerido en los ex�amenes� Algunos problemas especialmente dif��ciles� o que desarrollan
conceptos que no est�an entre los contenidos fundamentales de la asignatura� han sido marcados con
el s��mbolo ���� No hay separaci�on entre problemas te�oricos y pr�acticos� simplemente porque es dif��cil
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marcar la frontera entre unos y otros� al menos en el �Algebra B�asica y� adem�as� a nuestro entender� esta
separaci�on resultar��a in�util� Hemos procurado presentarlos en orden de di�cultad ascendente� pero por
supuesto� la di�cultad es un concepto subjetivo� as�� que hay que tomarlo con reservas� En la secci�on
dedicada a la evaluaci�on haremos m�as comentarios�

Evaluaci�on

En general� en un examen de matem�aticas los estudiantes se encuentran con dos grandes tipos de
preguntas� aqu�ellas donde se pide que el estudiante reproduzca o aplique directamente alg�un resultado
visto en clase y aqu�ellas donde se re�eja el conocimiento operativo de los resultados vistos en clase y
sus interconexiones� Las primeras se suelen llamar preguntas te�oricas y las segundas pr�acticas� aunque
muchas de �estas tienen un componente te�orico importante�
Las preguntas te�oricas esconden poco misterio� En ellas� se pretende comprobar que se hayan

asimilado ciertas t�ecnicas y resultados que se consideran especialmente importantes� Una condici�on
necesaria �pero de ninguna manera su�ciente� para estar verdaderamente preparado para un examen
es ser capaz de reproducir la demostraci�on de cualquier resultado visto en clase�
Las preguntas pr�acticas son ejercicios y problemas cuya resoluci�on requiere la manipulaci�on de los

resultados y t�ecnicas vistos en clase� Hay diversos subtipos en funci�on de la cantidad de resultados y
t�ecnicas que se ven involucradas� El abanico se abrir��a con aquellas preguntas que se pueden resolver
aplicando directamente un resultado o una t�ecnica vista en clase� y se cerrar��a con aquellas donde la
respuesta requiere mezclar diversas t�ecnicas vistas en clase teniendo incluso que modi�car los argumentos
originales o� m�as a�un� fabricar algunos argumentos elementales�

Vamos a ver algunos ejemplos� Como muestra de preguntas te�oricas tenemos�

Septiembre ����� �Cu�ales de las siguientes a�rmaciones son verdaderas� Razonar la respuesta�

�� Todo ideal maximal es primo�

�� Todo ideal primo es maximal�

�� Todo ideal primo de un DFU es maximal�

	� Todo DIP es DFU�

�� Todo DFU es DIP�

Febrero ����� Demuestra el Teorema de Cauchy�

Diciembre ���
� Dar un contraejemplo al rec��proco del Teorema de Lagrange�

Como se ve� no hay misterio� Casi se puede decir en qu�e p�agina de los apuntes est�a la respuesta�

Como ejemplos de preguntas pr�acticas tenemos las siguientes� en orden de di�cultad�

Julio ���� Sea f el endomor�smo de R� cuya matriz en cierta base es

A �

�� � �� �
� � �
�� � �

�A
�a� Determinar su polinomio m��nimo� sus factores invariantes� su forma can�onica racional y su

forma can�onica de Jordan�

�b� Hallar una matriz invertible P tal que P��AP sea la forma can�onica de Jordan�

Julio ���� Sea G un grupo y sean H�K subgrupos de G�

�a� Demostrar que� para cualesquiera dos clases laterales Hx y Ky de G� la intersecci�on Hx�Ky
veri�ca una de dos� o es vac��a� o es una clase lateral de G m�odulo H �K�

�b� Deducir que si H y K tienen ambos ��ndice �nito en G entonces H �K tambi�en tiene ��ndice
�nito en G�
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Julio ���� Sea G un grupo �nito de orden n que act�ua sobre s�� mismo mediante traslaciones por la
izquierda� Sabemos que dicha acci�on da lugar a un homomor�smo L � G� Sn� Se pide�

�� Probar que si g � G es un elemento de orden m� entonces la paridad de la permutaci�on L �g�

coincide con la paridad del entero �m� �� n
m
�

�� Probar que si existe un g � G tal que la permutaci�on L �g� es impar� entonces G posee un
subgrupo normal de ��ndice dos�

�� Probar que si P es un ��subgrupo de Sylow del grupo alternado A�� entonces P es isomorfo
al 	�grupo de Klein �es decir� isomorfo a Z��Z���

Diciembre ���� Sea K un cuerpo y sean P�Q � K�X�Y � polinomios no nulos� Probar que si P y Q
son coprimos entonces el siguiente conjunto es �nito

f�a� b� � P �a� b� � Q�a� b� � �g �

Los argumentos para responder a este tipo de preguntas pueden variar de una persona a otra� No
pretendemos decir como �hay� que responder� sino s�olo ilustrar la clasi�caci�on anterior�

Para responder a la primera pregunta hay que hacer los c�alculos� Es directa�
La segunda pregunta es casi monotem�atica� Hay que manipular y reproducir las t�ecnicas empleadas

en los resultados sobre el Teorema de Lagrange y propiedades de las clases laterales� Para obligar al
estudiante a repetir t�ecnicas y manipulaciones se elimina la hip�otesis de que el grupo sea �nito�
La tercera es del tipo que involucra diversos temas� de los que hay que usar propiedades y tambi�en

reproducir t�ecnicas� Los temas involucrados en este caso son� Teorema de Cayley� clases laterales y
Teorema de Lagrange� permutaciones� grupos alternados y clasi�caci�on de grupos �nitos�
Para resolver la �ultima pregunta se utiliza el cuerpo de cocientes� K�X�� del anillo de polinomios

K�X� para construir un dominio de ideales principales K�X��Y � donde aplicar el Lema de Bezout�
Luego� es necesario fabricar un argumento dentro de este dominio y aplicar que un polinomio en una
indeterminada sobre un cuerpo tiene un n�umero �nito de ra��ces� A menudo� en este tipo de problemas
se da una indicaci�on� En este caso se dio la siguiente� Utilizar el Lema de Bezout en K�X��Y ��

Como se ve� presentarse a un examen con solamente un �panorama� de los resultados vistos en clase
es como jugar a la loter��a �o peor� porque el precio de la matr��cula es superior al de un billete de loter��a
de navidad�� Para presentarse a un examen con opciones a un buen resultado� adem�as de saber resolver
los problemas m�as t��picos y de conocer y saber manipular las t�ecnicas de demostraci�on involucradas en
los resultados vistos en clase� es necesario tener una visi�on general que permita hacer interconexiones
entre los temas� De hecho� este �ultimo es uno de los grandes objetivos de esta asignatura�

Agradecimientos

Durante la elaboraci�on de este texto gu��a nos hemos bene�ciado de muchas conversaciones con nuestros
compa�neros del �area de �Algebra de la Universidad de Murcia �e incluso de sus notas de clase�� cuya
experiencia previa como profesores de la asignatura �Algebra B�asica y de su predecesora� el �Algebra I
del antiguo plan de estudios� est�a sin duda re�ejada en el texto�



Cap��tulo �

El anillo de los n�umeros enteros

Partiendo de nociones b�asicas sobre n�umeros naturales y n�umeros enteros� se demuestran los principales
teoremas de la aritm�etica�

Introducci�on

Todos tenemos una noci�on intuitiva de los n�umeros enteros �� � � ���������� �� ���� �� � � ��� y manejamos
con soltura algunas de sus propiedades b�asicas� que a menudo asumimos como verdades indiscutibles�
Sin embargo� estas propiedades no son independientes es decir� algunas de ellas se pueden deducir a par�
tir de otras� En este cap��tulo vamos a introducir los n�umeros enteros de forma axiom�atica� De�niremos
el conjunto de los n�umeros enteros enunciando una lista de propiedades elementales� llamadas axiomas�
que entenderemos como verdades asumidas �y que por tanto no requieren demostraci�on�� A partir de
ellas� y usando las reglas de la l�ogica� iremos deduciendo otras propiedades importantes�
Nos centraremos en los aspectos multiplicativos� hasta llegar al Teorema Fundamental de la Aritm�e�

tica� todo n�umero entero se factoriza� de modo esencialmente �unico� como producto de n�umeros primos�
Entre las herramientas que usaremos� las m�as importantes ser�an� la posibilidad de cancelar enteros no
nulos en productos� la posibilidad de dividir con resto por enteros no nulos� y la propiedad que tiene
todo n�umero primo de dividir a alguno de los factores cuando divide a un producto�
En la segunda mitad del cap��tulo estudiaremos la aritm�etica de congruencias� que se revelar�a como

un concepto de la mayor importancia en diversos momentos del curso� Estableceremos sus propiedades
b�asicas y las usaremos para esbozar una aplicaci�on a la criptograf��a de clave p�ublica� Adem�as� el proceso
de dotar a los �enteros m�odulo n� de una estructura algebraica a partir de la que ya conocemos en
los n�umeros enteros ilustra la que ser�a otra de las nociones fundamentales del curso� la formaci�on de
�estructuras cociente��

Objetivos del cap��tulo

� Deducir las propiedades b�asicas de los n�umeros enteros a partir de los axiomas�
� Conocer los conceptos de m�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo de un conjunto de
enteros� y relacionarlos con el concepto de ideal�

� Usar el Algoritmo de Euclides para calcular el m�aximo com�un divisor de dos enteros y la corres�
pondiente identidad de Bezout� y para resolver algunas ecuaciones diof�anticas�

� Conocer las propiedades b�asicas de los n�umeros primos�
� Demostrar el Teorema Fundamental de la Aritm�etica� y utilizarlo para obtener otras propiedades
de los n�umeros enteros�

� Manejar las operaciones con congruencias en particular� el c�alculo de inversos y de potencias y
la resoluci�on de ciertas ecuaciones�

� Usar el Teorema Chino de los Restos para resolver sistemas de ecuaciones de congruencias�

�
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Desarrollo de los contenidos

��� Axiomas y propiedades b�asicas

Se llaman n�umeros enteros los elementos de un conjunto que denotamos porZde forma que se veri�can
los siguientes axiomas��

Axiomas de operaciones� Existen dos operaciones en Z� o sea� dos aplicaciones

Z�Z ��� Z
�a� b� �� a  b

y
Z�Z ��� Z
�a� b� �� a 	 b � ab

llamadas� respectivamente� suma y producto� que veri�can�

� Asociativa� Para todo a� b� c �Z� a �b  c� � �a b�  c y a�bc� � �ab�c�

� Conmutativa� Para todo a� b �Z� a b � b a y ab � ba�

� Distributiva� Para todo a� b� c �Z� a�b c� � ab ac�

� Neutros� Existen dos n�umeros enteros � 
� � tales que a � � a y a� � a� para todo a �Z�
� Opuestos� Para cada a �Zexiste a� �Ztal que a a� � ��

� Regularidad� Si a y b son dos n�umeros enteros tales que ab � �� entonces a � � �o b � ��

Axiomas de orden� Existe una relaci�on binaria � en Z�si a est�a relacionado con b por la relaci�on
��� escribimos a � b� para la que se veri�can�

� Re�exiva� Para todo a �Z� a � a�

� Antisim�etrica� Si a� b �Zveri�can a � b y b � a� entonces a � b�

� Transitiva� Si a� b� c �Zsatisfacen a � b y b � c� entonces a � c�

� Dicotom��a� Dados a� b �Zse tiene o bien a � b o bien b � a�

� Buena Ordenaci�on� Todo subconjunto S de Zno vac��o y acotado inferiormente tiene un
m��nimo �o primer elemento�� Es decir� si S 
� � y existe c �Ztal que c � s para cada s � S�
entonces existe m � S tal que m � s para todo s � S�

� Compatibilidad del orden con las operaciones � Si a y b son dos n�umeros enteros tales que
a � b entonces a  c � b  c� para todo c �Z� Adem�as� si � � c� entonces ac � bc�

A partir de estos axiomas podemos empezar a demostrar propiedades del conjunto de los n�umeros
enteros� Empezamos con las que afectan a las operaciones suma y producto�

Proposici�on ����� En Zse veri�can las siguientes propiedades�

�� �Unicidad de los neutros� S�olo hay un entero � tal que �  a � a para todo a �Z� Y s�olo hay un
entero � tal que �a � a para todo a �Z�

	� �Unicidad de los opuestos� Para cada a �Zexiste un �unico a� �Ztal que a a� � �� Este �unico
elemento se llama el opuesto de a y se denota por �a
 la suma b ��a� se denota por b� a�

�� �Cancelaci�on en sumas� Dados a� b� c �Z� la igualdad a b � a  c implica b � c�

� �Multiplicaci�on por cero� Para cada a �Zse veri�ca a� � ��

�� �Reglas de signos� Dados a� b �Zse veri�can ���a� � a� a��b� � ��a�b � ��ab� y ��a���b� � ab�

�� �Cancelaci�on en productos� Dados a� b� c �Zcon a 
� �� la igualdad ab � ac implica b � c�

�El origen de la notaci�onZes la palabra alemana Zahl que signi�ca n�umero�
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Demostraci�on� �� Supongamos que � y �� satisfacen la propiedad� Entonces �� � � �� � ��  � � ��
La unicidad del neutro para el producto se demuestra de forma similar�
�� Sabemos que existe un entero a� con esa propiedad� y si otro entero a�� la veri�ca entonces

a�� � � a�� � �a�  a�  a�� � a�  �a a��� � a�  � � a��
�� No hay m�as que sumar �a en ambos miembros�
	� Basta cancelar en la igualdad �  a� � a� � a��  �� � a�  a��
�� La primera igualdad es consecuencia de �� Para la segunda� como ab  a��b� � a��b  ��b�� �

a� � �� deducimos que a��b� es el opuesto de ab� La igualdad ��a�b � ��ab� se obtiene de modo
similar� y usando esas dos igualdades y el hecho de que ���x� � x se deduce que ��a���b� � ab�
�� De ab � ac se obtiene a�b� c� � ab� ac � � �usando ��� y como a 
� �� deducimos por el Axioma

de Regularidad que b� c � �� de donde b � c �sumando c en ambos miembros�� �

Las siguientes propiedades que consideraremos tienen que ver con el orden es conveniente introducir
la terminolog��a y la notaci�on siguientes�

� Emplearemos del modo usual los s��mbolos � � y � y la terminolog��a �menor o igual�� �mayor o
igual�� �estrictamente mayor�� etc� Con esta notaci�on� el axioma de dicotom��a se puede reenunciar
como una tricotom��a� Dados a� b �Z� se veri�ca exactamente una de las siguientes condiciones�

a � b� a � b �o a � b�

� Los n�umeros enteros mayores o iguales que � se llaman n�umeros naturales� y el conjunto que
forman se denota por N� Los n�umeros enteros estrictamente mayores que � se llaman enteros
positivos� y el conjunto que forman se denota porZ�� Los n�umeros enteros estrictamente menores
que � se llaman enteros negativos� y el conjunto que forman se denota por Z�� En s��mbolos�

N� fa �Z� a  �g Z� � fa �Z� a � �g Z� � fa �Z� a � �g

Las siguientes propiedades sobre el orden tienen demostraciones sencillas a partir de los axiomas
�principalmente el de compatibilidad� y de las propiedades ya demostradas� y las dejamos como ejercicio
para el lector� !Cuidado" no se puede utilizar nada que no sea una axioma o no haya sido previamente
demostrado�

Ejercicio ����� Demostrar que se veri�can las siguientes propiedades para a� b� c� d �Z�
�� a � b si y s�olo si a c � b c�

	� a � b si y s�olo si a c � b c�

�� Si c � � entonces a � b si y s�olo si ac � bc�

� Si c � � entonces a � b si y s�olo si ac � bc�

�� Si a � b y c � d entonces a  c � b  d� y esta desigualdad es estricta si lo es alguna de las
iniciales�

�� Dados a� b� c� d � Z� con a � b y c � d� se tiene ac � bd� y esta desigualdad es estricta si lo es
alguna de las iniciales�

�� a �Z� si y s�olo si �a �Z��
�� a � b si y s�olo si b� a �Z�� si y s�olo si a� b �Z�

�� a � b si y s�olo si �a � �b�

Proposici�on ����� Se veri�can las siguientes propiedades para a� b� c �Z�
�� Si a � b y c � � entonces ac  bc�

	� Si a 
� � entonces a� � �� En particular� � � � y �� � ��
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�� El � es el m��nimo de Z�
 es decir� � � n para cada n �Z��
� No hay enteros entre a y a �
 es decir� no existe ning�un n �Ztal que a � n � a ��

�� a � b si y s�olo si a � � b�

Demostraci�on� �� Si c � � entonces �c � � �Ejercicio ������� y el Axioma de Compatibilidad nos dice
que a��c� � b��c�� o sea ��ac� � ��bc�� Finalmente� ac  bc� por el Ejercicio ������
�� Por el Axioma de Dicotom��a� se tiene o bien a � � o bien a � � el resultado se deduce entonces

del Axioma de Compatibilidad �en el primer caso� o del apartado � �en el segundo�� Como � � ���
deducimos que � � �� y entonces �� � �� por el Ejercicio ������
�� Por su de�nici�on� Z� est�a acotado inferiormente por el �� y no es vac��o pues � � Z� entonces

Z� tiene un elemento m��nimo m por el Axioma de Buena Ordenaci�on� Entonces m � �� de donde
m� � m por compatibilidad pero m� �Z� por el apartado anterior� y en consecuencia m� � m por la
minimalidad de m cancelando m en esa igualdad obtenemos �nalmente m � �� como quer��amos ver�
	� Una desigualdad a � n � a � implicar��a � � n� a � �� contra el apartado anterior�
�� Si a � b entonces b � a � Z� y por lo tanto � � b � a� de donde a  � � b� La implicaci�on

rec��proca es f�acil usando que � � � y la transitividad� �

Ejercicio ����	 Demostrar que�

�� Ninguna sucesi�on estrictamente decreciente de enteros est�a acotada inferiormente� En particular�
no existen sucesiones estrictamente decrecientes de enteros positivos�

	� Todo subconjunto S de Zno vac��o y acotado superiormente tiene un m�aximo� Es decir� si S 
� �
y existe c �Ztal que c  s para cada s � S� entonces existe m � S tal que m  s para todo s � S�

�� Ninguna sucesi�on estrictamente creciente de enteros est�a acotada superiormente�

Teorema ����� �Principio de Inducci�on� Sea S un subconjunto de N tal que � � S y para todo
n � S se veri�ca que n  � � S� Entonces S � N�

Demostraci�on� Procederemos por reducci�on al absurdo� Supongamos que S 
� N� Entonces X � NnS
es un subconjunto deZno vac��o y acotado inferiormente por el �� por lo que tiene un primer elemento a�
y de hecho a �Z� puesto que � � S� Entonces a  �� lo que implica que a� � � N adem�as� a� � � S�
pues de lo contrario se tendr��a a � � � X� en contra de la elecci�on de a� Pero ahora la hip�otesis del
teorema nos dice que a � �a� ��  � � S� una contradicci�on� �

Ejercicio ����� Demostrar las siguientes variantes del Principio de Inducci�on �en ambas� b es un
entero �jo y S es un subconjunto de Z��

�� Si b � S� y si n � S implica n � � S �o lo que es lo mismo� si n�� � S implica n � S�� entonces
S contiene a todos los enteros mayores o iguales que b�

	� Si b � S� y si la condici�on �a � S cuando b � a � n� implica que n � S� entonces S contiene a
todos los enteros mayores o iguales que b�

Concluimos esta secci�on con una �ultima propiedad b�asica de los n�umeros enteros� la posibilidad de
dividir con resto� Se de�ne el valor absoluto de un entero a como

jaj �
�

a si a � N
�a si a 
� N

Del apartado � del Ejercicio ����� se deduce que jaj � N� para todo a �Z�

Ejercicio ����� Demostrar que para toda pareja de n�umeros enteros a y b se veri�ca la igualdad�

jabj � jaj 	 jbj�
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Teorema ����
 �Divisi�on con Resto� Para toda pareja de n�umeros enteros a y b con b 
� � existen
otros dos n�umeros enteros q y r tales que

a � bq  r y � � r � jbj�
Estos enteros q y r son �unicos y se les llama� respectivamente� el cociente y el resto de la divisi�on

de a entre b�

Demostraci�on� Como b 
� �� el conjunto S � fa � bn � n � Zg contiene una sucesi�on estrictamente
creciente ��por qu�e��� Por tanto no tiene una cota superior ��por qu�e�� y en consecuencia S �N 
� �
��por qu�e��� Sea r el m��nimo de S �N y sea q �Ztal que a� bq � r� Obs�ervese que

r � jbj � a� bq � jbj � a� b�q � �� � S�

De la minimalidad de r se deduce que r � jbj � � y� por tanto r � jbj� Esto prueba la existencia de q y
r satisfaciendo la propiedad requerida�
Veamos la unicidad� Supongamos que a � bq  r � bq�  r� con � � r� r� � jbj� Entonces

jbj � jr� � rj � jb�q� � q�j � jbj 	 jq� � qj

��por qu�e��� De donde se deduce que q� � q ��por qu�e�� y� por tanto� r � r�� �

Ejercicio ����� Dar demostraciones rigurosas de todas las a�rmaciones que se han acompa�nado de un
��por qu�e�� en la demostraci�on anterior�

��� Divisibilidad e ideales

De�nici�on ����� Sean a y b dos n�umeros enteros� Diremos que a divide a b� o que a es un divisor de
b� o que b es m�ultiplo de a� si existe un entero n tal que b � an� En tal caso escribiremos a j b�

De la propiedad de cancelaci�on en productos se deduce que si a 
� � y a j b� entonces existe un �unico
elemento n �Ztal que b � an� Denotaremos este elemento n por b

a o por b�a�
El lector puede demostrar algunas propiedades b�asicas de la relaci�on de divisibilidad�

Ejercicio ����� Dados a� b� c� d �Zse veri�ca�

�� �Re�exiva� a j a�
	� �Transitiva� Si a j b y b j c� entonces a j c�
�� �Casi Antisim�etrica� Si a j b y b j a� entonces b � �a �o sea� jbj � jaj��
� El � es m�ultiplo de cualquier entero� y s�olo es divisor de s�� mismo�

�� El � es divisor de cualquier entero� y s�olo es m�ultiplo de � y de �� �para demostrar esto �ultimo�
usa las propiedades del orden en Z��

�� a j b si y s�olo si a j �b� si y s�olo si �a j b� si y s�olo si �a j �b�
�� Si a j b y a j c� entonces a j rb sc para cualesquiera r� s �Z�en particular� a j b c� a j b� c y

a j rb para cualquier r �Z��
�� Si a j b y c j d� entonces ac j bd�
�� Si � 
� r �Zentonces� a j b si y s�olo si ar j br�
��� Si a j b� entonces jaj � jbj�
El apartado � del Ejercicio ����� sugiere las siguientes de�niciones� que ser�an muy �utiles para trabajar

con cuestiones de divisibilidad�
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De�nici�on ����� Una combinaci�on lineal con coe�cientes enteros �o una combinaci�onZ�lineal� de los
enteros a�� � � � � an es un entero de la forma

r�a�  	 	 	 rnan�

donde cada ri �Z� Los enteros ri son los coe�cientes de la combinaci�on lineal�
Un subconjunto I de Zes un ideal si no es vac��o y si� dados a� b � I� cualquier combinaci�on lineal

suya ra  sb sigue siendo un elemento de I�

Por inducci�on� se ve f�acilmente que cualquier combinaci�on lineal de un numero �nito de elementos
de un ideal I sigue siendo un elemento de I� Por otra parte� en la de�nici�on de ideal� la condici�on I 
� �
se puede sustituir por la condici�on � � I� tomando combinaciones lineales con coe�cientes nulos�

Proposici�on ����	 Para un subconjunto no vac��o I de Z� las condiciones siguientes son equivalentes�

�� I es un ideal�

	� Si a� b � I� entonces a b � I y ra � I para cada r �Z�I es cerrado para sumas y para m�ultiplos��

�� Si a� b � I entonces a� b � I �I es cerrado para restas��

Demostraci�on� Es claro que las dos primeras condiciones son equivalentes e implican la tercera� Por
�ultimo� si asumimos �� es elemental ver� por este orden� que � � I� que si a � I entonces �a � I� y que
si a� b � I entonces a  b � I� Ahora es f�acil ver� por inducci�on� que si a � I entonces ra � I �y por lo
tanto �ra � I� para cada r � N� con lo que se tiene �� �

Veamos algunos ejemplos de ideales� Dejamos al lector que demuestre las a�rmaciones que siguen�

Ejemplos ����� Ideales�

�� Zy f�g son dos ideales de Z�
�� Si a �Z� el conjunto �a� formado por los m�ultiplos de a es un ideal deZ� Este ideal se llama ideal

principal generado por a�

�� M�as generalmente� si a�� � � � � an �Z� entonces el conjunto
�a�� � � � � an� � fk�a�  	 	 	 knan � k�� � � � � kn �Zg �������

es un ideal de Z� llamado ideal generado por a�� � � � � an�

	� La intersecci�on de una familia de ideales es un ideal�

�� Si I y J son dos ideales de Z� entonces

I  J � fa b � a � I� b � Jg
es un ideal de Z� M�as generalmente� si I�� � � � � Ir son ideales de Z� entonces

I�  	 	 	 Ir � fa�  	 	 	 ar � cada ai � Iig
es un ideal de Z� Obs�ervese que� con esta notaci�on� se tiene

�a�� � � � � an� � �a��  	 	 	 �an��

Sea S un subconjunto de Z� ComoZes un ideal de Z� entonces existe al menos un ideal de Zque
contiene a S� Acabamos de mencionar que la intersecci�on de una familia de ideales deZes otro ideal de
Z� En particular� la intersecci�on I de todos los ideales que contienen a S es un ideal que est�a contenido
en todos los ideales que contienen a S� Es decir� I es el menor ideal que contiene a S� donde el sentido
de menor se re�ere a la relaci�on de inclusi�on� Por esta raz�on dicho ideal se llama ideal generado por
S� Obs�ervese que en los ejemplos anteriores tambi�en hemos llamado ideal generado por a�� � � � � an al
conjunto �������� Vamos a ver que la utilizaci�on del mismo nombre est�a justi�cada�



���� DIVISIBILIDAD E IDEALES ��

Proposici�on ����� Sea S un conjunto de n�umeros naturales
 entonces la intersecci�on de los ideales de
Zque contienen a S coincide con el conjunto

�S� � f
nX
i��

kiai � ki �Z� ai � Sg

de todas las combinaciones lineales de familias �nitas de elementos de S�

Demostraci�on� En los comentarios realizados antes de la proposici�on se ha visto que la intersecci�on de
los ideales de Zque contienen a S es el menor ideal de Zque contiene a S� Por tanto basta demostrar
que el conjunto �S� del enunciado tambi�en es el menor ideal de Zque contiene a S es decir� que se
veri�can las tres siguientes condiciones�

� S � �S��
� �S� es un ideal de Z�
� Si I es un ideal de Zque contiene a S� entonces �S� � I�

El lector puede demostrar que efectivamente estas condiciones se veri�can� �

Ejercicio ����� Demostrar que si I y J son conjuntos de n�umeros enteros� entonces �I� �J� � �I�J��
En particular� si I y J son ideales� entonces I  J es el menor ideal que contiene a I y a J �

La relaci�on de divisibilidad se puede expresar de forma sencilla en t�erminos de ideales�

Proposici�on ����
 Las siguientes condiciones son equivalentes para dos n�umeros enteros a y b�

�� a j b�
	� b � �a��
�� �b� � �a��

Demostraci�on� La equivalencia entre � y � viene de la de�nici�on de ideal principal� Como �b� es el
menor ideal de Zque contiene a b� se tiene �b� � �a� precisamente si b � �a�� �

Usando este resultado y las propiedades del Ejercicio ������ los ejercicios siguientes son f�aciles�

Ejercicio ����� Las siguientes condiciones son equivalentes para un n�umero entero a�

�� �a� �Z�

	� a j ��
�� a � � �o a � �� �o sea� jaj � ���

Ejercicio ����� Las siguientes condiciones son equivalentes para dos n�umeros enteros a y b�

�� �a� � �b��

	� a j b y b j a�
�� a � b �o a � �b �o sea� jaj � jbj��

Nuestros primeros ejemplos de ideales deZfueron los ideales principales terminaremos esta secci�on
viendo que no hay otros�

Teorema ������ Todos los ideales deZson principales� Es decir� si I es un ideal deZ� entonces existe
un entero a tal que I � �a��
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Demostraci�on� Sea I un ideal de Z� Si I � f�g � ���� entonces I es principal� Supongamos que
I 
� f�g� Entonces I contiene un elemento x diferente de �� y adem�as �x � ����x � I� por lo que I
contiene alg�un entero positivo� Sea a el menor entero positivo que pertenece a I �el m��nimo de I �Z���
Veamos que I � �a�� Como �a� es el menor ideal que contiene a a� se tiene que �a� � I� Rec��procamente�
si x � I� existen q� r �Ztales que x � aq  r y � � r � jaj � a �Teorema ����
�� Como a � I y x � I�
deducimos que r � x � aq � I� y de la minimalidad de a se deduce que r no es positivo� Por tanto
r � �� y en consecuencia x � aq � �a�� como quer��amos ver� �

Corolario ������ Si S es un conjunto no vac��o de n�umeros enteros y d es un n�umero entero� las
condiciones siguientes son equivalentes�

�� �d� � �S�
 es decir� el ideal generado por S coincide con el ideal principal generado por d�

	� d j s para cada s � S y d es una combinaci�on lineal de elementos de S�

Demostraci�on� �d� � �S� si y s�olo si d � �S�� si y s�olo si d es combinaci�on lineal de elementos de S�
Por otra parte� �S� � �d� si y s�olo si s � �d� para cada s � S �pues �S� es el menor ideal que contiene
a cada s � S�� si y s�olo si d divide a cada s � S� Esto demuestra el resultado� �

��� M�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo

De�nici�on ����� Sea S un conjunto de n�umeros enteros y sean d y m n�umeros enteros�

� Se dice que d es un m�aximo com�un divisor de S si se veri�can las dos condiciones siguientes�

�� d divide a todos los elementos de S�

	� Si x es un entero que divide a todos los elementos de S� entonces x divide a d�

�Es f�acil ver que estas dos condiciones equivalen a una sola� Un entero x divide a todos los
elementos de S si y s�olo si x divide a d��

� Diremos que m es m��nimo com�un m�ultiplo de S si se veri�can las dos condiciones siguientes�

�� m es m�ultiplo de todos los elementos de S�

	� Si x es un entero que es m�ultiplo de todos los elementos de S� entonces x es m�ultiplo de m�

�Equivalentemente� Un entero x es m�ultiplo de cada s � S si y s�olo si x es m�ultiplo de m��

Escribiremos d � mcd�S� para indicar que d es un m�aximo com�un divisor de S� y m � mcm�S� si
m es un m��nimo com�un m�ultiplo de S� Si S � fa�� � � � � ang� entonces utilizaremos la notaci�on�

mcd�a�� � � � � an� � mcd�S� y mcm�a�� � � � � an� � mcm�S��

Hay que tener cuidado con esta notaci�on� ya que es ambigua� Por ejemplo� a � mcd�S� y b � mcd�S��
no implica que a � b� En efecto� si a es m�aximo com�un divisor de S� entonces �a tambi�en es m�aximo
com�un divisor de S� Una propiedad similar se veri�ca para el m��nimo com�un m�ultiplo� Sin embargo�
el siguiente ejercicio muestra los l��mites de esta ambig#uedad�

Ejercicio ����� Sean a y b dos n�umeros enteros y S un conjunto de n�umeros enteros� Demostrar que si
a y b son ambos m�aximos comunes divisores de S� entonces a � �b� Demostrar que la misma propiedad
se veri�ca para el m��nimo com�un m�ultiplo�

Obs�ervese que todav��a no hemos demostrado que cualquier subconjunto de Ztenga un m�aximo
com�un divisor ni un m��nimo com�un m�ultiplo� Usando el concepto de ideal podemos demostrar no s�olo
la existencia� sino tambi�en otras propiedades importantes del m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un
m�ultiplo�



���� M�AXIMO COM�UN DIVISOR Y M�INIMO COM�UN M�ULTIPLO ��

Proposici�on ����� Sea S un conjunto de n�umeros enteros y sean d�m �Z� Entonces�
�� Las siguientes condiciones son equivalentes�

�a� d � mcd�S��

�b� �d� � �S��

�c� d j s para cada s � S y existen s�� � � � � sn � S y r�� � � � � rn �Ztales que d � r�s� 	 	 	 rnsn�
	� Las siguientes condiciones son equivalentes�

�a� m � mcm�S��

�b� �m� � �s�S�s��
�� En particular� S tiene m�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo�

Demostraci�on� De la Proposici�on ����
� se deduce que d � mcd�S� precisamente si se veri�can las dos
siguientes condiciones�

� S � �d��
� Si x es un entero tal que S � �x�� entonces �d� � �x��

En otras palabras� d � mcd�S� precisamente si �d� es el menor ideal que contiene a S es decir�
�d� � �S�� Esto demuestra la equivalencia de �a� y �b� en �� y la equivalencia de �b� y �c� no es m�as
que el Corolario ������� Dejamos que el lector demuestre �� Finalmente� � es consecuencia del hecho de
que todo ideal de Zes principal �Teorema �������� �

El siguiente corolario es inmediato�

Corolario ����	 Dados enteros a�� � � � � an y d� se veri�ca� d � mcd�a�� � � � � an� si y s�olo si d divide a
cada ai y existen r�� � � � � rn �Ztales que

r�a�  	 	 	 rnan � d�

Esta �ultima expresi�on se conoce como una identidad de Bezout para a�� � � � � an�

Los conjuntos cuyo m�aximo com�un divisor es � son especialmente importantes� y por eso destacamos
aqu�� el siguiente caso particular del corolario anterior�

Corolario ����� �Lema de Bezout� Las siguientes condiciones son equivalentes para los n�umeros
enteros a�� � � � � an�

�� Los �unicos divisores comunes a todos los ai son � y ���
	� mcd�a�� � � � � an� � ��

�� �a�� � � � � an� �Z�

� Existen r�� � � � � rn �Ztales que r�a�  	 	 	 rnan � ��

Diremos que los n�umeros enteros a�� � � � � an son coprimos o primos entre s�� cuando veri�quen las
condiciones equivalentes del Corolario ������ Usando adecuadamente las identidades de Bezout se pueden
demostrar f�acilmente numerosas propiedades�

Proposici�on ����� Se veri�can las siguientes propiedades sobre n�umeros enteros�

�� Si mcd�a�� � � � � an� � d entonces mcd�a�
d
� � � � � an

d
� � ��

	� mcd�a� b� � � y mcd�a� c� � � si y s�olo si mcd�a� bc� � ��

�� Si mcd�a� b� � � y a j bc� entonces a j c�
� Si mcd�a� b� � �� a j c y b j c� entonces ab j c�
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Demostraci�on� �� Si mcd�a�� � � � � an� � d entonces d � r�a� 	 	 	 rnan para ciertos enteros r�� � � � � rn�
Dividiendo por d en ambos miembros y aplicando el Lema de Bezout ������� se obtiene el resultado
deseado�
�� Si mcd�a� bc� � �� del Lema de Bezout se deduce que existen u� v �Ztales que au bcv � �� De

nuevo aplicando el Lema de Bezout se obtiene que mcd�a� b� � � � mcd�a� c��
Supongamos ahora que mcd�a� b� � � y mcd�a� c� � �� Por el Lema de Bezout �������� existen

enteros r� s� t� u tales que ra  sb � � y ta uc � �� Multiplicando ambas expresiones se obtiene

�rat ruc sbt�a �su��bc� � ��

y por lo tanto mcd�a� bc� � ��
�� Por las hip�otesis existen enteros r� s� t tales que � � ra sb y bc � at� y multiplicando por c la

primera expresi�on se obtiene c � rac sbc � rac sat � �rc st�a� por lo que a j c�
	� Como b j c� existe un entero t tal que c � bt� y ahora el apartado �� aplicado a las otras dos

hip�otesis� nos dice que a divide a t� por lo que ab divide a tb � c� �

Ejercicio ����� Dar ejemplos que muestren que los dos �ultimos apartados del resultado anterior son
falsos si a y b no son coprimos�

��� Algoritmo de Euclides y ecuaciones diof�anticas

En esta secci�on resolvemos dos problemas pr�acticos� comenzamos mostrando un m�etodo para calcular
el m�aximo com�un divisor de dos n�umeros enteros y la correspondiente identidad de Bezout� y aplicamos
entonces esto a la resoluci�on de cierto tipo de ecuaciones�
El primer m�etodo es conocido con el nombre de Algoritmo de Euclides para el C�alculo del M�aximo

Com�un Divisor y est�a basado en el siguiente ejercicio�

Ejercicio ��	�� Sean a y b dos n�umeros enteros� Si a � bq  r� entonces mcd�a� b� � mcd�b� r��

Sean a y b dos n�umeros enteros cuyo m�aximo com�un divisor queremos calcular� Si a � � entonces
mcd�a� b� � b� Por tanto podemos suponer que a y b son distintos de �� Si a se cambia por su opuesto
el m�aximo com�un divisor de a y b no var��a� Por tanto� podemos suponer que a y b son positivos�
Supongamos que b � a� Construimos una tabla como la siguiente�

a � r�� b � r� r� r� � � � rn � d rn�� � �
q� q� q� � � � qn��

donde qi y ri son� respectivamente� el cociente y el resto de dividir ri�� por ri��� y denotamos por d
al �ultimo resto no nulo� Obs�ervese que alg�un ri tiene que ser � ya que la sucesi�on r��� r�� r�� r� � � � est�a
formada por enteros no negativos y es estrictamente decreciente �Ejercicio ����	�� Entonces

mcd�a� b� � mcd�r��� r�� � mcd�r�� r�� � mcd�r�� r�� � 	 	 	 � mcd�rn��� rn� � mcd�rn� �� � rn � d�

De hecho� el m�etodo anterior sirve para calcular dos enteros s y t tales que d � sa  tb� donde d �
rn � mcd�a� b�� El m�etodo consiste en escribir d � rn en funci�on de a y b utilizando las ecuaciones
ri � ri�� � qiri�� �de derecha a izquierda�� y lo ilustramos con el siguiente ejemplo�

Ejemplo ��	�� Algoritmo de Euclides en Z�

Sean a � �
			 y b � ����� Entonces construimos la tabla

a � �
			 b � ���� 	�� ��� �	 �� �
�� � � � �

Luego mcd�a� b� � �� y

�� � ���� � 	 �	 � ���� � 	 �	��� � 	 ����
� �� 	 	��  �� 	 ��� � �� 	 	��  �� 	 �b� � 	 	���
� �� 	 b� �� 	 	�� � �� 	 b� �� 	 �a� �� 	 b�
� ��� 	 a ��� 	 b�
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Una vez que sabemos c�omo calcular el m�aximo com�un divisor� podemos calcular el m��nimo com�un
m�ultiplo utilizando la siguiente proposici�on�

Proposici�on ��	�� Si a y b son dos n�umeros enteros� entonces

ab � mcd�a� b�mcm�a� b��

O m�as rigurosamente� si d es un m�aximo com�un divisor de a y b� entonces ab�d es un m��nimo com�un
m�ultiplo de a y b�

Demostraci�on� Sean d � mcd�a� b�� a� �
a
d � b� �

b
d y m � da�b�� Basta con demostrar que

m � mcm�a� b�� Claramente m es m�ultiplo de a y de b� Sea x un m�ultiplo de a y de b� Entonces x
d es

m�ultiplo de a� y de b�� Por la Proposici�on ������
x
d es m�ultiplo de a�b� y� por tanto� x es m�ultiplo de

da�b� � m� �

A continuaci�on damos una aplicaci�on de los resultados vistos hasta ahora� Se trata de la resoluci�on
de las ecuaciones diof�anticas del tipo

aX  bY � c ���	���

donde a� b� c son n�umeros enteros con a y b no nulos y X e Y son inc�ognitas� El adjetivo �diof�antica� �en
honor del matem�atico griego Diofanto de Alejandr��a� signi�ca que s�olo nos interesan las soluciones de
dicha ecuaci�on que sean n�umeros enteros� Por lo tanto� una soluci�on de la ecuaci�on diof�antica ���	��� es
un par ordenado de n�umeros enteros �x� y� tal que ax by � c� Comenzaremos estudiando la existencia
de soluciones� para pasar despu�es a su c�alculo� En lo que sigue hacemos d � mcd�a� b�� a� � a

d
y b� � b

d
�

y tomamos enteros r� s tales que ra sb � d�

Proposici�on ��	�	 Con la notaci�on anterior� la ecuaci�on ����	� tiene soluciones enteras si y s�olo si
d j c� En este caso� si c� � c

d � las soluciones de ����	� son las mismas que las de

a�X  b�Y � c�� ���	���

�N�otese que la ecuaci�on inicial siempre tiene soluci�on en dos casos especiales� cuando a y b son coprimos
y cuando c � ���

Demostraci�on� Si �x� y� es una soluci�on de ���	��� entonces d j ax by � c� Rec��procamente� si existe
c� �Ztal que c � c�d� entonces �rc�� sc�� es una soluci�on de ���	���� Esto prueba el �si y s�olo si�� y el
resto es claro pues d 
� � y por lo tanto podemos cancelarlo� �

Supongamos ahora que ���	��� tiene soluci�on� y veamos c�omo calcular todas sus soluciones� De hecho
calcularemos las de ���	���� que es m�as sencilla� La demostraci�on anterior nos dice que una soluci�on
�particular� es �x�� y�� � �rc

�� sc��� pero puede haber otras� Si �x� y� es otra soluci�on de ���	��� entonces�
restando las igualdades a�x b�y � c� y a�x�  b�y� � c�� se obtiene

a��x � x��  b��y � y�� � �� ���	�	�

Esto implica que b� divide a a��x � x��� y como mcd�a
�� b�� � � �Proposici�on ������ deducimos que b�

divide a x � x�� y por lo tanto existe � �Ztal que x� x� � �b�� Sustituyendo en ���	�	�� cancelando
b� y despejando deducimos que y � y� � ��a�� de modo que

�x� y� � �x�  �b�� y� � �a��� ���	���

Como es inmediato comprobar que todos los pares de esa forma �con � �Z� son soluciones de ���	����
deducimos que estas son todas las soluciones de nuestra ecuaci�on�
En resumen� para resolver la ecuaci�on diof�antica ���	��� procedemos de la siguiente forma �el lector

puede estudiar c�omo se simpli�can los pasos en los dos casos especiales mcd�a� b� � � �o c � ���

�� Calculamos d � mcd�a� b�� por ejemplo usando el Algoritmo de Euclides�

�� Si d no divide a c� deducimos que la ecuaci�on no tiene soluci�on y acabamos�
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�� Si d divide a c� calculamos una soluci�on particular como sigue� Ponemos c� � c
d y buscamos�

usando el Algoritmo de Euclides� enteros r� s tales que ar  bs � d entonces �x�� y�� � �rc
�� sc��

es una soluci�on de ���	����

	� Si a� � a
d y b

� � b
d � las soluciones de ���	��� son entonces todos los pares �x� y� � �x� �b

�� y���a���
donde � es un entero arbitrario�

Ejemplos ��	�� Ecuaciones Diof�anticas�

�� Consid�erese la ecuaci�on diof�antica �
X ��Y � �	� En este caso� como mcd��
� ��� � � no divide
a �	� concluimos que la ecuaci�on no tiene soluci�on�

�� Consid�erese la ecuaci�on diof�antica ����X  ����Y � �� que tiene al menos la soluci�on tri�
vial �X�� Y�� � ��� ��� Para calcular el resto de soluciones� dividimos la ecuaci�on inicial por
mcd������ ����� � ��� y obtenemos la ecuaci�on equivalente ��X  ��Y � �� Como sus coe��
cientes son coprimos� la soluci�on general de la ecuaci�on es

�X�Y � � ����� ����� �� �Z��

�� Consid�erese ahora la ecuaci�on diof�antica ���X  ��Y � ��� En este caso� como mcd����� ��� � �
divide a ��� sabemos que hay soluciones� y que �estas son las mismas que las de la ecuaci�on
��X  �Y � 	� Los coe�cientes de �esta� �� y �� son coprimos� y una identidad de Bezout para
ellos es �� 	 ����  � 	 � � �� As��� �X�� Y�� � ��	� ��� es una soluci�on particular� Finalmente� la
soluci�on general es

�X�Y � � ��	  ��� ��� ���� �� �Z��

��	 El Teorema Fundamental de la Aritm�etica

En esta secci�on vamos a demostrar el Teorema Fundamental de la Aritm�etica que asegura que todo
entero se puede escribir de forma esencialmente �unica como producto de n�umeros primos� Por supuesto
tenemos que empezar de�niendo qu�e signi�ca ser primo� Si a es un entero� entonces �� ��� a y �a son
divisores de a�

Proposici�on ����� Las siguientes condiciones son equivalentes para un entero p distinto de �� � y ���
�� Los �unicos divisores de p son �� ��� p y �p�
	� Si a y b son enteros tales que p � ab� entonces a � �� �o b � ���
�� Si I es un ideal de Ztal que �p� � I� entonces I � �p� �o I �Z�

� Si a y b son enteros tales que p j ab� entonces p j a �o p j b�
�� Si a y b son enteros que no son m�ultiplos de p� entonces ab tampoco es m�ultiplo de p�

Demostraci�on� La equivalencia entre � y � es evidente� Tambi�en es evidente que las condiciones 	 y
� son equivalentes� La equivalencia entre � y � es una consecuencia inmediata del Teorema ������� la
Proposici�on ����
 y el Ejercicio ������
� implica 	� Supongamos que p satisface � y sean a y b enteros tales que p j ab� Si p no divide a a

entonces a y p no tienen m�as divisores comunes que �� y por lo tanto son coprimos entonces p j b por
la Proposici�on ������
	 implica �� Supongamos que p satisface 	 y sea a un divisor de p� Si p � ab entonces p j a �o p j b�

En el primer caso �p� � �a�� y del Ejercicio ������ se deduce que a � �p� En el segundo caso b � pt
para cierto entero t entonces � � ta y del Ejercicio ����� se deduce que a � ��� �

De�nici�on ����� Un n�umero entero p se dice primo si es distinto de �� � y �� y satisface las condi�
ciones de la Proposici�on ������
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Ejercicio ����� Si p es un entero primo y p j a� 	 	 	an �para ciertos enteros a�� � � � � an�� demostrar que
p divide a ai para cierto ��ndice i�

Teorema ����	 �Teorema Fundamental de la Aritm�etica� Sea a un n�umero entero diferente de
� y ��� Entonces�

�� a es producto de n�umeros primos�

	� Si a � p� 	 	 	pn � q� 	 	 	qm� con p�� � � � � pn� q�� � � � � qm primos� entonces n � m y podemos reor�
denar los qi de modo que se tenga qi � �pi para cada ��ndice i�

Demostraci�on� Para demostrar �� podemos suponer que a  � ��por qu�e��� Por reducci�on al absurdo
suponemos que a es el menor n�umero natural mayor que � que no es producto de primos� Entonces a no
puede ser primo� y por tanto a � bc para dos enteros b y c� ambos diferentes de � y ��� Cambiando el
signo si hace falta podemos suponer que b y c son n�umeros positivos y por tanto son ambos estrictamente
menores que a� Por la minimalidad de a� se tiene que tanto b como c son producto de n�umeros primos�
Por tanto a es producto de n�umeros primos� lo que induce una contradicci�on� Esto prueba ��
Supongamos que a � p� 	 	 	pn � q� 	 	 	qm� como en �� Podemos suponer que n � m� Razonamos

por inducci�on sobre n� Si n � �� entonces a es primo y� por tanto� todos los qi menos uno son iguales
a � �o ��� Como ninguno de los qi puede ser � ni ��� se deduce que m � � y p� � q�� Supongamos
que el resultado es cierto para menos de n primos pi� Entonces pn divide a a � q� 	 	 	qm� Como pn
es primo� divide a alg�un qi� y reordenando los qi si es necesario podemos suponer que pn divide a qm�
Como qm es primo� se tiene que qm � �pn� y por tanto a

pn
� p� 	 	 	pn�� � q� � � � ��qm���� Por hip�otesis

de inducci�on se tiene n� � � m� � �luego n � m� y podemos reordenar los qi de manera que se tenga
qi � �pi para todo i � �� �� � � � � n� �� y por supuesto tambi�en para i � n� �

Ejercicio ����� Dados enteros a y b� demostrar que�

�� Si jbj � � entonces existe un entero primo p que divide a b�

	� a y b son coprimos si y s�olo si no tienen ning�un divisor primo com�un �es decir� si no existe ning�un
entero primo p tal que p j a y p j b�

Sea a un n�umero entero no nulo� Una factorizaci�on prima de a es una expresi�on del tipo

a � �p��� 	 	 	p�nn �������

donde n  �� los pi son primos positivos distintos� y los exponentes �i son enteros no negativos �cuando
n � � se obtiene un �producto vac��o� que� por convenio� vale ��� Obs�ervese que la de�nici�on permite
la aparici�on de exponentes nulos es decir� de �primos �cticios� en la descomposici�on de a si esto no
ocurre �si los �i son positivos� decimos que ������� es una factorizaci�on prima irredundante de a� Con
esta terminolog��a� el Teorema Fundamental de la Aritm�etica puede reenunciarse como sigue�

Teorema ����� �Teorema Fundamental de la Aritm�etica� Todo entero no nulo tiene una facto�
rizaci�on prima irredundante que es �unica salvo el orden�

El exponente �i de la expresi�on ������� se llama multiplicidad de pi ��o de �pi� en a� Claramente�
un primo p divide a a precisamente si la multiplicidad de p en a no es �� M�as generalmente tenemos el
siguiente criterio de divisibilidad�

Ejercicio ����� Sean a y b dos n�umeros enteros� Demostrar que a divide a b precisamente si para todo
primo p la multiplicidad de p en a es menor o igual que la multiplicidad de p en b�

De donde se deduce f�acilmente�

Ejercicio ����
 Sean a � �p��� 	 	 	p�nn y b � �p��� 	 	 	p�nn factorizaciones primas de los n�umeros en�
teros a y b �siempre podemos encontrar dos factorizaciones en las que aparecen los mismos primos�
a�nadiendo con exponente � los que sean necesarios�� Demostrar que

mcd�a� b� � p
min������	
� 	 	 	pmin��n��n	

n y mcm�a� b� � p
max������	
� 	 	 	pmax��n��n	

n �
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Una consecuencia elemental pero importante del Teorema Fundamental de la Aritm�etica es que cada
entero diferente de � y de �� tiene �al menos� un divisor primo� Esto nos permite demostrar el siguiente
Teorema de Euclides�

Teorema ����� �Euclides� El conjunto de enteros primos es in�nito�

Demostraci�on� Supongamos por reducci�on al absurdo que el conjunto de enteros primos es �nito y
sean p�� � � � � pn todos los primos positivos� Sea a � p� 	 	 	pn  �� Por el Ejercicio ������ a es divisible
por alg�un primo positivo� que debe ser uno de los pi� Entonces pi divide a a� p� 	 	 	pn � �� de lo que
se deriva una contradicci�on� �

Terminamos esta secci�on con una consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritm�etica de la que
haremos uso m�as adelante� En ella usaremos el concepto de n�umero racional� que el lector conocer�a
al menos de forma intuitiva� De forma natural� es posible construir los n�umeros racionales de forma
rigurosa a partir de los n�umeros enteros� Veremos una construcci�on m�as general en la Secci�on ����

Proposici�on ����� Si a es un entero que no es un cuadrado de un n�umero entero �es decir� la
ecuaci�on a � x� no tiene ninguna soluci�on entera�� entonces tampoco es el cuadrado de un n�umero
racional �es decir� la ecuaci�on a � x� no tiene ninguna soluci�on racional��

Demostraci�on� Vamos a probar que� si � 
� a � Zes el cuadrado de un n�umero racional� entonces
es el cuadrado de un n�umero entero� lo que obviamente equivale al enunciado� Supongamos pues que
existen enteros no nulos b y c tales que a � �b�c��� o sea� ac� � b�� Sabemos que existen enteros primos
p�� � � � � pr distintos dos a dos y enteros no negativos ��� � � � � �r� 	�� � � � � 	r� 
�� � � � � 
r tales que

a � �p��� 	 	 	p�rr � b � �p��� 	 	 	p�rr y c � �p��� 	 	 	p�rr �

La unicidad del Teorema Fundamental de la Aritm�etica aplicada a la igualdad ac� � b� nos dice que�
para cada i � �� � � � � r� se tiene �i  �
i � �	i� de donde ��	i � 
i� � �i  � y por tanto 	i  
i� Esto
implica que c divide a b y en consecuencia a es el cuadrado del n�umero entero b�c� �

��
 Congruencias

Dados tres n�umeros enteros a� b y n� la expresi�on a � b mod n se lee �a es congruente con b m�odulo n�
y signi�ca n j b� a� En otras palabras

a � b mod n precisamente si b� a � �n��

Dejaremos que el lector demuestre las propiedades m�as elementales de la relaci�on de congruencia�

Ejercicio ����� Demostrar que se veri�can la siguientes propiedades �todas las variables representan
n�umeros enteros��

�� a � a mod n�

	� Si a � b mod n� entonces b � a mod n�

�� Si a � b mod n y b � c mod n� entonces a � c mod n�

� a � b mod � precisamente si a � b�

�� a � b mod � para cualquier par de enteros a� b�

�� a � b mod n precisamente si a � b mod ��n��
�� a � � mod n precisamente si n j a�
�� Si r es el resto de dividir a entre n� entonces a � r mod n�
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�� Sea n 
� �� Entonces a � b mod n si y s�olo si a y b dan el mismo resto al dividirlos entre n�

��� Si a � b mod n y c � d mod n� entonces a c � b d mod n y ac � bd mod n�

��� Si a � b mod n y m j n� entonces a � b mod m�

�	� Las dos congruencias a � b mod n y a � b mod m equivalen a la congruencia a � b mod t� donde
t � mcm�n�m��

Fijemos un entero n� Las tres primeras propiedades del Ejercicio ����� muestran que la relaci�on
binaria �ser congruente m�odulo n� es una relaci�on de equivalencia� La propiedad � muestra que n y �n
de�nen la misma relaci�on de equivalencia� y por lo tanto no perdemos generalidad si suponemos que
n no es negativo� Esta relaci�on induce una partici�on de Zen clases de equivalencia� Denotaremos con
�a�n ��o con �a�� si n est�a claro por el contexto� la clase de equivalencia que contiene a a� O sea

�a�n � fb �Z� a � b mod ng
� fb �Z� n j b� ag
� fa tn � t �Zg

En vista de esta �ultima expresi�on� a veces se escribe a �n� en vez de �a�n� El conjunto de las clases de
equivalencia se denota Z��n� �o Zn� y en �el de�nimos una suma y un producto mediante las reglas�

�a�  �b� � �a b� y �a� 	 �b� � �ab��
Observaci�on ����� Es conveniente observar que para sumar �o multiplicar� dos elementos A y B de
Zn hacemos lo siguiente�

�� Elegimos a � A y b � B�

�� Calculamos a  b ��o ab��

�� De�nimos A  B ��o AB� como la clase de equivalencia de a  b ��o de ab��

Hemos hecho la anterior observaci�on para que quede claro que� en principio� el valor de la suma A B
podr��a depender de los elementos a � A y b � B elegidos� Es decir� si a� a� � A y b� b� � B� entonces�
en principio� podr��a ocurrir que a  b y a�  b� no estuvieran en la misma clase y� por tanto� �a  b�
y �a�  b�� ser��an distintos� En tal caso la de�nici�on de A  B que hemos dado ser��a ambigua� Las
mismas observaciones podr��an hacerse sobre la de�nici�on del producto� Sin embargo� la propiedad ��
del Ejercicio ����� nos muestra que esto no ocurre� con lo que podemos garantizar que la suma y el
producto de Zn est�an bien de�nidas�

Obs�ervese que si n � �� entonces cada clase de equivalencia tiene un �unico elemento� Por tanto�
podemos identi�car Z� con Zy cada a �Zcon �a���
Supongamos que n � �� Por las propiedades 
 y � del Ejercicio ������ cada n�umero entero est�a en

una de las siguientes clases de equivalencia� ���� ���� � � � � �n��� y cada dos de estas clases de equivalencia
son diferentes ��por qu�e��� Luego Zn tiene n elementos y

Zn � f���� ���� � � � � �n� ��g�
Casi todas las propiedades de la suma y el producto de n�umeros enteros tambi�en se veri�can enZn�

Ejercicio ����� Sea n un n�umero entero� Demostrar�

�� Asociativa� Dados r� s� t �Zn� se tiene r  �s t� � �r  s�  t y r�st� � �rs�t�

	� Conmutativa� Dados r� s �Zn� se tiene r  s � s  r y rs � sr�

�� Distributiva� Dados r� s� t �Zn� se tiene r�s  t� � rs  rt�

� Neutro� Para todo r � Zn se veri�can r  ��� � r y r��� � r� Adem�as ��� y ��� son los �unicos
elementos de Zn que satisfacen esta propiedad�

�� Opuesto� Para todo a �Z� �a� ��a� � ���� Adem�as� ��a� es el �unico elemento de Zn que veri�ca
esta propiedad�



�	 CAP�ITULO �� EL ANILLO DE LOS N �UMEROS ENTEROS

Sin embargo� en general� la propiedad de regularidad no se veri�ca enZn� Por ejemplo ���
���
 � ���
�
Se dice que x �Zn es un divisor de cero� o que es singular� si existe un y 
� ���� tal que xy � ���� En

caso contrario �es decir� si xy � ��� implica y � ���� decimos que x es regular� Se dice que x es invertible
si existe y �Zn tal que xy � ����

Ejercicio ����	 Demostrar que si un elemento x de Zn es invertible� entonces existe un �unico y �Zn
tal que xy � ���n� Dicho elemento se llama inverso de x y se denota x���

Las de�niciones anteriores pueden aplicarse a los elementos de Z� y en este caso sabemos que � es
el �unico divisor de cero y que los �unicos elementos invertibles son � y ��� En particular� en Zhay
elementos regulares que no son invertibles �cualquiera distinto de � y de ���� Esto no ocurre en Zn
�cuando n 
� ��� como muestra la siguiente proposici�on�

Proposici�on ����� Sea � 
� n �Z� Las siguientes condiciones son equivalentes para todo a �Z�
�� �a�n es invertible�

	� �a�n es cancelable
 es decir� si �a�ny � �a�nz con y� z �Zn entonces y � z�

�� �a�n es regular�

� mcd�a� n� � ��

Demostraci�on� Pongamos x � �a�n� y en general �r� � �r�n�
� implica �� Si x es invertible y se veri�ca xy � xz entonces� multiplicando ambos miembros por

x��� deducimos que y � z�
� implica �� Si xy � � entonces xy � x���� y cancelando x deducimos que y � ����
� implica 	� Veamos que si un entero d divide a a y a n entonces d j �� Poniendo a� � a

d y n
� � n

d
tenemos

x�n�� � �an�� � �a�dn�� � �a�n� � ����

y entonces por hip�otesis �n�� � ��� es decir� n�d � n j n� y por lo tanto d j ��
	 implica �� Supongamos ahora que a y n son coprimos� Por el Lema de Bezout existen enteros r� s

tales que ra sn � �� y entonces ra � � mod n� o sea �r��a� � �� por lo que �a� es invertible en Zn� �

La demostraci�on de la �ultima implicaci�on nos dice c�omo se calcula en la pr�actica un inverso de �a� en
Zn �cuando existe�� basta con encontrar una identidad de Bezout ra sn � �� y entonces �r� � �a����

Ejemplo ����� Inversos en Zn�

Consideremos el elemento ��� en Z��� Aplicando el Algoritmo de Euclides a � y �� obtenemos la tabla�

�� � � � � �
� � � �

que nos dice que mcd��� ��� � � por lo tanto ��� es invertible� y como adem�as

� � �� � 	 �
� �� � 	 ��� � 	 ��
� � 	 �� � 	 �
� � 	 ���� � 	 �� � � 	 �
� � 	 ��� �� 	 ��

deducimos que ����� � ����� � ���� en Z���

Cuando n es peque�no� hay una forma rudimentaria de calcular el inverso de �a� en Zn que suele ser
m�as r�apida que el Algoritmo de Euclides� Se trata simplemente de ir multiplicando �a� por ���� ���� � � �
hasta que el producto valga ���� Por cierto� el inverso de �n� �� es precisamente �n� �� ��por qu�e���
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��� Ecuaciones de congruencias� Teorema Chino de los Restos

Una ecuaci�on lineal de congruencias es una ecuaci�on del tipo

aX � c mod n �������

con n 
� �� Una soluci�on de ������� es un n�umero entero x tal que ax � c mod n� La ecuaci�on �������
es equivalente a la ecuaci�on

�a�nX � �c�n� �����
�

Esto quiere decir que x �Zes una soluci�on de la ecuaci�on ������� precisamente si �x�n es una soluci�on
de la ecuaci�on �����
��
Vamos a ver c�omo resolver ecuaciones lineales de congruencias� Empezaremos considerando el caso

m�as sencillo� que se da cuando �a�n es invertible� Entonces la �unica soluci�on de la ecuaci�on �����
� es
�a���

n �c�n �es decir� se obtiene �dividiendo por �a�n��� En otras palabras� si �a�
��
n �c�n � �b�n� entonces las

soluciones de la ecuaci�on ������� son los n�umeros enteros de la forma

b �n �� �Z��

Por ejemplo� para resolver la ecuaci�on

�X � � mod ��

observamos que ��� � ����� es invertible y su inverso es ���� � ������� Como ������� � �	�� � ����� las
soluciones de la ecuaci�on son los n�umeros enteros de la forma

��  ��� �� �Z��

Obs�ervese que� en este caso� todas las soluciones son congruentes �entre s��� m�odulo n� Este hecho se
suele expresar diciendo que ������� tiene soluci�on �unica m�odulo n�
El caso general ��a�n no es necesariamente invertible� se reduce al anterior gracias al siguiente

resultado �comp�arese con la Proposici�on ��	�	��

Proposici�on ����� Sean a y n enteros con n 
� �� y sean d � mcd�a� n�� a� � a
d
y n� � n

d
� Entonces

la ecuaci�on ������� tiene soluci�on si y s�olo si d j c� En este caso� si c� � c
d � las soluciones de �������

son las mismas que las de

a�X � c� mod n�� �������

y por tanto ������� tiene soluci�on �unica m�odulo n��

Demostraci�on� El �si y s�olo si� se tiene porque ambas condiciones equivalen a la existencia de enteros
x� y tales que c � ax ny� El resto es claro pues podemos cancelar d 
� �� �

En resumen� para resolver la ecuaci�on ������� seguiremos los siguientes pasos� en los que mantenemos
la notaci�on anterior�

�� Calculamos d � mcd�a� n��

�� Si d no divide a c� concluimos que la ecuaci�on no tiene soluci�on y acabamos�

�� Si d divide a c entonces las soluciones de ������� son las de ������� es decir� las de la forma

b�  �n� �� �Z�

con �b��n� � �a����
n� �c

��n��
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Ejemplo ����� Ecuaci�on lineal de congruencias�

Vamos a resolver la ecuaci�on lineal de congruencias

�x � � mod ��
Como mcd��� ��� � � divide a �� la ecuaci�on tiene soluci�on y es equivalente a la ecuaci�on

�x � � mod ��
Como �����

� � ���� y �������� � �	��� las soluciones de esta ecuaci�on son de la forma

	  �� �� �Z��
En la segunda parte de esta secci�on vamos a ver c�omo se resuelve un sistema de ecuaciones lineales

de congruencias del tipo

X � c� mod n�
X � c� mod n�

���
X � ck mod nk

��������

donde los ni son coprimos dos a dos es decir� mcd�ni� nj� � � para todo i 
� j� Comencemos con el
siguiente lema�

Lema ����� Si los enteros n�� � � � � nk son coprimos dos a dos� entonces su m��nimo com�un m�ultiplo
coincide con su producto n � n� 	 	 	nk�

Demostraci�on� Cuando k � �� el resultado es una consecuencia inmediata de la Proposici�on ��	���
y el caso general se demuestra f�acilmente por inducci�on usando la �asociatividad del m��nimo com�un
m�ultiplo�� que a su vez es consecuencia de la Proposici�on ������ �

Teorema ����	 �Teorema Chino de los Restos� Sean n�� � � � � nk enteros coprimos dos a dos� y sea
n � n� 	 	 	nk� Entonces la aplicaci�on

Zn
f�� Zn� � 	 	 	 �Znk

�x�n �� ��x�n� � � � � � �x�nk�
��������

es biyectiva� �De hecho� usando la terminolog��a que introduciremos m�as tarde� esta aplicaci�on es un
isomor�smo de anillos
 ver el Teorema 	�������

Demostraci�on� Primero hay que asegurarse de que f est�a bien de�nida �su valor no depende del
representante de �x�n que tomemos ver la Observaci�on ������� pero eso es muy f�acil y lo dejamos como
ejercicio para el lector� Para ver que f es biyectiva� como los conjuntos Zn y Zn� � 	 	 	 �Znk tienen el
mismo cardinal �v�ease el Problema ��� basta con demostrar que f es inyectiva� Sean pues �x�n e �y�n
con la misma imagen por f  esto signi�ca que x � y mod ni para cada i � �� �� � � � � k� de modo que
x� y es un m�ultiplo com�un de los ni y por lo tanto es m�ultiplo de su m��nimo com�un m�ultiplo� que por
el lema es n en otras palabras� x � y mod n� y esto prueba que f es inyectiva� �

Aunque el teorema� tal como lo hemos enunciado� no parece tener nada que ver con sistemas de
ecuaciones� una lectura atenta del mismonos permite deducir que el sistema �������� tiene soluci�on �unica
m�odulo n cuando los ni son coprimos dos a dos� En efecto� la suprayectividad de f se traduce en que�
dados enteros arbitrarios c�� � � � � ck� existe un entero x con f��x�n� � ��c��n�� � � � � �ck�nk�� y esta igualdad
signi�ca exactamente que x es una soluci�on del sistema� Por otra parte� es claro que la inyectividad de
f se traduce en la unicidad m�odulo n de esta soluci�on� Por lo tanto� se tiene�

Teorema ����� Sean n�� � � � � nk enteros coprimos dos a dos y sean c�� � � � � ck enteros arbitrarios� En�
tonces el sistema �������� tiene soluci�on �unica m�odulo n � n� 	 	 	nk�
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La demostraci�on que hemos dado del Teorema Chino presenta un problema� en ella se deduce que f
es suprayectiva porque es una aplicaci�on inyectiva entre conjuntos �nitos del mismo cardinal� pero dados
c�� � � � � ck no nos dice c�omo es el elemento �x�n tal que f��x�n� � ��c��n� � � � � � �ck�nk�� Afortunadamente�
hay un m�etodo para obtener ese x� En el p�arrafo siguiente vemos c�omo se obtiene x cuando s�olo hay
� ecuaciones� y en el ejemplo que le sigue queda claro que para sistemas con m�as ecuaciones basta con
repetir este m�etodo�
Supongamos pues que k � �� y sean r�� r� enteros tales que r�n�  r�n� � � entonces se tiene

r�n� � � mod n�� r�n� � � mod n�� r�n� � � mod n� y r�n� � � mod n��

de donde se deduce que el entero x � c�r�n�  c�r�n� veri�ca

x � c� mod n�� x � c� mod n��

y por tanto x es la soluci�on buscada�

Ejemplo ����� Sistemas de ecuaciones lineales de congruencias�

Vamos a resolver el sistema de ecuaciones lineales de congruencias

x � � mod �
�x � � mod �
�x � �� mod ��

En primer lugar convertimos cada ecuaci�on en otra ecuaci�on equivalente� en la que el coe�ciente de
la inc�ognita sea � en todas las ecuaciones y en la que los m�odulos sean coprimos dos a dos �en el
sistema dado� � y �� no son coprimos�� A la primera ecuaci�on no hay que hacerle nada� Como ���� es
invertible y �����

� � �	�� la segunda ecuaci�on es equivalente a x � � mod �� Esto no vale para la tercera
ecuaci�on� pues ����� no es invertible� Sin embargo esta ecuaci�on es equivalente a x � 	 mod � por la
Proposici�on ������ Por tanto el sistema original es equivalente a

x � � mod �
x � � mod �
x � 	 mod �

Como �����  � 	 � � �� el p�arrafo anterior nos dice que podemos sustituir las dos primeras ecuaciones
por la ecuaci�on x � ������  � 	 � 	 � � ��� mod ��� o lo que es lo mismo por x � �� mod ��� Nos
queda as�� el sistema

x � �� mod ��
x � 	 mod �

Finalmente como � 	 ��  ��	�� � �� nos quedamos con la �unica ecuaci�on

x � 	 	 � 	 ��  ������	�� � ��	 � �� mod ����

Luego las soluciones del sistema son las de la forma�

x � ��  ���t �t �Z�

�!compru�ebalo"��

�� Teoremas de Euler y Fermat

Denotaremos por Z�n al conjunto de los elementos invertibles de Zn� El cardinal de Z�n se denota por
��n�� y la aplicaci�on � � N� N se llama funci�on de Euler� Para algunos valores bajos de n� el lector
puede dar una descripci�on expl��cita deZ�n �usando la Proposici�on ������ y deducir el valor de ��n�� Por
otra parte� es elemental ver que� si p es un entero primo positivo� entonces ��p� � p� ��
La funci�on de Euler es �util a la hora de hacer c�alculos con congruencias en los que aparecen potencias�

como veremos en los ejemplos que siguen� El resultado fundamental para esto es el siguiente�
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Teorema ��
�� �Teorema de Euler� Si mcd�a� n� � �� entonces a��n	 � � mod n�
Demostraci�on� Sean �x��� �x��� � � � � �xk� todos los elementos invertibles de Zn� de modo que k � ��n�
yZ�n � f�x��� �x��� � � � � �xk�g� Como �a� es invertible� los elementos �a��x��� �a��x��� � � � � �a��xk� est�an en Z�n
�por las Proposiciones ����� y ������ y son distintos entre s�� �porque �a� es cancelable�� Por lo tanto�
Z�n � f�a��x��� �a��x��� � � � � �a��xk�g� y en consecuencia se tiene

�x���x�� 	 	 	 �xk� � �a� 	 �x�� 	 �a� 	 �x�� 	 	 	 �a� 	 �xk��
Ahora basta con cancelar los �xi� para obtener el resultado deseado� �

Un caso particular del Teorema de Euler ���
��� es el siguiente�

Corolario ��
�� �Teorema Peque�no de Fermat� Si p es un n�umero primo y p 
 j a� entonces
ap�� � � mod p�

Por tanto� para todo n�umero entero x se veri�ca

xp � x mod p�

Estos teoremas sirven para resolver situaciones como las del siguiente ejemplo�

Ejemplos ��
�� Aplicaciones de los Teoremas de Euler y Fermat�

�� Vamos a calcular el resto que se obtiene al dividir �	���� entre �� lo que equivale a encontrar
un entero x entre � y 	 tal que x � �	���� mod �� Por una parte tenemos �	� � � mod �� por
otra el Teorema de Fermat nos dice que �
 � � mod �� y por �ultimo dividiendo entre 	 tenemos
��� � 	 	 ��  �� Juntando todo esto deducimos que

�	���� � �
����� � ��
����� � ����� � 
 � � mod ��
as�� que el resto buscado es ��

�� Para calcular el resto de dividir ���� por �
 procedemos de modo similar� como ���
� � �
�!compru�ebalo"�� el Teorema de Euler nos dice que ��� � � mod �
� y como �� � � 	 ��  	
obtenemos

���� � ������
 � �������
 � ����
 � ��� � �� mod �
�
as�� que el resto buscado es ���

En el apartado � del ejemplo anterior hemos necesitado el valor de ���
�� que se puede calcular de
modo directo� Para valores grandes de n es interesante encontrar un modo r�apido de calcular ��n�� y
eso es lo que hacemos en el �ultimo resultado de este cap��tulo�

Proposici�on ��
�	 �C�alculo de la funci�on de Euler�

�� Si p es un entero primo positivo y � es un entero positivo� entonces ��p�� � p����p� ���
	� Si n y m son enteros coprimos entonces ��nm� � ��n���m��

�� Si n � �p��� 	 	 	p�rr es una factorizaci�on prima irredundante del entero n� entonces

��n� � p����
� 	 	 	p�r��

r �p� � �� 	 	 	 �pr � �� � n

�
�� �

p�

�
	 	 	
�
�� �

pr

�
�

Demostraci�on� �� Podemos describir Z�p� eliminando en Zp� � f���� ���� � � �� �p��g los elementos no
invertibles� que son los �a� en los que a no es coprimo con p� como esto ocurre si y s�olo si a es m�ultiplo
de p� estamos eliminando exactamente p��� elementos �uno de cada p�� por lo que en Z�p� quedan
exactamente p� � p��� � p����p� �� elementos� y esto es lo que quer��amos ver�
�� Si n y m son coprimos� el Teorema Chino nos dice que la aplicaci�on f �Znm �Zn�Zm dada

por f��x�nm� � ��x�n� �x�m� es una biyecci�on� Usando la Proposici�on ����� es f�acil ver que �x�nm est�a en
Z�nm si y s�olo si su imagen por f est�a en Z�n�Z�m� por lo que f se restringe a una biyecci�on entre esos
conjuntos� Por lo tanto Z�nm y Z�n�Z�m tienen el mismo cardinal� y ahora el resultado es claro�
Ahora � se demuestra f�acilmente por inducci�on a partir de los apartados anteriores� �
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��� Ap�endice� criptograf��a de clave p�ublica

Algunas de las ideas que hemos desarrollado en este cap��tulo admiten una interesante aplicaci�on a la
criptograf��a que� obviando algunos detalles t�ecnicos� desarrollaremos en este ap�endice� El �sistema
criptogr�a�co de clave p�ublica� que vamos a describir es el m�as utilizado en la actualidad� y recibe el
nombre de RSA por las iniciales de sus autores� Rivest� Shamir y Adleman� El sistema funciona as���
Nosotros queremos que cualquier usuario del sistema pueda cifrar y enviarnos un mensaje� con un

procedimiento que ha de ser p�ublico� Y queremos ser los �unicos capaces de descifrarlo� incluso en el
caso de que� en el proceso de env��o del mensaje� �este sea interceptado por alguien� Obviamente� el
procedimiento de descifrado debe tener alguna diferencia con el de cifrado� Hacemos lo siguiente�
Elegimos dos n�umeros primos distintos p y q que sean �grandes�� y calculamos n � pq y ��n� �

�p� ���q � ��� Elegimos entonces un entero k coprimo con ��n� y obtenemos una identidad de Bezout
� � kr  ��n�s� Hacemos p�ublicos los valores de n y de k y reservamos en secreto el resto �de hecho�
basta con conservar el valor de r�� En lo que sigue trabajaremos enZn� y asumiremos que las igualdades
son m�odulo n y que cada elemento viene dado por su representante en f�� �� � � � � n� �g�
Un mensaje puede descomponerse en bloques de un cierto n�umero de caracteres� y cada bloque

puede asociarse un��vocamente a un elemento a de Zn� Este proceso de traducci�on de un mensaje a una
sucesi�on de elementos de Zn �los asociados a cada bloque�� y el proceso inverso� son tambi�en p�ublicos�
de modo que podemos asumir que cada a �Zn es un mensaje claro� El problema estriba entonces en
cifrar y descifrar elementos de Zn�
Para cifrar a � Zn� simplemente se calcula c � ak �mejor dicho� el resto de la divisi�on entera de

ak por n�� Por tanto� nosotros recibimos el mensaje cifrado c vamos a ver que� para descifrarlo� basta
con calcular cr� En efecto� se trata de ver que cr � a mod n y� por el Teorema Chino de los Restos�
esto equivale a que la congruencia valga m�odulo p y m�odulo q� Comprobaremos s�olo que cr � a mod p�
pues el otro caso es an�alogo� Ahora hay dos opciones� Si a � � mod p entonces c � ak � � mod p y el
resultado es claro� En otro caso� el Teorema Peque�no de Fermat nos dice que

cr � �ak�r � akr � a����n	s � a���p��	�q��	s � a�ap������q	s � a����q	s � a�

como quer��amos comprobar�
Los c�alculos que se han indicado� especialmente las exponenciaciones� pueden ser tremendos si los

enteros que intervienen son grandes� Adem�as hay mensajes que viajan y pueden ser interceptados� Por
tanto� hay que convencerse de dos cosas�

� Los c�alculos son factibles� Es decir� un buen ordenador puede hacerlos en poco tiempo�
� El sistema es seguro� Es decir� si alguien intercepta c � ak� no ser�a capaz de calcular a en un
tiempo razonable� El punto anterior exige que nosotros s�� seamos capaces de hacer esto� y para
eso usamos la clave secreta r�

En cuanto al primer punto� diremos que hay algoritmos r�apidos� para tratar enteros grandes� que
nos permiten hacer sumas� multiplicaciones y exponenciaciones en un tiempo razonable y tambi�en es
r�apido el algoritmo de Euclides� que nos permite hallar identidades de Bezout�
En cuanto al segundo punto� observemos lo siguiente� Si alguien intercepta el mensaje c � ak� puede

tratar de descifrarlo encontrando nuestra clave secreta r� y en seguida veremos que esto es pr�acticamente
imposible si elegimos adecuadamente los primos p y q del principio� Antes de eso comentaremos que
podr��an estudiarse otros m�etodos para obtener a conociendo c � ak� pero hoy en d��a no se conoce
ninguno� Es decir� no hay algoritmos r�apidos para la extracci�on de ra��ces k��esimas m�odulo n�
Volvamos pues al problema de encontrar r� el inverso de k m�odulo ��n�� Para ello s�olo se necesita

conocer ��n�� porque entonces� como k es p�ublico� el Algoritmo de Euclides proporciona r� Como el
interceptor tambi�en conoce n� hemos de estar seguros de que no puede calcular ��n� a partir de n�
y por tanto no debe ser capaz de hallar la factorizaci�on prima de n� El problema es entonces este�
�pueden encontrarse primos p y q tales que� en la pr�actica� sea imposible factorizar n � pq sin conocer
de antemano esos factores�
La respuesta es� hoy d��a� s��� Si se toman dos primos p y q su�cientemente grandes� los mejores

algoritmos de factorizaci�on tardar��an siglos en hallar p y q a partir de n� Actualmente� no es dif��cil

�Ni la idea de algoritmo r�apido ni la descripci�on de esos algoritmos son dif��ciles� pero se salen de los objetivos de este
texto�
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generar enteros primos de unas ��� cifras decimales� y los n�umeros de 	�� cifras �como n� son demasiado
grandes para los algoritmos de factorizaci�on actuales�
Tal vez un ejemplo sencillo ayude a comprender esto� Es f�acil ver a mano que el n�umero p � ����� es

primo� pues ning�un primo menor que
p
����� � 	���
��� lo divide �s�olo hay que probar con �� primos��

Del mismo modo� �� divisiones sencillas son su�cientes para asegurarse de que q � ��	�� es primo�
Pero si nos dan directamente n � ������
��� tendr��amos que hacer unas 	�� divisiones de enteros
medianamente grandes para encontrar el factor p� lo que llevar��a mucho tiempo si trabajamos a mano�
Esto ilustra la situaci�on a la que nos refer��amos en el p�arrafo anterior� si dos personas usan el mismo
algoritmo y los mismos medios t�ecnicos� una puede fabricar f�acilmente un n�umero compuesto de tal
forma que a la otra le cueste mucho trabajo encontrar sus factores primos�
Terminaremos con algunos comentarios� Los dos primeros se re�eren a la elecci�on de las claves� y

los restantes ponen de mani�esto otras ventajas del sistema�

� No es dif��cil� si se tiene un buen test de primalidad y un buen ordenador� obtener primos de
unas ��� cifras� Se genera aleatoriamente un n�umero impar m de ��� cifras y se le aplica el test
sucesivamente a m� m �� m 	��� �para enteros de este tama�no los mejores tests dan un resultado
seguro�� Por mucho que tarde en aparecer un primo� la cosa no llevar�a m�as de unos minutos�

� Los primos p y q no s�olo han de ser grandes� sino que deben cumplir otras condiciones sin las cuales
ser��an detectados por algunos tests de factorizaci�on� Por ejemplo� no deben estar muy pr�oximos
entre s��� no deben ser de ciertos tipos especiales �por ejemplo� de la forma �n � ��� y el m�aximo
com�un divisor de p�� y q�� no debe ser muy grande� Si se obtienen p y q aleatoriamente� como
en el punto anterior� hay que tener muy mala suerte para que no se cumplan estos requisitos� En
estos casos nos olvidamos de los primos obtenidos y repetimos el proceso�

� La clave secreta r no ha de ser compartida con el emisor� no ha de viajar� y esto hace al sistema
muy seguro�

� Los mensajes cifrados pueden hacerse p�ublicos� no hay que enviarlos a escondidas�
� Si cada usuario U del sistema hace p�ublica su propia clave de cifrado �nU � kU� y conserva secreta
su clave de descifrado rU � se pueden enviar mensajes �rmados� Sean V y W dos usuarios del
sistema� y sea a � ZnW un mensanje claro� Si V env��a a W el mensaje cifrado c � �arV �kW � W
puede descifrarlo calculando �crW �kV � a� y adem�as puede estar seguro de que V es el emisor
��por qu�e���

���� Problemas

�� Sean a� b� c� d �Z� Demostrar
�a� Si a � b y c � d� entonces a c � b d�

�b� Si � � a � b y � � c � d� entonces ac � bd�

�c� Si a � b � � y c � d � �� entonces bd � ac�

�� Demostrar por inducci�on que se veri�can las siguientes f�ormulas�

�a� �Binomio de Newton� �a b�n �
Pn

i��

�
n
i

�
aibn�i�

�b�
Pn

i�� i �
n�n��	

�
�

�c�
Pn

i�� i
� � n�n��	��n��	

�
�

�� Demostrar que� en N� la relaci�on de divisibilidad veri�ca las propiedades re�exiva� antisim�etrica
y transitiva� pero no la dicotom��a �en otras palabras� la relaci�on es un orden parcial pero no es un
orden total��

	� Demostrar que el Principio de Inducci�on y el Axioma de Buena Ordenaci�on son equivalentes es
decir� demostrar el Axioma de Buena Ordenaci�on a partir de los dem�as axiomas del conjunto de
los enteros y del Principio de Inducci�on�
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�� Decimos que un conjunto X con una relaci�on de orden parcial est�a bien ordenado si todo subcon�
junto no vac��o tiene un m��nimo� Demostrar que el Axioma de Buena Ordenaci�on es equivalente a
que el conjunto N� con la relaci�on de orden inducida por Z� est�e bien ordenado�

�� Dado n � N� denotamos por Nn al conjunto de los enteros positivos menores o iguales que n es
decir� Nn � fa � Z� � � a � ng �en particular� N� es el conjunto vac��o�� Demostrar que las
siguientes condiciones son equivalentes para un conjunto A�

�a� Para cierto n � N� existe una aplicaci�on biyectiva Nn � A�

�b� Para cierto m � N� existe una aplicaci�on suprayectiva Nm � A�

�c� Para cierto k � N� existe una aplicaci�on inyectiva A� Nk�
�d� Si f � A� A es una aplicaci�on inyectiva� entonces f es suprayectiva�

�e� Si f � A� A es una aplicaci�on suprayectiva� entonces f es inyectiva�

�f� Si S es un subconjunto propio de A� no existe ninguna aplicaci�on inyectiva A� S�

�g� Si S es un subconjunto propio de A� no existe ninguna aplicaci�on suprayectiva S � A�

�h� Si S es un subconjunto propio de A� no existe ninguna aplicaci�on biyectiva S � A�

Un conjunto se dice que es �nito si satisface las condiciones anteriores�

�� Demostrar que si A es un conjunto �nito �ver el Problema ��� entonces el n�umero n � N para el
que existe una biyecci�on A � Nn es �unico� Dicho n�umero natural n se llama cardinal de A y lo
denotaremos por jAj� En particular j�j � �� Demostrar�
�a� Dos conjuntos �nitos tienen el mismo cardinal precisamente cuando existe una biyecci�on

entre ellos�

�b� Dados a� b �Zcon a � b� el conjunto A � fx �Z� a � x � bg es �nito y jAj � b� a ��

�c� Si A y B son dos conjuntos �nitos� entonces jA� Bj � jAj 	 jBj�
�d� Si A es �nito� entonces el conjunto P�A� formado por los subconjuntos de A es �nito y

jP�A�j � �jAj�

� Calcular el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo de a � ��
� y b � 	���� Encontrar
tambi�en enteros r y s tales que mcd�a� b� � ra sb� �Son �unicos estos valores de r y s�

�� Demostrar que� para cualquier n �Z� los enteros �n � y ��n � son coprimos�
��� Demostrar que cualesquiera dos miembros consecutivos de la sucesi�on de Fibonacci

�� �� �� �� �� 
� � � � an � an��  an��

son coprimos�

��� Sean a� b� c �Zy sean d � mcd�a� b� y m � mcm�a� b�� Demostrar que

cd � mcd�ac� bc� y cm � mcm�ac� bc��

��� Sean S y T dos conjuntos de n�umeros enteros� Demostrar que

mcd�S � T � � mcd�mcd�S��mcd�T �� y mcm�S � T � � mcm�mcm�S��mcm�T ���

��� Resolver las siguientes ecuaciones diof�anticas�

�a� ���X  ��Y � ����

�b� ���X  �
�Y � ����

�c� ��	�X � ��	�Y � �����
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�	� En una clase hay �� alumnos que cursan dos asignaturas� Se llega al acuerdo siguiente� El que
suspenda dos asignaturas pagar�a � euros el que apruebe s�olo una recibir�a � euros y el que apruebe
las dos recibir�a 	 euros� �Cu�antos alumnos han de aprobar dos� una y ninguna asignatura para
que no sobre ni falte dinero� �Hay una �unica respuesta v�alida�

��� Un hombre compr�o una docena de piezas de fruta �naranjas y manzanas� por �� pesetas� Si una
manzana cuesta � pesetas m�as que una naranja y compr�o m�as manzanas que naranjas� �cu�antas
manzanas y cu�antas naranjas compr�o�

��� Demostrar que� si S es un conjunto in�nito de n�umeros enteros� entonces mcm�S� � ��

��� Para a� b� c �Z� demostrar las f�ormulas

mcm�a�mcd�b� c�� � mcd�mcm�a� b��mcm�a� c��� mcd�a�mcm�b� c�� � mcm�mcd�a� b��mcd�a� c���

�
� Sean a�� � � � � an n�umeros enteros y sean c � a� 	 	 	an� Ai � c�ai� d � mcd�A�� � � � � An� y
m � mcm�a�� � � � � an�� Demostrar que dm � �c�

��� Demostrar que el n�umero de divisores de un entero no nulo es �nito y obtener una f�ormula que
proporcione el n�umero de divisores de un n�umero entero en funci�on de su descomposici�on en
producto de primos�

��� Se pide� dados los n�umeros enteros

a � 	�	���� b � ������ y c � ���	�� �

�a� Hallar las factorizaciones primas irredundantes de a� b y c�

�b� Usarlas para calcular mcd�a� b�� mcd�a� c�� mcd�b� c�� mcm�a� b�� mcm�a� c� y mcm�b� c��

�c� Calcular el n�umero de divisores positivos de a� b y c� y encontrar expl��citamente los de c
�usar el Problema ����

��� Sean a y b dos enteros coprimos� Demostrar que ab y a b tambi�en son coprimos�

��� Sea b un n�umero natural mayor que �� Demostrar que para todo n�umero natural n existe una
�unica lista de enteros r�� r�� � � � � rk tales que

� � r�� r�� � � � � rk � b� rk 
� � y n � r�  r�b r�b
�  	 	 	 rkb

k�

La sucesi�on rk� � � � � r�� r�� r� se llama representaci�on de n en base b �cuando n � � se habla de
representaci�on binaria y cuando n � �� se habla de representaci�on decimal� y si no se dice otra
cosa usaremos las representaciones decimales�� Como aplicaci�on� calcular las representaciones de
�� en bases �� � y ��

��� Demostrar los criterios escolares de divisibilidad por �� �� � y ��

�a� Un n�umero entero es m�ultiplo de � �respectivamente de �� precisamente si lo es su �ultima
cifra en base decimal�

�b� Un n�umero entero es m�ultiplo de � �respectivamente de �� precisamente si la suma de sus
cifras en base decimal es m�ultiplo de � �respectivamente de ���

�	� Dar criterios de divisibilidad por 	� �� ��� �� y ����

��� ��� Demostrar que si a�� � � � � an son n�umeros enteros consecutivos� entonces n divide a exactamente
uno de ellos y n" divide a su producto�

��� Demostrar que un entero positivo p es primo si y s�olo si p divide al coe�ciente binomial
�
p
i

�
para

cada i � �� �� � � � � p� ��
��� Demostrar que hay in�nitos n�umeros primos positivos de la forma 	n� �� �Indicaci�on� Un entero

positivo de esa forma ha de tener un divisor primo que tambi�en sea de esa forma��
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�
� Se pide�

�a� Si a es un n�umero entero y p es un divisor primo impar de a� �� demostrar que p � � mod 	�
�Indicaci�on� Poner p � �t � y usar el Teorema de Fermat para ver que t es par��

�b� Deducir que hay in�nitos n�umeros primos positivos de la forma 	n �� �Indicaci�on� En caso
contrario� considerar a � q"� donde q es el mayor de tales primos��

�c� �Por qu�e no sirve un argumento como el del Problema �� para demostrar el apartado anterior�

��� Demostrar que un n�umero primo mayor que � es congruente con � o con �� m�odulo �� y deducir
que hay in�nitos n�umeros primos de la forma �n� ��

��� Sean m y n n�umeros enteros y sea k un n�umero natural� Demostrar que�

�a� n� � divide a nk � � m�as generalmente� n�m divide a nk �mk�

�b� Si k es impar� entonces n � divide a nk  � m�as generalmente� n m divide a nk  mk�

��� Demostrar los siguientes enunciados� donde n � N �usar el Problema ����
�a� Si el entero� �n � � es primo� entonces n es primo�
�b� Si el entero
 �n  � es primo� entonces n � � �o n es una potencia de ��

��� Para cada n � N� sea Fn � ��n  �� Demostrar que se tiene

Fn�� � �  F�F� 	 	 	Fn�

y deducir que los Fn son coprimos dos a dos y que por tanto existen in�nitos enteros primos�

��� Dados a� b �Ztales que � j a�  b�� demostrar que � j a y � j b�
�	� Hallar todas las soluciones enteras de la ecuaci�on x� � � mod 	�
��� Demostrar que la ecuaci�on x�  y� � � mod 	 no tiene soluciones enteras�
��� Demostrar que �� divide a 	�n��  �n�� para todo n � N�
��� Demostrar que 	 no divide a n�  � ni a n�  � para ning�un n�umero entero n�

�
� Resolver cada una de las ecuaciones lineales de congruencias siguientes�

�x � �	 mod �� �x� � � � mod � �x � � � mod �� ��x � � mod ���

�x � � mod �� �x � �� mod �
 �x � 	 mod �� ��x � � mod ��


��� Determinar los n�umeros enteros entre 	�� y ��� que dan resto � al dividirlos por � y dan resto �
al dividirlos por ���

	�� Resolver los siguientes sistemas de congruencias�	
� x � � mod 	
x � 	 mod ��
x � � mod �

��
	
� �x � �
 mod ��
�x � �
 mod 	�
�x � � mod ��

��
	�� Demostrar que si a� b y n son enteros tales que a � b mod n entonces mcd�a� n� � mcd�b� n��

	�� Sean a� b �Zn� Demostrar que ab es invertible precisamente si lo son a y b�
�Los enteros de la formaMp � �p � 	 con p primo se llaman n�umeros de Mersenne� No es cierto que todos ellos sean

primos 
�cu�al es el menor primo p tal queMp no es primo�� Por otra parte� los mayores n�umeros primos que se conocen
son de este tipo�

�Los enteros de la forma Fm � ��
m
� 	 se llaman n�umeros de Fermat� No es dif��cil comprobar que Fm es primo para

m � 	� ����� y que F� es divisible por ��	� De hecho� para m � �� todos los Fm que se han analizado son compuestos�
pero no existe una demostraci�on de la conjetura que este hecho sugiere�



�	 CAP�ITULO �� EL ANILLO DE LOS N �UMEROS ENTEROS

	�� Si n 
� � y d � mcd�a� n� divide a c� demostrar que la ecuaci�on aX � c mod n tiene exactamente
d soluciones en Zn�

		� Si p es un entero positivo primo� demostrar que� para enteros arbitrarios a y b� se tiene

�a b�p � ap  bp mod p�

	�� Sean a� b y c enteros tales que a�  b� � c�� Demostrar que�

�a� Al menos uno de los enteros a� b �o c es m�ultiplo de ��

�b� Al menos uno de los enteros a� b �o c es m�ultiplo de ��

�c� El producto abc es m�ultiplo de ��� �Indicaci�on� Trabajar m�odulo 
 para ver que abc es
m�ultiplo de 	��

	�� Sean a� k� l� n �Z� Demostrar que las condiciones

mcd�a� n� � �� mcd�k� ��n�� � � y kl � � mod ��n�

implican que akl � a mod n� y usar este resultado para resolver la ecuaci�on x� � � mod �	�
	�� ��� Sea n un entero positivo� Demostrar que

n �
X

��d��

donde d recorre el conjunto de los divisores positivos de n� �Indicaci�on� Para cada d� considerar
el conjunto Xd � f�ndx�n � �x�d �Z�dg��

	
� Demostrar que� si a�m� n � N y m 
� n� entonces mcd�a�
m

 �� a�
n

 �� vale � si a es par y � si a
es impar�

	�� Calcular el �ultimo d��gito decimal de �
���

��� Hallar el resto de las siguientes divisiones enteras�

�a� ������ entre ��

�b� �	��� entre ���

�c� �����
� entre ���

�d� �	���� entre ���

��� Para cada uno de los valores n � �� �� � � � � ��� se pide�

�a� Calcular ��n� usando la f�ormula de la Proposici�on ��
�	�

�b� Describir expl��citamenteZ�n y comprobar que tiene ��n� elementos�

��� Determinar todos los enteros n tales que ��n� � 	� y todos los enteros n tales que ��n� � 
�

Bibliograf��a del cap��tulo
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Cap��tulo �

Anillos

Se estudia la estructura de anillo y se presentan sus ejemplos y propiedades b�asicas�

Introducci�on

Algunas de las propiedades que veri�can la suma y el producto de n�umeros enteros son compartidas por
otros �sistemas� formados por un conjunto con dos operaciones� clases de restos� polinomios� matrices�
funciones��� Estos sistemas� y otros muchos que veremos� se engloban en el concepto abstracto de anillo�
a cuyo estudio dedicamos este cap��tulo�

Los primeros problemas que abordaremos son los que se plantean al estudiar la mayor��a de las
estructuras abstractas en Matem�aticas� Para un anillo A� describiremos los subconjuntos de A que�
con las operaciones de A� siguen siendo anillos �subanillos�� Tambi�en consideraremos las relaciones de
equivalencia en A que son compatibles con sus operaciones� lo que dar�a lugar a los conceptos de ideal
y de anillo cociente� Por �ultimo� estudiaremos las aplicaciones entre anillos que conservan la estructura
�homomor�smos de anillos� y las entenderemos como el modo natural de establecer relaciones entre
anillos� hasta interpretar los anillos isomorfos como anillos �esencialmente iguales��

En las �ultimas secciones estudiamos dos tipos de anillos con ciertas propiedades especiales� los
dominios y los cuerpos� Sus prototipos son los anillos de n�umeros enteros y racionales� respectivamente�
y veremos c�omo� imitando la construcci�on de Q a partir de Z� a cada dominio se le puede asociar un
cuerpo con el que se relaciona estrechamente�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer los axiomas que de�nen un anillo� las propiedades b�asicas de las operaciones en un anillo
arbitrario y los principales ejemplos de anillos�

� Conocer y manejar los conceptos de subanillo e ideal saber identi�car el ideal generado por un
subconjunto y saber encontrar y manejar sistemas generadores de ideales�

� Conocer el concepto de anillo cociente y la relaci�on entre los ideales de un anillo y los de sus
cocientes �Teorema de la Correspondencia��

� Conocer las propiedades b�asicas de los homomor�smos de anillos� las nociones de n�ucleo e imagen
y los Teoremas de Isomorf��a�

� Manejar las nociones de elemento cancelable e invertible� las de dominio y cuerpo� y las relaciones
de �estas con los ideales primos y maximales�

� Entender la construcci�on del cuerpo de fracciones de un dominio y la relaci�on entre ambos�

��
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Desarrollo de los contenidos

��� Operaciones

En las matem�aticas elementales se consideran y estudian las �operaciones aritm�eticas� primero con
n�umeros naturales� luego con enteros y con racionales� m�as tarde con reales o complejos� o con vectores
del plano o del espacio� por ejemplo� Entre estas operaciones� las m�as simples son la suma y el producto�
cuyas de�niciones dependen del conjunto que estemos considerando� Por ejemplo� el producto de dos
n�umeros naturales n y m puede de�nirse como el resultado de sumar n consigo mismo m veces� El
producto de dos n�umeros reales �positivos� x e y tiene un signi�cadom�as geom�etrico� puede interpretarse
como el valor del �area de un rect�angulo cuyos lados tienen longitud x e y� An�alogamente� la suma de
n�umeros naturales no tiene el mismo signi�cado que la suma de vectores o la de n�umeros complejos�
Lo que resulta de la discusi�on anterior es que� si uno quiere abstraer una idea general de �operaci�on

entre los elementos de un conjunto�� no es posible atender al signi�cado de cada operaci�on particular�
Lo que hay de com�un entre todas las operaciones que hemos considerado antes es algo formal� que se
re�eja en la de�nici�on que sigue�

De�nici�on ����� Una operaci�on� o ley de composici�on interna en un conjunto A es una aplicaci�on
del producto cartesiano A� A en A�

Usualmente� una operaci�on se denota por un s��mbolo como ��  � 	� �� �� �� etc�etera� y entonces la
imagen del par �a� b� � A � A se denota por a � b� a  b� a 	 b� etc�etera� De hecho� cuando se usa la
notaci�on 	 es costumbre omitir el punto y se suele escribir ab en lugar de a 	 b�
La mayor��a de los s��mbolos propuestos en el p�arrafo anterior sugerir�an al lector ejemplos de ope�

raciones que conoce� Algunas �operaciones� familiares pueden no serlo en el sentido de la de�nici�on
precedente� Por ejemplo� la resta de n�umeros naturales puede no ser un n�umero natural� de modo que
la resta no es una ley de composici�on interna en N �s�� podr��amos verla como una �ley de composici�on
externa� N�N�Z�� Por razones an�alogas� la divisi�on no es una operaci�on enZni en Q� aunque s�� lo
es en Q n f�g�
La de�nici�on de operaci�on es demasiado general� y en la pr�actica nos interesar�an s�olo las operacio�

nes que veri�quen ciertas propiedades que las hagan manejables� Pasamos pues a considerar ciertas
propiedades que puede veri�car una operaci�on�

De�nici�on ����� Sea � una operaci�on en un conjunto A� Decimos que�

� La operaci�on es asociativa si a � �b � c� � �a � b� � c para cualesquiera a� b� c � A�

� La operaci�on es conmutativa si a � b � b � a para cualesquiera a� b � A�

� El elemento e � A es un elemento neutro si a � e � a � e � a para cada a � A�

� Si existe un elemento neutro e� el elemento b � A es sim�etrico� de a � A si a � b � e � b � a�
� El elemento a � A es cancelable si cualquiera de las relaciones a � b � a � c �o b � a � c � a �con
b� c � A� implica que b � c�

Es claro que� cuando se cumple la propiedad conmutativa� las de�niciones de elemento neutro� elemento
sim�etrico y elemento cancelable se simpli�can�

Ejemplos ����� Operaciones�

�� La suma usual es una operaci�on en cada uno de los conjuntos Z� N y Z�� En los tres casos es
asociativa y conmutativa� s�olo hay elemento neutro en los dos primeros y el � s�olo tiene elemento
sim�etrico en el primer caso� Otra operaci�on que podemos considerar en esos conjuntos es el
producto usual� �Qu�e propiedades tiene en cada uno de ellos�

Este ejemplo y otros muchos que vendr�an muestran que� en general� las propiedades de una
operaci�on dependen fuertemente del conjunto ambiente en el que la estemos considerando�

�Deber��amos decir operaci�on binaria porque se aplica a pares de elementos� pero no necesitaremos hablar de otro tipo
de operaciones y nos ahorraremos la repetici�on del adjetivo�

�En contextos m�as concretos usaremos elemento opuesto y elemento inverso en lugar de elemento sim�etrico�
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�� Si A es el conjunto de todas las funciones reales de variable real� la composici�on de funciones
es una operaci�on en A que es asociativa y tiene un elemento neutro e dado por e�x� � x� pero
en general no es conmutativa por ejemplo� si f y g son las funciones de�nidas por f�x� � x� y
g�x� � x � entonces �f � g��x� � x�  �x �� mientras que �g � f��x� � x�  ��

�� En el conjunto Z� la operaci�on � dada por a � b � ab no es asociativa ni conmutativa ni tiene
elemento neutro �aunque s�� tiene lo que podr��amos llamar un neutro por la derecha� el � veri�ca
a � � � a para cualquier a� pero no � � a � a��

Ejercicio ����	 Para un conjunto A con una operaci�on asociativa � con un elemento neutro e� de�
mostrar que se veri�can las siguientes propiedades �ver la demostraci�on de la Proposici�on �������

�� �Unicidad del neutro� El neutro es �unico
 m�as a�un� si e veri�ca e � a � a para cada a � A y f
veri�ca a � f � a para cada a � A entonces e � f �

	� �Unicidad de los sim�etricos� Si a � A tiene elemento sim�etrico� �este es �unico
 m�as a�un� si b � A
veri�ca a � b � e y c � A veri�ca c � a � a entonces b � c�

�� Todo elemento que tenga un sim�etrico es cancelable�

En virtud de este resultado� cuando existan� hablaremos de el elemento neutro de la operaci�on y de
el elemento sim�etrico de a� y no s�olo de un elemento neutro o un elemento sim�etrico de a� Tambi�en es
claro que� si b es el sim�etrico de a� entonces a es el sim�etrico de b�
En este p�arrafo suponemos que � es una operaci�on asociativa en el conjunto A� Dados tres elementos

a� b� c � A podemos escribir a � b � c sin ambig#uedad� en el sentido de que es indiferente cu�al de los dos
� act�ue primero� Cuando tenemos cuatro elementos� la asociatividad nos dice que

a � ��b � c� � d� � a � �b � �c � d�� � �a � b� � �c � d� � ��a � b� � c� � d � �a � �b � c�� � d

y por lo tanto tampoco en este caso hay ambig#uedad al escribir a � b � c � d sin par�entesis �comprueba
que no hay otras opciones para el orden en el que act�uan los tres ��� Esta propiedad de asociatividad
generalizada es cierta para cualquier conjunto �nito de elementos� y la asumiremos sin demostraci�on�
As��� dados elementos a�� � � � � an en A� escribiremos a��	 	 	�an sin ambig#uedad y se veri�car�an relaciones
como

a� � 	 	 	 � an � �a� � 	 	 	 � an��� � an � a� � �a� � 	 	 	 � an��
Cuando adem�as la operaci�on sea conmutativa� entonces se tiene una conmutatividad generalizada que
nos permite� en una expresi�on como la anterior� reordenar los ai de cualquier forma sin alterar el
resultado de la operaci�on�

��� Grupos abelianos y anillos

De�nici�on ����� Un grupo abeliano es un par� �A� � formado por un conjunto no vac��o A y una
operaci�on  en A que es asociativa� conmutativa� con elemento neutro y tal que cada elemento de A
tiene un sim�etrico �y por lo tanto es cancelable��

Al neutro le llamaremos cero y lo denotaremos por �� Al sim�etrico de a le llamaremos su opuesto
y lo denotaremos por �a �se tiene por lo tanto ���a� � a�� Escribiremos adem�as a � b en lugar de
a ��b��

Ejemplos ����� Grupos abelianos�

�� Los conjuntosZde n�umeros enteros� Q de n�umeros racionales� Rde n�umeros reales y C de n�umeros
complejos son grupos abelianos con la suma usual� Tambi�en lo es el conjunto �Zde los n�umeros
enteros pares� y en general cualquier ideal de Z�

�� La suma de n�umeros naturales no convierte a N en un grupo abeliano �por qu�e�

�Cuando no haya riesgo de confusi�on con la operaci�on diremos simplemente que A es un grupo abeliano�
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�� Un conjunto con un �unico elemento es un grupo abeliano con la �unica operaci�on posible� y se
llama grupo trivial� Obs�ervese que hay muchos grupos triviales �uno por cada conjunto unitario�
pero todos son esencialmente iguales�

	� La operaci�on de un grupo abeliano no siempre es una suma en el sentido usual� Por ejemplo� el
conjunto Q� de los n�umeros racionales no nulos con el producto usual es un grupo abeliano �con
neutro ��� y lo mismo ocurre con los conjuntos Z�n de�nidos en la Secci�on ��
� Nos referiremos a
estos grupos como el grupo multiplicativo de los racionales no nulos o de Z�n�

De�nici�on ����� Un anillo �conmutativo y con identidad� es una terna
 �A� � 	� formada por un
conjunto no vac��o A y dos operaciones  y 	 en A
 la primera llamada usualmente suma y la segunda
producto o multiplicaci�on� que veri�can�

�� A es un grupo abeliano con la suma �cuyo neutro denotamos por ���

	� El producto es asociativo y conmutativo y tiene un elemento neutro al que llamaremos uno o
identidad� y que denotaremos por ��

Se pueden de�nir anillos �no conmutativos� o �sin identidad� excluyendo las correspondientes
propiedades para el producto en la de�nici�on� En este curso asumiremos que los anillos son
conmutativos y con identidad y avisaremos cuando esto no ocurra� Por ejemplo� en el Cap��tulo ��
trabajaremos con anillos no conmutativos�

�� Se veri�ca la siguiente propiedad distributiva que relaciona las dos operaciones� Dados a� b� c � A
se veri�ca

a 	 �b c� � �a 	 b�  �a 	 c��
En general� no se asume que cada elemento a de A tenga sim�etrico para el producto� Cuando lo tiene�
lo denotamos por a�� �de modo que aa�� � � y �a����� � a�� le llamamos el inverso de a y decimos
que a es invertible o una unidad en A �del Ejercicio 	��� se deduce que si a es invertible entonces es
cancelable en productos
 es decir� ab � ac implica b � c�� Denotaremos por A� al conjunto de todas las
unidades de A�

Usualmente escribiremos ab en vez de a 	 b� Adem�as asumiremos que� en ausencia de par�entesis� los
productos se realizan antes que las sumas �y que las restas�� As��� por ejemplo� la propiedad distributiva
se reescribe como a�b c� � ab ac�
Si A es conmutativo y b es invertible� escribiremos a veces a�b �o a

b
en lugar de ab��� Esta notaci�on

no se debe utilizar con anillos no conmutativos pues en ese caso ab�� y b��a pueden ser diferentes�
De los axiomas de anillo se pueden deducir algunas propiedades elementales�

Ejercicio ����	 Sea A un anillo y sean a� b� c � A� Demostrar que se veri�can las siguientes propiedades�

�� �a � � � a��

	� a��b� � ��a�b � ��ab��
�� a�b� c� � ab� ac�

� ab es invertible precisamente si a y b son invertibles� En tal caso �ab��� � a��b���

�� A� es un grupo abeliano con el producto de A�

Dados un anillo A� un elemento a � A y un entero positivo n� la notaci�on na �respectivamente an�
representa el resultado de sumar �respectivamente multiplicar� a consigo mismo n veces� y si n � �
hacemos� �a � � y a� � �� M�as rigurosamente� a partir de estas �ultimas igualdades se de�nen na y an

de forma recurrente poniendo �n  ��a � a  na y an�� � aan para n  �� Por �ultimo� si n  � se
de�ne ��n�a � ��na�� y si adem�as a es invertible se de�ne a�n � �a���n�

�Cuando no haya riesgo de confusi�on con las operaciones diremos simplemente que A es un anillo�
�En general� si una operaci�on en un conjunto tiene neutro� se asume que �operar el conjunto vac��o� da como resultado

el neutro� As��� con las notaciones usuales� la �suma de ning�un elemento� se interpreta como el cero y el �producto de
ning�un elemento� se interpreta como el uno� Esta convenci�on tiene importantes ventajas para la notaci�on que se pueden
observar ya en el ejercicio que sigue�
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Ejercicio ����� Dados un anillo A� elementos a� b � A y enteros m�n �Z� se veri�can las siguientes
propiedades�

�� n�a b� � na nb�

	� �n m�a � na  ma�

�� Si n  � entonces �ab�n � anbn�

� Si n�m  � entonces an�m � anam�

�� Si a y b son invertibles� las dos propiedades anteriores valen tambi�en para exponentes negativos�

Ejemplos ����� Anillos�

�� Los conjuntos Z� Q� R y C son anillos con la suma y el producto usuales� N�otese que todo
elemento no nulo es invertible en Q� pero en Zs�olo hay dos elementos invertibles en general� las
propiedades de un elemento depender�an del anillo en el que lo estemos considerando�

�� El conjunto �Zde los n�umeros enteros pares es un �anillo sin identidad��

�� Las operaciones de�nidas en la Secci�on ��� dotan aZn de una estructura de anillo� Obs�ervese que
Z� es el propioZy que la notaci�onZ�n para el conjunto de las unidades de Zn es consistente con
la que se emple�o anteriormente �

	� Sean A y B dos anillos� Entonces el producto cartesiano A�B tiene una estructura de anillo con
las operaciones

�a�� b��  �a�� b�� � �a�  a�� b�  b�� y �a�� b�� 	 �a�� b�� � �a� 	 a�� b� 	 b��
�se dice que las operaciones en A�B se de�nen componente a componente�� Obs�ervese que A�B
es conmutativo precisamente si lo son A y B� y que esta construcci�on se puede generalizar a
productos cartesianos de cualquier familia ��nita o no� de anillos�

�� Dados un anillo A y un conjunto X� el conjunto AX de las aplicaciones de X en A es un anillo
con las siguientes operaciones�

�f  g��x� � f�x�  g�x� �f 	 g��x� � f�x� 	 g�x��
�Cu�al es la relaci�on entre este ejemplo y el anterior�

�� Dado un anillo A� un polinomio en la indeterminada X con coe�cientes en A es� una expresi�on
del tipo

P � P �X� � a�  a�X  a�X
�  	 	 	 anX

n

donde n es un n�umero entero no negativo y ai � A para todo i� Para cada i� ai se llama coe�ciente
de grado i de P � a� se llama coe�ciente independiente de P y� si an 
� �� entonces n es el grado
de P y an es su coe�ciente principal� Dos polinomios son iguales si y s�olo si lo son coe�ciente
a coe�ciente� Denotaremos por A�X� al conjunto de los polinomios en la indeterminada X con
coe�cientes en A�

Utilizando la estructura de anillo de A se puede dotar a A�X� de una estructura de anillo de�niendo
la suma y el producto de la forma usual�

�a�  a�X  a�X
�  	 	 	 �  �b�  b�X  b�X

�  	 	 	 � � c�  c�X  c�X
�  	 	 	 �

donde cada cn � an  bn� y

�a�  a�X  a�X
�  	 	 	 � 	 �b�  b�X  b�X

�  	 	 	 � � d�  d�X  d�X
�  	 	 	 �

donde cada dn � a�bn a�bn�� 	 	 	 an��b� anb� �
Pn

i�� aibn�i �si un coe�ciente no aparece
en la expresi�on de un polinomio se considera que vale ���

�Por ahora no daremos de�niciones rigurosas sobre polinomios� �estas vendr�an en el Cap��tulo ��
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�� Dado un anilloA� denotamos por A��X�� el conjunto de las sucesiones �a�� a�� a�� � � � � de elementos
de A� En A��X�� consideramos la suma y el producto dados por

�a�� a�� a�� � � � �  �b�� b�� b�� � � � � � �a�  b�� a�  b�� a�  b�� � � � �
�a�� a�� a�� � � � ��b�� b�� b�� � � � � � �a�b�� a�b�  a�b�� a�b�  a�b�  a�b�� � � � ��

Obs�ervese la similitud con la de�nici�on de las operaciones en el anillo de polinomios de hecho�
el elemento �a�� a�� a�� � � � � se suele denotar por

P�
i�� aiX

i� Con estas operaciones� A��X�� es un
anillo llamado el anillo de series de potencias con coe�cientes en A�


� Sean A un anillo y n un n�umero natural� Denotaremos por Mn�A� el conjunto de las matrices
cuadradas de dimensi�on n con coe�cientes en A� Es decir un elemento de Mn�A� tiene la forma�BB�

a�� a�� � � � a�n
a�� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � �
an� an� � � � ann

�CCA
con aij � A� para todo � � i� j � n� Con el �n escribir menos� una matriz como la anterior la
representaremos como �aij���i�j�n o simplemente como �aij�� De�nimos la suma y el producto
de matrices como

�aij�  �bij� � �aij  bij� �aij� 	 �bij� � �ai�b�j  	 	 	 ainbnj��

El lector reconocer�a la suma y producto de matrices del �algebra lineal y no debe tener problemas
para demostrar queMn�A� es un anillo cuando A lo es� Obs�ervese queMn�A� s�olo es conmutativo
si n � � y A es conmutativo�

�� Sea V un espacio vectorial no trivial sobre un cuerpo K� El lector que no est�e familiarizado con
el concepto de cuerpo puede pensar que K � R� Sea A el conjunto de los endomor�smos de V �
Entonces A tiene una estructura de anillo dada por las operaciones

�f  g��x� � f�x�  g�x� �fg��x� � f�g�x���

Es decir� el producto en A es la composici�on de endomor�smos� Este anillo s�olo es conmutativo
si la dimensi�on de V es ��

��� Subanillos

Si A es un conjunto con una operaci�on � y B es un subconjunto de A� decimos que B es cerrado para
la operaci�on � si se tiene x � y � B cuando x� y � B� Esto implica que � � A�A� A se restringe a una
aplicaci�on � � B �B � B� y por lo tanto podemos considerar a � como una operaci�on en B que se dice
inducida por la operaci�on en A�

De�nici�on ����� Si �A� � 	� es un anillo� un subanillo de A es un subconjunto B de A cerrado para
ambas operaciones� que contiene al � y tal que �B� � 	� es un anillo�

La siguiente proposici�on nos dice c�omo comprobar si un subconjunto es un un subanillo�

Proposici�on ����� Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto B de un anillo A�

�� B es un subanillo de A�

	� B contiene al � y es cerrado para sumas� productos y opuestos�

�� B contiene al � y es cerrado para restas y productos�
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Demostraci�on� � implica �� Si B es un subanillo de A es evidente que B contiene al � y es cerrado
para sumas y productos� Por otro lado� como B es un anillo� cada elemento b � B tiene un opuesto�
Por la unicidad del elemento sim�etrico �Ejercicio ����	�� este opuesto ha de ser el de A� con lo que B es
cerrado para opuestos�
� implica � es evidente�
� implica �� Sea B un subconjunto de A que contiene al uno y es cerrado para restas y productos�

Entonces � � � � � � B� con lo que si b � B� entonces �b � � � b � B es decir� B es cerrado para
opuestos� Si a� b � B� entonces �b � B y� por tanto� a b � a� ��b� � B es decir� B es cerrado para
sumas� Ahora es evidente que B es un subanillo de A� �

Ejemplos ����� Subanillos�

�� Cada uno de los anillosZ�Q� R y C es un subanillo de los posteriores�

�� Todo anillo A es un subanillo de s�� mismo� al que llamamos impropio por oposici�on al resto de
subanillos� que se dicen propios�

�� Si A es un anillo� el subconjunto f�g es cerrado para sumas� productos y opuestos� Sin embargo�
no contiene al � �si A 
� ��� con lo que no es un subanillo de A�

	� Si A es un anillo� el conjunto
Z� � fn� � n �Zg

de los m�ultiplos enteros de � es un subanillo de A contenido en cualquier otro subanillo de A es
decir� Z� es el menor subanillo de A� y se conoce como el subanillo primo de A�

Es claro que Zy los Zn son sus propios subanillos primos� y por lo tanto no tienen subanillos
propios�

�� Si A y B son anillos y B 
� � entonces A�� � f�a� �� j a � Ag es cerrado para sumas y productos
pero no es un subanillo de A �B ��por qu�e���

�� Dado un n�umero entero m� los conjuntos

Z�
p
m� � fa b

p
m � a� b �Zg y Q�

p
m� � fa b

p
m � a� b � Qg

son subanillos de C � Si adem�as m es positivo� entonces ambos son subanillos de R� Si m es el
cuadrado de un n�umero entero entonces esos conjuntos coinciden conZy con Q� respectivamente�
por lo que el ejemplo carece de inter�es� Cuando m no es el cuadrado de un entero �por ejemplo
m � � �o m � ��� entonces� por la Proposici�on ������� tampoco es el cuadrado de un n�umero
racional� de manera que� en cualquiera de los dos anillos descritos� la igualdad a  b

p
m � �

implica que a � � y b � �� y por lo tanto la igualdad a  b
p
m � c  d

p
m implica que a � c y

b � d�

Un caso particular es el anillo Z�i�� donde i �
p��� llamado el anillo de los enteros de Gauss�

Podemos visualizarZ�i� dentro del plano complejo como el conjunto de los v�ertices de un enlosado
del plano complejo por losas cuadradas de lado �� como muestra el siguiente esquema�

M�as generalmente� si m � �� entonces podemos visualizarZ�
p
m� como el conjunto de v�ertices de

un enlosado del plano complejo por losas rectangulares con una base de longitud � y una altura de
longitud

p�m� Por ejemplo� una porci�on de Z�p��� est�a representada por los siguientes puntos
del plano complejo�
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�� Todo anillo A puede verse como un subanillo del anillo de polinomios A�X� si identi�camos los
elementos de A con los polinomios constantes �del tipo P � a���


� Sea A un anillo y X un conjunto� Entonces la diagonal

B � ff � AX � f�x� � f�y� para todo x� y � Xg
�es decir� el conjunto de las aplicaciones constantes de X en A� es un subanillo de AX �

��� Ideales y anillos cociente

La noci�on de ideal que vimos en el Cap��tulo � para n�umeros enteros se puede generalizar a un anillo
arbitrario�

De�nici�on ��	�� Sea A un anillo� Una combinaci�on lineal con coe�cientes en A �o una combinaci�on
A�lineal� de los elementos a�� � � � � an de A es un elemento de A de la forma

r�a�  	 	 	 rnan�

donde cada ri � A� Los enteros ri son los coe�cientes de la combinaci�on lineal�
Un subconjunto I de A es un ideal si no es vac��o y si� dados a� b � I� cualquier combinaci�on A�lineal

suya ra  sb est�a en I�

Como ocurre con los ideales de Z� en la de�nici�on podemos sustituir la condici�on I 
� � por la
condici�on � � I� y cualquier combinaci�on lineal de un numero �nito de elementos de un ideal I sigue
siendo un elemento de I�

Ejemplos ��	�� Ideales�

�� Si A es un anillo� el conjunto
bA � �b� � fba � a � Ag

es un ideal de A llamado ideal principal generado por b� Ya vimos en el Cap��tulo � que todos los
ideales deZson de esta forma� Esto no es cierto en general� como pronto veremos� Obs�ervese que
bA es el menor ideal de A que contiene a b� Obs�ervese tambi�en que �A � A y que �A � f�g� con lo
que estos dos son ideales principales de A llamados respectivamente ideal impropio �en oposici�on
a ideales propios� para los dem�as� e ideal cero o trivial� El ideal trivial f�g lo representaremos a
partir de ahora por ��

�� M�as generalmente� si T es un subconjunto de un anillo� entonces el conjunto

�T � � f
nX
i��

aiti � n �Z�� ai � A� ti � Xg

es un ideal� llamado ideal generado por T �
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�� Si A y B son dos anillos entonces A � � � f�a� �� � a � Ag es un ideal de A �B�

	� SeaZ�X� el anillo de los polinomios con coe�cientes enteros� Es f�acil ver que el ideal generado por
el elemento X puede describirse como el de los polinomios sin coe�ciente independiente es decir�

I � �X� � fa�  a�X  � � � anX
n �Z�X� � a� � �g�

Tambi�en es sencillo ver que el conjunto

J � fa�  a�X  � � � anX
n �Z�X� � a� � �Zg

de los polinomios con coe�ciente independiente par es un ideal de Z�X�� En el Ejemplo �����
veremos que este ideal no es principal�

De�nici�on ��	�� Sea I un ideal de un anillo A� Decimos que dos elementos a� b � A son congruentes
m�odulo I� y escribimos a � b mod I� si su diferencia est�a en I
 o sea�

a � b mod I � b� a � I�

�A qu�e te recuerda esto�

Ejercicio ��	�	 Dados un anillo A� un ideal I de A y elementos a� b� c� d � A� demostrar que�

�� a � a mod I

	� Si a � b mod I� entonces b � a mod I�

�� Si a � b mod I y b � c mod I� entonces a � c mod I�

� a � b mod ��� precisamente si a � b�

Del Ejercicio ��	�	 se deduce que la relaci�on �ser congruente m�odulo I� es una relaci�on de equivalencia
en A y� por tanto� las clases de equivalencia por esta relaci�on de�nen una partici�on de A� La clase de
equivalencia que contiene a un elemento a � A es

a I � fa x � x � Ig

�en particular �  I � I�� de modo que

a I � b I � a � b mod I

�en particular a I � �  I � a � I�� El conjunto de las clases de equivalencia se denota

A�I �
A

I
� fa I � a � Ag�

Ejercicio ��	�� Sea A un anillo con un ideal I� Las operaciones suma y producto en A�I dadas por

�a I�  �b  I� � �a b�  I� �a  I� 	 �b I� � �ab�  I

est�an bien de�nidas �ver la Observaci�on ����	� y dotan a A�I de una estructura de anillo con neutro
�  I y unidad �  I� Este anillo se llama anillo cociente de A m�odulo I�

Al hacer el cociente de un anillo A por un ideal I� elementos que eran distintos en A �pasan a ser
iguales� en el cociente �estrictamente hablando� son sus clases de equivalencia las que se hacen iguales�
en particular� los elementos de I �se hacen cero�� En muchas de las ocasiones en las que se construyen
estructuras cociente eso es precisamente lo que se busca� identi�car entre s�� o anular ciertos elementos�

Ejemplos ��	�� Anillos cociente�

�� El anillo cociente del anilloZpor el ideal �n� es el anilloZn de las clases de restos m�odulo n�
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�� Para analizar las soluciones enteras de la ecuaci�on x� � ��y� � �� podemos considerarla en Z��
donde toma la forma m�as sencilla x� � �� �!anulamos ese ��� que complicaba la ecuaci�on"�
ahora es elemental ver que esta ecuaci�on no tiene soluciones en Z� y deducir que la ecuaci�on
inicial no tiene soluciones enteras�

�� A�� es el propio anillo A� mientras que A�A � ��

	� Consideremos el ideal �X� del anillo de polinomios Z�X� �ver los Ejemplos ��	���� Como todo
polinomio es congruente m�odulo �X� con su coe�ciente independiente �visto como polinomio�� no
es dif��cil convencerse de queZ�X���X� yZson� en esencia� el mismo anillo �m�as tarde precisaremos
este comentario viendo que son isomorfos��

�� Sean A y B anillos e I � A � �� Como �a� b� � ��� b� mod I� los anillos �A � B��I y B son
esencialemente iguales �isomorfos��

Ejercicio ��	�� Demostrar que un elemento b de un anillo A es invertible si y s�olo si �b� � A� y
deducir que las siguientes condiciones son equivalentes para un ideal I de A�

�� I es impropio
 es decir� I � A�

	� I contiene a la identidad de A
 es decir� � � I�

�� I contiene una unidad de A
 es decir� I �A� 
� ��

El siguiente resultado describe los ideales de un anillo cociente� Emplearemos la siguiente notaci�on�
si A es un anillo e I es un ideal suyo� � � A � A�I denotar�a la aplicaci�on que lleva cada elemento de
A a su clase de equivalencia es decir� ��a� � a I� La imagen por � de un subconjunto J de A es

��J� � fa I � a � Jg�

Si J contiene a I� denotaremos este conjunto por J�I� La preimagen por � de un subconjunto X de
A�I es

����X� � fa � A � a I � Xg�

Teorema ��	�
 �Teorema de la Correspondencia� Si I es un ideal de un anillo A� las asigna�
ciones J �� J�I y X �� ����X� son biyecciones �una inversa de la otra� que conservan la inclusi�on
entre el conjunto de los ideales de A que contienen a I y el conjunto de todos los ideales de A�I�

Demostraci�on� Hay que comprobar los siguientes puntos� cosa que el lector podr�a hacer como ejercicio�

� Si J es un ideal de A que contiene a I entonces J�I es un ideal de A�I y ����J�I� � J �

� Si X es un ideal de A�I entonces ����X� es un ideal de A que contiene a I y ����X��I � X�

� Si J � K son ideales de A que contienen a I entonces J�I � K�I�

� Si X � Y son ideales de A�I entonces ����X� � ����Y ��

�

Ejercicio ��	�� Si n es un entero positivo� demostrar que los ideales de Z�nZson precisamente los de
la forma mZ�nZ� donde m es un divisor positivo de n� y adem�as mZ�nZest�a contenido en m�Z�nZsi
y s�olo si m� divide a m�
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��	 Operaciones con subanillos e ideales

Ejercicio ����� Si A es un anillo� demostrar que la intersecci�on de cualquier familia de subanillos
�respectivamente de ideales� de A es un subanillo �respectivamente un ideal� de A� En general� no
ocurre lo mismo con las uniones�

El Ejercicio ����� nos va a permitir repetir lo que hicimos al de�nir el ideal de Zgenerado por un
subconjunto�

De�nici�on ����� Sea A un anillo y sea X un subconjunto de A� Llamamos subanillo de A generado
por X a la intersecci�on B de todos los subanillos de A que contienen a X ��podemos asegurar que al
menos existe uno��� Es claro que B es el menor subanillo de A que contiene a X
 es decir� B es un
subanillo de A y todos los subanillos de A que contienen a X tambi�en contienen a B�

De modo an�alogo� se de�ne el ideal de A generado por X que� siguiendo la notaci�on del Cap��tulo ��
se denota �X��

Ejercicio ����� Demostrar que las dos de�niciones de ideal generado �ver los Ejemplos 	��	 y la
De�nici�on 	���	� coinciden�

Ejemplos ����	 Subanillos e ideales generados por conjuntos�

�� Si A es un anillo� el ideal generado por � es el ideal trivial� y el subanillo generado por � es el
subanillo primo �ver los Ejemplos �������

�� Si b es un elemento de un anillo A� el ideal generado por fbg es bA � �b� �ver los Ejemplos ��	����

�� Si m es un entero que no es un cuadrado� el subanillo de C generado por
p
m es el anilloZ�

p
m��

	� Si X es un subanillo �respectivamente� un ideal� de A entonces el subanillo �respectivamente� el
ideal� que genera es el propio X�

Ejercicio ����� Demostrar que el conjunto

I � fa bi � a � b mod �g

es el ideal principal deZ�i� generado por el elemento � i� �Indicaci�on� Usar la igualdad � � �� i����
i���

Ya hemos observado que� en general� la uni�on de ideales no es un ideal� as�� que es razonable considerar
los ideales generados por esas uniones� Comenzamos con un ejercicio que resuelve el caso �nito� y
pasaremos luego al caso general�

Ejercicio ����� Sean I y J ideales de un anillo A� Demostrar que el ideal de A generado por la uni�on
I � J es

I  J � fx y � x � I� y � Jg�
Generalizar este resultado considerando un n�umero �nito de ideales B�� � � � � Bn�

Un primer intento de generalizar la primera parte del ejercicio anterior al caso de familias in�nitas
de ideales puede llevarnos a la consideraci�on de sumas in�nitas� que no est�an de�nidas� Esto se resuelve
f�acilmente como sigue� Diremos que una propiedad se cumple para casi todos los elementos de un
conjunto X si se cumple para todos los elementos de X� salvo para una cantidad �nita� Por ejemplo�
si fax � x � Xg es una familia de elementos de un grupo abeliano� diremos que ax � � para casi todo
x � X �o que casi todos los ax son nulos� si el conjunto fx � X � ax 
� �g es �nito� En este caso tiene
sentido considerar la suma in�nita

P
x�X ax interpretada como la suma de los elementos ax distintos

de cero�
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Proposici�on ����� Sea fIt � t � Tg una familia de ideales de un anillo A� Entonces el subconjunto
de�nido por X

t�T
It � f

X
t�T

xt � xt � It para cada t � T y xt � � para casi todo t � Tg

�llamado la suma de los ideales fIt � t � Tg� coincide con el ideal generado por la uni�on �t�TIt
 es
decir� es el menor ideal de A que contiene a cada uno de los It� Con la notaci�on anteriorX

t�T
It � ��t�T It��

Demostraci�on� Se trata de ver que el conjunto de�nido es el menor ideal de A que contiene a �t�T It
es decir� hay que comprobar tres cosas�

��
P

t�T It es un ideal de A�

��
P

t�T It contiene a �t�T It�
�� Cualquier ideal de A que contenga a �t�TIt debe contener a

P
t�T It�

Las tres demostraciones son elementales y se dejan a cargo del lector� �

Ejercicio ����
 Si A es un anillo y X es un subconjunto� demostrar que el ideal generado por X esP
x�X xA
 es decir� el ideal formado por todas las combinaciones A�lineales de elementos de X�

Ejemplo ����� Un ideal que no es principal�

El ideal J deZ�X� descrito en los Ejemplos ��	��� consistente en los polinomios con coe�ciente indepen�
diente par� est�a generado por el conjunto f�� Xg es decir� J � ��� X�� Vamos a ver que� de hecho� J
no es un ideal principal� Para ello� llegaremos a una contradicci�on suponiendo que existe un polinomio
p �Z�X� tal que J � �p�� En efecto� en ese caso se tendr��a p � J y por tanto p � �a� a�X a�X� 	 	 	
para ciertos enteros ai� Pero tambi�en se tendr��a � � �p� y X � �p�� lo que signi�ca que existen enteros
bi y ci tales que

� � p�b�  b�X  	 	 	 � � �a�b�  ��a�b�  a�b��X  	 	 	
X � p�c�  c�X  	 	 	 � � �a�c�  ��a�c�  a�c��X  	 	 	

Comparando t�erminos independientes en las igualdad obtenemos a�b� � �� de donde a � ��� y a�c� �
�� de donde c� � �� Comparando ahora los coe�cientes de X en la segunda igualdad obtenemos
� � �a�c�  a�c� � �a�c�� lo que nos da la contradicci�on buscada�

Terminamos la secci�on considerando los productos de ideales� Dados dos ideales I y J de un anillo
A� parece natural de�nir su producto como el conjunto T de todos los elementos de la forma ab con
a � I y b � J � Sin embargo este conjunto no es� en general� cerrado para sumas� Por ejemplo� si
A � Z�X� e I � J consiste en los polinomios con t�ermino independiente par� entonces los polinomios
���  X� � 	  �X y X� est�an en T � pero su suma 	  �X  X� no est�a en T � pues una igualdad

	  �X  X� � ��a�  a�X  a�X
�  	 	 	 ���b�  b�X  b�X

�  	 	 	 �
� 	�a�b��  ��a�b�  a�b��X  ��a�b�  a�b�  �a�b��X�  	 	 	

implicar��a a� � b� � �� y por tanto a�  b� � ��� por lo que a�b� ser��a par� y en consecuencia lo ser��a
� � �a�b�  a�b�  �a�b�� lo que supone una contradicci�on�
Por tanto hay que ser algo m�as sutil en la de�nici�on del producto de ideales�

De�nici�on ����� Sea A un anillo con ideales I y J � El producto de ambos� denotado IJ � es el ideal
de A generado por los elementos de la forma ab con a � I y b � J �
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Ejercicio ������ Sean I� J�K� I�� � � � � Ir ideales de un anillo A� Demostrar�

�� El ideal producto IJ consiste en las sumas �nitas de elementos de la forma ab con a � I y b � J �
Es decir�

IJ � f
nX
i��

aibj � n �Z�� ai � I� bi � Jg�

	� Si I � �a� es un ideal principal� entonces IJ � fab � b � Jg� En particular� si I � �a� y J � �b�
son principales� entonces IJ � �ab� es principal�

�� Se veri�ca IJ � I � J � y la igualdad se da si I  J � A�

� El producto de ideales es asociativo
 es decir� I�JK� � �IJ�K� Esto permite de�nir sin am�
big�uedad el producto de un n�umero �nito de ideales� I� 	 	 	 Ir� y se veri�ca

I� 	 	 	 Ir � f
nX
i��

ai�� 	 	 	ai�r � n �Z�� ai�j � Ijg�

��
 Homomor�smos

En Matem�aticas se suele llamar homomor�smo entre dos objetos A y B con una estructura a una
aplicaci�on f � A� B que conserva la estructura� Por supuesto� la frase es bastante ambigua porque no
hemos dicho qu�e signi�ca la palabra �estructura� ni la expresi�on �conservar la estructura�� y en cada
caso hemos de dar una de�nici�on expl��cita�

De�nici�on ����� Sean A y B dos anillos� Un homomor�smo de anillos entre A y B es una aplicaci�on
f � A� B que conserva las operaciones y la unidad
 es decir� que satisface

f�x  y� � f�x�  f�y�� f�x 	 y� � f�x� 	 f�y�
para cada par de elementos x� y � A y

f��� � ��

Un endomor�smo de A es un homomor�smo de un anillo de A en s�� mismo�

En la de�nici�on anterior hemos usado el mismo s��mbolo para las operaciones y los neutros en los
dos anillos que intervienen� Por ejemplo� para calcular f�x y� primero hay que sumar x con y en A y
luego aplicarle f al resultado� mientras que en f�x�  f�y� primero hay que calcular las im�agenes de x
e y por f y luego hay que sumar �estas en B� Usualmente el contexto hace evidente a qu�e operaci�on o
a qu�e neutro nos referimos en cada caso� as�� que mantendremos estos abusos de notaci�on y dejaremos
que el lector analice cada caso� An�alogamente� las unidades de la ecuaci�on f��� � � est�an en dos anillos
probablemente diferentes y por tanto son objetos distintos� que sin embargo denotamos igual�
La condici�on f�x  y� � f�x�  f�y� suele leerse como la imagen de la suma es la suma de las

im�agenes� o tambi�en como f conserva sumas� Del mismo modo se habla de aplicaciones que conservan
productos o que conservan identidades�
A continuaci�on establecemos ciertas propiedades elementales de los homomor�smos de anillos� De�

mostramos algunas y dejamos el resto como ejercicio para el lector�

Proposici�on ����� Sea f � A � B un homomor�smo de anillos� Entonces se veri�can las siguientes
propiedades para a� b� a�� � � � � an � A�

�� �f conserva ceros� f��� � ��

	� �f conserva opuestos� f��a� � �f�a��
�� �f conserva restas� f�a � b� � f�a� � f�b��

� �f conserva sumas �nitas� f�a�  	 	 	 an� � f�a��  	 	 	 f�an��

�� �f conserva m�ultiplos enteros� Si n �Zentonces f�na� � nf�a��
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�� �f conserva inversos� Si a es invertible� entonces f�a� es invertible y f�a��� � f�a����

�� �f conserva productos �nitos� f�a� 	 	 	an� � f�a�� 	 	 	f�an��
�� Si A� es un subanillo de A� entonces f�A�� es un subanillo de B�

�� Si B� es un subanillo de B� entonces f���B�� es un subanillo de A�

��� Si X es un ideal de B� entonces f���X� es un ideal de A�

��� Si I es un ideal de A y f es suprayectiva� entonces f�I� es un ideal de B�

Demostraci�on� Para ver � basta con aplicar la propiedad de cancelaci�on a la igualdad �  f��� �
f��  �� � f���  f���� � se tiene porque f�a�  f��a� � f�a  ��a�� � f��� � �� y entonces � es
claro� 	 se demuestra por inducci�on el caso n � � no es m�as que la de�nici�on de homomor�smo y el
caso general se reduce a �este notando que a�  	 	 	 an � �a�  	 	 	 an���  an� �

Ejercicio ����� Comprobar que la hip�otesis de suprayectividad en el apartado �� de la Proposici�on 	���	
no es super�ua
 es decir� dar un ejemplo de un homomor�smo de anillos f � A� B y un ideal I de A�
tal que f�I� no es un ideal de B�

Observaci�on ����	 En la Proposici�on ����� hemos visto que la conservaci�on de sumas implica la con�
servaci�on del neutro para la suma� pero no hemos podido adaptar la demostraci�on al caso de productos
��por qu�e�� de hecho� en seguida veremos ejemplos de aplicaciones entre anillos que conservan sumas
y productos pero no identidades�

Ejemplos ����� Homomor�smos de anillos�

�� Si A y B son anillos� la aplicaci�on f � A � B dada por f�a� � � para cada a � A no es un
homomor�smo de anillos salvo que B � �� Este homomor�smo se llama homomor�smo cero u
homomor�smo trivial� Obs�ervese que no hay ning�un homomor�smo �� B� salvo que B sea ��

He aqu�� otro ejemplo menos trivial de anillos entre los que no hay homomor�smos� la existencia
de un homomor�smo de anillos f �Z��Z� nos llevar��a al absurdo

���� � f������ � f�����  ����� � f������  f������ � ����  ���� � �����

�� Sea A un un anillo con un subanillo B� Entonces la aplicaci�on de inclusi�on u � B � A� dada
por u�b� � b� es un homomor�smo� En particular� la aplicaci�on identidad �A � A � A es un
homomor�smo�

�� Sea A un anillo con un ideal I� Entonces la proyecci�on �o proyecci�on can�onica� � � A � A�I�
dada por ��a� � a I� es un homomor�smo� Obs�ervese que parte de la demostraci�on del Teorema
de la Correspondencia puede verse como un caso particular de la Proposici�on ����� aplicada a la
proyecci�on ��

	� Si A es un anillo� la aplicaci�on � �Z� A dada por ��n� � n� �es decir� la aplicaci�on consistente
en multiplicar por �� es un homomor�smo de anillos� De hecho� es el �unico homomor�smo de
anillos f �Z� A ��por qu�e es el �unico���

�� Si A y B son anillos� la aplicaci�on pA � A � B � A dada por pA�a� b� � a es un homomor�smo
llamado proyecci�on en la primera coordenada� y de modo an�alogo se tiene una proyecci�on en la
segunda coordenada�

Dado un producto arbitrario de anillos� debe estar claro c�omo se generaliza este ejemplo para
de�nir la proyecci�on en cada coordenada�

�� Dados a� b � R� el conjugado del n�umero complejo z � a  bi es %z � a � bi� y la aplicaci�on
conjugaci�on C � C dada por z �� %z es un homomor�smo de anillos�

An�alogamente� si d es un entero que no sea un cuadrado entonces el conjugado a � b
p
d de

a  b
p
d �elementos de Q�

p
d� o de Z�

p
d�� est�a bien de�nido y la conjugaci�on Q�

p
d�� Q�pd� �o

Z�
p
d��Z�pd� es un homomor�smo de anillos�
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�� Sea A un anillo y sea b � A� Entonces la aplicaci�on

A�X�
Sb�� A

P � a�  a�X  	 	 	 anX
n �� P �b� � a�  a�b 	 	 	 anb

n

es un homomor�smo de anillos llamado homomor�smo de sustituci�on en b� En particular� el
homomor�smo de sustituci�on en � lleva cada polinomio a su coe�ciente independiente�

Hemos visto que� si f � A� B es un homomor�smo de anillos� entonces f�A� es un subanillo de B�
y es evidente que f es suprayectivo precisamente cuando f�A� � B� M�as generalmente� podemos decir
que cuanto mayor es f�A� m�as cerca est�a f de ser suprayectivo� En el otro extremo� f����� es un ideal
de A que nos va a servir para determinar si f es o no inyectivo�

De�nici�on ����� Sea f � A � B un homomor�smo de anillos
 llamamos imagen y n�ucleo de f �
respectivamente� a los conjuntos

Im f � f�A� � ff�a� � a � Ag Ker f � f����� � fa � A � f�a� � �g

�la notaci�on para el n�ucleo procede de la voz germ�anica Kernel�� En general Im f es un subanillo de B
y Ker f es un ideal de A�

Proposici�on ����� Un homomor�smo de anillos f � A� B es inyectivo precisamente si Ker f � ��

Demostraci�on� Si f es inyectivo� entonces f���a� tiene a lo sumo un elemento� para todo a � A� En
particular Ker f � f����� tiene exactamente un elemento� a saber ��
Rec��procamente� supongamos que Ker f � � y sean a� b � A tales que a 
� b� Entonces f�a��f�b� �

f�a � b� 
� � es decir� f�a� 
� f�b�� y por tanto f es inyectiva� �

��� Isomor�smos y Teoremas de Isomorf��a

Ejercicio ����� Demostrar que� si f � A� B y g � B � C son homomor�smos de anillos� entonces su
composici�on g�f � A� C es tambi�en un homomor�smo� Adem�as se veri�can los siguientes enunciados
�que de hecho son ciertos para aplicaciones entre conjuntos� no s�olo para homomor�smos de anillos��

�� Si f y g son ambas inyectivas entonces g � f es inyectiva�

	� Si f y g son ambas suprayectivas entonces g � f es suprayectiva�

�� Si f y g son ambas biyectivas entonces g � f es biyectiva�

� Si g � f es inyectiva entonces f es inyectiva�

�� Si g � f es suprayectiva entonces g es suprayectiva�

De�nici�on ����� Un homomor�smo de anillos f � A � B que sea biyectivo se llama un isomor�smo
de anillos� Un automor�smo es un endomor�smo biyectivo� Si existe un isomor�smo f � A � B� se
dice que los anillos A y B son isomorfos� situaci�on que se denota por A �� B�

Conforme vayamos estudiando propiedades de los anillos y de sus elementos� veremos que los iso�
mor�smos conservan esas propiedades en un sentido que estar�a claro en cada caso� Como consecuencia�
dos anillos isomorfos tendr�an las mismas propiedades y deber�an ser considerados como esencialmente
iguales�

Proposici�on ����� Si f � A � B es un isomor�smo de anillos� entonces la aplicaci�on inversa f�� �
B � A tambi�en lo es� En consecuencia� la relaci�on ser isomorfos es una relaci�on de equivalencia en la
clase de todos los anillos�
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Demostraci�on� Sean x� y � B entonces

f�f���x y�� � x y � f�f���x��  f�f���y�� � f�f���x�  f���y���

y como f es inyectiva esto implica que f���x  y� � f���x�  f���y�� De igual modo se ve que f��

conserva productos e identidades� Como adem�as f�� es biyectiva� deducimos que es un isomor�smo�
Como las identidades son isomor�smos� la relaci�on de isomorf��a es re�exiva� mientras que es sim�etrica

por la primera parte de esta proposici�on y es transitiva por el Ejercicio ������ �

En el Cap��tulo � hemos introducido los n�umeros enteros de forma axiom�atica� Es decir� por
de�nici�on� los n�umeros enteros forman un objeto que satisface una lista de axiomas� �Cu�antos conjuntos
de n�umeros enteros hay� Es decir� �cu�antos objetos hay que satisfagan los axiomas de la Secci�on ����
En realidad hay muchos� En efecto� si f � A � Zes una aplicaci�on biyectiva y de�nimos en A las
operaciones

a b � f���f�a�  f�b��� ab � f���f�a� 	 f�b��
y el orden

a � b� f�a� � f�b��

entonces es f�acil ver que A satisface los axiomas de la Secci�on ��� y por tanto es un conjunto de
n�umeros enteros� En tal caso� �qu�e nos permite hablar de el conjunto de los n�umeros enteros utilizando
el art��culo determinado� En este momento debe estar claro que la respuesta a esta pregunta es que
todos los conjuntos que satisfacen los axiomas de la Secci�on ��� son isomorfos� Esto es consecuencia del
apartado 	 del Ejemplo ������ �Este es un modo t��pico de trabajo con el m�etodo axiom�atico� se de�ne un
objeto matem�atico en funci�on de sus propiedades b�asicas y eventualmente se prueba que dicho objeto es
�esencialmente �unico� es decir� que todos los objetos que satisfacen dichas propiedades son isomorfos�
Veremos otro ejemplo de este modo de actuar al �nal de la Secci�on ��
�
Los siguientes resultados establecen la existencia de ciertos isomor�smos de anillos que usaremos

con frecuencia�

Teorema ����	 �Primer Teorema de Isomorf��a� Sea f � A � B un homomor�smo de anillos�
Entonces existe un �unico isomor�smo de anillos %f � A�Ker f � Im f que hace conmutativo el diagrama

A

A�Ker f

B

Im f

�f

�
p

�
i

�
%f

es decir� i � %f � p � f � donde i es la inclusi�on y p es la proyecci�on� En particular

A

Ker f
�� Im f�

Demostraci�on� Sean K � Ker f e I � Im f � La aplicaci�on %f � A�K � I dada por %f �x K� � f�x�
est�a bien de�nida �no depende de representantes� pues si x K � y K entonces x�y � K y por lo tanto
f�x� � f�y� � f�x � y� � � es decir� f�x� � f�y�� Adem�as es elemental ver que es un homomor�smo
de anillos y que es suprayectiva� Para ver que es inyectiva usamos la Proposici�on ������ si x K est�a
en el n�ucleo de %f entonces � � %f �x  K� � f�x�� de modo que x � K y as�� x  K � �  K� Es decir
Ker %f � � y por lo tanto %f es inyectiva� En conclusi�on� %f es un isomor�smo� y hace conmutativo el
diagrama porque� para cada x � K� se tiene

i� %f �p�x��� � %f �x K� � f�x��

En cuanto a la unicidad� supongamos que otro homomor�smo bf � A�K � I veri�ca i � bf � p � f 

entonces para cada x � K se tiene bf �x K� � i� bf �p�x��� � f�x� � %f �x K�� y por lo tanto bf � %f � �
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Teorema ����� �Segundo Teorema de Isomorf��a� Sea A un anillo y sean I y J dos ideales tales
que I � J � Entonces J�I es un ideal de A�I y existe un isomor�smo de anillos

A�I

J�I
�� A

J
�

Demostraci�on� Por el Teorema de la Correspondencia ��	�
� J�I es un ideal de A�I� Sea f � A�I �
A�J la aplicaci�on de�nida por f�a  I� � a J � Es elemental ver que f est�a bien de�nida� que es un
homomor�smo suprayectivo de anillos y que Ker f � J�I� Entonces el isomor�smo buscado se obtiene
aplicando el Primer Teorema de Isomorf��a a f � �

Teorema ����� �Tercer Teorema de Isomorf��a� Sea A un anillo con un subanillo B y un ideal I�
Entonces�

�� B � I es un ideal de B�

	� B  I es un subanillo de A que contiene a I como ideal�

�� Se tiene un isomor�smo de anillos
B

B � I
�� B  I

I
�

Demostraci�on� Los dos primeros apartados se dejan como ejercicio� En cuanto al �ultimo� sea f � B �
A�I la composici�on de la inclusi�on j � B � A con la proyecci�on p � A� A�I� Es claro que Ker f � B�I
y que Im f � �B  I��I� por lo que el resultado se sigue del Primer Teorema de Isomorf��a� �

Ejemplos ����� Aplicaciones del Primer Teorema de Isomorf��a�

�� Si A y B son anillos� el homomor�smo A � B � A de proyecci�on en la primera componente es
suprayectivo y tiene n�ucleo I � �� B� por lo que A�B

��B
�� A�

�� SiA es un anillo� el homomor�smo f � A�X�� A de sustituci�on en � �dado por a� a�X 	 	 	 �� a��
es suprayectivo y tiene por n�ucleo el ideal �X� generado por X �consistente en los polinomios con
coe�ciente independiente nulo�� de modo que A�X���X� �� A� como ya hab��amos observado en los
Ejemplos ��	���

�� Sean A un anillo e I un ideal de A� Para cada a � A� sea a � a  I� La aplicaci�on f � A�X� �
�A�I��X� dada por f�a�  a�X  	 	 	  anX

n� � a�  a�X  	 	 	  anX
n es un homomor�smo

suprayectivo de anillos cuyo n�ucleo es I�X� � fa�  a�X  	 	 	  anX
n � ai � Ig� Del Primer

Teorema de Isomorf��a se deduce que �A�I��X� �� A�X��I�X��

De�nici�on ����
 Sea A un anillo� y recordemos que si n �Z� escribimos n� � �  	 	 	 � �n veces��
Si existe n �Z� tal que n� � �� de�nimos la caracter��stica de A como el menor n � Z� que veri�ca
tal igualdad� Si no existe un tal n� decimos que la caracter��stica de A es ��

Proposici�on ����� Sea A un anillo A y sea f � Z� A el �unico homomor�smo de anillos �dado por
f�n� � n��� Para un n�umero natural n las condiciones siguientes son equivalentes�

�� n es la caracter��stica de A�

	� nZes el n�ucleo de f �

�� El subanillo primo de A es isomorfo a Zn �recu�erdese que Z� �Zy Z� � ���

� A contiene un subanillo isomorfo a Zn�



�� CAP�ITULO �� ANILLOS

Demostraci�on� La equivalencia entre � y � se deja como ejercicio para el lector� y es obvio que �
implica 	�
� implica �� Se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorf��a y observando que Im f es el

subanillo primo de A�
	 implica �� Si B es un subanillo de A y g �Zn� B es un isomor�smo� considerando la proyecci�on

� � Z� Zn y la inclusi�on u � B � A se obtiene un homomor�smo de anillos u � g � � � Z� A que
debe coincidir con f por su unicidad �Ejemplos ������� Como u � g es inyectiva� es elemental ver que
Ker f � nZ� �

Terminamos esta secci�on generalizando el Teorema Chino de los Restos �����	� a anillos arbitrarios�

Teorema ����� �Teorema Chino de los Restos� Sea A un anillo y sean I�� � � � � In ideales de A
tales que Ii  Ij � A para todo i 
� j� Entonces I� � 	 	 	 � In � I� 	 	 	In� Adem�as

A

I� � 	 	 	 � In
�� A

I�
� 	 	 	 � A

In
�

Demostraci�on� Razonamos por inducci�on sobre n� empezando con el caso n � �� La hip�otesis
I�  I� � A nos dice que existen x� � I� y x� � I� tales que x�  x� � �� y entonces para cada
a � I� � I� se tiene a � ax�  ax� � I�I�� de modo que I� � I� � I�I�� y la otra inclusi�on es clara�
Claramente la aplicaci�on f � A � A�I� � A�I� dada por f�a� � �a  I�� a I�� es un homomor�smo
de anillos con n�ucleo I� � I�� y es suprayectiva pues� dado un elemento arbitrario �a�  I�� a�  I�� de
A�I� � A�I�� el elemento a � a�x�  a�x� veri�ca f�a� � �a�  I�� a�  I��� Ahora el resultado se
obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorf��a�
En el caso general �n � �� basta ver que las hip�otesis implican que �I� � 	 	 	 � In���  In � A� pues

entonces la hip�otesis de inducci�on nos da

I� � 	 	 	 � In�� � In � �I� � 	 	 	 � In���In � I� 	 	 	 In��In

y
A

I� � 	 	 	 � In �
A

��n��
i�� Ii� � In

�� A

�n��
i�� Ii

� A

In
�� A

I�
� 	 	 	 � A

In��
� A

In
�

Para ver que �I� � 	 	 	� In��� In � A notemos que� para cada i � n� �� existen ai � Ii y bi � In tales
que � � ai  bi� y multiplicando todas esas expresiones se obtiene

� � &n��
i�� �ai  bi� � a� 	 	 	an��  b�

donde b engloba a todos los sumandos que se obtendr��an desarrollando los productos �excepto a� 	 	 	an���
y est�a en In porque en cada sumando hay al menos un factor del ideal In� Como adem�as a� 	 	 	an�� �
I��	 	 	� In��� deducimos que � � �I��	 	 	� In��� In y as�� �I��	 	 	� In��� In � A� como quer��amos
ver� �

�� Cuerpos y dominios� ideales maximales y primos

En esta secci�on suponemos que� en todos los anillos que aparecen� el � es distinto del ��

De�nici�on ��
�� Un elemento a de un anillo A se dice regular si la relaci�on ab � ac con b� c � A
implica que b � c
 es decir� si a es cancelable para el producto en el sentido de la De�nici�on 	���	�

Claramente� el � nunca es cancelable�� Un cuerpo es un anillo en el que todos los elementos no
nulos son invertibles� y un dominio �o dominio de integridad� es un anillo en el que todos los elementos
no nulos son regulares�

Como todo elemento invertible es regular �Ejercicio ����	�� tenemos�

Proposici�on ��
�� Todo cuerpo es un dominio�

�Obs�ervese la importancia de la hip�otesis 	 �� � en este caso�



���� CUERPOS Y DOMINIOS� IDEALES MAXIMALES Y PRIMOS ��

Otras propiedades que se demuestran f�acilmente quedan recogidas en el siguiente ejercicio�

Ejercicio ��
�� Si A es un anillo� demostrar que�

�� Las condiciones siguientes son equivalentes �usar el Ejercicio 	���� la Proposici�on 	���� y las
proyecciones A� A�I��

�a� A es un cuerpo�

�b� Los �unicos ideales de A son � y A�

�c� Todo homomor�smo de anillos A� B es inyectivo�

	� Un elemento a � A es regular si y s�olo si la relaci�on ab � � con b � A implica b � � �por este
motivo� los elementos no regulares se suelen llamar divisores de cero��

�� A es un dominio si y s�olo si� para cualesquiera a� b � A no nulos� se tiene ab 
� ��

� Todo subanillo de un dominio es un dominio�

�� La caracter��stica de un dominio es cero o un n�umero primo�

Ejemplos ��
�	 Dominios y cuerpos�

�� Los anillos Q� R y C son cuerpos y Zes un dominio que no es un cuerpo �aunque es subanillo de
un cuerpo��

�� Para n  �� el anilloZn es un dominio si y s�olo si es un cuerpo� si y s�olo si n es primo ��por qu�e���
�� Si m �Zno es un cuadrado entonces Z�pm� es un dominio �subanillo de C � que no es un cuerpo
�el � no tiene inverso�� Sin embargo� Q�

p
m� s�� que es un cuerpo de hecho� si a  b

p
m 
� ��

entonces q � �a  b
p
m��a � b

p
m� � a� � b�m es un n�umero racional no nulo ��por qu�e�� y

aq�� � bq��pm es el inverso de a b
p
m�

	� Un producto de anillos A� B nunca es un dominio� pues ��� ����� �� � ��� ���

�� Los anillos de polinomios no son cuerpos� pues la indeterminada genera un ideal propio y no nulo�

Por otra parte� A�X� es un dominio si y s�olo si lo es A� Una implicaci�on es clara� pues A es un
subanillo de A�X�� La otra se sigue del siguiente resultado� interesante en s�� mismo� que el lector
puede intentar demostrar �v�ease el Ejercicio 	������ Si A es un dominio y P�Q son polinomios de
A�X� de grados n y m� entonces el grado del producto PQ es n m�

De�nici�on ��
�� Sean A un anillo e I un ideal propio de A�
Se dice que I es maximal si no est�a contenido en ning�un ideal propio �excepto en s�� mismo��
Se dice que I es primo si� para todo a� b � A� la relaci�on ab � I implica a � I �o b � I�

De la Proposici�on ����� se deduce que los ideales maximales deZson los ideales principales generados
por n�umeros primos� y sus ideales primos son los anteriores junto con el ideal trivial ��

Proposici�on ��
�� Sean A un anillo e I un ideal propio de A� Entonces�

�� I es maximal precisamente si A�I es un cuerpo�

	� I es primo precisamente si A�I es un dominio�

�� Si I es maximal entonces es primo�

� A es un cuerpo precisamente si el ideal � es maximal�

�� A es un dominio precisamente si el ideal � es primo�



�	 CAP�ITULO �� ANILLOS

Demostraci�on� El apartado � es consecuencia inmediata del primer apartado del Ejercicio ��
�� y del
Teorema de la Correspondencia ��	�
� Para ver �� supongamos que I es primo y sean a  I� b  I dos
elementos no nulos de A�I entonces a� b 
� I y por lo tanto ab 
� I� luego �a  I��b  I� � ab I 
� �
y en consecuencia A�I es un dominio� El rec��proco se demuestra usando la misma idea� y el resto de
apartados se deducen de estos dos y de la Proposici�on ��
��� �

A continuaci�on estudiamos algunas propiedades de los ideales primos y maximales�

Ejercicio ��
�� Si I es un ideal propio del anillo A� las biyecciones del Teorema de la Correspondencia
llevan ideales maximales �respectivamente primos� de A que contienen a I a ideales maximales �respec�
tivamente primos� de A�I� y viceversa� �Indicaci�on� Usar la Proposici�on 	���� y el Segundo Teorema
de Isomorf��a��

Ejercicio ��
�
 Sea f � A� B un homomor�smo de anillos� Demostrar que�

�� Si p es un ideal primo de B� entonces f���p� es un ideal primo de A�

	� En general� no se veri�ca el resultado an�alogo para ideales maximales� �Indicaci�on� Considerar
la inclusi�on de Zen Q��

La siguiente proposici�on proporciona nueva una caracterizaci�on de los ideales primos�

Proposici�on ��
�� Un ideal P de un anillo A es primo precisamente si para cada dos ideales I y J
de A� si IJ � P entonces I � P �o J � P �

Demostraci�on� Supongamos que P no es primo� Entonces existen a� b � A n P tales que ab � P � de
modo que el ideal �a��b� � �ab� est�a incluido en P mientras que �a� y �b� no lo est�an�
Rec��procamente� supongamos que P es un ideal primo y que I y J son ideales de A no contenidos

en P � Entonces existen a � I n P y b � J n P � por lo que ab � IJ n P y as�� IJ 
� P � �

De la Proposici�on ��
�� y de la inclusi�on IJ � I � J se deduce�
Corolario ��
�� Sea P un ideal primo de un anillo A y sean I y J ideales de A tales que I � J � P �
Entonces I � P �o J � P �

El rec��proco del Corolario ��
��� no se veri�ca� Por ejemplo� el ideal �	� de Zno es primo� Sin
embargo para cada dos ideales I y J de Ztales que I � J � �	� se veri�ca que I � �	� �o J � �	��

Terminamos la secci�on con un resultado que se sale de los objetivos de este curso� pero que incluimos
aqu�� por su importancia en Teor��a de Anillos� Se trata del hecho� nada evidente� de que todo anillo
posee ideales maximales� Para demostrar este tipo de resultados �de existencia� suele ser �util el siguiente
Lema de Zorn� que es un resultado fundamental de Teor��a de Conjuntos� Por desgracia� su demostraci�on
requiere herramientas de las que carecemos en este momento� Necesitamos adem�as una de�nici�on previa�
Un conjunto ordenado �A��� se dice que es inductivo si toda cadena �o subconjunto linealmente

ordenado� B de A posee una cota superior en A�

Teorema ��
��� �Lema de Zorn� Todo conjunto ordenado no vac��o e inductivo tiene un elemento
maximal�

Teorema ��
��� Todo ideal propio J de un anillo A est�a contenido en un ideal maximal de A� En
particular� tomando J � �� todo anillo tiene al menos un ideal maximal�

Demostraci�on� Sea X el conjunto de los ideales propios de A que contienen a J � ordenado por
inclusi�on� Como X no es vac��o �J es un elemento suyo�� si vemos que es inductivo el Lema de Zorn nos
dir�a que X posee un elemento maximal� que claramente ser�a el ideal postulado en el enunciado�
Sea pues fItgt�T una cadena de X� y sea I � �t�TIt� Vamos a demostrar que I est�a en X� lo que

acabar�a demostraci�on ya que I es claramente una cota superior del conjunto fItgt�T � Se trata pues de
ver que I es un ideal propio de A que contiene a J � Es obvio que I contiene a J � y tambi�en es claro
que � 
� I pues los It son ideales propios� S�olo queda pues ver que I es un ideal�
Claramente I 
� �� y si a� a� � I entonces existen t� t� � T tales que a � It y a� � It� � Como fItgt�T

est�a linealmente ordenado� podemos suponer que It� � It� y entonces cualquier combinaci�on lineal de a
y a� est�a en It y por tanto en I� Esto prueba que I es un ideal y termina la demostraci�on� �



��� EL CUERPO DE FRACCIONES DE UN DOMINIO ��

��� El cuerpo de fracciones de un dominio

En esta secci�on vamos a ver que todo dominioD es un subanillo de un cuerpo� De hecho existe un cuerpo
que� en cierto sentido� es el menor cuerpo que contiene a D� Dicho cuerpo es �unico salvo isomor�smos
y se llama el cuerpo de fracciones de D� Comenzaremos con la construcci�on de ese cuerpo� que es
una traducci�on literal de la construcci�on de Q a partir de Z� y analizaremos entonces sus propiedades�
En realidad� la construcci�on del cuerpo de fracciones es parte de una construcci�on m�as general� que
presentaremos al �nal de la secci�on en una serie de ejercicios�
En esta secci�on� D representar�a un dominio� Un subanillo de un anillo A que sea un cuerpo se llama

un subcuerpo de A� y un homomor�smo de anillos entre dos cuerpos �que ha de ser inyectivo por el
Ejercicio ��
��� se llama homomor�smo de cuerpos� y tambi�en extensi�on de cuerpos�

La idea de la construcci�on es la de formar un cuerpo Q�D� cuyos elementos sean �fracciones� del
tipo a�b con a� b � D y b 
� �� De este modo� D estar�a contenido en Q�D� �identi�cando cada elemento
a de D con la fracci�on a���� y los elementos no nulos de Q�D� ser�an invertibles� pues b�a ser�a el inverso
de a�b� Por supuesto� hay que de�nir con m�as rigor las fracciones y hay que dotar a Q�D� de una
estructura de cuerpo� El primer problema que se presenta� si pensamos en el caso D �Zy Q�D� � Q�
es el hecho de que dos fracciones aparentemente distintas pueden representar el mismo elemento� como
en el caso ����� � ���� Esto se resuelve identi�cando ciertas fracciones mediante una relaci�on de
equivalencia� y este ser�a el primer paso en nuestra construcci�on�
Sean S � D n f�g y X � D � S� De�nimos en X la relaci�on binaria

�a�� s�� � �a�� s��� a�s� � a�s�

que� como el lector comprobar�a f�acilmente� es una relaci�on de equivalencia� La clase de equivalencia
de �a� s� se denota por a�s o por a

s � y el conjunto cociente X� � �es decir� el conjunto de las clases
de equivalencia para esa relaci�on� por Q�D�� Dotamos a Q�D� de una estructura de anillo con las
siguientes operaciones�

a�
s�
 
a�
s�
�

a�s�  a�s�
s�s�

a�
s�

a�
s�
�

a�a�
s�s�

� �������

Hay que asegurarse de que esas de�niciones no dependen de los representantes elegidos para cada
fracci�on� Es decir� si a��s� � b��t� y a��s� � b��t�� hay que comprobar que se obtiene la misma suma
y el mismo producto si aplicamos las f�ormulas a a��s� y a��s� que si se las aplicamos a b��t� y b��t��
Las igualdades anteriores signi�can que a�t� � b�s� y a�t� � b�s�� de donde

�a�s�  a�s���t�t�� � a�s�t�t�  a�s�t�t� � b�s�s�t�  b�s�t�s� � �b�t�  b�t���s�s��

y por tanto a�s��a�s�
s�s�

� b�t��b�t�
t�t�

� Esto demuestra que la suma est�a bien de�nida� y con el producto se
procede de modo an�alogo�

Ejercicio ����� Dados a� b� s� t � D con s� t 
� �� demostrar que�

�� El neutro para la suma es ���� Adem�as� la igualdad a�s � ��� se veri�ca si y s�olo si a � ��

	� El neutro para el producto es ���� Adem�as� la igualdad a�s � ��� se veri�ca si y s�olo si a � s�

�� Se tiene at�st � a�s�

� La igualdad a�s � b�s se veri�ca si y s�olo si a � b�

�� La de�nici�on de suma se simpli�ca cuando hay �denominador com�un�� a�s  b�s � �a b��s�

Usando adecuadamente el Ejercicio ������ la comprobaci�on de que Q�D� es un cuerpo es rutinaria�
Demostramos como ejemplo la propiedad distributiva� y dejamos el resto para el lector�

a

s

�
b�
t�
 
b�
t�

�
�

a

s

�
b�t�  b�t�

t�t�

�
�

ab�t�  ab�t�
st�t�

�
ab�t�
st�t�

 
ab�t�
st�t�

�
ab�
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ab�
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a
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b�
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a

s

b�
t�
�



�� CAP�ITULO �� ANILLOS

De�nici�on ����� El cuerpo Q�D� se llama cuerpo de fracciones o cuerpo de cocientes del dominio D�

Ejemplos ����� Cuerpos de fracciones�

�� Obviamente� Q es el cuerpo de fracciones de Z�

�� Supongamos que un anillo de polinomios A�X� es un dominio �lo que ocurre precisamente si A
es un dominio por los Ejemplos ��
�	�� Su cuerpo de fracciones se suele denotar por A�X� y se
llama el cuerpo de las funciones racionales sobre A� Sus elementos son fracciones del tipo P�Q
con P�Q � A�X�� que se suman y se multiplican de forma natural�

Usando el Ejercicio ������ es sencillo ver que la aplicaci�on u � D � Q�D� dada por u�a� � a��
es un homomor�smo inyectivo de anillos� lo que nos permite ver a D como un subanillo de Q�D�
si identi�camos cada elemento a de D con la fracci�on a�� de Q�D�� El par �Q�D�� u� veri�ca una
interesante propiedad�

Proposici�on ����	 Sean D un dominio� Q�D� su cuerpo de fracciones y u � D � Q�D� la aplicaci�on
dada por u�a� � a��� Entonces�

�� �Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones� Para toda pareja �K� f� formada por un
cuerpo K y un homomor�smo inyectivo de anillos f � D � K� existe una �unica extensi�on de
cuerpos %f � Q�D�� K tal que %f � u � f � Se dice que %f completa de modo �unico el diagrama

D

Q�D�

Ku

f

f
�

q
�

	� Si dos extensiones de cuerpos g� h � Q�D�� K coinciden sobre D entonces son iguales� Es decir�
si g � u � h � u entonces g � h�

�� Q�D� est�a determinado salvo isomor�smos por la Propiedad Universal� Expl��citamente� suponga�
mos que existen un cuerpo F y un homomor�smo inyectivo de anillos v � D � F tales que� para
todo cuerpo K y todo homomor�smo inyectivo de anillos f � D � K� existe una �unica extensi�on
de cuerpos %f � F � K tal que %f � v � f � Entonces existe un isomor�smo � � F � Q�D� tal que
� � v � u�

Demostraci�on� �� Sea f � D � K como en el enunciado� Si %f � Q�D� � K es una extensi�on de
cuerpos tal que %f � u � f entonces� para todo a�s � Q�D�� se veri�ca

%f�a�s� � %f �u�a�u�s���� � � %f � u��a�� %f � u��s��� � f�a�f�s��� �

Esto prueba que la �unica extensi�on de cuerpos %f � Q�D� � K que puede satisfacer %f � u � f tiene
que venir dada por %f �a�s� � f�a�f�s��� � S�olo falta comprobar que %f est�a bien de�nido y es un
homomor�smo� Si a��s� � a��s� entonces a�s� � a�s�� luego f�a��f�s�� � f�a��f�s�� y� por tanto�
f�a��f�s��

�� � f�a��f�s��
��� Esto prueba que %f est�a bien de�nido� Dejaremos que el lector compruebe

que es efectivamente un homomor�smo�
�� Si ponemos f � g � u � h � u � D � K� los homomor�smos g y h completan el diagrama del

apartado �� Por la unicidad se tiene g � h�
�� Sea v � D � F como en el enunciado� Aplicando � encontramos una extensi�on %v � Q�D� � F tal

que %v �u � v� y aplicando la hip�otesis de � encontramos una extensi�on %u � F � Q�D� tal que %u � v � u�
Entonces la composici�on %u � %v � Q�D� � Q�D� veri�ca �%u � %v� � u � %u � v � u� y por � se obtiene
%u � %v � �Q�D	� En particular %u es suprayectiva� y como es inyectiva por ser una extensi�on de cuerpos�
� � %u es el isomor�smo que buscamos� �

La Propiedad Universal permite a�rmar que Q�D� es �el menor cuerpo que contiene a D� en un
sentido que se hace expl��cito en el siguiente resultado�



��� EL CUERPO DE FRACCIONES DE UN DOMINIO ��

Proposici�on ����� Sea D un dominio� Si K es un cuerpo y f � D � K es un homomor�smo inyectivo
de anillos� entonces K contiene un subcuerpo isomorfo a Q�D��

Demostraci�on� Por la propiedad universal del cuerpo de fracciones existe una extensi�on de cuerpos
%f � Q�D� � K� y como %f es inyectiva� Im %f es un subcuerpo de K isomorfo a Q�D�� �

Ejemplo ����� El cuerpo de fracciones de Z�
p
m��

Sea m un n�umero entero que no es un cuadrado� y sea f � Z�
p
m� � C la inclusi�on� Si %f es como

en la demostraci�on de la Proposici�on ������ entonces Im %f es el cuerpo de fracciones de Z�
p
m�� Un

elemento gen�erico de Im %f es de la forma x � a�b
p
m

c�d
p
m
� con a� b� c� d � Zy c  d

p
m 
� �� Si ponemos

t � �c  d
p
m��c� d

p
m� 
� � entonces t � c� � d�m �Z� y as��

x �
a b

p
m

c d
p
m
�
�a b

p
m��c� d

p
m�

t
�

r  s
p
m

t
�

r

t
 
s

t

p
m�

donde r� s � Z� y por tanto x � Q�pm�� Esto demuestra que Im %f � Q�pm�� y el otro contenido es
claro� pues un elemento gen�erico a

s  
b
t

p
m de Q�

p
m� se reescribe como at�bs

p
m

st �
En conclusi�on� el cuerpo de fracciones de Z�

p
m� es Q�

p
m��

Un interesante corolario de la Proposici�on ����� es el siguiente�

Corolario ����� Todo cuerpo K posee un subcuerpo K�� llamado el subcuerpo primo de K� que est�a
contenido en cualquier otro subcuerpo de K �es decir� K� es �el menor subcuerpo de K��� Si la
caracter��stica de K es un entero primo p� entonces K� es isomorfo a Zp
 en caso contrario K� es
isomorfo a Q�

Demostraci�on� Si la caracter��stica es un primo p entonces el subanillo primo de K �isomorfo aZp� es
ya un cuerpo� y contiene a cualquier subcuerpo �de hecho� a cualquier subanillo� de K�
En otro caso� al ser K un cuerpo� la caracter��stica es cero es decir� el homomor�smo de anillos

f �Z� K es inyectivo� El cuerpo de fracciones deZes Q� y la extensi�on de cuerpos %f � Q� K que nos
da la Propiedad Universal viene dada por %f�n�m� � f�n�f�m��� � Como %f es inyectivo� K� � Im %f es
un subcuerpo de K isomorfo a Q� y ahora basta ver que K � est�a contenido en cualquier subcuerpo F de
K� Dado un tal F � se tiene f�m� � F para cada m �Z� y si m 
� � entonces f�m� 
� � y f�m��� � F �
Por tanto� para cada n�m � Q se tiene %f�n�m� � f�n�f�m��� � F � lo que demuestra que K� � F � �

Como ya hemos dicho� la construcci�on del cuerpo de fracciones es parte de una construcci�on m�as
general� la del anillo de fracciones por un subconjunto multiplicativo� Presentaremos a continuaci�on
este concepto� dejando los detalles a cargo del lector� Para mostrar otro enfoque �que puede adoptarse
tambi�en para de�nir el cuerpo de fracciones�� en lugar de construir primero el anillo de fracciones y
demostrar despu�es que veri�ca cierta propiedad universal� lo que hacemos es de�nir el anillo de fracciones
como el que veri�ca cierta propiedad� y despu�es lo construimos�

De�nici�on ����
 Un subconjunto multiplicativo de un anillo A es un subconjunto S cerrado para el
producto y que contiene al � pero no al �
 es decir� � � S� � 
� S y si a� b � S entonces ab � S�

Ejercicio ����� Comprobar que los siguientes son subconjuntos multiplicativos de A�

�� El conjunto A� de las unidades de A�

	� El conjunto de los elementos regulares de A�

�� El conjunto A n P � donde P es un ideal primo de A�

� El conjunto de los elementos no nulos de un dominio�

�� El conjunto fan � n � Ng de las potencias de un elemento regular a de A�



�
 CAP�ITULO �� ANILLOS

De�nici�on ����� Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A� Un anillo de fracciones de A
por S es una pareja �B� j� formada por un anillo B y un homomor�smo de anillos j � A � B tal que
j�S� � B� �es decir� j�s� es invertible en B para todo s � S� y tal que se veri�ca la siguiente propiedad�

Si �C� f� es una pareja formada por un anillo C y un homomor�smo de anillos f � A � C tal que
f�S� � C�� entonces existe un �unico homomor�smo de anillos %f � B � C tal que %f � j � f �

Por ejemplo� si S � A� entonces el par �A� i�� donde i � A � A es la identidad� es un anillo de
fracciones de A por S� Y si D es un dominio entonces un anillo de fracciones de D por S � D n f�g es
lo mismo que un cuerpo de fracciones de D�

Ejercicio ������ Demostrar que si �B� j� y �B�� j�� son dos anillos de fracciones de A por S� entonces
existe un �unico isomor�smo de anillos f � B � B� tal que f � j � j��

Ejercicio ������ Sea A un anillo y sea S un subconjunto multiplicativo de A�

�� Demostrar que la siguiente es una relaci�on de equivalencia en X � A� S�

�a�� s�� � �a�� s��� existe t � S tal que ta�s� � ta�s��

Denotamos por a�s la clase de equivalencia de �a� s� � X y por AS�� el conjunto de las clases de
equivalencia�

	� Demostrar que las f�ormulas �	����� proporcionan operaciones bien de�nidas en AS�� que lo dotan
de una estructura de anillo�

�� Demostrar que la aplicaci�on j � A � AS�� dada por j�a� � a�� es un homomor�smo de anillos
y que j�s� es invertible en AS�� para todo s � S�

� Demostrar que �AS��� j� es un anillo de fracciones de A por S�

���� Problemas

�� Decir cu�ales de los siguientes conjuntos son anillos con las operaciones que se describen�

�a� El conjuntoZde los n�umeros enteros con las siguientes operaciones�

a� b � a b �� a� b � ab a b�

�b� El conjunto �X de los subconjuntos de un conjunto X con las operaciones de uni�on e inter�
secci�on� �Y si se cambian los papeles de forma que la intersecci�on represente la suma y la
uni�on el producto�

�c� El mismo conjunto �X � tomando como suma la diferencia sim�etrica� A B � �AnB���BnA��
y como producto la intersecci�on�

�d� El conjunto RRde las funciones reales de variable real con las operaciones�

�f  g��x� � f�x�  g�x� y �fg��x� � f�x�g�x� ��x � R��

�e� El conjunto RRanterior con la misma suma y el producto dado por la composici�on de
funciones� �Y si limitamos el conjunto a las funciones que conserven la suma�

�� Indicar si son ciertas� en general� las siguientes relaciones en un anillo A �no necesariamente
conmutativo��

�a� a� � b� � �a b��a� b��

�b� �a b�� � a�  aba ba�  b�a a�b ab�  bab b��

�c� aman � am�n�

�d� �ab�m � ambm�



����� PROBLEMAS ��

�� Sea f � A� B un isomor�smo de anillos� Demostrar que�

�a� Un elemento a � A es cancelable en A si y s�olo si f�a� es cancelable en B�

�b� Un elemento a � A es invertible en A si y s�olo si f�a� es invertible en B�

�c� Un subconjunto I de A es un subanillo de A si y s�olo si f�I� es un subanillo de B�

�d� Un subconjunto I de A es un ideal de A si y s�olo si f�I� es un ideal de B�

�e� Un ideal I de A es principal si y s�olo si el ideal f�I� de B es principal�

�f� Un ideal I de A es maximal si y s�olo si el ideal f�I� de B es maximal�

�g� Un ideal I de A es primo si y s�olo si el ideal f�I� de B es primo�

�h� Un subconjunto X de A genera el ideal I si y s�olo si el subconjunto f�X� de B genera el
ideal f�I��

�i� A y B tienen la misma caracter��stica�

�j� A es un cuerpo si y s�olo si B es un cuerpo�

�k� A es un dominio si y s�olo si B es un dominio�

	� Calcular las unidades del anilloZ�i��

�� Sean a y b dos elementos de un anillo� Demostrar que ab es un divisor de cero precisamente si a
�o b es un divisor de cero�

�� Sea A un anillo �nito� Demostrar que todo elemento de A es o divisor de cero o unidad� Deducir
que todo dominio �nito es un cuerpo� �Indicaci�on� Considerar la aplicaci�on x �� ax��

�� Demostrar que todo anillo con tres elementos es un cuerpo�


� Calcular los divisores de cero y las unidades del anillo RRdel apartado �d del Problema ��

�� Encontrar todos los divisores de cero en los anillos� Z
� Z��� Z�Z� R�R�
��� Un elemento e de un anillo A es idempotente si veri�ca e� � e� Demostrar que la suma y el

producto de A convierten al subconjunto eA � fea � a � Ag en un anillo� �Cu�al es su elemento
identidad� �Es eA un subanillo de A�

��� Decimos que d � Zes libre de cuadrados si p� no divide a d para ning�un n�umero primo p �en
particular � es libre de cuadrados�� Demostrar que para todo m � Zexiste un d � Zlibre de
cuadrados tal que Q�

p
m� � Q�

p
d�� �Ocurre lo mismo si cambiamos Q por Z�

��� Sea d � Zlibre de cuadrados y sea � � ��
p
d

� � Demostrar que Z��� � fa  b� � a� b � Zg es un
subanillo de Q�

p
d� precisamente si d � � mod 	�

��� En cada apartado se describen un anillo A y un subconjunto B� Decir cu�ales de los subconjuntos
son subanillos�

�a� A es el cuerpo C y B � Ri consiste en los n�umeros de la forma ri con r � R�
�b� A es el anillo RRdel Problema �d y B es el subconjunto de las funciones continuas�

�c� A es el cuerpo racional Q� q es un entero libre de cuadrados y B es el subconjunto Z�q	 de
los n�umeros a�b con mcd�q� b� � �� �Qu�e ocurre si q no es libre de cuadrados�

�d� A es el anillo R�X� de polinomios con coe�cientes en un anillo R� y B es el conjunto de los
polinomios de grado menor o igual que n� donde n �Z��

�e� En el cuerpo A � C consideramos� dado un entero primo p� una ra��z p��esima primitiva de
la unidad � �es decir� �p � � y �n 
� � para n � �� � � � � p � � por ejemplo� � � e��i�p �
cos����p�  sen ����p�i�� B se de�ne como el subconjunto

B �Z��� � fa�  a��  a��
�  	 	 	 ap���

p�� � a�� a�� � � � � ap�� �Zg�



�� CAP�ITULO �� ANILLOS

�f� A es el anillo �no conmutativo� Mn�R� de matrices sobre un anillo R y B consiste en las
matrices diagonales de A� o sea las matrices en las que todos los elementos que no est�en en
la diagonal son nulos�

�g� A � Mn�R� es como en el apartado anterior y B es el conjunto de las matrices triangulares
superiores es decir� las matrices de la forma�BB�

a�� a�� � � � a�n
� a�� � � � a�n
� � � � � � � � � � � �
� � � � � ann

�

�CCA
�h� A es el anillo de los endomor�smos de un espacio vectorial V y B es el conjunto

ff � A � f�W � �Wg

de los endomor�smos que dejan invariante W � donde W es un subespacio de V �

�	� Sean A un anillo y a � A� Demostrar que el subanillo de A generado por a est�a formado por los
elementos de la forma n�� n�a n�a� 	 	 	 nkak donde k es un entero no negativo y n�� � � � � nk
son enteros� �C�omo son los elementos del subanillo generado por un conjunto arbitrario�

��� Sea A un anillo y sea � una relaci�on de equivalencia en A tal que� para cualesquiera a� a�� b� b� � A�
se veri�ca

a � a�� b � b� � a b � a�  b�� ab � a�b�

�se dice entonces que la relaci�on es �compatible con las operaciones��� Si I es la clase de equiva�
lencia que contiene al �� demostrar que I es un ideal de A y que la relaci�on � es la que induce I
es decir� que a � b si y s�olo si a� b � I�

En otras palabras� dar una relaci�on de equivalencia en A compatible con sus operaciones equivale
a dar un ideal de A�

��� Demostrar que el subconjunto de Z�i� formado por los elementos a  bi con �a � b mod � es un
ideal principal�

��� Sean A y B dos anillos� Describir los ideales de A � B en funci�on de los ideales de A y de B�
Determinar todos los ideales de Z���Z��

�
� Si I� J y K son ideales de un anillo A� demostrar que�

�a� I�J �K� � IJ � IK�
�b� IJ � JI�

�c� I�JK� � �IJ�K�

�d� I�J  K� � IJ  IK�

�e� IA � I�

��� Sea A un anillo� Para cada subconjunto X de A se de�ne su anulador como AnuX � fa � A �
ax � � para cada x � Xg� Demostrar las siguientes propiedades para subconjuntos X e Y de A�

�a� AnuX es un ideal de A�

�b� AnuX � Anu�X�� Es decir� el anulador de un conjunto coincide con el anulador del ideal
que genera dicho conjunto�

�c� Si X � Y � entonces AnuY � AnuX�
�d� X � AnuAnuX�
�e� AnuAnuAnuX � AnuX�



����� PROBLEMAS ��

��� ��� Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo A�

�a� Todo ideal de A es �nitamente generado es decir� para todo ideal I existen a�� � � � � an tales
que I � �a�� � � � � an��

�b� Toda cadena creciente de ideales de A se estaciona es decir� dado ideales I� � I� � 	 	 	 de
A� existe n � N tal que In � In�h para todo h � N�

�c� Todo conjunto no vac��o de ideales de A tiene un elemento maximal con respecto a la inclusi�on�

Un anillo que veri�que estas condiciones se llama anillo noetheriano �Indicaci�on� Aplicar el Lema
de Zorn� observando que la uni�on de una cadena creciente de ideales es un ideal��

��� Demostrar que si f � A � B es un homomor�smo suprayectivo de anillos y todos los ideales del
anillo A son principales entonces todos los ideales de B son principales�

��� Sea a � R� �Qu�e se deduce al aplicar el Primer Teorema de Isomorf��a al homomor�smoR�X�� R�
dado por P �X� �� P �a�� �Y qu�e se deduce al aplicarlo al homomor�smo R�X�� C � dado por
P �X� �� P �i��

��� Sea f � A � B un homomor�smo suprayectivo de anillos� Demostrar que existe una correspon�
dencia biun��voca� que conserva la inclusi�on� entre el conjunto de los ideales de B y los ideales de
A que contienen a Ker f �

�	� Demostrar el rec��proco del Teorema Chino de los Restos para anillos es decir� probar que si
I�� � � � � In son ideales de un anillo A tales que la aplicaci�on f � A�Qn

i��A�Ii� dada por f�a� �
�a I�� � � � � a In� es suprayectiva� entonces Ii  Ij � ���� para todo i 
� j�

��� Sean A�� � � � � An anillos� Demostrar que la caracter��stica del anillo producto A� � 	 	 	 � An es el
m��nimo com�un m�ultiplo de las caracter��sticas de los Ai�

��� Sea A un anillo cuya caracter��stica es un n�umero primo p� Demostrar que la aplicaci�on x �� xp
n

es un endomor�smo de A para todo n � N�
��� Demostrar que� si K es un cuerpo �nito con un subcuerpo F � entonces el cardinal de K es una

potencia del cardinal de F � �Indicaci�on� Considerar K como espacio vectorial sobre F �� Deducir
que�

�a� El cardinal de cualquier cuerpo �nito es una potencia de un n�umero primo� �Indicaci�on�
Considerar el subanillo primo de K��

�b� Si K es un cuerpo �nito con un subcuerpo F � entonces existen un n�umero primo p y enteros
positivos n y m tales que n j m� jF j � pn y jKj � pm�

�
� Determinar los automor�smos de C que cumplen f�x� � x� para todo x � R�
��� ��� Demostrar que el �unico automor�smo de R es la identidad� �Indicaci�on� Un automor�smo de
R debe �jar los n�umeros racionales y conservar el orden��

��� Sea A un anillo de caracter��stica n y sea m un n�umero entero� �Cu�antos homomor�smos de anillos
Zm � A existen� �Cu�antos homomor�smos de anillosZn�Zm existen�

��� Determinar los ideales de Zn� �Cu�ales de ellos son primos o maximales� Dar una f�ormula� en
funci�on de la descomposici�on de n en producto de primos para el n�umero de ideales de Zn�

��� �Es Z��X���X
�  �� un cuerpo�

��� ��� Se considera el anillo A��X�� de series de potencias con coe�cientes en un anillo A� Se pide�

�a� Demostrar que
P�

i�� aiX
i es una unidad de A��X�� precisamente si a� es una unidad de A�

�b� Si A es un cuerpo� demostrar que todo ideal de A��X�� es de la forma �Xn� para alg�un n � N�
�c� Demostrar que A��X�� es un dominio precisamente si A es un dominio�

�d� Identi�car los ideales maximales de A��X�� en funci�on de los ideales maximales de A�



�� CAP�ITULO �� ANILLOS

�	� ��� Sea A un anillo� Un elemento a � A es nilpotente si existe un entero n  � tal que an � ��
Demostrar que�

�a� Si x � A es nilpotente y u � A es una unidad� entonces u x es una unidad�

�b� El conjunto de los elementos nilpotentes de A es un ideal de A que coincide con la intersecci�on
de todos los ideales primos de A�

�c� Si I es un ideal� entonces Rad I � fa � A � an � I� para alg�un n � Ng es un ideal de A que
se llama radical de I� y que coincide con la intersecci�on de todos los ideales primos de A que
contienen a I� �C�omo se relaciona esto con el apartado anterior�

�d� Calcular Rad �n� para n �Z� �Indicaci�on� Considerar la factorizaci�on prima de n��
��� Demostrar que si p es un ideal primo de A� entonces p�X� es un ideal primo de A�X�� �Puede ser

p�X� maximal�

��� Sea A un anillo� Demostrar que el conjunto S de los divisores de cero de A contiene un ideal
primo de A� �Indicaci�on� Aplicar el Lema de Zorn al conjunto de los ideales contenidos en S��

��� Demostrar que si p es un ideal maximal �respectivamente primo� de A� entonces

p �X� � fa�  a�X  	 	 	 � A�X� � a� � pg

es un ideal maximal �respectivamente primo� de A�X��

�
� ��� Sea I un ideal de A y sean p�� � � � � pn ideales primos de A� Demostrar que si I � �ni��pi�
entonces I � pi� para alg�un i � �� � � � � n� �Indicaci�on� Razonar por inducci�on sobre n��

��� Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo A�

�a� A tiene un �unico ideal maximal�

�b� A tiene un ideal propio I que contiene todos los elementos no invertibles de A�

�c� El conjunto de los elementos no invertibles de A es un ideal�

�d� Para todo a� b � A� si a b es invertible� entonces a �o b es invertible�

Un anillo que satisface las condiciones anteriores se dice que es local�

	�� Demostrar que los siguientes anillos son locales�

�a� Zpn� donde p es primo y n  ��
�b� A�mn� donde A es cualquier anillo� m es un ideal maximal y n �Z��
�c� Z�p	� donde p es primo �ver el Problema ����

�d� ��� K��X��� donde K es un cuerpo�

	�� Demostrar que si f � A � B es un homomor�smo suprayectivo de anillos y A es local� entonces
B tambi�en es local�

	�� ��� Un ideal I de un anillo A se dice que es primario si I 
� A y para todo x� y � A tales que
xy � I� se veri�ca que x � I o existe n �Z� tal que yn � I� Demostrar�

�a� Si I es un ideal primario� entonces Rad �I� es un ideal primo�

�b� Si I 
� A� entonces I es primario precisamente si todo divisor de cero de A�I es nilpotente�

�c� Encontrar los ideales primarios de Z�

	�� Sea D un dominio y sea Q su cuerpo de fracciones� Demostrar que�

�a� Si D� es un subanillo de D con cuerpo de fracciones Q�� entonces Q contiene un subcuerpo
isomorfo a Q��

�b� Si A es un subanillo de Q que contiene a D� entonces Q es un cuerpo de cocientes de A�



����� PROBLEMAS ��

		� ��� Sean A un anillo� S un subconjunto multiplicativo de A� y �AS��� j� el anillo de cocientes de
A por S� Demostrar�

�a� a
s
� �

� precisamente si existe un t � S tal que ta � ��

�b� AS�� es un dominio si lo es A�

�c� La aplicaci�on j es inyectiva precisamente si S no contiene divisores de cero�

�d� Si todo elemento de S es invertible� entonces j es un isomor�smo�

�e� Si I es un ideal de A� entonces IS�� � fas � a � I� s � Sg es un ideal de AS��� Si I es
principal� entonces lo es IS���

�f� Si I es un ideal de A� entonces IS�� � AS�� precisamente si I � S 
� ��
�g� Si J es un ideal de AS��� entonces existe un ideal I de A tal que J � AS���

�h� Si p es un ideal primo de A tal que S � p � �� entonces pS�� es un ideal primo de AS���

�i� La aplicaci�on p �� pS�� de�ne una correspondencia biun��voca entre los ideales primos de A
que no intersecan a S y los ideales primos de AS�� cuya inversa es la aplicaci�on dada por
q �� j���q��

�j� Sea T un subconjunto multiplicativode AS��� Probar que %T � fa � A � as � T para alg�un s �
Sg es un subconjunto multiplicativo de A y que A %T�� �� �AS���T���

�k� Sea I un ideal de A tal que S � I � � � S � ��  I�� Sea � � A � A�I el homomor�smo
proyecci�on� Demostrar que ��S� es un subconjunto multiplicativo de A�I y que �A�I���S���

es isomorfo a �AS�����IS����

	�� Sea q � p� � � � pn un entero libre de cuadrados �los pi son primos distintos�� y sea S el conjunto
de los enteros de la forma p��� 	 	 	p�rr con cada �i � N�
�a� Demostrar que S es un subconjunto multiplicativo de Zy que ZS�� es el anillo Z�q	 del

Problema ��c�

�b� ��� Deducir del Problema 		 que Z�q	 es un dominio cuyos ideales son todos principales�

	�� ��� Sean A un anillo y p un ideal primo de A� Sea S � A n p� El anillo S��A se denota Ap y
se llama el anillo localizado de A en p� An�alogamente� si I es un ideal de A� entonces S��I se
denota Ip� Demostrar que todos los ideales propios de Ap est�an contenidos en pp� Concluir que
Ap es un anillo local cuyo �unico ideal maximal es pp�

	�� ��� Demostrar que si S � fXn � n �Zg� donde X es la indeterminada de un anillo de polinomios
A � B�X�� entonces AS�� es isomorfo al anillo

B�X�X��� � fbnXn  bn��X
n��  	 	 	 bmX

m � n � m �Zy bi � B �ig

con la suma y el producto naturales�
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Cap��tulo �

Divisibilidad y factorizaci�on en

dominios

Se estudian diversas condiciones de divisibilidad y factorizaci�on que pueden veri�carse en un dominio�
se establecen las relaciones entre ellas y se presentan algunas aplicaciones a la Teor��a de N�umeros�

Introducci�on

En el Cap��tulo � vimos algunas propiedades b�asicas relativas a la divisibilidad en el anillo de los
n�umeros enteros� Entre ellas la divisi�on entera �y con ella el algoritmo de Euclides�� el hecho de
que todos los ideales de Zson principales� y el Teorema Fundamental de la Aritm�etica� que asegura
que todo n�umero entero se puede escribir� de modo esencialmente �unico� como producto de n�umeros
primos� Estas tres propiedades se pueden estudiar en abstracto� como veremos en este cap��tulo� y son
fundamentales para entender la divisibilidad en los anillos que las satisfagan� Por ejemplo� si un anillo
satisface una propiedad an�aloga al Teorema Fundamental de la Aritm�etica� entonces podremos usar las
descomposiciones en productos de primos para determinar si un elemento divide a otro� o para calcular
el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo de cualquier conjunto de elementos� Por otra
parte� como veremos� las tres propiedades no son independientes�
Comenzaremos de�niendo las nociones generales relativas a la divisibilidad entre los elementos de

un dominio y estableciendo sus primeras propiedades� en particular la relaci�on con los ideales princi�
pales esto nos llevar�a al estudio de la divisibilidad en los dominios de ideales principales� M�as tarde�
consideraremos anillos en los que hay una funci�on eucl��dea �un modo razonable de �dividir con resto��
y observaremos que �estos son dominios de ideales principales en los que se puede aplicar el algoritmo de
Euclides� En tercer lugar consideraremos los dominios en los que todo elemento es producto de primos�
llamados dominios de factorizaci�on �unica� y demostraremos que todo dominio de ideales principales es
de este tipo�
Adem�as deZy de los anillos de polinomios sobre cuerpos� los principales ejemplos del cap��tulo ser�an

ciertos subanillos del cuerpo complejo C � que en muchos casos son necesarios para demostrar resultados
cl�asicos sobre n�umeros enteros� El cap��tulo terminar�a con varios ejemplos de esta situaci�on� en los que
usaremos las propiedades del anilloZ�i� de los enteros de Gauss�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer las nociones b�asicas sobre divisibilidad en dominios �la relaci�on 'ser asociado�� elementos
primos e irreducibles� m�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo�� y su traducci�on en
t�erminos de ideales principales�

� Conocer algunos ejemplos de dominios eucl��deos� y saber usar el algoritmo de Euclides�
� Conocer las distintas caracterizaciones de los dominios de factorizaci�on �unica� y saber usar las
factorizaciones en irreducibles para deducir cuestiones sobre divisibilidad�

��
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� Conocer la relaci�on entre los tres tipos de dominios estudiados� los dominios eucl��deos son dominios
de ideales principales� y �estos son dominios de factorizaci�on �unica�

� Manejar cuestiones de divisibilidad y factorizaci�on en subanillos de C del tipoZ�pm�� con m �Z�
y ser capaz de aplicarlas para resolver ciertos problemas cl�asicos sobre n�umeros enteros�

Desarrollo de los contenidos

��� Divisibilidad

De�nici�on ����� Sea A un anillo y sean a� b � A� Se dice que a divide a b en A� o que a es un divisor
de b en A� o que b es un m�ultiplo de a en A� si existe c � A tal que b � ac�

Para indicar que a divide a b en A escribiremos a j b en A� Si el anillo A est�a claro por el contexto
escribiremos simplemente a j b�

Obs�ervese que la noci�on de divisibilidad depende del anillo� Por ejemplo� si a es un entero diferente
de �� entonces a divide a todos los n�umeros enteros en Q� pero no necesariamente en Z�

Ejercicio ����� Sea A un anillo y sean a� b� c � A� Demostrar que se veri�can las siguientes propiedades�

�� �Re�exiva� a j a�
	� �Transitiva� Si a j b y b j c� entonces a j c�
�� a j � y � j a�
� � j a si y s�olo si a � ��

�� a j � si y s�olo si a es una unidad
 en este caso a j x para todo x � A �es decir� las unidades dividen
a cualquier elemento��

�� Si a j b y a j c entonces a j rb sc para cualesquiera r� s � A �y en particular a j b c� a j b � c y
a j rb para cualquier r � A�� M�as generalmente� si a divide a ciertos elementos� entonces divide
a cualquier combinaci�on lineal suya con coe�cientes en A�

�� Si A es un dominio� c 
� � y ac j bc� entonces a j b�

De�nici�on ����� Dos elementos a y b de un anillo A se dice que son asociados si se dividen mutua�
mente
 es decir� si a j b y b j a� Cuando no est�e claro por el contexto en qu�e anillo estamos trabajando�
hablaremos de elementos asociados en A�

Por ejemplo� una unidad es lo mismo que un elemento asociado a ��
Es elemental ver que �ser asociados� es una relaci�on de equivalencia en A� y que dos elementos son

asociados si y s�olo si tienen los mismos divisores� si y s�olo si tienen los mismos m�ultiplos� Por lo tanto�
al estudiar cuestiones de divisibilidad� un elemento tendr�a las mismas propiedades que sus asociados�
La siguiente caracterizaci�on de la relaci�on �ser asociado� en un dominio ser�a importante �y por

motivos como �este pronto empezaremos a suponer sistem�aticamente que los anillos que aparecen son
dominios��

Ejercicio ����	 Si D es un dominio� demostrar que dos elementos a� b � D son asociados si y s�olo si
existe una unidad u � D� tal que b � au �si D no es un dominio� se veri�ca el �si���

Ejercicio ����� Consideremos el anillo Z�
p
m�� donde m �Zno es un cuadrado� y recordemos que el

conjugado de x � a  b
p
m �Z�pm� es %x � a� b

p
m� De�nimos la norma de x como el entero

N �x� � x 	 %x � �a b
p
m��a � b

p
m� � a� �mb��

Esta noci�on es �util porque permite traducir problemas de divisibilidad en Z�
p
m� a problemas de divisi�

bilidad entre enteros� como se aprecia en las siguientes propiedades elementales� Demostrar que�
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�� N �x� � � si y s�olo si x � ��

	� La norma es multiplicativa
 es decir� N �xy� � N �x�N �y� para cualesquiera x� y �Z�pm� �recu�erdese
que la conjugaci�on es un homomor�smo de anillos Z�

p
m��Z�pm���

�� x �Z�pm�� si y s�olo si N �x� � ��� y en este caso x�� � N �x�%x �es decir� x�� � �%x� donde el
signo es el de N �x���

� Si x j y en Z�
p
m� entonces N �x� j N �y� en Z�

�� Si x e y son asociados en Z�
p
m� entonces N �x� � �N �y��

�� Si x j y en Z�
p
m� y N �x� � �N �y� entonces x e y son asociados en Z�

p
m��

�� Z�i�� � f����� i��ig�
�� Si m � �� entonces Z�

p
m�� � f����g�

Observaciones �����

�� Si m � �� entonces el conjugado %z � a � b
p
m de z � a  b

p
m es su conjugado complejo en el

sentido usual� Por tanto� N �z� � z%z � jzj�� lo que implica que los elementos invertibles deZ�
p
m�

son los que pertenecen a la circunferencia de centro � y radio �� Esto ilustra los dos �ultimos
apartados del ejercicio anterior�

	� Si m  � entonces Z�
p
m� tiene una in�nidad de elementos invertibles� pero no es f�acil de�

mostrarlo� O sea� la Ecuaci�on de Pell x� � my� � � tiene in�nitas soluciones enteras� �Este
es un profundo resultado que se ver�a en el curso de Introducci�on a la Teor��a de N�umeros y que
implica que las ecuaciones diof�anticas del tipo x��my� � n �con m  � y n �Z� tienen in�nitas
soluciones o ninguna� S�� es f�acil ver� por ejemplo� que en Z�

p
�� el elemento � 

p
� es invertible�

y por lo tanto lo son todas sus potencias� que son distintas entre s�� ��por qu�e���

�� En general un elemento de Z�
p
m� no es asociado de su conjugado� aunque el hecho de que la

conjugaci�on sea un isomor�smo nos permitir�a relacionar algunas de sus propiedades �por ejemplo�
usando nociones que vamos a de�nir en seguida� x es irreducible o primo si y s�olo si lo es %x��

Del Ejercicio ����	 se deduce que� si en un dominio D se conocen todas las unidades� se conocen
autom�aticamente todos los asociados de un elemento� Por ejemplo� como Z� � f����g� los asociados
de a en Zson el propio a y �a�
El conocimiento de D� tambi�en es �util para encontrar un conjunto de representantes de los elementos

no nulos de D para la relaci�on �ser asociados� es decir� un subconjunto D� de D tal que cada elemento
no nulo de D es asociado a un �unico elemento de D�� Por ejemplo�

Ejercicio ����� Con la notaci�on anterior� demostrar que�

�� Si D �Z� podemos tomar D� �Z
��

	� Si D � Z�i� entonces podemos tomar como D� el conjunto de los enteros de Gauss de la forma
a bi� con a � � y b  � �es decir� los del primer cuadrante� incluido el semieje real positivo pero
no el eje imaginario��

�� Encontrar un conjunto de representantes salvo asociados para Z�
p
m� con m � ���
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� Si K es un cuerpo y D � K�X�� entonces D� consiste en los polinomios constantes no nulos
�es decir� D� � K� � K n f�g�� y podemos tomar como D� el conjunto de los polinomios con
coe�ciente principal ��

Sabemos que cualquier elemento a de un anillo A es divisible por sus asociados y por las unidades
de A� y que si a divide a uno de los elementos b �o c entonces divide a su producto bc� A continuaci�on
estudiamos los elementos que veri�can �los rec��procos� de estas propiedades� A menudo consideraremos
elementos a de un anilloA que no son cero ni unidades� lo que sintetizaremos en la forma � 
� a � AnA��

De�nici�on ����
 Diremos que un elemento a del anillo A es irreducible si � 
� a � AnA� y la relaci�on
a � bc en A implica que b � A� �o c � A� �y por lo tanto que uno de los dos es asociado de a��

Diremos que a es primo si � 
� a � A nA� y la relaci�on a j bc en A implica que a j b �o a j c�
Ambas nociones dependen del anillo ambiente� y si �este no est�a claro por el contexto hablaremos de

irreducibles y primos �en A��

Ejercicio ����� Si D es un dominio� demostrar que�

�� Un elemento � 
� a � D n D� es irreducible si y s�olo si sus �unicos divisores son sus asociados y
las unidades��

	� Si dos elementos son asociados� entonces uno es irreducible �respectivamente primo� si y s�olo si
lo es el otro�

�� En Z�
p
m�� un elemento es irreducible �respectivamente primo� si y s�olo si lo es su conjugado�

Ejemplos ����� Irreducibles y primos�

�� En Zambos conceptos coinciden con la noci�on usual de entero primo �Proposici�on �������

�� Supongamos que m �Zno es un cuadrado� Entonces� en Z�pm�� los elementos de norma prima
son irreducibles es decir� si x �Z�pm� y N �x� es un entero primo� entonces x es irreducible en
Z�
p
m�� En efecto� es claro que x no es cero ni invertible� y si x � yz� entonces N �x� � N �y�N �z��

con lo que N �y� � �� �o N �z� � ��� y por tanto y �o z es una unidad de Z�pm��
El rec��proco no es cierto� Por ejemplo� � es irreducible en Z�i� ��por qu�e��� aunque su norma no
es un entero primo�

�� El polinomioX� � es irreducible en R�X� pero no en C �X�� donde se tiene X� � � �X i��X�i��
	� El polinomio �X  � es irreducible en Q�X� pero no en Z�X�� donde se tiene �X  � � ��X  ���

Acabamos de ver que un elemento de Zes irreducible si y s�olo si es primo� S�olo una parte es cierta
en general �la demostraci�on se deja como ejercicio��

Proposici�on ������ En un dominio A todo elemento primo es irreducible�

El rec��proco no se veri�ca en general� como muestra el siguiente ejemplo�

Ejemplo ������ Irreducible no implica primo�

En el anillo Z�
p��� hay elementos irreducibles que no son primos� Comencemos observando que los

cuadrados en Z� son ���� y ������ y que por lo tanto la congruencia a� � �� mod � no tiene soluci�on�
Esto implica que en Z�

p��� no hay elementos cuya norma valga �� � �o �� ��por qu�e� obs�ervese que
en Z�

p��� todas las normas son positivas�� Sea ahora x � Z�p��� con N �x� � 	 si y j x entonces
N �y� j N �x� � 	 y por lo tanto N �y� vale �� � �o 	 en el primer caso y es una unidad� el segundo es
imposible y en el tercero y es asociado de x ��por qu�e��� y en consecuencia x es irreducible� De igual
modo se ve que los elementos con norma � �o � son irreducibles� y en particular lo son todos los factores
de la igualdad

� 	 � � ��  p������p����
Pero ninguno de ellos es primo� por ejemplo de la igualdad se deduce que � j ��  p����� � p���� y
es claro que � 
 j ��  p��� y � 
 j ���p����

�Si D no es un dominio se veri�ca el �s�olo si�� En A �Z� el �si� falla para a � �����
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Las de�niciones de m�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo� as�� como sus propiedades
elementales� son an�alogas a las de Zy las resumimos en el siguiente ejercicio(de�nici�on�

Ejercicio ������ Sean A un anillo� S un subconjunto de A y a� b� d�m � A� Demostrar que�

�� Las condiciones siguientes son equivalentes�

�a� m es m�ultiplo de cada elemento de S� y si un elemento x � A es m�ultiplo de cada elemento
de S entonces x es m�ultiplo de m�

�b� Un elemento x � A es m�ultiplo de cada elemento de S si y s�olo si es m�ultiplo de m�

En este caso se dice que m es un m��nimo com�un m�ultiplo de S� y otro elemento es un m��nimo
com�un m�ultiplo de S si y s�olo si es asociado de m� Escribiremos m � mcm�S�� entendiendo
que tal elemento �si existe� es �unico salvo asociados� Asimismo� hablaremos de el m��nimo com�un
m�ultiplo de S� con el mismo signi�cado de unicidad salvo asociados�

	� Las condiciones siguientes son equivalentes�

�a� d divide a cada elemento de S� y si un elemento x � A divide a cada elemento de S entonces
x divide a d�

�b� Un elemento x � A divide a cada elemento de S si y s�olo si divide a d�

En este caso se dice que d es un m�aximo com�un divisor de S� y otro elemento es un m�aximo
com�un divisor de S si y s�olo si es asociado de d� Escribiremos d � mcd�S�� entendiendo que tal
elemento �si existe� es �unico salvo asociados�

�� Si d es un divisor com�un de los elementos de S y adem�as es combinaci�on lineal de elementos de
S
 es decir� existen elementos s�� � � � � sn � S y a�� � � � � an � A tales que

d � a�s�  	 	 	 ansn� �������

entonces d � mcd�S�� y se dice que esta expresi�on es una identidad de Bezout para S�

Si existe una identidad de Bezout ������� con d � � entonces mcd�S� � ��

� Se veri�ca � � mcd�S� si y s�olo si los �unicos divisores comunes de los elementos de S son las
unidades de A� En este caso decimos que los elementos de S son coprimos� Si para cada par
de elementos distintos a� b � S se veri�ca mcd�a� b� � �� decimos que los elementos de S son
coprimos dos a dos�

�� a j b si y s�olo si a � mcd�a� b�� si y s�olo si b � mcm�a� b��

�� En particular� � � mcd�a� ��� mcd�a� �� � a � mcm�a� �� y � � mcm�a� ���

�� Si a es irreducible entonces mcd�a� b� � � si y s�olo si a 
 j b�
Ejercicio �����	 Demostrar que� para cualquier entero m� dos enteros a y b son coprimos en Z�

p
m�

si y s�olo si son coprimos en Z�

El siguiente ejemplo muestra ciertos fen�omenos que no ocurr��an enZ en particular� la existencia de
un m�aximo com�un divisor o un m��nimo com�un m�ultiplo no est�a garantizada en un dominio arbitrario�

Ejemplo ������ Patolog��as en Z�
p����

En este ejemplo trabajamos en el anilloZ�
p��� y hacemos uso de las a�rmaciones del Ejemplo �������

Se veri�can�

�� Los elementos � y � 
p�� son coprimos� pues si x es un divisor com�un entonces su norma divide

a 	 y a �� luego divide a � y por lo tanto vale �� de manera que x es una unidad� Sin embargo no
hay una identidad de Bezout para f�� �  p��g� pues la igualdad en Z�p���

� � ��a b
p���  ��  p����c  d

p���
equivale al par de igualdades en Z

�a c� �d � � �b c  d � ��

que reducidas m�odulo � nos llevan al absurdo c d � � mod � y c d � � mod ��
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�� Aunque acabamos de ver que � y � 
p�� tienen m�aximo com�un divisor� no tienen m��nimo com�un

m�ultiplo� Supongamos que existe x � mcm��� �  
p��� entonces N �x� ser��a un m�ultiplo com�un

de 	 y �� y por lo tanto ser��a un m�ultiplo de ��� Por otra parte los elementos � y ���  
p��� son

m�ultiplos comunes de � y de �  
p��� luego x los divide y por lo tanto N �x� divide a �� y a �	�

por lo que divide a ��� En conclusi�on� si existe mcm��� �  
p��� su norma es ��� pero ya vimos

que esto es imposible�

�� Veamos por �ultimo que no existe x � mcd��� ���  
p����� Si existiera� N �x� dividir��a a �� y a

�	 y por lo tanto dividir��a a �� pero adem�as� como � y �  
p�� dividen a � y a ���  p����

deber��an dividir a x y as�� N �x� ser��a un m�ultiplo com�un de 	 y � y por lo tanto ser��a un m�ultiplo
de ��� lo que nos llevar��a a la situaci�on imposible N �x� � ���

��� Dominios de ideales principales

Comenzamos esta secci�on observando que� sobre un dominio� todas las nociones de divisibilidad que
hemos presentado pueden reenunciarse en t�erminos de los ideales principales generados por los elementos
involucrados�

Ejercicio ����� Sea D un dominio con elementos a� b� d�m y un subconjunto S� Demostrar que se
veri�can las siguientes propiedades�

�� a � � precisamente si �a� � ��

	� a � D� precisamente si �a� � D�

�� a j b precisamente si �b� � �a� �o si b � �a���
� a y b son asociados precisamente si �a� � �b��

�� a es primo precisamente si �a� es un ideal primo no nulo de D�

�� a es irreducible precisamente si �a� es maximal entre los ideales principales propios no nulos de
D
 es decir� a 
� � y �a� � �b� � D implica �a� � �b��

�� d � mcd�S� precisamente si �d� es m��nimo entre los ideales principales que contienen a S �o al
ideal generado por S��

En particular� si �S� es un ideal principal entonces cualquier generador suyo es un m�aximo com�un
divisor de S� y adem�as existe una identidad de Bezout para S�

�� m � mcm�S� si y s�olo si �m� � �s�S�s��
En consecuencia� mcm�S� existe si y s�olo si el ideal �s�S�s� es principal� y entonces cualquier
generador de �s�S�s� es un m��nimo com�un m�ultiplo de S�

En vista de estos resultados� las nociones sobre divisibilidad se manejar�an f�acilmente en dominios
en los que todos los ideales son principales�

De�nici�on ����� Un dominio de ideales principales� o DIP �PID� en la literatura en ingl�es�� es un
dominio en el que todos los ideales son principales�

Proposici�on ����� Si D es un DIP y � 
� a � D nD�� las siguientes condiciones son equivalentes�

�� a es irreducible�

	� �a� es un ideal maximal�

�� A��a� es un cuerpo�

� a es primo�

�� �a� es un ideal primo�

�� A��a� es un dominio�
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Demostraci�on� La equivalencia entre �� � y � es consecuencia del Ejercicio ����� y de la Proposici�on ��
���
y lo mismo puede decirse de la equivalencia entre 	� � y �� Tambi�en de la Proposici�on ��
�� se deduce
que � implica �� Finalmente� 	 implica � por la Proposici�on ������� �

Ejemplos ����	 Dominios de ideales principales�

�� Zes un DIP por el Teorema �������

�� El anillo de polinomiosZ�X� no es un DIP por el Ejemplo ������

�� Z�
p��� no es un DIP� pues contiene elementos irreducibles que no son primos� Tambi�en podemos

observar que el ideal ��� ���  
p��� no es principal� pues no existe mcd��� ���  p���� V�ease el

Ejemplo �������

Veamos otra consecuencia inmediata del Ejercicio ������

Proposici�on ����� Sea D un DIP y sea S un subconjunto de D� Entonces

�� S tiene un m��nimo com�un m�ultiplo �cualquier generador de �s�S�s���
	� S tiene un m�aximo com�un divisor d �cualquier generador del ideal que genera S� y adem�as existe

una identidad de Bezout para S�

�� El elemento d es un m�aximo com�un divisor de a�� � � � � an si y s�olo si d j ai para cada i � �� � � � � n
y existen r�� � � � � rn � D tales que

r�a�  	 	 	 rnan � d�

� Los elementos a�� � � � � an son coprimos si y s�olo si existen r�� � � � � rn � D tales que

r�a�  	 	 	 rnan � ��

Ejercicio ����� Si D es un DIP� demostrar que para cualesquiera a� b� c � D se veri�can las siguientes
propiedades �ver las Proposiciones ����� y ������

�� Si d � mcd�a� b�� entonces mcd�a
d
� b
d
� � ��

	� Si mcd�a� b� � mcd�a� c� � �� entonces mcd�a� bc� � ��

�� Si mcd�a� b� � � y a j bc� entonces a j c�
� Si mcd�a� b� � �� a j c y b j c� entonces ab j c�
�� ab y mcd�a� b�mcm�a� b� son asociados�

��� Dominios eucl��deos

En esta secci�on nos ocuparemos del concepto de divisi�on con resto� En realidad existen varias posibles
generalizaciones de dicho concepto� Todas ellas tienen consecuencias similares� y nosotros elegiremos la
m�as general�

De�nici�on ����� Sea D un dominio� Una funci�on eucl��dea en D es una aplicaci�on � � D n f�g � N
que cumple las siguientes condiciones�

�DE�� Si a� b � D n f�g veri�can a j b entonces ��a� � ��b��

�DE	� Dados a� b � D con b 
� �� existen q� r � D tales que a � bq  r y o bien r � � o bien ��r� � ��b��

Un dominio eucl��deo es un dominio que admite una funci�on eucl��dea�
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La posibilidad de �dividir con resto� en un dominio eucl��deo nos permite demostrar propiedades
como las que siguen�

Proposici�on ����� Sea � una funci�on eucl��dea en un dominio D� Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes para a � D�

�� a es una unidad de D�

	� ��a� � �����

�� ��a� � ��x�� para todo x � D n f�g�

Demostraci�on� � implica �� Por hip�otesis� a es asociado de �� y por �DE�� se tiene ���� � ��a��
� implica �� Si x � D n f�g entonces � j x� y por �DE�� se tiene ��a� � ���� � ��x��
� implica �� Por �DE�� existen q� r � D tales que � � aq r y o bien r � � o bien ��r� � ��a� como

la hip�otesis excluye la segunda posibilidad� debe ser r � � y as�� � � aq� por lo que a es invertible� �

Teorema ����� Todo dominio eucl��deo D es un dominio de ideales principales�

Demostraci�on� La demostraci�on es esencialmente igual a la del Teorema ������� Por tanto� men�
cionaremos sus l��neas maestras y dejaremos los detalles para el lector� Sea � una funci�on eucl��dea en
D y sea I un ideal no nulo de D� Sea a un elemento no nulo de I tal que ��a� es m��nimo entre los
elementos no nulos de I� Entonces I � �a�� �

El rec��proco de este teorema es falso� pero no es f�acil encontrar un DIP que no sea un dominio

eucl��deo� Un tal ejemplo� es el subanillo Z���
p���
� � de C formado por los elementos de la forma

a b��
p���
� con a� b �Z�

Como consecuencia del Teorema ����� y la Proposici�on ������ todo subconjunto de un dominio
eucl��deo tiene m�aximo com�un divisor y m��nimo com�un m�ultiplo� De hecho� el Algoritmo de Euclides
sirve en cualquier dominio eucl��deo D para calcular el m�aximo com�un divisor de dos elementos de D y
la correspondiente identidad de Bezout� lo que a su vez permite resolver ecuaciones del tipo

ax by � c

en D� Las demostraciones de estos hechos son meras adaptaciones de las que hicimos en el Cap��tulo �
para el anillo de los n�umeros enteros y se dejan a cargo del lector�
En el resto de esta secci�on vemos algunos ejemplos de dominios eucl��deos y de c�omo se usa en ellos

el Algoritmo de Euclides�

Ejercicio ����	 Demostrar las a�rmaciones siguientes�

�� Si D es un dominio y � � D � N es una aplicaci�on que conserva productos y veri�ca ��x� � � si
y s�olo si x � �� entonces � veri�ca �DE�� �estrictamente hablando� es su restricci�on a D n f�g la
que lo veri�ca��

	� En particular� si D �Z�
p
m� y � se de�ne como el valor absoluto de la norma �o como la propia

norma� cuando m es negativo�� entonces � satisface la condici�on �DE���

�� Si adem�as� dados a� b � D con b 
� �� existen q� r � D con a � bq  r y ��r� � ��b� entonces � es
una funci�on eucl��dea en D�

Ejemplos ����� Funciones eucl��deas y dominios eucl��deos�

�� La aplicaci�on valor absolutoZ�� N es una funci�on eucl��dea en Z�Teorema ����
�� En realidad�
hay una sutil diferencia entre la divisi�on entera y este hecho� Dados a� b �Z� los elementos q y r
postulados en �DE�� no son �unicos por ejemplo 	� � � 	 
  � � � 	 �  �����

�Una demostraci�on de este hecho que s�olo usa t�ecnicas elementales puede consultarse en �Oscar A� C�ampoli� �A
Principal Ideal Domain That Is Not Euclidean Domain�� The Teaching of Mathematics 
Noviembre 	���� ������	��



���� DOMINIOS EUCL�IDEOS ��

�� Un ejemplo trivial de anillo eucl��deo es un cuerpo K� pues entonces la aplicaci�on que asocia � a
todo elemento de K� es una funci�on eucl��dea�

�� En el anilloZ�i� de los enteros de Gauss la norma N �Z�i�� N �dada por N �a  bi� � a�  b��
es una funci�on eucl��dea� Por el Ejercicio ����	 basta ver que� dados a� b �Z�i� con b 
� �� existen
q� r � Z�i� con a � bq  r y N �r� � N �b�� Para ello� observemos primero que la norma puede
extenderse a una funci�on N � Q�i�� Q de�nida tambi�en por N �a bi� � a�  b� y que conserva
productos� Como Q�i� es el cuerpo de cocientes de Z�i� �Ejemplo ������� existen Q�� Q� � Q tales
que a

b
� Q�  Q�i� Aproximando los Qi por el entero m�as pr�oximo encontramos q�� q� � Zy

R�� R� � Q con Qi � qi  Ri y jRij � �
� para cada i � �� �� Entonces se tiene

a � b�Q�  Q�i� � b�q�  q�i�  b�R�  R�i��

de modo que podemos tomar a q � q�  q�i como cociente y a r � b�R�  R�i� como resto� pues
est�a en Z�i� �vale a� bq� y veri�ca

N �r� � N �b�R�  R�i�� � N �b�N �R�  R�i� � N �b��R�
�  R�

�� � N �b��
�

	
 
�

	
� � N �b��

El siguiente diagrama ilustra el proceso�

�� �� � � � �

��i

�i

i

�i

�i

� x
y � Q�  Q�i

i

q � q�  q�i

	� Una sencilla adaptaci�on del argumento anterior permite ver que la norma es una funci�on eucl��dea
en Z�

p��� �el �

  

�

 anterior se transforma en

�

  �

�

 � que sigue siendo menor que ��� pero esa

adaptaci�on ya no funciona conZ�
p��� de hecho� �este no es un dominio eucl��deo �ni con la norma

ni con ninguna otra posible funci�on eucl��dea� porque ni siquiera es un DIP� contiene elementos
irreducibles que no son primos �consid�erese la igualdad � 	 � � ��  p������p�����

Ejemplo ����� Algoritmo de Euclides en Z�i��

Vamos a calcular el m�aximo com�un divisor de a � �  �i y b � ��  �i en Z�i� utilizando el Algoritmo
de Euclides� Como N �a� � 
 y N �b� � ��� dividimos b entre a siguiendo el proceso explicado en el
Ejemplo ������ Como

b

a
�
��  �i
�  �i

�
���  �i��� � �i�



�
�� ��i



�
�

�
 �i�

tomamos q � �  �i y r � b� aq � �� i� Es decir� empezamos construyendo la tabla

b � ��  �i a � �  �i �� i
�  �i

Dividimos ahora a entre r � �� i�

a

r
�
�  �i

�� i
�
��  �i���  i�

�
�
	i

�
� �i�
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Por tanto� completamos la tabla anterior�

b � ��  �i a � �  �i �� i �
�  �i �i

y deducimos que mcd��  �i���  �i� � � � i� El lector puede ahora encontrar la correspondiente
identidad de Bezout� as�� como las soluciones en Z�i� de la ecuaci�on ax by � �  �i�
Obs�ervese que no hay unicidad en la divisi�on eucl��dea en Z�i�� Por ejemplo� tras obtener b�a �

�����  �i� pod��amos haber elegido como primer cociente q� � �  �i� lo que nos habr��a dado un resto
r� � b� aq� � ��� i� y como r� divide a a obtendr��amos mcd��  �i���  �i� � �� � i� �Atenta esto
contra la unicidad del m�aximo com�un divisor�

Otro ejemplo de dominios eucl��deos lo constituyen los anillos de polinomios en una indeterminada
con coe�cientes en un cuerpo� como se demuestra a continuaci�on� En la Proposici�on 	���	 y el Lema 	����
se a�nadir�an algunos matices al resultado que sigue�

Proposici�on ����� Si K es un cuerpo� entonces el anillo de polinomios K�X� es un dominio eucl��deo�
De hecho� la aplicaci�on gr � K�X� n f�g � N que asocia a cada polinomio f su grado gr�f� es una
funci�on eucl��dea�

Demostraci�on� Sabemos �Ejemplos ��
�	� que gr�fg� � gr�f�  gr�g�� de donde se deduce �DE���
En cuanto a �DE��� �jemos � 
� g � K�X� con grado m � gr�g� y coe�ciente principal b 
� �

�invertible en K�� Dado f � K�X� vamos a ver� por inducci�on en n � gr�f�� que existen q� r � K�X�
con f � gq  r y r � � �o gr�r� � m� Si n � m podemos tomar q � � y r � f � Supongamos pues
que n  m y que la propiedad se veri�ca si f se sustituye por un polinomio de grado menor� Si a es el
t�ermino principal de f � es claro que el polinomio f� � f � ab��Xn�mg � K�X� tiene grado menor que
el de f � Por hip�otesis de inducci�on existen q�� r � K�X� tales que f� � gq�  r y r � � o gr�r� � m�
Entonces f � g�q�  ab��Xn�m�  r� lo que termina la demostraci�on� �

Ejemplo ����
 Algoritmo de Euclides en Q�X��

Vamos a resolver la siguiente ecuaci�on con inc�ognitas U y V en el anillo de polinomios Q�X��

�X
 � ��U  �X� � �X  ��V � X� � ��
Para ello calculamos el m�aximo com�un divisor de X
  � y X� � �X  ��

X
 � � X� � �X  � 	X � 	 �
X�  �X  � �


�X � ��

Por tanto mcd�X
 � �� X�� �X  �� � X � � �el �asociado c�omodo� de 	X � 	�� y como X � � divide
a X� � � deducimos que la ecuaci�on tiene soluci�on� Para encontrar una de ellas� utilizamos los c�alculos
del Algoritmo de Euclides para expresar el m�aximo com�un divisor en funci�on de los coe�cientes�

X � � � �

	
�	X � 	� � �

	
�X
 � ��� X�  �X  �

	
�X� � �X  ���

Multiplicando por X���
X��

� X  � se obtiene

X� � � � �X  ��

�
X
 � �
	

� X�  �X  �

	
�X� � �X  ��

�
de donde se deduce que �U� V � �

�
X��

 �

��X��	�X���X��	



�
es una soluci�on particular de nuestra

ecuaci�on� Como X���
X�� � X�  X�  X  � y X���X��

X�� � X � �� la soluci�on general es�

U � X��

  �X � ��P

�P � Q�X���
V � � �X��	�X���X��	


 � �X�  X�  X  ��P
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��� Dominios de factorizaci�on �unica

De�nici�on ��	�� Sea D un dominio� Una factorizaci�on en producto de irreducibles de un elemento a
de D es una expresi�on del tipo

a � up� 	 	 	pn
donde n � N� u es una unidad de D y p�� � � � � pn son irreducibles de D �se admite la posibilidad de
que sea n � �� en cuyo caso la factorizaci�on se reduce a a � u�� Diremos que D es un dominio de
factorizaci�on si todo elemento no nulo de D admite una factorizaci�on en producto de irreducibles�

Dos factorizaciones de a � D en producto de irreducibles se dice que son equivalentes si s�olo se
diferencian en el orden y en asociados� Dicho con m�as rigor� las factorizaciones

a � up� 	 	 	pn � vq� 	 	 	qm
�con u� v � D� y el resto de factores irreducibles� son equivalentes si n � m y existe una permutaci�on
� de Nn �una biyecci�on de Nn � f�� �� � � � � ng en s�� mismo� tal que pi y q	�i	 son asociados para cada
i � �� � � � � n� Diremos que D es un dominio de factorizaci�on �unica �o DFU �UFD� en ingl�es� si es un
dominio de factorizaci�on en el que� para cada � 
� a � D� todas las factorizaciones de a son equivalentes�

Comenzamos observando que� sobre un DFU� los elementos irreducibles coinciden con los primos� por
lo que podemos hablar indistintamente de factorizaciones en irreducibles o factorizaciones en primos�

Lema ��	�� Si D es un DFU� entonces todo elemento irreducible de D es primo�

Demostraci�on� Sea p � D irreducible� y sean a� b� t � D tales que pt � ab� Se trata de ver que
p j a �o p j b� Si t � up� 	 	 	pn� a � vq� 	 	 	qm y b � wr� 	 	 	rk son factorizaciones en irreducibles �con
u� v� w � D��� entonces se tiene

upp� 	 	 	pn � �vw�q� 	 	 	 qmr� 	 	 	rk�

y por la unicidad de la factorizaci�on p es asociado de alg�un qi �y entonces p j a� o de alg�un ri �y entonces
p j b�� �

Sea D un dominio y sea D� un conjunto de representantes de los elementos no nulos de D para
la relaci�on �ser asociados� �ver el Ejercicio ������� El conjunto P de los elementos de D� que son
irreducibles es entonces un conjunto de representantes de los elementos irreducibles de D para la relaci�on
�ser asociados� es decir� todo irreducible de D es asociado a un �unico elemento de P ��por qu�e��� Por
ejemplo� usando el Ejercicio ������ sabemos que�

� Si D �Zentonces podemos tomar como P el conjunto de los enteros primos positivos�

� Si D �Z�i� entonces podemos tomar como P el conjunto de los enteros de Gauss irreducibles del
primer cuadrante �incluyendo el eje real positivo pero no el imaginario�� De los puntos de Z�i�
que aparecen en el siguiente gr�a�co� se han se�nalado los que est�an en P �

� � � � 	

�

�

�

	

� Si K es un cuerpo y D � K�X�� podemos tomar como P el conjunto de los polinomios irreducibles
con coe�ciente principal ��
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Si D es un DFU y P es como en el p�arrafo anterior� entonces todo elemento no nulo a de D tiene
una �unica factorizaci�on de la forma

a � u
Y
p�P

p�p

donde u es una unidad de D� �p � N para todo p � P y �p � � para casi todo p � P � Llamaremos a �esta
la factorizaci�on prima de a o la factorizaci�on de a en irreducibles de P � En muchos casos nos interesar�a
escribir s�olo los factores distintos de � �es decir� con exponente no nulo�� y en ese caso tendremos una
factorizaci�on prima irredundante� En otras ocasiones� como veremos en seguida� es conveniente dejar
que aparezcan �factores �cticios� con exponente ��
La gran ventaja de que un dominio sea un DFU es que la noci�on de divisibilidad� y por tanto todas

las que dependen de ella� se pueden expresar en t�erminos de las factorizaciones primas� En particular
se pueden calcular el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo de un conjunto a partir de
esas factorizaciones� Dejaremos que el lector demuestre estos hechos� que se encuentran resumidos en
el siguiente ejercicio�

Ejercicio ��	�� Sean D un DFU y P un conjunto de representantes de los irreducibles de D por la
relaci�on de equivalencia �ser asociados�� Sean

a � u
Y
p�P

p�p y b � v
Y
p�P

p�p

las factorizaciones de a y b en irreducibles de P � Demostrar�

�� a j b precisamente si �p � 	p� para todo p � P �

	� El n�umero de divisores de a es �nito� salvo asociados� Es decir� existe un conjunto �nito F tal
que todos los divisores de a son asociados de un elemento de F �

�� Obtener una f�ormula para calcular el n�umero de divisores de a� salvo asociados� en t�erminos de
los exponentes �p�

� mcm�a� b� �
Q

p�P pmax��p��p	�

�� mcd�a� b� �
Q

p�P pmin��p��p	�

�� a y b son coprimos si y s�olo si no tienen ning�un divisor primo com�un�

Las f�ormulas de los apartados 	 y � del Ejercicio ��	�� se generalizan del modo obvio al caso de
familias arbitrarias de elementos� con un precauci�on en el caso del c�alculo del m��nimo com�un m�ultiplo
de familias in�nitas� Si no existe alguno de los m�aximos que intervienen� ese m��nimo com�un m�ultiplo
vale �� En particular� todo subconjunto de un DFU tiene un m�aximo com�un divisor y un m��nimo com�un
m�ultiplo�
Sin embargo� no es cierto en general que existan identidades de Bezout� Por ejemplo� en Cap��tulo 	

demostraremos que D �Z�X� es un DFU� y como � y X son irreducibles no asociados en D� deducimos
que son coprimos es decir� mcd��� X� � �� Sin embargo � 
� ��� X� �ver el Ejemplo �������
La unicidad en las factorizaciones permite demostrar resultados como este�

Proposici�on ��	�	 Sea D un DFU y sean a� b� c � D� con a y b coprimos� Demostrar que�

�� a b y ab son coprimos�

	� mcd�a� c� � mcd�a� bc��

�� Si a j bc entonces a j c�
� Si a j c y b j c entonces ab j c�
�� Si ab � cn �con n  �� entonces existe x � D tal que a es asociado de xn�
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Demostraci�on� Usaremos repetidamente el Ejercicio ��	��� y �jaremos las siguientes factorizaciones
en elementos de un conjunto de representantes de irreducibles P �

a � u
Y
p�P

p�p � b � v
Y
p�P

p�p y c � w
Y
p�P

p�p �

Como a y b son coprimos� para cada p � P se tiene �p � � �o 	p � � �tal vez ambos��
�� Si existiera un divisor primo com�un p � P de a b y de ab� entonces p dividir��a a las combinaciones

lineales a�a  b� � ab � a� y b�a  b� � ab � b�� y por tanto p ser��a un divisor com�un de a y de b� lo
cual es imposible�

�� Como bc � vw
Q

p�P p�p��p � basta ver que min��p� 
p� � min��p� 	p  
p� para cada p � P � lo
cual es obvio pues �p � � �o 	p � ��

�� Es consecuencia de �� pues a j bc implica a � mcd�a� bc� � mcd�a� c� y por tanto a j c�
	� Para cada p � P se tiene �p � 
p y 	p � 
p por hip�otesis� y como �p � � �o 	p � � se tiene

�p  	p � 
p� En consecuencia ab j c�
�� La igualdad ab � cn nos da la igualdad entre factorizaciones primas

uv
Y
p�P

p�p��p � w
Y
p�P

pn�p �

por lo que �p  	p � n
p para cada p � P � Si �p 
� � entonces 	p � � y por tanto �p � n
p� En
consecuencia se tiene

� � u
Y

p�P��p 	��
p�p � u

�� Y
p�P��p 	��

p�p

�An

�

y el resultado se obtiene tomando x �
Q

p�P��p 	�� p
�p � �

Proposici�on ��	�� Para un dominio D� las condiciones siguientes son equivalentes�

�� D es un dominio de factorizaci�on �unica�

	� D es un dominio de factorizaci�on en el que todo elemento irreducible es primo�

Demostraci�on� � implica �� Por la de�nici�on de DFU y por el Lema ��	���
� implica �� Por hip�otesis� todo elemento no nulo de D se factoriza como un producto de primos�

y podemos demostrar la unicidad de tales factorizaciones adaptando la demostraci�on del Teorema
Fundamental de la Aritm�etica �����	�� En efecto� sean up� 	 	 	pn � vq� 	 	 	qm� con pi y qi irreducibles
para todo i� y u� v � D�� Suponemos que n � m y razonamos por inducci�on sobre n� Si n � � entonces
m � �� ya que los divisores de unidades son unidades� y no hay nada que demostrar� Supongamos que
n � � y� la hip�otesis de inducci�on� Por hip�otesis� pn es primo� luego divide a alg�un qi y de hecho son
asociados ��por qu�e�� adem�as� reordenando si es necesario� podemos suponer que i � m� Es decir�
existe una unidad w tal que qm � wpn� Entonces

up� 	 	 	pn�� � �vw�q� 	 	 	qm���

Por hip�otesis de inducci�on se tiene n�� � m�� �luego n � m� y existe una biyecci�on � � f�� � � � � n��g�
f�� � � � � n� �g tal que pi y q
�i	 son asociados para cada i � �� � � � � n� �� Ahora es evidente que � se
extiende a una permutaci�on � de Nn tal que pi y q	�i	 son asociados para cada i � �� � � � � n� y por lo
tanto las factorizaciones iniciales son equivalentes� �

Pero no hemos dado todav��a ning�un ejemplo de DFU� que no sea Z� Vamos a terminar esta secci�on
demostrando que todo DIP es un DFU� Esto� junto con los ejemplos de la secci�on anterior� nos propor�
ciona ejemplos de dominios de factorizaci�on �unica� El rec��proco del teorema que sigue es falso� en el
siguiente cap��tulo veremos que Z�X� es un DFU que no es un DIP�
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Teorema ��	�� Todo dominio de ideales principales D es un dominio de factorizaci�on �unica�

Demostraci�on� Por las Proposiciones ��	�� y ������ basta con demostrar que D es un dominio de
factorizaci�on� Por reducci�on al absurdo suponemos que D no lo es� y vamos a construir� por recurrencia�
una sucesi�on a�� a�� � � � de elementos de D que no admiten factorizaci�on y tales que �a�� � �a�� � 	 	 	
es una cadena estrictamente creciente de ideales de D� Para el primer paso simplemente elegimos
un elemento arbitrario a� de D que no admita factorizaci�on en irreducibles� Supongamos ahora que
hemos elegido a�� � � � � an satisfaciendo las condiciones requeridas� Entonces an no es irreducible� luego
existen x� y � D nD� tales que an � xy� Como an no es producto de irreducibles� al menos uno de los
factores x �o y �digamos que x� no es producto de irreducibles� Entonces� poniendo an�� � x� tenemos
�an� � �an��� con la inclusi�on estricta porque y no es una unidad�
Una vez construida la sucesi�on �ai�� tomamos I � �a�� a�� � � � � � �i�Z��ai� �dejamos que el lector

compruebe la igualdad anterior�� Como D es un DIP� existe x � D tal que I � �x� en particular
x � I � �i�Z��ai� y por tanto existe un ��ndice i tal que x � �ai� como es claro que ai � �x�� se
tiene �ai� � �x� � I y por lo tanto �ai� � �ai���� en contra de la construcci�on realizada� Este absurdo
concluye la demostraci�on� �

��	 Aplicaciones de la factorizaci�on �unica

El hecho de que un dominio sea un DFU suele tener muchas aplicaciones en Teor��a de N�umeros� En esta
secci�on vamos a ver tres de ellas� La determinaci�on de todos los n�umeros naturales que son suma de
dos cuadrados� la descripci�on de los tri�angulos rect�angulos con lados enteros� y la soluci�on del �Ultimo
Teorema de Fermat para el exponente 	� Consideraremos el dominio Zde los n�umeros enteros y el
dominioZ�i� de los enteros de Gauss� y en el camino daremos una descripci�on precisa de los elementos
irreducibles del segundo�

Sumas de cuadrados en Ze irreducibles en Z	i


Comencemos pregunt�andonos qu�e numeros naturales son suma de dos cuadrados� El lector puede
analizar los casos peque�nos y tratar de sacar conclusiones� Quiz�as no se haga evidente una regla
general� pero si nos �jamos en los n�umeros primos parece que s�olo el � y los que son congruentes con
� m�odulo 	 son suma de dos cuadrados� De modo que puede ser interesante atacar primero el �caso
primo�� pero esto s�olo nos servir�a para el caso general si probamos que la condici�on es multiplicativa�
Esto es lo que hacemos en el primer lema� que adem�as nos indica el papel que va a representar Z�i� en
este problema�

Lema ����� �� Un entero es la suma de dos cuadrados enZsi y s�olo si es la norma de un elemento
de Z�i�
 es decir� si es de la forma N �x� � x%x con x �Z�i��

	� Si los enteros n�� � � � � nr se expresan como suma de dos cuadrados en Z� lo mismo le ocurre a su
producto n� 	 	 	nr�

Demostraci�on� El apartado � es claro� En �� para cada i � �� � � � � r existe xi �Z�i� tal que ni � N �xi��
y entonces� poniendo x � x� 	 	 	xr� se tiene

n� 	 	 	nr � N �x�� 	 	 	N �xr� � N �x� 	 	 	xr� � N �x��

lo que demuestra la a�rmaci�on� �

Para abordar el caso primo comenzamos con un resultado cl�asico sobre congruencias que usaremos
como herramienta en la siguiente demostraci�on y que deducimos aqu�� de un resultado m�as general�

Lema ����� �Teorema de Wilson� Si K es un cuerpo �nito entonces el producto de todos sus ele�
mentos no nulos vale ��� En particular� si p es un entero positivo primo� se veri�ca la congruencia

�p� ��" � �� mod p
�
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Demostraci�on� En K� � K n f�g de�nimos la relaci�on dada por a � b si a � b �o a � b��� que es
claramente de equivalencia� En K� hay dos clases de equivalencia �s�olo una si la caracter��stica de K
es �� que constan de un solo elemento� f�g y f��g� y el resto de clases consta exactamente de dos
elementos a y a�� �no puede haber m�as de dos elementos en cada clase por la unicidad del inverso� y
hay dos porque a � a�� implicar��a a� � �� o sea �a ���a��� � a��� � �� y por lo tanto ser��a a � �� �o
a � ��� Como estas clases forman una partici�on de K�� al hacer el producto los pares equivalentes se van
simpli�cando y s�olo sobrevive el ��� �Si la caracter��stica de K es � entonces � � �� y la demostraci�on
sigue valiendo�� El caso particular se obtiene considerando el cuerpo �nitoZp� �

Proposici�on ����� �Fermat� Para un entero positivo primo p� son equivalentes las condiciones�

�� p es suma de dos cuadrados en Z�

	� p 
� � mod 	
�� p � � �o p � � mod 	�
� La ecuaci�on X� � �� mod p tiene soluciones enteras �o la ecuaci�on X� � �� las tiene en Zp��

�� p no es irreducible �ni primo� en Z�i��

En este caso� la expresi�on de p como suma de dos cuadrados� p � a�  b�� es �unica salvo el orden y el
signo de a y b�

Demostraci�on� � implica �� Como �� � �� � � mod 	 y �� � �� � � mod 	� una suma de dos
cuadrados no puede ser congruente con � m�odulo 	�
� implica �� Un primo positivo o es � o es impar� y en este caso s�olo puede vale � �o � m�odulo 	�

pero la �ultima posibilidad est�a excluida por la hip�otesis�
� implica 	� Si p � �� el � es soluci�on� Si p � 	t �� usando el Teorema de Wilson ������� y operando

m�odulo p� se tiene

�� � �p� ��" � �	t�"
� � 	 � 	 	 	 ��t � ����t���t ����t �� 	 	 	 �	t� ���	t�
� � 	 � 	 	 	 ��t � ����t�����t������t � ��� 	 	 	 ��������
� �����t���t�"�� � ���t�"���

de modo que ��t�" es soluci�on�
	 implica �� Si existe n �Zcon n� � �� mod p entonces p j n� � enZy por lo tanto p j �n i��n�i�

en Z�i�� Como es claro que p no divide a n i ni a n� i en Z�i�� deducimos que p no es primo en Z�i��
� implica �� Por hip�otesis existen x� y � Z�i�� no unidades� con p � xy por lo tanto se tiene� en

Z� p� � N �p� � N �xy� � N �x�N �y�� y como N �x�� N �y� � � por no ser unidades� deducimos que
N �x� � N �y� � p� En particular� si x � a bi con a� b �Z� se tiene p � a�  b��
En cuanto a la unicidad� si p � a�  b� � c�  d�� con a� b� c� d �Z� entonces los elementos a� bi y

c�di son irreducibles enZ�i� por tener norma prima� de modo que p � �a bi��a� bi� � �c di��c�di�
son factorizaciones en irreducibles de p� Por la unicidad de la factorizaci�on se deduce que c  di es
asociado de a bi o de a � bi� y en consecuencia c di es igual a uno de estos�

a bi� �a � bi� b� ai� �b  ai� a� bi� �a  bi� b ai� �b� ai�

lo que prueba la a�rmaci�on del enunciado� �

La demostraci�on del caso general requiere el siguiente resultado� bien interesante por s�� mismo�

Proposici�on ����	 Un entero de Gauss es irreducible si y s�olo si es de una de estas dos formas�

Tipo A� �p �o �pi� donde p es un entero positivo primo y p � � mod 	�
Tipo B� a bi con a�  b� primo en Z� En este caso a�  b� 
� � mod 	�
En consecuencia� un conjunto de representantes salvo asociados de los irreducibles de Z�i� est�a formado
por los enteros primos positivos congruentes con � m�odulo  y por los elementos de norma prima del
primer cuadrante�
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Demostraci�on� Los elementos del tipo A son irreducibles en Z�i� por la Proposici�on ������ y los del
tipo B lo son por tener norma prima �Ejemplos ������� y �esta no es congruente con � m�odulo 	 por
la Proposici�on ������ Se trata de ver que no hay m�as irreducibles en Z�i� sea pues x � a  bi uno de
ellos� Si a � � �o b � � entonces x es asociado de un entero positivo� que obviamente debe ser primo
y entonces debe ser congruente con � m�odulo 	 por la Proposici�on ����� por consiguiente� x es del
tipo A en este caso� En el otro caso� como %x tambi�en es irreducible en Z�i� ��por qu�e��� a�  b� � x%x
es una factorizaci�on en irreducibles en Z�i�� Si el entero a�  b� se factorizase en Ztendr��amos dos
factorizaciones en irreducibles no equivalentes ��por qu�e�� en Z�i�� que es un DFU� Deducimos que
a�  b� es un entero primo y por lo tanto x es del tipo B� �

Ejemplo ����� Factorizaciones en Z�i��

Factorizar en Z�i� un elemento � que est�e en Zno es mucho m�as dif��cil que factorizarlo en Z� Primero
se factoriza � en Z los factores primos que no sean congruentes con � m�odulo 	 siguen siendo primos
en Z�i� y los otros son el producto de dos primos de Z�i�� Por ejemplo�

��� � �� 	 �� 	 � � ���  i��� � i��� 	 �� 	 � � ��  i�� 	 ��� i�� 	 �� 	 �
es la factorizaci�on prima de ���� y

	���� � ��� 	 �� 	 �� � ��� 	 ���  ��� 	 ���  	�� � �����  �i���� �i���  	i��� � 	i�
es la factorizaci�on de 	�����
Las factorizaciones de elementos de Ztambi�en son �utiles para factorizar en Z�i� elementos que no

est�an en Z� En efecto� dado � � Z�i� podemos factorizar N ��� � � 	 %� en Z�i�� y en esa factorizaci�on
estar�an todos los divisores primos de �� Por ejemplo� si � � �  i entonces

� 	 %� � ��  �� � �� � � 	 �� � ��  i��� � i���  �i���� �i��
y dividiendo � entre �  i se obtiene la factorizaci�on prima � � ��  i��� � �i��
Veamos un caso m�as complicado� por ejemplo � � ��  	i� Entonces

� 	 %� � ���  	� � ���� � � 	 �� 	 �� � ��  i���� i���  �i���� �i��	  i��	� i��

De cada par de factores conjugados� uno divide a � y el otro a %�� Dividiendo con resto se obtiene
�
��i � �	� �i� que no es divisible por �  �i pero s�� por su conjugado� de hecho �
��i

���i � 	� i� lo que
nos da la factorizaci�on

� � ��  i��� � �i��	 � i��

La Proposici�on ����	 nos permite� por �n� caracterizar los enteros que son suma de dos cuadrados�
Obs�ervese que no podemos decir nada �sencillo� sobre la unicidad� pues se tienen situaciones como
�� � ��  �� � ��  	�� ��� � ��  ��� � ��  ��� �o ���� � ��  ��� � ���  ����

Teorema ����� Un entero positivo n es suma de dos cuadrados si y s�olo cada entero primo positivo
congruente con � m�odulo  tiene multiplicidad par en n� Es decir� si en su descomposici�on prima
irredundante �con primos positivos�� los primos congruentes con � m�odulo  tienen exponente par�

Demostraci�on� Si� al factorizar n como producto de enteros primos positivos� los que son congruentes
con � m�odulo 	 aparecen con exponente par� podemos agruparlos y escribir n � m�p� 	 	 	pr con cada
pi en las condiciones de la Proposici�on ������ Entonces n es suma de dos cuadrados por el Lema �����
�!porque m� � m�  ��"��
Rec��procamente� si n es suma de dos cuadrados� entonces n � N �x� con x �Z�i� �Lema ������� Por la

Proposici�on ����	� la factorizaci�on en irreducibles de x enZ�i� podemos ponerla como x � p� 	 	 	prz� 	 	 	zs
con cada pi del tipo A� que podemos suponer en Z� y cada zi del tipo B� Entonces

n � N �x� � p�� 	 	 	p�rN �z�� 	 	 	N �zs��
y los N �zi� son enteros primos no congruentes con � m�odulo 	� �
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Ternas pitag�oricas

De�nici�on ����� Una terna �a� b� c� de enteros positivos tales que a� b� � c� se llama terna pitag�orica�
Los enteros a y b son los catetos de la terna� y c es su hipotenusa� La terna es primitiva si sus catetos
son coprimos �es decir� mcd�a� b� � �� y b es par�

Las siguientes ternas son pitag�oricas� y s�olo las � primeras son primitivas�

��� 	� �� ��� ��� ��� ���� 	
� ��� ��	� �� ��� �	�� �	� ��� �
�� �
� 
���

Por el Teorema de Pit�agoras� cada terna pitag�orica se corresponde con un tri�angulo rect�angulo tal que
la longitud de sus tres lados �con respecto a cierta unidad de medida� es un entero� El objetivo en este
apartado es la descripci�on de todas las ternas pitag�oricas� y en consecuencia la de todos esos tri�angulos��

Lema ����
 Toda terna pitag�orica se obtiene a partir de una primitiva� multiplicando cada componente
de �esta por el mismo entero positivo y� si es necesario� cambiando el orden de sus catetos�

Es decir� dada cualquier terna pitag�orica �a� b� c�� existen una terna pitag�orica primitiva �a�� b�� c�� y
un entero positivo t tales que

a � ta�� b � tb�� c � tc� �o a � tb�� b � ta�� c � tc��

Demostraci�on� Comencemos observando que� si �a� b� c� es una terna pitag�orica arbitraria� entonces
a y b no pueden ser simult�aneamente impares� pues en ese caso la igualdad a�  b� � c� implicar��a
c� � � mod 	� lo cual es imposible�
Si t es el m�aximo com�un divisor positivo de a y b� entonces es obvio que �a�t� b�t� c�t� es una terna

pitag�orica con catetos coprimos� y por el p�arrafo anterior uno �y s�olo uno� de ellos ha de ser par�
Cambiando el orden de los catetos si es necesario� obtenemos la terna primitiva del enunciado� �

Las ternas primitivas asociadas a las que hemos mostrado anteriormente son�

��� 	� �� ��� ��� ��� ���� 	
� ��� ��� �	� ��� ���� 
� ��� ��� 	�� 	���

En el siguiente teorema describimos todas las ternas pitag�oricas primitivas� Combin�andolo con el
Lema ����
� tendremos descritas todas las ternas pitag�oricas�

Teorema ����� Si r � s � � son enteros coprimos y r 
� s mod �� entonces

�r� � s�� �rs� r�  s��

es una terna pitag�orica primitiva� y toda terna pitag�orica primitiva es de esa forma�

Demostraci�on� Dados r y s en esas condiciones� se comprueba operando que la terna dada es
pitag�orica� y es obvio que su segundo cateto es par� Supongamos que un primo p divide a r� � s�

y a �rs� La condici�on r 
� s mod � implica que r� � s� es impar� y por tanto p es un primo impar� De
la condici�on p j �rs se deduce entonces que p j r �o p j s� La primera opci�on implica p j r�� por lo que
p j s� �pues p j r� � s�� y en consecuencia p j s� lo cual es imposible porque r y s son coprimos� De
igual modo se descarta la segunda opci�on� y en consecuencia r� � s� y �rs son coprimos� por lo que la
terna pitag�orica �r� � s�� �rs� r�  s�� es primitiva�
Veamos ahora que toda terna pitag�orica primitiva �a� b� c� tiene la forma requerida�
Comenzamos demostrando que los elementos a bi y a� bi son coprimos en Z�i�� Supongamos que


 �Z�i� es un divisor primo com�un de a bi y a� bi� Entonces 
 divide a la suma y a la diferencia� de
donde 
 j �a y 
 j �b� Como mcd�a� b� � � en Z�i� ��por qu�e��� debe ser 
 j � y por tanto 
 es asociado
de � i ��por qu�e��� Pero esto implica que a � b mod � �Ejercicio ������� lo que contradice el hecho de
que la terna �a� b� c� sea primitiva�
Como en Z�i� se tiene �a  bi��a � bi� � a�  b� � c�� el p�arrafo anterior y la Proposici�on ��	�	

implican que a bi es asociado de �r si�� para cierto elemento r si de Z�i�� Sustituyendo r si por

�Se han encontrado listas de ternas pitag�oricas en tablas babil�onicas datadas entre los a�nos 	��� y 	��� antes de
Cristo� Parece ser que Pit�agoras visit�o Babilonia antes de establecerse en el sur de lo que hoy es Italia� donde naci�o el
�grupo de los Pitag�oricos��
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su opuesto� si hace falta� podemos asumir que r  �� y de hecho r � � pues de lo contrario a �o b ser��a
�� Las opciones son

a bi � ��r  si�� � ���r� � s��  �rsi� �o a  bi � �i�r  si�� � ���rs� �r� � s��i��

y como b es par y a no lo es� se tiene una de las primeras� La opci�on a bi � �r  si�� equivale a

a � r� � s�� b � �rs

con s � � �pues b � �� y r � s �pues a � ��� La opci�on a bi � ��r  si�� equivale a

a � ��s�� � r�� b � ���s�r

con �s � � �pues b � �� y �s � r �pues a � ��� Adem�as r y s son coprimos enZ� pues un divisor primo
com�un dividir��a claramente a los dos catetos� Finalmente� se tiene r 
� s mod �� pues de lo contrario a
ser��a par� En consecuencia �a� b� c� tiene la forma requerida� �

Es muy f�acil ver que la asignaci�on �r� s� �� �r� � s�� �rs� r� s�� es inyectiva si r y s son positivos�
Por tanto� esa asignaci�on de�ne una biyecci�on entre el conjunto de los pares �r� s� que satisfacen las
condiciones del Teorema ������ y el conjunto de todas las ternas pitag�oricas primitivas� Tambi�en es
elemental ver que la biyecci�on inversa viene dada por

�a� b� c� ��
�r

a c

�
�

bp
��a c�

�
�

As��� las ternas pitag�oricas primitivas mostradas m�as arriba se corresponden� en el mismo orden� con

��� �� ��� �� �
� �� �	� �� �	� �� ��� 	��

El �Ultimo Teorema de Fermat �exponente ��

La historia de este teorema es bien conocida� Las ternas pitag�oricas son las soluciones enteras positivas
de la ecuaci�on X� Y � � Z�� Fermat� hacia ����� a�rm�o sin demostrarlo que� para cualquier exponente
n  �� la ecuaci�on

Xn  Y n � Zn

no tiene soluciones enteras no triviales �es decir� con XY Z 
� � es elemental ver que esto equivale a
que no tenga soluciones positivas es decir� con X�Y� Z �Z��� Los esfuerzos realizados durante siglos
por demostrar este resultado contribuyeron enormemente al desarrollo de la Teor��a de N�umeros� Por
citar un ejemplo� en algunas supuestas demostraciones se cometi�o el error de asumir que en cualquier
subanillo de C hay factorizaci�on �unica� lo que dio origen al concepto abstracto de DFU� Finalmente� en la
�ultima d�ecada del siglo XX� Andrew Wiles �con la ayuda de R� Taylor� demostr�o el teorema combinando
diversas t�ecnicas que los citados esfuerzos hab��an �generado�� y que han tenido aplicaciones en muchos
otros contextos�
En este apartado demostraremos el �Ultimo Teorema de Fermat para el exponente n � 	� De hecho�

veremos algo un poco m�as fuerte� la ecuaci�on

X
  Y 
 � Z� �������

no posee soluciones positivas� La estrategia que emplearemos se debe al propio Fermat y se conoce como
el �M�etodo del Descenso In�nito�� Vamos a demostrar� usando los resultados sobre ternas pitag�oricas�
que a partir de una supuesta soluci�on positiva �a� b� c� de la ecuaci�on� se obtiene otra soluci�on positiva
�A�B�C� con C � c� Repitiendo el proceso encontrar��amos una sucesi�on estrictamente decreciente
in�nita de enteros positivos� lo cual es absurdo�
Supongamos pues que �a� b� c� es una soluci�on positiva de ������� es decir� que a
  b
 � c�� Si

d � mcd�a� b� � � entonces d� j c y �A�B�C� � �ad � bd � c
d� � es una soluci�on positiva de ������� con C � c�

que es lo que buscamos� Podemos pues suponer que a y b son coprimos� e intercambiando a con b si es
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necesario podemos suponer que a es impar� Por tanto� �a�� b�� c� es una terna pitag�orica primitiva� y
por el Teorema ����� existen enteros r � s � �� coprimos y de distinta paridad� tales que

a� � r� � s�� b� � �rs� c � r�  s��

Considerando la primera de esas igualdades m�odulo 	 se deduce que r es impar y s es par� Adem�as�
todo divisor primo de s divide a b� � �rs y por tanto a b� por lo que a y s son coprimos� As��� �a� s� r�
es una terna pitag�orica primitiva� y por consiguiente existen enteros coprimos u � v � � tales que

a � u� � v�� s � �uv� r � u�  v��

Se tiene pues b� � 	ruv� y la Proposici�on ��	�	 nos dice que r� u y v son asociados de cuadrados en Z�
y de hecho son cuadrados por ser positivos� Poniendo r � C�� u � A� y v � B� con A�B�C � � se
obtiene una soluci�on positiva �A�B�C� de ������� con C �

p
r � r� � c� que es lo que buscamos�

��
 Problemas

�� Sea f � A� B un isomor�smo de anillos� y sean a� a� � A� Demostrar �hasta estar seguro de que
se va a saber demostrar el resto� los siguientes apartados�

�a� a j a� en A si y s�olo si f�a� j f�a�� en B�
�b� a y a� son asociados en A si y s�olo si f�a� y f�a�� son asociados en B�

�c� d es el m�aximo com�un divisor en A del subconjunto S si y s�olo si f�d� es el m�aximo com�un
divisor en B del subconjunto f�S��

�d� d es el m��nimo com�un m�ultiplo en A del subconjunto S si y s�olo si f�d� es el m��nimo com�un
m�ultiplo en B del subconjunto f�S��

�e� Un elemento a � A es irreducible en A si y s�olo si f�a� es irreducible en B�

�f� Un elemento a � A es primo en A si y s�olo si f�a� es primo en B�

�g� Los elementos a y a� de A son coprimos si y s�olo si los elementos f�a� y f�a�� de B son
coprimos�

�h� A es un DIP si y s�olo si B es un DIP�

�i� A es un dominio eucl��deo si y s�olo si B es un dominio eucl��deo�

�j� A es un dominio de factorizaci�on si y s�olo si B es un dominio de factorizaci�on�

�k� A es un DFU si y s�olo si B es un DFU�

�� Calcular el cociente y el resto de las siguientes divisiones�

�a� X� � � entre X�  �X� en Z��X��

�b� X�  X�  X�  X
  X�  X�  X  � entre X�  X�  X  � en Z��

�� Calcular el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo de�

�a� X
  �X�  	X�  �X y X�  X� en R�X��

�b� ��  ��i y �  �i en Z�i��

�c� ��  ��i y 	  �i en Z�i��

	� Hallar el inverso de X�  X  �  �X� � �� en Q�X���X�� ��� Como aplicaci�on� racionalizar la
siguiente expresi�on �es decir� transformarla en otra equivalente sin ra��ces en el denominador��

�
p
�� �

�
p
	  �

p
�  �

�
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�� Si D es un dominio y a� b� c � D� demostrar que�

�a� Si existe d � mcd�a� b� entonces existe mcd�a bc� b� y vale d�

�b� Si existe mcm�a� b� entonces existe mcd�a� b�� �Es cierto el rec��proco�

�c� Si existen d � mcd�a� b� y t � mcd�ca� cb� entonces t es asociado de cd�

�d� Si existe el m�aximo com�un divisor de cualquier par de elementos de D entonces existe el
m��nimo com�un m�ultiplo de cualquier par de elementos de D� �Es cierto el rec��proco�

�� Sea D un dominio y supongamos que existe una aplicaci�on � � D � N que veri�ca las tres
propiedades siguientes�

� ��ab� � ��a���b� para cualesquiera a� b � D�

� ��a� � � si y s�olo si a � ��

� ��a� � � si y s�olo si a es invertible�

Demostrar que D es un dominio de factorizaci�on �no necesariamente �unica�� y deducir queZ�
p
m�

lo es para cualquier m �Z�
�� Factorizar el elemento �  

p
� como producto de irreducibles en Z�

p
���


� Mostrar mediante ejemplos que las propiedades de la Proposici�on ��	�	 �excepto la primera� no
son ciertas en general sobre un dominio de factorizaci�on�

�� Demostrar que si f � A � B es un homomor�smo suprayectivo entre dominios de ideales princi�
pales� entonces f es un isomor�smo o B es un cuerpo�

��� Sea � una funci�on eucl��dea en D tal que ��xy� � ��x���y� para todo x� y � D n f�g� Demostrar�
para a � D� que si ��a� es un n�umero primo diferente de ����� entonces a es irreducible en D� �Es
cierto el rec��proco�

��� Sea � � ���
p��
� una ra��z c�ubica de � y sea D � Z��� � fa  b� � a� b �Zg� Demostrar que D

es un subanillo del anillo de n�umeros complejos y que ��a  b�� � a� � ab  b� es una funci�on
eucl��dea en D� Calcular las unidades de D� �Indicaci�on� Representar los elementos de D en el
plano��

��� ��� Demostrar las a�rmaciones siguientes�

�a� Sean D un dominio� K su cuerpo de cocientes y � � K� � Q� una aplicaci�on que conserva
productos y tal que ��D n f�g� � N� Entonces la restricci�on de � a D n f�g es una funci�on
eucl��dea en D precisamente si para todo x � K nD existe y � D tal que ��x� y� � ��

�b� Sea m un entero negativo libre de cuadrados y sea � � Q�
p
m�� � Q la aplicaci�on dada por

��a b
p
m� � a� �mb�� Entonces la restricci�on de � a Z�

p
m� n f�g es una funci�on eucl��dea

precisamente si m � �� �o m � ���
�c� Si adem�as m � � mod 	� entonces la restricci�on de � aZ���

p
m

� �nf�g es una funci�on eucl��dea
precisamente si m � ��� �� �o ���� �Prueba esto queZ���

p���
� � no es un dominio eucl��deo�

�Por qu�e hemos hecho esta pregunta�

�d� Las restricciones de � a Z�
p
�� y a Z�

p
�� son normas eucl��deas�

��� �Para qu�e valores de a� b �Zson asociados en Z�i� los elementos a bi y a� bi�

�	� Determinar todos los irreducibles de Z�i� con norma � ��
��� Encontrar todos los divisores de X
  �X�  	X�  X  	 en Z��X��

��� En Z�i�� encontrar todos los pares de elementos que pueden aparecer como cociente y resto para
la divisi�on de �  �i entre �  i� Repetir para la divisi�on de ��  �i entre �  �i�
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��� Encontrar todas las soluciones �X�Y � en Z�i� de cada una de las ecuaciones siguientes�

�a� ��  �i�X  ��� �i�Y � 	� �i�
�b� �	  �i�X  ���  ��i�Y � ��

�c� ���� �i�X  ��	� �i�Y � �� 	i�
�
� Calcular en Z�

p��� el m�aximo com�un divisor de los elementos � � �� �p�� y 	 � �  �p���
as�� como la correspondiente identidad de Bezout�

��� Sea D un DIP� sea � 
� a � D nD� y sea a � pn�� 	 	 	pnrr la factorizaci�on prima irredundante de a
en D� Demostrar que existe un isomor�smo de anillos

D

�a�
�� D

�pn�� �
� 	 	 	 � D

�pnrr �
�

��� Se pide� para los siguientes elementos de Z�i��

�� � �  i� �� � 		��� �� � 		��� �
 � 	  �i� �� � �� �
i�

�a� Expresar cada �i como producto de irreducibles de Z�i��

�b� Calcular el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo de cada dos de ellos�

�c� Describir todos los ideales primos de cada uno de los anillos Z�i��i
� �Cu�ales de ellos son

maximales�

�d� Calcular la caracter��stica de cada uno de los anillosZ�i��i
� �Indicaci�on� Usar el Problema ��

de este cap��tulo� y el Problema �� del Cap��tulo ���

��� Dados a� b �Z� demostrar que�
�a� a bi es m�ultiplo de �  i si y s�olo si a � b mod ��

�b� a bi es coprimo con � en Z�i� si y s�olo si a 
� b mod ��

�c� Si a 
� b mod � entonces en Z�i� se tiene mcd�a� b� � mcd�a  bi� a� bi��

�d� Si a y b son coprimos en Zy b es par entonces a bi y a� bi son coprimos en Z�i��

��� Demostrar que si A es un DIP y � 
� b � A� entonces el n�umero de ideales de A que contienen a b
es �nito�

��� Sea A un DIP�

�a� Probar que todo ideal propio de A se puede poner de forma �unica� salvo el orden� como
producto de ideales maximales�

�b� Demostrar que un ideal q de A es primario precisamente si es de la forma �pn� para alg�un
irreducible p de A y alg�un n�umero natural n�

�c� Demostrar que todo ideal propio I de A se puede poner de forma �unica� salvo el orden� como
un producto I � Q� 	 	 	Qr en el que cada Qi es un ideal primario y� para cada i 
� j� se tiene
Qi  Qj � A�

�	� ��� Un anillo en el que todos los ideales tienen un sistema generador �nito se dice que es noe�
theriano� Demostrar que todo dominio noetheriano es un dominio de factorizaci�on� �Indicaci�on�
Adaptar la demostraci�on del Teorema ��	����

��� Sea m 
� � un entero libre de cuadrados y sea R �Z�pm� se pide�
�a� Usando la igualdad �m 

p
m��m �pm� � m�m � ��� demostrar que � no es primo en R�

�b� Si m � ��� demostrar que � es irreducible en R y deducir que R no es un DFU�
�c� Si m es un m�ultiplo de �� demostrar que � es irreducible en R y deducir que R no es DFU�

�d� Si m � � mod 	� demostrar que � es irreducible en R y deducir que R no es DFU�
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�e� Encontrar dos factorizaciones de 	 esencialmente distintas en Z�
p����

�f� Encontrar dos factorizaciones de � esencialmente distintas en Z
p����

�g� Encontrar dos factorizaciones de 	 esencialmente distintas en Z�
p
���

�h� Encontrar dos factorizaciones de � esencialmente distintas en Z�
p
����

��� En el problema �� se ha visto que ��a  b
p
�� � ja� � �b�j es una norma eucl��dea en Z�p��� y

por tanto Z�
p
�� es un DFU� �Contradice a esta a�rmaci�on el hecho de que se tenga la igualdad

��  
p
�����p

�� � ���� �p����  p�� con los cuatro factores irreducibles�
��� Sea q � p� 	 	 	pr un entero libre de cuadrados �los pi son primos distintos�� Por el Problema 	�

del Cap��tulo � sabemos que el subanillo de Q

Z�q	 � fa�b � mcd�q� b� � �g

es un DIP� y por tanto es un DFU� Aqu�� vamos a describir la factorizaci�on de sus elementos�
Demostrar que�

�a� Un elemento a�b de Z�q	 es invertible si y s�olo si mcd�q� a� � ��

�b� Cada elemento no nulo de Z�q	 se expresa de modo �unico en la forma up
��
� 	 	 	p�rr � donde u

es invertible y cada �i � N�
�c� Salvo asociados� p�� � � � � pn son los �unicos elementos irreducibles de Z�q	� y son todos ellos

primos� Por tantoZ�q	 es un DFU�

�d� Como en Z�q	 s�olo hay un n�umero �nito de primos salvo asociados� un intento de adaptar
la demostraci�on del Teorema de Euclides ������� a este caso debe fallar en alg�un paso� �En
cu�al lo hace�

�e� Si q es primo �es decir� si r � �� entonces Z�q	 es un dominio eucl��deo y todo ideal no nulo de
Z�q	 es el ideal principal generado por q

� para cierto � � N� �Indicaci�on� Usa la factorizaci�on
del apartado �b� para de�nir una funci�on eucl��dea��

�
� Encontrar todas las formas posibles de expresar ��� como suma de dos cuadrados de enteros
positivos� Lo mismo para ���� y para �����

��� Fermat escribi�o� ��Puede encontrarse un n�umero entero cuyo cuadrado� distinto de ��� cuando
se aumente en � sea un cubo��� Vamos a trabajar en el DFU Z�

p��� para responder a esta
pregunta�

�a� Demuestra que� para cualquier entero impar y� los elementos y 
p�� e y�p�� son coprimos

en Z�
p����

�b� Demuestra que si los enteros x� y veri�can x� � y�  � entonces el elemento y  
p�� es un

cubo �no s�olo el asociado de un cubo� en Z�
p����

�c� Demuestra que las �unicas soluciones enteras de la ecuaci�on �a�b��b� � � son b � � y a � ���
�d� Responde a la pregunta de Fermat�

��� ��� Sea D un dominio� Demostrar que el ideal �X�� XY� Y �� del anillo de polinomios en dos
indeterminadas D�X�Y � no es principal� �Tiene un conjunto de generadores con dos elementos�
Determinar los ideales de A � K�X�Y ���X�� XY� Y ��� siendo K un cuerpo y demostrar que A
tiene ideales que no son principales�

��� Demostrar el rec��proco del Teorema de Wilson� Si un entero p  � veri�ca �p � ��" � �� mod p
entonces p es primo�

Bibliograf��a del cap��tulo
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Cap��tulo �

Anillos de polinomios

Se estudian con detenimiento los anillos de polinomios� con especial dedicaci�on a los anillos de polinomios
en una indeterminada con coe�cientes en un dominio de factorizaci�on �unica o en un cuerpo�

Introducci�on

En los cap��tulos anteriores hemos usado los anillos de polinomios de modo informal para manejar
algunos ejemplos� En �este comenzamos con una de�nici�on rigurosa del anillo de polinomios en una
indeterminada sobre un anillo arbitrario� y observamos c�omo el concepto de grado y la Propiedad
Universal nos permiten obtener numerosas propiedades elementales de estos anillos� A continuaci�on
estudiamos las ra��ces de un polinomio con coe�cientes en un dominio D� viendo que son importantes
a la hora de factorizar el polinomio� que siempre existen �en cierto cuerpo que contiene a D� y que su
n�umero est�a acotado por el grado del polinomio�
Entre los resultados elementales habremos visto que el anillo de polinomios A�X� es un dominio

eucl��deo� o un dominio de ideales principales� si y s�olo si A es un cuerpo� Es natural preguntarse cu�ando
es A�X� un dominio de factorizaci�on �unica� y buena parte del cap��tulo la dedicamos a demostrar que
esto ocurre precisamente cuando lo es A� Abordamos a continuaci�on el problema pr�actico de factorizar
polinomios con coe�cientes en un dominio de factorizaci�on �unica �o en su cuerpo de fracciones� pues
ambas factorizaciones se relacionan estrechamente�� para lo que es necesario establecer criterios que
permitan con�rmar la irreducibilidad de un polinomio�
El cap��tulo termina con la de�nici�on de los anillos de polinomios en un n�umero �nito de indetermi�

nadas y con el an�alisis de sus propiedades elementales� algunas de las cuales generalizan las correspon�
dientes propiedades en el caso de una indeterminada�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer la de�nici�on formal de los anillos de polinomios en una indeterminada y alcanzar �uidez
en el manejo de sus operaciones� especialmente del producto y de la divisi�on con resto�

� Conocer y manejar las propiedades del grado y la Propiedad Universal� En particular� manejar los
homomor�smos de sustituci�on y comprender la diferencia entre polinomio y funci�on polin�omica�

� Interpretar las ra��ces de un polinomio f en t�erminos de los factores lineales de f � y saber calcular
su multiplicidad�

� Dado un dominio de factorizaci�on �unica D con cuerpo de fracciones K� conocer la relaci�on entre
las factorizaciones de un polinomio en D�X� y en K�X��

� Manejar m�etodos de factorizaci�on y criterios de irreducibilidad para polinomios sobre cuerpos y
sobre dominios de factorizaci�on �unica�

� Conocer la de�nici�on formal y las propiedades b�asicas de los anillos de polinomios en un n�umero
�nito de indeterminadas�


�
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Desarrollo de los contenidos

��� De�niciones y propiedades b�asicas

Existen diversas formas equivalentes de de�nir los anillos de polinomios� Ya vimos una� poco rigurosa�
en los Ejemplos ������ Una alternativa m�as formal es la siguiente�
Sea A un anillo� Un polinomio en una indeterminada con coe�cientes en A es una sucesi�on

p � �pn�n�N� �p�� p�� p�� � � � �

con cada pn en A y tal que pn � � para casi todo n � N� lo que equivale a que exista n� � N tal que
pn � � para cada n  n�� Estas sucesiones se conocen como sucesiones casi nulas� El elemento pi � A
se conoce como el coe�ciente de grado i del polinomio p� y p� es el coe�ciente independiente de p� De
la de�nici�on se deduce la siguiente propiedad� obvia pero fundamental� Dos polinomios p � �pn�n�Ny
q � �qn�n�Nson iguales precisamente si lo son coe�ciente a coe�ciente es decir� si pn � qn para cada
n � N�
Por ahora� llamaremos P �A� al conjunto de todos los polinomios en una indeterminada con coe�

�cientes en A� Vamos a de�nir en P �A� dos operaciones que lo convertir�an en un anillo� Dados dos
polinomios p � �pn�n�Ny q � �qn�n�N� la suma p q se de�ne componente a componente es decir

p q � �pn  qn�n�N�

La de�nici�on del producto es m�as compleja� el producto de p y q es un nuevo polinomio

pq � r � �rn�n�N

cuyo coe�ciente de grado n �para cada n � N� viene dado por

rn �
X

i�j�n

piqj �
nX
i��

piqn�i � p�qn  p�qn��  	 	 	 pn��q�  pnq��

Antes de comprobar que estas operaciones hacen de P �A� un anillo� vamos a introducir una notaci�on
que nos devolver�a al concepto habitual de polinomio que hemos usado en los cap��tulos previos� De esta
forma habremos resuelto los problemas del rigor en la de�nici�on de los anillos de polinomios sin perder
la facilidad de manejo que aporta una notaci�on adecuada y t��pica�
Dado a � A� tambi�en denotaremos por a al polinomio

a � �a� �� �� � � ���

y le llamaremos polinomio constante� La aplicaci�on u � A � P �A� dada por a �� a � �a� �� �� � � �� es
claramente inyectiva y nos permite identi�car al anillo A con el subconjunto de P �A� formado por los
polinomios constantes� Es decir� podemos interpretar u como una inclusi�on�
Llamaremos indeterminada de P �A� al elemento

X � ��� �� �� �� � � ���

Usando la de�nici�on del producto y la notaci�on usual de exponentes� es f�acil ver que se tiene

X� � ��� �� �� �� � � ��� X� � ��� �� �� �� �� � � ��

y as�� sucesivamente� Por tanto� si a � A y n � N� tenemos
aXn � ��� �� � � � � �� a� �� � � ���

donde a aparece en el lugar correspondiente al sub��ndice n �recu�erdese que el primer sub��ndice es el ���
A los elementos de la forma aXn se les llama monomios �de grado n�� Para un polinomio arbitrario
p � �pn�n�N� P �A� se tiene

p � �p�� p�� p�� � � � �
� �p�� �� �� � � ��  ��� p�� �� � � ��  ��� �� p�� � � � �  	 	 	
� p�  p�X  p�X

�  	 	 	
�

P
n�NpnX

n�
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donde las sumas tienen sentido porque casi todos los sumandos son nulos� Como p est�a determinado
por sus coe�cientes� tenemos�

Lema 	���� Todo polinomio en una indeterminada con coe�cientes en A se escribe de modo �unico
como suma de monomios�

A partir de ahora olvidaremos la notaci�on P �A� y denotaremos por A�X� el conjunto de los poli�
nomios en una indeterminada con coe�cientes en A� Con frecuencia usaremos la notaci�on p�X� para un
polinomio� para destacar qu�e nombre le estamos dando a la indeterminada �por supuesto� la elecci�on
del s��mbolo X es meramente convencional��
Dado un polinomio p �

P
i�NpiX

i en A�X�� existe m � N tal que pm�� � pm�� � 	 	 	 � �� luego p
puede escribirse como un suma �nita de monomios

p �
mX
i��

piX
i � p�  p�X  p�X

�  	 	 	 pm��X
m��  pmX

m�

Podemos pues escribir un polinomio de A�X� como suma in�nita o �nita de monomios� y usaremos en
cada caso la notaci�on que m�as nos convenga� En las sumas in�nitas entenderemos que casi todos los
coe�cientes son nulos y en las �nitas podremos omitir los sumandos con coe�ciente ��
Con la notaci�on de sumas de monomios� las operaciones en A�X� pueden reenunciarse comoX
n�N

pnX
n  

X
n�N

qnX
n �

X
n�N
�pn  qn�X

n y �
X
n�N

pnX
n� 	 �

X
n�N

qnX
n� �

X
n�N

�
X

i�j�n

piqj�X
n�

El lector podr�a ahora comprobar que estas operaciones dotan a A�X� de una estructura de anillo
conmutativo �el anillo de polinomios en una indeterminada con coe�cientes en A� cuyos elementos
nulo e identidad son los de A� vistos como polinomios constantes� Como ejemplo� desarrollamos a
continuaci�on la comprobaci�on de la asociatividad del producto� Dados tres polinomios p �

P
i�NpiX

i�

q �
P

j�NqjX
j y r �

P
k�NrkX

k� se tiene

p�qr� � �
P

i�NpiX
i�
�P

n�N�
P

j�k�n qjrk�X
n
�

�
P

m�N
�P

i�n�m pi�
P

j�k�n qjrk�
�
Xm

�
P

m�N
�P

i�j�k�m piqjrk

�
Xm�

y de modo an�alogo se obtiene la misma expresi�on para �pq�r� lo que prueba la asociatividad�
Hablaremos en consecuencia de A�X� como del anillo de polinomios en una indeterminada con

coe�cientes en A� Es f�acil ver que A es un subanillo de A�X��
Sea A un anillo y sea p �

P
i�NpiX

i � A�X� un polinomio no nulo de A�X�� Entonces� por de�nici�on
de polinomio� el conjunto fi � N � pi 
� �g no es vac��o y est�a acotado superiormente� Por tanto ese
conjunto tiene un m�aximo� al que llamamos grado del polinomio p y denotamos por gr�p�� Es decir�

gr�p� � maxfi � N � pi 
� �g�

El coe�ciente de mayor grado� pgr�p	� se conoce como el coe�ciente principal de p� y diremos que p
es m�onico si su coe�ciente principal es �� Por convenio� consideramos que el polinomio � tiene grado
�� y coe�ciente principal �� Es claro que los polinomios de grado � son precisamente los polinomios
constantes no nulos� A veces llamaremos lineales a los polinomios de grado �� cuadr�aticos a los de grado
�� c�ubicos a los de grado �� etc�etera�

Ejercicio 	���� Sean p � a�  a�X  	 	 	 anX
n y q � b�  b�X  	 	 	 bmX

m polinomios de A�X��
con an 
� � 
� bm� Demostrar que�

�� gr�p q� � max�gr�p�� gr�q��� con la desigualdad estricta si y s�olo si n � m y an  bm � ��

	� gr�pq� � gr�p�  gr�q�� con igualdad si y s�olo si anbm 
� ��
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�� Si an es regular �por ejemplo� si p es m�onico� o si A es un dominio�� entonces se tiene

gr�pq� � gr�p�  gr�q��

� Las desigualdades de los apartados � y 	 pueden ser estrictas �buscar un ejemplo cuando A �Z���

Una consecuencia inmediata del Ejercicio 	���� es�

Corolario 	���� Un anillo de polinomios A�X� es un dominio si y s�olo si lo es el anillo de coe�cientes
A� En este caso se tiene A�X�� � A�
 es decir� los polinomios invertibles de A�X� son los polinomios
constantes invertibles en A� En particular� los polinomios invertibles sobre un cuerpo son exactamente
los de grado �� y A�X� nunca es un cuerpo�

En vista de este resultado� es natural preguntarse qu�e condiciones deber�a cumplir un anillo A para
que el anillo de polinomiosA�X� sea un dominio eucl��deo� un dominio de ideales principales o un dominio
de factorizaci�on �unica� Las dos primeras cuestiones las podemos resolver ya� y la �ultima la estudiaremos
en la Secci�on 	���

Proposici�on 	���	 Para un anillo A� las condiciones siguientes son equivalentes�

�� A�X� es un dominio eucl��deo�

	� A�X� es un dominio de ideales principales�

�� A es un cuerpo�

En este caso� un polinomio no constante f � A�X� es irreducible �o primo� si y s�olo si no es producto
de dos polinomios de grado menor
 es decir� si una igualdad f � gh en A�X� implica que gr�g� � gr�f�
�y gr�h� � �� �o gr�h� � gr�f� �y gr�g� � ���

Demostraci�on� De la Proposici�on ����� se deduce que � implica �� y del Teorema ����� que � implica
�� Es f�acil ver que� si A es un dominio� el polinomioX es un elemento irreducible de A�X�� Por tanto�
del isomor�smo A �� A�X���X� �Ejemplos ������ y de la Proposici�on ����� se deduce que � implica ��
Dejamos que el lector demuestre la a�rmaci�on sobre los polinomios irreducibles� �

��� Propiedad Universal

Hemos observado que un anillo A es un subanillo del anillo de polinomiosA�X�� y por tanto la inclusi�on
u � A� A�X� es un homomor�smo de anillos� Tambi�en es claro que el subanillo de A�X� generado por
A y X es todo A�X�� Es decir� la indeterminada X y las constantes de A �las im�agenes de u� generan
todos los elementos de A�X�� El siguiente resultado nos dice que A�X� puede caracterizarse por una
propiedad en la que s�olo intervienen X y u�

Proposici�on 	���� Sea A un anillo y sean A�X� y u � A� A�X� los que se acaban de describir�

�� �Propiedad Universal del Anillo de Polinomios� PUAP� Para todo homomor�smo de
anillos f � A� B y todo elemento b de B existe un �unico homomor�smo de anillos %f � A�X�� B
tal que %f � u � f y %f �X� � b� Se dice que %f completa de modo �unico el diagrama

A

A�X�

Bu

f

f
�

q
�

	� Si dos homomor�smos de anillos g� h � A�X�� B coinciden sobre A y en X entonces son iguales�
Es decir� si g � u � h � u y g�X� � h�X� entonces g � h�
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�� A�X� y u est�an determinados salvo isomor�smos por la PUAP� Expl��citamente� supongamos que
existen un homomor�smo de anillos v � A � P y un elemento T � P tales que� para todo
homomor�smo de anillos f � A � B y todo elemento b � B� existe un �unico homomor�smo de
anillos %f � P � B tal que %f � v � f y %f �T � � b� Entonces existe un isomor�smo � � A�X� � P
tal que � � u � v y ��X� � T �

Demostraci�on� �� Sean f � A � B y b � B como en el enunciado� Si existe un homomor�smo
%f � A�X�� B tal que %f � u � f y %f �X� � b� entonces para un polinomio p �

P
n�NpnX

n� se tendr�a

%f �p� � %f�
X
n�N

u�pn�X
n� �

X
n�N

f�pn�b
n�

Por tanto� la aplicaci�on dada por %f �p� �
P

n�Nf�pn�b
n es la �unica que puede cumplir tales condiciones�

El lector puede ahora comprobar que esta aplicaci�on %f es un homomor�smo de anillos� y es elemental
ver que satisface %f � u � f y %f �X� � b�
�� Si ponemos f � g � u � h � u � A � B� los homomor�smos g y h completan el diagrama del

apartado �� Por la unicidad se tiene g � h�
�� Sean v � A� P y T � P como en �� Aplicando � y la hip�otesis de � encontramos homomor�smos

%v � A�X�� P y %u � P � A�X� tales que

%v � u � v y %v�X� � T %u � v � u y %u�T � � X�

Entonces la composici�on %u � %v � A�X�� A�X� veri�ca

�%u � %v� � u � %u � v � u y �%u � %v��X� � %u�T � � X�

y por � se obtiene %u � %v � �A�X�� De modo an�alogo� y observando que v y T veri�can una condici�on
similar a �� se demuestra que %v � %u � �P � con lo que %v es el isomor�smo que buscamos� �

Observaci�on 	���� La PUAP admite una �versi�on no conmutativa� que necesitaremos en el Cap��tulo ���
y que es la siguiente �la demostraci�on es an�aloga a la anterior y se deja a cargo del lector��

Sea u � A� A�X� como antes �A conmutativo�� y sea B un anillo no necesariamente conmutativo�
Sea f � A � B un homomor�smo de anillos y sea b � B un elemento tal que f�a�b � bf�a� para
cualquier a � A� Entonces existe un �unico homomor�smo de anillos %f � A�X�� B tal que %f � u � f y
f�X� � b�

La utilidad de la PUAP estriba en que� dado un homomor�smo f � A � B� nos permite crear un
homomor�smoA�X�� B que �respeta� a f y que �se comporta bien� sobre un elemento b � B que nos
interese� Los siguientes ejemplos son aplicaciones de la PUAP a ciertos homomor�smos que aparecen
con frecuencia y son importantes tanto en este cap��tulo como en algunos de los siguientes �y en otras
muchas situaciones que no estudiaremos aqu����

Ejemplos 	���� Aplicaciones de la PUAP�

�� Sean A un subanillo de B y b � B� Aplicando la PUAP a la inclusi�on A � B obtenemos un
homomor�smo Sb � A�X�� B que es la identidad sobre A �decimos a veces que �ja los elementos
de A� y tal que Sb�X� � b� Se le llama el homomor�smo de sustituci�on �o de evaluaci�on� en
b� Dado p � p�X� � A�X�� escribiremos a menudo p�b� en vez de Sb�X�� Podemos describir
expl��citamente la acci�on de Sb en un polinomio�

Sb � A�X�� B p�X� �
X
n�N

pnX
n � Sb�p� � p�b� �

X
n�N

pnb
n�

�� Sean A un anillo y a � A� Si en el ejemplo anterior tomamos B � A�X� y b � X  a� obtenemos
un homomor�smo A�X�� A�X� dado por

p�X� �� p�X  a��

Este homomor�smo es un automor�smo cuyo inverso viene dado por p�X� �� p�X � a� ��por
qu�e���
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�� Todo homomor�smo de anillos f � A � B induce un homomor�smo entre los correspondientes
anillos de polinomios� Aplic�andole la PUAP a la composici�on de f con la inclusi�on B � B�X�
obtenemos %f � A�X�� B�X� tal que %f jA� f y %f �X� � X� Expl��citamente� dado p �

P
n�NpnX

n

en A�X�� se tiene

%f�p� �
X
n�N

f�pn�X
n�

Es f�acil ver que� si f es inyectivo o suprayectivo� entonces lo es %f  como casos particulares de esta
a�rmaci�on se obtienen los dos ejemplos siguientes�

	� Si A es un subanillo de B entonces A�X� es un subanillo de B�X��

�� Si I es un ideal del anillo A� la proyecci�on � � A � A�I induce un homomor�smo suprayectivo
%� � A�X�� �A�I��X�� Si ponemos %a � a I� el homomor�smo %� viene dado expl��citamente por

%��
X
n�N

pnX
n� �

X
n�N

pnX
n�

A %� se le llama el homomor�smo de reducci�on de coe�cientes m�odulo I� Su n�ucleo� que es un ideal
de A�X�� consiste en los polinomios con coe�cientes en I� y lo denotaremos por I�X�� Obs�ervese

que �A�I��X� �� A�X�

I�X�
�

Ejercicio 	���	 Sea A un subanillo de B y sea Sb � A�X� � B el homomor�smo de sustituci�on en
cierto elemento b de B� Demostrar que�

�� Im Sb es el subanillo de B generado por A � fbg� y consiste en las �expresiones polin�omicas en b
con coe�cientes en A�
 es decir� en los elementos de la forma

nX
i��

aib
i�

donde n � N y ai � A para cada i� Este subanillo se suele denotar por A�b��

	� Si A � Z� B � C y b �
p
m ��o b � ��

p
m

� con m � � mod 	� para cierto m � Z� la notaci�on
anterior es compatible con la que se us�o anteriormente �es decir� Z�

p
m� representa el mismo

subanillo atendiendo a cualquiera de las dos de�niciones�� Lo mismo ocurre si se toma A � Q�

Es importante observar que� mientras que dos polinomios coinciden s�olo si lo hacen coe�ciente a
coe�ciente� en general no ocurre lo mismo con las expresiones polin�omicas� Por ejemplo� en Z�

p��� se
tiene� poniendo b �

p���
�  �b� b�  	b�  b
 � �
� ��b�

Es conveniente en este punto hacer una precisi�on sobre los polinomios� Hemos de�nido un polinomio
p � p�X� � A�X� como una sucesi�on de elementos de A �los coe�cientes�� Sin embargo� el lector puede
estar familiarizado con la interpretaci�on de un polinomio� digamos que con coe�cientes reales� como
una funci�on real de variable real� En ese caso� si es un lector inquieto� se habr�a preguntado ya si es
posible hacer una interpretaci�on de este tipo en general es decir� para cualquier anillo de coe�cientes
A� La respuesta es s��� pero con un matiz importante� En efecto� �jado un polinomio p � A�X�� podemos
considerar la funci�on polin�omica determinada por p� que se de�ne como la aplicaci�on A � A dada
por a �� p�a� �con la notaci�on usada para el homomor�smo de sustituci�on�� El matiz es el siguiente�
en contra de lo que ocurre cuando A � R� en general dos polinomios distintos pueden dar lugar a la
misma funci�on polin�omica� Esto es claro si A es �nito� pues entonces s�olo hay una cantidad �nita de
aplicaciones A � A� mientras que hay una cantidad in�nita de polinomios en A�X�� Como ejemplos
concretos� el lector puede analizar lo que ocurre con los polinomios � y X  X� en Z��X� o con los
polinomios X� y X
 en Z
�X� o con los polinomios X y Xp en Zp�X�� cuando p es un primo positivo�
Volveremos sobre esta discusi�on en el Corolario 	�����
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��� Ra��ces de polinomios

Empezaremos esta secci�on con el siguiente lema� que generaliza la Proposici�on ����� y le a�nade una
condici�on de unicidad recu�erdese que consideramos el polinomio cero como un polinomio de grado
���
Lema 	���� Sea A un anillo y sean f� g � A�X�� Si el coe�ciente principal de g es invertible en A�
entonces existen dos �unicos polinomios q� r � A�X� tales que f � gq  r y gr�r� � gr�g��

En esta situaci�on� q y r se llaman cociente y resto de la divisi�on de f entre g�

Demostraci�on� La existencia se demuestra como en la Proposici�on ������ En cuanto a la unicidad�
supongamos que f � gq�  r� � gq�  r� con gr�ri� � gr�g� para cada i � �� �� Como el t�ermino
principal de g es regular� del Ejercicio 	���� se deduce que

gr�g�  gr�q� � q�� � gr�g�q� � q��� � gr�r� � r�� � maxfgr�r��� gr�r��g � gr�g��
Luego gr�q� � q�� � � y en consecuencia q� � q�� de donde r� � r�� �

Especialmente sencillo es el caso en el que se divide por un polinomio lineal y m�onico�

Proposici�on 	���� Sean A un anillo� a � A y f � A�X�� Entonces�

�� �Teorema del Resto� El resto de la divisi�on de f entre X � a es f�a��

	� �Teorema de Ru�ni� f es divisible por X � a precisamente si f�a� � ��

Demostraci�on� Dividiendo f entre X � a tenemos f � q�X � a�  r con gr�r� � �� por lo que r es
constante y as�� r � r�a� � f�a� � q�a��a� a� � f�a�� Esto demuestra �� y � es entonces inmediato� �

Diremos que a � A es una ra��z de f � A�X� si f�a� � � �es decir� si X � a divide a f�� Por ejemplo�
� es ra��z de f si y s�olo si f tiene coe�ciente independiente �� y cualquier elemento de A es ra��z del
polinomio ��
Fijemos a � A� Como� para cada k � N� el polinomio �X � a�k es m�onico de grado k� se tiene

gr��X �a�kq� � k gr�q� para cada q � A�X�� Por tanto� para cada f � A�X� no nulo� existe un mayor
m � N tal que �X�a�m divide a f � Este entero m� que veri�ca � � m � gr�f�� se llama la multiplicidad
de a en f � Por el Teorema de Ru)ni� a es ra��z de f precisamente si m  �� Cuando m � � se dice que
a es una ra��z simple de f � y cuando m � � se dice que a es una ra��z m�ultiple de f �

Ejercicio 	���� Sean A un anillo y a � A� Demostrar que el polinomio X � a es cancelable en A�X��
y deducir que m � N es la multiplicidad de a en f � A�X� si y s�olo si existe un polinomio q � A�X� con
f � �X � a�mq y q�a� 
� ��
Cuando D es un dominio� del Teorema de Ru)ni se deduce que X � a es primo para cualquier

a � D� Esto es esencial en la demostraci�on del siguiente resultado�

Proposici�on 	���	 �Acotaci�on de ra��ces� Sean D un dominio y � 
� f � D�X�� Entonces�

�� Si a�� � � � � an � D son distintos dos a dos y ��� � � ��n  � son enteros con cada �X � ai��i j f �
entonces �X � a���� 	 	 	 �X � an��n j f � Por tanto

Pn
i�� �i � gr�f��

	� La suma de las multiplicidades de todas las ra��ces de f es menor o igual que gr�f�� En particular�
el n�umero de ra��ces distintas de f es menor o igual que gr�f��

Demostraci�on� Es claro que basta con demostrar la primera a�rmaci�on de �� cosa que hacemos por
inducci�on en s �

Pn
i�� �i con el caso s � � evidente� Cuando s � �� usando la hip�otesis �X � a���� j f

y la hip�otesis de inducci�on� sabemos que existen polinomios g y h tales que

g�X � a��
�� � f � h�X � a��

�����X � a��
�� 	 	 	 �X � an�

�n �

Cancelando �X � a��
���� y usando el hecho de que X � a� es primo y no divide a ning�un otro X � ai

��por qu�e��� deducimos que X � a� divide a h� y esto nos da el resultado� �
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Si D no es un dominio� siempre podemos encontrar un polinomio en D�X� para el que falle la
acotaci�on de ra��ces �es decir� �con m�as ra��ces que grado��� En efecto� si � 
� a� b � D y ab � �� entonces
aX es un polinomio de grado � con al menos � ra��ces� � y b� Otro ejemplo se obtiene considerando el
polinomio X� � �� que tiene 	 ra��ces en Z�
El siguiente corolario evidente de la Proposici�on 	���	 se conoce como el principio de las identidades

polin�omicas� Ya hemos comentado que su segundo apartado falla sobre cualquier anillo �nito�

Corolario 	���� Sea D un dominio� y sean f� g � D�X�� Entonces�

�� Si las funciones polin�omicas f� g � D � D coinciden en m puntos� con m � gr�f� y m � gr�g��
entonces f � g �como polinomios��

	� Si D es in�nito entonces dos polinomios distintos de�nen funciones polin�omicas distintas en D�

El siguiente concepto es �util para calcular multiplicidades� Si A es un anillo� la derivada de P �
a�  a�X  	 	 	 anX

n � A�X� se de�ne como

D�P � � P � � a�  �a�X  �a�X
�  	 	 	 nanX

n���

Obs�ervese que la derivada no se ha de�nido a partir de ning�un concepto topol�ogico� y por ejemplo
no es cierto en general que un polinomio con derivada nula sea constante �consid�erese por ejemplo
Xn � Zn�X��� Sin embargo� esta derivada formal satisface las mismas propiedades algebraicas que la
derivada del An�alisis�

Ejercicio 	���� Dados a� b � A y P�Q � A�X�� demostrar que�

�� �aP  bQ�� � aP �  bQ��

	� �PQ�� � P �Q PQ��

�� �Pn�� � nPn��P ��

Proposici�on 	���� Una ra��z a � A de P � A�X� es m�ultiple precisamente si P ��a� � ��

Demostraci�on� Si a es ra��z simple se tiene P � �X � a�Q para cierto Q � A�X� con Q�a� 
� �� por lo
que P � � Q  �X � a�Q� y as�� P ��a� � Q�a� 
� �� Si a es ra��z m�ultiple se tiene P � �X � a��Q para
cierto Q � A�X�� por lo que P � � ��X � a�Q �X � a��Q� y as�� P ��a� � �� �

En dominios de caracter��stica cero� la idea de la demostraci�on anterior puede usarse para determinar
la multiplicidad de a en P �no s�olo para decidir si a es simple o m�ultiple�� Para ello� necesitamos
considerar las derivadas sucesivas de un polinomio� Para cada n � N se de�ne la derivada n��esima P �n	

de P � A�X�� de forma recurrente� por las f�ormulas�

P ��	 � P y P �n��	 � �P �n	���

Proposici�on 	���
 Sea D un dominio de caracter��stica �� y sean P � D�X� y a � D� Entonces la
multiplicidad de a en P es el menor n�umero natural m � N tal que P �m	�a� 
� ��

Demostraci�on� Haremos inducci�on en la multiplicidadm de a en P � con el caso m � � claro� Sim  �
entonces a es ra��z de P y por tanto P � �X � a�Q para cierto Q � D�X�� Entonces la multiplicidad de
a en Q es m � �� y por hip�otesis de inducci�on Q�i	�a� � � 
� Q�m��	�a� para todo i � m� �� Adem�as�
para cada t  � se tiene

P �t	 � tQ�t��	  �X � a�Q�t	�

Ahora el lector podr�a completar f�acilmente la demostraci�on� �

La hip�otesis sobre la caracter��stica de D en la Proposici�on 	���
 es necesaria� Por ejemplo� si p es
un n�umero primo� K �Zp y P � Xp� entonces P � � � y as�� P �n	��� � � para todo n�
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��� Existencia de ra��ces� Teorema Fundamental del �Algebra

No todos los polinomios con coe�cientes en un anillo A tienen ra��ces en A� Por ejemplo� los polinomios
de grado � no tienen ninguna ra��z� y un polinomio lineal aX  b �con a 
� �� tiene una ra��z en A si y
s�olo si a divide a b� En particular� todo polinomio lineal sobre un cuerpo tiene una ra��z� pero puede
haber polinomios de grado positivo sin ra��ces� por ejemplo� X�  � no tiene ra��ces en R� y X� � � no
las tiene en Q�

Ejercicio 	�	�� Sea K un cuerpo� Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes�

�� Todo polinomio no constante de K�X� tiene una ra��z en K�

	� Los polinomios irreducibles de K�X� son precisamente los de grado ��

�� Todo polinomio no constante de K�X� se factoriza como producto de polinomios lineales de K�X��

Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado cuando veri�ca las condiciones equivalentes del
Ejercicio 	�	���
Es f�acil encontrar ejemplos de cuerpos que no son algebraicamente cerrados� Por ejemplo� con�

siderando el polinomioX�  � vemos que no lo son Q ni R� y el polinomioX�  X  � nos dice que Z�
tampoco lo es� Si p  � es un entero primo entonces Zp no es algebraicamente cerrado� pues Xp��  �
no tiene ra��ces en Zp por el Teorema Peque�no de Fermat ���
���� M�as generalmente� ning�un cuerpo
�nito es algebraicamente cerrado �Problema ���� Sin embargo� se tiene�

Teorema 	�	�� �Teorema Fundamental del �Algebra� El cuerpo C de los n�umeros complejos es
algebraicamente cerrado�

El Teorema Fundamental del �Algebra puede demostrarse usando algunos resultados que no se ex�
plicar�an hasta el �nal del primer curso� en la asignatura de Topolog��a� En este sentido� esa demostraci�on
se sale de los l��mites de la asignatura de �Algebra B�asica� pero la incluiremos �al �nal de la secci�on� para
no interrumpir el discurso principal� anticipando esos resultados de Topolog��a�
Del Teorema Fundamental del �Algebra se deduce que todo polinomio no constante con coe�cientes

en Z� Q �o R tiene ra��ces en C � De modo m�as general� es posible demostrar que todo polinomio sobre
un cuerpo tiene ra��ces �en alg�un sitio�� Recu�erdese que una extensi�on de cuerpos no es m�as que un
homomor�smo de anillos f � K � Q� donde K y Q son cuerpos� Un tal f es necesariamente inyectivo�
y esto permite ver a K� identi�cado con la imagen de f � como un subcuerpo de Q�

Teorema 	�	�� �Kronecker� Sea K un cuerpo y sea P � K�X� un polinomio no constante� Entonces
existe una extensi�on de cuerpos K � K� tal que K� contiene una ra��z de P �

Demostraci�on� Como K�X� es un DIP �Proposici�on 	���	� y P no es una unidad� P es divisible
por un polinomio irreducible Q� Entonces el anillo cociente K� � K�X���Q� es un cuerpo en el que
P  �Q� � �� Entonces f � K � K�� la composici�on de la inclusi�on K � K�X� con la proyecci�on
K�X� � K�X���Q�� es una extensi�on de cuerpos� Por �ultimo� � � X  �Q� � K� es una ra��z de P �
pues si P � a�  a�X  	 	 	 anX

n entonces

P ��� � a�  a��X  �Q��  a��X  �Q���  	 	 	 an�X  �Q��n

� a�  a��X  �Q��  a��X�  �Q��  	 	 	 an�Xn  �Q��
� �a�  a�X  a�X

�  	 	 	 anX
n�  �Q�

� P  �Q� � ��

�

Para un cuerpo arbitrario K� diremos que un polinomio no constante P � K�X� se descompone
completamente en K� o que es completamente descomponible en K� si se factoriza como producto de
polinomios lineales de K�X� es decir� si existen a�� � � � � an � K �no necesariamente distintos� tales que
P � u�X � a�� 	 	 	 �X � an�� donde u es el coe�ciente principal de P y n es el grado de P �
El Teorema de Kronecker nos permite demostrar que todo polinomio con coe�cientes en un cuerpo

K se descompone completamente en alg�un cuerpo que contiene a K como subcuerpo�
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Corolario 	�	�	 Sean K un cuerpo y P � K�X� un polinomio no constante� Entonces existe una
extensi�on de cuerpos K � K� tal que P se descompone completamente en K��

Demostraci�on� Razonamos por inducci�on sobre n � gr�P �� con el caso n � � trivial� Si n � �� por
el Teorema de Kronecker �	�	���� existe una extensi�on K � K� tal que P tiene una ra��z a� en K��
de modo que P � �X � a��Q para cierto polinomio Q � K��X�� Por hip�otesis de inducci�on� hay una
extensi�on K� � K� tal que Q � u�X � a�� 	 	 	 �X � an� para ciertos a�� � � � � an � K �� y por tanto
P � u�X � a�� 	 	 	 �X � an�� Componiendo ambas extensiones obtenemos la del enunciado� �

Observaciones 	�	��

�� Como todo dominio es subanillo de su cuerpo de fracciones� los enunciados del Teorema de Kro�
necker ����� y del Corolario �� pueden generalizarse asumiendo que K es un dominio� y
sustituyendo las extensiones de cuerpos por homomor�smos de anillos desde K hacia un cuerpo�

	� Por el Teorema Fundamental del �Algebra� C es un cuerpo que contiene las ra��ces de todos los
polinomios no constantes de R�X�� En vista de esto y del Corolario ��� es natural preguntarse si�
dado un cuerpo arbitrario K� existir�a una extensi�on K � %K tal que todo polinomio no constante
de K se descomponga totalmente en %K�X�� La respuesta es a�rmativa� como se ver�a en el curso
de Ecuaciones Algebraicas� y ese resultado ser�a fundamental para un estudio en profundidad de
los cuerpos�

Demostraci�on del Teorema Fundamental del �Algebra

Como hemos comentado� el Teorema Fundamental del �Algebra �tambi�en conocido como Teorema de
d�Alembert�Gauss�� a�rma que el cuerpo C de los n�umeros complejos es algebraicamente cerrado� y
en este apartado usaremos algunos resultados b�asicos de Topolog��a para dar una demostraci�on de este
hecho basada en una incompleta de Argand� en �
�	�
Recordando la de�nici�on de cuerpo algebraicamente cerrado� se trata de ver que� dado un polinomio

p�X� � a�  a�X  a�X
�  	 	 	 anX

n

de grado n  � �an 
� �� con coe�cientes complejos �ai � C para cada i � �� �� � � � � n�� existe un n�umero
complejo z tal que p�z� � ��
Usaremos propiedades elementales de los n�umeros complejos� como las desigualdades entre m�odulos

jz�j � jz�j � jz�  z�j � jz�j jz�j
�Aunque a menudo se suele a�rmar que la primera demostraci�on completa del Teorema Fundamental del �Algebra es

debida a Gauss� esto no es completamente cierto� En 	��� d�Alembert dio una demostraci�on que utilizaba la siguiente
a�rmaci�on de Newton� Sean p � C�X� y a � C tales que p
a �� �� Entonces en todo c��rculo cerrado centrado en a hay un
z � C tal que jp
zj � jp
aj� En dicho momento no exist��a ninguna ninguna demostraci�on de la a�rmaci�on de Newton�
por lo que la demostraci�on de d�Alembert no era completa�
En 	���� Gauss present�o una demostraci�on del teorema a la que le faltaba un detalle� Gauss considera las curvas

Re 
P 
x � � e Im 
P 
x � �� que representan las partes real e imaginaria de p
z � C� Utilizando que P 
z crece en
m�odulo como zn � donde n es el grado de P � Gauss prueba que dichas curvas intersecan a una circunferencia y que las
intersecciones de dichas curvas con los puntos de la circunferencia aparecen de forma alterna� es decir� movi�endonos a lo
largo de la circunferencia encontramos un punto de una de las curvas entre cada dos de la otra� Entonces Gauss a�rma
que �sin duda� eso implica que dichas curvas se intersecan dentro del circulo limitado por la circunferencia� Gauss escribe�
�Nadie� por lo que yo s�e� lo ha dudado nunca� Pero si alguien lo desea en otra ocasi�on intentar�e dar una demostraci�on
que no dejar�a dudas�� Realmente es dif��cil negar la a�rmaci�on de Gauss� sin embargo� parece ser que el propio Gauss
no estaba completamente satisfecho porque continu�o proporcionando otras demostraciones del Teorema Fundamental del
�Algebra�
En 	���� Puiseux demostr�o la a�rmaci�on de Newton que completaba la prueba de D�Alembert� Por otro lado� la

a�rmaci�on�indudable�de Gauss es f�acilmentedemostrable a partir de las propiedadesb�asicas del conceptode continuidad�
que no fueron establecidas hasta 	��� por Weierstrass�
Sin embargo� exist��a una demostraci�on de la a�rmaci�on de Newton anterior incluso a la demostraci�on de Gauss� �Esta es

debida a Wessel en el a�no 	���� Por tanto� antes incluso de que Gauss diera su demostraci�on casi completa del Teorema
Fundamental del �Algebra� exist��a una demostraci�on completa uniendo los resultados de d�Alembert y Wessel� La raz�on de
que se asigne a Gauss la primera demostraci�on completa de dicho teorema es que la demostraci�on de Wessel permaneci�o
oculta durante muchos a�nos�
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o el hecho de que todos ellos tienen ra��ces m��esimas para cualquier entero m  � �esto se demuestra
considerando la forma polar� o forma m�odulo�argumento� de un complejo� y aplicando el Teorema de
Bolzano al polinomioXm � r en el intervalo ��� r �� para demostrar que todo n�umero real positivo r
tiene una ra��z m��esima��
Tambi�en emplearemos los conceptos de l��mite y continuidad� En particular� el hecho de que toda

funci�on continua C � R� por ejemplo� z �� jp�z�j �  

q
p�z�p�z�� alcanza su m��nimo en cualquier

subconjunto cerrado y acotado de C � y por tanto en cualquier �bola� fz � C � jzj � rg� donde r es un
n�umero real positivo �Teorema de Weierstrass��
El esquema de la demostraci�on� que desarrollaremos de inmediato� es el siguiente� Comenzamos

viendo que la funci�on z �� jp�z�j alcanza su m��nimo absoluto en C  para ello� se demuestra que jp�z�j
�se hace grande� fuera de cierta bola fz � C � jzj � rg� y entonces el m��nimo que alcanza jp�z�j en
esa bola es de hecho un m��nimo absoluto en C � Bastar�a entonces ver que ese m��nimo vale �� y esto lo
hacemos por reducci�on al absurdo� si el m��nimo no es �� construimos una funci�on C � R cuyo m��nimo
absoluto vale �� y sin embargo encontramos un punto en el que la misma funci�on vale menos de ��
Vamos con los detalles�

Veamos� por inducci�on en el grado n� que jp�z�j se hace m�as grande que cualquier n�umero real
positivo fuera de cierta bola es decir� veamos que�

Para cada real k  �� existe un real r  � tal que jp�z�j � k para cada complejo jzj � r�

En efecto� la expresi�on de p�X� se reesecribe como

p�X� � a�  Xq�X�� donde q�X� � a�  a�X  	 	 	 anX
n���

y entonces
jp�z�j � jzq�z�  a�j  jzj 	 jq�z�j � ja�j para cada z � C �

Si n � � entonces q � a� es constante y podemos tomar r �
k  ja�j
ja�j � En el caso general� la hip�otesis de

inducci�on aplicada al polinomio q y a k� � k ja�j asegura que existe un real s  � tal que jq�z�j � k ja�j
cuando jzj � s� y entonces es claro que jp�z�j � a� cuando jzj � r � maxfs� �g�
En particular� tomando k � ja�j� encontramos r  � con jp�z�j � ja�j cuando jzj � r� Como la

funci�on jp�z�j es continua� alcanza un m��nimo en la bola B � fz � C � jzj � rg es decir� existe z� � B
tal que jp�z��j � jp�z�j para cada z � B� La misma desigualdad se tiene cuando z 
� B� pues entonces
jzj � r y as�� p�z� � ja�j � p���  jp�z��j� En consecuencia� jp�z�j alcanza un m��nimo absoluto en z� es
decir� jp�z��j � jp�z�j para cada z � C �
Es claro que p�X� tiene una ra��z si y s�olo si la tiene p�X  z��� y �este tiene la ventaja de que su

m�odulo alcanza un m��nimo absoluto en el �� Por tanto� sustituyendo p�X� por p�X  z��� podemos
suponer que z� � �� y por tanto que jp�z�j  jp���j � ja�j para cada z � C � Si a� � � hemos terminado�
claramente� as�� que se trata de ver que la condici�on a� 
� � nos lleva a una contradicci�on�
En este caso� dividir por a� no va a cambiar el punto en el que se alcanza el m��nimo� por lo que

podemos suponer que a� � �� Excluyendo monomios con coe�ciente nulo� podemos escribir

p�X� � �  amX
m  am��X

m��  	 	 	 anX
n �con am 
� ��

para cierto entero m con � � m � n� Sea ahora � una ra��z m��esima de �a��
m �es decir� � � C veri�ca

�m � �a��
m �� Entonces p��X� � ��Xm  �t�erminos de grado mayor que m� es decir�

p��X� � ��Xm  Xmh�X��

donde h�X� es cierto polinomio con h��� � ��
Finalmente� vamos a encontrar un n�umero real t tal que jp��t�j � �� lo que nos dar�a la contradicci�on

buscada puesto que � es el m��nimo absoluto de jp�z�j� Consideremos la funci�on R � R dada por
t �� jh�t�j� Considerando su l��mite en x � � �que vale � por continuidad� encontramos un n�umero t
en el intervalo ��� �� tal que jh�t�j � � �haciendo � � � en la formulaci�on usual del l��mite�� Entonces
tambi�en tm y �� tm est�an en el intervalo ��� ��� por lo que

jp��t�j � j�� tmj jtmh�t�j � �� tm  tm 	 � � ��
como quer��amos ver�
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��	 Factorizaci�on �unica en anillos de polinomios

En toda esta secci�on� excepto menci�on expresa de lo contrario� D ser�a un DFU y K ser�a su cuerpo de
fracciones� Estudiaremos la divisibilidad en el anillo de polinomiosD�X�� hasta demostrar que D�X� es
tambi�en un DFU� Comenzamos con un resultado elemental�

Ejercicio 	���� Sea D un dominio �no necesariamente un DFU� y sea p � D� Demostrar que�

�� p es irreducible en D si y s�olo si lo es en D�X��

	� Si p es primo en D�X� entonces lo es en D�

Este ejercicio se usar�a para demostrar el rec��proco del resultado principal� y a su vez motiva el
siguiente resultado� conocido como Lema de Gauss� Por otra parte� el paso clave en lo que sigue ser�a la
demostraci�on de que todo irreducible es primo en D�X�� y podemos interpretar el Lema de Gauss como
la soluci�on del problema para polinomios constantes�

Lema 	���� �Lema de Gauss� Para un elemento p � D� las condiciones siguientes son equivalentes�

�� p es irreducible �y primo� en D�

	� p es irreducible en D�X��

�� p es primo en D�X��

Demostraci�on� Como D es un DFU� las dos versiones de � son equivalentes� � implica � es cierto en
general �Proposici�on �������� y � implica � se sigue del Ejercicio 	����� Supongamos por tanto que p es
primo en D� y veamos que lo es en D�X�� Para ello� sean

f � a�  	 	 	 anX
n y g � b�  	 	 	 bmX

m

polinomios de D�X� tales que p 
 j f y p 
 j g� y veamos que p 
 j fg� Por hip�otesis� existen un menor
��ndice i tal que p 
 j ai� y un menor ��ndice j tal que p 
 j bj� El coe�ciente de grado i  j de fg es

ci�j � a�bi�j  	 	 	 ai��bj��  aibj  ai��bj��  	 	 	 ai�jb��

y las condiciones dadas implican que p divide a todos los sumandos excepto a aibj� por lo que p 
 j ci�j
y en consecuencia p 
 j fg� �

En lo que sigue vamos a explotar sistem�aticamente el hecho de que todo polinomio sobre D puede
verse como un polinomio sobre su cuerpo de fracciones K� Para ello necesitamos un lema t�ecnico en el
que usaremos la funci�on

� � D n f�g � N
que a cada � 
� a � D le asocia el n�umero ��a� de factores irreducibles en la expresi�on de a como
producto de irreducibles de D� contando repeticiones� Por ejemplo� si D � Zentonces ����� � � y
���
�� � �� Es claro que� si a� b � D n f�g� entonces

��ab� � ��a�  ��b� y ��a� � �� a � D��

Lema 	���� Si a � D y f� g� h � D�X� veri�can af � gh 
� �� entonces existen g�� h� � D�X� tales que

f � g�h�� gr�g�� � gr�g�� gr�h�� � gr�h��

Demostraci�on� Razonamos por inducci�on en ��a�� Si ��a� � � podemos tomar g� � a��g y h� � h�
Si ��a� � �� existen p� b � D tales que a � pb y p es primo� Entonces p j af � gh en D�X� y� por
el Lema de Gauss �	������ podemos asumir que p j g en D�X�� Es decir� existe %g � D�X� tal que
g � p%g� de donde gr�g� � gr�%g�� Cancelando p en la igualdad af � gh obtenemos bf � %gh� Como
��b� � ��a��� � ��a�� la hip�otesis de inducci�on nos dice que existen g�� h� � D�X� tales que f � g�h��
gr�g�� � gr�%g�� y gr�h�� � gr�h�� lo que nos da el resultado� �

El siguiente resultado relaciona la irreducibilidad de un polinomio sobre D con su irreducibilidad
sobre K� Aunque su rec��proco es falso en general �pi�ensese en �X como polinomio sobre Z�� pronto
veremos que es v�alido con una condici�on extra sobre el polinomio �Proposici�on 	������
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Lema 	���	 Si f � D�X� es irreducible en D�X�� entonces es irreducible �o primo� en K�X��

Demostraci�on� Supongamos que f no es irreducible en K�X�� Por la Proposici�on 	���	� existen
G�H � K�X� tales que

f � GH� gr�G� � �� gr�H� � ��

Si � 
� b � D es un m�ultiplo com�un de los denominadores de los coe�cientes de G� se tiene g � bG �
D�X�� y an�alogamente existe � 
� c � D tal que h � cH � D�X�� Aplicando el Lema 	���� a la
igualdad �bc�f � gh obtenemos g�� h� � D�X� tales que f � g�h�� gr�g�� � gr�g� � gr�G� � �� y
gr�h�� � gr�h� � gr�H� � �� lo que nos da una factorizaci�on no trivial de f en D�X�� �

Podemos ya demostrar el resultado principal de esta secci�on�

Teorema 	���� D es un DFU si y s�olo si lo es D�X��

Demostraci�on� Supongamos primero que D�X� es un DFU� Entonces D es un dominio �Coro�
lario 	������ y cada � 
� a � D nD� es producto de irreducibles de D�X�� que tendr�an grado � pues lo
tiene a� Por el Ejercicio 	����� �esa ser�a una factorizaci�on de a en irreducibles de D� Del mismo ejercicio
se deduce que todo irreducible de D es primo en D� por lo que D es un DFU�
Supongamos ahora que D es un DFU y veamos que lo es D�X�� Empezaremos demostrando que

cada f � a�  	 	 	 aXn � D�X� �con a 
� �� no invertible es producto de irreducibles� y lo haremos
por inducci�on en n ��a�� Obs�ervese que f es invertible si y s�olo si n ��a� � �� El caso n ��a� � �
se resuelve f�acilmente� Supongamos pues que n ��a� � � y que f no es irreducible� Entonces existen

g � b�  	 	 	 bmX
m �b � bm 
� �� y h � c�  	 	 	 ckX

k �c � ck 
� ��

en D�X�� no invertibles� con f � gh� Entonces se tiene

� � m ��b�� � � k  ��c� y n ��a� � m k  ��b�  ��c��

En consecuencia� podemos aplicar la hip�otesis de inducci�on a g y h� y pegando las factorizaciones as��
obtenidas conseguimos una factorizaci�on en irreducibles de f �
Por la Proposici�on ��	��� s�olo falta demostrar que todo irreducible f de D�X� es primo� y por el

Lema de Gauss podemos suponer que gr�f�  �� Sean pues g� h � D�X� tales que f j gh en D�X�� y
veamos que f j g �o f j h en D�X�� Obviamente� f j gh en K�X�� y como f es primo en K�X� por el
Lema 	���	� podemos asumir que f j g en K�X�� Es decir� existe G � K�X� tal que g � fG� y si vemos
que G � D�X� habremos terminado� Para ello� tomando a � D con aG � D�X� y ��a� m��nimo� basta
ver que ��a� � �� Supongamos que ��a� � � y sean p� b � D con a � pb y p primo� Entonces� en D�X��
se tiene p j ag � f�aG�� Como p es primo en D�X� �Lema de Gauss� y p 
 j f �pues f es irreducible y
gr�f�  ��� deducimos que p j aG en D�X�� Si g� � D�X� veri�ca aG � pg� entonces bG � g� � D�X��
contra la minimalidad de ��a�� y esta contradicci�on termina la demostraci�on� �

Del Teorema 	���� se deduce que Z�X� es un DFU pero no un DIP� lo que muestra que el rec��proco
del Teorema ��	�� no es cierto�

��
 Factorizaci�on e irreducibilidad de polinomios

En esta secci�on� como en la anterior� D denota un DFU y K su cuerpo de fracciones� El objetivo
gen�erico es factorizar polinomios en D�X� y en K�X�� y para ello es necesario disponer de m�etodos que
nos digan cu�ando un polinomio es irreducible� Como se ver�a� pocos de los resultados pr�acticos que
obtendremos nos dan condiciones necesarias y su�cientes para que un polinomio sea irreducible��
Comenzamos con un resultado que relaciona la irreducibilidad de polinomios en D�X� y en K�X��

y que completa el Lema 	���	� Para ello introducimos una noci�on que ser�a muy pr�actica� Diremos que
un polinomio f � a�  	 	 	 anX

n � D�X� es primitivo si mcd�a�� � � � � an� � � es decir� si sus �unicos
divisores de grado � son las unidades de D�X��

�En el Problema�	 esbozaremos el llamadoalgoritmo de Kronecker� que s�� establece una condici�onnecesariay su�ciente
cuando D �Z�
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Proposici�on 	���� Para un polinomio primitivo f � D�X�� las condiciones siguientes son equivalentes�

�� f es irreducible en D�X��

	� f es irreducible en K�X��

�� Si f � GH con G�H � K�X� entonces gr�G� � � �o gr�H� � ��

� Si f � gh con g� h � D�X� entonces gr�g� � � �o gr�h� � ��

Demostraci�on� El Lema 	���	 y la Proposici�on 	���	 aseguran que � implica � y que � implica ��
respectivamente� y es claro que � implica 	� Finalmente� como f es primitivo� sus �unicos divisores de
grado � son unidades� por lo que 	 implica �� �

Asumiremos que disponemos de un m�etodo para factorizar los coe�cientes de D� y en particular
para decidir si son irreducibles o no� Esto es te�oricamente posible si D � Z�o D � Z�i� �y tambi�en lo
es en la pr�actica en los casos que se nos presentar�an�� y nos permite adem�as decidir si un polinomio de
D�X� es o no primitivo�
En general� dado un polinomio � 
� f � D�X�� calcularemos el m�aximo com�un divisor d 
� � de sus

coe�cientes y obtendremos f � df�� con f� � D�X� primitivo� El polinomio constante d es una unidad
en K�X�� mientras que en D�X� tiene la misma factorizaci�on en irreducibles que tenga como elemento
de D� En cuanto a f�� para decidir su irreducibilidad� la Proposici�on 	���� nos permite considerarlo
como polinomio sobre D o sobre K seg�un nos convenga� Por tanto� es importante tener criterios de
irreducibilidad como los que siguen para polinomios sobre cuerpos�

Ejercicio 	���� Sea K un cuerpo y sea f � K�X�� Demostrar que�

�� Si gr�f� � � entonces f es irreducible en K�X��

	� Si gr�f� � � y f tiene una ra��z en K� entonces f no es irreducible en K�X��

�� Si gr�f� � � �o � entonces f es irreducible en K�X� si y s�olo si f no tiene ra��ces en K�

� Si K es algebraicamente cerrado �por ejemplo� si K � C �� entonces f es irreducible si y s�olo si
gr�f� � ��

La no existencia de ra��ces no garantiza la irreducibilidad de polinomios de grado mayor que �� Por
ejemplo� X
  �X�  � � �X�  ��� es reducible en R�X� pero no tiene ra��ces reales�
La estrecha relaci�on entre R y C nos permite obtener el siguiente criterio de irreducibilidad para

polinomios con coe�cientes reales� N�otese que� en la pr�actica� considerar s�olo polinomios m�onicos no
supone ninguna restricci�on�

Proposici�on 	���� Sea f � R�X� un polinomio m�onico con coe�cientes reales� Entonces�

�� Si � es una ra��z de f en C � el conjugado %� tambi�en es una ra��z de f en C � y las multiplicidades
de � y %� en f son iguales�

	� f es irreducible en R�X� precisamente si tiene grado � o es de la forma X�  bX  c con b� � 	c�

Demostraci�on� El automor�smo de conjugaci�on en C induce un automor�smo C �X� � C �X� que es
la identidad sobre R�X�� por lo que f coincide con su imagen por este automor�smo� Por tanto� si
f �

Qn
i���X � �i�

ki es la factorizaci�on irredundante de f en C �X�� entonces f �
Qn

i���X � �i�ki � de
donde se deduce ��
La condici�on de � es claramente su�ciente para la irreducibilidad de f enR�X�� y necesaria si grf � ��

De � y de la igualdad

�X � ���X � %�� � �X � r � si��X � r  si� � �X � r�� � �si�� � X� � �rX  �r�  s��

�donde � � r  si� se deduce que los polinomios irreducibles de R�X� tienen grado menor o igual que
�� lo que termina la demostraci�on� �

El Ejercicio 	���� pone de mani�esto la importancia de encontrar ra��ces de un polinomio para decidir
si es irreducible� Cuando los coe�cientes est�an en un DFU podemos seleccionar los �candidatos a ra��ces��
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Proposici�on 	���	 Sea D un DFU con cuerpo de fracciones K� y sea f � a� a�X 	 	 	 anXn � D�X�
con an 
� �� Entonces todas las ra��ces de f en K son de la forma r�s� donde r j a� y s j an�
Demostraci�on� Sea t � r

s una ra��z de f con r� s � D primos entre s��� Multiplicando la igualdad
f�t� � � por sn obtenemos

a�s
n  a�rs

n��  a�r
�sn��  	 	 	 an��r

n��s  anr
n � ��

luego r j a�sn y s j anrn� Como r y s son coprimos� deducimos de la Proposici�on ��	�	 que r j a� y
s j an� �

Ejemplos 	���� Factorizaciones de polinomios�

�� Las posibles ra��ces en Q del polinomio f � �X�  X�  X � � son ��� ��� ���� y ����� y
de hecho f����� � �� Por tanto �X � ���� j f � y as�� ��X � �� j f � Dividiendo se obtiene
f � ��X � ���X�  X  ��� Como ambos factores son primitivos sobre Ze irreducibles sobre Q
y sobre R� deducimos que la anterior es una factorizaci�on en irreducibles de f en cualquiera de
los anillosZ�X�� Q�X� �o R�X�� La factorizaci�on en C �X� es f � ��X � ���X � ���X � %��� donde
� � ���

p��
� �

�� El polinomio f � �X
  �X�  �
X � �� � � 	 � 	 �X
  X�  �X � �� tiene al � por ra��z� y
dividiendo se tiene X
 X� �X �� � �X ����X� X� �X  ��� El factor c�ubico es primitivo
y no tiene ra��ces en Q �al sustituir �� �o �� se obtiene un entero impar�� por lo que

f � � 	 � 	 �X � ���X�  X�  �X  �� y f � ��X � ���X�  X�  �X  ��

son las factorizaciones de f en Z�X� y en Q�X�� respectivamente �en la segunda el � no es un
factor irreducible� sino una unidad�� El polinomio c�ubico no es irreducible en R�X� ni en C �X��
De hecho� un an�alisis del crecimiento de la funci�on polin�omica f � R� R nos lleva a la conclusi�on
de que f tiene una ra��z real y dos complejas conjugadas� Para la determinaci�on expl��cita de estas
ra��ces� v�ease el Problema ���

�� El polinomio f � X
  X�  �X�  X  � no tiene ra��ces racionales� pero esto no implica que
sea irreducible sobre Q� De hecho� se tiene f�i� � �� y por tanto �X � i��X  i� � X�  � divide
a f  el otro factor es X�  X  �� por lo que f � �X�  ���X�  X  �� es una factorizaci�on en

irreducibles en Z�X�� Q�X� �o R�X�� y f � �X � i��X  i��X � ���X � %�� �con � � ���
p��
� � es

una factorizaci�on en C �X��

	� Supongamos que el polinomio sin ra��ces racionales f � X
 � �X�  �X � � no es irreducible
en Z�X�� Por la Proposici�on 	����� existen g� h � Z�X�� ambos de grado  �� tales que f � gh�
Podemos asumir que g y h son m�onicos ��por qu�e��� y por tanto no pueden tener grado � ��por
qu�e��� En consecuencia� ambos tienen grado � y por tanto existen a� b� c� d � Ztales que f �
�X�  aX  b��X�  cX  d�� Igualando coe�cientes� se obtienen las ecuaciones

bd � ��� ad bc � �� b ac d � �� a c � ���
La primera ecuaci�on nos da 	 opciones para los valores de b y d� Una de ellas es b � � y d � ���
que sustituida en la segunda ecuaci�on y combinada con la cuarta nos dice que a � �� y c � �
pero estos valores no satisfacen la tercera ecuaci�on� De modo similar se ve que las otras opciones
tampoco funcionan� lo que signi�ca que no existen tales a� b� c� d � Zy en consecuencia f es
irreducible en Z�X�� y por tanto tambi�en en Q�X��

El �ultimo ejemplo muestra lo penoso que puede resultar estudiar la irreducibilidad de un polinomio�
incluso de grado bajo� con los m�etodos que hemos desarrollado hasta ahora� El resto de esta secci�on lo
dedicamos a presentar otros dos criterios de irreducibilidad para polinomios sobre un DFU que son a
menudo �utiles�
En el primero de ellos usaremos los Ejemplos 	����� Un homomor�smo de anillos � � A� B induce

otro A�X�� B�X� dado por

f �
X

aiX
i �� f� �

X
��ai�X

i�

En general se tiene gr�f�� � gr�f�� con igualdad si el coe�ciente principal de f no est�a en Ker ��
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Proposici�on 	���� �Criterio de Reducci�on� Sea � � D � K un homomor�smo de anillos� donde
D es un DFU y K es un cuerpo� y sea f un polinomio primitivo de D�X�� Si f� es irreducible en K�X�
y gr�f�� � gr�f�� entonces f es irreducible en D�X��

Demostraci�on� Por la Proposici�on 	���� basta ver que� si f � gh con g� h � D�X�� entonces gr�g� � � �o
gr�h� � �� Sean a� b y c los coe�cientes principales de f � g y h� respectivamente� Entonces a � bc 
� Ker �
y por tanto b� c 
� Ker �� por lo que gr�g�� � gr�g� y gr�h�� � gr�h�� Como K es un cuerpo y f� es
irreducible en K�X�� la igualdad f� � g�h� implica que gr�g�� � � �o gr�h�� � �� de donde se sigue el
resultado� �

Cuando consideramos la proyecci�on Z�Zp� el homomor�smoZ�X��Zp�X� viene dado por

f �
X

aiX
i �� %f �

X
%aiX

i�

donde %a es la clase de a en Zp� Aplicando el Criterio de Reducci�on se obtiene�

Corolario 	���� Sea p un entero primo y sea f � a�  	 	 	 anX
n un polinomio primitivo de Z�X��

Si p 
 j an y %f es irreducible en Zp�X�� entonces f es irreducible en Z�X��

Ejemplos 	���
 Aplicaciones del Criterio de Reducci�on�

�� Reduciendo m�odulo � el polinomio f � �X�  ��
X�  ���X  ��� obtenemos el polinomio
%f � X� X  � deZ��X�� que es irreducible porque no tiene ra��ces� Por tanto f es irreducible en
Z�X� �y en Q�X���

�� Reduciendo f � X
  �X  � � Z�X� m�odulo � obtenemos %f � X
  X  � � Z��X�� Como
%f no tiene ra��ces en Z�� si no fuera irreducible se factorizar��a como producto de dos polinomios
irreducibles de grado � enZ��X�� Pero en Z��X� s�olo hay 	 polinomios de grado �� y de ellos s�olo
X�  X  � es irreducible ��por qu�e��� Como %f no es el cuadrado de �este� deducimos que %f es
irreducible en Z��X� y por tanto f es irreducible en Z�X��

�� Consideremos el polinomiof � X��X�� deZ�X�� Reduciendo m�odulo � obtenemos un polinomio
que es divisible porX� X �� por lo que no podemos aplicar el Criterio de Reducci�on� Reduciendo
m�odulo � obtenemos %f � X� �X � �Z��X�� que no tiene ra��ces� Si no fuera irreducible tendr��a
un factor irreducible de grado � es f�acil ver que los �unicos irreducibles m�onicos de grado � de
Z��X� son

X�  �� X�  X � �� X� �X � ��
Comprobando que ninguno de ellos divide a %f deducimos que %f es irreducible en Z��X�� y por
tanto f es irreducible en Z�X��

	� Dado el polinomio f � X
  	X  � en Z�X�� se tiene %f � �X  ��
 en Z��X� y %f � �X  
���X� X� X  �� enZ��X�� con el factor c�ubico irreducible porque no tiene ra��ces� Por tanto�
no podemos aplicar el Criterio de Reducci�on� Sin embargo� la factorizaci�on en Z��X� nos va a
permitir demostrar que f es irreducible en Z�X�� En efecto� como f no tiene ra��ces en Q� si no
fuera irreducible en Z�X� se tendr��a f � gh con gr�g� � gr�h� � �� Esto nos dar��a� en Z�� la
factorizaci�on %f � %g%h con gr�%g� � gr�%h� � �� incompatible con la factorizaci�on en irreducibles
��unica salvo asociados� que acabamos de obtener�

Veamos nuestro �ultimo criterio de irreducibilidad�

Proposici�on 	���� �Criterio de Eisenstein� Sea D un DFU y sea f � a� a�X  	 	 	 anX
n �con

an 
� �� un polinomio primitivo de D�X�� Si existe un irreducible p � D tal que

p j ai para todo i � n� y p� 
 j a��

entonces f es irreducible en D�X��
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Demostraci�on� Veamos que� si f � gh en D�X�� entonces gr�g� � n �o gr�h� � n� Pongamos
g � b�  	 	 	 bmX

m y h � c�  	 	 	 ckX
k� con bmck 
� �� Como p� 
 j a� � b�c�� entonces p 
 j b� �o

p 
 j c�� Supongamos que se da la segunda opci�on� Como f es primitivo se tiene p 
 j g� y por tanto existe
i � minfj � p 
 j bjg�

Entonces p no divide a ai � �
Pi��

j�� bjci�j� bic�� y por tanto i � n� de modo que gr�g� � n� La opci�on
p 
 j b� nos llevar��a a gr�h� � n� lo que demuestra el resultado� �

Ejemplos 	���� Aplicaciones del Criterio de Eisenstein�

�� Sean a un entero y p un primo cuya multiplicidad en a es �� Entonces Xn � a es irreducible�

�� Un argumento similar al del apartado 	 de los Ejemplos 	���� nos permitir��a ver que el polinomio
f � X
 � �X�  �X � � es irreducible en Z�X�� Ahora podemos asegurar lo mismo con menos
trabajo aplicando el Criterio de Eisenstein con p � ��

�� A menudo� el Criterio de Eisenstein se combina con un automor�smo de Z�X� de sustituci�on en
X a �Ejemplos 	������ Por ejemplo� el criterio no es aplicable a f�X� � X
 	X� ��X� ��X ��
pero s�� se puede aplicar �con p � �� a f�X��� � X
 	X� �� Por tanto f�X��� es irreducible�
y en consecuencia lo es f�X��

	� Dado un entero n  �� las ra��ces en C del polinomioXn�� se llaman ra��ces n��esimas de la unidad
�o de ��� Considerando la interpretaci�on geom�etrica de la multiplicaci�on en C � es f�acil ver que
estas ra��ces son exactamente los n v�ertices del n��agono regular inscrito en el c��rculo unidad de
C que tiene un v�ertice en la posici�on del �� Estos n�umeros complejos son �utiles en muy diversas
circunstancias� El polinomioXn � � se factoriza como

Xn � � � �X � ��*n�X�� donde *n�X� � Xn��  Xn��  	 	 	 X�  X  ��

El polinomio *n�X� se conoce como el n��esimo polinomio ciclot�omico� y sus ra��ces son las ra��ces
n��esimas de � distintas de �� *n�X� no es en general irreducible sobre Q �por ejemplo� *
�X�
es divisible por X  ��� pero s�� lo es cuando n � p es primo� Como en el apartado anterior�
esto quedar�a demostrado si podemos aplicar el Criterio de Eisenstein a *p�X  ��� Ahora bien�
*p�X� � �Xn � ����X � ��� y por tanto

*p�X  �� �
�X  ��p � �

X
� Xp��  

�
p

p� �
�
Xp��  

�
p

p� �
�
Xp��  	 	 	 

�
p

�

�
X  p�

Cuando � � i � p� el primo p no divide a i" ni a �p � i�"� y por tanto s�� divide a
�
p
i

�
�

p"

i"�p� i�"
�

por lo que podemos aplicar el Criterio de Eisenstein� como quer��amos�

Cerramos la secci�on con un ejemplo en el que se combinan casi todos los m�etodos empleados ante�
riormente�

Ejemplo 	����� Factorizaciones de �X
  � en distintos anillos�

Vamos a factorizar en irreducibles el polinomio g � �X
  � considerando cada uno de los siguientes
anillos de coe�cientes� Z� Q� R� C � Z� y Z�� Como g � �f � donde f � X
  �� podemos factorizar
f � X
  � y a�nadir un � a cada una de las factorizaciones que siguen� En todas ellas ese � ser�a una
unidad� excepto en la de Z�X�� donde ser�a un factor irreducible m�as�
En Z��X� se tiene X
  � � �X  ��
� luego f es producto de cuatro irreducibles iguales�
Como f no tiene ra��ces en Z�� si no es irreducible en Z��X� ser�a producto de dos irreducibles de

grado �� Como tenemos la lista de estos irreducibles �Ejemplos 	���
�� podemos dividir f por cada uno
de ellos hasta obtener la factorizaci�on f � �X�  X  ���X�  �X  ���
La sencillez del polinomioX
  � nos permite calcular �a mano� sus ra��ces complejas� En efecto� la

ecuaci�on X
  � � � se reescribe como �X��� � ��� de donde X� � �i y as�� X �
��� ip

�
� Por tanto

f � �X � �  ip
�
��X � �� ip

�
��X � ��  ip

�
��X � ��� ip

�
�
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es la factorizaci�on de f como producto de irreducibles en C �X�� Agrupando las ra��ces complejas como
en la demostraci�on de la Proposici�on 	����� obtenemos la factorizaci�on en irreducibles de R�X��

f �

�
�X � �p

�
�� � � ip

�
��
�
	
�
�X  

�p
�
�� � � ip

�
��
�
� �X� �

p
�X  ���X�  

p
�X  ��

Esta factorizaci�on tambi�en puede obtenerse directamente� �completando cuadrados� como sigue�

f � X
  �X�  �� �X� � �X�  ��� � �p�X�� � �X�  �  
p
�X��X�  ��p

�X��

Si f tuviera una factorizaci�on no trivial en Q�X�� �esta ser��a tambi�en una factorizaci�on no trivial en
R�X�� Como es claro que cualquier asociado de X� �p

�X  � en R�X� tiene coe�cientes irracionales�
no existe tal factorizaci�on y� en consecuencia� f es irreducible en Q�X�� y tambi�en en Z�X� por ser
primitivo� Tambi�en podemos asegurar la irreducibilidad de f aplicando el Criterio de Eisenstein a
f�X  �� � X
  	X�  �X�  	X  �� En conclusi�on� g es irreducible en Q�X�� mientras que en Z�X�
se factoriza como producto de dos irreducibles� g � �f �

��� Polinomios en varias indeterminadas

Dados un anillo A y un entero n  �� de�nimos el anillo de polinomios en n indeterminadas con
coe�cientes en A� denotado por A�X�� � � � � Xn�� mediante la f�ormula recurrente

A�X�� � � � � Xn� � A�X�� � � � � Xn����Xn��

Los elementosX�� � � � � Xn de A�X�� � � � � Xn� se llaman indeterminadas y los elementos de A�X�� � � � � Xn�
se llaman polinomios en n indeterminadas�
Por inducci�on a partir del Corolario 	����� de la Proposici�on 	���	 y del Teorema 	����� se obtiene�

Proposici�on 	���� Para un anillo A y un entero positivo n se veri�can�

�� A�X�� � � � � Xn� nunca es un cuerpo�

	� A�X�� � � � � Xn� es un dominio si y s�olo si lo es A�

�� Si n  � entonces A�X�� � � � � Xn� no es un DIP�

� A�X�� � � � � Xn� es un DFU si y s�olo si lo es A�

Si a � A e i � �i�� � � � � in� � Nn� el elemento aXi�
� 	 	 	Xin

n de A�X�� � � � � Xn� se llama monomio de
tipo i y coe�ciente a�

Lema 	���� Sean A un anillo y n un entero positivo� Entonces todo elemento p de A�X�� � � � � Xn� se
escribe de forma �unica como suma de monomios de distinto tipo� casi todos con coe�ciente nulo� Es
decir� se tiene una �unica expresi�on

p �
X
i�Nn

piX
i�
� 	 	 	Xin

n �	�����

con pi � � para casi todo i � �i�� � � � � in� � Nn�

Demostraci�on� Aplicamos inducci�on en n� con el caso n � � resuelto por el Lema 	����� Cuando n � ��
un elemento de A�X�� � � � � Xn� es� por de�nici�on� de la forma

P
t�NptX

t
n con cada pt � A�X�� � � � � Xn���

y casi todos los pt nulos� Por hip�otesis de inducci�on� cada pt se expresa como

pt �
X

�i����� �in��	�Nn��
�pt��i����� �in��	X

i�
� 	 	 	Xin��

n�� �

donde cada �pt��i����� �in��	 est�a en A y casi todos son nulos� De�niendo pi � �pin��i����� �in��	 �para
i � �i�� � � � � in�� tenemos la expresi�on deseada�



��
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Rec��procamente� una expresi�on como �	����� puede reescribirse como un polinomio en Xn con coe�

�cientes en A�X�� � � � � Xn��� sin m�as que de�nir cada coe�ciente como pt �
P

piX
i�
� 	 	 	Xin��

n�� � con la
suma extendida a todos los i � �i�� � � � � in� � Nn con in � t� Usando esto es sencillo demostrar que
estas expresiones son �unicas� asumiendo que lo son en A�X�� � � � � Xn���� �

Usando el Lema 	���� se demuestra�

Proposici�on 	���� Sean A un anillo� n  � un entero y u � A� A�X�� � � � � Xn� la inclusi�on�

�� �PUAP en n indeterminadas� Dados un homomor�smo de anillos f � A � B y n ele�
mentos b�� � � � � bn � B �no necesariamente distintos� existe un �unico homomor�smo de anillos
%f � A�X�� � � � � Xn�� B tal que %f � u � f y %f �Xj� � bj para cada j � �� � � � � n�

	� Si dos homomor�smos de anillos g� h � A�X�� � � � � Xn�� B coinciden sobre A y en Xj para cada
j � �� � � � � n entonces son iguales�

�� La PUAP en n indeterminadas determina A�X�� � � � � Xn� salvo isomor�smos� Expl��citamente�
supongamos que existen un anillo P con elementos T�� � � � � Tn y un homomor�smo de anillos
v � A � P tales que� dados un homomor�smo de anillos f � A � B y elementos b�� � � � � bn � B�
existe un �unico homomor�smo de anillos %f � P � B tal que %f � v � f y %f �Tj� � bj para
cada j � �� � � � � n� Entonces existe un isomor�smo � � A�X�� � � � � Xn� � P tal que � � u � v y
��Xj� � Tj para cada j � �� � � � � n�

Como en el caso de una indeterminada� se tiene�

Ejemplos 	���	 Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas�

�� Dados anillos A � B y elementos b�� � � � � bn � B� existe un homomor�smo S � A�X�� � � � � Xn�� B
que es la identidad sobre A y tal que S�Xj � � bj para cada j � �� � � � � n� Dado p � A�X�� � � � � Xn��
escribiremos a menudo p�b�� � � � � bn� en lugar de S�p�� Si p �

P
i�Nn piX

i�
� 	 	 	Xin

n es la expresi�on
de p como suma de monomios� entonces

S�p� � p�b�� � � � � bn� �
X
i�Nn

pib
i�
� 	 	 	 binn �

La imagen de este homomor�smo es el subanillo de B generado por A � fb�� � � � � bng�
�� Sea A un anillo y sea � una biyecci�on del conjunto Nn � f�� � � � � ng en s�� mismo con inversa

� � ���� Si en el ejemplo anterior tomamos B � A�X�� � � � � Xn� y bj � X	�j	� obtenemos un
homomor�smo %� � A�X�� � � � � Xn� � A�X�� � � � � Xn� que �permuta las indeterminadas�� Es claro
que %� es de hecho un automor�smo con inverso %� � Usando estos isomor�smos y la de�nici�on de
los anillos de polinomios en varias indeterminadas� es f�acil establecer isomor�smos

A�X�� � � � � Xn� Y�� � � � � Ym� �� A�X�� � � � � Xn��Y�� � � � � Ym� �� A�Y�� � � � � Ym��X�� � � � � Xn��

por lo que� en la pr�actica� no hay que distinguir entre estos anillos�

�� Todo homomor�smo de anillos f � A � B induce un homomor�smo %f � A�X�� � � � � Xn� �
B�X�� � � � � Xn� que coincide con f sobre A y veri�ca %f �Xj� � Xj para cada j � �� � � � � n� Si
p �

P
i�Nn piX

i�
� 	 	 	Xin

n es la expresi�on de p como suma de monomios� entonces

%f�p� �
X
i�Nn

f�pi�X
i�
� 	 	 	Xin

n �

Veamos c�omo pueden usarse las identi�caciones del apartado � de los Ejemplos 	���	�

Ejemplo 	���� El Criterio de Eisenstein aplicado a polinomios en dos indeterminadas

El polinomio f � X�Y  X�Y � �X�  Y �  Y � � Q�X�Y � puede considerarse como un polinomio en
Q�X��Y �� poniendo f � Y �  �X�  ��Y �  X�Y � X�� o como un polinomio en Q�Y ��X�� poniendo
f � Y X� �Y ����X� �Y � Y ��� A esta �ultima expresi�on le podemos aplicar el Criterio de Eisenstein
con el polinomio irreducible p � Y  � � Q�Y � para deducir que f es irreducible en Q�X�Y ��
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Por de�nici�on� el grado de un monomio aXi�
� 	 	 	Xin

n de A�X�� � � � � Xn� es i�  	 	 	  in� El grado
gr�p� de un polinomio p 
� � de A�X�� � � � � Xn� se de�ne como el mayor de los grados de los monomios
que aparecen con coe�ciente no nulo en la expresi�on de p como suma de monomios de distinto tipo� Es
claro que� dados dos polinomios p y q� se tiene

gr�p q� � maxfgr�p�� gr�q�g y gr�pq� � gr�p�  gr�q��
Sin embargo� no es tan f�acil como en el caso de una indeterminada ver que� cuando A es un dominio� la
segunda desigualdad es de hecho una igualdad� Para esto� y para otras cosas� es interesante considerar
el siguiente concepto�
Un polinomio p 
� � de A�X�� � � � � Xn� se dice homog�eneo de grado n  � si es suma de monomios

de grado n� Por ejemplo� de los polinomios de Z�X�Y�Z�

X�Y  Y � � �XY Z  �Y Z�� X�  Y �  Z�  X�Y �  X�Z�  Y �Z�� XY Z  X  Y  Z�

los dos primeros son homog�eneos �de grados � y �� respectivamente� y el �ultimo no lo es�

Proposici�on 	���� Dados un anillo A y un entero n  �� todo polinomio de A�X�� � � � � Xn� se escribe
de modo �unico como suma de polinomios homog�eneos de distintos grados�

Demostraci�on� Si p �
P

i�Nn piX
i�
� 	 	 	Xin

n es la expresi�on de p como suma de monomios y ponemos

hj �
P

i������in�j piX
i�
� 	 	 	Xin

n � es claro que p � h�  h�  	 	 	 hk �donde k � gr�p�� es la expresi�on
buscada� �

Corolario 	���� Si D es un dominio y n  �� se tiene gr�pq� � gr�p�  gr�q� para cualesquiera
p� q � D�X�� � � � � Xn�� Adem�as� los grupos de unidades de D�X�� � � � � Xn� y de D coinciden
 es decir�
D�X�� � � � � Xn�� � D��

Demostraci�on� Dados polinomios p y q de grados n ym� sean p � h� h� 	 	 	 hn y q � l� l� 	 	 	 lm
sus expresiones como suma de polinomios homog�eneos� Entonces

pq � h�l�  �h�l�  h�l��  	 	 	 �hn��lm  hnlm���  hnlm

es la expresi�on de pq como suma de polinomios homog�eneos� Como D�X�� � � � � Xn� es un dominio y
hn 
� � 
� lm� deducimos que hnlm 
� �� lo que nos da la igualdad deseada� La �ultima a�rmaci�on se
demuestra ahora como en el caso de una indeterminada� �

Terminaremos haciendo algunos comentarios sobre las �ra��ces� de polinomios en varias indetermi�
nadas� que no se suelen llamar ra��ces sino ceros� Para simpli�car� consideraremos s�olo polinomios de
grado � con coe�cientes en R� y el lector podr�a imaginar las generalizaciones pertinentes�
Un elemento �a� b� � R� es un cero del polinomio f � R�X�Y � si f�a� b� � �� Denotaremos por V �f�

el conjunto de todos los ceros de f � Por ejemplo� V �XY � consiste en los ejes de R�� y V �X�  Y �� ���
es la circunferencia de radio � centrada en el origen�
Estos ejemplos muestran que el grado de un polinomio en varias indeterminadas no acota en modo

alguno el n�umero de ceros del polinomio� lo que da a �estos una gran riqueza geom�etrica� En efecto� el
�dibujo� de las ra��ces de un polinomio de R�X� es muy simple� son unos puntos aislados en la recta
real� En R�X�Y � �y� por supuesto� en tres o m�as indeterminadas�� los ejemplos anteriores son s�olo una
muestra de las curvas que pueden obtenerse como conjuntos de ceros de un polinomio� De hecho� es
claro que V �fg� � V �f� �V �g�� y as�� V �XY �X� Y �� ��� es la uni�on de los ejes con la circunferencia
de radio � centrada en el origen� Por otra parte� se suele denotar por V �f� g� la intersecci�on de V �f�
con V �g�� de modo que

V �X � a� Y � b� � f�a� b�g y V �XY�X�  Y � � �� � f��� ��� ���� ��� ��� ��� ������g�
Sobre R se tiene V �f� g� � V �f�  g��� lo que permite construir polinomios con conjuntos �nitos de
ceros� como �X � a��  �Y � b���
En general� la complejidad de V �f� aumenta con el grado de f � El estudio de los conjuntos V �f�

con gr�f� � � �y de sus intersecciones� corresponde a la llamada Geometr��a Af��n� y el caso de grados
arbitrarios corresponde a la Geometr��a Algebraica�
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�� Problemas

�� Sea A un anillo y sean a� u � A� Demostrar que el homomor�smo A�X�� A�X� de sustituci�on en
uX  a es un automor�smo si y s�olo si u es invertible en A�

�� Sea P � Z��X�� Demostrar que X � � divide a P precisamente si P tiene un n�umero par de
coe�cientes no nulos�

�� Justi�car la regla de Ru�ni para el c�alculo del cociente y el resto en la divisi�on de p � p� p�X  
� � � pnX

n entre X � a� La regla est�a representada por la tabla

pn pn�� pn�� � � � p� p�
a � aqn�� aqn�� � � � aq� aq�

qn�� qn�� qn�� � � � q� r

en la que los qi se obtienen� de izquierda a derecha� sumando los dos elementos que est�an encima�
Entonces q � q�  q�X  	 	 	 qn��X

n�� es el cociente de la divisi�on de p entre X � a� y r es su
resto�

	� �Para qu�e cuerpos es v�alida la f�ormula usual ��b

p
b��
ac
�a � para el c�alculo de las ra��ces de un

polinomio aX�  bX  c de grado ��

�� Sea p un entero primo� Demostrar que los polinomiosXp�X y
Qp

i���X� i� deZp�X� son iguales
y deducir una nueva demostraci�on del Teorema de Wilson� �p � ��" � �� mod p� �Indicaci�on�
Para la primera parte� considerar las ra��ces de ambos polinomios��

�� Hemos observado que la Proposici�on 	���	 no se veri�ca para polinomios sobre un anillo que no
sea un dominio� Comprobar que en este caso ni siquiera se veri�ca la a�rmaci�on sobre la �nitud
del n�umero de ra��ces es decir� dar un ejemplo de un polinomio no nulo en una indeterminada con
in�nitas ra��ces�

�� ��� Sea A un anillo� Demostrar que si P � A�X� es un divisor de cero en A�X�� entonces existe
� 
� a � A tal que aP � �� �Indicaci�on� Elegir un polinomio Q 
� � de grado m��nimo entre
los que satisfacen PQ � � y demostrar por inducci�on que piQ � �� donde p�� p�� � � � � pn son los
coe�cientes de P ��


� Si K es un cuerpo de caracter��stica �� �qu�e polinomios P � K�X� veri�can P � � �� �Y si la
caracter��stica es un primo p�

�� Sea D un dominio y sea P � D�X� el polinomio

P � nXn�� � �n ��Xn��  �n ��X � n

�n �Z��� Demostrar que la multiplicidad de � como ra��z de P es al menos �� y que es exactamente
� si la caracter��stica de D es �� �Advertencia� El caso de caracter��stica � ha de ser considerado
aparte��

��� Demostrar que si � 
� a � K� siendo K un cuerpo de caracter��stica �� entonces Xn � a no tiene
ra��ces m�ultiples en ning�un cuerpo que contenga a K como subcuerpo� �Qu�e se puede a�rmar si
K es un cuerpo de caracter��stica p� con p primo�

��� Dados dos polinomios P�Q � A�X�� se de�ne su composici�on P �Q� de forma natural utilizando
la PUAP� Demostrar que se satisface la regla de la cadena para la derivada de la composici�on�
�P �Q��� � P ��Q� 	Q��

��� Demostrar la f�ormula de Leibnitz para el c�alculo de las derivadas sucesivas de un producto de
polinomios�

�PQ��n	 �
nX
i��

�
n

i

�
P �n�i	Q�i	�
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��� Sea K un cuerpo de caracter��stica � y sea P � a�  a�X  	 	 	 anX
n � K�X��

�a� Demostrar que� para cada i  �� se tiene ai � �
i�P

�i	����

�b� Demostrar que� para todo b � K� se veri�ca la f�ormula de Taylor�

P �X � b� �
nX
i��

P �i	�b�

i"
�X � b�i�

�c� Deducir del apartado anterior una demostraci�on alternativa de la Proposici�on 	���
�

�	� Sea K un cuerpo y sean P�� � � � � Pr polinomios de K�X�� Demostrar que existe una extensi�on de
cuerpos K � K� tal que cada Pi se descompone totalmente en K��X��

��� SeanK un cuerpo� P � K�X� un polinomio no constante yK� � K�X���P �� �Cu�al es la dimensi�on
de K� como espacio vectorial sobre K� Deducir que el cuerpo K

� construido en el Corolario 	�	�	
tiene dimensi�on �nita como espacio vectorial sobre K�

��� Sea K un cuerpo y sean a�� a�� � � � � an � K distintos y b�� b�� � � � � bn � K� Demostrar que

P �X� �
nX
r��

br
Y
i	�r

�X � ai�

ar � ai

es el �unico polinomio de K�X� de grado � n que veri�ca P �ai� � bi para todo i� La f�ormula para
P se conoce con el nombre de f�ormula de interpolaci�on de Lagrange�

��� Demostrar que� si K es un cuerpo� entonces K�X� tiene in�nitos elementos irreducibles� Deducir
que�

�a� Todo cuerpo algebraicamente cerrado es in�nito�

�b� Si K es �nito� entonces en K�X� existen polinomios irreducibles de grado arbitrariamente
grande �es decir� para cada n �Z�� existe un polinomio irreducible de grado mayor o igual
que n��

�
� ��� Sea K un subcuerpo de K�� y sean f� g � K�X�� Demostrar�

�a� El m�aximo com�un divisor de f y g en K�X� tambi�en es su m�aximo com�un divisor en K��X��

�b� Si f es irreducible en K�X� y en K� hay una ra��z com�un de f y g� entonces f j g en K�X��
��� ��� Sea K un cuerpo� sea f � K�X�� Demostrar que f tiene una ra��z doble en alguna extensi�on

de K si y s�olo si f y su derivada f � no son coprimos en K�X�� �Indicaci�on� Usar los Proble�
mas �	 y �
��

��� ��� Sea F un cuerpo y K un subcuerpo de F � Se dice que F es algebraico sobre K �o que F es
una extensi�on algebraica de K� si todo elemento de F es la ra��z de un polinomio no nulo de K�X��

�a� Demostrar que F es algebraico sobre K precisamente si F no contiene un subanillo isomorfo
a K�X��

�b� Demostrar que si F no es algebraico sobre K� entonces F contiene un subcuerpo isomorfo al
cuerpo de cocientes K�X� de K�X��

�c� Demostrar que si F tiene dimensi�on �nita como espacio vectorial sobre K� entonces F es
algebraico sobre K�

��� �Es cierto que� si D es un DFU y b es un elemento de D� entonces s�olo hay una cantidad �nita
de ideales de D que contienen a b�

�En el estudio de funciones reales de variable real� la f�ormula de Taylor se usa para aproximar una funci�on f por un
polinomio en un entorno de un punto b� Este problema nos dice que� como es de esperar� si f es un polinomio entonces
se obtiene una igualdad� y no s�olo una aproximaci�on de f �
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��� Dar un ejemplo de un ideal primo no nulo de un DFU que no sea maximal�

��� Demostrar que toda ra��z racional de un polinomio m�onico con coe�cientes enteros es entera�

�	� Sea D un DFU y sea f � ao  a�X  	 	 	 anX
n un polinomio primitivo en D�X�� Demostrar

que� si existe un irreducible p � D tal que

p j ai para todo i � �� y p� 
 j an�

entonces f es irreducible en D�X� �es decir� el Criterio de Eisenstein se puede aplicar �al rev�es���

��� Descomponer en factores irreducibles el polinomio X
 � 	 en cada uno de los siguientes anillos�
Q�X��R�X�� C �X�� Z��X� y Z��X��

��� Descomponer los siguientes anillos cociente como producto de anillos �conocidos��

�a� R�X� m�odulo el ideal principal generado por el polinomioX� �X�  X � ��
�b� Q�X� m�odulo el ideal principal generado por el polinomioX� �X�  X � ��
�c� Q�X� m�odulo el ideal principal generado por el polinomio �X� � ��

��� Calcular el m�aximo com�un divisor y el m��nimo com�un m�ultiplo en Z�X� de las siguientes parejas
de polinomios�

�a� X� � �X�  X  	 y X� � �X  ��
�b� X�  � y X�  X�  X  ��

�c� ��X� � ��	X  ��	 y ���X�  ��X � ����
�
� Demostrar que los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican�

�a� X
  X  �� 	X� � �X � �
� � X


  �� X�  X�  �� X�  �X  �X  �� X� � �X  �� y
X
  �X  �� en Q�X��

�b� X�  X  � en Z��X��

�c� X�  Y � � � y X�Y � �X�  XY � � Y �  � en Q�X�Y ��

�d� X
  X  a con a impar� en Q�X��

�e� X�  �aX
 � 	X  	 con a �Z� en Q�X��
�f� Y �  X�Y �  X�Y  X� en D�X�Y � donde D es un DFU arbitrario�

��� Factorizar los siguientes polinomios en los anillos que se indican�

�a� �X
 � �X�  �� en Z�X�� Q�X��R�X� y C �X ��

�b� X�  �X�  �X  	 en Z��X��

��� Decidir cu�ales de los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican�

�a� �X�  �X  � en Z�X�� Q�X� yZ��X��

�b� X
  � en Z��X� y Q�X��

�c� X� � �
X�  ���X � ��� en Z�X� y Q�X��
�d� X�  X  � en R�X��Q�X� y Z��X��

�e� X�  X � � en R�X��Q�X� y Z��X��
�f� �X� � �X�  �X� � �� en Z�X� y Q�X��
�g� X
  ��X�  � en Z�X��

�h� Xn � p� donde n � � y p es un entero primo con p � � mod �� en R�X��Q�X� y Z��X��
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��� ��� El m�etodo de Kronecker para factorizar en Z�X� funciona como sigue� Dado � 
� f � Z�X��
podemos limitarnos a buscar divisores g de f con gr�g� � m� dondem es la parte entera de gr�f����
Dado un tal g� para cada a �Zse tiene g�a� j f�a� enZ� Si �jamos enteros a�� � � � � am con f�ai� 
�
�� los posibles valores de cada g�ai� quedan limitados por la condici�on g�ai� j f�ai�� Combinando
esto con la f�ormula de interpolaci�on de Lagrange �Problema ��� obtenemos un n�umero �nito de
candidatos a divisores de f � Si alguno est�a en Z�X� y divide a f � tenemos un primer paso en la
factorizaci�on y repetimos el m�etodo� En caso contrario� f es ya irreducible�

Un ejemplo� Si f � X
  X  �� entonces m � � y podemos considerar los enteros a� � ���
a� � � y a� � �� Entonces g���� j �� g��� j � y g��� j �� por lo que hay 
 posibilidades para g� Se
pide� Calcular estos 
 polinomios� comprobar que ninguno divide a f enZ�X�� y deducir que f es
irreducible�

Esto da idea de lo ine�caz que es el m�etodo si se emplea �a mano�� Sin embargo� el m�etodo es
f�acil de programar� y es e�caz para polinomios �de grado no muy grande y con coe�cientes no
muy grandes�� De hecho� el m�etodo funciona si sustituimosZpor un DFU in�nito D �para poder
elegir los ai cuando m es grande� con D� �nito �para que cada f�ai� tenga un n�umero �nito de
divisores� en el que haya un m�etodo para factorizar elementos�

��� ��� En el Problema �� del Cap��tulo � se ha visto que el cardinal de un cuerpo �nito K es
una potencia de un n�umero primo �de hecho� una potencia de la caracter��stica de K�� En este
problema� �jado un entero primo positivo p� vamos a ver que existen cuerpos
 de cardinal pn para
cada n �Z��
�a� Sea K un cuerpo de caracter��stica p �entero positivo primo�� y sea n �Z�� Demostrar que el

conjunto de las ra��ces en K del polinomioXpn �X es un subcuerpo �nito de K� �Indicaci�on�
Usar el Problema �� del Cap��tulo ���

�b� Deducir que� para cada n �Z�� existe un cuerpo de cardinal pn�
��� ��� Construir cuerpos de 	� 
� ��� �� �� y ��� elementos�

�	� Calcular todos los polinomios m�onicos irreducibles de grado � 	 en K�X�� cuando K es cada uno
de los cuerpos Zp con p primo menor o igual que ��� �Te atreves con los cuerpos K construidos
en el Problema ���

��� Sea A un anillo� Demostrar que si P � A�X�� � � � � Xn� tiene grado � y uno de los coe�ciente es
una unidad de A� entonces A�X�� � � � � Xn���P � �� A�X�� � � � � Xn����

��� ��� Sean K un cuerpo y P � p�  p�X  	 	 	  pnX
n �con pn 
� �� un polinomio de K�X�� Se

llama homogeneizado de P al polinomio de K�X�Y �

bP � p�Y
n  p�XY n��  	 	 	 pn��X

n��Y  pnX
n�

Demostrar�

�a� Si P � K�X� entonces bP �X� �� � P �

�b� Si P�Q � K�X� entonces dPQ � bP bQ�
�c� Si R � K�X�Y � es homog�eneo de grado n y el coe�ciente de Xn en R es diferente de ��

entonces �R�X� �� � R�

�d� Si R�� R� � K�X�Y � y R�R� es homog�eneo� entonces R� y R� son homog�eneos�

�e� SiK es algebraicamente cerrado entonces todo polinomio homog�eneo en K�X�Y � es producto
de polinomios homog�eneos de grado ��

�f� Escribir Y � � �Y �X  �X� � Q�X� como producto de polinomios homog�eneos de grado ��
�De hecho� salvo isomor�smos� existe un �unico cuerpo de cardinal q para cada entero positivo q � 	 que sea potencia

de primo� La demostraci�on de este hecho se ver�a en la asignatura de tercer curso Ecuaciones Algebraicas� Este �unico
cuerpo de cardinal q se suele denotar por Fq� en particular� para p primo� se tiene Fp �Zp�
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��� ��� SeaK un cuerpo y sea P � K�X�Y �� Supongamos que el coe�ciente principal de P � considerado
como polinomio en K�X��Y �� no es divisible por X � �� Demostrar que� si P �X� �� es irreducible
en K�X�� entonces P �X�Y � es irreducible en K�X�Y ��

�
� ��� Demostrar que si K es un cuerpo y P�Q � K�X�Y � son coprimos� entonces el conjunto

V �P � � V �Q� � f�a� b� � K� � P �a� b� � Q�a� b� � �g

es �nito� �Indicaci�on� Aplicar el Lema de Bezout en el dominio eucl��deo K�X��Y �� donde K�X�
es el cuerpo de cocientes de K�X���

��� ��� En este problema se van a dar las claves para resolver las ecuaciones de tercer grado sobre un
cuerpo K algebraicamente cerrado y de caracter��stica distinta de � y de � �en particular� sobre el
cuerpo complejo C �� El lector deber�a comprobar las a�rmaciones que se hacen�

�a� Si �� 	 � K son las ra��ces del polinomioX� aX  b � K�X�� entonces � 	 � �a y �	 � b�

�b� Sea � � ���
p��
� una ra��z en K del polinomio X�  X  �� Entonces �� � y �� � ���p��

�
son las tres ra��ces del polinomioX� � � es decir� son las tres ra��ces c�ubicas de la unidad� Si
u es una ra��z c�ubica de � 
� a � K �es decir� una ra��z del polinomio X� � a�� entonces u� y
u�� son las otras dos ra��ces c�ubicas de a�

�c� Para resolver una ecuaci�on polin�omica podemos suponer� si perder generalidad� que el poli�
nomio es m�onico� Sustituyendo X por X � a� para un a � K apropiado� una ecuaci�on de
tercer grado se convierte en una de la forma

X� � qX � r � �� �	�
���

y si 	 es una soluci�on de �	�
��� entonces � � 	 � a es una soluci�on de la ecuaci�on original�
Por tanto podemos limitarnos a resolver �	�
���� y como esto es trivial cuando r � � o cuando
q � �� supondremos que r� q 
� ��

�d� Sustituyendo X por u  v e imponiendo la condici�on �uv  q � �� se obtiene la ecuaci�on
bic�ubica �es decir� cuadr�atica en u��

u� � ru� � q�

��
� �� �	�
���

llamada resolvente de la ecuaci�on �	�
����

�e� Una soluci�on de �	�
��� viene dada por una ra��z c�ubica u de �r���  
p
�r��	�  �q������

Entonces v � �q���u� es una ra��z c�ubica de �r��� �p�r��	�  �q������ y por tanto u� u��
u��� v� v� y v�� son las seis soluciones de la resolvente�

�f� Las tres soluciones de �	�
��� son entonces u v� u�  v�� y u��  v��

�g� Se obtiene as�� la f�ormula de Cardano para las soluciones de �	�
����

�

s
r

�
 

r
r�

	
 
q�

��
 

�

s
r

�
�
r
r�

	
 
q�

��
�

donde las dos ra��ces c�ubicas han de ser tales que su producto sea �q���
�h� Como aplicaci�on� pueden calcularse las ra��ces complejas de los polinomios

X� �X� �X  �� X�  X�  �X  �� X�  X�  ��
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Cap��tulo �

Grupos

Se estudia la estructura de grupo y se presentan sus ejemplos y propiedades b�asicas�

Introducci�on

Un grupo es un conjunto con una operaci�on asociativa y con elemento neutro para la que todo elemento
tiene un sim�etrico �inverso�� Esta estructura es� en principio� m�as sencilla que la de anillo� Sin embargo�
no se asume la conmutatividad de la operaci�on� y esto la convierte en una estructura de naturaleza
muy distinta cuando se opera formalmente y cuando se manejan ejemplos� Comenzamos el cap��tulo
presentando las propiedades elementales de la operaci�on en un grupo y mostrando diversos ejemplos
que ponen de mani�esto que la noci�on de grupo aparece de modo natural en muy diversas situaciones�
Particularmente importantes ser�an los grupos sim�etricos y los grupos di�edricos�
A continuaci�on recorremos un camino similar al que seguimos al estudiar la estructura de anillo�

Para un grupo G� describiremos los subconjuntos que� con la misma operaci�on� siguen siendo grupos
�subgrupos�� y consideraremos las relaciones de equivalencia en G que son compatibles con su operaci�on�
lo que dar�a lugar a los conceptos de subgrupo normal y de grupo cociente� Tambi�en estudiaremos los
homomor�smos de grupos� hasta interpretar los grupos isomorfos como grupos �esencialmente iguales��
En el camino aparecer�an otras nociones espec���cas del estudio de los grupos� acompa�nadas de

resultados que ser�an fundamentales� las clases laterales �y el Teorema de Lagrange�� el orden de un
elemento �y la caracterizaci�on de los grupos c��clicos� y la conjugaci�on �y la Ecuaci�on de Clases�� Todas
ellas son especialmente �utiles cuando el grupo considerado es �nito� pues permiten obtener informaci�on
usando s�olo el cardinal del grupo y de algunos de sus subgrupos� De hecho� con la informaci�on b�asica
de este cap��tulo� describiremos los grupos �nitos con un n�umero primo de elementos� y plantearemos
cuestiones sobre la descripci�on de otros grupos �nitos de cardinal peque�no que iremos resolviendo en
los pr�oximos cap��tulos�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer la de�nici�on de grupo y sus principales ejemplos� y dominar su aritm�etica�

� Conocer el concepto de subgrupo y los criterios para determinar cu�ando un subconjunto es sub�
grupo�

� Saber identi�car el subgrupo generado por un subconjunto� y saber encontrar y manejar sistemas
generadores de subgrupos�

� Conocer los conceptos de clase lateral e ��ndice� y el Teorema de Lagrange�

� Conocer el concepto de subgrupo normal N de un grupo G� y los criterios para decidir si un
subgrupo es normal� Manejar la operaci�on del grupo cociente G�N y la relaci�on entre los subgrupos
de G y los de G�N �Teorema de la Correspondencia��

���
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� Conocer las propiedades b�asicas de los homomor�smos de grupos� las nociones de n�ucleo e imagen
y los Teoremas de Isomorf��a�

� Conocer la de�nici�on de orden de un elemento� sus distintas interpretaciones y sus propiedades
elementales� Saber determinar el orden de un elemento en ejemplos concretos�

� Conocer la clasi�caci�on de los grupos c��clicos y el hecho de que veri�can el �rec��proco del Teorema
de Lagrange��

� Conocer el concepto de elementos conjugados� la relaci�on entre la clase de conjugaci�on de un
elemento a y el centralizador de a� y la Ecuaci�on de Clases�

Desarrollo de los contenidos

	�� Grupos

En el Cap��tulo � hemos visto la noci�on de grupo abeliano� En muchas ocasiones hay que considerar
estructuras que cumplen todas las propiedades de un grupo abeliano excepto la conmutatividad de la
operaci�on son los grupos�

De�nici�on ����� Un grupo es un par� �G� �� formado por un conjunto G con una operaci�on � que�

� Es asociativa� para cualesquiera x� y� z � G� se veri�ca �x � y� � z � x � �y � z��
� Tiene elemento neutro� existe e � G tal que� para todo x � G� se veri�ca x � e � x � e � x�
� Todo elemento x de G tiene un elemento sim�etrico� existe y � G tal que x � y � e � y � x�
Si la operaci�on es adem�as conmutativa tenemos la de�nici�on de grupo abeliano� En los cap��tulos

precedentes hemos visto numerosos grupos abelianos por ejemplo� si �A� � 	� es un anillo entonces
�A� � es un grupo abeliano y �A�� 	� tambi�en lo es� Si el anillo no es conmutativo entonces �A�� 	� es
un grupo que en general no es abeliano� por ejemplo� no lo es si A � Mn�R� y n � � �en cuyo caso
A� est�a formado por las matrices con determinante no nulo�� Vamos a posponer la presentaci�on de
los principales ejemplos de grupos hasta la secci�on siguiente� y dedicaremos �esta a establecer algunas
generalidades sobre el concepto�
Como vimos en la Secci�on ���� las condiciones de la de�nici�on de grupo tienen algunas consecuencias

inmediatas�

� La asociatividad garantiza una asociatividad generalizada que permite considerar la acci�on de
la operaci�on � en un conjunto �nito x�� � � � � xn de elementos de G y escribir sin ambig#uedad
x� � 	 	 	 � xn�

� El elemento neutro es �unico�
� El elemento sim�etrico de cada elemento es �unico�
� Todo elemento es cancelable por la derecha y por la izquierda� si x � y � x � z �o y � x � z � x
entonces y � z�

En la mayor��a de las ocasiones usaremos la notaci�on multiplicativa para un grupo G� Denotaremos
la operaci�on por 	 �y escribiremos ab en vez de a 	 b�� el neutro por � y el sim�etrico de x por x�� �y le
llamaremos el inverso de x�� La notaci�on xn �con x � G y n �Z� tendr�a el signi�cado habitual� x� � ��
si n � � entonces xn representa el resultado de operar x consigo mismo n veces� y si n � � entonces
xn � �x���jnj� As��� cuando digamos �G es un grupo� asumiremos que su operaci�on es 	 y que su neutro
es ��
Por lo general� reservaremos la notaci�on aditiva para grupos abelianos� en este contexto denotaremos

la operaci�on �conmutativa� por  � el neutro por � y el sim�etrico de x por �x �y le llamaremos el opuesto
de x�� En este caso� la notaci�on xn se sustituye por nx�
Algunas propiedades elementales de la operaci�on en un grupo est�an vistas en la Secci�on ���� pero

no est�a de m�as reenunciarlas aqu���

�Cuando no existe riesgo de confusi�on con la operaci�on diremos simplemente que G es un grupo�
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Ejercicio ����� Si G es un grupo y e� x� y� x�� � � � � xr � G� demostrar�

�� Si e � G veri�ca ex � x para cada x � G entonces e � �� Es decir� un neutro por la izquierda es
ya el neutro de G�

	� Si x� y � G veri�can xy � � entonces se tiene tambi�en yx � � y por tanto y � x��� Es decir� un
inverso por la izquierda de x es ya el inverso de x�

�� �x����� � x�

� �xy��� � y��x��
 m�as generalmente �x� 	 	 	xr��� � x��
r 	 	 	x��

� �en general no se tiene necesa�
riamente �xy��� � x��y����

�� Si n�m �Zentonces xn�m � xnxm y �xn�m � xnm�

�� La igualdad �xy�� � x�y� se veri�ca si y s�olo si xy � yx �decimos en este caso que x e y
conmutan��

�� Si todos los elementos de G veri�can x� � � entonces G es abeliano�

El siguiente resultado nos ahorrar�a trabajo a la hora de veri�car que ciertos ejemplos que se nos
presentar�an son grupos�

Lema ����� Sea G un conjunto con una operaci�on asociativa �	� y un elemento e � G tales que�

�� e es un neutro por la derecha
 es decir� xe � x para cada x � G�

	� Existen inversos por la derecha
 es decir� para cada x � G existe +x � G tal que x+x � e�

Entonces �G� 	� es un grupo�

Demostraci�on� Observamos primero que hay �cancelaci�on por la derecha�� Si ax � bx entonces a � b�
pues

a � ae � a�x+x� � �ax�+x � �bx�+x � b�x+x� � be � b�

Ahora� para cualquier x� se tiene

�ex�+x � e�x+x� � ee � e � x+x�

y cancelando +x deducimos que ex � x� de modo que e es un elemento neutro para la operaci�on� Por
�ultimo� +x tambi�en veri�ca +xx � e� como se ve cancelando en

�+xx�+x � +x�x+x� � +xe � +x � e+x�

�

Proposici�on ����	 Sea G un conjunto no vac��o con una operaci�on asociativa �	�� Entonces las si�
guientes condiciones son equivalentes�

�� �G� 	� es un grupo�

	� Dados a� b � G� cada una de las ecuaciones aX � b e Y a � b tiene una �unica soluci�on en G�

Demostraci�on� � implica �� Es claro que X � a��b e Y � ba�� son soluciones de las ecuaciones
dadas� y son las �unicas porque podemos cancelar�
� implica �� Como G no es vac��o existe a � G� Si denotamos por e � G a la �unica soluci�on de la

ecuaci�on aX � a� entonces e es un neutro por la derecha� pues dado b � G la ecuaci�on Y a � b tiene
una soluci�on �unica Y � y es decir� ya � b� de donde

be � �ya�e � y�ae� � ya � b�

El hecho de que toda ecuaci�on de la forma aX � e tenga soluci�on signi�ca que todo elemento de G
tiene inverso por la derecha� y entonces el resultado es consecuencia del Lema ������ �

Aunque m�as tarde desarrollaremos con detalle la noci�on de homomor�smo de grupos� damos aqu��
la de�nici�on con el objetivo de poder manejar ya el concepto de isomor�smo de grupos�
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De�nici�on ����� Sean �G� 	� y �H� �� dos grupos� Un homomor�smo de grupos entre G y H es una
aplicaci�on f � G� H que conserva las operaciones
 es decir� tal que

f�a 	 b� � f�a� � f�b�
para cualesquiera a� b � G� Si f es un homomor�smo biyectivo� decimos que es un isomor�smo de
grupos� y que G y H son isomorfos� Las nociones de endomor�smo y automor�smo se de�nen como en
el caso de anillos�

Ejercicio ����� Demostrar que� si f � G � H es un isomor�smo de grupos� entonces la aplicaci�on
inversa f�� � H � G es tambi�en un isomor�smo de grupos�

Como ocurri�o con los isomor�smos de anillos� si existe un isomor�smo entre dos grupos �estos pueden
considerarse como b�asicamente iguales�

Ejercicio �����

�� Demostrar que� si f�� ag es un grupo �con neutro ��� entonces su operaci�on viene forzosamente
dada por a� � � �en el resto de productos aparece el neutro y� en consecuencia� no es necesario
describirlos�� En particular� el grupo es abeliano�

	� Demostrar que� si G � f�G� gg y H � f�H � hg son grupos �con neutros �G y �H�� entonces la
aplicaci�on f � G � H dada por �G �� �H y g �� h es un isomor�smo de grupos� Es decir�
cualesquiera dos grupos con dos elementos son isomorfos� Se dice que �salvo isomor�smos� s�olo
hay un grupo con dos elementos�� Como Z� es uno de ellos �en notaci�on aditiva la condici�on
a� � � se traduce en a a � ��� deducimos que� salvo isomor�smos� Z� es el �unico grupo con dos
elementos�

�� Demostrar que� si f�� a� bg es un grupo con neutro �� entonces su operaci�on viene dada por a� �
b� ab � ba � �� b� � a� En particular� el grupo es abeliano�

� Demostrar que� si G � f�G� g� g�g y H � f�H � h� h�g son grupos con neutros �G y �H � entonces la
aplicaci�on f � G � H dada por �G �� �H � g �� h y g� �� h� es un isomor�smo de grupos ��hay
alg�un otro isomor�smo entre G y H��� Deducir que� salvo isomor�smos�Z� es el �unico grupo con
tres elementos�

	�� Ejemplos

Como hemos comentado despu�es de la De�nici�on ������ ya contamos con numerosos ejemplos de grupos
abelianos provenientes de anillos� Por ejemplo� los grupos aditivos �Z� �� �Zn� �� �Q� �� �R� ��
�C � �� y los grupos multiplicativos �Z�n� 	�� �Q�� 	�� �R�� 	�� �C � � 	�� Por brevedad� a partir de ahora Z�
Zn� Q��� denotar�an los correspondientes grupos aditivos� yZ

��Z�n� Q
���� denotar�an los correspondientes

grupos multiplicativos� Los vectores de un espacio vectorial con la suma proporcionan otro ejemplo de
grupo� En esta secci�on presentaremos ejemplos de grupos no abelianos� pero antes observemos que hay
una manera f�acil de obtener grupos nuevos a partir de otros� lo que multiplicar�a el n�umero de ejemplos
a nuestra disposici�on�

Ejemplo ����� Producto directo de grupos�

Si �G� �� y �H� �� son grupos entonces �G � H� 	� es un grupo� donde la operaci�on 	 est�a de�nida
componente a componente a partir de � y � es decir�

�g� h� 	 �g�� h�� � �g � g�� h � h���
Este grupo G � H se llama el producto directo de los grupos G y H� y es abeliano si y s�olo si lo son
G y H� Su neutro es ��G� �H�� donde �G y �H son los neutros de G y de H� y el inverso de �g� h� es
�g��� h����
La construcci�on anterior se generaliza al producto cartesiano de cualquier familia de grupos� �nita

o in�nita� El producto de una familia de grupos fGi � i � Ig se denota Qi�I Gi y si I � Nn es �nito�
entonces se denota G� �G� � 	 	 	 �Gn�
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El ejemplo m�as cl�asico de grupo no abeliano es el siguiente�

De�nici�on ����� Sea A un conjunto no vac��o� Llamamos permutaci�on o sustituci�on de A a cualquier
aplicaci�on biyectiva f � A � A� y denotamos el conjunto de todas las permutaciones de A por S�A��
Cuando A � Nk � f�� �� � � � � kg �o� m�as generalmente� cuando A es un conjunto �nito con k elementos�
escribimos Sk en lugar de S�A��

La composici�on de aplicaciones es una operaci�on en el conjunto S�A� que lo dota de estructura de
grupo� la composici�on siempre es asociativa� el elemento neutro es la aplicaci�on identidad� y el inverso
de una aplicaci�on es su aplicaci�on inversa en el sentido usual� Llamamos a este grupo el grupo sim�etrico
sobre A
 a Sk se le suele llamar el grupo sim�etrico en k elementos�

Si A s�olo tiene � elemento entonces S�A� se reduce a la aplicaci�on identidad y por tanto es el grupo
trivial �en el sentido de los Ejemplos ������� Si A s�olo tiene � elementos� A � fx� yg� entonces S�A�
consiste en la identidad y en la aplicaci�on que intercambia x con y� y es claramente un grupo abeliano
isomorfo aZ�� Si A contiene al menos tres elementos distintos x� y� z entonces S�A� no es abeliano� sea
f � S�A� la permutaci�on que intercambia x con y y deja �jos al resto de elementos� y sea g � S�A� la
permutaci�on que intercambia x con z y deja �jos al resto de elementos� Entonces f�g�x�� � f�z� � z y
g�f�x�� � g�y� � y� y por lo tanto f � g 
� g � f �

Ejercicio ����� Si X e Y son conjuntos entre los que existe una biyecci�on� demostrar que los grupos
de permutaciones S�X� y S�Y � son isomorfos�

Ejercicio ����	 Demostrar que Sn tiene n" elementos�

Ejemplo ����� El grupo sim�etrico sobre tres elementos� S��

Por el Ejercicio ����	� S� tiene � elementos� Denotemos por e a la permutaci�on identidad� por � a la
que intercambia � con � y �ja �� y por � la permutaci�on circular que lleva cada elemento al siguiente�
y el �ultimo al primero�
Daremos la lista de los elementos de S� escribiendo cada aplicaci�on biyectiva f � N� � N� en la

forma siguiente� �
� � �

f��� f��� f���

�
�

Con esta escritura� los � elementos de S� son los siguientes �recu�erdese que� al componer dos aplicaciones�
la que act�ua en primer lugar se escribe a la derecha��

e �

�
� � �
� � �

�
� �

�
� � �
� � �

�
�� �

�
� � �
� � �

�
� �

�
� � �
� � �

�
�� �

�
� � �
� � �

�
��� �

�
� � �
� � �

�
Haciendo los c�alculos directos� que se simpli�can usando adecuadamente la igualdad �� � ��� �

podemos construir una �tabla de multiplicar� para el grupo S��

� e � �� � �� ���

e e � �� � �� ���
� � �� e �� ��� �

�� �� e � ��� � ��
� � ��� �� e �� �

�� �� � ��� � e ��

��� ��� �� � �� � e

Obs�ervese que� en cada �la y en cada columna de la tabla� cada elemento del grupo aparece exac�
tamente una vez� Esto es un hecho cierto en la tabla de cualquier grupo� �por qu�e�

Ejercicio ����� Escribir las tablas de los grupos Z
 y Z��Z�� y deducir que no son isomorfos� El
segundo de ellos se conoce como el grupo de Klein�
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Ejemplo ����� Los giros y simetr��as del cuadrado� el grupo di�edrico D
�

Imaginemos un cuadrado de v�ertices �� �� � y 	� Podemos suponer que el cuadrado est�a centrado en el
origen de un sistema de referencia cartesiano del plano real�

� �

��

Consideremos ahora� en el plano� los giros �en sentido antihorario� alrededor de un punto y las simetr��as
respecto de rectas que llevan el cuadrado sobre s�� mismo� por ejemplo� si r es un giro de �angulo ���
�en radianes� alrededor del origen� entonces el cuadrado se transforma en un cuadrado en la misma
posici�on� aunque el v�ertice � se haya movido hasta ocupar el punto donde antes estaba el 	� etc� Tales
giros y simetr��as son exactamente ocho�

� El giro de �angulo �� que deja �jo cada punto del cuadrado� Lo denotaremos por e�

� Los giros de �angulos ���� � y �����

�

�

�

�

�

�

�

�

giro ���

�

� Las simetr��as con respecto a los ejes horizontal �y � �� y vertical �x � ���

�

�

�

�

�

�

�

�

simetr��a
y � �
�

� Las simetr��as con respecto a las dos diagonales del cuadrado �rectas x � y �o x � �y�� estas dejan
dos v�ertices opuestos �jos e intercambian los otros dos�
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�

�

�

�

�

�

�

�

simetr��a
x � y
�

Llamemos D
 a este conjunto� Vamos a dotarlo de una estructura de grupo cuya operaci�on ser�a la
composici�on de movimientos esto es� dados dos movimientos� y 	 en D
� escribiremos �	 para designar
al movimiento que resulta cuando aplicamos primero 	 y despu�es �� Esta operaci�on es asociativa� pues
podemos interpretarla como una composici�on de aplicaciones� Para ver que D
 es un grupo� antes de
nada hemos de ver que la operaci�on es interna� lo que conseguimos calculando directamente la tabla�

Claramente� e es el neutro de la operaci�on� Como en el Ejemplo ������ vamos a destacar dos elementos
r y s a partir de los cuales podremos describir el resto� El elemento r ser�a el giro de �angulo ���� y el
elemento s ser�a la simetr��a de eje x � y�

Est�a claro que r� es el giro de �angulo �� que r� el de �angulo ����� y que r
 � e� Adem�as� rs es la
simetr��a respecto del eje vertical x � �� r�s es la simetr��a respecto del eje y � �x� y r�s es la simetr��a
respecto del eje horizontal y � �� Como en el Ejemplo ������ la igualdad sr � r�s �que se comprueba
f�acilmente� resulta �util para construir la tabla�

	 e r r� r� s rs r�s r�s

e e r r� r� s rs r�s r�s
r r r� r� e rs r�s r�s s

r� r� r� e r r�s r�s s rs
r� r� e r r� r�s s rs r�s

s s r�s r�s rs e r� r� r
rs rs s r�s r�s r e r� r�

r�s r�s rs s r�s r� r e r�

r�s r�s r�s rs s r� r� r e

Completada la tabla� vemos que la operaci�on es interna y que cada elemento tiene un inverso� por
lo que D
 es un grupo�

Ejemplo ����
 Los giros y simetr��as del tri�angulo equil�atero� el grupo di�edrico D��

Veamos un ejemplo an�alogo al anterior� referido ahora al tri�angulo equil�atero� Denotaremos por D� al
siguiente conjunto de movimientos que dejan invariante el tri�angulo equil�atero� la identidad e� los giros
centrados en el centro del tri�angulo de �angulos ���� y 	����

�

�

� �

�

�

giro ����

�

y las simetr��as con respecto a las tres bisectrices de los �angulos�
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�

�

� �

�

�

simetr��a
x � �
�

Como en el ejemplo anterior� consideraremos como operaci�on en D� la composici�on de movimientos� que
es asociativa y tiene a e por elemento neutro� Si r denota el giro de �angulo ���� y s denota la simetr��a
de eje vertical� es claro que r� es el giro de �angulo 	��� y que r� � e� y es f�acil veri�car que rs y r�s
son las simetr��a con respecto a las bisectrices que pasan por � y por �� respectivamente� Observando
adem�as que sr � r�s� se puede construir la tabla de la operaci�on�

	 e r r� s rs r�s

e e r r� s rs r�s
r r r� e rs r�s s

r� r� e r r�s s rs
s s r�s rs e r� r

rs rs s r�s r e r�

r�s r�s rs s r� r e

En particular� la operaci�on es interna y todo elemento tiene un inverso� por lo que D� es un grupo�

Aunque los grupos S� y D� se han construido de manera distinta� desde el punto de vista de la
Teor��a de Grupos son esencialmente iguales� como podr�a comprobar el lector resolviendo el siguiente
ejercicio�

Ejercicio ����� Describir un isomor�smo entre S� y D��

En vista de los dos ejemplos anteriores� es natural preguntarse si� en general� el conjunto Dn de los
giros y simetr��as de un n��agono regular es un grupo con la composici�on� Si tratamos de desarrollar este
caso general como los anteriores� nos encontramos con el problema de demostrar que la composici�on es
una operaci�on interna en Dn� Esto lo hemos resuelto� para D� y D
� dando expl��citamente la tabla del
grupo� pero este m�etodo no es razonable en el caso general� Para resolver este problema vamos a dar
una descripci�on alternativa de Dn� que adem�as har�a aparecer de modo natural el concepto de subgrupo�
al que dedicaremos la pr�oxima secci�on�

Ejemplo ����� Isometr��as del plano�

Una isometr��a del plano eucl��deo R� es una biyecci�on f � R�� R� que conserva la distancia� es decir

d�x� y� � d�f�x�� f�y��

para todo x� y � R�� Claramente la composici�on de dos isometr��as es una isometr��a y la inversa de una
isometr��a es una isometr��a� por tanto el conjunto Isom�R�� de las isometr��as del plano es un grupo�
Ejemplos de isometr��as son los giros alrededor de puntos�

O � f�O	

A

BC

f�A	

f�B	

f�C	
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las re�exiones respecto de rectas�

O � f�O	

A

BC

f�C	

f�B	

f�A	

y las traslaciones�

O

A

BC

f�O	

f�A	

f�B	f�C	

Si �jamos un punto O de R�� entonces las isometr��as que dejan �jo el punto O forman tambi�en un
grupo� Un resultado que se ver�a en �Algebra Lineal y Geometr��a Eucl��dea asegura que las isometr��as
que dejan �jo el punto O son precisamente los giros alrededor de O y las re�exiones respecto de rectas
que pasan por O�

Ejemplo ������ Las isometr��as de un n��agono regular� el grupo di�edrico Dn�

Sea V � fv�� v�� � � � � vng el conjunto de los v�ertices de un n��agono regular P del plano real �n  ���
Denotamos por O el centro de P � y suponemos que los v�ertices est�an ordenados en sentido horario�
Llamamos Dn al conjunto de las isometr��as del plano que dejan invariante el pol��gono regular P glo�
balmente �aunque no necesariamente punto a punto�� Como la composici�on de isometr��as que dejen P
invariante y el inverso de una de ellas tienen la misma propiedad� Dn es un grupo� que llamamos el
n��esimo grupo di�edrico� Claramente el centro O de P es invariante por todos los elementos de Dn y por
tanto los elementos de Dn son o giros alrededor de O o re�exiones a trav�es de rectas que pasan por O�

Claramente los �unicos giros alrededor de O que dejan �jo el pol��gono son los de �angulos que sean
m�ultiplos enteros de ���n� Por otro lado las rectas de simetr��a pueden ser de tres tipos� Si n es impar
cada recta de simetr��a pasa por un v�ertice y el punto medio del lado opuesto� Si n es par� entonces hay
dos tipos de rectas de simetr��a unas pasan por dos v�ertices opuestos y las otras pasan por los puntos
medios de lados opuestos� En cualquier caso Dn est�a formado por

� Las rotaciones �o giros� en torno al centro O de �angulos k ��
n � con k � �� �� � � �� n� �� Para k � �

obtenemos la aplicaci�on identidad e� y en general el inverso de la rotaci�on de �angulo k ��
n
es la

rotaci�on de �angulo �n � k���n �

� Las re�exiones respecto de rectas que pasan por O y llevan a V sobre s�� mismo� Es claro que cada
re�exi�on es su propia inversa� Siempre hay exactamente n ejes de simetr��a� Si n es impar� cada
uno va de un v�ertice al punto medio del lado opuesto y si n es par hay n�� ejes que unen v�ertices
opuestos� y otros n�� ejes que unen puntos medios de lados opuestos� Para los casos n � � y
n � �� se tienen las siguientes rectas de simetr��a�
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� �

�

�



� �

�

�

�

Es claro que las n rotaciones son elementos distintos de Dn� y tambi�en es claro que las n re�exiones
son distintas entre s��� Adem�as� una re�exi�on nunca puede ser una rotaci�on� pues las primeras invierten
el orden de los v�ertices �de antihorario a horario y viceversa�� por ejemplo�

� �

�

�

� �



�

�

re�exi�on
x � �

�

mientras que las segundas lo conservan�

� �

�

�

� �



�

�

giro 	���

�

Consideremos ahora en Dn los siguientes elementos� R es la rotaci�on de �angulo ���n� y S es una
re�exi�on� arbitraria pero �ja� Es claro que Rn � e� que S� � e y que R� � e�R�R�� � � � � Rn�� son las
n distintas rotaciones de Dn� Por otra parte� los elementos S�RS�R

�S� � � � � Rn��S son distintos entre
s�� �podemos cancelar S� y son re�exiones �invierten el orden de los v�ertices�� de modo que

Dn � fe�R�R�� � � � � Rn��� S�RS�R�S� � � � � Rn��Sg�

Como RkS es una re�exi�on� se tiene e � �RkS�� � Rk�SRkS�� por lo que SRkS � �Rk��� � Rn�k
multiplicando a la derecha por S obtenemos SRk � Rn�kS� y en particular SR � R��S� Usando
adecuadamente las relaciones

Rn � e� S� � e y SRk � Rn�kS�

podemos expresar cualquier producto de elementos deDn en la formaRk �oRkS con k � f�� �� � � �� n��g�
Por ejemplo� en D� se tiene

�R�S�R� � R�SR� � R�R
S � R�S � R�S
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�o
�R�S��R�S� � R��SR��S � R��R�S�S � RS� � R�

Dejamos como ejercicio para el lector la comprobaci�on de que� usando s�olo las relaciones Rn � e � S�

y SR � R��S y el hecho de que Dn es un grupo� es posible deducir que

Dn � fe�R�R�� � � � � Rn��� S�RS�R�S� � � � � Rn��Sg
y que SRk � Rn�kS para cada k � Nn� Como acabamos de ver� esto identi�ca totalmente al grupo
es decir� al conjunto y a su operaci�on� Este hecho se expresa diciendo que Dn est�a generado por los
elementos R y S sujetos a esas tres relaciones�� y se simboliza por

Dn � hR�S � Rn � e� S� � e� SRS � R��i�
Ejercicio ������ Con la notaci�on del Ejemplo ��	���� supongamos que S es la re�exi�on con respecto
a la recta que une el centro O con el v�ertice vn� Se pide�

�� Comprobar que� para cada i � Nn� se tiene R�vi� � vi�� y S�vi� � vn�i�

	� Determinar cu�al es el eje de la re�exi�on RkS� �Indicaci�on� Si n es impar� el eje pasa por un
v�ertice que depende de k y del inverso de 	 m�odulo n� Si n es par� el eje pasa por dos v�ertices si
k es par� y por los puntos medios de dos lados si k es impar��

Terminamos la secci�on con un ejemplo de naturaleza distinta a los anteriores� En particular� este
grupo puede ser in�nito �de hecho lo es precisamente si el cuerpo K que se considera es in�nito��

Ejemplo ������ El grupo lineal GLn�K��

Sea K un cuerpo� El conjunto de todas las matrices de Mn�K� con determinante no nulo �es decir�
invertibles� es un grupo no abeliano �para n  �� con el producto usual de matrices� Su elemento
neutro es la matriz identidad y el inverso de una matriz A es su matriz inversa en el sentido usual� Le
llamamos el grupo lineal general de matrices n� n sobre K� y lo denotamos por GLn�K��

	�� Subgrupos

La de�nici�on de subgrupo de un grupo es similar a la que usamos en el caso de subanillos�

De�nici�on ����� Sea �G� 	� un grupo� Un subgrupo de G es un subconjunto H de G cerrado para la
operaci�on 	 y tal que �H� 	� es un grupo �se dice que la operaci�on de G induce una estructura de grupo
en H��

Consideremos la tabla del grupo D
 construida en el Ejemplo ������ Si nos �jamos en las cuatro
primeras �las y en las cuatro primeras columnas� observamos que H � f�� r� r�� r�g es un subgrupo�
En general� este es un m�etodo poco efectivo de determinar si un subconjunto es o no un subgrupo� y
los siguientes resultados constituyen una simpli�caci�on notable de este problema� La demostraci�on del
primero es esencialmente igual que la de la Proposici�on ������

Proposici�on ����� Sea G un grupo y sea H un subconjunto� Las siguientes condiciones son equiva�
lentes�

�� H es subgrupo de G�

	� � � H y H es cerrado para el producto y para inversos �es decir� si a� b � H entonces ab � H y
a�� � H��

�� H no es vac��o y� si a� b � H� entonces ab�� � H�

Decidir cu�ando un subconjunto �nito es un subgrupo es algo m�as f�acil como la mayor��a de nuestros
ejemplos ser�an de grupos �nitos� el resultado que sigue ser�a de gran utilidad�

�Existe una de�nici�on rigurosa del concepto de grupo expresado en funci�on de generadores y relaciones que no veremos
en este curso�
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Corolario ����� Sea G un grupo� Si H es un subconjunto �nito de G� no vac��o y cerrado para el
producto� entonces H es subgrupo de G�

Demostraci�on� Por la proposici�on anterior� basta ver que H contiene al � y es cerrado para inversos�
Como H no es vac��o� existe un elemento a � H� Entonces a� a�� � � � � an� � � � est�an en H por la hip�otesis
y� como H es �nito� deben existir enteros positivos distintos n�m con an � am� Podemos suponer que
n � m� de modo que r � n�m � �� Cancelando se obtiene ar � �� igualdad de la que deducimos que
� � H �por la hip�otesis� y que a�� � ar�� est�a en H� �

Ejemplos ����	 Subgrupos�

�� Sea G un grupo cualquiera� Entonces f�g y el propio G son subgrupos de G� llamados respectiva�
mente el subgrupo trivial y el subgrupo impropio de G� Los subgrupos distintos de f�g se llaman
no triviales y los subgrupos distintos de G se llaman propios�

�� Los ideales de un anillo son subgrupos de su grupo aditivo� Para el anilloZno hay m�as subgrupos�
ya que multiplicar a por un elemento de Zequivale a sumar a �o �a varias veces consigo mismo�

�� El conjunto R� de los n�umeros reales positivos es un subgrupo del grupo multiplicativoR��

	� El conjunto de los n�umeros complejos de m�odulo � es un subgrupo del grupo multiplicativo C � �

�� Pueden revisarse las tablas de los grupos �nitos considerados en la secci�on anterior para encontrar
subgrupos de D
� S� �o D�� As��� el conjunto de las rotaciones en D� �esto es� f�� r� r�g� es un
subgrupo� Otro subgrupo de D� es fe� sg�

�� En el grupo lineal GLn�R�� el subconjunto de las matrices cuyo determinante es � es un subgrupo�
como se comprueba f�acilmente a partir de la igualdad det�A 	 B� � det�A� 	 det�B� y usando la
Proposici�on ������ Este subgrupo se llama el grupo lineal especial y se denota por SLn�R��

Un argumento semejante prueba que el conjunto de las matrices en GLn�R� cuyo determinante

tiene valor absoluto � es tambi�en un subgrupo de GLn�R�� que denotaremos por cSLn�R��
�� Dado un entero positivo k  �� consideremos el grupo sim�etrico Sk� Dentro de Sk podemos tomar
todas aquellas permutaciones de Nk que dejan �jos algunos elementos de Nk por ejemplo� sea
T � Sk el conjunto de las permutaciones que dejan �jos los n�umeros k � �� k� Es claro que la
composici�on de dos elementos de T est�a en T � luego T es un subgrupo de Sk por el Corolario ������
Es f�acil establecer un isomor�smo entre los grupos T y Sk���


� Sea G � S�R�� el grupo sim�etrico sobre el plano real� El subconjunto Isom�R�� de G formado por
las isometr��as del plano es un subgrupo de G� Otro subgrupo de G �y de Isom�R��� est�a formado
por las isometr��as que �jan un cierto punto�

�� Sea fGi � i � Ig una familia de grupos y sea G � Qi�I Gi el grupo producto� Entonces

�i�IGi � f�ai�i�I �
Y
i�I

Gi � ai � �� para casi todo i � Ig

es un subgrupo de G� llamado la suma directa de los subgrupos fGi � i � Ig� Si I es �nito�
entonces la suma directa coincide con el producto directo�

Cerramos esta secci�on con algunos ejemplos que tendr�an inter�es te�orico�

Ejemplo ����� El centro de un grupo�

Dado un grupo G� de�nimos su centro como el subconjunto

Z�G� � fa � G � ag � ga para cada g � Gg�
Es f�acil comprobar que Z�G� es subgrupo de G� Adem�as G es abeliano si y s�olo si Z�G� � G�
Si se conoce la tabla de un grupo� un elemento est�a en el centro si y s�olo si� en su �la y en su

columna� los elementos de G aparecen en el mismo orden por tanto Z�S�� � feg� Z�D�� � f�g y
Z�D
� � f�� r�g�
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Ejercicio ����� Demostrar que el centro de Dn es trivial si n es impar� y es fe�Rn��g si n es par�

Ejercicio ����� Si G es un grupo� se de�ne el centralizador en G de un elemento x � G como el
subconjunto

CenG�x� � fg � G � gx � xgg�
�� Demostrar que CenG�x� es un subgrupo de G�

	� Demostrar que Z�G� � �x�GCenG�x��
�� Demostrar que x � Z�G�� CenG�x� � G�

� Calcular CenG�x� para cada x � G� cuando G es S� �o D
�

Ejemplo ����
 Automor�smos�

Si G es un grupo� los isomor�smos de grupos G � G se llaman automor�smos de G� En general� la
composici�on de dos isomor�smos y el inverso de un isomor�smo siguen siendo isomor�smos� y por tanto
el conjunto Aut�G� de todos los automor�smos de G es un subgrupo del grupo de permutaciones S�G��
llamado grupo de automor�smos de G�
An�alogamente� si en lugar de los automor�smos de un grupo consideramos los de un espacio vectorial

o los de un anillo �con las de�niciones obvias�� obtendremos subgrupos de los correspondientes grupos
de permutaciones� En el caso de un espacio vectorial V de dimensi�on �nita n sobre un cuerpo K� la
conocida relaci�on entre las aplicaciones lineales V � V y las matrices n � n sobre K �para una base
�ja de V � nos da un isomor�smo de grupos entre el grupo de los automor�smos de V �como espacio
vectorial� y el grupo lineal GLn�K� del Ejemplo �������

	�� Operaciones con subgrupos

En adelante� para denotar que H es un subgrupo de un grupo G escribiremos H � G� En esta
secci�on examinaremos diversas construcciones dentro de un grupo que dan lugar a subgrupos� El
primer resultado es de esperar� en vista de los que obtuvimos para anillos� y aparte del inter�es que tiene
en s�� mismo� resulta necesario para las construcciones que siguen�

Ejercicio ��	�� Demostrar que la intersecci�on de cualquier familia de subgrupos de un grupo G es un
subgrupo de G�

De�nici�on ��	�� Sea G un grupo y sea S un subconjunto de G� Llamamos subgrupo de G generado
por S� y lo denotamos por hSi� a la intersecci�on de todos los subgrupos de G que contienen a S
 es
decir�

hSi � �fH � H � G y S � Hg�
Es claro que hSi es el menor subgrupo de G que contiene a S
 es decir� hSi es un subgrupo de G y todos
los subgrupos de G que contienen a S tambi�en contienen a hSi�

Ejemplos ��	�� Subgrupos generados�

Sea G un grupo arbitrario entonces�

�� El subgrupo generado por � es el subgrupo trivial� h�i � f�g�
�� Si S es un subgrupo de G entonces hSi � S�

�� Si x � G� entonces hfxgi � fxn � n � Zg� Usualmente denotaremos este subgrupo por hxi� La
descripci�on dada no implica que hxi sea in�nito� puesto que los valores de xn se pueden repetir
para distintos n� Por ejemplo� el subgrupo de C � generado por i es f�� i�����ig�
Si se usa notaci�on aditiva entonces hxi � fnx � n � Zg� Por tanto� los subgrupos de Zson
precisamente los de la forma hni con n � N �son todos in�nitos� excepto el trivial��
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Veamos ahora una manera m�as expl��cita de identi�car el subgrupo generado por un conjunto� que
adem�as generaliza el �ultimo de los ejemplos anteriores� Dado S � G� pondremos

S�� � fx � G � x�� � Sg � fx�� � x � Sg y bS � S � S���

Empleando esta notaci�on se tiene�

Proposici�on ��	�	 Sea G un grupo y sea S � G un subconjunto� Los elementos del subgrupo generado
por S son todos los productos �nitos de elementos de bS� Esto es�

hSi � fx�x� 	 	 	xt � t  � y cada xi � bSg�
donde interpretamos un producto vac��o �con � factores� como el neutro �� Tambi�en se veri�ca

hSi � fxn�� xn�� 	 	 	xnrr � r  �� cada xi � S y cada ni �Zg�

Demostraci�on� Las dos expresiones del enunciado son iguales porque podemos pasar de una del
segundo tipo a una del primero sustituyendo xk por x 	 	 	x o por x�� 	 	 	x�� �jkj veces� seg�un el signo
de k�
Llamemos H al conjunto fx � G � x � x�x� 	 	 	xt� con t  � y cada xi � bSg y veamos que H es el

menor subgrupo de G que contiene a S� Considerando productos de un solo elemento es claro que H
contiene a S tambi�en es claro que H contiene al � y que es cerrado para productos adem�as es cerrado
para inversos por el Ejercicio ������ por lo que H es un subgrupo de G �Proposici�on ������� Por �ultimo�
si un subgrupo K de G contiene a cada elemento de S entonces� de nuevo por la Proposici�on ������ K
contiene a todo H� de modo que� en efecto� H es el menor subgrupo de G que contiene a S� �

Observaci�on ��	�� Si G es abeliano y usamos notaci�on aditiva� el subgrupo generado por S es

hSi �
�X
s�S

nss � ns �Zpara todo s � S y ns � � para casi todo s � S

�
�

De�nici�on ��	�� Dado un subgrupo H del grupo G� pueden existir diversos subconjuntos S � G tales
que hSi � H� Cada uno de estos se llama un sistema generador �o de generadores� del subgrupo H� y
en muchos casos nos interesar�an los sistemas generadores del subgrupo impropio G�

Un grupo es c��clico si posee un sistema generador unitario �es decir� formado por un solo elemento��
y es �nitamente generado si posee un sistema generador �nito�

Ejercicio ��	�� Demostrar que todo grupo c��clico es abeliano�

Todo subgrupo H de G tiene al menos un sistema generador� el propio H� Sin embargo� la idea
que hay detr�as del concepto es poder expresar todos los elementos de un grupo a partir de unos pocos�
as�� que� en general� nos interesan los sistemas generadores que tengan el menor n�umero posible de
elementos�

Ejemplos ��	�
 Sistemas generadores�

�� El grupo abeliano Zes c��clico generado por el � �usando notaci�on aditiva�� El �� tambi�en es
un generador� y no hay otros conjuntos generadores unitarios� El conjunto f�� �g tambi�en es un
sistema generador de Z�

�� Los grupos abelianos Zn son c��clicos generados por ���n� De hecho� dado a �Z� el elemento �a�n
genera a Zn si y s�olo si a es coprimo con n ��por qu�e���

�� El grupo producto Z�Z�notaci�on aditiva� est�a claramente generado por f��� ��� ��� ��g� pero no
es c��clico ��por qu�e���

	� El grupo de Klein Z��Z� no es c��clico� y est�a generado por cualesquiera dos de sus elementos
distintos del neutro�
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�� El grupo multiplicativo Z� no es c��clico� pues tiene 	 elementos y cada uno de ellos genera un
subgrupo que s�olo tiene � �o � elementos�

�� Como S� no es abeliano� no es c��clico� Sin embargo� es f�acil ver que todo conjunto de dos elementos
de S� que no contenga al neutro y no sea f�� ��g es un sistema generador�

�� Como Dn no es abeliano �n  ��� no es c��clico� Por la descripci�on dada en el Ejemplo ������� Dn

est�a generado por el conjunto fR�Sg�

Ejemplo ��	�� El grupo de los cuaterniones Q�

Se conoce con este nombre� y se denota por Q� al subgrupo de GL��C � generado por las matrices

i �

�
i �
� �i

�
� j �

�
� �
�� �

�
� k �

�
� i
i �

�
Si denotamos por I la matriz identidad de tama�no �� �� es elemental veri�car las siguientes relaciones

i� � j� � k� � �I ij � k � �ji jk � i � �kj ki � j � �ik�

que en particular muestran que cualesquiera dos de las tres matrices i� j�k generan a la otra� de modo que
podemos eliminar una cualquiera de ellas del sistema generador inicial sin alterar el subgrupo de�nido�
Por otra parte� esas relaciones tambi�en muestran que

Q � fI� i� j�k��I��i��j��kg�

y que la tabla de operaci�on en Q es

	 I i j k �I �i �j �k
I I i j k �I �i �j �k
i i �I k �j �i I �k j
j j �k �I i �j k I �i
k k j �i �I �k �j i I

�I �I �i �j �k I i j k

�i �i I �k j i �I k �j
�j �j k I �i j �k �I i

�k �k �j i I k j �i �I

En general� la uni�on de dos subgrupos H y K de un grupo G no es un subgrupo de G� El subgrupo
que genera su uni�on� hH �Ki� se suele denotar por H �K y es el menor subgrupo de G que contiene

tanto a H como a K� Como es claro que �H �K � H �K� la Proposici�on ��	�	 nos dice que
H �K � hH �Ki � fx� 	 x� 	 	 	xn � n  � y cada xi � H �o xi � Kg�

Recu�erdese que� cuando consider�abamos ideales en anillos� el ideal generado por una uni�on de ideales
era la suma de esos ideales �Proposici�on ������� Esto sugiere la de�nici�on del producto de dos subgrupos
H y K de un grupo G como el subconjunto

HK � fhk � h � H� k � Kg�

pero en general este subconjunto no es un subgrupo de G� Por ejemplo� si G � S� entonces� con
la notaci�on del Ejemplo ������ H � fe� �g y K � fe� ��g son subgrupos� pero su producto HK �
fe� �� ��� ��g no lo es ��por qu�e���
El siguiente ejercicio muestra que HK es un subgrupo en cuanto hay �un poco de conmutatividad��

Ejercicio ��	�� Demostrar que� si H y K son subgrupos de un grupo G� entonces HK es un subgrupo
de G si y s�olo si HK � KH� En este caso� HK es el menor subgrupo de G que contiene a H y a K

es decir� HK � H �K�
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Otro resultado �util sobre estos productos de subgrupos es el siguiente�

Lema ��	��� Sean A y B dos subgrupos �nitos de un grupo G �no es necesario asumir que AB es un
subgrupo de G�� Entonces

jABj 	 jA �Bj � jAj 	 jBj�
Demostraci�on� En el conjunto A�B de�nimos la relaci�on �a� b� � �c� d�� ab � cd� que es claramente
de equivalencia� Si C denota el conjunto cociente de A� B por esa relaci�on� es claro que la aplicaci�on
� � C � AB dada por ��a� b� � ab est�a bien de�nida �no depende de representantes� y es biyectiva�
Adem�as� la clase de equivalencia de �a� b� � A � B para esta relaci�on es f�ax��� xb� � x � A � Bg� En
efecto� es obvio que un elemento de la forma �ax��� xb� est�a en la clase de �a� b� y si �c� d� � �a� b�
entonces x � c��a � db�� est�a en A � B y se tiene �c� d� � �ax��� xb�� Como cada una de estas clases
tiene cardinal jA�Bj� hemos demostrado que A�B se divide en jABj clases de equivalencia� cada una
de ellas con jA �Bj elementos� y por tanto jAj 	 jBj � jA� Bj � jABj 	 jA �Bj� �

	�	 Clases laterales y Teorema de Lagrange

En el Cap��tulo � vimos que si I es un ideal de un anillo A� entonces existe una partici�on de A formada
por los conjuntos de la forma a I � fa x � x � Ig con a � A� En realidad� s�olo utilizamos la estructura
aditiva de A para construir esta partici�on� Estas particiones se pueden construir de forma an�aloga a
partir de un grupo G y un subgrupo suyo H� Pero la posible no conmutatividad de la operaci�on del
grupo hace que la versi�on de la relaci�on de equivalencia que utiliz�abamos para construir las clases a I
�a � b mod I � a� b � I� tenga dos de�niciones alternativas en el caso de grupos�

a �i b mod H � a��b � H a �d b mod H � ab�� � H�

Ejercicio ����� Demostrar que� para cualquier grupo G y cualquier subgrupo H� las dos relaciones
binarias reci�en de�nidas son de equivalencia en G�

Las relaciones �i y �d inducen particiones en G� Veamos c�omo son las clases de equivalencia� La
clase de equivalencia de a � G por la relaci�on �i mod H es

fx � G � a �i x mod Hg � fx � G � a��x � Hg � fah � G � h � Hg � aH�

y an�alogamente la clase de equivalencia de a por la relaci�on �d es

Ha � fha � h � Hg�

Los conjuntos aH se llaman clases laterales por la izquierda de Gm�odulo H y los conjuntosHa se llaman
clases laterales por la derecha de G m�odulo H� El conjunto de las clases laterales por la izquierda se
denota G�H y el conjunto de las clases laterales por la derecha por HnG� Es decir�

G�H � fgH � g � Gg y HnG � fHg � g � Gg�
Es claro que� para todo a� b � G� se tiene

aH � bH � a � bH � b � aH � a��b � H � b��a � H � aH � bH 
� �

y
Ha � Hb� a � Hb� b � Ha� ba�� � H � ab�� � H � Ha �Hb 
� ��

En particular H � �H y
aH � H � a � H � Ha � H�

Ejemplos ����� Clases laterales�

�� Si I es un ideal de un anillo A� entonces I es un subgrupo del grupo �A� � y las clases laterales
�por la izquierda y por la derecha� coinciden con las de�nidas en el Cap��tulo ��
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�� Consideremos en D
 el subgrupo de las rotaciones K � hri � f�� r� r�� r�g� Como Ks � sK �
fs� rs� r�s� r�sg� vemos que en este caso G�K � KnG � fK�Ksg es decir� s�olo hay dos clases por
la derecha y coinciden con las dos clases por la izquierda�

Podemos tambi�en calcular las clases laterales m�odulo el subgrupo H � f�� sg en este caso las
clases por la derecha son

H� � Hs � f�� sg Hr � Hr�s � fr� r�sg Hr� � Hr�s � fr�� r�sg Hr� � Hrs � fr�� rsg�
mientras que las clases por la izquierda son

�H � sH � f�� sg rH � rsH � fr� rsg r�H � r�sH � fr�� r�sg r�H � r�sH � fr�� r�sg�
En particular� hay elementos tales que aH 
� Ha y los conjuntos G�H y HnG son distintos�

La siguiente proposici�on estudia los cardinales de cada clase lateral de G m�odulo H� y tambi�en los
de G�H y HnG�
Proposici�on ����� Si H es un subgrupo de G� entonces�

�� La aplicaci�on H � Ha dada por h �� ha es una biyecci�on con inversa x �� xa��� En particular�
si H es �nito entonces todas las clases por la derecha m�odulo H tienen cardinal jHj�
La aplicaci�on H � aH dada por h �� ah es una biyecci�on con inversa x �� a��x� En particular�
si H es �nito entonces todas las clases por la izquierda m�odulo H tienen cardinal jHj�

	� La aplicaci�on HnG� G�H dada por Ha �� a��H es una biyecci�on con inversa bH �� Hb��� En
particular� HnG es �nito si y s�olo si lo es G�H� y en ese caso sus cardinales coinciden�

Demostraci�on� El primer apartado es claro� y el segundo lo ser�a si vemos que las aplicaciones dadas
est�an bien de�nidas� Pero esto es as�� pues Ha � Hb implica que ab�� � �a�����b�� � H� por lo que
a��H � b��H� �

De�nici�on ����	 Se llama orden de un grupo �nito G a su cardinal jGj�
Si G es un grupo arbitrario con un subgrupo H� decimos que H tiene ��ndice �nito en G si el cardinal

com�un de HnG y G�H es �nito
 llamamos ��ndice de H en G a ese cardinal� y lo denotamos por �G � H��

Es evidente que todo subgrupo de un grupo �nito tiene ��ndice �nito� Por su parte� un grupo in�nito
tiene al menos un subgrupo de ��ndice in�nito �el trivial�� y puede tener subgrupos impropios de ��ndice
�nito� por ejemplo� si n  � entonces �Z� nZ� � n�
El siguiente teorema es fundamental en el estudio de un grupo �nito G� pues establece una relaci�on

entre el orden de G y el de sus subgrupos a saber� el orden de cualquier subgrupo divide al orden del
grupo� En general� la relaci�on entre divisores de jGj y subgrupos de G es profunda y complicada� y �este
es el primer paso que daremos para desentra�narla�

Teorema ����� �Teorema de Lagrange� Si G es un grupo �nito y H es un subgrupo de G� entonces
el orden de H y el ��ndice de H en G son ambos divisores del orden de G� De hecho� se tiene

jGj � jHj 	 �G � H� �o sea� jG�Hj � �G � H� � jGj�jHj��
Demostraci�on� Por los dos resultados anteriores� G se divide en jG�Hj � �G � H� clases por la derecha
m�odulo H� cada una de ellas con jHj elementos� lo que nos da las igualdades postuladas� �

Del Teorema de Lagrange se deduce que un subgrupo de un grupo �nito es tanto mayor cuanto
menor es su ��ndice� Por lo tanto el ��ndice de H en G sirve para medir lo grande que es H �dentro de
G�� si �G � H� � � entonces H es todo G� si �G � H� � � entonces H es �la mitad de grande� que G�
etc�etera�
Como hemos dicho� el Teorema de Lagrange es un instrumento poderoso para estudiar los grupos

�nitos en funci�on de su cardinal� Un ejemplo es el siguiente� que es el primero de un tipo de resultados
que perseguiremos a lo largo del curso� en los que se trata de deducir propiedades de un grupo �nito en
funci�on �unicamente de su orden�
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Corolario ����� Si G es un grupo �nito de orden primo p� entonces G es c��clico �generado por cualquier
elemento distinto del neutro� y no tiene m�as subgrupos que el trivial y el impropio�

Demostraci�on� Como los �unicos divisores positivos de jGj � p son � y p� cualquier posible subgrupo
de G ha de tener orden � �o p� Pero el �unico subgrupo de orden � es el trivial� y el �unico de orden p es
todo G� luego estos son los �unicos subgrupos de G�
Por otra parte� G contiene un elemento a 
� � �pues jGj � p � ��� luego hai es un subgrupo no

trivial del p�arrafo anterior deducimos que G � hai es decir� G es c��clico �y est�a generado por cualquier
elemento distinto del neutro�� �

Ejercicio ����� Si G es un grupo �nito con subgrupos H y K tales que H � K� demostrar que se tiene

H � K � jHj � jKj � �G � H� � �G � K��

Ejercicio ����
 Por el teorema de Lagrange� los posibles subgrupos propios y no triviales deZ� o de S�
han de tener orden � �o �� y los de Z o de D
 deben tener orden � �o 	� Determinar todos los subgrupos
en cada caso�

	�
 Subgrupos normales y grupos cociente

En esta secci�on abordamos la construcci�on del grupo cociente de un grupo G por un subgrupo N
de�niendo de forma natural un producto entre las clases laterales m�odulo N � Esta construcci�on no es
v�alida para cualquier subgrupo� y en lo que sigue se describen los subgrupos para los que s�� lo es�
Dados subconjuntos A y B de un grupo G� pondremos AB � fab � a � A� b � Bg� Si X � fxg

pondremos xA en lugar de XA y Ax en lugar de AX� lo que es consistente con la notaci�on usada
para las clases laterales� Por otra parte� la asociatividad de G implica que �AB�C � A�BC� para
subconjuntos A� B y C arbitrarios� lo que nos permite escribir ABC sin ambig#uedad obviamente
ABC � fabc � a � A� b � B� c � Cg�
Proposici�on ����� Las condiciones siguientes son equivalentes para un subgrupo N de un grupo G�

�� NnG � G�N �

	� Para cada x � G se tiene Nx � xN �o equivalentemente x��Nx � N��

�� Para cada x � G se tiene Nx � xN �o equivalentemente x��Nx � N��

� Para cada x � G se tiene xN � Nx �o equivalentemente xNx�� � N��

�� Para cualesquiera a� b � G se tiene aNbN � abN �

�� Para cualesquiera a� b � G se tiene NaNb � Nab�

Demostraci�on� Es obvio que � implica �� El rec��proco es cierto pues� dado x � G� la hip�otesis �
implica que existe y � G tal que Nx � yN � por lo que x � yN y as�� xN � yN � Nx�
A continuaci�on demostramos de forma c��clica la equivalencia entre �� � y �� El lector puede ver de

forma an�aloga que �� � y 	 son equivalentes� lo que concluir�a la demostraci�on� Usaremos dos hechos de
f�acil comprobaci�on� Por ser N subgrupo� se tiene NN � N � y si A � B� entonces xA � xB y Ax � Bx�
� implica �� Asumiendo � y tomando a� b � G� se tiene aNbN � abNN � abN �
� implica �� Dados n � N y x � G se tiene nx � �nx� � �NxN � �xN � xN � por lo que Nx � xN �
� implica �� Fijemos x � G y veamos que xN � Nx� Como � vale para cualquier elemento de G� se

tiene Nx�� � x��N � y multiplicando a la derecha por x en ambos lados de la igualdad obtenemos la
inclusi�on deseada� �

Supongamos que se cumplen las condiciones de la Proposici�on ������ Entonces el producto de dos
elementos de G�N �o de NnG� es un elemento de G�N � y es elemental comprobar que esta operaci�on
dota a G�N de una estructura de grupo� Obs�ervese que� para realizar un producto aN 	 bN en G�N � no
necesitamos describir el conjunto resultante� pues �este queda determinado por cualquier representante
suyo� por ejemplo ab� El elemento neutro de G�N es la clase N � �N � y el inverso de aN es a��N �
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De�nici�on ����� Un subgrupo N de un grupo G es un subgrupo normal de G �tambi�en se dice que N es
normal en G� si veri�ca las condiciones equivalentes de la Proposici�on ������ En ocasiones escribiremos
N E G �respectivamente N C G� para indicar que N es un subgrupo normal �respectivamente normal
y propio� de G�

Si N es normal en G� el grupo G�N reci�en descrito se llama grupo cociente de G m�odulo N �

Ejemplos ����� Subgrupos normales�

�� Es claro que� en un grupo abeliano� todo subgrupo es normal� De hecho� si I es un ideal de un
anillo A� entonces el grupo cociente A�I es el grupo aditivo del anillo cociente�

�� Si G es un grupo y H es un subgrupo contenido en el centro Z�G�� entonces H es normal en G�
En particular� el centro es un subgrupo normal�

�� Si H es un subgrupo de G de ��ndice �� entonces H es normal en G� En efecto� como las clases
por la derecha m�odulo H constituyen una partici�on de G� s�olo hay dos� y una de ellas es H� la
otra ha de ser el complementario fg � G � g 
� Hg� El mismo argumento vale para las clases por
la izquierda y en consecuencia G�N � NnG�

	� Sea G � GLn�R� el grupo lineal general sobre R� Usando el hecho de que� si a� b � G� entonces

det�ba� � det�b� det�a� � det�a� det�b� � det�ab��

es f�acil ver que tanto el grupo lineal especial S � SLn�R� como el grupo +S � cSLn�R� �ver los
Ejemplos ����	� son subgrupos normales de G� Vamos a describir el grupo cociente G�S�

Sean m�x � G y sea � � det�m�� Si x � mS entonces x � ms con s � S� por lo que det�x� �
det�m� det�s� � �� Rec��procamente� si det�x� � � entonces det�m��x� � ���� � � y as��
m��x � S� o sea x � mS� En consecuencia� la clase mS consiste en todas las matrices de G
cuyo determinante es �� y la denotaremos por %�� Como para cada � � R� hay matrices con
determinante � �!muestra una"�� deducimos que G�S � f%� � � � R�g� Adem�as� si �	 � 
 en
R� entonces %�%	 � %
 en G�S� como se comprueba f�acilmente� En consecuencia� la aplicaci�on
R� � G�S dada por � �� %� es un isomor�smo de grupos� y tenemos un ejemplo de grupo no
abeliano con cociente abeliano�

Dejamos que el lector establezca un isomor�smo de grupos entre R� y el cociente G� +S�

�� El siguiente es el diagrama de todos los subgrupos de D
 ordenados por inclusi�on� una l��nea
entre dos subgrupos signi�ca que el de arriba contiene al de abajo� Los subgrupos de la segunda
�la tienen orden 	� y los de la tercera �la tienen orden �� En el diagrama est�an subrayados los
subgrupos que no son normales en D
� que son precisamente los subgrupos generados por cada
una de las simetr��as�

D


hr�� si hri hr�� rsi

hr�si hsi hr�i hrsi hr�si

feg
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Los que aparecen son subgrupos y las relaciones de inclusi�on son claras� pero el lector deber�a
comprobar esos subgrupos son distintos entre s�� y que no hay m�as� as�� como la normalidad de
los subgrupos no subrayados� Otro ejercicio interesante consiste en demostrar que los subgrupos
hr�� si y hr�� rsi no son c��clicos�
Obs�ervese que cualquier subgrupo del diagrama es normal en cualquiera de los subgrupos que lo
contengan y est�en en el nivel inmediatamente superior� Por ejemplo� hsi E hr�� si y hr�� si E D

como hsi no es normal en D
� este ejemplomuestra que la relaci�on �ser normal en� no es transitiva�

�� El diagrama de los subgrupos de Q es el siguiente�

Q

hii hji hki

h�Ii

fIg

Obs�ervese que todos son normales ��por qu�e���

Sea Z � Z�Q� � fI��Ig� Los elementos del grupo cociente Q�Z son Z� Zi � fi��ig� Zj �
fj��jg y Zk � fk��kg� y su tabla es la siguiente�

	 Z Zi Zj Zk

Z Z Zi Zj Zk
Zi Zi Z Zk Zj

Zj Zj Zk Z Zi
Zk Zk Zj Zi Z

Obs�ervese que Q es un grupo no abeliano pero es �casi abeliano� en dos sentidos� todos sus
subgrupos son normales� y todos los subgrupos propios dan cocientes abelianos� Por otra parte�
en vista de la tabla� es sencillo establecer un isomor�smo entre el grupo cociente Q�Z y el grupo
de Klein Z��Z��

Ejercicio ����	 Demostrar que un grupo cociente de un grupo �nitamente generado es �nitamente
generado�

Acabamos la secci�on con una versi�on para grupos del Teorema de la Correspondencia ���	�
��

Teorema ����� �Teorema de la Correspondencia� Sea N un subgrupo normal de un grupo G� La
asignaci�on H �� H�N establece una biyecci�on entre el conjunto A de los subgrupos de G que contienen
a N y el conjunto B de los subgrupos de G�N �

Adem�as� esta biyecci�on conserva las inclusiones� las intersecciones y la normalidad� Es decir� dados
H�K � A� se tiene�

�� H � K si y s�olo si �H�N � � �K�N ��

	� �H �K��N � �H�N �� �K�N ��

�� H E G si y s�olo si �H�N � E �G�N ��



��	� SUBGRUPOS NORMALES Y GRUPOS COCIENTE ���

Demostraci�on� Si H est�a en A entonces es claro que N es un subgrupo normal de H� por lo que
podemos considerar el grupo cociente H�N � que es un subgrupo de G�N �!compru�ebese"�� Llamemos
* � A� B a la aplicaci�on dada por *�H� � H�N � y veamos que es inyectiva y suprayectiva�
Sean H y K elementos de A tales que *�H� � *�K�� Entonces� si h � H� se tiene Nh � H�N �

K�N y en consecuencia existe k � K tal que Nh � Nk� luego hk�� � N � K multiplicando por k se
obtiene h � K� En consecuencia H � K� y an�alogamente se prueba que K � H� lo que nos dice que *
es inyectiva� Por otra parte� si X � B entonces H � fx � G � Nx � Xg es un elemento de A tal que
*�H� � X �la comprobaci�on de los detalles se deja al lector�� lo que demuestra que * es suprayectiva�
La demostraci�on de la segunda parte del enunciado se deja como ejercicio para el lector� �

Ejemplos ����� Aplicaciones del Teorema de la Correspondencia�

�� Dado un entero positivo n �Z�� vamos a describir los subgrupos del grupo cociente Zn �Z�hni�
Escribiremos a � a  hni� Sabemos que los subgrupos de Zson precisamente los de la forma hdi
con d  �� y que hdi � hd�i si y s�olo si d� j d� Por tanto� los subgrupos de Zn son precisamente
los de la forma hdi

hni � hdi� donde d es un divisor positivo de n� y adem�as hdi � hd�i si y s�olo si
d� j d� As��� el diagrama de los subgrupos de Zn puede construirse de modo elemental a partir de
los divisores de n como muestran los siguientes diagramas �en el de la izquierda se ha tomado
n � ���� y en el de la derecha n � ����

h���i

h��i

h�i

h�i

h��i

h�	i h��i

h
i h��i h�
i

h	i h�i h�i

h�i h�i

h�i

En general� si r es el n�umero de divisores primos distintos de n� se necesita un diagrama en r
dimensiones por ejemplo� para n � �
� necesitar��amos un diagrama tridimensional� Obs�ervese
que� si n � dt� entonces hdi � f�� d� �d� � � � � �t� ��dg tiene t elementos� Por tanto� si t es cualquier
divisor positivo de n y tomamos d � n�t� entonces hdi es el �unico subgrupo deZn con t elementos�
Es decir�Zn veri�ca el �rec��proco del Teorema de Lagrange� con una condici�on extra de unicidad�

�� Aplicando el Teorema de la Correspondencia al diagrama de los subgrupos de D
 �Ejemplos �������
obtenemos el siguiente diagrama de los subgrupos de D
�hr�i�

D
�hr�i

hr�� si�hr�i hri�hr�i hr�� rsi�hr�i

hr�i�hr�i � f�g
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	�� Homomor�smos y Teoremas de Isomorf��a

Aunque ya hemos usado la noci�on de homomor�smo e isomor�smo de grupos� es en esta secci�on donde
las estudiamos de modo sistem�atico� Comenzamos repitiendo las de�niciones�

De�nici�on ����� Un homomor�smo del grupo �G� 	� en el grupo �H� �� es una aplicaci�on f � G � H
que conserva la operaci�on
 es decir� que veri�ca

f�a 	 b� � f�a� � f�b�
para cualesquiera a� b � G� Si G � H decimos que f es un endomor�smo de G�

Si f � G � H es un homomor�smo biyectivo� diremos que es un isomor�smo y que los grupos G y
H son isomorfos� Un isomor�smo de G en G se dir�a un automor�smo de G�

Dado un homomor�smo de grupos f � G� H� se de�nen su imagen y su n�ucleo como

Im f � f�G� � ff�x� � x � Gg � H Ker f � f����H� � fx � G � f�x� � �Hg � G�

Ejercicio ����� Sea f � G� H un homomor�smo de grupos� Demostrar que se veri�can las siguientes
propiedades para a� a�� � � � � an � G�

�� �f conserva el neutro� f��G� � �H �

	� �f conserva inversos� f�a��� � f�a����

�� �f conserva productos �nitos� f�a� 	 	 	an� � f�a�� 	 	 	f�an��
� �f conserva potencias� Si n �Zentonces f�an� � f�a�n�

�� Si f es un isomor�smo entonces la aplicaci�on inversa f�� � H � G tambi�en lo es�

�� Si g � H � K es otro homomor�smo de grupos entonces g � f � G � K es un homomor�smo de
grupos�

�� Si H� es un subgrupo de H entonces f���H�� � fx � G � f�x� � H�g es un subgrupo de G�

Si adem�as H� es normal en H entonces f���H�� es normal en G
 en particular� Ker f es un
subgrupo normal de G�

�� f es inyectivo si y s�olo si Ker f � f�g�
�� Si G� es un subgrupo de G entonces f�G�� es un subgrupo de H
 en particular� Im f es un

subgrupo de H�

Si adem�as G� es normal en G y f es suprayectiva entonces f�G�� es normal en H�

��� La hip�otesis de suprayectividad en la propiedad anterior no es super�ua
 es decir� dar un ejemplo
de un homomor�smo de grupos f � G� H y un subgrupo normal G� de G� tal que f�G�� no es
normal en H�

Ejemplos ����� Homomor�smos de grupos�

�� Si H es un subgrupo de G� la inclusi�on de H en G es un homomor�smo inyectivo�

�� Si N es un subgrupo normal de G� la aplicaci�on � � G � G�N dada por ��x� � xN es un
homomor�smo suprayectivo que recibe el nombre de proyecci�on can�onica de G sobre G�N � Su
n�ucleo es Ker � � N �

�� Dados dos grupos G y H� la aplicaci�on f � G � H dada por f�a� � �H para cada a � G es un
homomor�smo llamado homomor�smo trivial de G en H� Su n�ucleo es todo G�

	� La aplicaci�on f �Z�Zdada por f�n� � �n es un homomor�smo inyectivo y no suprayectivo�
�� Si G es cualquier grupo y x � G es cualquier elemento� la aplicaci�on Z� G dada por n �� xn

es un homomor�smo de grupos como en Zusamos notaci�on aditiva y en G multiplicativa� la
a�rmaci�on anterior es equivalente al hecho� que ya conocemos� de que xn�m � xnxm�
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�� Otro ejemplo en el que se mezclan las notaciones aditiva y multiplicativa es el siguiente� Fijado
un n�umero real positivo �� la aplicaci�on R� R� dada por r �� �r es un isomor�smo de grupos
cuya inversa es la aplicaci�on R�� R dada por s �� log� s�

Claramente� si f � G � H es un homomor�smo inyectivo de grupos entonces f � G � Im f es un
isomor�smo de grupos que nos permite ver a G como un subgrupo de H� El siguiente teorema nos dice
que todo grupo �nito puede verse como un subgrupo de un grupo sim�etrico�

Teorema ����	 �Cayley� Todo grupo G es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones S�G��
En particular� todo grupo �nito G de orden n es isomorfo a un subgrupo de Sn�

Demostraci�on� Por el comentario anterior� se trata de establecer la existencia de un homomor�smo
inyectivo � � G � S�G�� Si� para cada g � G� de�nimos ��g� como la permutaci�on de G dada por
x �� gx �es una biyecci�on con inversa ��g����� es elemental ver que � es el homomor�smo buscado� La
segunda parte se sigue del hecho de que� si jGj � n� entonces S�G� es isomorfo a Sn �Ejercicio �������
�

El siguiente ejercicio puede considerarse como una versi�on del Teorema de la Correspondencia�

Ejercicio ����� Sea N un subgrupo normal de un grupo G y sea � � G� G�N la proyecci�on can�onica�
Demostrar que�

�� Si H es un subgrupo de G� entonces HN es un subgrupo de G que contiene a N � y se tiene
��H� � HN�N � Adem�as� HN es normal en G si lo es H�

	� Si H es un subgrupo de G que contiene a N � entonces ��H� � H�N es la imagen de H por la
aplicaci�on * del Teorema de la Correspondencia ��������

Los Teoremas de Isomorf��a que vimos para anillos tienen una versi�on para grupos� Las demostra�
ciones son an�alogas� de modo que s�olo indicamos sus l��neas generales�

Teorema ����� �Primer Teorema de Isomorf��a� Sea f � G � H un homomor�smo de grupos�
Entonces existe un �unico isomor�smo de grupos %f � G�Ker f � Im f que hace conmutativo el diagrama

G

G�Ker f

H

Im f

�f

�
p

�
i

�
%f

es decir� i � %f � p � f � donde i es la inclusi�on y p es la proyecci�on can�onica� En particular

G

Ker f
�� Im f�

Demostraci�on� Si K � Ker f � la aplicaci�on %f � G�K � Im f dada por %f �xK� � f�x� satisface las
propiedades del enunciado� �

Usando el Teorema de la Correspondencia se obtiene el siguiente corolario�

Corolario ����� En la situaci�on del Primer Teorema de Isomorf��a� %f induce una biyecci�on entre el
conjunto de los subgrupos de G que contienen a Ker f y el de los subgrupos de H contenidos en Im f �

Teorema ����
 �Segundo Teorema de Isomorf��a� Sean N y H subgrupos normales de un grupo
G con N � H� Entonces H�N es un subgrupo normal de G�N y se tiene

G�N

H�N
�� G�H�

En particular� si G�N es �nito� se tiene

�G�N � H�N � � �G � H��
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Demostraci�on� La aplicaci�on f � G�N � G�H dada por f�xN � � xH es un homomor�smo suprayec�
tivo con n�ucleo H�N � �

Teorema ����� �Tercer Teorema de Isomorf��a� Sean G un grupo� H un subgrupo de G y N un
subgrupo normal de G� Entonces N �H es un subgrupo normal de H y se tiene

H

N �H
�� NH

N
�

Demostraci�on� La aplicaci�on f � H � G�N dada por f�x� � Nx es un homomor�smo con n�ucleo
H �N e imagen NH�N � �

Ejemplos ����� Aplicaciones de los Teoremas de Isomorf��a�

�� Consideremos los grupos multiplicativos C � y R�� y la aplicaci�on norma � � C � � R� dada por
��a  bi� � a�  b�� Entonces � es un homomor�smo que tiene por n�ucleo a la circunferencia de
radio � en C � y por imagen a R�� Por tanto� el grupo cociente de C � por la circunferencia de
radio � es isomorfo a R��

�� La aplicaci�on det � GLn�R�� R� que lleva una matriz a su determinante es un homomor�smo
suprayectivo de grupos con n�ucleo SLn�R�� Esto nos dice que el cociente de GLn�R� por SLn�R� es
isomorfo a R�� cosa que ya hab��amos visto por m�etodos m�as elementales �pero con m�as trabajo��

Usando la aplicaci�on �valor absoluto del determinante� se demuestra con la misma facilidad que
el cociente de GLn�R� por cSLn�R� es isomorfo a R��

Por �ultimo� la aplicaci�on det � cSLn�R� � R� tiene n�ucleo SLn�R� e imagen f����g� luego el
cociente de cSLn�R� por SLn�R� es isomorfo a Z�� Cuando n � �� podemos tomar como represen�
tantes de cada una de las clases laterales a las matrices a �

�
� �
� �

�
y b �

�
� �
� �

�
�

�� Sea n un entero positivo� Hemos visto �Ejemplos ������ que todo subgrupo de Zn �Z�hni es de
la forma hdi � hdi�hni� para cierto divisor positivo d de n� El Segundo Teorema de Isomorf��a nos
permite identi�car el cociente Zn�hdi� pues

Zn

hdi �
Z�hni
hdi�hni

�� Z

hdi �Zd�

	� �Ordenes de elementos y grupos c��clicos

De�nici�on ��
�� Sea G un grupo� El orden de un elemento g � G� denotado por o�g�� es el cardinal
del subgrupo hgi generado por g� Si hgi es in�nito escribimos o�g� ���

Recordemos que� en general� hgi � fgn � n � Zg ��o fng � n � Zg si usamos notaci�on aditiva��
Aunque los posibles exponentes sean in�nitos� estos conjuntos pueden ser �nitos si los gn se repiten�
De hecho es claro que� en un grupo �nito� todo elemento tiene orden �nito�

Ejemplos ��
�� �Ordenes de elementos�

�� Es claro que o�g� � � si y s�olo si g es el neutro de G�

�� Cualquier elemento no nulo de Ztiene orden in�nito�

�� En R�� el elemento �� tiene orden �� y cualquier elemento distinto de �� tiene orden in�nito�
	� En C � � los elementos ��� � � ���

p
�i

� e i tienen �ordenes �� � y 	� respectivamente� M�as general�

mente� el n�umero complejo e
��i
k � cos ��

k  isen ��
k tiene orden k� Un elemento cuya norma no

sea � tiene orden in�nito�
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�� En GL��R�� la matriz

�
� ��
� �

�
tiene orden 	� y la matriz a �

�
� �
� �

�
tiene orden in�nito

pues� como se demuestra f�acilmente por inducci�on� an �

�
� n
� �

�
�

�� Si n es un entero positivo� los siguientes elementos tienen orden n� el elemento ���n enZn el giro

de �angulo ���n en Dn el elemento

�
� � � � � n� � n
� � � � � n �

�
en Sn�

En las dos proposiciones siguientes damos diversas interpretaciones alternativas del concepto de
orden de un elemento� separando los casos �nito e in�nito� Dado un elemento g de un grupo G�
denotaremos por �g �Z� G al homomor�smo dado por �g�n� � gn� Es obvio que Im ��g� � hgi y que
Ker ��g� � fn �Z� gn � �g�

Proposici�on ��
�� Las condiciones siguientes son equivalentes para un elemento g de un grupo G y
un entero positivo n�

�� o�g� � n�

	� El subgrupo hgi es isomorfo a Zn�

�� Ker ��g� � nZ�

� Para un entero arbitrario m se tiene gm � � si y s�olo si n j m�

�� n es el menor entero positivo m tal que gm � ��

�� hgi � f�� g� g�� � � � � gn��g con los gi distintos dos a dos cuando � � i � n�

Demostraci�on� Por el Primer Teorema de Isomorf��a se tiene hgi � Im ��g� ��Z�Ker ��g�� y adem�as
sabemos que Ker ��g� es de la forma nZpara un �unico n  � y que Zn � Z�nZtiene exactamente n
elementos si n � � y es in�nito si n � �� Usando esto� la equivalencia entre �� � y � es clara� Tambi�en
es obvio a partir de las de�niciones que � es equivalente a 	� Dejaremos que el lector compruebe que 	
implica � y que � implica �� Como es obvio que � implica �� s�olo falta demostrar que � implica ��
Supongamos pues que se veri�ca �� Entonces los gi son distintos dos a dos cuando � � i � n� pues

una relaci�on gi � gj con � � i � j � n implicar��a que � � j � i � n y que j � i � Ker ��g� � nZ�
lo cual es absurdo� Adem�as� todo elemento gm � hgi est�a en f�� g� g�� � � � � gn��g� pues dividiendo con
resto encontramos q� i �Zcon m � nq  i y � � i � n� y entonces tenemos gm � �gn�qgi � �qgi � gi�
Por tanto� se veri�ca la condici�on �� �

Aplicando el Teorema de Lagrange se obtiene�

Corolario ��
�	 Si G es un grupo �nito entonces el orden de cualquier elemento g de G es �nito y
divide al orden de G� En particular se tiene gjGj � ��

Obs�ervese que el Teorema de Euler ���
��� puede obtenerse como una consecuencia inmediata de
este �ultimo resultado�

Proposici�on ��
�� Las condiciones siguientes son equivalentes para un elemento g de un grupo G�

�� o�g� ���

	� �g �Z� G es inyectiva�

�� Los elementos gm �con m �Z� son distintos dos a dos�

� Ker ��g� � �
 es decir� g
m 
� � para todo m  ��

�� El subgrupo hgi es isomorfo a Z�
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Demostraci�on� De la Proposici�on ��
�� deducimos que � implica �� pues si �g no fuera inyectiva
entonces se tendr��a Ker ��g� � nZcon n  �� lo que implicar��a o�g� � n ��� La equivalencia entre ��
� y 	 es evidente� y tambi�en lo es que 	 implica �� Por �ultimo� comoZes in�nito� � implica �� �

Nuestros primeros ejemplos de grupos c��clicos fueron Zy los Zn con n  �� Una consecuencia
inmediata de los resultados precedentes es que� esencialmente� no hay otros ejemplos�

Teorema ��
�� �Clasi�caci�on de los Grupos C��clicos� Salvo isomor�smos� Zes el �unico grupo
c��clico in�nito y Zn es el �unico grupo c��clico �nito con n elementos �n �Z��� En otras palabras� todo
grupo c��clico in�nito es isomorfo a Z� y todo grupo c��clico �nito G es isomorfo a ZjGj�

Esto� a su vez� nos permite re�nar el Corolario ������ con lo que avanzamos en nuestro objetivo de
describir los grupos en t�erminos de su orden�

Teorema ��
�� Si p es un entero positivo primo entonces� salvo isomor�smos� Zp es el �unico grupo
�nito de orden p�

Vamos a obtener otros dos corolarios del Teorema ��
�� usando las descripciones de los subgrupos
y cocientes de Zy de los Zn que hemos obtenido en los Ejemplos ��	��� ����� y ������� El segundo
corolario nos dice que los grupos c��clicos �nitos veri�can el rec��proco del Teorema de Lagrange con una
condici�on extra de unicidad�

Corolario ��
�
 Los subgrupos y los grupos cociente de un grupo c��clico son c��clicos�

Corolario ��
�� Sea G � hgi un grupo c��clico de orden �nito n� Entonces� para cada divisor positivo
m de n� existe un �unico subgrupo de orden m en G
 a saber� hgki con k � n�m�

Ejercicio ��
�� Mostrar un grupo �nito G que tenga al menos un subgrupo de orden m para cada
divisor m de jGj y tenga m�as de uno para cierto divisor�

Una consecuencia m�as del Teorema de Clasi�caci�on de los Grupos C��clicos ���
��� es la siguiente�

Proposici�on ��
��� Sea g un elemento de un grupo G
 entonces�

�� Si o�g� es in�nito entonces los �unicos elementos de hgi que generan todo hgi son g y g���

	� Si o�g� � n es �nito y k es cualquier entero� entonces

o�gk� �
n

mcd�n� k�
�

En consecuencia� los elementos de hgi que generan todo hgi son exactamente los gk en los que k
es coprimo con n�

Demostraci�on� Por el Teorema ��
��� si o�g� es in�nito podemos suponer que hgi � Zy que g � ��
y el apartado � es entonces evidente� Supongamos pues que o�g� es �nito y vale n� Podemos suponer
que hgi �Zn y que g � ���� S�olo hay entonces que demostrar que el orden de �k� en Zn es n�d� donde
d � mcd�n� k�� El subgrupo de Zn generado por �k� es hk� ni�hni � hdi�hni� que� como vimos en los
Ejemplos ������ tiene n�d elementos� con lo que el resultado queda demostrado� �

	�� Conjugaci�on y Ecuaci�on de Clases

El concepto de elementos conjugados y de clases de conjugaci�on es muy importante en Teor��a de Grupos�
y lo emplearemos con frecuencia en el resto del curso� En esta secci�on� adem�as de las de�niciones y
propiedades elementales� establecemos la Ecuaci�on de Clases� que es una herramienta fundamental para
contar elementos en un grupo �nito� y la empleamos para demostrar algunos resultados en los que se
establecen propiedades de un grupo en funci�on s�olo de su orden�
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De�nici�on ����� Sea G un grupo y sean a� x � G� El conjugado de a por x es el elemento ax � x��ax

un elemento b � G es un conjugado de a si es de la forma b � ax para alg�un x � G� Si A es un
subconjunto de G llamamos conjugado de A por x al subconjunto Ax � fax � a � Ag�

La notaci�on ax para el producto x��ax es �util en muchas situaciones� Aunque aparentemente puede
confundirse con la notaci�on introducida al principio de la Secci�on ���� la naturaleza del exponente
�elemento del grupo multiplicativo que estemos manejando o n�umero entero� nos sacar�a de dudas en
cada caso concreto�
En un grupo abeliano es claro que ax � a para cada x� luego en el contexto abeliano la conjugaci�on no

tiene inter�es� Las propiedades elementales de la conjugaci�on son f�aciles de demostrar� y las proponemos
como ejercicio�

Ejercicio ����� Sea G un grupo y sean a� b� x � G� Demostrar que�

�� �ax��� � �a���x�

	� �ab�x � axbx�

�� o�ax� � o�a��

� Si H es un subgrupo de G entonces Hx es un subgrupo de G del mismo orden que H �los subgrupos
de este tipo se dice que son conjugados de H��

�� Si A y B son subconjuntos de G entonces A � B � Ax � Bx�

�� ax � a� ax � xa�

�� b � ax � xb � ax� a � b�x
��	�

�� axy � �ax�y�

�� La relaci�on �ser conjugados� es una relaci�on de equivalencia en G�

Ejercicio ����� Dados un grupo G y un subgrupo N � demostrar que las siguientes condiciones son
equivalentes�

�� N es normal en G�

	� Nx � N para cada x � G �es decir� N coincide con todos sus conjugados��

�� Nx � N para cada x � G �es decir� N contiene a todos sus conjugados��

Ejercicio ����	 Dado un grupo G� demostrar que�

�� Dado x � G� la aplicaci�on tx � G � G dada por tx�a� � xax�� �conjugaci�on por x��� es un
automor�smo de G� con inverso tx�� � llamado automor�smo interno �o interior� de G inducido
por x� Los elementos �jados por tx son precisamente los que pertenecen al centralizador CenG�x��

	� El conjunto Inn�G� de los automor�smos internos de G es un subgrupo normal del grupo Aut�G�
�Ejemplo ������ que se denomina grupo de los automor�smos internos de G�

�� La aplicaci�on t � G� Aut�G� dada por x �� tx es un homomor�smo de grupos con imagen Inn�G�
y n�ucleo Z�G� �el centro de G�� En consecuencia� Inn�G� �� G�Z�G��

Las clases de equivalencia para la relaci�on �ser conjugados� en un grupo G se llaman clases de
conjugaci�on de G� de modo que G es la uni�on disjunta de sus clases de conjugaci�on� La clase de
conjugaci�on de a se denota por aG es decir�

aG � fax � x � Gg�

Obs�ervese que todos los elementos de una clase de conjugaci�on tienen el mismo orden�
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Proposici�on ����� �Ecuaci�on de Clases� Sea G un grupo arbitrario y sea a � G� Entonces�

�� La clase de conjugaci�on de a es unitaria �es decir� s�olo contiene al propio a� si y s�olo si a � Z�G��

	� jaGj � �G � CenG�a�� �donde CenG�a� es el centralizador de a�� En particular� jaGj 	 jCenG�a�j �
jGj� y por tanto jaGj divide a jGj�

�� Si G es �nito y , es un conjunto de representantes de las clases de conjugaci�on no unitarias de
G� entonces

jGj � jZ�G�j 
X
b��

jbGj � jZ�G�j 
X
b��
�G � CenG�b���

Esta igualdad se conoce con el nombre de Ecuaci�on de Clases de G�

Demostraci�on� �� Es claro� pues ax � a si y s�olo si ax � xa�
�� Pongamos H � CenG�a�� Como �G � H� es el cardinal del conjunto HnG de las clases por

la derecha m�odulo H� el resultado estar�a probado si vemos que la aplicaci�on HnG � aG dada por
Hx �� ax es una biyecci�on� Las equivalencias

Hx � Hy � xy�� � H � axy�� � xy��a� x��ax � y��ay � ax � ay

muestran que la aplicaci�on est�a bien de�nida y es inyectiva� mientras que la suprayectividad es obvia�
�� Como las clases de conjugaci�on constituyen una partici�on de G� el cardinal jGj es la suma de los

cardinales de cada clase de conjugaci�on� y la ecuaci�on de clases lo �unico que hace es recoger la suma de
los cardinales de las clases unitarias en jZ�G�j �por el apartado ��� y el resto en la sumaP�G � CenG�b��
�por el apartado ��� �

Ejemplo ����� Clases de conjugaci�on en Dn�

Sea R la rotaci�on de �angulo ���n en Dn� Como hRi � CenDn
�Ri� para todo i� y hRi tiene ��ndice � en

Dn� tenemos dos opciones�

CenDn
�Ri� � Dn �o CenDn

�Ri� � hRi�

Por la Proposici�on ������ la clase de conjugaci�on RiDn tiene uno o dos elementos� El primer caso se
da si Ri es central� o sea� por el Ejercicio ������ si i � � o si n es par e i � n��� En el segundo caso�

RiDn � fRi� R�ig�
Para calcular las dem�as clases de conjugaci�on� obs�ervese que un elemento de Dn es una simetr��a

respecto de una recta precisamente si deja �ja una recta de R�� Si g � Dn y S es la simetr��a respecto
de cierta recta L� entonces gSg�� deja �ja la recta gL� y por tanto es otra simetr��a� Si L pasa por un
v�ertice� entonces gL tambi�en pasa por un v�ertice� porque g permuta los v�ertices� Utilizando esto� se
ve f�acilmente que� si n es impar� las simetr��as respecto de rectas forman una clase de conjugaci�on� Sin
embargo� si n es par� las simetr��as se dividen en dos clases de conjugaci�on� una est�a formada por las
simetr��as respecto de rectas que unen dos v�ertices� y otra por las simetr��as que unen puntos medios de
lados opuestos�
El lector puede tratar de obtener los mismos resultados empleando s�olo la operaci�on en Dn� en lugar

de usar argumentos geom�etricos�

La Ecuaci�on de Clases nos da informaci�on sobre jGj� y cuando este entero tiene una factorizaci�on
c�omoda es posible sacarle bastante partido� Un tipo de enteros con factorizaci�on especialmente c�omoda
son las potencias de n�umeros primos veamos qu�e cosas se pueden decir sobre este tipo de grupos�

Proposici�on ����� Si jGj � pn para cierto entero primo p y cierto n  �� entonces Z�G� 
� f�g�
Demostraci�on� La ecuaci�on de clases nos dice que pn � jZ�G�j P�G � CenG�a��� y como p divide a
cada �G � CenG�a�� y a p

n deducimos que p divide a jZ�G�j� lo que nos da el resultado� �

Cuando el orden del grupo G es p� se puede a�rmar algo m�as contundente� G es abeliano� El
resultado se basa en este lema� que tiene inter�es por s�� mismo�
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Lema ����
 Si G�Z�G� es c��clico entonces G es abeliano �luego G�Z�G� es trivial�� En particular�
�G � Z�G�� no puede ser un entero primo para ning�un grupo G�

Demostraci�on� Sea Z � Z�G�� Si G�Z es c��clico y aZ es un generador de G�Z� entonces todo
elemento de G es de la forma anz� con n � Zy z � Z� y es elemental ver que dos elementos de esta
forma conmutan� �

Proposici�on ����� Si p es un entero primo� entonces todo grupo �nito G de orden p� es abeliano�

Demostraci�on� Por el Teorema de Lagrange� el orden de Z�G� s�olo puede ser �� p �o p�� Como
jZ�G�j 
� � por la Proposici�on ������ y jZ�G�j 
� p por el Lema ����
� ha de ser jZ�G�j � p�� de modo
que G � Z�G�� �

La Ecuaci�on de Clases nos permite encontrar una condici�on que garantiza la normalidad de ciertos
subgrupos de un grupo de orden pn�

Proposici�on ����� Sea G un grupo �nito de orden pn� con p primo y n  �� Si H es un subgrupo
de G de orden pn��� entonces H es normal en G�

Demostraci�on� Haremos inducci�on sobre n� Para n � �� el resultado es obvio� de modo que supon�
dremos n � �� Por la Proposici�on ����� y el Teorema de Lagrange se tiene jZj � ps para cierto s con
� � s � n� Es obvio que ZH � HZ� luego �este es un subgrupo de G que contiene a H �Ejercicio ��	�����
y en consecuencia s�olo hay dos opciones� o bien HZ � H o bien HZ � G�

En el segundo caso H es normal en G� En efecto� dado g � G � HZ se tiene g � hz con h � H y
z � Z� luego Hg � �Hh�z � Hh � H�

Por tanto� podemos asumir que HZ � H� Entonces Z es un subgrupo normal de H� y as��

jG�Zj � jGj
jZj �

pn

ps
� pn�s y jH�Zj � jHj

jZj �
pn��

ps
� pn�s���

Si aplicamos la hip�otesis de inducci�on al grupo G
Z observamos que

H
Z es normal en

G
Z � y ahora el resultado

es consecuencia del Teorema de la Correspondencia �������� �

Grupos de orden peque�no

Como parece apreciarse por los resultados obtenidos hasta ahora� en general podremos describir mejor
los grupos de orden n cuanto m�as sencilla sea la factorizaci�on de n en primos� En este p�arrafo vamos
a recopilar lo que ya sabemos para algunos valores bajos de n� y a plantear algunos objetivos para el
futuro�

�� Consideremos los siguientes grupos de orden 	� el grupo c��clico Z
� el producto Z� �Z� y el
grupo cociente Q�N de los Ejemplos ������ No es dif��cil dar expl��citamente un isomor�smo entre
Z��Z� y Q�N � Por otra parte� en estos dos grupos todo elemento a veri�ca o�a� j �� cosa que
no ocurre en Z
� Esto nos dice que hay al menos dos grupos de orden 	 no isomorfos� y sabemos
que cualquier otro debe ser abeliano �Proposici�on ������� Veremos en el Cap��tulo � que de hecho
no hay m�as�

�� Consideremos los siguientes grupos de orden �� el grupo c��clicoZ�� el producto Z��Z�� S� y D��
Ya vimos que los dos �ultimos son isomorfos �Ejercicio ������� y los dos primeros tambi�en lo son
��por qu�e��� Por otra parte�Z� es abeliano y S� no� luego no pueden ser isomorfos� Esto nos dice
que hay al menos dos grupos no isomorfos de orden � �Z� y D��� y veremos en el Cap��tulo 
 que
no hay m�as�
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�� Consideremos los siguientes grupos de orden 
� el grupo c��clico Z� los productos Z� �Z
 y
Z� �Z��Z�� y los grupos no abelianos D
 y Q� Entre ellos no hay dos isomorfos� Ninguno
de los abelianos puede ser isomorfo a uno de los no abelianos D
 y Q no son isomorfos porque
en el segundo s�olo hay un elemento de orden � y en el primero hay cuatro dejamos que el lector
use argumentos de este tipo para ver que tampoco puede haber isomor�smos entre los abelianos�
Esto nos dice que hay al menos cinco grupos no isomorfos de orden 
� y veremos en el Cap��tulo 

que no hay m�as�

	� Consideremos los siguientes grupos de orden �� el grupo c��clico Z� y el producto Z� �Z� �no
los hay no abelianos por la Proposici�on ������� No son isomorfos porque en el segundo no hay
elementos de orden � y en el primero s��� Veremos en el Cap��tulo � que� salvo isomor�smos� no
hay m�as grupos de orden ��

�� Consideremos los siguientes grupos de orden ��� el grupo c��clico Z��� el producto Z� �Z�� y
el grupo no abeliano D�� Los dos primeros son isomorfos� y desde luego no son isomorfos al no
abeliano� En cuanto a grupos de orden �	 tenemosZ�
 ��Z��Z� 
�� D�� Veremos en el Cap��tulo 

que� salvo isomor�smos� s�olo hay estos dos grupos de cada uno de los �ordenes �� y �	�

�� Veremos en el Cap��tulo 
 que� salvo isomor�smos� s�olo hay un grupo de orden �� ��cu�al crees que
va a ser��� y hay exactamente � grupos de orden ���

	��� Problemas

�� Decir cu�ales de los siguientes conjuntos y operaciones son grupos�

�a� El conjunto N con la operaci�on m�aximo com�un divisor�

�b� El conjunto N con la operaci�on m��nimo com�un m�ultiplo�

�c� El conjunto R con la operaci�on a � b � a b  ab�

�d� El conjunto A � fx � R � �� � x � �g� con la operaci�on x � y � x�y
��xy �

�� Construir la tabla de multiplicaci�on de los siguientes grupos�

�a� Los grupos de unidades de Z� y Z���

�b� GL��Z���

�c� El subgrupo de GL��C � generado por las matrices

a �

�
i �
� i

�
� b �

�
� i
i �

�
�

�d� El subgrupo de GL��C � generado por las matrices

a �

�
� �
� ���

�
� b �

�
� �
� �

�
�

donde � � ��
p��
�

�

�e� El subgrupo de GL��Q� generado por las matrices

a �

�
� �
�� �

�
� b �

�
� ��
� ��

�
�

�f� El grupo cociente G�h�Ii� donde G es el grupo del apartado anterior e I es la matriz
identidad�

�g� El grupo de los automor�smos del grupo Z��
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�h� El subgrupo del grupo de la permutaciones de A � Rn f�� �� �g generado por f y g� donde

f�x� � �� x y g�x� �
�

x
�

�i� Z�� con la operaci�on x � y � x ����x  y�

Decidir si alguno de estos grupos es isomorfo a alg�un otro grupo conocido�

�� Construir el diagrama de los subgrupos de los grupos anteriores� indicando cu�ales de ellos son
normales�

	� Sea f � G � H un isomor�smo de grupos� Demostrar �mientras no se considere una p�erdida de
tiempo� que�

�a� Los elementos a y a� conmutan en G si y s�olo si f�a� y f�a�� conmutan en H�

�b� G es abeliano si y s�olo si H es abeliano�

�c� El orden de a en G coincide con el orden de f�a� en H�

�d� Un subconjunto K de G es un subgrupo de G si y s�olo si f�K� es un subgrupo de H� En
este caso� los ��ndices �G � K� y �H � f�K�� coinciden�

�e� Un subconjunto N de G es un subgrupo normal de G si y s�olo si f�N � es un subgrupo normal
de H�

�f� Un subconjunto X de G genera el subgrupo K si y s�olo si el subconjunto f�X� de H genera
el subgrupo f�K��

�g� G es c��clico si y s�olo si H es c��clico�

�h� Si Z es el centro de G entonces f�Z� es el centro de H�

�i� Si C es el centralizador de a en G entonces f�C� es el centralizador de f�a� en H�

�j� Un subconjunto C de G es una clase de conjugaci�on de G si y s�olo si f�C� es una clase de
conjugaci�on de H�

�� Probar que todo grupo G de orden menor o igual a cinco es abeliano�

�� Sean H� K y L subgrupos de un grupo G con H � L� Probar que �HK� � L � H�K � L�� Esta
identidad de conoce como identidad de Dedekind�

�� Sea G un grupo� Para cada una de las dos a�rmaciones que siguen� dar una demostraci�on o poner
un contraejemplo�

�a� Para cada a � G� existe un a� � G tal que aa�a � ��

�b� Para cada a � G� existe un a� � G tal que a�aa� � ��

�c� G posee a lo sumo un elemento a que veri�ca a� � a�


� Sea G un grupo� Probar que las siguientes a�rmaciones son equivalentes�

�a� G es abeliano�

�b� �ab�� � a�b� para cualesquiera a� b � G�

�c� �ab��� � a��b�� para cualesquiera a� b � G�

�d� �ab�n � anbn para todo n � N y para cualesquiera a� b � G�

�e� ��� �ab�n � anbn para tres enteros consecutivos �jos y para cualesquiera a� b � G�

Probar� adem�as� que la �ultima condici�on no es equivalente a las dem�as si se sustituye �tres� por
�dos��

�� Mostrar que la uni�on de dos subgrupos de un grupo no es necesariamente un subgrupo� A�un m�as�
probar que un grupo nunca puede expresarse como uni�on de dos subgrupos propios�
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��� Para n � �� � � � � ��� determinar cu�ales de los grupos Z�n son c��clicos�

��� Supongamos que H y K son dos subgrupos de un grupo G� tales que existe una clase lateral por
la derecha de G m�odulo H que es igual a otra de G m�odulo K� Probar que H � K�

��� Sea G un grupo arbitrario� Mostrar que si K y L son subgrupos de G de ��ndice �nito y K � L
entonces �G � K� � �G � L� 	 �L � K��

��� Sea G un grupo con subgrupos H y K� Demostrar que� si la intersecci�on de dos clases laterales
Hx y Ky no es vac��a� entonces es una clase lateral m�odulo H �K� Deducir que si H y K tienen
��ndice �nito en G� entonces tambi�en lo tiene H �K�

�	� Calcular el orden de cada elemento de los grupos Dn�

��� Calcular el orden en S� de la permutaci�on

�
� � � 	 �
� 	 � � �

�
�

��� Demostrar las siguientes variantes del Teorema Chino de los Restos�

�a� Si G�� � � � � Gr son grupos c��clicos �nitos de �ordenes n�� � � � � nr� entonces G � G� � � � �� Gr

es c��clico �de orden n� 	 	 	nr� precisamente si los ni son coprimos dos a dos�
�b� Si a y b son dos elementos de un grupo que conmutan entre si y tienen �ordenes �nitos n y

m� entonces ha� bi es c��clico de orden nm precisamente si mcd�n�m� � ��

��� �Es c��clico el producto directo de dos grupos c��clicos in�nitos�

�
� Sea K un cuerpo� Demostrar que�

�a� El subconjunto G de GL��K� formado por las matrices invertibles de la forma

�
a b
� d

�
es un subgrupo�

�b� El subconjunto N de las matrices de la forma

�
� b
� �

�
es subgrupo normal de G�

�c� El cociente G�N es abeliano�

��� Demostrar que la intersecci�on de una familia de subgrupos normales de un grupo tambi�en es un
subgrupo normal�

��� Sea H un subgrupo de un grupo G� Demostrar que �g�Gg��Hg es el mayor subgrupo normal de
G contenido en H y el subgrupo generado por �g�Gg��Hg es el menor subgrupo normal de G
que contiene a H�

��� Sea P una partici�on de un grupo G con la propiedad de que para cualquier par de elementos A�B
de la partici�on� el producto AB � fab � a � A� b � Bg es otro elemento de la partici�on� Sea N el
elemento de la partici�on que contiene al neutro � � G� Probar que N es un subgrupo normal de
G y que P consiste en las clases laterales de G m�odulo N �

��� Demostrar que la propiedad de �ser normal� no es transitiva� Es decir� dar un ejemplo de un
grupo G con subgrupos H y K tales que H sea normal en K� K sea normal en G� y H no sea
normal en G�

��� Un grupo se dice que es simple si no tiene ning�un subgrupo normal propio no trivial� Un sub�
grupo normal maximal del grupo G es un subgrupo normal propio de G que no est�a contenido
propiamente en ning�un subgrupo normal propio de G� Demostrar que N es un subgrupo normal
maximal de G si y s�olo si G�N es simple� Demostrar que si N es un subgrupo normal maximal de
G y H es un subgrupo de G que no est�a contenido en N � entonces N �H es un subgrupo normal
maximal de H�

�	� Encontrar todos los grupos c��clicos G� salvo isomor�smos� que tengan exactamente dos generadores
�es decir� tales que existan exactamente dos elementos x � G con G � hxi��
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��� Sean a� b dos elementos en un grupo G y sea c � �a� b� � aba��b�� su conmutador� Probar que� si
c conmuta con a y con b� entonces se veri�ca� para todo par r� s de enteros positivos� �ar� bs� � crs�

��� Probar que todo grupo de orden par posee un elemento de orden ��

��� Sean H y K subgrupos de un grupo G� y sea g � G cualquiera� El conjunto HgK � fx � G � x �
hgk para ciertos h � H� k � Kg se llama una doble clase lateral�

�a� Probar que las dobles clases laterales son una partici�on de G�

�b� �Es cierto que todas las dobles clases laterales tienen el mismo cardinal�

�
� Sean N y M subgrupos normales de un grupo G tales que N �M � f�g� Probar que nm � mn
para todo n � N y m �M �

��� Sea N un subgrupo normal de ��ndice n de un grupo G� Demostrar que gn � N para todo g � G�
y dar un ejemplo que muestre que esta propiedad falla si N no es normal en G�

��� Si N es un subgrupo normal en un grupo G y a � G tiene orden n� probar que el orden de Na en
G�N es un divisor de n�

��� Si G y H son grupos� Hom�G�H� denota el conjunto de los homomor�smos de G a H�

�a� Demostrar que si H es abeliano� entonces Hom�G�H� es un grupo con la operaci�on natural�

�����g� � ��g���g�� �g � G��

�b� Demostrar que si G es abeliano� entonces Hom�Z� G��� G y Hom�Zn� G� �� fg � G � gn � eg�
�c� Calcular Hom�Z��Z� y Hom�Z��Z����

�d� Probar que Aut�Zn� ��Z�n�
�e� Mostrar que� aun cuando G sea c��clico� Aut�G� no tiene por qu�e ser c��clico�

�f� Describir Aut�Z��

��� Probar que si n j m entonces existen un homomor�smo inyectivo Zn �Zm y un homomor�smo
suprayectivo Zm �Zn�

��� Demostrar que� si el grupo G no es abeliano� entonces existe un subgrupo abeliano de G que
contiene estrictamente al centro Z�G��

�	� Demostrar que si H es un subgrupo de G y g � G� entonces Hg � fhg � h � Hg es un subgrupo
de H tal que jHj � jHgj� Demostrar adem�as que H es normal en G si y s�olo si lo es cualquier
Hg�

��� Un subgrupo H del grupo G es caracter��stico si� para cualquier automor�smo f de G� se veri�ca
f�H� � H� Se pide�

�a� Demostrar que todo subgrupo caracter��stico de G es un subgrupo normal de G�

�b� Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no sea caracter��stico�

�c� Si H es un subgrupo caracter��stico de G y K es un subgrupo caracter��stico de H� demostrar
que K es un subgrupo caracter��stico de G�

�d� Demostrar que el centro de un grupo es un subgrupo caracter��stico�

��� Supongamos que H es un subgrupo de un grupo G� y que ning�un otro subgrupo de G contiene
un subgrupo del mismo cardinal que H� Demostrar que H es un subgrupo caracter��stico �y por
tanto normal� de G�

��� Sea G un grupo �nito con un subgrupo normalH tal que jHj y �G � H� son coprimos� Si jHj � n�
probar que H es el �unico subgrupo de G de orden n�

�
� ��� Sea G un grupo para el que existe un n � �� tal que la aplicaci�on x �� xn es un automor�smo�
Probar que xn�� est�a en el centro de G para todo x � G�
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��� Sean N� y N� dos subgrupos normales de dos grupos G� y G�� Demostrar que N� � N� es un
subgrupo normal de G� �G� y que

�G� � G����N� � N�� �� G��N� � G��N��

	�� Sea f � G� H un homomor�smo de grupos y sean G� y H� dos subgrupos normales de G y H�
respectivamente� tales que f�G�� � H�� Demostrar que existe un �unico homomor�smo de grupos
%f � G�G� � H�H� que hace conmutativo el siguiente diagrama� donde las �echas verticales
designan las proyecciones can�onicas�

G
f� H

� �
G�G�

�f� H�H�

Identi�car Ker � %f � e Im � %f � en funci�on de G�� H�� Ker �f� e Im �f��

	�� Sean H y N subgrupos de G� Supongamos que H tiene orden �nito� que N tiene ��ndice �nito en
G y que jHj y �G � N � son coprimos� Se pide�
�a� Mostrar que si N es normal en G� entonces H � N�

�b� Mostrar que si H es normal en G� entonces �NH � N � � �H � N �H��
�c� Deducir que si H es normal en G� entonces H � N�

	�� Sea K un subgrupo normal �nito de un grupo G� sea n un entero positivo coprimo con jKj� y sea
x � G� Probar�

�a� Si o�x� � n entonces el orden de xK en el grupo cociente G�K es tambi�en n�

�b� Si el orden de xK en el cociente es n� entonces existe y � G de orden n tal que xK � yK�

	�� ��� Sean a y p enteros con p primo impar� Demostrar que el polinomio X� � �a�p tiene una ra��z
en Zp precisamente si a�p��	�� � a mod p�

		� Sea p un entero primo� Comprobar que Zp� � fa�b Z� Q
Z
� a� b �Z� b� pn para alg�un n � Ng

es un subgrupo in�nito de Q�Zen el que el orden de cada elemento es una potencia de p�

	�� Demostrar que� siG el grupo di�edricoD
 o el de cuaterniones Q� entonces Z�G� ��Z� yG�Z�G� ��
Z��Z�� y sin embargo D
 
�� Q�

	�� Probar que� salvo isomor�smos� s�olo hay dos grupos no abelianos de orden 
� �Cu�ales son�

	�� Probar que todo grupo no abeliano de orden � es isomorfo a S��

	
� Sean N� y N� subgrupos normales de G� y G� respectivamente� Dar ejemplos que muestren que
cada una de las siguientes implicaciones es falsa�

�a� G�
�� G�� N�

�� N� � G��N�
�� G��N��

�b� G�
�� G�� G��N�

�� G��N� � N�
�� N��

�c� N�
�� N�� G��N�

�� G��N� � G�
�� G��

	�� Probar las siguientes a�rmaciones sobre el grupo abeliano Q de los n�umeros racionales�

�a� Si un subgrupo H de Q es �nitamente generado� entonces H es c��clico�

�b� Q no es c��clico ni siquiera es �nitamente generado�

��� Demostrar que si H es un subgrupo abeliano de un grupo G tal que HZ�G� � G� entonces G es
abeliano� Deducir que si G�Z�G� es c��clico� entonces G es abeliano�

��� Describir todos los subgrupos normales del grupo di�edrico Dn�
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��� ��� Demostrar que el grupo de automor�smos de Dn tiene n��n� elementos� donde � denota la
funci�on de Euler�

��� Calcular los centros de GLn�R�� GLn�C �� SLn�R� y SLn�C ��

�	� Demostrar que un grupo es �nito precisamente si tiene un n�umero �nito de subgrupos�

��� Si p es primo� probar que el centro de cualquier grupo no abeliano de orden p� tiene orden p�

��� Sea G un grupo con un subgrupo N � Demostrar que N es normal en G si y s�olo si N es la uni�on
de ciertas clases de conjugaci�on de G�

��� ��� Sea G un grupo abeliano �nito en el que� para cada n � Z�� la ecuaci�on xn � e tiene a lo
sumo n soluciones� Demostrar que G es c��clico� Deducir que un subgrupo �nito del grupo de
unidades de un dominio es c��clico� �Indicaci�on� Elegir un elemento de orden m�aximo y observar
que para cada g � G de orden n� el subgrupo hgi contiene n soluciones de la ecuaci�on xn � e��

Bibliograf��a del cap��tulo

Allenby ���� Clark ���� Delgado�Fuertes�Xamb�o ����� Dorronsoro�Hern�andez ����� Herstein ����� Jacob�
son ����� Rotman �����
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Cap��tulo 	

Grupos de permutaciones

Se estudian los grupos de permutaciones en un conjunto �nito y sus subgrupos alternados�

Introducci�on

El grupo sim�etrico Sn �grupo de permutaciones de un conjunto �nito de n elementos� no es s�olo un
ejemplo relevante de grupos no abelianos �nitos� sino que tiene una gran importancia te�orica e hist�orica
en el desarrollo de las Ciencias que se mani�esta en muy diversas situaciones� Nosotros ya conocemos el
Teorema de Cayley� y de hecho representaremos en la pr�actica algunos grupos �nitos como subgrupos de
grupos sim�etricos� La aplicaci�on te�orica fundamental de los grupos sim�etricos se ver�a en la asignatura
Ecuaciones Algebraicas de Tercer Curso�

El primer objetivo de este cap��tulo es conseguir una representaci�on c�omoda de los elementos de Sn
que nos permita operarlos con facilidad� Para ello describimos unos elementos sencillos de Sn� los ciclos�
y demostramos que toda permutaci�on de Sn admite una expresi�on� �unica salvo el orden� como producto
de ciclos �disjuntos�� Esta expresi�on� f�acil de obtener en la pr�actica� permite calcular autom�aticamente
el orden y la clase de conjugaci�on de un elemento de Sn� y proporciona diversos sistemas generadores
c�omodos de Sn�

En la segunda parte del cap��tulo de�nimos el signo �o la paridad� de una permutaci�on y estudiamos
el subgrupo alternado de Sn� formado por las permutaciones pares� Los grupos alternados An nos
permiten obtener un contraejemplo para el rec��proco del Teorema de Lagrange �cuando n � 	� y nos
proporcionan una familia de grupos simples �cuando n  �� que� en el curso de Ecuaciones Algebraicas�
se usar�an para demostrar un importante teorema sobre la irresolubilidad por radicales de ecuaciones
polin�omicas de grado  ��

Objetivos del cap��tulo

� Saber expresar una permutaci�on � de Sn como producto de ciclos disjuntos� y calcular a partir
de esa expresi�on el orden y la clase de conjugaci�on de �� as�� como el conjugado de � por cada
elemento � de Sn�

� Conocer el concepto de signo de una permutaci�on� sus propiedades y las formas de calcularlo�

� Conocer el grupo alternado y sus propiedades b�asicas�

� Conocer distintos sistemas generadores de los grupos sim�etricos y alternados�

� Conocer el concepto de grupo simple y el Teorema de Abel sobre la simplicidad de los grupos
alternados An para n  ��

�	�
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Desarrollo de los contenidos


�� Ciclos y trasposiciones

Recordemos que� para cada n�umero natural n� Sn denota el grupo sim�etrico sobre Nn es decir� el
grupo de las aplicaciones biyectivas f � Nn � Nn con la composici�on de aplicaciones como operaci�on�
Generalizando la notaci�on que introdujimos en el Ejercicio ������ describiremos a veces un elemento
f � Sn dando la lista de sus im�agenes en la forma�

� � � � � n
f��� f��� � � � f�n�

�
�

Esta notaci�on puede ser bastante inc�omoda� y en esta primera secci�on la simpli�camos destacando
ciertos elementos que adem�as nos proveen con sistemas de generadores �c�omodos� de Sn�

De�nici�on ����� Diremos que una permutaci�on � � Sn �ja un entero i � Nn si ��i� � i
 en caso
contrario diremos que � cambia o mueve i� y denotaremos porM ��� al conjunto de los enteros cambiados
por ��

M ��� � fi � Nn � ��i� 
� ig�
Es claro que M ��� es vac��o si y s�olo si � � �� y que M ��� no puede tener exactamente un elemento�

Diremos que dos permutaciones � y � de Sn son disjuntas si lo son los conjuntos M ��� y M �� �� Es
decir� si todos los elementos que cambia una de ellas son �jados por la otra�

Cuando digamos que ciertas permutaciones ��� � � � � �r son disjuntas entenderemos que lo son dos a
dos�

Ejercicio ����� Sean �� � � Sn� Demostrar que M ��� �M ������ y que si � y � son disjuntas entonces
conmutan ��� � ��� y se tiene M ��� � � M ��� �M �� ��

De�nici�on ����� La permutaci�on � � Sn es un ciclo de longitud s �o un s�ciclo� si M ��� tiene s
elementos y �estos pueden ordenarse de manera que se tenga M ��� � fi�� i�� � � � � isg y

��i�� � i�� ��i�� � i�� � � � ��is��� � is� ��is� � i��

Obs�ervese que para cualquier i �M ��� se tiene M ��� � fi� ��i�� ���i�� � � � � �s���i�g�

Por ejemplo� los siguientes elementos de S
 son ciclos de longitudes �� � y 	� respectivamente�

� �

�
� � � 	
	 � � �

�
	 �

�
� � � 	
� 	 � �

�

 �

�
� � � 	
� � 	 �

�
�

Buscamos una representaci�on m�as sencilla de las permutaciones� y �esta depende de probar que
toda permutaci�on es producto de ciclos� cosa que haremos pronto� y de encontrar una representaci�on
adecuada para los ciclos� Esto �ultimo es f�acil� como est�a claro que un ciclo � queda determinado por
la descripci�on de M ��� en el orden adecuado� denotaremos el ciclo general de la De�nici�on ����� por

� � �i� i� i� � � � is� �o � � �i�� i�� i�� � � � � is��

Obs�ervese que esta representaci�on no es �unica� Por ejemplo� los ciclos de S
 que hemos dado como
ejemplo se escribir�an as�� �lo que ayuda a justi�car el nombre de ciclo��

� � �� 	� � �	 �� 	 � �� 	 �� � �	 � �� � �� � 	� 
 � �� � 	 �� � �� 	 � �� � �	 � � �� � �� � � 	��

Ejercicio ����	 Sea � � �i� � � � is� un ciclo de longitud s en Sn� Demostrar que�

�� Para cada t � f�� � � � � sg se tiene � � �it � � � is i� � � � it����

	� Para cada t � f�� � � � � sg se tiene it � �t���i���

�� El orden de � coincide con su longitud s�
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El resultado que nos da la representaci�on buscada de las permutaciones de Sn es el siguiente�

Teorema ����� Toda permutaci�on � 
� � de Sn se puede expresar de forma �unica �salvo el orden�
como producto de ciclos disjuntos�

Demostraci�on� De�nimos en M ��� 
� � la siguiente relaci�on binaria�

i � j � existe n �Ztal que �n�i� � j�

Dejamos que el lector compruebe que � es una relaci�on de equivalencia�
Fijado i �M ���� sea s el menor entero positivo tal que �s�i� � i ��por qu�e existe uno��� Entonces

la clase de equivalencia que contiene a i es fi� ��i�� ���i�� � � � � �s���i�g ��por qu�e son distintos��� En
particular� s  �� y s es el cardinal de la clase de equivalencia que contiene a i�
Sea ahora fi�� � � � � ikg un conjunto de representantes de las clases de equivalencia de � es decir� el

conjunto tiene exactamente un elemento de cada clase de equivalencia� Para cada j � �� � � � � k� sea sj
el cardinal de la clase de ij � Entonces � � �� 	 	 	�k es la factorizaci�on buscada� donde

�j � �ij� ��ij�� �
��ij�� � � � � �

sj���ij���

El orden de los ciclos se puede alterar por la propia demostraci�on o por el Ejercicio ������ y tambi�en de
la demostraci�on se deduce la unicidad salvo el orden� pues si � � �� 	 	 	�k es una factorizaci�on de � en pro�
ducto de ciclos disjuntos� entonces las clases de equivalencia de � son los conjuntos M ����� � � � �M ��k��
�

Ejemplo ����� Factorizaci�on de una permutaci�on como producto de ciclos disjuntos�

Consideremos la permutaci�on de S��

� �

�
� � � 	 � � � 
 � �� ��
� � � 	 � � � 
 �� � ��

�
�

Elegimos un elemento arbitrario cambiado por �� por ejemplo el �� y calculamos sus im�agenes sucesivas
por ��

���� � �� ����� � ���� � �� ����� � ���� � �� �
��� � ���� � ��

Entonces �� � � �� es uno de los factores de �� Elegimos ahora un elemento de M ��� que no haya
aparecido a�un� por ejemplo el �� y le volvemos a seguir la pista� lo que nos da un nuevo factor �� ���
Empezando ahora con el � obtenemos un tercer ciclo �� �� ��� que agota el proceso �el 	 y el 
 son
�jados por �� y nos dice que � � �� � � ���� ���� �� ����

Veamos c�omo se puede calcular el orden de una permutaci�on en t�erminos de su factorizaci�on como
producto de ciclos disjuntos�

Proposici�on ����� Sea � � �� 	 	 	�k la factorizaci�on de una permutaci�on � como producto de ciclos
disjuntos� y sea si la longitud del ciclo �i� Entonces

o��� � mcm�s�� � � � � sk��

Demostraci�on� Sea m � N� Como los �i conmutan entre s��� se tiene �m � �m� 	 	 	�mk � Por otra parte�
para cada i se tiene M ��mi � � M ��i� y por tanto los �

m
i son disjuntos� Esto implica� por la unicidad

en el Teorema ������ que �m � � precisamente si cada �mi � �� y entonces el resultado es claro� pues si
es el orden de �i� �

A continuaci�on vamos a describir las clases de conjugaci�on de Sn�

De�nici�on ����
 El tipo de una permutaci�on � 
� � de Sn es la lista �s�� � � � � sk� de las longitudes de
los ciclos que aparecen en su factorizaci�on en ciclos disjuntos� ordenadas en forma decreciente� Por
convenio� la permutaci�on identidad tiene tipo ����
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Por ejemplo� el tipo de un s�ciclo es �s�� el de la permutaci�on �� ���� 	 ���� �� � S� es ��� �� ��� y el
de la permutaci�on de S�� del Ejemplo ����� es �	� �� ���

Teorema ����� Dos elementos de Sn son conjugados precisamente si tienen el mismo tipo� En conse�
cuencia� cada clase de conjugaci�on de Sn est�a formada por todos los elementos de un mismo tipo�

Demostraci�on� Fijemos una permutaci�on �� Para un s�ciclo � � �i� i� � � � is�� se comprueba
f�acilmente que

�� � �i� i� � � � is�
� � �����i�� �

���i�� � � � �
���is��� �������

y en particular �� es un s�ciclo� Tambi�en es f�acil ver que� si dos ciclos �� y �� son disjuntos� entonces
lo son ��� y �

�
� � Como� en general� ��� 	 	 	�k�� � ��� 	 	 	��k � es claro que dos elementos conjugados de Sn

tienen el mismo tipo�
Rec��procamente� supongamos que � y �� tienen el mismo tipo� Entonces las descomposiciones de �

y �� en producto de ciclos disjuntos son de la forma � � ���� 	 	 	�k y �� � � ��� �� 	 	 	 � �k donde �i y � �i tienen
la misma longitud� Por tanto existen biyecciones �i � M �� �i� � M ��i� que conservan la estructura de
los ciclos es decir� si �i � �j� j� � � � js� y � �i � �j�� j�� � � � j�s�� entonces �i�j�t� � jt� para todo t�
Adem�as� como jM ���j � jM ����j� existe una biyecci�on 	 � Nn nM ����� Nn nM ���� Sea ahora � � Sn
la biyecci�on que se obtiene �pegando� las �i y 	� Es decir� ��x� � �i�x� si x �M �� �i � y ��x� � 	�x� si
x 
�M ����� De ����� se deduce que � �i � ��i � para todo i y� por tanto �

� � ��� �

Observaci�on ����� De la primera parte de la demostraci�on anterior se deduce que la factorizaci�on
en ciclos disjuntos de �� se obtiene sustituyendo� en la de �� cada elemento i � Nn por ����i��

Por ejemplo� si � � �� 	 ���� � �� y � � �� ���� 	 ��� entonces �� � �� 	��� � ���

Ejemplo ������ Clases de conjugaci�on de Sn�

Las � permutaciones de S� se dividen en una permutaci�on de tipo ��� �la identidad�� tres ��ciclos o
permutaciones de tipo ��� �a saber� �� ��� �� �� y �� ���� y dos ��ciclos o permutaciones de tipo ��� �a
saber� �� � �� y �� � ����
En S
 hay m�as variedad� y en particular aparecen permutaciones que no son ciclos� Sus �	 permuta�

ciones se dividen en los siguientes tipos�

Tipo Permutaciones
��� �
��� �� ��� �� ��� �� 	�� �� ��� �� 	�� �� 	�
��� �� � ��� �� � ��� �� � 	�� �� 	 ��� �� � 	�� �� 	 ��� �� � 	�� �� 	 ��
�	� �� � � 	�� �� � 	 ��� �� � � 	�� �� � 	 ��� �� 	 � ��� �� 	 � ��
����� �� ���� 	�� �� ���� 	�� �� 	��� ��

Por tanto� cada �la de elementos a la derecha de la barra es una clase de conjugaci�on de S
�
Adem�as de los ciclos� en S� hay permutaciones de los tipos ��� �� y ��� �� y en S� las hay de los

tipos ��� ��� ��� ��� ��� �� �� y ��� ��� En estos casos� por el gran n�umero de elementos en los grupos� es
pesado construir tablas como la que acabamos de dar para S
� pero se puede al menos calcular cu�antas
permutaciones hay de cada tipo �v�ease el Problema ����

Como consecuencia del Teorema ������ sabemos que el grupo sim�etrico Sn est�a generado por el
conjunto de todos los ciclos� Vamos a terminar la secci�on mostrando otros conjuntos generadores de Sn
m�as econ�omicos� En particular� encontraremos uno con � elementos� que para n  � es lo menos que
podemos esperar puesto que Sn no es abeliano en tal caso�

De�nici�on ������ Llamaremos trasposici�on de Sn a cualquier ciclo de longitud ��

As��� una trasposici�on cambia exactamente dos elementos� permut�andolos entre s��� Por el Teo�
rema ������ el conjunto de todas las trasposiciones es una clase de conjugaci�on en Sn�
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Proposici�on ������ Para n � �� los siguientes son conjuntos generadores de Sn�

�� El conjunto de todos los ciclos�

	� El conjunto de todas las trasposiciones�

�� El conjunto de n� � trasposiciones� f�� ��� �� ��� �� 	�� � � � � �� n� ��� �� n�g�
� El conjunto de n� � trasposiciones� f�� ��� �� ��� �� 	�� � � � � �n� � n�g�
�� El conjunto de una trasposici�on y un n�ciclo� f�� ��� �� � � � � � n� � n�g�

Demostraci�on� �� Es una consecuencia inmediata del Teorema ������
Para demostrar el resto de apartados bastar�a con comprobar que los elementos del conjunto dado

en cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado siguiente�
�� Cada ciclo � � �i� i� � � � is� puede escribirse como producto de trasposiciones �no disjuntas��

� � �i� is��i� is��� 	 	 	 �i� i���i� i���
�� Es consecuencia de la igualdad �i j� � �� i��� j��� i��
	� Dado j  �� sea � � �� ���� 	��	 �� 	 	 	 �j � � j�� Usando la Observaci�on ������ se obtiene

�� ��� � �� j��
�� Sean � � �� �� y � � �� � � � � n�� n�� Como �j�� lleva � �� j y � �� j �� la Observaci�on ������

nos dice que �j������j � �j� j  ��� �

Aunque toda permutaci�on de Sn se puede expresar como un producto de trasposiciones� estas
expresiones no tienen las buenas propiedades que vimos en las descomposiciones en ciclos� Por una
parte� no podemos esperar que una permutaci�on arbitraria sea producto de trasposiciones disjuntas
�tendr��a orden ��� Por otra� tampoco se tiene conmutatividad �por ejemplo� �� ���� �� 
� �� ���� ��� ni
unicidad� ni siquiera en el n�umero de factores por ejemplo

�� � �� � �� ���� �� � �� ���� �� � �� ���� 	��� ���� 	� � �� ���� ���� ���� 	��� ���� 	��

N�otese que en todas estas factorizaciones de �� � �� hay un n�umero par de trasposiciones esto es
consecuencia de un hecho general que analizaremos en la secci�on siguiente �Proposici�on �������


�� Grupos alternados

Fijemos un entero positivo n  � y una permutaci�on � � Sn� Por la Propiedad Universal de los
Anillos de Polinomios� existe un homomor�smo de anillos %� �Z�X�� � � � � Xn� �Z�X�� � � � � Xn� tal que
%��Xi� � X	�i	 para cada i �Ejemplos 	���	�� Es decir� dado un polinomioQ� su imagen %��Q� se obtiene
sustituyendo cada Xi por X	�i	 en la expresi�on de Q�
En lo que sigue� P designar�a al polinomio de Z�X�� � � � � Xn� dado por

P �
Y
i�j

�Xj �Xi� � �X� �X���X� �X�� 	 	 	 �Xn �X���X� �X�� 	 	 	 �Xn �X�� 	 	 	 �Xn �Xn����

La condici�on i � j implica que cada diferencia entre dos indeterminadas distintas aparece� en cierto
orden� exactamente una vez en esa factorizaci�on� Como %� es un homomor�smo de anillos� se tiene

%��P � �
Y
i�j

%��Xj �Xi� �
Y
i�j

�X	�j	 �X	�i	��

Como � es una biyecci�on� cada diferencia entre dos indeterminadas distintas sigue apareciendo� en cierto
orden� exactamente una vez en esta factorizaci�on� Fijados i � j pueden ocurrir dos cosas�

� Que sea ��i� � ��j�� en cuyo caso el factor X	�j	 �X	�i	 aparece en %��P � igual que en P �

� Que sea ��i� � ��j�� en cuyo caso el factor X	�j	 �X	�i	 aparece en %��P � en el orden contrario
que en P  en este caso diremos que � presenta una inversi�on para el par �i� j��
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Como cada inversi�on se traduce en un cambio de signo en %��P � con respecto a P � se tiene %��P � � �P �
donde el signo es  si y s�olo si el n�umero de pares �i� j� �con i � j� para los que � presenta una inversi�on
es par� Esto sugiere las de�niciones que siguen�

De�nici�on ����� La permutaci�on � � Sn es par si %��P � � P 
 es decir� si � presenta un n�umero par
de inversiones
 y es impar si %��P � � �P 
 es decir� si � presenta un n�umero impar de inversiones�

El signo de � se de�ne como sg��� � ����k� donde k es el n�umero de inversiones que presenta ��
Es decir� sg��� � � si � es par y sg��� � �� si � es impar� Por el comentario previo a esta de�nici�on
se tiene %��P � � sg���P �

Proposici�on ����� La �aplicaci�on signo� sg � Sn �Z� � f����g es un homomor�smo de grupos�

Demostraci�on� Sean �� � � Sn� Es claro que %� � %� � � � � � y por tanto
sg�� � � �P � � � � �P � � %��%� �P �� � %��sg�� �P � � sg�� �%��P � � sg�� �sg���P�

y por tanto sg�� � � � � sg���sg�� �� �

Proposici�on ����� En Sn se veri�ca�

�� El signo de una permutaci�on � es el mismo que el de su inversa ��� y que el de cualquiera de sus
conjugadas ���

	� Toda trasposici�on es impar�

�� Si � � �� 	 	 	�r � donde las �i son trasposiciones� entonces sg��� � ����r �
� Una permutaci�on � es par �respectivamente impar� si y s�olo si es producto de un n�umero par

�respectivamente impar� de trasposiciones�

�� Un ciclo de longitud s tiene signo ����s��
 es decir� un ciclo de longitud par es impar� y viceversa�

�� La paridad de una permutaci�on coincide con la del n�umero de componentes pares de su tipo�

Demostraci�on� Por la Proposici�on ������ sg���sg����� � � y sg������ � � sg�� ���sg���sg�� � � sg����
de donde se deduce �� Ahora� como toda trasposici�on es conjugada de �� �� y �esta es impar �presenta
exactamente una inversi�on�� el apartado � se sigue del �� y entonces � y 	 son claros puesto que toda
permutaci�on es producto de trasposiciones y sg es un homomor�smo� Finalmente� el apartado � aplicado
a la igualdad �i� i� � � � is� � �i� is��i� is��� 	 	 	 �i� i���i� i�� nos da el apartado � y � es una consecuencia
inmediata de �� �

Ejemplo ����	 Calculando la paridad en funci�on del tipo�

Del Ejemplo ������ y del �ultimo apartado de la Proposici�on ����� se deduce que� adem�as de la identidad�
las permutaciones pares de S� son las de tipo ��� las de S
 son las de los tipos ��� �o ��� �� las de S� son
las de los tipos ���� ��� �o ��� �� y las de S� son las de los tipos ���� ���� ��� �� �o ��� ���

De�nici�on ����� El grupo alternado en n elementos� denotado por An� es el n�ucleo del homomor�smo
sg � Sn �Z� � f����g� Es decir� es el subgrupo de Sn formado por las permutaciones pares�

Proposici�on ����� An es un subgrupo normal de Sn� y para n  � se tiene�

�Sn � An� � �� jAnj � n"

�
� y

Sn
An

�� f����g ��Z��

Demostraci�on� Al estar de�nido como el n�ucleo de un homomor�smo� An es normal en Sn� El resto
es consecuencia del Primer Teorema de Isomorf��a si vemos que� para n  �� el homomor�smo sg es
suprayectivo� para lo que basta notar que sg��� � � y sg�� �� � ��� �

Es elemental ver que A� es el grupo trivial y que A� es el subgrupo c��clico de S� generado por el
��ciclo �� � ��� y por tanto A�

�� Z�� En el caso general� tenemos dos maneras sencillas de describir
conjuntos de generadores de An�
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Proposici�on ����� Los siguientes son sistemas de generadores de An�

�� El conjunto de todos los productos de dos trasposiciones �disjuntas o no��

	� El conjunto de todos los ��ciclos�

Demostraci�on� El apartado � es una consecuencia inmediata del apartado 	 de la Proposici�on ������
Por la misma proposici�on� todos los ��ciclos est�an en An por tanto� usando �� para ver � s�olo hay
que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas �disjuntas o no� se puede escribir como
producto de ��ciclos� lo que se sigue de las igualdades

�i j��i k� � �i k j� e �i j��k l� � �j l k��i k j��

donde asumimos que i� j� k� l son distintos dos a dos� �

Obs�ervese que� como el conjunto vac��o genera el subgrupo trivial� la Proposici�on ����� es v�alida
incluso cuando n � � �o n � ��
A continuaci�on describimos los subgrupos de A
� Esto nos dar�a un ejemplo en el que no se veri�ca

el rec��proco del Teorema de Lagrange� A
 tiene orden ��� pero no tiene subgrupos de orden ��

Ejemplo ����
 Subgrupos de A
�

En virtud del Ejemplo ����	� la siguiente es la lista completa de los elementos de A
�

� � � �� ���� 	� � � �� ���� 	� � � �� 	��� ��
� � �� � �� 	 � �� � 	� 
 � �� � 	� � � �� � 	�
�� � �� � �� 	� � �� 	 �� 
� � �� 	 �� �� � �� 	 ��

Por el Teorema de Lagrange� los subgrupos propios y no triviales de A
 han de tener orden �� �� 	� �o ��
Los de orden � han de estar generados por elementos de orden �� y por tanto son�

h�i � f�� �g h� i � f�� �g h�i � f�� �g�

Como �� � � 
� h�i� deducimos que h�i no es normal en A
� y del mismo modo se ve que no lo son h� i
ni h�i� Los subgrupos de orden � han de estar generados por elementos de orden �� y por tanto son�

h�i � h��i � f�� �� ��g h	i � h	�i � f�� 	� 	�g h
i � h
�i � f�� 
� 
�g h�i � h��i � f�� �� ��g�

Un subgrupo de orden 	 no puede contener a ninguno de los elementos de orden � como el resto de
elementos forman un subgrupo

N � f�� �� �� �g�
�este es el �unico subgrupo de orden 	� que adem�as es normal en Sn por el Teorema ������ Por �ultimo�
veamos que no hay subgrupos de orden �� Un tal subgrupo H ser��a normal en A
 por tener ��ndice �� por
lo que tambi�en N �H ser��a normal en A
� Adem�as se tendr��a NH � A
 ��por qu�e�� y en consecuencia
jN �Hj � � �Lema ��	����� en contra del hecho de que ninguno de los subgrupos de orden � de A
 es
normal�

Terminamos el cap��tulo con un resultado de notable importancia hist�orica� pues es una de las claves
que permiti�o demostrar la inexistencia de una f�ormula general para calcular �por radicales� las ra��ces
de polinomios de grado � o superior �ver la nota al pie en el Ejemplo ������� Se trata del Teorema de
Abel� que a�rma que los grupos alternados An son simples cuando n  �� Por supuesto� necesitamos la
de�nici�on de grupo simple�

De�nici�on ����� Un grupo no trivial G es simple si sus �unicos subgrupos normales son f�g y G�

Por ejemplo� todo grupo de orden primo es simple� El rec��proco se veri�ca para grupos abelianos�

Ejercicio ����� Demostrar que un grupo abeliano es simple precisamente si su orden es primo�
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Los grupos simples no abelianos son escasos� � De hecho� el grupo simple no abeliano de menor
tama�no es A�� que tiene �� elementos �Teorema 
�	����� Es decir� si G es un grupo simple �nito
entonces o bien jGj es primo o bien jGj  ���
Obs�ervese que A� es simple� pero A
 no lo es� como muestra el Ejemplo ����
� Para demostrar el

anunciado Teorema de Abel necesitamos un lema�

Lema ������ Si un subgrupo normal H de An �n  �� contiene un ��ciclo� entonces H � An�

Demostraci�on� Sea � un ��ciclo en H� Por la Proposici�on ������ basta ver que cualquier otro ��ciclo
�� est�a en H� Sabemos por el Teorema ����� que existe � � Sn tal que �

� � ��� de modo que si � � An

entonces �� � H� por la normalidad de H en An en consecuencia� podemos suponer que � es una
permutaci�on impar� Como � s�olo cambia � elementos y n  �� existe una trasposici�on 	 disjunta con
�� por lo que �� � �� Por tanto

��� � ����� � �� � ���

y como 	� est�a en An por ser el producto de dos permutaciones impares� la normalidad de H en An

implica que �� � H� como quer��amos ver� �

Teorema ������ �Abel� Si n  �� entonces An es un grupo simple�

Demostraci�on� Supongamos que H 
� f�g es un subgrupo normal de An y veamos que H � An� Por
el Lema ������� bastar�a probar que H contiene un ��ciclo�
Por el Axioma de Buena Ordenaci�on� podemos elegir un elemento � 
� � � H que cambie el menor

n�umero posible de elementos de Nn es decir� existen � 
� � � H y r � Z� tales que � cambia
exactamente r elementos� y cualquier otro � 
� � � H cambia al menos r elementos� Ahora veremos
que debe tenerse r � �� por lo que � ser�a un ��ciclo en H y habremos terminado�
Desde luego� no puede ser r � � porque ninguna permutaci�on cambia exactamente un elemento� ni

tampoco r � � porque todas las permutaciones de H son pares� Supongamos pues� en busca de una
contradicci�on� que r � �� Se tienen entonces dos posibilidades�

�� Que� en la factorizaci�on de � en ciclos disjuntos� aparezca alguno de longitud  ��
�� Que � sea un producto de �al menos dos� trasposiciones disjuntas�

En el primer caso� � debe cambiar al menos � elementos �si s�olo cambiase 	� como al menos aparece un
��ciclo� � ser��a un 	�ciclo� lo que contradice el hecho de que � � An�� Podemos suponer� sin p�erdida de
generalidad ��por qu�e��� que �� �� �� 	� � �M ��� y que alguno de los ciclos disjuntos que componen � es
de la forma �� � � � � � � �con longitud al menos ��� Sea � � �� 	 ��� Como � � An y H es normal en An�
deducimos que �� � H� y as�� 	 � ����� � H� Si ��i� � i entonces i � � y por tanto ��i� � i� de donde
se sigue que 	�i� � i por tanto M �	� � M ���� y la inclusi�on es estricta pues ���� � � mientras que
	��� � �� En consecuencia� 	 � H cambia menos de r elementos� as�� que debe ser 	 � �� por la elecci�on
de r� Esto signi�ca que �� � �� y por tanto �� � ��� Pero esto es falso� pues ����� � 	 y ����� � ��
de manera que la primera de las dos posibilidades consideradas nos lleva a una contradicci�on�
Pasamos al segundo caso� Reordenando los elementos de Nn podemos asumir que � � �� ���� 	� 	 	 	

�puede haber m�as trasposiciones en el producto o no�� Sea de nuevo � � �� 	 ��� Como antes� tomamos
	 � ����� � H� Si i 
� � y ��i� � i entonces i 
� �� 	� � y por tanto ��i� � i� de donde se sigue que
	�i� � i por tanto M �	� �M ����f�g� Pero el � y el � son �jados por 	 y cambiados por �� de modo
que 	 cambia menos de r elementos y as�� 	 � �� o sea �� � ��� Pero se tiene ����� � � 
� � � ������
En cualquier caso� pues� llegamos a la contradicci�on que busc�abamos� �

�La clasi�caci�on de todos los grupos simples �nitos est�a considerada como el mayor trabajo colectivo que se ha hecho
en Matem�aticas� La �demostraci�on� de este resultado� conocido como el �Teorema Enorme�� se esparce en numerosos
art��culos de investigaci�on y se estima que ocupar��a unas 	����� p�aginas� La mayor��a de estos grupos se distribuyen en �
familias in�nitas con alguna caracter��stica com�un� dos de ellas son la familia de los grupos c��clicos de orden primo y la de
los grupos alternados An con n � �� Los grupos simples �nitos que no pertenecen a ninguna de estas familias se llaman
�espor�adicos�� Hay exactamente �� grupos espor�adicos� el menor tiene orden �� � �� � � � 		 � ������ y el mayor� conocido
como el �grupo monstruo�� tiene orden algo mayor que � � 	��� 
exactamente ��� � ��� � �	 � �� � 		� � 	�� � 	� � 	� � �� � �� �
�	 � �	 � �� � �� � �	�



	��� PROBLEMAS ���


�� Problemas

�� Se pide� para las siguientes permutaciones�

� �

�
� � � 	
	 � � �

�
� 	 �

�
� � � 	 � �
� � 	 � � �

�
� 
 � �	 � ���� � ���� � ���� � 	��� 	 ���

�a� Expresarlas como producto de ciclos disjuntos�

�b� Calcular sus �ordenes�

�c� Expresarlas como producto de las trasposiciones �� ��� �� ��� � � � � �n� � n��
�d� Expresarlas como producto de las trasposiciones �� ��� �� ��� � � � � �� n� ��� �� n��
�e� Expresarlas como producto de las permutaciones �� �� y �� � 	 	 	n � � n��
�f� Calcular su paridad�

�g� Expresar las que sean pares como producto de ciclos de longitud ��

�� Calcular ������ donde

�a� � � �� � ���� ��� � � �� � � ���

�b� � � �� � ��� � � �� � ���

�� Determinar la paridad de las siguientes permutaciones�

�a� �� � ���� ���

�b� �� � � 	 ���� � ���	 ���

�c�

�
� � � 	 � � �
� � � 	 � � �

�
�

	� Calcular ������ donde � �

�
� � � 	 � � � 
 � �� ��
� � � � � � 	 � � �� 


�
�

�� Se pide�

�a� Resolver la ecuaci�on x�� ���� 	�x�� � �� ���� �� en S��

�b� Probar que la ecuaci�on x�� � ��x�� � �� ���� � 
� no tiene soluci�on en S�

�c� Encontrar� si existen� las soluciones en S� de la ecuaci�on x�� ��x
�� � �� 	��� ���

�� Encuentra los �� pares para los que la permutaci�on � � �� � 
��� 	� de S presenta inversiones�

�� Dada la permutaci�on � �

�
� � � 	 � � � 
 �
� � � 
 � � 	 � �

�
� calcular el orden de ���


� Probar que si � � Sn es un d�ciclo y ��x� 
� x entonces � � �x ��x� 	 	 	 �d���x���

�� Sea � 
� � una permutaci�on de Sn entonces�
�a� � es un ciclo si y s�olo si� para cualesquiera j� k � M ���� existe un entero m tal que �m�j� � k�

�b� Si � es producto de dos o m�as ciclos disjuntos� entonces � no es un ciclo�

��� Probar que para toda permutaci�on � � Sn se cumple ��i� 	 	 	 ir���� � ���i�� 	 	 	��ir���
��� Demostrar que una permutaci�on tiene orden primo p si y s�olo si se factoriza como un producto

de ciclos disjuntos� cada uno de longitud p�

��� Demostrar que para todo � � k � n� Sn tiene al menos
�
n
k

�
subgrupos isomorfos a Sk � Sn�k y

que todos son conjugados es decir� para dos de estos grupos H y K existe � � G tal que H	 � K�
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��� Dados dos n�umeros naturales n y k con n  k  �� se pide�
�a� Demostrar que� para cada subconjunto A de Nn de cardinal k� el n�umero de k�ciclos � de Sn

con M ��� � A es �k � ��"�
�b� Demostrar que el n�umero de k�ciclos en Sn es

�
n
k

�
�k � ��"�

�c� �Cu�antos elementos de tipo ��� �� hay en S�� �Cu�antos de tipo ��� ���

�d� �Cu�antos elementos de tipo ��� �� hay en S�� �Cu�antos de tipo ��� ��� �Y de tipo ��� ���

�e� ��� Calcular en general el n�umero de elementos de Sn de tipo �k�� � � � � kr��

�	� Sea G un grupo �nito de orden n� y sea g � G de orden m� Como en la demostraci�on del Teorema
de Cayley �����	�� se de�ne �g � G � G por �g�x� � gx� Viendo a �g como un elemento de Sn�
demostrar que�

�a� �g es un producto de n�m ciclos de longitud m�

�b� La paridad de �g coincide con la paridad del entero �m� �� nm �
�c� Si �m� �� nm es impar� entonces G tiene un subgrupo normal de ��ndice ��

��� Demostrar que el centralizador de la permutaci�on � � ��� �� � � � � n� en Sn es h�i�
��� Demostrar que el grupo alternado An es un subgrupo caracter��stico del grupo sim�etrico Sn�

��� Sea n  � y sea f � Sn � Sn�� la aplicaci�on dada por f��� � ��� donde �� act�ua igual que �
sobre los elementos �� �� � � � � n� y �� �ja �respectivamente� intercambia� n � y n � cuando � es
par �respectivamente� impar�� Demostrar que f es un homomor�smo inyectivo de grupos y que
su imagen est�a contenida en An��� Deducir que todo grupo �nito es isomorfo a un subgrupo de
un grupo alternado�

�
� Probar que si P es un subgrupo de orden 	 del grupo alternado A�� entonces P es isomorfo al
grupo de Klein Z��Z��

��� Demostrar que Dn es isomorfo al subgrupo h�� �i de Sn� donde � � ��� �� � � � � n� �� n� y � es el
producto de las trasposiciones �i� n  � � i�� donde i var��a desde � hasta la parte entera de n���
�Para qu�e valores de n se tiene h�� �i � An�

��� Probar que si todo � � Sn es producto de ciclos disjuntos de orden � entonces n � ��
��� Probar que para todo H � Sn� con n � �� se tiene� o bien H � An o bien �H � H �An� � ��

��� Dado f � Aut�S��� probar que f induce una permutaci�on del conjunto X � f�� ��� �� ��� �� ��g �
S�� Deducir que la aplicaci�on t � S� � Aut�S�� que lleva � � S� al automor�smo interno t	 �ver
el Ejercicio ����	� es un isomor�smo de grupos�

��� Demostrar que An est�a generado por los ��ciclos de la forma ��� �� i� con i � �� � � � � n�

�	� Para n  �� demostrar que Sn tiene exactamente tres subgrupos normales�
��� Para n  �� demostrar que An es el �unico subgrupo de ��ndice dos de Sn�

��� ��� Sea K un cuerpo� Un polinomio P � K�X�� � � � � Xn� se dice que es sim�etrico si� para todo
� � Sn� se tiene %��P � � P �con la notaci�on de la Secci�on ����� Se llaman polinomios sim�etricos
elementales a los siguientes polinomios sim�etricos�

�� �
Pn

i��Xi

�� �
P

��i�j�nXiXj

�� �
P

��i�j�k�nXiXjXk

���
�n � X�X� 	 	 	Xn�



	��� PROBLEMAS ���

�a� Demostrar que� si r�� � � � � rn son las ra��ces en K del polinomio P � Xn  a�X
n��  	 	 	 

an��X  an� entonces se tiene

ai � ����i�i�r�� � � � � rn�

para cada i � �� � � � � n� Esto nos da los coe�cientes de un polinomio en funci�on de sus ra��ces�

�b� Demostrar que el conjunto de los polinomios sim�etricos de K�X�� � � � � Xn� coincide con el
subanilloK���� � � � � �n� generado por K y los polinomios sim�etricos elementales� �Indicaci�on�
Hacer una doble inducci�on primero en el n�umero de indeterminadas y segundo en el grado
del polinomio sim�etrico P que se quiere demostrar que pertenece a K���� � � � � �n���

�c� Expresar los siguientes polinomios sim�etricos como polinomios en los polinomios sim�etricos
elementales�

�X� �X��
��X� �X��

��X� �X��
�� X�

�  X�
�  X�

� �

�d� Demostrar que el homomor�smo de sustituci�on S � K�X�� � � � � Xn� � K�X�� � � � � Xn� dado
por S�P � � P ���� � � � � �n� es inyectivo y deducir que K�X�� � � � � Xn� es isomorfo al anillo de
los polinomios sim�etricos elementales�

��� ��� Sea p un primo impar y sea H un subgrupo propio de Sp que contiene una trasposici�on�
Demostrar que existen i� j � Np tales que ��i� 
� j para todo � � H� �Indicaci�on� Considerar en
Np la relaci�on de equivalencia en la que i � j si i � j �o si �i� j� � H� y comparar el n�umero de
elementos de las clases de equivalencia��

�
� ��� Sea S� � S�N� el grupo de permutaciones del conjunto numerable N� El grupo alternado
in�nito es el subgrupo A� de S� generado por todos los ��ciclos �donde un ��ciclo se de�ne del
modo obvio�� Demostrar que A� es un grupo simple in�nito�
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Cap��tulo 


Grupos abelianos �nitamente

generados

Se estudian los grupos abelianos �nitamente generados� dando una descripci�on precisa de su estructura
y asign�andoles unas listas de invariantes num�ericos que los determinan salvo isomor�smos�

Introducci�on

En este cap��tulo y en el siguiente� tratamos el problema de clasi�car grupos �nitos en funci�on de su
orden� El objetivo es obtener� para cada entero positivo n� la descripci�on de todos los grupos de orden
n� Por ejemplo� obtendremos resultados como este� �Salvo isomor�smos� hay cinco grupos de orden 
�
que son Z� Z
�Z�� Z��Z��Z�� D
 y Q�� Esto signi�ca que entre esos grupos de orden 
 no hay
dos isomorfos� y que cualquier grupo de orden 
 es isomorfo a uno �y s�olo uno� de ellos�

El problema es tremendamente complicado� y de hecho no est�a resuelto en general� En situaciones
como �esta� lo usual es abordar primero el problema con alguna hip�otesis extra que lo haga m�as sencillo� y
tratar entonces de extraer consecuencias para el caso general� En este cap��tulo clasi�caremos los grupos
abelianos �nitos �m�as generalmente� los �nitamente generados�� y algunas de las ideas que usaremos nos
servir�an m�as tarde para obtener ciertos resultados de clasi�caci�on en el caso no abeliano �clasi�caremos
los grupos de orden n para n � �� y para ciertos valores de n con una factorizaci�on prima sencilla��
Hay un modo elemental de fabricar grupos abelianos �nitamente generados� hacer productos �nitos

de grupos c��clicos� Vamos a demostrar que� salvo isomor�smos� �estos son todos los grupos abelianos
�nitamente generados que existen� lo que nos da una descripci�on muy precisa de esos grupos� M�as a�un�
de forma similar �aunque m�as so�sticada� al modo en el que la dimensi�on de un espacio vectorial lo
determina salvo isomor�smos� ciertos invariantes num�ericos �llamados as�� porque permanecen invarian�
tes por isomor�smos� asociados a cada grupo abeliano �nitamente generado caracterizan su clase de
isomorf��a� en el sentido de que dos de tales grupos son isomorfos si y s�olo si los invariantes de ambos
coinciden�

En todo el cap��tulo usamos notaci�on aditiva� Comenzamos estudiando el concepto de suma directa
de subgrupos� que permite establecer isomor�smos entre un grupo abeliano y el producto directo de
algunos de sus subgrupos� Despu�es analizamos los grupos abelianos libres� que interpretamos como
grupos que cumplen ciertas propiedades an�alogas a las de los espacios vectoriales� y vemos que se les
puede asignar un �rango� que representa en este contexto el papel que tiene la dimensi�on en el caso
vectorial� De�nimos entonces el subgrupo de torsi�on de un grupo� y demostramos que todo grupo
abeliano �nitamente generado A es suma directa de su subgrupo de torsi�on t�A�� que es �nito� y de un
subgrupo libre isomorfo al cociente A�t�A�� Esta �parte libre� es isomorfa a un producto de r copias
de Z� donde r es el rango de A�t�A�� por lo que el problema queda reducido al estudio de grupos
abelianos �nitos� Es f�acil ver que tales grupos son sumas directas de subgrupos �indescomponibles��
por lo que basta ver que todo grupo �nito e indescomponible B es c��clico� Para ello� considerando las
p�componentes de un grupo �para cada entero positivo primo p�� vemos en un primer paso que el orden
de B es una potencia de un primo �jo p� y usando esto obtenemos �nalmente el resultado deseado�

���
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Habremos demostrado as�� que la parte de torsi�on de A es producto de grupos c��clicos cuyo orden
es una potencia de primo� Viendo entonces que esta expresi�on es esencialmente �unica �salvo el orden y
salvo isomor�smos�� la lista formada por el rango de A�t�A� junto con los �ordenes �potencias de primo�
de esos grupos c��clicos ser�a una lista de invariantes que determina la clase de isomorf��a de A �es decir� la
clase formada por los grupos isomorfos a A�� Ser�a entonces f�acil ver que hay una forma alternativa de
descomponer A como producto de c��clicos� en la que el orden de cada uno de ellos divide al del siguiente�
El cap��tulo �naliza con un m�etodo matricial para obtener estas listas a partir de una presentaci�on del
grupo �por generadores y relaciones��

Objetivos del cap��tulo

� Conocer el concepto de suma directa de subgrupos y su relaci�on con el producto de grupos�
� Conocer los conceptos de conjunto linealmente independiente� base� grupo abeliano libre y rango�
as�� como la Propiedad Universal de las Bases�

� Saber calcular bases y rangos de grupos abelianos libres�
� Saber determinar la parte de torsi�on y las p�componentes de un grupo abeliano� y saber descom�
poner �estas como suma directa de subgrupos c��clicos�

� Saber utilizar el Teorema Chino de los Restos para pasar de una descomposici�on invariante a una
descomposici�on indescomponible� y viceversa�

� Saber usar la notaci�on matricial para obtener los factores invariantes de un grupo abeliano �ni�
tamente generado a partir de una presentaci�on por generadores y relaciones�

Desarrollo de los contenidos

��� Sumas directas

Un modo habitual de estudiar un objeto matem�atico consiste en descomponerlo en objetos m�as sencillos�
estudiar �estos y recomponer entonces el objeto inicial� Lo que se entiende por objeto sencillo y la manera
de descomponer y recomponer un objeto dependen de cada caso� En este cap��tulo el objeto estudiado
ser�a un grupo abeliano �nitamente generado A� y los objetos sencillos ser�an los grupos c��clicos� que
ya conocemos bien� En este contexto� el proyecto sugerido al principio del p�arrafo funciona porque
existe un m�etodo muy efectivo para descomponer A de modo que es muy f�acil conocer A a partir de
sus componentes� Se trata de la suma directa de subgrupos� que analizamos en esta secci�on�

Proposici�on ����� Sean fB�� � � � � Bng subgrupos de un grupo abeliano A� Entonces las condiciones
siguientes son equivalentes�

�� El � se expresa de manera �unica como suma de elementos de los Bi� Es decir� si b� 	 	 	 bn � �
con cada bi � Bi� entonces se tiene bi � � para cada i � �� � � � � n�

	� Cada elemento de B�  	 	 	 Bn se expresa de manera �unica como suma de elementos de los Bi�
Es decir� si b� 	 	 	 bn � b�� 	 	 	 b�n con cada bi � Bi y cada b�i � Bi� entonces se tiene bi � b�i
para cada i � �� � � � � n�

�� Para cada j � �� � � � � n se veri�ca Bj � �
P

i 	�j Bi� � ��

Demostraci�on� La equivalencia entre las dos primeras condiciones se deduce de un argumento t��pico
que el lector conocer�a del �algebra lineal� y se deja como ejercicio� Veamos pues que las condiciones � y
� son equivalentes�
Si se veri�ca � y x � Bj � �

P
i	�j Bi�� entonces x � Bj y existen b�� � � � � bj��� bj��� � � � � bn tales que

x � b�  	 	 	 bj��  bj��  	 	 	 bn� Haciendo bj � �x se tiene b�  	 	 	 bn � �� luego bj � � y as��
x � �� Rec��procamente� si se veri�ca � y se tiene b� 	 	 	 bn � � con cada bi � Bi entonces� para cada
��ndice j� se tiene bj � ��b�  � � � bj��  bj��  � � � bn� � Bj � �

P
i	�j Bi� � �� luego bj � �� �




��� SUMAS DIRECTAS ���

La Proposici�on ����� se puede generalizar a una familia in�nita de subgrupos� Expl��citamente�

Ejercicio ����� Sea fBi � i � Ig una familia de subgrupos de un grupo abeliano A� Entonces las
condiciones siguientes son equivalentes�

�� El � se expresa de manera �unica como suma de elementos de los Bi� Es decir� si
P

i�I bi � � con
cada bi � Bi y bi � �� para casi todo i � I� entonces se tiene bi � � para cada i � I�

	� Cada elemento de
P

i�I Bi se expresa de manera �unica como suma de elementos de los Bi� Es
decir� si

P
i�I bi �

P
i�I b

�
i con cada bi� b

�
i � Bi� bi � � para casi todo i � I y b�i � � para casi todo

i � I� entonces se tiene bi � b�i para cada i � I�

�� Para cada j � I se veri�ca Bj � �
P

i 	�j Bi� � ��

De�nici�on ����� Si se veri�can las condiciones equivalentes de la Proposici�on ����� �o del Ejerci�
cio ����	 en el caso in�nito�� se dice que la familia de subgrupos fB�� � � � � Bng es independiente� o que
los subgrupos Bi son independientes� Su suma�

Pn
i��Bi � B�  	 	 	 Bn� se llama entonces la suma

directa de la familia fB�� � � � � Bng� y se denota por �n
i��Bi � B� � 	 	 	 � Bn �o por �i�IBi en el caso

in�nito��
La expresi�on �Sea A � B� � 	 	 	 � Bn� quiere decir que los Bi son subgrupos independientes del

grupo abeliano A y que su suma vale A�
Un subgrupo B de A es un sumando directo de A si existe otro subgrupo C de A tal que A � B�C


es decir� tal que A � B  C y B �C � �� En este caso se dice que C es un complemento directo de B�

Ejemplos ����	 Subgrupos independientes y sumas directas�

�� En el grupo A �Z� los subgrupos B � h�i y C � h�i son independientes y se tiene A � B �C�

�� En el grupo multiplicativo R� se tiene R� � h��i �R��

�� En el grupo multiplicativo C � los subgrupos R� y U � fu � C � juj � �g son independientes y se
tiene C � � R�� U � Eso es precisamente la expresi�on en forma polar de un n�umero complejo�

�

�

�

z � ru

u

r
�

	� Si A y B son grupos abelianos� entonces el grupo producto A � B es la suma directa de los
subgrupos A� � y ��B�

�� El complemento directo de un sumando directo no es� en general� �unico� Por ejemplo� para
cualquier a � Zse tiene Z�Z� h��� ��i � h�a� ��i� la intersecci�on es claramente nula� y un
elemento arbitrario �x� y� de Z�Zse puede expresar como �x� y� � y�a� ��  �x � ya���� ���

�� EnQ no hay dos subgrupos no triviales que sean independientes� En efecto� si A y B son subgrupos

no nulos y elegimos elementos no nulos a
n � A y b

m � B� entonces � � bn
a

n
� am

b

m
nos da una

expresi�on no trivial del � como suma de elementos de A y B� En Zocurre lo mismo� por un
argumento similar�

Ejercicio ����� Demostrar las siguientes a�rmaciones sobre un grupo abeliano A�

�� Toda subfamilia de una familia independiente de subgrupos de A es independiente� Es decir� si
fBi � i � Ig es una familia independiente de subgrupos de A y J es un subconjunto del conjunto
de ��ndices I� entonces la familia fBi � i � Jg es independiente�

	� Una familia de subgrupos es independiente precisamente si toda subfamilia �nita suya lo es�
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�� Si la familia fBi � i � Ig de subgrupos de un grupo abeliano A es independiente y otro subgrupo B�

de A veri�ca B�� ��i�IBi� � �� entonces la familia fB�g�fBi � i � Ig tambi�en es independiente�

En particular� si a una familia independiente le a�nadimos el subgrupo trivial � �una o m�as veces��
seguimos teniendo una familia independiente�

� Si A � �i�IBi entonces cada Bj es un sumando directo de A con complemento �i	�jBi�

�� Si A � B � C y� a su vez� B � B� � 	 	 	 � Bn y C � C� � 	 	 	 � Cm� entonces A � B� � 	 	 	 �
Bn � C� � 	 	 	 � Cm�

�� Si A � B�C entonces la aplicaci�on A� C dada por b c �� c �donde b c es la expresi�on �unica
de un elemento arbitrario de A con b � B y c � C� es un homomor�smo suprayectivo de grupos
con n�ucleo B� En particular� C �� A�B�

�� Si B es un sumando directo de A� cualquier complemento directo suyo es isomorfo a A�B� Por
tanto� aunque un sumando directo puede tener distintos complementos directos� todos ellos son
isomorfos entre s���

Cuando s�olo consideramos familias �nitas� existe una estrecha relaci�on entre los conceptos de suma
directa y producto directo de grupos� que describimos a continuaci�on dejando los detalles a cargo del
lector�
Supongamos primero que A � B�� 	 	 	�Bn� Entonces� viendo cada Bi como grupo y considerando

su producto B�� 	 	 	�Bn� la aplicaci�on B�� 	 	 	�Bn � A dada por �b�� � � � � bn� �� b� 	 	 	 bn es un
isomor�smo de grupos� Es decir� si A es la suma directa de los Bi� entonces A es isomorfo al producto
directo de los Bi�
Rec��procamente� sean B�� � � � � Bn grupos abelianos y sea A el grupo producto� A � B��	 	 	�Bn� Si

denotamos por +Bi al subgrupo de A formado por los elementos que llevan ceros en todas las coordenadas
excepto tal vez en la i��esima �o sea +Bi � � � 	 	 	 � ��Bi � � � 	 	 	 � ��� entonces es elemental ver que
cada +Bi es isomorfo a Bi y que A � +B� � 	 	 	 � +Bn� Es decir� si A es el producto directo de los Bi�
entonces A es la suma directa de los +Bi� que son isomorfos a los Bi�

En vista de esto� a partir de ahora identi�caremos B� � 	 	 	 � Bn con B� � 	 	 	 � Bn�

Ejercicio ����� Extender la discusi�on anterior al caso de una familia in�nita independiente de sub�
grupos� sustituyendo el producto directo por el grupo del �ultimo apartado de los Ejemplos �����

��� Grupos abelianos libres

De�nici�on ����� Sea A un grupo abeliano�

Un subconjunto �nito fa�� � � � � ang de A se dice que es linealmente independiente si la �unica soluci�on�
formada por n�umeros enteros x�� � � � � xn� de la ecuaci�on

nX
i��

xiai � �

es x� � 	 	 	 � xn � �� Un subconjunto de A se dice que es linealmente independiente si todo subconjunto
�nito suyo es linealmente independiente�

Una base de A es un sistema generador de A que es linealmente independiente� Diremos que A es
un grupo abeliano libre si tiene una base�

Ejercicio ����� Demostrar que un subconjunto X de un grupo abeliano A es una base precisamente si
cada elemento de A se puede expresar de forma �unica como combinaci�on lineal con coe�cientes enteros
de los elementos de X� Es decir� si para cada a � A existe una �unica familia fax � x � Xg de enteros�
casi todos nulos� tal que a �

P
x�X axx�
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Ejemplos ����� Grupos abelianos libres�

�� Sea n un n�umero natural y sea A �Zn� Entonces el conjunto

e� � ��� �� � � � � ��� e� � ��� �� � � � � ��� � � � en � ��� �� � � � � ��

es una base de A� llamada base can�onica�

�� En A �Z� el conjunto f�� �g es un sistema generador minimal �en el sentido de que� si quitamos
alg�un elemento� deja de ser sistema generador� que no es linealmente independiente� Por otra
parte� el conjunto f�g es un conjunto linealmente independiente maximal �en el sentido de que�
en cuanto le a�nadamos un elemento� dejar�a de ser independiente� que no es generador�

Esto no ocurre con los espacios vectoriales� en un espacio vectorial� todo sistema generador
minimal es una base �en el sentido de �algebra lineal� y todo conjunto linealmente independiente
maximal es una base�

�� Sea I un conjunto y consideremos el grupo A �ZI � f�ai�i�I � ai �Zg con la suma componente
a componente �a este grupo se le suele llamar el producto directo de jIj copias de Z�� Para cada
i � I� sea ei � ��ij�j�I � donde �ij � � si i 
� j y �ii � � �este s��mbolo se conoce como la delta
de Kronecker�� Entonces E � fei � i � Ig es un conjunto linealmente independiente de A� Sin
embargo� E s�olo es una base si I es �nito� De hecho� el subgrupo generado por E es

Z�I	 � f�ai�i�I �ZI � ai � � para casi todo i � Ig�

Luego Z�I	 es un grupo libre y E es una base suya llamada base can�onica�

	� Sea P el conjunto de los enteros primos positivos� Entonces la aplicaci�on f �Z�P 	� Q� dada por

f��np�p�P � �
Y
p�P

pnp

es un isomor�smo� Luego Q� es libre con base P �

Ejercicio ����	 Demostrar que una familia fai � i � Ig de elementos de un grupo A es linealmente
independiente si y s�olo si cada ai tiene orden in�nito y la familia fhaii � i � Ig de los subgrupos c��clicos
generados por los ai es independiente�

En realidad� el apartado � del Ejemplo ����� agota� salvo isomor�smos� todos los posibles ejemplos
de grupos libres� como muestra el siguiente ejercicio�

Ejercicio ����� Sea X un subconjunto de un grupo abeliano A� y sea f �Z�X	� A la aplicaci�on dada
por f��ax�x�X � �

P
x�X axx �las sumas tienen sentido porque casi todos los sumandos son nulos��

Demostrar�

�� f es un homomor�smo de grupos�

	� f es inyectiva precisamente si X es linealmente independiente�

�� f es suprayectiva precisamente si X es un conjunto generador de A�

� X es una base precisamente si f es un isomor�smo� En este caso A ��Z�X	�

�� A es libre precisamente si A es isomorfo a Z�I	 para cierto conjunto I�

Los conceptos de linealmente independiente� generador y base nos recuerdan a los correspondientes
de �algebra lineal� En el siguiente ejercicio vemos algunas relaciones entre nuestro concepto y el de
�algebra lineal�
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Ejercicio ����� Sea I un conjunto� Consideremos A �Z�I	 como un grupo abeliano libre y V � Q�I	

como un espacio vectorial sobre Q� Demostrar las siguientes propiedades para un subconjunto S de A�

�� S es linealmente independiente como subconjunto del grupo A precisamente si S es linealmente
independiente como subconjunto del espacio vectorial V �

	� Si S es un sistema generador del grupo A� entonces S es un sistema generador del espacio vectorial
V �

�� Dar un ejemplo de un subconjunto de A que sea generador de V pero que no sea generador de A�

� Demostrar que todas las bases de A tienen el mismo cardinal� a saber jIj� Deducir que si J es
otro conjunto� entonces Z�I	 ��Z�J	 precisamente si jIj � jJ j�

De�nici�on ����� El cardinal de una base �cualquier base� de un grupo abeliano libre A se llama rango
de A y se denota r�A��

De los Ejercicios ����� y ����� se deduce que el rango es un invariante que caracteriza los grupos
abelianos libres salvo isomor�smos es decir�

Proposici�on ����
 Si A y B son grupos abelianos libres� entonces A �� B si y s�olo si r�A� � r�B��

Los grupos abelianos libres que m�as nos interesan son los �nitamente generados� Obviamente� los
grupos de la formaZn son grupos abelianos libres �nitamente generados� De hecho no hay m�as� salvo
isomor�smos� ya que si fa� � �a�i�i�I � � � � � an � �ani�i�Ig es un conjunto generador de A � Z�I	�
entonces F � fi � I � aki 
� � para alg�un k � �� � � � � ng es un subconjunto �nito de I� Vamos a ver
que I � F � Si i � I n F � entonces la coordenada i��esima de todo elemento de la formaPn

k��mkak es
�� Como en Z�I	 hay elementos cuya coordenada i��esima no es � �!encuentra uno"�� eso nos lleva a una
contradicci�on� de donde deducimos que I � F y� por tanto I es �nito� Junto con la Proposici�on ����
�
esto demuestra que�

Corolario ����� Todo grupo abeliano libre �nitamente generado A es isomorfo a Zn� donde n � r�A��

Un grupo abeliano libre �nitamente generado tambi�en se dice que es un grupo abeliano libre de tipo
�nito o de rango �nito� Como consecuencia del Ejercicio ����� se deduce�

Proposici�on ����� Sea A un grupo abeliano�

�� A es isomorfo a un cociente de un grupo abeliano libre�

	� A es �nitamente generado precisamente si es isomorfo a un cociente de un grupo abeliano libre
de tipo �nito�

�� A es c��clico precisamente si es isomorfo a un cociente de Z�

Demostraci�on� Sea A un grupo abeliano� y sea I un conjunto generador de A ��existe siempre���
Entonces la aplicaci�on f �Z�I	 � A del Ejercicio ����� es un epimor�smo� Por el Primer Teorema de
Isomorf��a se tiene A ��Z�I	�Ker f � lo que demuestra la primera a�rmaci�on y la condici�on necesaria de
las otras dos a�rmaciones� Las condiciones su�cientes son evidentes� �

Del isomor�smo evidente Zn�Zm ��Zn�m se deduce�
Proposici�on ������ Si A y B son grupos abelianos libres de tipo �nito entonces A � B es tambi�en
libre� y se tiene r�A �B� � r�A�  r�B��

El lector puede probar que el producto directo de un n�umero �nito de grupos libres �no necesaria�
mente de tipo �nito� es libre� No es cierto que el producto directo in�nito de grupos libres sea libre�
Por ejemplo�ZNno es libre� pero la demostraci�on de este hecho excede los objetivos del curso�
Las bases de los grupos abelianos libres veri�can una propiedad an�aloga a las bases de espacios

vectoriales� en el sentido de que podemos describir homomor�smos que salgan de un grupo abeliano libre
eligiendo arbitrariamente �en el grupo imagen� las im�agenes de los elementos de la base� Expl��citamente�




��� GRUPOS ABELIANOS LIBRES ���

Proposici�on ������ �Propiedad Universal de las Bases� Sea A un grupo abeliano libre y sea I
una base de A� Si B es un grupo abeliano y f � I � B es una aplicaci�on� entonces existe un �unico
homomor�smo de grupos %f � A� B que extiende f �es decir� tal que %f �i� � f�i� cuando i � I��

Obs�ervese que� si u � I � A es la inclusi�on� entonces el homomor�smo %f completa el siguiente
diagrama

I

A

Ku

f

f
�

q
�

Demostraci�on� Por el Ejercicio ����� existe un isomor�smo g � A�Z�I	 tal que g�i� � ei� donde fei �
i � Ig es la base can�onica de Z�I	� Sea %f �Z�I	 � B la aplicaci�on dada por %f ��ai�i�I� �

P
i�I aif�i��

Por el Ejercicio ������ %f es un homomor�smo de grupos y la composici�on g � %f � A � B satisface las
condiciones requeridas� La unicidad es consecuencia del hecho obvio de que dos homomor�smos que
toman los mismos valores en un conjunto generador son iguales� �

Lema ������ Un subgrupo B de un grupo A es un sumando directo de A si y s�olo si existe un homo�
mor�smo � � A � B que es la identidad en B
 es decir� tal que ��b� � b para cada b � B� Si tal �
existe� entonces A � B � Ker ��

Demostraci�on� La condici�on necesaria es consecuencia del Ejercicio ������ Sea � � A � B un ho�
momor�smo suprayectivo que es la identidad en B� Entonces B � Ker � � � y� si a � A� entonces
��a � ��a�� � ��a� � ��a� � � y

a � ��a�  a� ��a� � B  Ker ��

Luego A � B � Ker �� �

Corolario �����	 Sea f � A � L un homomor�smo suprayectivo de grupos abelianos� Si L es libre�
entonces existe un subgrupo B de A isomorfo a L tal que A � B � Ker f �

Demostraci�on� Sea I una base de L y� para cada i � I� sea ai � A tal que f�ai� � i� Por la
Proposici�on ������� existe un �unico homomor�smo de grupos g � L � A tal que g�i� � ai� para todo
i � I� Entonces f � g � �L ��por qu�e�� por tanto g es inyectiva y as�� B � Im g �� L� Entonces� la
composici�on p � g � f � A� B es la identidad sobre B� pues un elemento b � B es de la forma b � g�x�
con x � L y entonces

p�b� � p�g�x�� � g�f�g�x��� � g��L�x�� � g�x� � b�

Ahora el resultado es una consecuencia inmediata del Lema ������� �

Teorema ������ Sea A un grupo abeliano libre de tipo �nito y sea B un subgrupo de A� Entonces B
es libre de tipo �nito y r�B� � r�A��

Demostraci�on� Sea n � r�A�� Por el Corolario ������ podemos suponer que A �Zn� Razonamos por
inducci�on sobre n� con el caso n � � resuelto por el Corolario ��
�
� Supongamos pues que n � � y
que se veri�ca el teorema para grupos abelianos libres de rango menor que n� Sea e�� � � � � en la base
can�onica de A� Sean A� � he�� � � � � en��i y B� � B �A�� Obviamente� A� es libre de rango n � �� y
por la hip�otesis de inducci�on B� es libre de rango � n � �� Sea f � A �Zel homomor�smo dado por
f�x�� � � � � xn� � xn� sea C � f�B� y sea g � B � C la restricci�on de f a B� Entonces C es un grupo
abeliano libre de rango � � y Ker g � B�� Del Corolario �����	 se deduce que B � B� � C�� donde C�

es un subgrupo de B isomorfo a C� Aplicando la Proposici�on ������ se deduce que B es libre de rango
menor o igual que n� �



��
 CAP�ITULO 
� GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GENERADOS

��� Grupos de torsi�on y libres de torsi�on

De�nici�on ����� Sea A un grupo abeliano�
El subgrupo de torsi�on de A es el conjunto t�A� formado por los elementos de orden �nito de A�

t�A� � fa � A � existe � 
� n �Ztal que na � �g�
Se dice que A es un grupo de torsi�on si t�A� � A� Es decir� si para cada a � A existe � 
� n �Ztal

que na � ��
Se dice que A es un grupo libre de torsi�on si t�A� � �� Es decir� si para cada � 
� a � A� el �unico

n �Ztal que na � � es n � � �lo que equivale a que el conjunto fag sea linealmente independiente��
Si un entero n veri�ca na � � para todo a � A� escribiremos nA � �� Si existe alg�un n  � con

nA � �� llamamos periodo de A al menor entero positivo con esa propiedad� Si no existe tal entero
positivo� decimos que A tiene periodo �� Denotaremos con p�A� al periodo de A�

Dejamos que el lector compruebe algunas propiedades elementales de los conceptos reci�en de�nidos�
y en particular las relaciones entre ellos�

Ejercicio ����� Si A es un grupo abeliano� demostrar que�

�� El conjunto t�A� es un subgrupo de A que es de torsi�on� y el grupo cociente A�t�A� es libre de
torsi�on�

	� Si A es �nito entonces p�A� 
� ��
�� Si p�A� 
� � entonces A es de torsi�on�

� Si A es libre entonces A es libre de torsi�on�

�� Si A es libre de torsi�on y no trivial� entonces p�A� � ��

�� Si A es c��clico y p�A� � n entonces A ��Zn �incluidos los casos n � � y n � ���

�� Si A es de torsi�on y B es un subgrupo de A entonces B y A�B tambi�en son de torsi�on�

�� Si A es libre de torsi�on entonces cualquier subgrupo B es tambi�en libre de torsi�on
 �lo es A�B�

�� Si A � B � C entonces t�A� � t�B� � t�C��

��� Si p�A� � n 
� � y m �Zentonces ma � � para cada a � A si y s�olo si n j m�

��� Si A � B� � 	 	 	 �Bn entonces p�A� � mcm�p�B��� � � � � p�Bn���

�	� Si A es de torsi�on y fai � i � Ig es un sistema generador entonces p�A� � mcmfo�ai� � i � Ig�
Ejemplos ����� Torsiones y periodos�

�� El grupo A �Z��Z�� 	 	 	 �producto numerable de copias de Z�� tiene periodo �� Esto nos da
un contraejemplo para el rec��proco del apartado ��

�� El grupo Q�Zes de torsi�on� pues cada a
b  Zes anulado por b 
� �� Adem�as este grupo tiene

periodo �� pues dado n 
� � en Zse tiene n��
p
 Z� 
� �� donde p es cualquier primo que no divide

a n� Esto nos da un contraejemplo para los rec��procos de los apartados � y ��

�� Existen grupos abelianos libres de torsi�on que no son libres por ejemploQ �cualquier subconjunto
linealmente independiente tiene un solo elemento� y por tanto no es un sistema generador�� Esto
nos da un contraejemplo para el rec��proco del apartado 	�

	� Existen grupos abelianos que no son de torsi�on ni libres de torsi�on por ejemplo� Q�� R� �o C � �

�� Si A �Z�Zn� con n � �� entonces t�A� � ��Zn�
�� Si A �

Q
pZp� donde p recorre el conjunto de los enteros positivos primos� entonces t�A� � �pZp�

Este subgrupo t�A� es otro ejemplo de grupo de torsi�on con periodo ��




��� GRUPOS DE TORSI �ON Y LIBRES DE TORSI �ON ���

�� Sea z � C � � Si r � jzj entonces se tiene z � re�i � r�cos� isen ��� donde � es el argumento de
z� Entonces zn � rnen�i� con lo que zn � � precisamente si r � � y n� � �k� para alg�un k �Z�
Por tanto

t�C�� � fe��qi � q � Q� � � q � �g�
O sea� t�C�� est�a formado por los v�ertices de los pol��gonos regulares centrados en el origen con un
v�ertice en el punto � �el lector puede representar gr�a�camente� por ejemplo� todos los elementos de
orden � ���� Obs�ervese que la aplicaci�on f � Q� C � dada por f�q� � e��qi es un homomor�smo
de grupos tal que t�C�� � Im f y Ker f �Z� con lo que t�C�� �� Q�Z�

Los siguientes tres resultados nos dicen que� para grupos abelianos �nitamente generados� todo lo
relativo a la torsi�on se simpli�ca� Ser de torsi�on equivale a ser �nito� ser libre de torsi�on equivale a ser
libre y el subgrupo de torsi�on es un sumando directo��

Proposici�on ����	 Las condiciones siguientes son equivalentes para un grupo abeliano �nitamente
generado A�

�� A es �nito�

	� p�A� 
� ��
�� A es de torsi�on�

Demostraci�on� Por el Ejercicio ������ basta ver que � implica �� Supongamos pues que A es de torsi�on�
con un sistema generador fa�� � � � � akg� y sea ni � o�ai� ��� Obviamente� la familia de los elementos
de A de la forma r�a�  	 	 	 rkak con � � ri � ni para cada i � �� � � � � k� es �nita �tal vez incluso se
repitan elementos�� y las condiciones implican que cada elemento de A es uno de esos� luego A es un
conjunto �nito� �

Teorema ����� Un grupo abeliano �nitamente generado es libre de torsi�on precisamente si es libre�

Demostraci�on� Todo grupo libre es libre de torsi�on� por el Ejercicio ������ Sea A un grupo abeliano
�nitamente generado y libre de torsi�on� Sea X � fa�� � � � � ang un conjunto de generadores de A� Entre
todos los subconjuntos de X que sean linealmente independientes elegimos uno maximal Y  podemos
suponer� reordenando los ai si es necesario� que Y � fa�� � � � � akg� Sea L � hY i� que claramente es
libre�
Sea i � fk  �� k  �� � � � � ng� Por la maximalidad de Y � el conjunto fa�� � � � � ak� aig es linealmente

dependiente� luego hay una relaci�on

ti�a�  	 	 	 tikak  tiai � �

donde los coe�cientes son enteros� no todos nulos� Como Y es linealmente independiente� se tiene
ti 
� �� Sea t � tk�� 	 	 	 tn� Entonces cada tai � L y la aplicaci�on a �� ta es un homomor�smo de grupos
f � A � L� Como A es libre de torsi�on y t 
� �� la aplicaci�on f es inyectiva y� por tanto A es isomorfo
a un subgrupo de L� Del Teorema ������ se deduce que A es libre� �

Corolario ����� Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� Entonces A � t�A� � L para un
subgrupo abeliano libre L de A� Adem�as t�A� es �nito y L es isomorfo a A�t�A�� y por tanto L es �unico
salvo isomor�smos�

Demostraci�on� A�t�A� es libre de torsi�on por el Ejercicio ������ y es �nitamente generado por serlo A�
luego es libre por el Teorema ������ Sea � � A � A�t�A� la proyecci�on can�onica� Del Corolario �����	
se deduce que A � t�A� � L� donde L es un subgrupo de A isomorfo a A�t�A�� luego L es un grupo
abeliano libre� Adem�as t�A� es �nitamente generado �es isomorfo al cociente A�L por el Ejercicio ������
y de torsi�on� luego es �nito �Proposici�on ����	�� �

�Existen grupos abelianos A tales que t
A no es un sumando directo de A� Un ejemplo de esta situaci�on es el grupoQ
pZp del apartado � de los Ejemplos ������ pero no es sencillo comprobar esta propiedad�
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Ejemplos ����� La torsi�on como sumando directo�

�� Si A �Z�Z�Z��Z��� entoncest�A� � �� ��Z��Z��� y podemos tomar L �Z�Z� �� ��
�� Ya hemos visto que R� � h��i �R�� y es claro que h��i � t�R���

�� Sea G el subgrupo de C � generado por f�� ig� Por los Ejemplos ������ si z � �nim � t�G� �con
n�m �Z�� entonces � � jzj � �n� lo que implica que n � �� O sea t�G� � hii� Como h�i es libre
de torsi�on� G � h�i � hii es la descomposici�on del Corolario ������

	� Sea R un anillo� En el anillo cociente R�X���X��� es claro que cada elemento tiene un �unico
representante de la forma r  sX con r� s � R� Dados r  sX  �X�� y r�  s�X  �X�� en
R�X���X��� se tiene

�r  sX  �X���  �r�  s�X  �X��� � �r  r��  �s  s��X  �X��

y
�r sX  �X��� 	 �r�  s�X  �X��� � �rr��  �rs�  r�s�X  �X���

Por tanto� podemos identi�car R�X���X�� con el anillo cuyo grupo abeliano subyacente es R�R
y en el que el producto viene dado por

�r� s� 	 �r�� s�� � �rr�� rs�  r�s��

El elemento identidad de este anillo es ��� ���

Si �r� s� es invertible en este anillo� es claro que r � R�� Rec��procamente� si r � R� entonces
�r����sr��� es el inverso de �r� s� en este anillo� En consecuencia� el grupo multiplicativo de sus
unidades� que denotaremos con R� � R� es el conjunto R� � R con el producto de�nido en el
p�arrafo anterior�

Vamos a determinar el orden de un elemento �r� s� � R� � R� Si n �Z�� es f�acil ver �bien por
inducci�on o bien considerando la f�ormula del binomio de Newton en R�X���X��� que

�r� s�n � �rn� nrn��s��

Como r es invertible en R� se tiene �r� s�n � ��� �� precisamente si rn � � y ns � �� Por tanto�
�r� s� tiene orden �nito en R� � R precisamente si r tiene orden �nito en �R�� 	� y s tiene orden
�nito en �R� �� Es decir� t�R� � R� � t�R��� t�R�� Adem�as� si �r� s� � t�R� � R� entonces

o�r� s� � mcm�om�r�� oa�s���

donde om�r� es el orden de r en el grupo multiplicativo R
� y oa�s� es el orden de s en el grupo

aditivo R�

Pasemos a un caso concreto� Sea A � Z� � Z�recu�erdese que Z� � f����g�� Por el p�arrafo
anterior se tiene t�A� � f��� ��� ���� ��g� Por otra parte� L � h��� ��i es un subgrupo libre de A�
y el lector puede ahora comprobar que se tiene A � t�A�� L�

Por el Teorema ������� todo subgrupo B de un grupo abeliano libre A es libre y r�B� � r�A�� Los
resultados anteriores nos permiten determinar cu�ando se da la igualdad entre los rangos�

Proposici�on ����
 Sea A un grupo abeliano libre �nitamente generado y B un subgrupo de A� Enton�
ces r�A� � r�B� precisamente si A�B es un grupo �nito�

Demostraci�on� Como A es �nitamente generado� lo es tambi�en A�B� as�� que A�B es �nito si y s�olo si
es de torsi�on �Proposici�on ����	�� Se trata pues de ver que A�B es de torsi�on si y s�olo si r�B� � r�A��
Sean n � r�A� �por lo que podemos asumir que A �Zn� y k � r�B�� y �jemos una base b�� � � � � bk de
B� Es f�acil ver que� para un elemento a � A� el elemento a B � A�B tiene orden in�nito si y s�olo si
los elementos b�� � � � � bk� a son linealmente independientes en A� Podemos ya demostrar la equivalencia�
Si A�B no es de torsi�on� existe un elemento a B en A�B de orden in�nito� luego b�� � � � � bk� a son

linealmente independientes en A y as�� k � k  � � n� Y si k � n y vemos a A �Zn dentro del espacio
vectorial racional V � Qn� entonces existe � � V tal que b�� � � � � bk� � son linealmente independientes
en V � y adem�as existe un entero no nulo t tal que a � t� � A� Como t 
� �� los elementos b�� � � � � bk� a
son linealmente independientes en V y� por el Ejercicio ������ tambi�en lo son en A� por lo que a  B
tiene orden in�nito y as�� A�B no es de torsi�on� �




��� GRUPOS INDESCOMPONIBLES Y P �GRUPOS ���

��� Grupos indescomponibles y p�grupos

Como hemos comentado en la introducci�on del cap��tulo� nuestro objetivo es descomponer un grupo
abeliano �nitamente generado A como suma directa de subgrupos con algunas propiedades especiales�
Con las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores� en �esta veremos primero que A es suma
directa de subgrupos que no pueden descomponerse m�as �indescomponibles�� y a continuaci�on de�
mostraremos que estos subgrupos indescomponibles son c��clicos� de lo que deduciremos que A es suma
directa de subgrupos c��clicos� Comenzamos de�niendo con precisi�on los grupos indescomponibles�

De�nici�on ��	�� Un grupo abeliano no nulo se dice que es indescomponible si no es suma directa de
dos subgrupos propios� Es decir A es indescomponible si A � X � Y implica X � � �o Y � � �y por
tanto X � A �o Y � A��

Ejemplos ��	�� Grupos Indescomponibles�

�� Zy Q son indescomponibles� por un argumento usado en los Ejemplos ����	�

�� Por el Corolario ����� y el Teorema ������Zes� salvo isomor�smos� el �unico grupo abeliano libre
de torsi�on y �nitamente generado que es indescomponible�

�� Si p es un n�umero primo entonces Zp es indescomponible� pues no tiene subgrupos propios no
triviales� De hecho� Zpn es indescomponible para cada n  �� En efecto� por el Teorema de
la Correspondencia� los subgrupos de Zpn forman una cadena �Ejemplos ������� y es claro que
cualquier grupo cuyos subgrupos est�en linealmente ordenados es indescomponible�

	� Sean n�m  � dos enteros coprimos por el Teorema Chino de los Restos se tiene Znm �� Zn �
Zm� por lo que Znm no es indescomponible �recu�erdese la relaci�on entre entre suma directa y
producto directo descrita al �nal de la Secci�on ����� En consecuencia� los grupos c��clicos �nitos
indescomponibles son exactamente aquellos cuyo orden es pr para cierto primo p y cierto entero
r  ��

Como consecuencia inmediata del Corolario ����� se obtiene�

Corolario ��	�� Un grupo abeliano �nitamente generado indescomponible es de torsi�on �y por tanto
�nito� o libre de torsi�on�

Proposici�on ��	�	 Todo grupo abeliano �nitamente generado y no nulo A es una suma directa de
subgrupos indescomponibles�

Demostraci�on� Por el Corolario ������ y teniendo en cuenta que los grupos abelianos libres de rango
�nito son sumas directas de copias de Z�Corolario ������ y que los grupos abelianos �nitamente gene�
rados de torsi�on son �nitos �Proposici�on ����	�� basta demostrar la a�rmaci�on para grupos abelianos
�nitos� Sea A un grupo abeliano �nito� Razonamos por inducci�on en jAj� con el caso jAj � � trivial�
Si A es indescomponible no hay nada que demostrar� En caso contrario A � B �C y los cardinales de
B y C son estrictamente menores que el de A� Por hip�otesis de inducci�on� B y C son sumas directas
de grupos indescomponibles� y �pegando� las descomposiciones de B y C como en el Ejercicio �����
obtenemos una descomposici�on de A como suma directa de grupos indescomponibles� �

En los Ejemplos ��	�� han aparecido dos tipos de grupos �nitamente generados e indescomponibles�
Zy los c��clicos de orden pn �Q no es �nitamente generado por el Problema 	� del Cap��tulo ��� El resto
de esta secci�on lo dedicaremos a ver que� salvo isomor�smos� no hay otros� Para ello� ser�a importante
considerar ciertos grupos que comparten una caracter��stica con Zpn� y que de�nimos a continuaci�on�

Lema ��	�� Dados un grupo abeliano �nito A y un entero positivo primo p� las siguientes condiciones
son equivalentes�

�� El orden de A es una potencia de p�

	� El orden de cada elemento de A es una potencia de p�
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Demostraci�on� Si jAj � pn entonces cada a � A tiene orden pm con m � n por el Teorema de
Lagrange� Demostraremos el rec��proco por inducci�on en el orden jAj� con el caso jAj � � trivial� Si
jAj � � entonces existe � 
� b � A� y si ponemos B � hbi entonces tenemos jBj � o�b� � pm para cierto
m  �� El grupo cociente A�B tiene cardinal menor que jAj� y es elemental ver que el orden de todos
sus elementos es una potencia de p� Por la hip�otesis de inducci�on se tiene jA�Bj � pn para cierto n  ��
y en consecuencia jAj � jBj 	 jA�Bj � pm�n� como quer��amos ver� �

De�nici�on ��	�� Un grupo abeliano �nito que veri�que las condiciones equivalentes del Lema ���� se
llama un p�grupo�

Esta de�nici�on la extenderemos a grupos no abelianos en la De�nici�on 
�����
Como en la de�nici�on no se excluyen las potencias de exponente �� el grupo trivial es un p�grupo

para cualquier primo p� Un ejemplo m�as so�sticado es Z���Z����Z���� que es un ��grupo�
De�nici�on ��	�� Dados un grupo abeliano A y un entero primo p� el subgrupo de p�torsi�on de A es

tp�A� � fa � A � existe n � N tal que pna � �g � fa � A � o�a� es una potencia de pg�
Dejamos que el lector compruebe que ambos conjuntos son iguales y que forman un subgrupo de A�

De hecho� si A es �nito� tp�A� es claramente el mayor p�subgrupo de A �es decir� el mayor subgrupo de
A que es un p�grupo��

Proposici�on ��	�
 Sea A un grupo abeliano �nito y sean p�� � � � � pk los divisores primos de jAj� En�
tonces

A � tp��A� � 	 	 	 � tpk �A��

con cada tpi�A� 
� ��
Demostraci�on� Sea a � A y sea o�a� � n � p��� 	 	 	p�kk ��por qu�e no pueden aparecer otros primos
en la factorizaci�on de n��� Para cada i � �� � � � � k sea qi � n�p�ii � Es claro que ning�un primo divide
a la vez a todos los qi� por lo que mcd�q�� � � � � qk� � � y por tanto existen m�� � � � �mk � Ztales que
m�q�  	 	 	 mkqk � �� Como p

�i
i qia � �� se tiene qia � tpi�A�� luego

a � m�q�a 	 	 	 mkqka � tp� �A�  	 	 	 tpk�A��

En consecuencia� A � tp��A�  	 	 	 tpk�A��
Para ver que la suma es directa� supongamos que a� 	 	 	 ak � � con cada ai � tpi �A�� Por tanto�

para cada i � �� � � � � k� existe 	i tal que p
�i
i ai � �� Sea m � p��� 	 	 	p�kk � Para cada ��ndice i ponemos

ti � m�p�ii � de modo que tiaj � � cuando i 
� j� y as��

tiai � �ti
X
j 	�i

aj � ��

Entonces o�ai� divide a ti y a p
�i
i � y como �estos son coprimos� se tiene o�ai� � � y por tanto ai � ��

Esto prueba que la familia es independiente�
Por �ultimo� de la igualdad A � tp��A�� 	 	 	� tpk�A� se deduce que jAj � jtp��A�j 	 	 	 jtpk�A�j� Como

el orden de cada tpi�A� es una potencia de pi �Lema ��	��� y cada pi divide a jAj� deducimos que ese
orden es mayor que � y por tanto tpi�A� 
� �� �

El siguiente corolario es inmediato�

Corolario ��	�� Un grupo �nito e indescomponible es un p�grupo para cierto primo p�

Ejemplos ��	�� Descomposici�on en suma directa de p�grupos

�� Sea n � p��� 	 	 	p�kk una factorizaci�on prima irredundante del entero n� Por el Teorema Chino de los
Restos�Zn ��Zp��

�
�	 	 	�Zp�k

k
y claramente los factores de esta descomposici�on van a corresponder

con los factores tp�Zn� de la descomposici�on de la Proposici�on ��	�
� M�as concretamente� si
qi � n�p�ii para cada i � �� � � � � k� entonces qi � qi  nZgenera un grupo de orden p�ii � y por
tanto tpi �Zn� � hqii�




��� GRUPOS INDESCOMPONIBLES Y P �GRUPOS ���

�� Sea A �Z��� �Z�� �v�eanse los Ejemplos ����� para la de�nici�on de este grupo�� Como jZ���j � 	
y jZ��j � ��� se tiene jAj � 	
 � �
 	 �� Usando la descripci�on del orden de cada elemento que se
dio en los Ejemplos ������ se tiene

t��A� � f��� b� � b � �� 	� 
g y t��A� � f�a� b� � b � �� �� �� �g
�donde identi�camos cada entero con su clase m�odulo ����

Sea B un subgrupo del grupo abeliano A� y sea a � A� Si na � � �con n � N�� entonces� en A�B� se
tiene n�a B� � �� Eso implica que el orden de a B divide al orden de a� En general estos �ordenes no
coinciden por ejemplo� no lo hacen si a es un elemento no nulo de B� Se dice entonces que a �baja de
orden� en el cociente A�B� El siguiente lema muestra que� en algunas clases laterales� podemos elegir
un representante que no baja el orden�

Lema ��	��� Sea A un p�grupo �nito� Entonces�

�� Existe a � A tal que o�a� � p�A��

	� Si B � hai �donde a es el del apartado anterior� entonces todo elemento del cociente A�B tiene un
representante que no baja de orden� Es decir� para todo 
 � A�B existe x � A tal que x B � 

y o�x� � o�
��

Demostraci�on� El primer apartado se tiene porque el periodo de un grupo abeliano es el m��nimo
com�un m�ultiplo de los ordenes de sus elementos �Ejercicio �������
Para el segundo� comenzaremos eligiendo un representante cualquiera de 
� y veremos que podemos

sustituirlo por otro con la propiedad requerida� Sea pues y � A tal que y  B � 
� Supongamos que
o�a� � p�A� � pm� o�y� � ps y o�
� � pk� Por el p�arrafo anterior al lema� se tiene k � s � m� Si k � s�
tomamos x � y y hemos terminado� Supongamos pues que k � s� Como pk�y  B� � pk
 � �� se tiene
que pky � B � hai es decir� pky � qa� para alg�un q �Z� Dividiendo q por la mayor potencia posible
de p� podemos poner q � rpt con mcd�p� r� � �� Entonces

pm�k�ty � pm�tpky � pm�tqa � rpma � �

y� por tanto� s � m k � t� Por otro lado�

pm�k�t��y � pm�t��qa � rpm��a 
� ��
de donde se deduce que s � m  k � t� Sea ahora x � y � rpm�sa entonces x  B � y  B � 
� y
por tanto o�
� � pk divide a o�x�� Pero adem�as� pkx � pky � rpm�k�sa � pky � rpta � �� de donde se
deduce que o�x� � pk � o�
�� como quer��amos ver� �

Ahora podemos caracterizar los grupos abelianos �nitamente generados que son indescomponibles�

Proposici�on ��	��� Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo abeliano �nitamente
generado A�

�� A es indescomponible�

	� A es isomorfo a Zo a Zpn con p primo y n �Z��
Demostraci�on� Ya hemos observado �Ejemplos ��	��� que los grupos del apartado � son indescompo�
nibles� Supongamos pues que A es indescomponible y veamos que es isomorfo a uno de ellos�
Por el Corolario ��	��� A es libre de torsi�on o de torsi�on� En el primer caso A es isomorfo a Zpor

el Teorema ����� y el Corolario ������ Supongamos pues que A es de torsi�on� por lo que debe ser un
p�grupo �nito �Proposici�on ����	 y Corolario ��	��� y en consecuencia jAj � pn para cierto n  �� S�olo
falta demostrar que A es c��clico� cosa que vamos a hacer por inducci�on sobre n�
El caso n � � lo resuelve el Teorema ��
��� En el caso general� por el Lema ��	���� A contiene un

elemento a cuyo orden coincide con el periodo de A� Sean B � hai y C � A�B� Por la Proposici�on ��	�	
se tiene C � C� � 	 	 	 �Ck para ciertos C�� � � � � Ck indescomponibles� Por hip�otesis de inducci�on� cada
Ci es c��clico� Es decir� existen x�� � � � � xk � A tales que Ci � hxi Bi para cada i� y por el Lema ��	���
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podemos suponer que o�xi� � o�xi B� para cada i� ClaramenteA � B hx�i hx�i 	 	 	 hxki� Vamos
a ver que esta suma es directa� Sean b � B y m�� � � � �mk � Ztales que b  m�x�  	 	 	 mkxk � ��
Entonces � � m��x�  B�  	 	 	 mk�xk  B� y� por tanto� cada mi�xi  B� � �� De aqu�� se deduce
que mi es m�ultiplo de o�xi  B� � o�xi� y por tanto mixi � � y b � �� Como A es indescomponible y
B 
� �� deducimos que A � B � hai es c��clico� �

Combinando las Proposiciones ��	�	 y ��	��� se obtiene�

Corolario ��	��� Todo grupo abeliano �nitamente generado es suma directa de subgrupos c��clicos �y
los que sean �nitos se pueden tomar de manera que su orden sea potencia de primo��

��	 Descomposiciones primarias e invariantes

El Corolario ��	��� va a ser fundamental para clasi�car los grupos abelianos �nitamente generados salvo
isomor�smos� La idea es que cada clase de isomorf��a de grupos abelianos �nitamente generados estar�a
dada por una lista de n�umeros que van a representar los cardinales de los factores que aparecen en una
descomposici�on de cualquiera de los elementos de la clase como suma directa de grupos c��clicos� Vamos
a elegir dos tipos de listas de n�umeros� En la primera los n�umeros que admitimos son potencias de
primos y � en la segunda los n�umeros van a ser n�umeros naturales arbitrarios pero con la exigencia de
que cada uno de ellos divida a los anteriores�

De�nici�on ����� Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� Una descomposici�on primaria o
indescomponible de A es una expresi�on de A como suma directa de subgrupos indescomponibles� Como
cada uno de estos sumandos es isomorfo aZ�o aZpn� con p primo y n  �� siempre podemos reordenarlos
de modo que se tenga

A � ��n
j��Aj�� ��m�

j��A�j�� 	 	 	 � ��mk

j��Akj�

� A� � A� � 	 	 	 � An�
A�� �A�� � 	 	 	 � A�m�

�
	 	 	
Ak� �Ak� � 	 	 	 �Akmk

con p�Ai� � � �es decir� Ai es c��clico in�nito� y p�Aij� � p
�ij
i para ciertos enteros primos positivos

p� � p� � 	 	 	 � pk y ciertos enteros positivos �ij con �i�  �i�  	 	 	  �imi
 � para cada i � �� � � � � k�

Con esta terminolog��a� la Proposici�on ��	�	 se reenuncia como�

Teorema ����� Todo grupo abeliano �nitamente generado tiene una descomposici�on primaria�

Para obtener una descomposici�on primaria de un grupo abeliano �nitamente generado seguimos los
pasos indicados en la secci�on anterior es decir� dado un grupo abeliano �nitamente generado A�

�� Se calcula T � t�A� y un subgrupo libre de torsi�on L de A tal que A � T � L �Corolario �������

�� Se busca una base b�� � � � � bn de L y por tanto se tiene L � hb�i � 	 	 	 � hbni �� Zn� Esta es la
�primera �la� en la ordenaci�on de los sumandos que se propone en la De�nici�on ������

�� Se calcula tp�T � para cada divisor primo de jT j entonces T � tp��T ��	 	 	�tpk �T � �Proposici�on ��	�
��
	� Para cada divisor primo p de jT j se calcula a � tp�T � tal que o�a� coincida con el periodo de

tp�T � �Proposici�on ��	���� y pasamos a estudiar tp�T ��hai� que tiene orden menor que el de tp�T ��
Por recurrencia vamos pasando a grupos de orden cada vez m�as peque�no hasta obtener un grupo
c��clico� Volvemos para atr�as siguiendo la demostraci�on de la Proposici�on ��	��� y as�� obtendremos
una descomposici�on primaria de tp�T �� que ocupar�a una �la en la ordenaci�on de los sumandos
seg�un la De�nici�on ������
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Ejemplos ����� Descomposiciones primarias�

�� Sea A � h�� ii el grupo del Ejemplo ������ Ya vimos que t�A� � hii y A � hii � h�i� Como hii es
c��clico de orden 	� hemos obtenido una descomposici�on primaria de A�

�� Sea A �Z� �Z� Vimos que t�A� � h���� ��i y A � h���� ��i� h��� ��i� Como h���� ��i es c��clico
de orden �� la anterior es una descomposici�on primaria de A�

�� Sea A �Z��� �Z��� Como este grupo es �nito� no hay que dar los dos primeros pasos� y el tercero
lo hab��amos dado en el Ejemplo ��	���� Claramente t��A� � f��� b� � b � �� 	� 
g es c��clico de
orden �� generado por ��� 	�� Sin embargo t��A� � f�a� b� � b � �� �� �� �g no es c��clico ya que su
cardinal es �� y su periodo 	� Un elemento de orden 	 es ��� ��� Pongamos

B � h��� ��i � f��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g
y C � t��A��B� que tiene orden 	� Obs�ervese que x� � B para todo x � t��A�� Por tanto
C �� Z��Z�� de donde se deduce que si C� y C� son dos subgrupos C de orden � y distintos�
entonces C � C� � C� es una descomposici�on primaria de C� Uno de estos subgrupos puede
ser h���� ��Bi �notaci�on multiplicativa�� pero como ���� �� no tiene orden � en A� es necesario
cambiarlo� como hicimos en la demostraci�on del Lema ��	���� por otro elemento de la misma clase
m�odulo B que no baje el orden� por ejemplo ���� ����� �� � ���� �� est�a en ���� ��B y tiene orden
�� El otro subgrupo puede ser h��� ��Bi� de donde se obtiene que C � h���� ��Bi � h��� ��Bi y�
por tanto�

t��A� � h��� ��i � h���� ��i � h��� ��i�
Uniendo toda la informaci�on obtenemos

A � h��� ��i � h���� ��i � h��� ��i � h��� 	�i ��Z
�Z��Z��Z��

De�nici�on ����	 Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� Una descomposici�on invariante de A
es una expresi�on del tipo

A � �n
i��Ai�

donde cada Ai es un grupo c��clico no trivial y se veri�ca p�Ai� j p�Ai��� para cada i � �� � � � � n�

Ejercicio ����� Demostrar que� si A � �n
i��Ci es una descomposici�on invariante A y el sub��ndice k

es tal que p�Ck� � � 
� p�Ck���� entonces el subgrupo de torsi�on de A es t�A� � �n
i�k��Ci�

Utilizando el Teorema ����� podemos obtener tambi�en�

Teorema ����� Todo grupo abeliano �nitamente generado tiene una descomposici�on invariante�

Demostraci�on� Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� A�nadiendo sumandos triviales a una
descomposici�on primaria suya� tenemos

A � A� �A� � 	 	 	 � An�
A�� � A�� � 	 	 	 �A�m�
	 	 	
Ak� � Ak� � 	 	 	 � Akm�

donde cada sumando es c��clico y se tiene p�Ai� � � y p�Aij� � p
�ij
i � para ciertos primos positivos

distintos p�� p�� � � � � pk y ciertos enteros �ij tales que� para cada i�

���  ���  � � �  ��m  �� �������

Los �ij que valen cero se corresponden con los sumandos triviales que hemos a�nadido para que� en cada
�la de la descomposici�on de A� a partir de la segunda� haya el mismo n�umero de sumandos�
Para obtener la descomposici�on primaria basta con �agrupar los sumandos por columnas�� a partir

de la segunda �la� Expl��citamente� para cada j � �� � � � �m� sea

Bj � A�j �A�j � 	 	 	 �Akj�
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Entonces
A � A� �A� � 	 	 	 �An � B� �B� � 	 	 	 �Bm

y� por el Teorema Chino de los Restos� cada Bj es c��clico de orden dj � p��jp��j 	 	 	p�mj � Como
consecuencia de las desigualdades ������� se tiene que dj j dj�� para todo j � �� � � � � n� �

La demostraci�on del Teorema ����� nos dice c�omo se obtiene una descomposici�on invariante a partir
de una descomposici�on primaria�

Ejemplos ����� Descomposiciones invariantes a partir de descomposiciones primarias�

�� Supongamos dada una descomposici�on primaria de A� digamos

A � �A� � A�� � �A�� �A�� �A�� � A�
�� �A�� � A��� � �A�� �A�� �A����

donde Aij � haiji y los ordenes de los respectivos sumandos son �por este orden� ������� 	� �� ��
��� �� �� �� �� Entonces�

� B� � A�� � A�� � A�� � ha��  a��  a��i es c��clico de orden �� 	 �� 	 � � ����	
� B� � A�� � A�� � A�� � ha��  a��  a��i es c��clico de orden 	 	 � 	 � � 
	
� B� � A�� � A�� � ha��  a��i es c��clico de orden � 	 � � �	 y
� B
 � A�
 es c��clico de orden ��

Entonces

A � A� � A� �B� �B� � B� � B

��Z�Z�Z����
�Z
�Z�
�Z�

es una descomposici�on invariante de A�

�� Sea A �Z��� �Z��� En los Ejemplos ����� vimos que

A � h��� ��i � h���� ��i � h��� ��i � h��� 	�i ��Z
�Z��Z��Z�
es una descomposici�on primaria de A� Por tanto

A � h��� ��i � h���� ��i � h��� ��i ��Z���Z��Z�
es una descomposici�on invariante de A�

Tambi�en es f�acil sacar consecuencias de la demostraci�on del Teorema ����� para obtener descompo�
siciones primarias a partir de descomposiciones invariantes�

Ejemplo ����
 Descomposiciones primarias a partir de descomposiciones invariantes�

Sea
A � ha�i � ha�i � ha�i � ha
i ��Z������Z����Z�

�donde el isomor�smo es componente a componente�� Observando que ����� � �
 	 �� y ��� � �� 	 ��
de�nimos

B�� � h��a�i ��Z�� B�� � h
�a�i ��Z��
B�� � h�a�i ��Z��� B�� � h��a�i ��Z�
B�� � ha
i ��Z��

Entonces A � B�� �B�� �B�� � B�� �B�� es una descomposici�on primaria de A�

Por supuesto� es posible descomponer un grupo abeliano �nito como suma directa de subgrupos
c��clicos sin ajustarse a ninguno de los �formatos� de las descomposiciones primarias o invariantes� Por
ejemplo� si A �Z��Z��Z� entonces la descomposici�on

A � h��� �� ��i � h��� �� ��i � h��� �� ��i
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no es de ninguno de esos dos tipos� aunque no es dif��cil obtener una descomposici�on primaria

A � h��� �� ��i � h��� �� ��i � h��� �� ��i � h��� �� ��i ��Z��Z��Z��Z�
y una invariante

A � h��� �� ��i � h��� �� ��i ��Z��Z��
Lo importante de estas descomposiciones es que presentan buenas condiciones de unicidad� En

efecto� como vamos a ver� cualesquiera dos descomposiciones primarias de un grupo A �abeliano y
�nitamente generado� son �esencialmente iguales�� lo que nos permite asignarle a un tal grupo una lista
de n�umeros enteros �los periodos de los sumandos que aparecen en una de esas descomposiciones�� Otro
tanto podr�a decirse de las descomposiciones invariantes� Adem�as� estas listas de n�umeros determinan
salvo isomor�smos al grupo A� en el mismo sentido en el que la dimensi�on determina salvo isomor�smos
a un espacio vectorial de dimensi�on �nita� Aunque el caso que nos ocupa es m�as so�sticado� en ambos
somos capaces de asociar a un objeto �grupo o espacio vectorial� una lista de n�umeros �uno s�olo� la
dimensi�on� en el caso vectorial� de tal modo que dos objetos son isomorfos si y s�olo si tienen la misma
lista�

De�nici�on ����� Sean A y B dos grupos abelianos �nitamente generados�
Dos descomposiciones primarias de A y B son semejantes si los sumandos que intervienen son

isomorfos dos a dos� Si ordenamos las descomposiciones como se ha indicado en la De�nici�on ������
digamos

A � ��n
j��Aj�� ��m�

j��A�j�� 	 	 	 � ��mk

j��Akj�

y

B � ��n�

j��Bj�� ��m��
j��B�j� � 	 	 	 � ��m�

k�

j��Bk�j��

es claro que �estas son semejantes si y s�olo si n � n�� k � k�� cada mi � m�
i y p�Aij� � p�Bij� para cada

posible par de ��ndices�
Dos descomposiciones invariantes A � �n

i��Ai y B � �n�

i��Bi son semejantes si los sumandos que
intervienen son isomorfos dos a dos� lo que claramente equivale a que tengan el mismo n�umero de
sumandos �n � n�� y las mismas listas de periodos �p�Ai� � p�Bi� para todo i � �� � � � � n��

Es f�acil ver que� si A y B tienen descomposiciones primarias �o invariantes� semejantes� entonces A
y B son isomorfos� El siguiente teorema nos dice� esencialmente� que se veri�ca el rec��proco�

Teorema ����� Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� Entonces�

�� Todas las descomposiciones primarias de A son semejantes�

	� Todas las descomposiciones invariantes de A son semejantes�

Demostraci�on� En vista de que se puede pasar de una descomposici�on primaria a una invariante y
viceversa� bastar�a con demostrar una de las dos a�rmaciones� Demostraremos la primera�
Sea

A � ��n
j��Aj�� ��m�

j��A�j�� 	 	 	 � ��mk

j��Akj�

una descomposici�on primaria de A con p�Ai� � � y p�Aij� � p
�ij
i para ciertos enteros primos positivos

p� � p� � 	 	 	 � pk y ciertos enteros positivos �ij con �i�  �i�  	 	 	  �imi
 � para cada

i � �� � � � � k� Obs�ervese que �n
j��Aj

�� A�t�A�� por lo que n es el rango del grupo libre A�t�A� y por
tanto est�a determinado por A �no depende de la descomposici�on particular elegida�� Por otro lado� es
claro que� para cada i � �� � � � � k� se tiene

�mi

j��Aij � tpi�A��

por lo que estos subgrupos tambi�en est�an determinados por A� En consecuencia� podemos limitarnos a
demostrar la unicidad asumiendo que A es un p�grupo �nito�
En esta situaci�on� dos descomposiciones primarias de A ser�an de la forma

A � A� � 	 	 	 �An � B� � 	 	 	 �Bm�
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donde cada sumando es c��clico y� si ponemos p�Ai� � p�i y p�Bi� � p�i � se tiene ��  ��  	 	 	  �n y
	�  	�  	 	 	  	m� Vamos a ver� por inducci�on en i� que �i � 	i para cada i�

Obs�ervese que p�� � p�A� � p�� � lo que resuelve el caso i � �� Supongamos pues que �j � 	j para
cada j � �� � � � � i� �� y veamos que �i � 	i� Podemos suponer sin p�erdida de generalidad que �i � 	i�

Observemos lo siguiente� Sea C un grupo c��clico de orden pr y sea s � N� Se tiene psC � � si y s�olo
si s  r� Por otra parte� si s � r� entonces psC es c��clico de orden pr�s por la Proposici�on ��
���� En
consecuencia� si ponemos q � p�i � se tiene

qA �� qA� � 	 	 	 � qAi���� �qB� � 	 	 	 � qBi���� �qBi � 	 	 	 � qBm��

Como qA��	 	 	�qAi�� y qB��	 	 	�qBi�� tienen el mismo cardinal� deducimos que qBi�	 	 	�qBm � ��
En particular � � qBi � p�iBi� de modo que �i  	i� y por tanto �i � 	i� como quer��amos ver� �

De�nici�on ������ Sea A un grupo abeliano �nitamente generado� Sea

A � �n
i��Ai �������

una descomposici�on primaria ordenada como en la De�nici�on ������ Entonces la lista �p�A��� � � � � p�An��
�que no depende de la descomposici�on primaria elegida� por el Teorema ������� se conoce como la lista
de los divisores elementales de A�

An�alogamente� si �����	� es una descomposici�on invariante� entonces la lista �p�A��� � � � � p�An��
�que tampoco depende de la descomposici�on invariante elegida� se conoce como la lista de los factores
invariantes de A�

En ambas listas� cada sumando c��clico in�nito aporta un � al principio de la lista� A menudo se
simpli�ca la notaci�on escribiendo �m p�Am���� � � � � p�An��� donde m es el n�umero de ceros en la lista
original�

Ejemplos ������ Listas de divisores elementales y factores invariantes�

�� Si A es el grupo del primer apartado de los Ejemplos ������ la lista de sus divisores elementales es
�� ��� 	� ���� ��� �� ������� y la de sus factores invariantes es �� ����	� 
	��	��

�� Para el grupoZ� �Z� las listas de divisores elementales y de factores invariantes coinciden� y son
��� ��� �Para qu�e tipo de grupos coinciden ambas listas�

�� Los divisores elementales de Z��� �Z�� son �	� �� �� ��� y sus factores invariantes son ���� �� ���

Todo lo visto en esta secci�on se resume en el siguiente Teorema�

Teorema ������ �Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitamente Generados�

�� Todo grupo abeliano �nitamente generado tiene una descomposici�on primaria y una descompo�
sici�on invariante�

	� Las siguientes condiciones son equivalentes para dos grupos abelianos�

�a� Son isomorfos�

�b� Tienen descomposiciones primarias semejantes�

�c� Tienen descomposiciones invariantes semejantes�

�d� Tienen la misma lista de divisores elementales�

�e� Tienen la misma lista de factores invariantes�
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Ejercicio �����	

�� Demostrar que� si n � Z� es libre de cuadrados� entonces todo grupo abeliano �nito de orden n
es c��clico �y por tanto isomorfo a Zn��

	� Si p es un primo positivo� demostrar que� salvo isomor�smos� los �unicos grupos abelianos de orden
p� son Zp� y Zp�Zp� Adem�as se puede borrar �abelianos��

�� Describir� salvo isomor�smos� todos los grupos abelianos de �ordenes �� �	� ��� 	� y 	�

Ejercicio ������ Demostrar el rec��proco del Teorema de Lagrange para grupos abelianos �nitos� Es
decir� demostrar que un grupo abeliano de orden n tiene un subgrupo de orden m para cada divisor m
de n�

Ejemplos ������ Algunas decomposiciones invariantes y primarias�

�� Los grupos multiplicativosZ���Z
�
�� yZ

�
�� tienen 	 elementos �pues ���� � ����� � ����� � 	�� Los

dos primeros son c��clicos �busca un generador�� y por tanto isomorfos entre s��� El tercero no es
c��clico �tiene periodo ��� y por el ejercicio anterior debe ser isomorfo aZ��Z� �da un isomor�smo
expl��cito��

�� Los grupos multiplicativos Z���� Z���� Z���� Z��
 y Z��� tienen 
 elementos� por lo que han de ser
isomorfos a uno de estos tres� Z� Z
 �Z� �o Z� �Z� �Z�� Considerando los �ordenes de los
elementos se deduce que ninguno es c��clico� que Z��
 es isomorfo a Z��Z��Z� y que los otros
cuatro son isomorfos a Z
�Z��

�� Vamos a calcular todos los grupos abelianos de orden 	�� salvo isomor�smos y sus descomposi�
ciones invariantes y primarias� Como 	�� � �� 	 � 	� 	 �� las posibles listas de divisores elementales
son �	� �� �� �� �o ��� �� �� �� ��� Por tanto� salvo isomor�smos� los grupos abelianos de orden 	�� son

A �Z
�Z��Z��Z� y B �Z��Z��Z��Z��Z��
�Estas son sus descomposiciones primarias� Sus descomposiciones invariantes ser�an

A �Z
�� y B �Z����Z��

Por el Teorema de Estructura ������� todo grupo abeliano �nitamente generado es suma directa de
c��clicos� Esto no es cierto para grupos abelianos en general� consid�erese Q ni siquiera para grupos
abelianos de torsi�on� como muestra el siguiente ejemplo�

Ejemplo ������ Un grupo abeliano de torsi�on que no es suma directa de grupos c��clicos�

Sea p un n�umero primo� El conjunto Xp de los n�umeros racionales de la forma
m
pn � donde m �Zy n es

un entero no negativo� es un subgrupo de Q� Adem�asZes un subgrupo de Xp� Se de�ne Zp� � Xp�Z�
Para cada entero no negativo n� sea An el subgrupo deZp� generado por an �

�
pn  Z� Como an tiene

orden pn� entonces An es isomorfo a Zpn� Adem�as � � A� � A� � A� � 	 	 	 y �n�NAn �Zp��
Vamos a ver que todo subgrupo propio H deZp� es igual a An para alg�un n � N� El conjunto de los

n�umeros naturales n tales que an � H est�a acotado ��por qu�e��� Sea n el m�aximo de dicho conjunto�
Entonces An � H� Si mpt  Z� H� con mcd�m� p� � �� entonces existen x� y �Ztales que xm ypt � ��
Luego at �

�
pt  Z� xmpt  y  Z� x�mpt  Z� � H� y por tanto t � n� de donde se concluye que

m
pt
 Z� mpn�tan � An� Deducimos que H � An� como quer��amos�
La conclusi�on �nal es que Zp� es indescomponible y� como no es c��clico� tampoco es suma directa

de grupos c��clicos�

��
 Presentaciones por generadores y relaciones

Sea L un grupo abeliano libre con base fa�� � � � � ang y sea S un subgrupo de L� Sabemos que S ha
de estar generado por un conjunto �nito fr�� � � � � rmg de elementos de L es decir� cada ri ser�a una
combinaci�on lineal con coe�cientes enteros de los aj� digamos

ri � ki�a�  	 	 	 kinan �kij �Z��
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Consideremos ahora el grupo cociente L�S� Abusando de la notaci�on� escribiremos aj � aj  S�
Entonces fa�� � � � � ang es un conjunto generador de L�S� y para cada i � �� � � � �m se tiene

ki�a�  	 	 	 kinan � � �en L�S��

Estas igualdades se llaman �relaciones� entre los generadores a�� � � � � an del grupo L�S� Es decir� los ai
son generadores �libres� �linealmente independientes� sin relaciones no triviales� cuando los vemos en
L� pero satisfacen ciertas relaciones en el cociente L�S�
Por la Proposici�on ������� todo grupo abeliano �nitamente generado A es isomorfo a uno de la forma

reci�en descrita� y de hecho es usual encontrar grupos abelianos dados de esa manera� Dados L y S en
la situaci�on anterior y tales que A �� L�S� escribiremos

A � ha�� � � � � an j r�� � � � � rmi�

y diremos que �esta es una presentaci�on de A por generadores y relaciones�
Un resultado b�asico para el manejo de las presentaciones por generadores y relaciones es el siguiente�

Ejercicio ����� Sea A un grupo abeliano que es suma directa de subgrupos� A � A� � 	 	 	 �An� Para
cada i � �� � � � � n� sea Bi un subgrupo de Ai� Entonces la familia B�� � � � � Bn es independiente y� si
B � B� � 	 	 	 � Bn� se veri�ca

A

B
�� A�

B�
� 	 	 	 � An

Bn

donde� si alg�un Bi coincide con Ai� el correspondiente factor es trivial y se puede eliminar del producto�
�Indicaci�on� Usar el Primer Teorema de Isomorf��a��

Como consecuencia� las presentaciones en las que cada relaci�on es un m�ultiplo entero de un generador
nos permiten ver al grupo en cuesti�on como suma directa de c��clicos de modo inmediato� Expl��citamente�
el hecho de que A tenga una presentaci�on del tipo

A � ha�� � � � � ar j d�a�� � � � � dsasi

�con s � r y cada di �Z�� equivale a decir que

A ��Zd� � 	 	 	 �Zds �Z� 	 	 	 �Z�

con r � s factores iguales a Z� y podemos eliminar los factores con di � �� Por ejemplo� las siguientes
son varias expresiones por generadores y relaciones de grupos abelianos �nitamente generados�

Zn � ha�� � � � � ani� Zn � ha j nai� Z�Z��Z� � ha� b� c j �b� �ci�

Un grupo puede tener diversas presentaciones� Por ejemplo�Z� hai � ha� b j bi o� utilizando el Teorema
Chino de los Restos� Z� �Z� � ha� b j �a� �bi � hc j �ci� En esta secci�on veremos c�omo conseguir� a
partir de una presentaci�on por generadores y relaciones de un grupo abeliano �nitamente generado
A� otras presentaciones m�as manejables� con el objetivo �ultimo de obtener una presentaci�on del tipo
ha�� � � � � ar j d�a�� � � � � dsasi con d� j d� j 	 	 	 j ds� lo que nos dar�a la descomposici�on invariante de A�
La segunda herramienta b�asica para la manipulaci�on de las presentaciones es�

Ejercicio ����� Sean a�� a�� � � � � an elementos de un grupo abeliano A� Si� o bien a�� � a� ta�� donde
t �Z� o bien a�� � �a�� entonces�

�� ha�� a�� � � � � ani � ha��� a�� � � � � ani�
	� El conjunto fa�� a�� � � � � ang es linealmente independiente si y s�olo si lo es fa��� a�� � � � � ang�

En otras palabras� si en un conjunto sumamos a un elemento un m�ultiplo entero de otro� o si
cambiamos de signo un elemento� no cambian ni el subgrupo generado ni la dependencia o independencia
lineal� Aplicando reiteradamente el Ejercicio ������ vemos que la a�rmaci�on sigue valiendo si sumamos
a un elemento una combinaci�on lineal �con coe�cientes enteros� del resto de elementos�
Veamos con un ejemplo c�omo pueden usarse estos resultados para simpli�car las presentaciones�
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Ejemplo ����� Simpli�caci�on de una presentaci�on por generadores y relaciones�

Sea A � ha� b� c j �a b �c� �a �b �ci� Esto signi�ca que A �� L�S� donde fa� b� cg es base de L y
S � h�a b �c� �a �b �ci� Si hacemos b� � �a b �c� entonces fa� b�� cg sigue siendo base de L y
se tiene �a �b �c � ��a �b�� ��c� luego S � hb����a �b� � ��ci restando al segundo generador
el doble del primero� y cambiando luego el signo del resultado� obtenemos S � hb�� �a ��ci� Por tanto�
A � hb�� a� c j b�� �a ��ci� Podemos simpli�car m�as� haciendo a� � a  �c� Entonces fb�� a�� cg sigue
siendo base de L y adem�as S � hb�� �a�i� de modo que A � hb�� a�� c j b�� �a�i � ha�� c� j �a�i� Por tanto
A ��Z��Z�
En lo que sigue vemos c�omo las ideas usadas en el Ejemplo ����� son su�cientes para simpli�car

cualquier presentaci�on� Lo primero que haremos ser�a adoptar una notaci�on matricial para las pre�
sentaciones que las hace m�as manejables� Supongamos que partimos de una expresi�on de un grupo
por generadores y relaciones A � ha�� � � � � an j r�� � � � � rmi� donde las relaciones vienen dadas por las
combinaciones lineales

ri � ki�a�  	 	 	 kinan �kij �Z�� �������

Representamos este conjunto de relaciones por una matrizK � �kij�� Rec��procamente� a cada matrizK
de n�umeros enteros con m �las y n columnas� le asociaremos el grupo cuya presentaci�on por generadores
y relaciones es ha�� � � � � an j r�� � � � � rmi� donde cada ri viene dado por la igualdad �������� En particular�
una matriz m � n de la forma �B�d� 	 	 	 � � 	 	 	 �

���
� � �

���
���

���
� 	 	 	 dm � 	 	 	 �

�CA �����	�

se corresponde con el grupo abeliano A ��Zd�� 	 	 	�Zds�Z� 	 	 	�Z� con n�m factores iguales aZ�
Comenzaremos notando que ciertas transformaciones en una matriz no alteran el grupo que de�ne�

y despu�es veremos c�omo combinar esas transformaciones para alcanzar una matriz del tipo �����	��

Lema ����	 Si K es una matriz de n�umeros enteros y K� es una matriz obtenida a partir de K
mediante una de las operaciones que siguen� entonces los grupos asociados a K y K� son isomorfos�

F�� Eliminar una �la formada por ceros�

F�� Reordenar las �las�

F	� Cambiar el signo a todos los elementos de una �la�

F�� Sumar a una �la un m�ultiplo entero de otra�

�Si a la �la i��esima le sumamos la j��esima multiplicada por t� escribiremos Fi  tFj��

C�� Reordenar las columnas�

C	� Cambiar el signo a todos los elementos de una columna�

C�� Sumar a una columna un m�ultiplo entero de otra�

�Si a la columna i��esima le sumamos la j��esima multiplicada por t� escribiremos Ci  tCj��

Demostraci�on� Con la notaci�on L�S que venimos usando� las operaciones en las �las se traducen en
manipulaciones de los generadores de S �o sea� de las relaciones en L�S� que no afectan al subgrupo�
quitar un generador nulo� reordenar los generadores� sustituir uno por su opuesto� o sumarle a uno un
m�ultiplo de otro�
Vemos ahora que la operaci�on C� no afecta a L ni a S� y dejamos que el lector analice por qu�e son

tambi�en admisibles las operaciones de los tipos C� y C�� Supongamos� para simpli�car� que la operaci�on
es C� tC�� Si fa�� � � � � ang es la base de L y ponemos a�� � a�� ta�� entonces fa�� a��� � � � � ang tambi�en
es base de L� Si la matriz de partida es �kij� entonces el generador ri es

ri � ki�a�  ki�a�  ki�a�  	 	 	 kinan
� ki�a�  ki��a

�
�  ta��  ki�a�  	 	 	 kinan

� �ki�  tki��a�  ki�a
�
�  ki�a�  	 	 	 kinan�
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por lo que la matriz obtenida al aplicar C� representa a los mismos generadores de S� aunque expresados
en una base distinta� En conclusi�on� la operaci�on C� no supone ning�un cambio en L ni en S� �

A continuaci�on describimos un m�etodo para pasar� mediante operaciones de los tipos anteriores� de
una matriz cualquiera con coe�cientes enteros a una matriz del tipo �����	� en la que d� j d� j 	 	 	 j dm�
Cada vez que hablemos de �la matriz K� nos estaremos re�riendo a la �ultima matriz obtenida a partir
de la inicial mediante las operaciones que se hayan descrito�
Comencemos notando el siguiente hecho� Sea a una entrada no nula deK con el menor valor absoluto

�podemos suponer que a � �� cambiando si hace falta el signo de su �la�� y supongamos que a no divide
a todas las entradas de K� Entonces podemos transformar K hasta hacer aparecer una entrada r con
� � r � a� Para ello� comenzamos haciendo operaciones F� y C� para poner a en la entrada ��� ��
este paso lo damos s�olo por comodidad en la notaci�on� Supongamos que a no divide a cierta entrada
de la primera �la� digamos k�j �con j 
� ��� Dividiendo con resto� encontramos q� r �Zcon � � r � a
y k�j � aq  r� Entonces la operaci�on Cj � qC� nos da una matriz con r en la entrada ��� j�� como
quer��amos� Si a no divide a una entrada de la primera columna procedemos de modo an�alogo� operando
esta vez por �las� Podemos pues suponer que a divide a todas las entradas de la primera �la y a todas
las de la primera columna� pero no divide a cierto kij con i� j 
� �� Por hip�otesis� existen enteros b y c
tales que k�j � ba y ki� � ca� Haciendo primero la operaci�on Fi � cF� �para poner un � en la entrada
�i� ��� y despu�es la operaci�on F�� Fi� obtenemos una matriz con a en la entrada ��� �� y ba bca� kij
en la entrada ��� j�� Como a no divide a esta entrada de la primera �la� procedemos como al principio
de este p�arrafo para obtener una entrada r con � � r � a�
Como el valor absoluto no puede bajar inde�nidamente� repitiendo el proceso anterior llegar�a un

momento en el que K tendr�a una entrada a � � que dividir�a al resto de entradas de K� y podemos llevar
a hasta el lugar ��� ��� Ponemos entonces ceros en el resto de los lugares �i� �� de la primera columna�
Tomamos q �Ztal que ki� � qa y hacemos la operaci�on Fi� qF�� Hecho esto� podemos cambiar todas
las entradas de la primera �la� excepto la ��� ��� por ceros ��por qu�e���
Hemos llegado pues a una matriz de la forma�BBB�

a � 	 	 	 �
� b�� 	 	 	 b�n
���

���
� � �

���
� bm� 	 	 	 bmn

�CCCA
en la que a es positivo y divide a cada bij� A partir de ahora no haremos operaciones con la primera �la
ni con la primera columna� por lo que ni a ni los ceros de esos lugares van a variar� De hecho� podemos
eliminar esa �la y esa columna de la matriz y �apuntar� el valor de a �incluso olvidarlo� si a � ���
Adem�as� las operaciones que podemos hacer no van a cambiar el hecho de que todas las entradas que
se obtengan sean m�ultiplos de a ��por qu�e��� Pues bien� procediendo con la submatriz �bij� como se
acaba de describir� podremos llegar a una matriz del tipo�BBBBB�

a � � 	 	 	 �
� b � 	 	 	 �
� � c�� 	 	 	 c�n
���
���

���
� � �

���
� � cm� 	 	 	 cmn

�CCCCCA
en la que a divide a b y b divide a los cij� Continuando de este modo� y eliminando las �las de ceros que
puedan aparecer� conseguiremos la matriz que buscamos� Por supuesto� el proceso se puede simpli�car
por procedimientos heur��sticos�

Ejemplos ����� Transformaciones en la matriz de generadores y relaciones�

�� Sea A el grupo abeliano con generadores a� b� c� d� e� f y relaciones�

	a  ��b  �e  f � �
�a � �b  �c  � f � �
�a  �b  �d  � �
�a  �b  �e � �
a  �b  f � �




�	� PRESENTACIONES POR GENERADORES Y RELACIONES �
�

La matriz asociada a dicho grupo es�BBBB�
	 �� � � � �
� �� � � � ��
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCCCA
En este ejemplo veremos que no es necesario seguir estrictamente los pasos descritos anteriormente�
Por ejemplo� el papel que antes ha representado la entrada de arriba a la izquierda lo asumir�a
ahora la entrada de abajo a la derecha� Observamos que la primera �la es combinaci�on lineal de
las dos �ultimas� Luego� restando a la primera la suma de las dos �ultimas �lo que representaremos
por F� � F
 � F�� obtenemos� �BBBB�

� � � � � �
� �� � � � ��
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCCCA �

Eliminando la primera �la� y haciendo sucesivamente F� F
 �con la nueva numeraci�on�� C��C�

y C� � �C�� obtenemos�BB�
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCA �

�BB�
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCA �

Podemos eliminar la �ultima �la y �ultima columna� y haciendo entonces �con la nueva numeraci�on�
C� � C� � C
 � C� y C� � C
 � �C�� obtenemos por �n la matriz�� � � � � �

� � � � �
� � � � �

�A �

de la que se deduce que A ��Z�Z�Z��Z��Z� es la descomposici�on invariante de A� A partir
de �esta podemos obtener la descomposici�on indescomponibleZ�Z�Z��Z��Z��Z��

�� Sea A un grupo abeliano con matriz de generadores y relaciones dada por�� � �� �	 �
	 �� �� �
	 
 � 	

�A
Es claro que� por m�as que operemos� las entradas van a ser siempre pares� Por otra parte� no es
dif��cil conseguir que una sea �� por ejemplo� haciendo F��F� �escriba el lector las matrices que se
van obteniendo�� De los dos ��� que aparecen� el m�as c�omodo es de la �ultima columna� Podemos
poner ceros en el resto de esa columna haciendo F� � �F�� siguiendo el m�etodo descrito� pero
es m�as f�acil hacer C
 � C�� Ahora podemos poner ceros en la segunda �la� haciendo C� � C
 y
C�� �C
� Pasando entonces la primera �la al �ultimo lugar� y pasando despu�es la �ultima columna
al primer lugar� habremos puesto el � en la entrada ��� ��� Haciendo entonces� sucesivamente�
C� � �C� y C
 � �C�� se obtiene por �n�� � � � �

� 	 � �
� � �� �

�A �

por lo que A ��Z��Z
�Z���Z�
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��� Problemas

�� Sea f � A� B un isomor�smo entre dos grupos abelianos� Demostrar �hasta aburrirse� que�

�a� La familia fAigi�I de subgrupos de A es independiente si y s�olo si la familia ff�Ai�gi�I de
subgrupos de B es independiente�

�b� Un subgrupo C de A es un sumando directo de A si y s�olo si el subgrupo f�C� es un sumando
directo de B�

�c� A es indescomponible si y s�olo si B es indescomponible�

�d� La familia faigi�I de elementos de A es linealmente independiente si y s�olo si la familia
ff�ai�gi�I de elementos de B es linealmente independiente�

�e� A es libre si y s�olo si B es libre�

�f� Si T es el subgrupo de torsi�on de A entonces f�T � es el subgrupo de torsi�on de B�

�g� A es de torsi�on si y s�olo si B es de torsi�on�

�h� A es libre de torsi�on si y s�olo si B es libre de torsi�on�

�� Sea A un grupo abeliano libre de rango n� Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes
a�rmaciones�

�a� Todo subconjunto linealmente independiente de A tiene a lo sumo n elementos�

�b� Todo subconjunto generador de A tiene al menos n elementos�

�c� Todo subconjunto linealmente independiente de A con n elementos es una base de A�

�d� Todo subconjunto generador de A con n elementos es una base de A�

�� Sean L�M�N grupos abelianos �nitamente generados con L � N �� M � N � Demostrar que
L ��M �

	� Determinar el subgrupo de torsi�on de los siguientes grupos aditivos� Z�Zn�Z�Zn� Q�Z�R�Z�
�� Determinar el subgrupo de torsi�on del grupo de las unidades de los anillosZ�R� C � Z�i� yZ�

p
���

�� Sea P un polinomio m�onico de Z�X� de grado n� Demostrar que el grupo aditivo de Z�X���P � es
libre de rango n� �Puede fallar el resultado si P no es m�onico�

�� Probar que si A es un grupo abeliano libre y n � N� entonces A tiene un subgrupo de ��ndice n�

� Encontrar un subgrupo B de A �Z��� tal que A�B ��Z��Z��
�� Sea A el subconjunto de Z� Z formado por las parejas de n�umeros enteros �a� b� tales que

a � b mod ��� Demostrar que A es un subgrupo de Z�Zy determinar una base de A�
��� Para un grupo abeliano arbitrario A� demostrar que la familia ftp�A�g� donde p recorre el conjunto

de todos los enteros primos positivos� es independiente� y que su suma directa es t�A��

��� Demostrar que tp�Q�Z� es el subgrupo Zp� del Ejemplo ������� y que Q�Z� �pZp�� donde p
recorre el conjunto de todos los enteros primos positivos�

��� Demostrar que el grupo aditivo �A� � de un anilloA es de torsi�on precisamente si la caracter��stica
de A es diferente de �� Si A es un dominio� demostrar que las condiciones son equivalentes a que
�A� � no sea libre de torsi�on� El anilloZ�X����X� muestra que� en la segunda parte� la hip�otesis
de que A sea un dominio no es super�ua� �por qu�e�

��� Encontrar bases para los siguientes subgrupos de grupos abelianos libres�

�a� h�a� 	b� �a �bi� siendo a� b generadores de un grupo abeliano libre de rango ��
�b� hx  �y  	z� �x �y  ��z����x� �	y � 	
z���x y  �zi� siendo x� y� z generadores de

un grupo libre de rango ��




�
� PROBLEMAS �
�

�	� Demostrar que el grupo aditivo de los n�umeros racionales es indescomponible�

��� Calcular las descomposiciones primaria e invariante de los siguientes grupos abelianos�

�a� Z���Z
��Z��
�b� Z����

�c� ha� b j �a �b � �a �	b � �i�
�d� ha� b� c j �a b � �a c � �i�
�e� ha� b� c j �	a  �b �c � ��a �b �c � �a 	b ��c � �i�
�f� ha� b� c j a  �b 	c � �a �b ��c � ��a b �c � �i�

��� Clasi�car el grupo abeliano presentado por los generadores y relaciones dados�

�a� Generadores a� b� c y relaciones

�a  
b  �c � �
	a  �b  �c � �
a  �b  �c � �

�b� Generadores a� b� c� d� e y relaciones

a � �b � ��c  �	d � �
�a � �b � �c  ��d � ��e � �
�a � �b � �c  �d � �e � �
a � b  �d � �e � �

��� Encontrar todos los grupos abelianos� salvo isomor�smos� de �ordenes ��� ��� ��� ��� �
�� ���� ���
y �
��� calculando para cada uno de ellos las descomposiciones primaria e invariante�

�
� Determinar salvo isomor�smos todos los grupos abelianos de orden � �� y dar la lista de sus
divisores elementales y factores invariantes�

��� Demostrar que la lista de factores invariantes de Zn�Zm es �nm� �o �mcm�n�m��mcd�n�m���
��� Demostrar que si A es un p�grupo abeliano que es la suma directa de n grupos c��clicos no nulos�

entonces la ecuaci�on px � � tiene exactamente pn soluciones�

��� Sea G un p�grupo abeliano �nito en el que la ecuaci�on px � � tiene a lo sumo p soluciones�
Demostrar que G es c��clico� Demostrar que tambi�en es c��clico un grupo abeliano �nito �no
necesariamente un p�grupo� en el que la ecuaci�on px � � tenga a lo sumo p soluciones para todo
primo p�

��� Resolver el Problema �� del Cap��tulo � usando los resultados de este cap��tulo�

��� Del Ejercicio ������ se deduce que� si G es un grupo abeliano �nito y p es un divisor primo de jGj�
entonces G contiene un elemento de orden p� Demostrar que este resultado sigue siendo v�alido si
G no es abeliano� �Este es el Teorema de Cauchy que demostraremos en el cap��tulo siguiente con
otros m�etodos� �Indicaci�on� Usar el Ejercicio ������� la Ecuaci�on de Clases e inducci�on en jGj��

�	� Sea p primo� Demostrar que si G es un grupo abeliano �nito en el que todo elemento no nulo
tiene orden p� entonces G ��Znp para alg�un n�

��� Demostrar que todo grupo abeliano �nito no c��clico contiene un subgrupo isomorfo aZp�Zp para
alg�un primo p�

��� Sea B un subgrupo de un grupo abeliano �nito A� Demostrar que A contiene un subgrupo isomorfo
a A�B� �Es cierto el resultado si A es in�nito�

��� Sea A un grupo abeliano �nito y sea a un elemento de A orden m�aximo� Demostrar que hai es
un sumando directo de A�
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�
� Se pide�

�a� Encontrar un n�umero natural n tal que existan exactamente � grupos abelianos de orden n
salvo isomor�smos�

�b� ��� Encontrar todos los n�umeros naturales n tales que� salvo isomor�smos� existen exacta�
mente � grupos abelianos de orden n�

�c� ��� Demostrar que para ning�un n�umero natural n hay exactamente �� grupos abelianos de
orden n salvo isomor�smos�

��� ��� Un subgrupo propio H de un grupo G que no est�a contenido en ning�un otro subgrupo propio
de G se dice que es maximal �en G�� Para un grupo abeliano �nito A� demostrar�

�a� Los subgrupos maximales son precisamente los de ��ndice primo�

�b� A tiene exactamente � subgrupos maximales si y s�olo si A es c��clico y jAj tiene exactamente
dos divisores primos�

��� Sea G el grupo abeliano de�nido por los generadores g�� � � � � gn y las relaciones
Pn

j�� aijgi � �
�i � �� � � � � n�� con aij � Z� Demostrar que G es �nito precisamente si el determinante de la
matriz �aij� es diferente de � y que� en tal caso� el orden de G coincide con el valor absoluto de
dicho determinante�

Bibliograf��a del cap��tulo

Artin �	�� Delgado�Fuertes�Xamb�o ����� Dorronsoro�Hern�andez ����� Herstein ����� Jacobson ����� Rot�
man �����



Cap��tulo �

Estructura de los grupos �nitos

Se estudian los grupos �nitos usando las acciones de grupos en conjuntos como principal herramienta� Se
demuestran los Teoremas de Sylow y� como consecuencia de estos resultados y otras t�ecnicas auxiliares�
se clasi�can todos los grupos con �� o menos elementos�

Introducci�on

La noci�on de acci�on de un grupo en un conjunto� cuya de�nici�on abre este cap��tulo� es una de las m�as
importantes en Teor��a de Grupos� De hecho� hist�oricamente� las acciones fueron usadas antes incluso
de la formalizaci�on del concepto de grupo� No es exagerado a�rmar que� en gran medida� los grupos
son importantes en Matem�aticas porque act�uan� de formas muy variadas y casi siempre muy naturales�
sobre otros conjuntos� Los conceptos de �orbita y estabilizador de un elemento surgen tambi�en de modo
natural y se relacionan de modo que� en el caso de grupos �nitos� son muy �utiles para hacer argumentos
de recuento�

En la parte central del cap��tulo usamos t�ecnicas basadas en acciones para demostrar los Teoremas de
Cauchy y Sylow� que constituyen rec��procos parciales del Teorema de Lagrange� �Este a�rma que el orden
de cualquier subgrupo de un grupo �nito G debe dividir a jGj� pero sabemos que pueden existir divisores
d de jGj tales que G no posea ning�un subgrupo de orden d� Podemos preguntarnos si podr�a imponerse
una condici�on extra sobre el divisor d de jGj que garantice la existencia de subgrupos de orden d en G�
Un primer paso en esta direcci�on lo proporciona el Teorema de Cauchy� que responde a�rmativamente
a la pregunta cuando d � p es primo� Esto permite deducir diversas propiedades de los p�grupos
�grupos cuyo orden es una potencia del primo p�� en particular el hecho de que veri�can el �rec��proco
del Teorema de Lagrange�� El Primer Teorema de Sylow va m�as all�a� y responde a�rmativamente a la
pregunta cuando d � pn es cualquier potencia de primo que divide a jGj� Los otros dos Teoremas de
Sylow tratan sobre los subgrupos de orden pn en los que el exponente n es lo mayor posible� llamados
p�subgrupos de Sylow de G� El segundo a�rma que todos ellos son conjugados entre s�� en particular�
si G posee un �unico p�subgrupo de Sylow �para cierto primo p�� �este es normal� El tercero nos da
informaci�on� muy �util en la pr�actica� sobre el n�umero de p�subgrupos de Sylow de G� y de �el se deduce
un criterio de no simplicidad que nos permite demostrar que ning�un grupo simple no abeliano tiene
menos de �� elementos �recu�erdese que el grupo alternado A� es simple y tiene �� elementos��

El �nal del cap��tulo lo dedicamos a obtener resultados sobre la estructura de los grupos de orden
bajo� para lo que necesitaremos usar informaci�on obtenida a lo largo de todos los cap��tulos sobre grupos
y dos �ultimos recursos t�ecnicos� Uno de ellos es la descripci�on de ciertas situaciones en las que un
grupo es isomorfo a un producto directo de dos de sus subgrupos� y otro es el concepto de producto
semidirecto de grupos� Con estos recursos� clasi�camos salvo isomor�smos todos los grupos de orden
menor o igual que ��� Estos resultados muestran que� en general� la clasi�caci�on de los grupos �nitos
es muy laboriosa y requiere de toda la teor��a de la que se pueda disponer� Clasi�car grupos es un tema
todav��a abierto a la investigaci�on y est�a muy lejos de resolverse�

�
�
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Objetivos del cap��tulo

� Conocer el concepto de acci�on de un grupo sobre un conjunto� as�� como los de �orbita y estabilizador
y sus propiedades b�asicas�

� Conocer las acciones por traslaciones� por conjugaci�on y por conjugaci�on en subgrupos� y sus
consecuencias te�oricas�

� Conocer el Teorema de Cauchy y sus aplicaciones a p�grupos�
� Conocer los Teoremas de Sylow� y saber emplearlos para analizar la estructura de ciertos grupos
en funci�on de su orden�

� Conocer algunos criterios de no simplicidad para grupos�
� Conocer el concepto de producto semidirecto de grupos�
� Conocer algunas t�ecnicas de clasi�caci�on de grupos de orden bajo�

Desarrollo de los contenidos

�� Acci�on de un grupo sobre un conjunto

De�nici�on 
���� Sean G un grupo y , un conjunto� Una acci�on por la izquierda de G en , �o sobre
,� es una aplicaci�on G� ,� , tal que� si denotamos la imagen del par �g� �� por g�� se veri�ca�

�� �� � � para cada � � ,�
	� h�g�� � �hg�� para cualesquiera h� g � G y � � ,�
La segunda condici�on es una �asociatividad formal� que permite escribir hg� sin ambig#uedad� Ob�

servando en qu�e conjuntos est�an los elementos que se operan� no debe haber confusi�on sobre si se est�a
usando el producto de G o la acci�on�
Ocasionalmente� en lugar de g� se emplean otras notaciones como g� para designar a la imagen de

�g� �� por la acci�on que se considere� Las condiciones de la De�nici�on 
���� son entonces�

�� � � y g�h�� � gh��

Dada una acci�on G � , � , de un grupo G sobre un conjunto ,� cada g � G determina una
aplicaci�on �g � , � , dada por �g��� � g�� Combinando las dos propiedades de la de�nici�on se
observa que la aplicaci�on �g�� es la inversa de �g� por lo que �esta es una permutaci�on de ,� Adem�as�
si g y h son elementos de G� es claro que �h � �g � �hg� Con esto hemos probado�

Proposici�on 
���� Dada una acci�on G � , � , de un grupo G sobre un conjunto ,� la aplicaci�on
� � G� S�,� dada por ��g� � �g es un homomor�smo de grupos�

Llamaremos n�ucleo de la acci�on al n�ucleo de este homomor�smo �� y diremos que la acci�on es �el
si � es inyectivo�
La proposici�on anterior admite una rec��proca de demostraci�on elemental�

Proposici�on 
���� Dados un conjunto ,� un grupo G y un homomor�smo de grupos � � G � S�,��
la aplicaci�on G� ,� , dada por �g� �� �� ��g���� es una acci�on por la izquierda de G sobre ,�

De las dos proposiciones anteriores resulta que las acciones de un grupo G sobre un conjunto , y los
homomor�smos G� S�,� se determinan mutua y biyectivamente� por lo que pueden ser considerados
como conceptos equivalentes�
Todo lo expuesto hasta aqu�� puede traducirse sin di�cultad para las acciones �por la derecha�� Una

acci�on por la derecha de un grupo G sobre un conjunto , es una aplicaci�on , � G � ,� en la que la
imagen del par ��� g� se escribe �g� que veri�ca

�� � � y ��g�h � �gh
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�

para cualesquiera � � , y g� h � G� A menudo� la imagen del par ��� g� se denota por �g� y entonces
las condiciones anteriores se traducen en

�� � � y ��g�h � �gh�

Como antes� se demuestra que dar una acci�on por la derecha de G sobre , es equivalente a dar un
antihomomor�smo de G en S�,� es decir� una aplicaci�on � � G� S�,� que veri�ca ��gh� � ��h���g�
cuando g� h � G� De�niendo el n�ucleo de un antihomomor�smo del modo obvio� podemos de�nir el
n�ucleo de una acci�on por la derecha y el concepto de acci�on por la derecha �el�
En realidad� la diferencia entre acciones por la izquierda y por la derecha es meramente formal� En

efecto� si � � G � G es la aplicaci�on dada por g �� g��� entonces la asignaci�on � �� � � � de�ne una
biyecci�on entre el conjunto de los homomor�smos de G en S�,� y el conjunto de los antihomomor�smos
de G en S�,� �la biyecci�on inversa tambi�en se obtiene componiendo con ��� Por lo dicho anteriormente�
esta biyecci�on se traduce en una biyecci�on entre las acciones por la izquierda de G sobre , y las cor�
respondientes acciones por la derecha� Expl��citamente� esta biyecci�on lleva una acci�on por la izquierda
dada por �g� �� �� g� a la acci�on por la derecha dada por ��� g� �� �g���
Cada resultado o ejemplo� por su naturaleza �o en muchos casos para respetar costumbres no�

tacionales�� sugiere el uso de acciones por uno u otro lado� Por tanto� es conveniente usar ambos
conceptos� y eso haremos en lo que sigue�

Ejemplos 
���	 Acciones�

�� Para un n�umero natural n� la aplicaci�on Sn � Nn � Nn dada por �i � ��i� es una acci�on por la
izquierda del grupo sim�etrico Sn en el conjunto Nn� y el homomor�smo asociado Sn � S�Nn� es
la identidad�

M�as generalmente� si , es un conjunto arbitrario y G es un subgrupo del grupo sim�etrico S�,��
entonces la aplicaci�on ��� x� �� ��x� es una acci�on por la izquierda �el de G sobre ,�

�� Sea G un grupo y sea , � G� La aplicaci�on �g� x� �� gx es una acci�on de G sobre s�� mismo� Se
denomina acci�on de G sobre s�� mismo por traslaciones por la izquierda� y es claramente �el� �Qu�e
relaci�on guarda este ejemplo con el Teorema de Cayley ����	�

An�alogamente� la aplicaci�on dada por �x� g� �� xg es una acci�on �el por la derecha de G sobre s��
mismo por traslaciones por la derecha�

�� Sean G un grupo� H un subgrupo de G y , el conjunto G�H de las clases laterales por la izquierda
m�oduloH� La aplicaci�on �g� xH� �� gxH es una acci�on por la izquierda de G sobre ,� que tambi�en
se llama acci�on por traslaciones por la izquierda de G en G�H� Cuando H � � tenemos la acci�on
del apartado anterior�

El lector podr�a describir una acci�on por traslaciones por la derecha de G sobre el conjunto HnG
de las clases laterales por la derecha de G m�odulo H�

	� Dado un grupo G� la aplicaci�on �a� x� �� ax � x��ax es una acci�on por la derecha de G sobre s��
mismo� M�as generalmente� si H y N son subgrupos de G y N es normal en G� la conjugaci�on
induce una acci�on por la derecha de H sobre N que se denomina acci�on de H sobre N por
conjugaci�on� �Cu�ando es �el esta acci�on�

La acci�on por la izquierda deH sobre N asociada a la anterior viene dada por �x� a� �� xa � xax��

�conjugaci�on por x���� En este caso� la imagen del homomor�smo H � S�N � est�a contenida en
Aut�N ��

�� �Orbitas y estabilizadores

De�nici�on 
���� Sea G un grupo que act�ua por la izquierda sobre un conjunto ,� y sean �� 	 � ,�
Se dice que � y 	 son equivalentes para la acci�on cuando existe g � G tal que g� � 	� Se

propone como ejercicio la comprobaci�on de que la anterior es una relaci�on de equivalencia en ,� Las
correspondientes clases de equivalencia reciben el nombre de �orbitas� As��� la �orbita de � es el conjunto

G� � fg� � g � Gg�
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El estabilizador de � en G es el conjunto

EstabG��� � E��� � fg � G � g� � �g

�escribiremos E��� cuando no haya riesgo de confusi�on en cuanto a la acci�on considerada��
Es claro que la �orbita de � es unitaria
 es decir� G� � f�g� precisamente si EstabG��� � G� pues

ambas condiciones equivalen a que se tenga g� � � para cada g � G� Cuando esto ocurre decimos que
� es un punto �jo para la acci�on�

Cuando todos los elementos est�an en la misma �orbita se dice que la acci�on es transitiva� o que G
act�ua transitivamente en ,�

Si usamos la notaci�on g�� o si trabajamos con acciones por la derecha� haremos los cambios perti�
nentes en la notaci�on� Por ejemplo� las �orbitas se denotar�an por G�� �G �o �G�

Ejercicio 
���� Dada una acci�on de G sobre ,� demostrar que el estabilizador de cada elemento de ,
es un subgrupo de G� y que la intersecci�on de todos los estabilizadores es el n�ucleo de la acci�on�

Ejemplos 
���� �Orbitas y estabilizadores�

�� Sea G el subgrupo c��clico de S� generado por la permutaci�on � � �� � ���	 ��� y consideremos la
acci�on G � N� � N� de�nida en los Ejemplos 
���	� Entonces las �orbitas son f�� �� �g� f	� �g y
f�g� el �unico punto �jo de N� es el �� y los estabilizadores son

E��� � E��� � E��� � f�� ��g� E�	� � E��� � f�� ��� �
g� E��� � G�

�� La acci�on natural del subgrupo G � f�� �� ���� 	�� �� ���� 	�� �� 	��� ��g de S
 sobre N
 es
transitiva� y cada elemento de N
 tiene estabilizador trivial�

�� La acci�on de un grupo G sobre s�� mismo por traslaciones por la izquierda �o por la derecha� es
transitiva� pues cada ecuaci�on aX � b tiene soluci�on �unica en G� Tambi�en lo es la acci�on de G
en G�H por traslaciones por la izquierda�

Como las �orbitas son clases de equivalencia� forman una partici�on de ,� Cuando �este es �nito se
tiene

j,j �
X
����

jG�j� �
�����

donde ,� es un conjunto de representantes de las �orbitas �es decir� en ,� hay exactamente un elemento
de cada �orbita�� Esta igualdad se conoce con el nombre de Ecuaci�on de �Orbitas�

Ejercicio 
���	 Se considera la acci�on �por la derecha� de un grupo G sobre s�� mismo por conjugaci�on�

�� Comprobar que las �orbitas son las clases de conjugaci�on� que el estabilizador de un elemento g
es su centralizador CenG�g�� que los puntos �jos de la acci�on son los elementos de Z�G�� que la
acci�on es �el precisamente si Z�G� � f�g� y que la acci�on es transitiva precisamente si G � f�g�

	� Interpretar la Ecuaci�on de Clases �Proposici�on ������ como un caso particular de la Ecuaci�on de
�Orbitas ���	����

Proposici�on 
���� Sea G un grupo que act�ua por la izquierda sobre un conjunto , y sea � � ,�
Entonces�

�� �G � E���� � jG�j�
	� Si la acci�on es transitiva entonces E��� es el grupo trivial para cualquier � � ,�
�� Si G es �nito se tiene jGj � jG�j 	 jE���j
 por tanto� el cardinal de cualquier �orbita divide a jGj�
� E�g�� � g 	E��� 	 g�� �para cada g � G��
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Demostraci�on� Para ver �� notemos que dados g� h � G se tiene

g� � h�� h��g� � �� h��g � E���� gE��� � hE����

En consecuencia� la aplicaci�on E���nG� G� dada por gE��� �� g� est�a bien de�nida y es inyectiva�
Como es obviamente suprayectiva� tenemos una biyecci�on que nos da la igualdad entre cardinales
buscada� Los apartados � y � se siguen del � y del Teorema de Lagrange� El 	 se tiene por las
equivalencias

h � E�g��� hg� � g�� g��hg� � �� g��hg � E���� h � gE���g���

�

En el siguiente ejercicio� dado un subgrupo H de un grupo �nito G� describimos el mayor subgrupo
de H que es normal en G y damos una condici�on bajo la cual el propioH es normal en G �esta condici�on
generaliza el hecho de que todo subgrupo de ��ndice � es normal��

Ejercicio 
���� Sea G un grupo con un subgrupo H� y consideremos la acci�on por traslaciones por la
derecha de G en HnG descrita en los Ejemplos ����� Demostrar que�

�� La acci�on es transitiva�

	� EstabG�H� � H� por lo que EstabG�Hg� � Hg para cada g � G�

�� El n�ucleo de la acci�on� que denotaremos por c�H� �se suele llamar el coraz�on de H�� es la inter�
secci�on de todos los conjugados de H en G
 es decir�

c�H� �
�
g�G

Hg �

� c�H� es el mayor subgrupo normal de G contenido en H�

�� Si H tiene ��ndice �nito n en G� existe un homomor�smo inyectivo de grupos G
c�H	 � Sn�

�� Si G es �nito y �G � H� � p� donde p es el menor divisor primo de jGj �esto signi�ca que H tiene el
mayor orden posible entre los subgrupos propios de G�� entonces H es normal en G� �Indicaci�on�
usar el apartado anterior para probar que �H � c�H�� divide a �p� ��"��

�� Si jGj � m� �G � H� � n � � y m 
 j n" entonces c�H� 
� f�g y por tanto G no es simple�

A continuaci�on damos un nuevo ejemplo de acci�on del que se extraen consecuencias te�oricas intere�
santes�

Ejemplo 
���� Acci�on por conjugaci�on en subgrupos
 normalizadores�

Sea G un grupo y sea , el conjunto de todos los subgrupos de G� La asignaci�on �H� g� �� Hg � g��Hg
de�ne una acci�on por la derecha de G en , llamada acci�on por conjugaci�on en subgrupos� La �orbita del
subgrupo H est�a formada por los subgrupos conjugados de H� y es claro que los subgrupos normales
de G son precisamente los puntos �jos para esta acci�on es decir� los que tienen estabilizador G� Este
hecho se generaliza en el ejercicio que sigue�

Ejercicio 
���
 Sea H un subgrupo de un grupo G� y consideremos el conjunto

NG�H� � fg � G � H � Hgg�
que recibe el nombre de normalizador de H en G� Demostrar que�

�� NG�H� es el estabilizador de H para la acci�on de Ejemplo ��	���

	� NG�H� es el mayor subgrupo de G en el que H es normal� Es decir� H es un subgrupo normal de
NG�H� y� si K es un subgrupo de G tal que H es un subgrupo normal de K� entonces K � NG�H��

�� Si NG�H� tiene ��ndice �nito en G� entonces �G � NG�H�� coincide con el n�umero de subgrupos
conjugados de H en G�
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�� Teorema de Cauchy y p�grupos

Sea p un entero primo positivo� Los grupos cuyo orden es una potencia de p han tenido un papel
destacado en la descripci�on de los grupos abelianos �nitos �Secci�on ��	�� y tambi�en aparecieron en la
Secci�on ���� En el caso abeliano� vimos que un grupo G tiene orden potencia de p si y s�olo si lo mismo
le ocurre a todos sus elementos� lo que dio lugar a la de�nici�on de los p�grupos�
Por otra parte� hemos visto que no se veri�ca el �rec��proco del Teorema de Lagrange�� Si G es un

grupo �nito y m es un divisor de jGj� en general no es cierto que G tenga un subgrupo de orden m
�por ejemplo� no lo es si G � A
 y m � ��� Sin embargo� este resultado es cierto cuando m es una
potencia de primo� como veremos en la secci�on siguiente� En esta secci�on damos un primer paso en la
demostraci�on de ese resultado� Es el Teorema de Cauchy� que se ocupa del caso en que m es primo y
nos permite extender la de�nici�on de los p�grupos al caso no abeliano� En el Problema �� del Cap��tulo �
propusimos una demostraci�on alternativa de este teorema�

Teorema 
���� �Cauchy� Sea G un grupo �nito� Si p es un divisor primo de jGj� entonces G posee
un elemento de orden p�

Demostraci�on� Sea , el conjunto de las p�tuplas de elementos de G cuyo producto es ��

, � f�x�� � � � � xp� � xi � G para cada i y x� 	 	 	xp � �g�
Es claro que una p�tupla �x�� � � � � xp� de elementos de G est�a en , si y s�olo si xp � �x�x� 	 	 	xp���

���
Por tanto� para dar un elemento de , podemos elegir sus p� � primeras componentes arbitrariamente
en G� y la �ultima queda entonces determinada por �estas� En consecuencia se tiene j,j � jGjp��� y en
particular p divide a j,j�
Sea C � hci un grupo c��clico de orden p� y consideremos su acci�on por la izquierda en , dada por

�c� �x�� � � � � xp�� �� �xp� x�� x� � � � � xp����

Los puntos �jos para esta acci�on son los elementos de , de la forma �x� x� � � � � x�� que se corresponden
con los elementos de G tales que xp � �� Por tanto� el resultado quedar�a demostrado si vemos que ,
contiene alg�un punto �jo distinto del ��� �� � � � � ���
Sea pues k  � el n�umero de �orbitas unitarias �o de puntos �jos� para la acci�on dada� y sea q el

n�umero de �orbitas no unitarias� Por la Proposici�on 
����� cada �orbita no unitaria tiene cardinal p� y as��
j,j � k pq� Como p divide a j,j deducimos que p divide a k� y como k 
� � deducimos que hay puntos
�jos diferentes del ��� �� � � � � ��� como quer��amos ver� �

Como consecuencia de los Teoremas de Lagrange y Cauchy se tiene�

Ejercicio 
���� Dados un grupo �nito G y un entero positivo primo p� demostrar la equivalencia de
las siguientes condiciones�

�� El orden de G es una potencia de p�

	� El orden de cada elemento de G es una potencia de p�

De�nici�on 
���� Un grupo �nito que veri�que las condiciones equivalentes del Ejercicio ����	 se llama
un p�grupo�

Otra consecuencia notable del Teorema de Cauchy es la siguiente�

Proposici�on 
���	 Los p�grupos veri�can el rec��proco del Teorema de Lagrange� Es decir� un p�grupo
G posee un subgrupo de orden d para cada divisor d de jGj�
Demostraci�on� Sea jGj � pn con n  �� y procedamos por inducci�on en n� con el caso n � � trivial�
En el caso general� el divisor d ha de ser de la forma pm con m � n� Por la Proposici�on ������ el
centro Z � Z�G� no es trivial� y por tanto contiene un elemento g de orden p� El subgrupo N � hgi
es normal en G ��por qu�e��� y el cociente G�N tiene orden pn��� Por tanto pm�� divide a jG�N j� y
la hip�otesis de inducci�on nos dice que G�N posee un subgrupo X de orden pm��� Por el Teorema de
la Correspondencia� existe un subgrupo H de G que contiene a N y tal que X � H�N � y entonces se
tiene jHj � jXj 	 jN j � pm��p � pm� luego H es el subgrupo que busc�abamos� �
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�� Los Teoremas de Sylow

Acabamos de ver que los p�grupos veri�can el rec��proco del Teorema de Lagrange� En este sentido� el
Primer Teorema de Sylow constituir�a un �rec��proco parcial� del Teorema de Lagrange� a�rmar�a que�
dado un grupo �nito jGj� para cada divisor d de jGj que sea potencia de un primo� existe un subgrupo
de G de orden d� Obs�ervese que estos subgrupos son precisamente los subgrupos de G que son p�grupos
para alg�un primo p �les llamaremos p�subgrupos de G�� El resto de los Teoremas de Sylow profundizar�an
m�as en el estudio de los subgrupos de este tipo�
Particularmente importantes ser�an los p�subgrupos de G que tengan el mayor orden posible� y esto

nos llevar�a a menudo a la siguiente situaci�on� Si p es un divisor primo de jGj� podemos poner
jGj � pnr con n  � y p 
 j r

es decir� pn es la mayor potencia de p que divide a jGj� y entonces pn es el mayor orden que puede tener
un p�subgrupo de G�

De�nici�on 
�	�� Sea G un grupo �nito y sea p un entero primo positivo� Un subgrupo de G que sea
un p�grupo se llama un p�subgrupo de G� Por el Teorema de Lagrange� G s�olo puede poseer p�subgrupos
no triviales si p divide a jGj�

Si jGj � pnr con p 
 j r� un subgrupo de G de orden pn �es decir� un p�subgrupo del mayor orden
posible� se llama un p�subgrupo de Sylow de G�

Para grupos abelianos �nitos� los subgrupos de Sylow han aparecido con otro nombre�

Ejercicio 
�	�� Sea G un grupo abeliano �nito y sea p un divisor primo de jGj� Demostrar que tp�G�
es el �unico p�subgrupo de Sylow de G�

El Primer Teorema de Sylow

Teorema 
�	�� �Primer Teorema de Sylow� Sea G un grupo �nito y sea p un divisor primo de
jGj� Entonces G contiene alg�un p�subgrupo de Sylow�

Demostraci�on� Sea m � jGj y pongamos m � pnr con p 
 j r� Se trata de demostrar que G tiene un
subgrupo de orden pn� y lo hacemos por inducci�on sobre m� Como p divide a m� el menor caso posible
es m � p y el resultado es entonces trivial� As��� supondremos que m � p y que el enunciado del teorema
es v�alido para cualquier grupo de orden menor que m� Distinguiremos dos casos�
Si existe g � GnZ�G� tal que p no divide a �G � CenG�g�� entonces� por el Teorema de Lagrange y el

Teorema Fundamental de la Aritm�etica� pn divide a jCenG�g�j� Como �este es un subgrupo propio de G�
la hip�otesis de inducci�on implica que CenG�g� posee un subgrupo de orden pn� y por tanto G tambi�en�
En otro caso� se tiene que p divide a �G � CenG�g�� para cada g � G n Z�G�� Aplicando la Ecuaci�on

de Clases �Proposici�on ������ se deduce que p ha de dividir a Z�G�� Por el Teorema de Cauchy �
������
Z�G� contiene un subgrupo N de orden p� que ser�a normal en G� Como jG�N j � m�p � m y pn�� es
la mayor potencia de p que divide a jG�N j� la hip�otesis de inducci�on nos dice que existe un subgrupo
X de G�N tal que jXj � pn��� Por el Teorema de la Correspondencia ������� se tiene X � H�N para
alg�un subgrupo H de G que contiene a N � Entonces jHj � jN j 	 jXj � pn� y por tanto H es el subgrupo
que busc�abamos� �

Aplicando ahora la Proposici�on 
���	 a un subgrupo de Sylow de G se tiene�

Corolario 
�	�	 Un grupo �nito posee p�subgrupos de todos los �ordenes posibles� Es decir� si G es un
grupo �nito y k es un entero tal que pk divide a jGj� entonces G contiene alg�un subgrupo de orden pk�

Estos resultados nos dan informaci�on sobre la existencia de ciertos subgrupos de los grupos �nitos�
Por ejemplo� sea G un grupo del que sabemos que jGj � �
���� � �� 	 �� 	 �� 	 ��� Entonces G tiene
subgrupos de cualquiera de los �ordenes �� 	� 
� �� ��� �� �o ���
�Qu�e pasa con los subgrupos de otros �ordenes� Los resultados anteriores no a�rman nada sobre su

existencia� y de hecho no es posible hacer ninguna a�rmaci�on general en ese sentido� Por ejemplo� si
jGj � ��� lo anterior nos dice que G tiene subgrupos de �ordenes �� � y 	 �y por supuesto � y ��� en
cuanto a los subgrupos de orden �� existen para el grupo c��clico G �Z�� o para el grupo di�edrico D��
pero no existen para el grupo alternado G � A
 �Ejemplo ����
��
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El Segundo Teorema de Sylow

A lo largo de este p�arrafo suponemos que jGj � pnr con p 
 j r� Por el Primer Teorema �
�	��� podemos
�jar un p�subgrupo de Sylow P de G es decir� un subgrupo tal que jP j � pn�
Denotaremos por SP el conjunto de todos los subgrupos de G que son conjugados de P  es decir�

todos los subgrupos de la forma P x � x��Px� para alg�un x � G� Como �conjugar por x� es un
automor�smo de G� todos los subgrupos de SP tienen el mismo cardinal que P y� en consecuencia� son
p�subgrupos de Sylow de G� Una parte del Segundo Teorema de Sylow a�rma que� rec��procamente� todo
p�subgrupo de Sylow de G est�a en SP �es decir� es conjugado de P �� Para demostrar esto necesitamos
un par de lemas previos�

Lema 
�	�� Con la notaci�on anterior� jSP j es un divisor de r �es decir� jSP j es un divisor de jGj que
no es m�ultiplo de p��

Demostraci�on� Consideraremos la acci�on por la derecha por conjugaci�on de G sobre el conjunto , de
todos los subgrupos de G� y usaremos la notaci�on y los resultados del Ejemplo 
���� y del Ejercicio 
���
�
Entonces SP es la �orbita de P � y N � NG�P � es un subgrupo de G que contiene a P y veri�ca
jSP j � �G � N �� de donde jGj � jN j 	 jSP j� De aqu�� se deduce inmediatamente que jSP j divide a jGj�
Adem�as� como pn � jP j divide a jN j �pues P � N �� p no puede dividir a jSP j pues de lo contrario pn��
dividir��a a jGj� lo cual es imposible por la elecci�on de n� �

El lema que sigue contiene esencialmente la demostraci�on del Segundo Teorema de Sylow� pero lo
enunciamos separadamente porque sus apartados ser�an usados tambi�en en el Tercer Teorema�

Lema 
�	�� Sea H un p�subgrupo de G� Entonces�

�� La aplicaci�on SP �H � SP dada por �Q� x� �� Qx es una acci�on por la derecha de H en SP �

	� Esta acci�on tiene puntos �jos�

�� Un elemento Q de SP es un punto �jo para la acci�on si y s�olo si H � Q�

Demostraci�on� El apartado � es elemental y se deja como ejercicio�
�� Apliquemos la Ecuaci�on de �Orbitas �
����� a esta acci�on� tenemos

jSP j �
X

jQH j �
X
�H � EstabH�Q���

donde Q recorre un conjunto de representantes de las �orbitas� Por el Lema 
�	��� p no divide a jSP j y
en consecuencia p no divide a �H � EstabH �Q�� para cierto Q � SP � Como H es un p�grupo� ese ��ndice
debe valer � y as�� EstabH�Q� � H es decir� Q es un punto �jo�
�� Si x � Q entonces Qx � Q� por lo que los elementos de SP que contienen a H son puntos �jos

para la acci�on� Rec��procamente� supongamos que Q es un punto �jo de SP para esa acci�on� La hip�otesis
nos dice que xQ � Qx para cada x � H� por lo que HQ � QH y as�� HQ es un subgrupo de G que

contiene a Q y a H �Ejercicio ��	����� Adem�as� como H y Q son p�grupos y se tiene jHQj � jHj 	 jQj
jH �Qj

�Lema ��	����� deducimos que HQ es un p�subgrupo de G� Como Q es maximal entre los p�subgrupos
de G� entonces HQ � Q y por tanto H � Q� �

Podemos ya demostrar el Segundo Teorema de Sylow�

Teorema 
�	�� �Segundo Teorema de Sylow� Sean G un grupo �nito� p un divisor primo de jGj�
P un p�subgrupo de Sylow de G y H un p�subgrupo de G� Entonces H est�a contenido en alg�un subgrupo
conjugado de P �

En particular� todos los p�subgrupos de Sylow de G son conjugados entre s���

Demostraci�on� La acci�on del Lema 
�	�� tiene al menos un punto �jo Q� y �este es un conjugado de P
que contiene a H� Si� adem�as� H es un p�subgrupo de Sylow de G� entonces la inclusi�on H � Q es una
igualdad ��por qu�e��� y en consecuencia H es un conjugado de P � �

El siguiente corolario se usa a menudo para contar elementos de un grupo�
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Corolario 
�	�
 Sea G un grupo �nito y sea p un divisor primo de jGj� La uni�on de todos los p�
subgrupos de Sylow de G coincide con el conjunto de todos los elementos de G cuyo orden es una
potencia de p�

Demostraci�on� Es claro que el orden de cualquier elemento de esa uni�on es una potencia de p
�incluyendo al neutro� cuyo orden es p��� Rec��procamente� si o�x� � pk entonces x est�a en el p�subgrupo
hxi� y por tanto est�a en alg�un p�subgrupo de Sylow por el Segundo Teorema� �

El Tercer Teorema de Sylow

Una consecuencia inmediata del Segundo Teorema de Sylow es el hecho de que SP es el conjunto de
todos los p�subgrupos de Sylow de G� y tambi�en el conjunto de los conjugados de cualquier p�subgrupo
de Sylow de G �no s�olo de un p�subgrupo de Sylow pre�jado�� En particular� si denotamos por np al
n�umero de p�subgrupos de Sylow de G� se tiene

np � jSP j�
El Tercer Teorema de Sylow establece ciertas condiciones que debe cumplir el n�umero np reci�en de�nido�

Teorema 
�	�� �Tercer Teorema de Sylow� Sea G un grupo �nito� sea p un divisor primo de jGj
y sea jGj � pnr con p 
 j r� Entonces el n�umero np de p�subgrupos de Sylow de G veri�ca�

�� np divide a r�

	� np � � mod p�
�� np � � si y s�olo si alg�un p�subgrupo de Sylow de G es normal en G�

Demostraci�on� �� Es consecuencia del Lema 
�	�� y de la igualdad np � jSP j�
�� Sea H un p�subgrupo de Sylow de G la acci�on del Lema 
�	�� tiene al menos un punto �jo� y de

hecho no tiene m�as porque ahora� para un elemento Q de SP � contener a H equivale a coincidir con H
�por la igualdad de cardinales�� Por tanto� en la Ecuaci�on de �Orbitas �
�����

jSP j �
X

jQH j �
X
�H � EstabH�Q���

exactamente uno de los ��ndices �H � EstabH �Q�� vale �� y cada uno de los otros es m�ultiplo de p por ser
un divisor de jHj distinto de �� En consecuencia� np � � mod p�
�� Puesto que SP es el conjunto de todos los conjugados de cualquier p�subgrupo de Sylow de G� el

resultado es una consecuencia directa del hecho de que un subgrupo es normal si y s�olo si coincide con
todos sus conjugados �Ejercicio ������� �

Criterios de no simplicidad

En este p�arrafo usaremos los Teoremas de Sylow para obtener un criterio que nos permite a�rmar que
ciertos grupos no son simples� Este resultado� junto con otros del mismo tipo que se han visto antes�
nos permitir�a demostrar que no hay grupos simples no abelianos con menos de �� elementos�

Proposici�on 
�	�� Sea G un grupo �nito con jGj � pq �o jGj � pq�� donde p� q son dos primos
distintos� Entonces se tiene np � � �o nq � �� y en consecuencia G no es un grupo simple�

Demostraci�on� Usaremos en varias ocasiones el Tercer Teorema de Sylow �
�	���� Si jGj � pq podemos
asumir que p � q� luego p 
� � mod q y en consecuencia nq 
� p� por lo que nq � �� Suponemos pues
que jGj � pq�� y distinguimos tres casos�
Si p � q entonces p 
� � mod q� y por tanto nq � ��
Si p � q��� q� entonces q� q� 
� � mod p y en consecuencia np 
� q� q�� por lo que np � ��
Por �ultimo� si q � p � q� entonces q 
� � mod p y en consecuencia np 
� q� Por tanto o bien np � �� y

hemos terminado� o bien np � q�� y basta ver que esta �ultima opci�on implica que nq � �� Supongamos
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pues que np � q�� Entonces el n�umero de elementos de orden p que hay en el grupo G es q��p���� pues
cada subgrupo de orden p aporta p � � elementos de orden p que no se repiten� ya que dos subgrupos
distintos de orden p tienen intersecci�on trivial� Por tanto� el n�umero de elementos de G cuyo orden no
es p es

pq� � q��p � �� � q��

Sea ahora K un q�subgrupo de Sylow de G como jKj � q� y K no contiene elementos de orden p� K
debe consistir en los q� elementos de orden distinto de p� lo que muestra que K es el �unico q�subgrupo
de Sylow de G y as�� nq � �� �

Teorema 
�	���

�� El menor entero positivo n para el que existe un grupo simple no abeliano de orden n es n � ���

	� Si G es un grupo simple y jGj � ��� entonces G ��Zp para cierto n�umero primo p�

Demostraci�on� Por el Ejercicio ������� el apartado � ser�a consecuencia del �� por lo que nos limitamos
a demostrar �este� Adem�as� como A� es un grupo simple con �� elementos� basta ver un grupo no
abeliano con menos de �� elementos no es simple�
Si p y q son primos distintos� ya sabemos que los grupos de orden p son abelianos y que los de

�ordenes pn �con n � ��� pq y pq� no son simples �Proposiciones ����� y 
�	����� Esto resuelve todos los
casos excepto los de �ordenes �	� ��� ��� 	�� 	�� 	
 y ���
Por el Tercer Teorema de Sylow 
�	��� si si jGj � 	� entonces n� � �� y si jGj � 	� entonces n� � ��

por lo que ning�un grupo de esos �ordenes puede ser simple�
Por el Primer Teorema de Sylow 
�	��� todo grupo de orden �	 tiene un subgrupo de ��ndice � todo

grupo de orden �� tiene un subgrupo de ��ndice 	 y todo grupo de orden 	
 tiene un subgrupo de ��ndice
�� Por el �ultimo apartado del Ejercicio 
����� ning�un grupo de esos �ordenes puede ser simple�
Supongamos ahora que jGj � �� � � 	 � 	 �� Del Tercer Teorema de Sylow se deduce que n� puede

valer � �o ��� y que n� puede valer � �o �� Si n� � �� entonces� como cada par de ��subgrupos de Sylow
tiene intersecci�on trivial� la uni�on de todos ellos tiene �� 	 � � �� elementos distintos del neutro� todos
de orden �� An�alogamente� si n� � � entonces hay � 	 	 � �	 elementos de orden � en G� Por tanto� no
puede tenerse a la vez n� � �� y n� � �� por lo que uno de ellos vale � y por tanto G no es simple�
S�olo nos queda por estudiar el caso jGj � �� � ���� que estar�a resuelto si vemos que o bien n� � �

o bien n� � �� Supongamos que n� 
� � y veamos que n� � �� Del Tercer Teorema de Sylow se deduce
que n� � 
� Como en el p�arrafo anterior� G contiene 
 	 � � 	
 elementos de orden �� S�olo quedan pues
el neutro y � elementos de orden � para formar los ��subgrupos de Sylow �de orden �� � 
�� por lo que
ha de ser n� � �� �

�	 Productos directo y semidirecto de subgrupos

En el Cap��tulo � hemos visto que� si un grupo abeliano A es la suma directa de dos subgrupos B y C�
entonces A es isomorfo al producto directo B�C� En esta secci�on describiremos situaciones en las que
un grupo �no necesariamente abeliano� es isomorfo al producto directo de dos subgrupos� y estudiaremos
una construcci�on que generaliza el producto directo� y que nos permitir�a encontrar nuevos ejemplos de
grupos�
Sean H y K dos grupos y sea G � H �K su producto directo� Si a cada h � H le asociamos el

elemento +h � �h� �� de G� a cada k � K le asociamos +k � ��� k� � G� y hacemos +H � f+h � h � Hg y
+K � f+k � k � Kg� se comprueba f�acilmente que�
� +H y +K son subgrupos normales de G�

� Si +h � +H y +k � +K� entonces +h+k � +k+h�

� +H � +K � f�g�
� G � +H +K� y si son �nitos entonces jGj � j +Hj 	 j +Kj�
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Los resultados que siguen muestran que algunas de estas condiciones son su�cientes para que un
grupo sea isomorfo al producto directo de dos de sus subgrupos�

Lema 
���� Sea G un grupo �nito con subgrupos H y K� Si se veri�can las condiciones siguientes�

�� H y K conmutan elemento a elemento
 es decir� si h � H y k � K entonces hk � kh�

	� H �K � f�g�
�� jGj � jHj 	 jKj�

Entonces existe un isomor�smo G �� H �K�

Demostraci�on� La condici�on � implica que la aplicaci�on � � H � K � G dada por ��h� k� � hk es
un homomor�smo de grupos� La condici�on � implica que � es inyectivo� pues si � � ��h� k� � hk �con
h � H y k � K� entonces k � h�� � H �K� luego �h� k� � ��� ��� Por tanto� Im � es un subgrupo de G
isomorfo H �K y en consecuencia su cardinal es jH �Kj � jHj 	 jKj la condici�on � nos dice entonces
que � es suprayectivo� lo que termina la demostraci�on� �

Ejemplo 
���� Si n es impar� D�n es el producto directo de Dn y Z��

Consideremos el grupo di�edrico D�n � hr� s � r�n � �� s� � �� srs � r��i y el subgrupo H � hr�� si�
Como o�r�� � n y sr�s � �r����� se tiene H �� Dn� Por el Ejercicio ������ se tiene Z�D�n� � hrni ��Z��
Como n es impar� rn 
� H� Ahora es evidente que H y Z�D�n� veri�can las hip�otesis del Lema 
���� y
por tanto D�n

�� Dn �Z��

Lema 
���� Sea G un grupo �nito con subgrupos H y K� Si se veri�can las condiciones siguientes�

�� H y K son normales en G�

	� H �K � f�g�
�� jGj � jHj 	 jKj�

Entonces existe un isomor�smo G �� H �K�

Demostraci�on� Por el Lema 
����� basta ver que H y K conmutan elemento a elemento� Sean pues
h � H y k � K� Por la condici�on � se tiene hk � H y �k���h � K� y as��

h��k��hk � h��hk � H y h��k��hk � �k���hk � K�

La condici�on � implica entonces que h��k��hk � �� por lo que hk � kh� como quer��amos ver� �

La generalizaci�on del concepto de producto directo prometida al principio de la secci�on es la siguiente�

De�nici�on 
���	 Sean H y N dos grupos y sea � � H � Aut�N � un homomor�smo de grupos�
Denotamos por �g la imagen de g � H por � y de�nimos en el producto cartesiano N �H la operaci�on

�x� g��y� h� � �x�g�y�� gh��

Esta operaci�on dota a N � H de una estructura de grupo llamado producto semidirecto de N por H
con acci�on �� que denotaremos por N oH� o por N o� H si puede haber confusi�on con respecto a ��

Ejercicio 
���� Dados H� N y � � H � Aut�N � como antes� se pide�

�� Comprobar que el producto semidirecto N o H es un grupo� Identi�car el neutro y el inverso de
cada elemento�

	� Si � es el homomor�smo trivial �es decir� �g�x� � x para todo g � H y x � N� entonces N oH
es el producto directo N �H�
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�� Demostrar que N oH tiene un subgrupo +H isomorfo a H y un subgrupo normal +N isomorfo a N
tales que +H � +N es el subgrupo trivial y +H +N � N oH�

� �Cu�ando es N oH abeliano�

Como ha ocurrido con el producto directo� ciertas condiciones en dos subgrupos de un grupo G nos
permiten ver a �este como un producto semidirecto de aqu�ellos�

Lema 
���� Sea G un grupo �nito con subgrupos N y H� Si se veri�can las condiciones siguientes�

�� N es normal en G�

	� N �H � f�g�
�� jGj � jN j 	 jHj�

Entonces existe un isomor�smo G �� N o� H� donde � � H � Aut�N � lleva g � H al automor�smo
�g � N � N dado por �g�x� � gxg�� �conjugaci�on por g����

Demostraci�on� Es claro que � es un homomor�smo de grupos de hecho� es el homomor�smo asociado
a la acci�on por la izquierda de H sobre N descrita en los Ejemplos 
���	� La aplicaci�on 	 � N o�H � G
dada por 	�x� g� � xg es un homomor�smo de grupos pues

	��x� g��y� h�� � 	�x�g�y�� gh� � xgyg��gh � xgyh � 	�x� g�	�y� h��

y es inyectivo pues 	�x� g� � � implica que x � g�� � N �H � f�g y por tanto �x� g� � ��� ��� Ahora
la condici�on � implica que 	 es suprayectivo� y por tanto es el isomor�smo que buscamos� �

Para dar ejemplos de productos semidirectos� es interesante estudiar los grupos de automor�smos
Aut�N � cuando N es un grupo sencillo�

Ejercicio 
���� Demostrar que�

�� Si N es un grupo abeliano entonces ��y� � y�� �para cada y � N� de�ne un automor�smo de N �
y se tiene �� � � en Aut�N ��

	� Sea N � hxi un grupo c��clico �nito de orden n� Entonces cada homomor�smo � � N � N queda
determinado por el valor de ��x�� y � es un automor�smo si y s�olo si ��x� � xi con mcd�n� i� � ��
De hecho� hay un isomor�smo de grupos Aut�N � ��Z�n�

�� Si N es c��clico de orden � �o � entonces Aut�N � � f�� �g� donde � es el automor�smo del apartado
��

� Si N � f�� a� b� cg es el grupo de Klein� entonces cada automor�smo de N induce una permutaci�on
de fa� b� cg� y de hecho esto de�ne un isomor�smo Aut�N � �� S�� Los elementos de orden 	 de
Aut�N � son los que �jan exactamente uno de los elementos a� b �o c�

Ejemplos 
���
 Productos semidirectos�

En todos los ejemplos� � es el automor�smo del Ejercicio 
�����

�� Sean H � hgi y N � hxi dos grupos c��clicos de ordenes � y �� respectivamente� y sea � � H �
Aut�N � el homomor�smo dado por g �� �� Entonces es f�acil ver que N oH �� S��

�� M�as generalmente� si N es un grupo abeliano y H � hgi es c��clico de orden �� entonces el
homomor�smo � � H � Aut�N � dado por �g � � induce un producto semidirecto� Si N es c��clico
de orden n� es f�acil dar un isomor�smoDn

�� N oH �� Zno�Z�� Si N es c��clico in�nito� el grupo
obtenido se llama di�edrico in�nito�

�� SeanH � hgi y N � hxi grupos c��clicos de ordenes 	 y �� respectivamente� El producto semidirecto
asociado al homomor�smo � � H � Aut�N �� dado por ��g� � �� es un grupo de orden �� que
denotaremos por Z�oZ
�

Ejercicio 
���� Sea H � hgi un grupo c��clico de orden � y sea N � hx�� x�i ��Z��Z�� Demostrar que
existe un homomor�smo de grupos � � H � Aut�N � tal que �g�x�� � x� y �g�x�� � x�x�� y describir
un isomor�smo expl��cito entre N oH y A
�
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�
 Grupos de orden bajo

En esta secci�on obtenemos informaci�on acerca de la estructura de ciertos grupos �nitos cuyo orden tiene
una factorizaci�on en primos sencilla� y a partir de ellos describimos todos los grupos de orden menor o
igual que ���

Proposici�on 
���� Sea G un grupo �nito con jGj � prqs� donde p y q son primos distintos y r� s �Z��
Si G tiene un �unico p�subgrupo de Sylow H y un �unico q�subgrupo de Sylow K� entonces G �� H �K�

Demostraci�on� Bastar�a ver que H y K veri�can las tres condiciones del Lema 
����� La primera se
veri�ca por el Tercer Teorema de Sylow �
�	��� la segunda porque jH �Kj debe ser un divisor com�un
de jHj � pr y de jKj � qs y la tercera es evidente� �

Proposici�on 
���� Sea G un grupo �nito con jGj � pq� donde p � q son primos y q 
� � mod p�
Entonces G es un grupo c��clico�

Demostraci�on� Sea np el n�umero de p�subgrupos de Sylow de G� El Tercer Teorema de Sylow �
�	���
y la hip�otesis q 
� � mod p implican que np � �� Es decir� G tiene un �unico p�subgrupo de Sylow H�
que tiene orden p y por tanto H �� Zp� Como la relaci�on p � q implica que p 
� � mod q� se ve del
mismo modo que G tiene un �unico q�subgrupo de Sylow K ��Zq� Por la Proposici�on 
���� y el Teorema
Chino de los Restos se tiene G �� H �K ��Zp�Zq ��Zpq� como quer��amos ver� �

Proposici�on 
���� Si p es un primo impar� entonces un grupo de orden �p o bien es c��clico o bien es
isomorfo al grupo di�edrico Dp�

Demostraci�on� Si G es abeliano el resultado es claro� considerando su descomposici�on invariante�
Supongamos pues que G no es abeliano� Con la notaci�on usual se tiene np � �� de modo que G posee
un subgrupo normal N de orden p� Como p es primo� existe x � G tal que N � hxi� Por otra parte� G
contiene alg�un subgrupo H � hgi de orden �� Como G � hx� gi ��por qu�e�� y no es abeliano� se tiene
xg 
� gx� Es claro que el orden de xg no es �� y no es �p pues G no es c��clico� Tampoco es p pues� al
ser hxi el �unico p�subgrupo de Sylow� eso nos dar��a xg � hxi y por tanto g � hxi� que es absurdo� En
conclusi�on� debe ser �xg�� � �� o sea gxg�� � x��� Ahora el Lema 
���� y los Ejemplos 
���
 nos dan
el resultado� �

Podemos ya iniciar la descripci�on de los grupos de orden menor o igual que ��� De hecho ya tenemos
descritos casi todos esos grupos desde hace tiempo� y lo que nos permiten los �ultimos resultados es
asegurarnos de que no hay m�as�

Grupos de orden �� �� �� �� �� �o ���

Si n vale �� �� �� �� �� �o �� el �unico grupo �salvo isomor�smos� de orden n esZn �Proposici�on �������

Grupos de orden 	 �o ��

Si jGj � p� con p primo� la Proposici�on ����� nos dice que G es abeliano y entonces� por el Teorema
de Estructura ������� G es isomorfo a Zp� o a Zp�Zp� As��� hay solamente dos grupos de orden 	 �el
grupo c��clicoZ
 y el grupo de Klein Z��Z�� y dos grupos de orden � �Z� yZ��Z���

Grupos de orden �� � �o �	�

Por la Proposici�on 
���� hay exactamente dos grupos �salvo isomor�smos� de cada uno de esos
�ordenes� el c��clico y el di�edrico� Es decir� los �unicos grupos de orden � son Z� y D� los �unicos grupos
de orden �� son Z�� y D� y los �unicos grupos de orden �	 son Z�
 y D��
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Grupos de orden 
�

Conocemos cinco grupos distintos y no isomorfos de orden 
 �ver el �nal de la Secci�on ��
�� son los
grupos abelianos Z� Z
�Z� y Z��Z��Z� y los grupos no abelianos D
 y Q� Por el Teorema de
Estructura ������ no hay m�as grupos abelianos de orden 
� Por tanto� para ver que �esos son todos los
grupos de orden 
� hemos de probar que un grupo G no abeliano y de orden 
 debe ser isomorfo a D


�o a Q�
Como G no contiene elementos de orden 
 ��por qu�e�� y no todos sus elementos pueden tener orden

� � ��por qu�e��� G debe contener un elemento x de orden 	� Como hxi tiene ��ndice �� es normal en
G y G�hxi �� Z�� Si �jamos ahora y 
� hxi� se tiene G � hx� yi� y en consecuencia xy 
� yx� Como
adem�as xy � hxi �por la normalidad� y o�xy� � o�x� � 	� ha de ser xy � x �o xy � x�� pero la primera
posibilidad equivale a xy � yx y por tanto se ha de dar la segunda� xy � x� � x���
Por otra parte� como G�hxi �� Z�� se tiene y� � hxi� Si fuera y� � x �o y� � x� deducir��amos que

o�y� � 
� por lo que ha de ser y� � � �o y� � x�� La primera posibilidad nos lleva a la situaci�on

G � hx� yi� x
 � �� y� � �� y��xy � x���

y es entonces claro que G �� D
� La segunda posibilidad nos lleva a la situaci�on

G � hx� yi� x
 � �� y� � x�� y��xy � x���

y entonces es f�acil establecer un isomor�smo G �� Q que lleve x �� i e y �� j�

Grupos de orden ���

Por la Proposici�on 
����� el �unico grupo de orden �� es Z���

Grupos de orden ���

Conocemos cinco grupos de orden ��� Por los resultados del Cap��tulo �� hay exactamente dos que
son abelianos� Z�� y Z��Z�� Otros tres no son abelianos se trata del grupo alternado A
� del grupo
di�edrico D� y del grupoZ�oZ
 de los Ejemplos 
���
 �producto semidirecto de Z� � hxi por Z
 � hgi
con homomor�smo � � hgi � Aut�hxi� dado por �g�x� � x���� �Estos no son isomorfos entre s�� porque
A
 no tiene subgrupos de orden �� D� tiene elementos de orden � yZ�oZ
 tiene elementos de orden 	�
Vamos a demostrar que no hay m�as grupos no abelianos de orden ��� Para ello� basta con demostrar

que un grupo G no abeliano y de orden �� debe ser isomorfo a D�� A
 �o Z�oZ
�
Sea G un tal grupo� y sean H un ��subgrupo de Sylow �de orden 	� y K un ��subgrupo de Sylow

�de orden ��� Como H y K son abelianos y G no lo es� de las Proposiciones 
�	��� y 
���� se deduce
que exactamente uno de estos dos subgrupos es normal en G� Como jKj � �� existe k � G de orden
� tal que K � hki� Para H tenemos dos opciones� o bien es c��clico� H � hhi con o�h� � 	� o bien es
isomorfo al grupo de Klein� H � hh�� h�i con o�h�� � o�h�� � � y h�h� � h�h�� Distinguiremos casos
seg�un cu�al de los subgrupos sea normal y seg�un sea H c��clico o no�
Supongamos primero que H es normal en G� Por el Lema 
���� se tiene G �� H o� K para el

homomor�smo � � K � Aut�H� tal que �k es conjugar por k
��� Como � no es trivial �de lo contrario

G �� H�K ser��a abeliano� y K es simple� � debe ser inyectivo y por tanto �k tiene orden � en Aut�H��
Por los dos �ultimos apartados del Ejercicio 
����� deducimos que H ha de ser el grupo de Klein y que
podemos elegir los generadores h� y h� de H de modo que se tenga ��h�� � h� y ��h�� � h�h�� Entonces
el Ejercicio 
���� nos dice que G �� A
�
Supongamos ahora que K es normal en G� Por el Lema 
���� se tiene G �� K o� H para el

homomor�smo no trivial � � H � Aut�K� tal que �g es conjugar por g��� para cada g � H� Por el
Ejercicio 
���� se tiene Aut�K� � f�� �g con ��k� � k��� Si H � hhi es c��clico entonces debe ser �h � ��
y por tanto G es el grupo Z�oZ
 de los Ejemplos 
���
� Supongamos por �ultimo que H es el grupo
de Klein� Entonces el n�ucleo de � tiene dos elementos y� eligiendo adecuadamente los generadores de
H� podemos poner H � hh�� h�i con �h��k� � k�� y �h��k� � k� Entonces D � hk� h�i es un subgrupo
de G isomorfo a D�� Comprobando que D y E � hh�i �� Z� veri�can las hip�otesis del Lema 
�����
deducimos que G �� D � E �� D� �Z�� y por tanto G �� D� por el Ejemplo 
�����
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Resumen� Grupos de orden menor o igual que ���

La siguiente tabla resume la clasi�caci�on de los grupos de orden menor o igual que �� �excepto los
de orden primo�� En la primera columna aparecen los posibles �ordenes� en la segunda el n�umero N de
grupos no isomorfos de cada orden� con el n�umero de abelianos entre par�entesis� en la tercera se da la
lista de los abelianos� y en la cuarta la de los no abelianos�

jGj N Abelianos No abelianos
	 � ��� Z
� Z��Z�
� � ��� Z� D�


 � ��� Z� Z
�Z�� Z��Z��Z� D
� Q

� � ��� Z�� Z��Z�
�� � ��� Z�� D�

�� � ��� Z��� Z��Z� D�� A
� Z�oZ

�	 � ��� Z�
 D�

�� � ��� Z��

Clasi�car grupos de �ordenes mayores puede ser muy laborioso �por ejemplo� existen �	 grupos
distintos de orden ���� aunque ya hemos visto que es sencillo cuando el orden tiene una factorizaci�on
adecuada �Teorema ��
�� y Proposiciones ����� y 
������ Con las t�ecnicas vistas en este cap��tulo resulta
f�acil clasi�car los grupos de �ordenes �
� ��� �� �o ��� En el libro Group Tables� de A� Thomas y G� Wood
�Shiva Math� Series�� se describen todos los grupos de orden menor o igual que ��� y para cada uno de
ellos se da la tabla y se describen todos sus subgrupos y sus clases de conjugaci�on�

�� Problemas

�� Sea , � fA�B�C�Dg el conjunto de los v�ertices de un cuadrado� y sea S�,� su grupo de per�
mutaciones� Se pide�

�a� Describir un homomor�smo inyectivo D
 � S�,��

�b� Describir las �orbitas y los estabilizadores de la correspondiente acci�on por la izquierda de D


en ,�

�c� Determinar todas las �orbitas y los estabilizadores de la restricci�on de esta acci�on al subgrupo
de las rotaciones�

�� Consid�erese S� actuando en el conjunto , de sus subgrupos por conjugaci�on� Determinar la �orbita
y el estabilizador de � ���� ��

�� Sea � � ���
p��
� una ra��z c�ubica de �� Demostrar que D� � ha� b j a� � b� � e� bab � a��i act�ua

en la circunferencia unidad C que identi�caremos con C � fz � C � jzj � �g de forma que

b 	 z � %z a 	 z � �z�

Calcular las �orbitas de esta acci�on� Generalizar esta acci�on a una acci�on del grupo di�edrico Dn

en C�

	� Veri�car que� para grupos no abelianos� la acci�on por conjugaci�on gxg�� es una acci�on por la
izquierda pero no por la derecha� y viceversa para g��xg�

�� Sean x e y elementos conjugados en un grupo �nito G� Probar que el n�umero de elementos g � G
tales que xg � y es igual al orden del subgrupo CenG�x��

�� Probar que si en un grupo G existe un elemento que tiene exactamente dos conjugados entonces
G posee un subgrupo normal propio y no trivial�

�� ��� Sea G un grupo �nito y sea p el menor divisor primo de jGj� Demostrar que si H es subgrupo
normal de G de orden p entonces H � Z�G�� �Indicaci�on� Considerar G actuando por conjugaci�on
sobre H��
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� ��� Sea G un grupo �nito que act�ua sobre un conjunto �nito ,� Para cada g � G� designamos por
,g al conjunto f� � , � g� � �g de los punto �jados por g� Demostrar que el n�umero de �orbitas
de G en , es

�

jGj
X
g�G

j,gj

es decir� el promedio del n�umero de puntos �jados por los elementos de G� �Indicaci�on� Contar
el n�umero de elementos del conjunto f�g� �� � G� , � g� � �g de dos maneras distintas��

�� ��� Sea G un grupo �nito que act�ua en un conjunto �nito X� Sea k el n�umero de �orbitas� Para
cada g � G sea v�g� el cardinal del conjunto fx � X � g 	 x 
� xg� Demostrar�
�a�

P
g�G v�g� � jGj�jXj � k��

�b� Si k � �� entonces jGj � jXj si y s�olo si para todo g � G n f�g y todo x � X� g 	 x 
� x�

��� Sean G un grupo �nito� H un subgrupo propio y no trivial de G� X el conjunto de los subgrupos
conjugados de H y S�X� el grupo sim�etrico sobre el conjunto X�

�a� Demostrar que la aplicaci�on � � G� S�X� dada por ��h��K� � hKh�� es un homomor�smo
de grupos� Deducir que si G es simple� entonces jGj divide a jS�X�j�

�b� Utilizar el apartado anterior para probar que ning�un grupo de orden ��� es simple�

��� Si un grupo G posee un �unico p�subgrupo de Sylow P � demostrar que P es un subgrupo carac�
ter��stico de G�

��� Sea P un p�subgrupo de Sylow de un grupo �nito G y sea N un subgrupo normal de G� Probar
que PN�N es un p�subgrupo de Sylow de G�N �

��� Demostrar que si H es un subgrupo de ��ndice �nito de G entonces N � �g�Gg��Hg tiene ��ndice
�nito en G� Concluir que si G tiene un subgrupo propio de ��ndice �nito� entonces tambi�en tiene
un subgrupo propio normal de ��ndice �nito�

�	� Sean G un grupo que act�ua sobre dos conjuntos X e Y � Demostrar que

g 	 �x� y� � �g 	 x� g 	 y�

es una acci�on de G en X �Y y que se tiene G�x�y	 � Gx �Gy para cualesquiera x� y � G� Utilizar
esto para demostrar que� si H y K son dos subgrupos de G de ��ndice �nito� entonces H � K
tambi�en tiene ��ndice �nito en G y �G � H � K� � �G � H��G � K�� Demostrar que si adem�as
�G � H� � �G � K� � r� entonces �G � H �K� � r�r � ���

��� Sea G un grupo que act�ua sobre un conjunto X� Demostrar�

�a� G� � �x�XGx es un subgrupo normal de G�

�b� La acci�on de G en X es �el precisamente si G� � feg�
�c� G�G� act�ua �elmente en X de forma natural�

��� Dados H� N y un homomor�smo � � H � Aut�N �� demostrar que las condiciones siguientes son
equivalentes para un elemento �x� g� de N o� H�

�a� �x� g� est�a en el centro de N o� H�

�b� �x� g� conmuta con los elementos de la forma ��� h� y con los de la forma �y� ���

�c� g � Z�H�� �g es la conjugaci�on por x� y �h�x� � x para cada h � H�

��� Demostrar que el conjunto G de las matrices de la forma

�
a �
b c

�
tales que a� b� c �Z� y ac 
� �

es un grupo multiplicativo� Determinar su orden� encontrar los elementos de orden � y describir
los ��subgrupos de Sylow de G�



��
� PROBLEMAS ���

�
� Sea G un grupo que posee un sistema generador formado por tres elementos a� b� c que satisfacen
las siguientes condiciones�

o�a� � o�b� � �� o�c� � � ab � ba� ac � b� bc � ab�

Demostrar que jGj � ��� y determinar todos los subgrupos normales de G� �A qu�e grupo de los
que hemos descrito en el texto es isomorfo G�

��� Demostrar que si H y K son dos subgrupos de un grupo que veri�can K � NG�H� y H�K � f�g�
entonces HK �� H oK para cierto homomor�smo K � Aut�H��

��� Probar que ning�un grupo de orden �pr �donde p es primo y r  �� es simple�
��� Sean G un grupo �nito� p un divisor primo de jGj y N la intersecci�on de todos los p�subgrupos

de Sylow de G� Demostrar que N es el mayor p�subgrupo de G que es normal en G �es decir� N
es normal y cualquier otro p�subgrupo que sea normal est�a contenido en N ��

��� Probar que no hay grupos de orden 	�� que sean simples�

��� ��� Se pide�

�a� Demostrar que si a y b son elementos de un grupo con o�a� � n y o�b� � m� y si existe un
entero i tal que b��ab � ai� entonces im � � mod n�

�b� Rec��procamente� demostrar que si n� m e i son enteros positivos tales que im � � mod n�
entonces existe un grupo de orden nm generado por dos elementos a y b tales que o�a� � n�
o�b� � m y b��ab � ai�

�c� Mostrar que las permutaciones � � ��� �� �� 	� �� �� �� y � � ��� 	� ����� �� �� de S� veri�can
�
 � ��� y describir un subgrupo de S� no abeliano de orden ���

�d� Demostrar que todos los grupos de orden impar menor que �� son abelianos�

�	� ��� Sean n y m enteros positivos tales que m y ��n� son coprimos� Demostrar que si a y b son
dos elementos de �ordenes n y m de un grupo y hai es un subgrupo normal� entonces ab � ba�

��� Probar que todo grupo de orden ���� 	�� �o ��	� es c��clico�

��� Probar que ning�un grupo tiene un centro de ��ndice ���

��� Demostrar que dos subgrupos conjugados de un grupo G tienen el mismo��ndice en G� �Indicaci�on�
Considerar G actuando en el conjunto de los subgrupos por traslaciones��

�
� ��� Demostrar que un grupo de orden ��
 tiene un subgrupo normal de orden � �o ���

��� Sea H un subgrupo normal de un grupo �nito G y p un divisor primo de jGj tal que �G � H� no
es m�ultiplo de p� Demostrar que H contiene todos los p�subgrupos de Sylow de G�

��� Demostrar que si G es un grupo �nito de orden pq� con p � q primos y de forma que q 
� � mod p�
entonces G es c��clico� Dar un ejemplo de un grupo no c��clico de orden pq con p � q primos�

��� Demostrar que un grupo de orden pnq� con p y q primos distintos y pn�� � q� no es simple�

��� Demostrar que un grupo simple no tiene orden p�q� con p y q dos primos distintos� �Indicaci�on�
Obs�ervese que qjp � con p � q implica q � p � � ���

��� Sea G un grupo tal que jG�Z�G�j � pq� con p � q primos� Demostrar que q � � mod p�
�	� Clasi�car los grupos de orden �
� �� y ���

��� Calcular el n�umero de p�subgrupos de Sylow de Sp� con p primo y del resultado obtenido deducir
el Teorema de Wilson�

��� ��� Sea H un subgrupo propio del grupo alternado An� con n  �� Demostrar que �An � H�  n�
Demostrar que� para cada divisor m  � de ��� A� tiene un subgrupo de ��ndice m�
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��� Sea f�x�� � � � � xn� una funci�on en n variables y� para cada � � Sn� sea ��f� la funci�on en n
variables

��f��x�� � � � � xn� � f�x	��	� � � � � x	�n	��

Demostrar que si n  � y el n�umero k de funciones ��f� distintas es � �� entonces k  n�

�
� ��� Probar que si G es �nito y P es un subgrupo de Sylow de G� entonces todo subgrupo H de
G que contenga al normalizador NG�P � es su propio normalizador es decir� veri�ca H � NG�H��
�Indicaci�on� Usar el Segundo Teorema de Sylow aplicado a H��

��� ��� Demostrar que no hay grupos simples de orden n no primo y n 
� ��� para n � ��
� �Hasta
donde puedes llegar para n � ��
�

	�� ��� Sea G un grupo simple de orden ��� Demostrar�

�a� Si G act�ua en un conjunto X con menos de � elementos entonces lo hace trivialmente es
decir� g 	 x � x� para todo g � G y x � X� Concluir que G no tiene subgrupos propios de
��ndice menor que ��

�b� Si H� 
� H� son ��subgrupos de Sylow de G� entonces K � hH� �H�i tiene ��ndice � �o ��
�c� Si el n�umero de ��subgrupos de Sylow de G es ��� entonces al menos dos de ellos H� y H�

se intersecan no trivialmente y en tal caso K � hH� �H�i ha de tener ��ndice �� �Indicaci�on�
Para la primera a�rmaci�on� contar elementos de orden potencia de � y de orden potencia de
�� Para la segunda� observar que K tiene centro no trivial��

�d� G act�ua de forma no trivial en un conjunto con � elementos�

�e� G �� A��

	�� ��� Sea G un grupo� Un G�conjunto �por la izquierda� es un conjunto X junto con una acci�on
por la izquierda de G en X� Un homomor�smo de G�conjuntos es una aplicaci�on � � X� � X�

entre dos G�conjuntos X� y X� tal que ��g 	 x� � g 	 ��x� para cada x � X�� Demostrar�

�a� La composici�on de dos homomor�smos de G�conjuntos es un homomor�smo de G�conjuntos�

�b� Si � � X� � X� es un homomor�smo de G�conjuntos biyectivo� entonces ��� � X� � X� es
un homomor�smo de G�conjuntos� Se dice entonces que � es un isomor�smo de G�conjuntos�

�c� Sea X un G�conjunto� Un G�subconjunto de X es un subconjunto Y de X tal que Gy � Y
para cada g � G y cada y � Y � En este caso� la restricci�on a Y de la acci�on de G dota a Y de
una estructura de G�conjunto� y la inclusi�on Y �X es un homomor�smo de G�conjuntos�

�d� Las �orbitas de un G�conjunto X son G�subconjuntos de X�

�e� Si fXi � i � Ig es una familia de G�conjuntos disjuntos� entonces la uni�on X � �i�IXi tiene
una �unica estructura de G�conjunto en la que cada Xi es un G�subconjunto� Este G�conjunto
se llama coproducto y se denota por

�
i�I Xi�

�f� Sean X un G�conjunto� x � X yH � EstabG�x�� Consideremos la acci�on por la izquierda por
traslaciones de G sobre G�H� Entonces la aplicaci�on � � G�H � X dada por ��gH� � gx
est�a bien de�nida y es un homomor�smo de G�conjuntos�

�g� Todo G�conjunto �por la izquierda� es isomorfo a un coproducto de G�conjuntos de la forma
G�H� donde cada H es un subgrupo de G y G act�ua en G�H por traslaciones�

�h� Sean H�� � � � �Hn�K�� � � � �Km subgrupos de G� y sean X �
�n

i��G�Hi e Y �
�m

i��G�Ki

los G�conjuntos coproducto� donde en cada cociente se considera la acci�on por traslaciones�
Demostrar que X e Y son isomorfos si y s�olo si n � m y existe una permutaci�on � � Sn tal
que Hi y K	�i	 son conjugados para cada i � �� � � � � n�
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Cap��tulo �

Series normales

Se estudian las series normales de un grupo� y se demuestran las propiedades b�asicas de los grupos
resolubles y de los grupos de longitud �nita�

Introducci�on

Sea G un grupo con un subgrupo normal N � propio y no trivial� Como N y G�N son grupos �m�as
peque�nos� que G� puede ser que tengamos cierta informaci�on sobre ellos� y entonces es natural tratar
de usarla para deducir propiedades de G� Es decir� podemos pensar que G �se descompone� de alg�un
modo en las �piezas� N y G�N � y la tarea es �recomponer� G a partir de esas piezas� Hay que advertir
que� en general� N y G�N no determinan a G� pero s�� pueden conocerse algunas propiedades de G a
partir de las de estas piezas�
A su vez� podemos tratar de estudiar cada pieza descomponi�endola en otras� Si H es un subgrupo

normal de N podemos estudiar N a partir de H y N�H� y si K�N es un subgrupo normal de G�N �es
decir� si se tiene N E K E G� podemos estudiar G�N a partir de su subgrupo K�N y del correspondiente
cociente �G�N ���K�N � �� G�K� Globalmente� estamos tratando de conocer G a partir del conocimiento
de los grupos H� N�H� K�N y G�K� donde H� N y K son subgrupos de G tales que H E N E K E G�
Esto sugiere la de�nici�on de una serie normal de un grupo G como una cadena de subgrupos

G � G� D G� D G� D 	 	 	 D Gn�� D Gn � f�g�

Dada una tal serie� y generalizando la idea anterior� podemos interpretar que G est�a compuesto a partir
de las piezas �que llamaremos factores de la serie� Gi���Gi con i � �� � � � � n� Cuando estos factores son
sencillos en alg�un sentido �por ejemplo� abelianos� c��clicos� simples����� es posible obtener informaci�on
sobre G a partir de la de los factores� y en este cap��tulo estudiaremos algunas situaciones de este tipo�

En lugar de comenzar con la de�nici�on general de serie normal� analizamos primero un caso concreto�
A cada grupo G se le asocia un subgrupo normalG� tal que el cociente G�G� es �el mayor grupo cociente
abeliano� de G� Repitiendo este proceso� se obtiene una cadena de subgrupos G D G� D G�� D 	 	 	 �la
�serie derivada� de G� que� si en alg�un paso alcanza al subgrupo trivial� proporciona una serie normal
de G con factores abelianos �decimos entonces que G es resoluble�� Esto motiva nuestra de�nici�on
general de serie normal� y demostramos entonces que un grupo G es resoluble si y s�olo si posee una serie
normal con factores abelianos� En el caso de grupos �nitos� esto equivale a que exista una serie normal
de G con factores c��clicos y� como se ver�a en la asignatura de Ecuaciones Algebraicas� este hecho har�a
especialmente relevantes a los grupos resolubles en el estudio de las ecuaciones �de hecho� el nombre se
debe a la conexi�on de estos grupos con la resolubilidad por radicales de las ecuaciones��
Otra clase importante de series normales son las que tienen sus factores simples es decir� aqu�ellas

en las que no pueden a�nadirse nuevos t�erminos� Estas series se llaman series de composici�on� y un
grupo que posea una se dice que tiene longitud �nita� En el contexto de las series normales� los grupos
simples han de considerarse como los �bloques b�asicos�� puesto que no se pueden descomponer en el
sentido que estamos considerando en este cap��tulo� Por tanto� los grupos de longitud �nita son los
que admiten descomposiciones en t�erminos de estos bloques b�asicos� En la segunda mitad del cap��tulo

���
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estudiamos estos grupos hasta demostrar el Teorema de Jordan�H#older� que a�rma que todas las series
de composici�on de un grupo de longitud �nita G tienen los mismos factores�
El hecho de que todo grupo �nito tenga longitud �nita� combinado con la existencia de una des�

cripci�on �complicada� de todos los grupos simples �nitos� puede interpretarse como un teorema de
estructura para los grupos �nitos� Pero este teorema es mucho menos contundente que el que vimos
para grupos abelianos� por dos motivos� Por una parte� los �bloques b�asicos de estructura� en el caso
abeliano �grupos c��clicos� son mucho m�as sencillos que los grupos simples �a pesar de su nombre�� Por
otra parte� en cuanto a la manera de �componer� esos bloques b�asicos� las sumas directas son m�as
manejables que las series normales� y adem�as determinan salvo isomor�smos al grupo en cuesti�on�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer las propiedades del subgrupo derivado de un grupo�
� Conocer el concepto de serie normal y las distintas caracterizaciones y propiedades de los grupos
resolubles y de longitud �nita�

� Saber calcular series derivadas y series de composici�on en ejemplos concretos�

� Conocer las propiedades de la longitud de composici�on� y saber usarlas para su c�alculo en ejemplos�

Desarrollo de los contenidos

��� El subgrupo derivado

Dado un grupo no abeliano G� es interesante medir de alg�un modo lo cerca que est�a G de ser abeliano�
El centro del grupo es �util para esto� cuanto mayor es Z�G� m�as cerca est�a G de ser abeliano� En esta
secci�on vamos a desarrollar una herramienta alternativa para evaluar la �falta de abelianidad� de G�
Observemos dos cosas� Por una parte� un elemento de la forma aba��b�� vale � precisamente cuando

a y b conmutan� por lo que tales elementos �y el subgrupo que generan� ser�an interesantes para nuestro
prop�osito� Por otra parte� es obvio que G tiene grupos cociente abelianos �al menos G�G� que es trivial��
y ser�a interesante considerar los mayores de ellos es decir� los que se obtienen tomando el cociente por
un subgrupo lo menor posible� En lo que sigue vemos c�omo estas dos ideas con�uyen en el concepto de
subgrupo derivado de G�

De�nici�on ����� Sea G un grupo� El conmutador de los elementos a� b � G es el elemento

�a� b� � aba��b���

El subgrupo de G generado por los conmutadores se llama subgrupo derivado de G y se denota por G��

Las siguientes propiedades se veri�can f�acilmente�

Ejercicio ����� Dados un grupo G y elementos a� b � G� demostrar que�

�� G es abeliano si y s�olo si G� � f�g�
	� �a� b��� � �b� a��

�� G� consiste en los productos �nitos de conmutadores�

� Si f � G� H es un homomor�smo de grupos entonces f��a� b�� � �f�a�� f�b���

�� En particular� si N es normal en G� entonces �a� b�N � �aN� bN � en G�N �

�� �a� b�x � �ax� bx� para cada x � G�
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Ejemplo ����� El subgrupo derivado de Sn�

Vamos a demostrar que S�n � An� En efecto� como la �aplicaci�on signo� Sn � f����g es un ho�
momor�smo� es claro que todo conmutador es par� y en consecuencia S�n � An� Rec��procamente� la
igualdad

�ijk� � �ij��ik��ij��ik� � ��ij�� �ik��

nos dice que cada ciclo de longitud � de Sn est�a en S�n� y como tales ciclos generan An �Proposici�on ������
deducimos que An � S�n� lo que nos da la igualdad buscada�

La propiedad b�asica del subgrupo derivado es la siguiente�

Teorema ����	 Dado un grupo G� su subgrupo derivado G� es el menor subgrupo normal de G que da
un cociente abeliano
 es decir� se veri�can�

�� G� es un subgrupo normal de G�

	� El cociente G�G� es abeliano�

�� Si N es un subgrupo normal de G tal que el cociente G�N es abeliano� entonces G� � N �

Demostraci�on� �� Vemos que� si g � G� y x � G� entonces gx � G�� En efecto� por el Ejercicio ������
se tiene g � �a�� b�� 	 	 	 �an� bn� para ciertos elementos de G� y por tanto

gx � �a�� b��
x 	 	 	 �an� bn�x � �ax�� bx�� 	 	 	 �axn� bxn� � G��

�� Es una consecuencia inmediata del Ejercicio ������
�� Si N es como en el enunciado y a� b � G� entonces �a� b�N � �aN� bN � � N � luego �a� b� � N � Es

decir� N contiene a cada conmutador de G y en consecuencia contiene a G�� �

El Teorema ����	 nos dice que� en cierto sentido� G� convierte a G en un grupo abeliano perdiendo
la menor informaci�on posible �si entendemos que al hacer el cociente por G� se pierde la informaci�on
sobre G�� pues sus elementos representan al neutro en el cociente�� Podemos decir que� cuanto m�as
peque�no es G�� m�as cerca est�a G de ser abeliano� En la pr�oxima secci�on consideraremos una manera
m�as precisa de medir lo lejos que est�a G de ser abeliano� Concluimos �esta con un ejemplo�

Ejemplo ����� El subgrupo derivado de Q�

Sabemos que el grupo de los cuaterniones Q no es abeliano y que todos sus subgrupos son normales
�Ejemplos ������� En particular lo es el subgrupo Z � fI��Ig� y el cociente Q�Z es abeliano por tener
orden 	� Como el �unico subgrupo menor que Z es el trivial� que no da un grupo abeliano al pasar al
cociente� el Teorema ����	 nos dice que G� � Z � fI��Ig�
Obs�ervese que� en este caso� el subgrupo derivado coincide con el centro �es esto cierto en general�

��� La serie derivada� grupos resolubles

Consideremos el �ultimo ejemplo� Q no es abeliano� pero s�� lo es su derivado Q�
� De este modo� Q

se �descompone� mediante un subgrupo normal abeliano Q�
 y el cociente correspondiente Q�Q

�
� que

tambi�en es abeliano �Teorema ����	�� En este sentido podr��amos decir que� aunque Q no es abeliano
�su derivado no es trivial�� est�a pr�oximo a serlo� el derivado de su derivado es trivial�
An�alogamente� podr��amos considerar grupos para los que el derivado del derivado de su derivado es

trivial� etc� Todos estos grupos se pueden considerar como pertenecientes a una clase amplia de grupos
�parecidos a los abelianos� el grado de parecido vendr��a dado por el n�umero de veces que hace falta
calcular el derivado para llegar a obtener el subgrupo trivial�
Sistematizamos estas observaciones a continuaci�on� Recordemos que N E G ��o G D N � signi�ca

que N es un subgrupo normal de G� mientras que N C G ��o G B N � signi�ca que N es un subgrupo
normal y propio de G�
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De�nici�on ����� Sea G un grupo� Se de�ne por recurrencia el t��esimo derivado del grupo G� denotado
G�t	 �donde t �Z�� del modo siguiente�

� G��	 � G�� el derivado de G�

� G�t��	 � G�t	�� el derivado de G�t	�

La cadena de subgrupos
G D G� D G��	 D 	 	 	

se conoce como la serie derivada de G� y se dice que G es resoluble si su serie derivada alcanza al grupo
trivial
 es decir� si existe t  � tal que G�t	 � f�g�
Es evidente que todo grupo abeliano es resoluble� y el comentario que abri�o la secci�on muestra que el

grupo Q� no abeliano� es resoluble con serie derivada Q B f����g B f�g� El siguiente ejemplo muestra
nuevos grupos resolubles� y tambi�en otros que no lo son� Usaremos el hecho obvio de que� en cuanto
un t�ermino se repite en la serie derivada� �esta se estabiliza en ese t�ermino es decir� si G�t	 � G�t��	

entonces G�t	 � G�t�k	 para cualquier k  ��
Ejemplos ����� Resolubilidad de los grupos sim�etricos��

�� Hemos visto que S�n � An� Cuando n � � tenemos S�� � A�� que es abeliano� Por tanto S� es
resoluble con serie derivada S� B A� B f�g�

�� Por el Ejemplo ����
� el �unico subgrupo normal� propio y no trivial de A
 es

V � f�� �� ���� 	�� �� ���� 	�� �� 	��� ��g�
Como A
 no es abeliano y A
�V s�� lo es �tiene orden ��� del Teorema ����	 se deduce que V �

A�

 � S

��	

 � Y como V es abeliano� deducimos que S

��	

 es trivial� En consecuencia� S
 es resoluble

con serie derivada S
 B A
 B V B f�g�
�� Si n  � entonces An es simple �Teorema de Abel� ������� y no abeliano� luego A�

n � An por el
Teorema ����	� Es decir� la serie derivada de Sn se estabiliza en An y nunca alcanza al grupo
trivial� En consecuencia� Sn no es resoluble cuando n  ��

Vamos a estudiar las propiedades b�asicas de los grupos resolubles� y comenzamos con un lema�

Lema ����� Sea f � G� H un homomor�smo de grupos� Entonces�

�� f�G�� � H�
 m�as generalmente� f�G�t	� � H�t	 para cada t  ��
	� Si f es suprayectiva entonces f�G�� � H�
 m�as generalmente� f�G�t	� � H�t	 para cada t  ��

Demostraci�on� �� Como f��a� b�� � �f�a�� f�b�� para cualesquiera a� b � G� se tiene f�G�� � H�� El
caso general lo vemos por inducci�on en t� con el caso t � � resuelto por lo anterior� Si el resultado vale
para cierto entero positivo t entonces f se restringe a un homomor�smo f � G�t	 � H�t	� y aplicando a
�este el caso inicial deducimos que G�t��	 � H�t��	� lo que completa la demostraci�on�
�� Supongamos ahora que f es suprayectiva� y sea �u� v� un conmutador en H� Tomando a� b � G

con f�a� � u y f�b� � v se tiene f��a� b�� � �u� v�� lo que prueba que �u� v� � f�G�� es decir� H� � f�G���
y el apartado anterior nos da la igualdad� El caso general se demuestra por inducci�on como antes� �

�Es bien conocida la f�ormula 
�b�pb� � �ac��a para obtener las soluciones de la ecuaci�on general de segundo grado

aX� � bX � c � �� Cuando es posible expresar las soluciones de una ecuaci�on polin�omica usando s�olo sus coe�cientes y
las operaciones de suma� resta� producto� divisi�on y extracci�on de ra��ces� se dice que la ecuaci�on es resoluble por radicales�
Un profundo resultado� que se demostrar�a en la asignatura de Tercer Curso Ecuaciones Algebraicas� a�rma que la

ecuaci�on general de grado n 
es decir� la ecuaci�on con coe�cientes arbitrarios anXn � � � �� a�X � a� � � es resoluble
por radicales si y s�olo si el grupo sim�etrico Sn es resoluble� Por tanto� los Ejemplos ����� implican que esto s�olo es posible
para las ecuaciones lineales� cuadr�aticas� c�ubicas y cu�articas�
Tambi�en es posible asignar un grupoGf a cada polinomioparticularf 
en lugar de considerarpolinomios con coe�cientes

indeterminados de tal manera que la ecuaci�on f
X � � es resoluble por radicales si y s�olo si el grupo Gf es resoluble

de ah�� el nombre de estos grupos� El grupo Gf es un subgrupo del grupo de permutaciones de las ra��ces de f en alg�un
cuerpo� De hecho� el origen de la Teor��a de Grupos est�a� en buena medida� en el uso de estos grupos de permutaciones
para el estudio de la resolubilidad por radicales de las ecuaciones polin�omicas�
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Proposici�on ����	 Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N � Se veri�can�

�� Si G es resoluble entonces H es resoluble �los subgrupos de resolubles son resolubles��

	� Si G es resoluble entonces G�N es resoluble �los cocientes de resolubles son resolubles��

�� Si N y G�N son resolubles entonces G es resoluble�

Demostraci�on� �� Aplicando el Lema ����� a la inclusi�on H � G� tenemos H�t	 � G�t	 para cada
t  �� Si G es resoluble entonces existe un t tal que G�t	 � f�g y por tanto H�t	 � f�g� por lo que H
es resoluble�
�� El Lema ����� aplicado a la proyecci�on can�onica p � G � G�N nos dice que p�G�t	� � �G�N ��t	

para cada t  �� Si G es resoluble entonces existe un t tal que G�t	 es trivial� y por tanto �G�N ��t	 �
p�G�t	� � p�f�g� tambi�en es trivial� por lo que G�N es resoluble�
�� Por hip�otesis existe t  � tal que �G�N ��t	 � f�g� Aplicando como antes el Lema ����� deducimos

que p�G�t	� es trivial� lo que signi�ca que G�t	 � Ker p � N � Por el apartado �� G�t	 es resoluble es
decir� existe s  � tal que �G�t	��s	 � f�g� Como es claro que �G�t	��s	 � G�t�s	� deducimos que G es
resoluble� �

Esto nos permite encontrar otros ejemplos de grupos resolubles�

Proposici�on ����� Todo p�grupo �nito G es resoluble�

Demostraci�on� Por hip�otesis se tiene jGj � pn para cierto n  � demostraremos el resultado por
inducci�on sobre n� con el caso n � � evidente� En el caso general G tiene un subgrupo N de orden pn��

�Corolario 
���	� que es normal en G �Proposici�on ������ o Ejercicio 
������ Como G�N es resoluble �de
hecho� abeliano� por tener orden primo y N lo es por la hip�otesis de inducci�on� la Proposici�on ����	 nos
dice que G es resoluble� �

La serie derivada de un grupo resoluble sugiere la siguiente de�nici�on m�as general�

De�nici�on ����� Sea G un grupo arbitrario� Una serie normal de G es una cadena de subgrupos de G
de la forma

G � G� D G� D G� D 	 	 	 D Gn�� D Gn � f�g
�es decir� es una cadena descendente �nita que empieza en G y termina en f�g y en la que cada subgrupo
es normal en el anterior�� Los grupos Gi se llaman t�erminos de la serie� el n�umero n es la longitud de
la serie� y cada grupo cociente Gi���Gi �para i � �� �� � � � � n� se llama un factor de la serie�

Obs�ervese que la longitud n mide el n�umero de factores� y no el de t�erminos �que es n ���

Podemos considerar una serie normal de G como una �descomposici�on� del grupo G� En efecto� G
podr��a obtenerse �componiendo� de alg�un modo los grupos G� y G�G�� A su vez� G� es �compuesto�
de G� y G��G�� de modo que G est�a compuesto a partir de los tres grupos G�� G��G� y G�G�� En
general� dada una serie normal como la de�nici�on� G est�a compuesto por los factores de la serie

G

G�
�
G�

G�
�

G�

G�
�

G�

G�
� � � � �

Gn��

Gn��
�

Gn��

Gn
�

Gn��

f�g � Gn���

En particular� si G es resoluble� su serie derivada nos dice que G se puede considerar compuesto a partir
de grupos abelianos� El siguiente teorema nos dice que� rec��procamente� todo grupo compuesto a partir
de grupos abelianos es resoluble�

Teorema ����� Un grupo G es resoluble si y s�olo si existe una serie normal de G con todos sus factores
abelianos�

Demostraci�on� Si G es resoluble entonces su serie derivada es una serie normal con factores abelianos�
lo que nos da el �s�olo si�� Rec��procamente� supongamos que G tiene una serie normal como la de
la De�nici�on ����� con todos los factores abelianos� y veamos que G es resoluble por inducci�on en la
longitud n de la serie� Si n � � entonces G es el �unico factor de la serie� por lo que es abeliano y
en consecuencia resoluble� En el caso general� la hip�otesis de inducci�on aplicada a G� nos dice que
�este es resoluble �tiene una serie de longitud n � � con factores abelianos�� y como G�G� tambi�en es
resoluble �de hecho es abeliano� por ser un factor de la serie inicial�� la Proposici�on ����	 nos dice que
G es resoluble� como quer��amos ver� �
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��� Series de composici�on� grupos de longitud �nita

Supongamos dada una serie normal cualquiera de un grupo G�

G � G� D G� D G� D 	 	 	 D Gn�� D Gn � f�g �������

Desde luego� siempre es posible introducir nuevos t�erminos en esa serie� entre Gi y Gi�� podemos
intercalar un subgrupo Gi D H D Gi�� tomando� por ejemplo� H � Gi �o H � Gi��� Aparte de este
modo trivial de alargar la serie� puede haber otros� Por ejemplo� en la serie D
 B hr�i B f�g podemos
introducir otro t�ermino de modo no trivial�

D
 B hri B hr�i B f�g�
As��� muchas series normales pueden ser �re�nadas� como en el caso que acabamos de ver� Introducimos
la de�nici�on que precisa esta idea�

De�nici�on ����� Un re�namiento de la serie normal ������� de un grupo G es otra serie normal de
G que incluye a todos los t�erminos de �������� Si el re�namiento aporta nuevos t�erminos� decimos que
es un re�namiento propio�

Es decir� un re�namiento de ������� se obtiene intercalando en cada �salto� Gi D Gi�� de la serie
original un cierto n�umero �nito r  � de subgrupos Ki en la forma

Gi D K� D K� D 	 	 	 D Kr D Gi���

En la de�nici�on de serie normal no se excluye la posibilidad de que dos t�erminos consecutivos sean
iguales� pero es claro que esas repeticiones no aportan nada al conocimiento de G� Por tanto� son
especialmente interesantes las series en las que todos los contenidos son estrictos� Por ejemplo� si G es
un grupo simple entonces la �unica serie as�� que podemos dar en G es G B f�g en otras palabras� esta
serie no admite re�namientos propios�
M�as generalmente� usando el Teorema de la Correspondencia �������� es f�acil ver que un factor

Gi�Gi�� de una serie normal es un grupo simple si y s�olo si no se pueden intercalar t�erminos entre Gi

y Gi�� de forma no trivial� Este es el contenido del siguiente ejercicio�

Ejercicio ����� Sea G un grupo con subgrupos N y H tales que N E H� Demostrar que el grupo
cociente H�N es simple si y s�olo si N 
� H �es decir� N C H� y los �unicos subgrupos K de G que
veri�can N E K E H son K � N y K � H�

Por tanto� si una serie ������� con contenidos estrictos no admite re�namientos propios� es porque
cada uno de los factores Gi�Gi�� es un grupo simple� Esta es una buena situaci�on� pues nos da una
�descomposici�on� de G a partir de grupos simples� Destacamos este tipo de series normales mediante
una de�nici�on�

De�nici�on ����� Una serie de composici�on de G es una serie normal con contenidos estrictos

G � G� B G� B G� B 	 	 	 B Gn�� B Gn � f�g
en la que todos los factores Gi�Gi�� �para i � �� �� ���� n� �� son grupos simples� lo que equivale a que
la serie no admita re�namientos propios�

Si G posee una serie de composici�on decimos que G es de longitud �nita� y llamamos longitud de
composici�on de G� denotada por ��G�� al m��nimo de las longitudes de sus series de composici�on�

Ejemplos ����	 Series de composici�on�

�� Si G es el grupo trivial� entonces G � G� � f�g es una serie normal con un s�olo t�ermino� y por
tanto sin inclusiones ni factores� Por tanto� el grupo trivial tiene una serie de composici�on y su
longitud de composici�on es ��

�� Es claro que todo grupo simple admite una �unica serie de composici�on m�as a�un� los grupos
simples son exactamente aqu�ellos cuya longitud de composici�on es ��
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�� El grupo aditivo de los enteros no es de longitud �nita� Si tuviese una serie de composici�on�
digamosZ� G� B G� B 	 	 	 B Gt�� B Gt � f�g� entonces Gt�� ser��a un subgrupo simple de Z�
as�� que basta ver que no existe tal cosa� En efecto� por el Teorema ������� los subgrupos deZson
el trivial �que no es simple� y los de la forma nZcon n  �� que no son simples pues tienen por
ejemplo a �nZcomo subgrupo �normal� propio y no trivial�

	� Sean p�� p�� � � � � pn enteros positivos �no necesariamente primos ni distintos� y sea n � p�p� 	 	 	pn�
Consideraremos el grupo G � Zn y abusaremos de la notaci�on identi�cando cada entero con su
clase m�odulo nZ� Tenemos entonces una serie normal

Zn � h�i B hp�i B hp�p�i B 	 	 	 B hp�p� 	 	 	pn��i B hp�p� 	 	 	pni � f�g

�la normalidad es obvia� pues el grupo es abeliano� cuyos cocientes son Zp��Zp�� � � � �Zpn por el
Corolario ��
��� Por tanto� si n � p�p� 	 	 	pn es una factorizaci�on de n en producto de primos
positivos� la anterior es una serie de composici�on de Zn� Obs�ervese que� como en la factorizaci�on
de n se puede alterar el orden de los pi� podemos obtener otras series de composici�on en las que
los factores simples que aparecen son los mismos pero en orden distinto�

�� Del apartado 	 deducimos queZ
 tiene una serie de composici�on de longitud � cuyos dos factores
son isomorfos aZ�� ComoZ
 no es simple� esto implica que ��Z
� � ��

Exactamente lo mismo le pasa al grupo Z��Z� �!compru�ebalo"�� lo que nos dice que dos grupos
no isomorfos pueden tener series de composici�on con la misma longitud y los mismos factores�
En otras palabras� las series de composici�on de un grupo G no determinan a G� ni siquiera salvo
isomor�smos�

�� Si p es un entero positivo primo y r es la rotaci�on de �angulo ���p en el grupo di�edrico Dp� entonces
Dp B hri B f�g es serie de composici�on de Dp� En efecto� hri es normal en Dp por tener ��ndice
�� y los factores Dp�hri y hri son simples por tener orden primo� Como Dp no es simple� se tiene
��Dp� � �� �Puedes encontrar un grupo abeliano que tenga una serie con los mismos factores�

Combinando este argumento con el del apartado 	� es f�acil ver que� si el entero n es producto de
k primos� entonces Dn tiene una serie de composici�on de longitud k  ��

�� La serie derivada de S
 es S
 B A
 B V B f�g� donde V � f�� �� ���� 	�� �� ���� 	�� �� 	��� ��g�
�Esta no es una serie de composici�on porque V no es simple� pero puede re�narse a la serie de
composici�on

S
 B A
 B V B h�� ���� 	�i B f�g�
Cambiando �� ���� 	� por cualquiera de los otros dos elementos no triviales de V se obtienen otras
formas de re�nar la serie normal dada a una serie de composici�on� pero es claro que las tres series
de composici�on que se obtienen son esencialmente iguales�


� Para n  �� la serie Sn B An B f�g es de composici�on� por lo que ��Sn� � ��
�� El grupo de los cuaterniones Q tiene subgrupos de orden 	 �por ejemplo� N � hii � fI� i��I��ig�
y de orden � �h�Ii�� y es claro que Q B N B Z B fIg es una serie de composici�on�
M�as generalmente� si G es un grupo de orden pn� con p primo� entonces G tiene una serie de
composici�on de longitud n con factores de orden p �Proposici�on 
���	 y Ejercicio 
������

Para proseguir con el estudio de las series de composici�on necesitamos algunas propiedades b�asicas�

Proposici�on ����� Sea G un grupo con un subgrupo normal N y sea G � G� D G� D 	 	 	 D Gn � f�g
una serie normal de G� Entonces

N � G� �N D G� �N D 	 	 	 D Gn �N � f�g

es una serie normal de N �
Si la serie de G es de composici�on entonces� eliminando en la de N los t�erminos repetidos� se obtiene

una serie de composici�on de N �
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Demostraci�on� Sean H y K dos subgrupos de G tales que H C K� Como K �N es otro subgrupo de
K� el Tercer Teorema de Isomorf��a ������� nos dice que la intersecci�on H � �K �N � �que� obviamente�
coincide con H �N � es un subgrupo normal de K �N � Es decir�

H �N E K �N�
lo que claramente implica la primera parte del enunciado� El Tercer Teorema de Isomorf��a nos da
adem�as un isomor�smo

K �N
H �N

�� H�K �N �
H

�

y el mismo teorema aplicado a G� N y K nos dice que K � N E K� por lo que H�K � N � E K
�Ejercicio ������ y as��

H�K �N �
H

E
K

H

�Teorema ������� Si el cociente K�H es simple� esta �ultima condici�on implica que H�K � N ��H es
trivial o simple� y en consecuencia lo mismo le pasa a �K �N ���H�N �� La demostraci�on de la segunda
parte del enunciado a partir de este hecho es ahora evidente� �

Ejemplo ����� Intersecando series normales con subgrupos�

Sea D � hr� s j r � s� � �� srs � r��i el grupo di�edrico� Entonces hr�� si � D
� Una serie de
composici�on de D es D B hri B hr�i B hr
i B f�g� Intersecando con D
 obtenemos la siguiente serie
de composici�on de D
� que tiene un t�ermino menos que la anterior porque� al intersecar con D
� los
t�erminos segundo y tercero de la serie de D se transforman en el mismo�

D
 B hri �D
 � hr�i �D
 B hr
i B f�g�
Proposici�on ����� Sea G un grupo con un subgrupo normal N y sea G � G� D G� D 	 	 	 D Gn � f�g
una serie normal G� Entonces

G

N
�

G�N

N
D
G�N

N
D 	 	 	 D GnN

N
� f�g

es una serie normal de G�N �
Si la serie de G es de composici�on entonces� eliminando en la de G�N los t�erminos repetidos� se

obtiene una serie de composici�on de G�N �

Demostraci�on� Sean� como antes� H E K dos subgrupos de G� ComoN es normal en G� los conjuntos
HN y KN son subgrupos de G� y obviamente el primero est�a contenido en el segundo� A�rmamos que�
de hecho� HN E KN � En efecto� dados k � K y n � N � se tiene

knHN � kHNn �pues n � N � HN �
� HkNn �pues H E K�
� HNkn �pues N E G��

El Teorema de la Correspondencia nos dice adem�as que HN�N E KN�N � de donde se sigue f�acilmente
la primera a�rmaci�on�
El Tercer Teorema de Isomorf��a aplicado a HN E KN y a K � KN nos dice que K �HN E K y

K

K �HN
�� KHN

HN
�

KN

HN
�

Adem�as� el cociente K��K �HN � es a su vez un cociente de K�H pues� por el Segundo Teorema de
Isomorf��a�

K

K �HN
�� K�H

�K �HN ��H
�

Por tanto� si K�H es simple entonces el cociente K��K �HN � es o bien trivial o bien simple� y ahora
la segunda parte del enunciado es clara� �
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Ejemplo ����
 Transportando series normales a cocientes�

Sea G � hgi un grupo c��clico de orden ��� y consideremos la serie de composici�on G � hgi B hg�i B
hg�i B hg��i � f�g� Aplicando la Proposici�on ����� con el subgrupo normal hg
i obtenemos la siguiente
serie de composici�on de G�hg
i ��Z
�

G � hg� g
i�hg
i � hg�� g
i�hg
i B hg�� g
i�hg
i B hg��� g
i�hg
i � f�g

�n�otese que hg� g
i � hg�� g
i � hgi� que hg�� g
i � hg�i y que hg��� g
i � hg
i��

Proposici�on ����� Sea G un grupo con un subgrupo normal N � y sean

G

N
�

G�

N
B
G�

N
B 	 	 	 B Gn

N
� f�g y N � Gn B Gn�� B 	 	 	 B Gn�m � f�g

series normales de G�N y N � Entonces

G � G� B G� B 	 	 	 B Gn�� B Gn B Gn�� B 	 	 	 B Gn�m � f�g

es una serie normal de G�
Si las series de G�N y de N son de composici�on� entonces lo es la de G�

Demostraci�on� Observamos primero que� por el Teorema de la Correspondencia� una serie normal de
G�N debe ser de la forma dada� donde cada Gi �con i � �� �� � � � � n� es un subgrupo de G que contiene
a N � El mismo teorema aplicado a la relaci�on Gi���N E Gi�N �con i � �� �� � � � � n� �� nos dice que
Gi�� E Gi� lo cual prueba la primera a�rmaci�on� Adem�as� por el Segundo Teorema de Isomorf��a�

Gi�N

Gi���N
�� Gi

Gi��

para i � �� �� � � � � n� �� de modo que los factores de la serie de G que hemos construido son los de las
dos series iniciales� y ahora la segunda parte del enunciado es clara� �

Como consecuencia de los tres resultados anteriores se obtiene�

Teorema ����� Sea G un grupo con un subgrupo normal N � Entonces G es de longitud �nita si y
s�olo si lo son a la vez N y G�N �

Corolario ������ Todo grupo �nito G es de longitud �nita��

Demostraci�on� Demostramos el resultado por inducci�on en el orden del grupo� Si jGj � � el resultado
es obvio� Supongamos pues que jGj � �� Si G es simple� entonces G B f�g es una serie de composici�on�
En otro caso G posee un subgrupo N normal� propio y no trivial por hip�otesis de inducci�on� N y G�N
tienen longitud �nita� y entonces G tambi�en la tiene por el Teorema ������� �

Una serie normal que no sea de composici�on se puede re�nar� Si es posible re�narla hasta un punto
en el que no se pueda re�nar m�as� habremos obtenido una serie de composici�on� Esto no es siempre
posible� Por ejemplo� los siguientes re�namientos sucesivos

ZB f�g� ZB �Z B f�g� ZB �Z B 	Z B f�g� ZB �Z B 	Z B 
Z B f�g� � � �

nunca dar�an una serie de composici�on de Z� Otra consecuencia importante del Teorema ������ es que
este proceso s�� tiene �n cuando trabajamos con un grupo de longitud �nita�

�Como consecuencia de este resultado� clasi�car los grupos �nitos se divide en las dos siguientes tareas� Clasi�car los
grupos simples �nitos y determinar las posibles maneras de �componer� grupos simples �nitos en series de composici�on�
Sobre la primera tarea� v�ease la nota al pie en la p�agina 	��� Como hemos visto en los Ejemplos ������ existe m�as de una
forma de componer dos grupos� y es todav��a un problema abierto conocer cu�ales son las posibles formas de componer los
grupos simples �nitos�
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Corolario ������ Sea G un grupo de longitud �nita� Entonces cualquier serie normal de G puede
re�narse a una serie de composici�on�

Demostraci�on� Sea G � G� B G� B G� B 	 	 	 B Gm � f�g una serie normal de G� Por el
Teorema ������� cada Gi�Gi�� tiene una serie de composici�on

Gi

Gi��
�

Gi��

Gi��
B

Gi��

Gi��
B 	 	 	 B Gi�ki

Gi��
B f�g

�obs�ervese que hemos escrito los sub��ndices de forma que Gi�ki 
� Gi�� viendo c�omo sigue la de�
mostraci�on� el lector puede analizar la ventaja de esta notaci�on�� �Pegando� estas series como en la
Proposici�on ������ obtenemos la serie

G � G�� B G�� B 	 	 	 B G�k� B

G�� B G�� B 	 	 	 B G�k� B

	 	 	
Gm� B Gm� B 	 	 	 B Gmkm B f�g�

que es un serie de composici�on de G� �

Corolario ������ Un grupo resoluble G es de longitud �nita si y s�olo si es �nito� En este caso G tiene
una serie de composici�on con todos sus factores de orden primo�

Demostraci�on� Una implicaci�on es consecuencia directa del Corolario ������� Rec��procamente� supon�
gamos que G es resoluble y de longitud �nita� Por el Corolario ������� su serie derivada se re�na a una
serie de composici�on G � G� B G� B 	 	 	 B Gn � f�g cuyos factores han de ser abelianos ��por qu�e���
Por el Ejercicio ������� cada uno de esos factores Gi���Gi �para i � �� � � � � n� debe tener orden primo
pi� y en particular debe ser �nito� Aplicando reiteradamente el Teorema de Lagrange� deducimos que
G es �nito de orden p� 	 	 	pn� �

Ejemplos �����	 Series de composici�on de grupos abelianos y resolubles�

�� Sea G un grupo abeliano �nito con descomposici�on invariante G � hxi�hyi�hzi� donde o�x� � ���
o�y� � �� o�z� � �� Entonces

f�g C hx�i C hx�i C hxi C hxi � hy�i C hxi � hyi C hxi � hyi � hzi � G

es una serie de composici�on de G� �Puedes dar otras series de composici�on de G usando la misma
idea�

�� En los Ejemplos ����	 vimos c�omo la serie derivada de S
 se re�naba a una de composici�on�

�� Sea D � hr� s j r � s� � �� srs � r��i el grupo di�edrico� El subgrupo hr�i es normal�
pues �r��s � r�� � hri� y el cociente D�hr�i es abeliano por tener orden 	� Como el cociente
D�hr
i no es abeliano ��por qu�e�� �a qu�e grupo de los de orden 
 es isomorfo��� deducimos que
D B hr�i B f�g es la serie derivada de D� Un re�namiento a una serie de composici�on es

D B hri B hr�i B hr
i B f�g�

Los ejemplos del inicio de esta secci�on sugieren que puede haber una cierta condici�on de unicidad
sobre las series de composici�on de un grupo de longitud �nita G� especialmente en cuanto al tipo de
isomorf��a de los grupos simples que aparecen como factores� y desde luego no en cuanto al orden en
el que �estos aparecen� El resultado fundamental en este sentido es el Teorema de Jordan�H#older� que
asegura que esa sospecha es cierta� Comencemos de�niendo con precisi�on el concepto de �igualdad salvo
el orden� para dos series de composici�on de un grupo de longitud �nita�
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De�nici�on ������ Si un grupo G tiene series de composici�on� dos de ellas se dicen equivalentes si
tienen la misma longitud y� salvo el orden y salvo isomor�smos� los mismos factores� Expl��citamente�
dos series de composici�on

G � G� B G� B 	 	 	 B Gn � f�g y G � H� B H� B 	 	 	 B Hm � f�g
son equivalentes si n � m y existe una permutaci�on � � Sn tal que� para cada i � �� �� � � � � n� �� existe
un isomor�smo

Gi

Gi��

�� H	�i	

H	�i	��
�

Ejercicio ������ Demostrar que la relaci�on reci�en de�nida es una relaci�on de equivalencia en el con�
junto de todas las series de composici�on de un grupo de longitud �nita�

Teorema ������ �Jordan�H�older� Si un grupo G tiene longitud �nita� entonces todas sus series de
composici�on son equivalentes�

Demostraci�on� Sea n � ��G�� Demostraremos el teorema por inducci�on en n� con el caso n � �
resuelto porque entonces G es simple y G B f�g es su �unica serie de composici�on�
En el caso general� es claro que la hip�otesis de inducci�on puede enunciarse del modo siguiente� �Si un

grupo tiene una serie de composici�on de longitud menor que n� entonces todas las series de composici�on
de ese grupo son equivalentes�� Fijemos una serie de composici�on de G

G � G� B G� B G� B 	 	 	B Gn � f�g �������

de longitud m��nima n� Por la transitividad de la relaci�on� el teorema quedar�a demostrado si vemos que
cualquier otra serie de composici�on de G� digamos

G � H� B H� B H� B 	 	 	 B Hm � f�g� �������

es equivalente a la serie �������� Observemos que

G� B G� B 	 	 	 B Gn � f�g �����	�

H� B H� B 	 	 	 B Hm � f�g �������

son series de composici�on de G� y de H�� y que la primera de ellas nos permite aplicar la hip�otesis de
inducci�on a G��
Consideremos primero el caso en el que G� � H�� Entonces �����	� y ������� son dos series de

composici�on de G�� y por la hip�otesis de inducci�on ambas son equivalentes� de modo que n� � � m� �
y as�� n � m� Adem�as� los factores de ambas son los mismos �salvo quiz�as el orden�� y a�nadiendo el
factor G�G� � G�H� vemos que lo son los de las series ������� y �������� que por tanto son equivalentes�
como quer��amos ver�
Supongamos a partir de ahora que G� 
� H�� y observemos que esto implica que ninguno de estos

grupos contiene al otro� por ejemplo� si fuese G� � H�� entonces H��G� ser��a un subgrupo normal�
propio y no trivial del grupo simple G�G�� lo cual es imposible�
Como G� y H� son normales en G� tambi�en lo es su producto G�H�� que contiene estrictamente a

G� pues lo contrario implicar��a que H� � G�� En consecuencia G�H��G� es un subgrupo normal no
trivial del grupo simple G�G�� de donde se sigue que G�H� � G�
Sea ahoraK� � G��H�� �Este es un subgrupo normal tanto de G� como de H�� y podemos identi�car

los correspondientes cocientes�

G�

K�
�

G�

G� �H�

�� G�H�

H�
�

G

H�
y

H�

K�
�

H�

G� �H�

�� G�H�

G�
�

G

G�
�

Por la Proposici�on ������ K� tiene una serie de composici�on� digamos

K� B K� B 	 	 	 	 	 	 B Kl � f�g� �������
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Como G��K� y H��K� son simples� las siguientes son series de composici�on de G� y de H��

G� B K� B K� B 	 	 	 	 	 	 B Kl � f�g� �������

H� B K� B K� B 	 	 	 	 	 	 B Kl � f�g� �����
�

Ahora� la hip�otesis de inducci�on aplicada a G� nos dice que las series �����	� y ������� son equivalentes�
y por tanto n � l� En consecuencia� la serie �����
� tiene longitud n� � y podemos aplicar la hip�otesis
de inducci�on a H�� por lo que las series �����
� y ������� son equivalentes en particular n� � � m� � y
as�� n � m� Por �ultimo� las series iniciales ������� y ������� son equivalentes pues los siguientes conjuntos
van siendo iguales cada uno al siguiente �las justi�caciones de todas las igualdades o bien son claras o
bien est�an en los p�arrafos anteriores identif��calas��

� Factores de ��������
� G�G� y los factores de �����	��

� G�G� y los factores de ��������

� G�G�� G��K� y los factores de ��������

� G�H�� H��K� y los factores de ��������

� G�H� y los factores de �����
��

� G�H� y los factores de ��������

� Factores de ��������
�

Si el grupo G tiene longitud �nita� los grupos simples que aparecen como factores de una �cualquiera�
de sus series de composici�on� con las repeticiones pertinentes� se llaman factores de composici�on de G�
Los dos corolarios que siguen son consecuencias inmediatas del Teorema de Jordan�H#older �en el

segundo hay que usar adem�as la Proposici�on �������

Corolario �����
 Si un grupo G tiene longitud �nita� entonces todas sus series de composici�on tienen
la misma longitud ��G��

Ejercicio ������ Sea G un grupo �nito y resoluble de orden p� 	 	 	pk� con los pi primos tal vez repetidos�
Demostrar que ��G� � k�

Corolario ����� Si un grupo G tiene longitud �nita y N es un subgrupo normal� propio y no trivial
de G� entonces

��G� � ��N �  ��G�N �� ��N � � ��G� y ��G�N � � ��G��

Aplicando el Corolario ������ se obtiene�

Corolario ������ Si G es un grupo de longitud �nita� cualquier serie normal de G con factores no
triviales �es decir� con inclusiones propias� tiene longitud � ��G��

��� Problemas

�� Sea f � G� H un isomor�smo de grupos� Demostrar que�

�a� Si G� es el subgrupo derivado de G entonces f�G�� es el subgrupo derivado de H�

�b� G es resoluble si s�olo si lo es H�

�c� G es de longitud �nita si s�olo si lo es H� En este caso� ��G� � ��H��
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�� Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes igualdades para elementos a� b� c de un grupo�

�a� �a� �b� c�� � ��a� b�� c��

�b� �a� bc� � �a� c��a� b�c�

�c� �a� b�c � �a� b���a� b�� c��

�� Demostrar que el subgrupo derivado de un grupo G es un subgrupo caracter��stico de G� Deducir
que todos los t�erminos de la serie derivada de G son caracter��sticos� y por tanto normales� en G�

	� Probar que si G es resoluble y no trivial entonces G� 
� G�

�� Probar que si G es simple y resoluble entonces G es c��clico de orden primo�

�� Dado un grupo c��clico G � hgi de orden ��� consideremos la serie de composici�on

G � hgi B hg�i B hg�i B hg��i B hg��i B hg��i � f�g�

Calcular la serie de composici�on de G�hg�i �� Z� que se obtiene al aplicar la Proposici�on �����
con el subgrupo normal hg�i�

�� Formar todas las series de composici�on del grupo c��clico de �� elementos�


� Dar una serie de composici�on del grupo de �� elementos construido en el Problema �� del
Cap��tulo 
�

�� Probar que� si H y K son dos subgrupos normales de G� entonces �H�K� � h�h� k� � h � H� k � Ki
es un subgrupo normal de G que est�a contenido en H �K�

��� Demostrar que todo grupo de orden menor que �� es resoluble�

��� Sea n  � un entero� Encontrar �� � � An tales que ��� � � � ��� �� ��� y usar esto para demostrar
que An no es resoluble sin utilizar el Teorema de Abel�

��� Probar que si p� q� r son primos distintos tales que pq � r entonces todo grupo �nito de orden pqr
es resoluble�

��� Probar que todo grupo de orden ��� �� �o 		� es resoluble�

�	� Si G es un grupo resoluble �nito cuyo orden se factoriza como

jGj � p��� p��� 	 	 	p�rr �

demostrar que la longitud de composici�on de G es ��G� � ��  ��  	 	 	 �r y que sus factores
de composici�on son los Zpi� cada uno repetido �i veces�

��� Sea G un grupo de orden �����

�a� Probar que G tiene al menos dos subgrupos normales�

�b� Mostrar que G es resoluble�

�c� Calcular su longitud de composici�on�

��� Demostrar�

�a� Todo grupo de orden 	� es abeliano�

�b� Todo grupo de orden ��� es resoluble�

�c� Sea G un grupo de orden ���� Construir una serie de composici�on para G�

��� Sea G un grupo �nito con un subgrupo normal N de ��ndice ��� tal que N tiene una serie de
composici�on de longitud �� Encontrar la longitud de la composici�on de G�

�
� Demostrar que G�H es resoluble precisamente si G y H lo son�
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��� ��� Demostrar que para cada n � N existe un grupo resoluble G tal que G�n	 
� f�g� Utilizar
esto para mostrar que el producto directo in�nito de grupos resolubles puede no ser resoluble�
�Indicaci�on� En la primera parte� usar el isomor�smo S� �� Aut�S����

��� Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea de longitud �nita� y otro de un grupo de longitud
�nita que no sea resoluble�

��� Dar una serie de composici�on para cada uno de los grupos de orden � ���
��� Calcular la serie derivada de cada uno de los grupos de orden � ���
��� Demostrar que si H es un subgrupo normal de un grupo G de longitud �nita� entonces G tiene

una serie de composici�on en la que aparece H�

�	� Probar que si un grupo G es resoluble y G�Z�G� es simple entonces G es abeliano�

��� Dado un grupo G de orden �� 	 ��� probar que es resoluble y dar una serie de composici�on�
��� Si G es un grupo de longitud �nita y H es un subgrupo de G� �es cierto que ��H� � ��G��

��� Demostrar que� si G es un grupo con series de composici�on y N es un subgrupo normal de G tal
que ��N � � ��G�� entonces se tiene N � G�

�
� Probar que el grupo G del Problema �� del Cap��tulo 
 es resoluble y calcular una serie de com�
posici�on�

��� Encontrar una serie de composici�on del grupoZ�oZ
 de orden ���

��� Escribir la serie derivada de los grupos di�edricos Dn y del grupo de cuaterniones�

��� Probar que si G es un grupo no abeliano de orden p� �con p primo�� entonces G� � Z�G� y
G�G� ��Zp�Zp�

��� �Es cierta la siguiente a�rmaci�on� Si todos los subgrupos propios de un grupo G tienen longitud
�nita� entonces G tiene longitud �nita�

��� Demostrar que un grupo �nito abeliano tiene una �unica serie de composici�on si y s�olo si es un
p�grupo c��clico� para alg�un primo p� �Es cierto esto si el grupo no es abeliano�

�	� Sean H yK dos subgrupos normales de un grupo G� Demostrar que si G�H y G�K son resolubles�
entonces G�H �K es resoluble�

��� Demostrar que todo grupo de orden p�q con p y q primos es resoluble�

��� ��� Demostrar que si G es un grupo no resoluble de orden n � ���� entonces n � ��� ���� ��
� �
�
�o �	��

��� ��� Sea G un grupo� Para cada n � N de�nimos el n��esimo centro Zn�G� de G por recurrencia
de la siguiente forma� Z��G� � f�g� Supongamos que hemos de�nido Zn�G� que resulta ser un
subgrupo normal de G� Entonces Zn���G� es el �unico subgrupo �normal� de G que veri�ca

Zn���G��Zn�G� � Z�G�Zn�G���

En particular� Z��G� es el centro de G� La cadena de subgrupos

f�g � Z��G� E Z��G� E Z��G� E 	 	 	
se conoce como la serie central �ascendente� de G� Se dice que G es nilpotente si Zn�G� � G para
alg�un n es decir� si la serie central alcanza al grupo G en alg�un paso� Demostrar�

�a� Todo grupo abeliano es nilpotente�

�b� Zn�G� � fx � G � �x� y� � Zn���G� para todo y � Gg�
�c� Todo p�grupo �nito �p primo� es nilpotente�



��� PROBLEMAS ���

�d� Un grupo G es nilpotente precisamente si tiene una serie normal

f�g � G� C G� C 	 	 	 C Gn�� C Gn � G

tal que Gi�Gi�� � Z�G�Gi�i� para todo i � �� �� � � � � n�

�e� Todo grupo nilpotente es resoluble�

�f� Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea nilpotente�

�g� Si G es nilpotente y H es un subgrupo de G� entonces H es nilpotente�

�h� Si G es nilpotente y N es un subgrupo normal de G� entonces G�N es nilpotente�

�i� Dar un ejemplo de un grupoG con un subgrupo normalN tales que N y G�N sean nilpotentes
y G no lo sea�

�j� Demostrar que si G y H son dos grupos nilpotentes� entonces G�H es un grupo nilpotente�
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Cap��tulo �

Formas can�onicas de matrices

Se estudia un endomor�smo f de un espacio vectorial V de dimensi�on �nita sobre un cuerpo K�
Usando el anillo de polinomiosK�X� como principal herramienta� se obtienen diversas representaciones
matriciales c�omodas de f y se asigna a f una lista de invariantes �polinomios deK�X�� que lo determinan
salvo semejanza�

Introducci�on

Muchos problemas� puramente matem�aticos o planteados por otras ciencias� llevan a la consideraci�on
de un endomor�smo f de un espacio vectorial V de dimensi�on �nita n sobre un cuerpo K� Por �Algebra
Lineal sabemos que� para cada base de V � hay una matriz n�n sobre K que representa a f � En general�
hay bases que �se adaptan mejor� a f que otras� lo que se traduce en que las correspondientes matri�
ces son m�as sencillas� lo que suele dar informaci�on sobre el endomor�smo� Por tanto� es importante
disponer de m�etodos para encontrar esas bases adecuadas y esas matrices sencillas� y �este es el principal
objetivo del cap��tulo� En el camino� asociaremos a f unos invariantes que determinar�an su clase de
semejanza� por lo que tendremos una clasi�caci�on de los endomor�smos de V an�aloga a la clasi�caci�on
de los grupos abelianos �nitamente generados�

En la primera mitad del cap��tulo nos enfrentamos principalmente a los aspectos te�oricos del pro�
blema� El camino� salvando las complicaciones t�ecnicas� es muy similar al que seguimos al clasi�car
grupos abelianos �nitamente generados de hecho� bastar�a con pensar en grupos abelianos �nitos� pues
en la analog��a que desarrollaremos la �parte libre� ser�a trivial�

Tras recordar algunos resultados de �Algebra Lineal� en particular los conceptos de endomor�smos
y matrices semejantes� estudiamos los subespacios de V en los que la restricci�on de f induce un en�
domor�smo� llamados subespacios invariantes� Es sencillo ver que V es suma directa de subespacios
invariantes indescomponibles� de modo que se plantea el problema de dar una descripci�on precisa de
�estos� Para ello� de�nimos un producto de polinomios de K�X� por vectores de V � que se comporta
en gran medida como el producto de enteros por elementos de un grupo abeliano� Las nociones de
orden de un elemento� periodo de un grupo y subgrupo c��clico tienen sus an�alogos en este contexto�
polinomio anulador de un vector �Anuf �v��� polinomiom��nimo del endomor�smo �min�f�� y subespacio
c��clico �K�f �v�� respectivamente� Esta analog��a nos permite adaptar los argumentos del Cap��tulo � para
demostrar que los subespacios invariantes indescomponibles son precisamente los del tipo K�f �v� donde
Anuf �v� es una potencia de un polinomio irreducible de K�X�� Adem�as� en una descomposici�on de V
como suma directa de subespacios invariantes indescomponibles� V � K�f �v�� 	 	 	�K�f �vk� la lista de
los anuladores Anuf �vi� determina un��vocamente la clase de semejanza de f �

Una descomposici�on V � K�f �v��	 	 	�K�f �vk como la anterior nos permite formar matrices de f a
partir de matrices de sus restricciones a losK�f �vi� y cada una de �estas adopta formas sencillas para bases
adecuadas de K�f �vi� Por tanto� el problema de encontrar matrices sencillas �y las correspondientes
bases� para f se reduce a saber encontrar esas descomposiciones de V y a elegir bases adecuadas en
cada K�f �v� A esto dedicamos casi todo el resto del cap��tulo�

���
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Hay varios modos t��picos de construir bases adecuadas para K�f �vi �siempre a partir de vi y de
Anuf �Vi��� y seg�un cu�al usemos se obtiene una de las llamadas �formas can�onicas� de f � Comenzamos
describiendo la forma can�onica primaria� y la usamos para demostrar el Teorema de Cayley�Hamilton�
que nos da un modo pr�actico para calcular min�f�� Despu�es� describimos las formas can�onicas de Jordan
y damos algoritmos para su c�alculo� Hay una forma can�onica �generalizada� que posee cualquier
endomor�smo y otra �cl�asica�� m�as sencilla� pero que s�olo poseen los endomor�smos para los que
min�f� se descompone en factores lineales� En particular� todo endomor�smo de un espacio vectorial
complejo tiene una forma can�onica de Jordan� y la estrecha relaci�on entre C y Rpermite asignar a cada
endomor�smo de un espacio vectorial real un nuevo tipo de forma can�onica�
El cap��tulo termina mostrando c�omo las formas can�onicas de Jordan pueden usarse para calcular

potencias de matrices �lo que permite describir el t�ermino general de ciertas sucesiones recurrentes� y
para encontrar �descomposiciones aditivas� de matrices que son de gran utilidad en el estudio de las
ecuaciones diferenciales�

Objetivos del cap��tulo

� Conocer la noci�on de subespacio invariante� y entender por qu�e las descomposiciones en suma
directa de subespacios invariantes son �utiles para encontrar matrices sencillas de un endomor�smo�

� Conocer los conceptos de polinomio m��nimo y caracter��stico �de un endomor�smo� y anulador �de
un vector�� las relaciones entre ellos y m�etodos para calcularlos�

� Comprender por qu�e la clase de semejanza de un endomor�smo queda determinada por sus formas
can�onicas o por sus divisores elementales�

� Saber calcular las distintas formas can�onicas de una matriz� primaria� de Jordan generalizada� de
Jordan �si existe� y real de Jordan �para endomor�smos de espacios vectoriales reales��

� Saber calcular� a partir de las formas can�onicas de Jordan� las potencias de una matriz y la
descomposici�on aditiva de un endomor�smo de un espacio vectorial real o complejo�

Desarrollo de los contenidos

���� Representaciones matriciales de endomor�smos

En todo este cap��tulo� K ser�a un cuerpo y V ser�a un espacio vectorial sobre K� no nulo y de dimensi�on
�nita n� Denotaremos por E � EndK�V � el conjunto de los endomor�smos de V �aplicaciones K�
lineales V � V �� y por Mn�K� al conjunto de las matrices cuadradas de tama�no n con entradas en K�
Usaremos resultados t��picos de �Algebra Lineal que ser�an citados o enunciados sin demostraci�on�
Para cada base ordenada B � fv�� � � � � vng de V hay una biyecci�on

E � Mn�K�
f �� fB

que asocia cada endomor�smo f � E� con la matriz fB asociada a f en la base B es decir� la j��esima
columna de fB est�a formada por las coordenadas en la base B del vector f�vj �� Diremos que f est�a
representado por la matriz fB o que fB es la matriz del endomor�smo f en la base B� El isomor�smo
inverso lleva una matriz A � �aij� al �unico endomor�smo f � E que� sobre cada elemento vj de la base
B� act�ua de la forma siguiente�

f � vj ��
nX
i��

aijvi�

Obs�ervese que el orden en el que se escriban los elementos de la base in�uye en la representaci�on de
una matriz en esa base� Por tanto� consideraremos las bases como conjuntos ordenados� de forma que
dos bases formadas por los mismos elementos ordenados de diferente forma se consideran diferentes�
Fijado un endomor�smo f � E� sus representaciones en distintas bases ser�an� por lo general� distin�

tas� Algunas de estas matrices pueden ser m�as sencillas que otras �por ejemplo� porque tengan muchos
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ceros�� y nuestro objetivo en este cap��tulo es encontrar una base B de forma que la matriz fB sea lo
m�as sencilla posible� y ofrezca por tanto una buena informaci�on visual de f � Veamos algunos ejemplos�

Ejemplos ����� Representaciones sencillas de endomor�smos�

�� Sea f la homotecia de raz�on � � K �es decir� f�v� � �v para cada v � V �� Entonces� para
cualquier base B� la matriz fB es la matriz escalar correspondiente a � �con � en cada entrada
de la diagonal y ceros en el resto�� En este caso� no hay ning�un problema que resolver� pues todas
las representaciones matriciales de f son iguales�

�� Si V es el plano real R�� f es la rotaci�on de �angulo ��� �antihorario� y B es la base can�onica�
entonces

fB �

�
� ��
� �

�
�

De hecho� se obtiene la misma matriz para cualquier base formada por dos vectores ortogonales
de la misma longitud y ordenados adecuadamente� Podemos decir que estas bases �se ajustan
bien� a f � y en general otras bases dan lugar a representaciones m�as complicadas�

�� Sea V � K� y sea f�x� y� � �	y � �x� �y � ��x�� Si B es la base can�onica y B� es la base
fv� � ��� ��� v� � ��� ��g� entonces

fB �

� �� 	
��� �

�
y fB� �

�
� �
� ��

�
�

Ahora B� es �mejor base� para f que la base can�onica B� y fB� nos permite describir a f como
la re�exi�on sobre la recta hv�i en la direcci�on de la recta hv�i�

Adem�as de encontrar bases que nos den representaciones adecuadas de f � deseamos que las matrices
sencillas que buscamos sean �unicas en cierto sentido� de forma que podamos clasi�car los endomor�smos
de V a partir de esas matrices �que llamaremos formas can�onicas��
Pero todav��a no hemos dicho qu�e entendemos por una matriz sencilla� Nuestro modelo inicial de

matriz sencilla es una matriz diagonal es decir� una matriz con ceros en las entradas que no est�an en la
diagonal� Obs�ervese� por ejemplo� que es muy f�acil calcular las potencias de una matriz diagonal� o el
producto de una matriz diagonal por una matriz arbitraria� Un vector v � V es un vector propio de f si
existe un escalar � � K �llamado valor propio de f asociado al vector propio v� tal que f�v� � �v� Es
claro que fB es diagonal si y s�olo si cada vector de B es un vector propio de f � de donde se deduce� por
ejemplo� que la rotaci�on de los Ejemplos ������ no puede ser representada por una matriz diagonal �no
es diagonalizable�� Es decir� no todos los endomor�smos pueden representarse por una matriz diagonal�
as�� que tendremos que ampliar �y por lo tanto complicar� nuestro concepto de matriz sencilla�
Existen varias posibilidades para elegir estos modelos de matrices sencillas� y en consecuencia existen

distintos tipos de formas can�onicas� como veremos� En el desarrollo de la teor��a ser�a fundamental el ani�
llo de polinomiosK�X� y sus propiedades de divisibilidad� que en algunos aspectos dependen del cuerpo
K� Por ejemplo� el caso en el que K es algebraicamente cerrado es especialmente bueno� Dedicare�
mos una secci�on especial al casoK � R� que es el de mayor inter�es en numerosas aplicaciones de la teor��a�

El resto de esta primera secci�on lo dedicaremos a establecer con precisi�on la relaci�on entre E y
Mn�K�� Como ya hemos comentado� muchos de estos resultados son bien conocidos en �Algebra Lineal
y nos limitaremos a citarlos�
En E � EndK�V � podemos considerar tres operaciones �las dos primeras son internas y en la tercera

intervienen elementos de K� a los que llamaremos escalares�� Dados f� g � E y � � K� se de�nen los
elementos f  g� fg y �f de E mediante su acci�on en elementos v � V por las f�ormulas�

�f  g��v� � f�v�  g�v� �suma�
�fg��v� � f�g�v�� �producto o composici�on�
��f��v� � �f�v� �producto por escalares�

La suma y el producto �composici�on� dotan a E de una estructura de anillo �no conmutativo salvo que
V tenga dimensi�on ��� mientras que la suma y el producto por escalares lo dotan de una estructura
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de K�espacio vectorial� Dado un escalar � � K� representaremos por la misma letra a la homotecia
de raz�on �� o sea al elemento de E dado por ��v� � �v para cada v � V � Esta notaci�on no induce a
error� pues el producto �f �con f � E� no depende de si vemos a � como escalar o como endomor�smo
�homotecia�� Adem�as� es claro que las homotecias conmutan con los endomor�smos �es decir� �f � f��
y que la aplicaci�on K � E dada por � �� � es un homomor�smo inyectivo de anillos� por lo que
podemos ver a K como un subanillo de E�

Con la notaci�on usual de potencias� si f � E entonces fn �con n  �� denotar�a la composici�on de
f consigo mismo n veces� Es decir� si v � V entonces f��v� � f�f�v��� y en general fn�v� � f�fn���v���

Algo similar ocurre en Mn�K� con las operaciones usuales de suma y producto de matrices� y de
producto de un escalar por una matriz� De nuevo Mn�K� es un anillo �no conmutativo si n � �� y un
K�espacio vectorial� Adem�as� si a cada � � K se le asigna la matriz escalar � � �In �con � en cada
entrada de la diagonal y ceros en el resto�� se tiene un homomor�smo inyectivo de anillos K �Mn�K�
tal que �A � A� para cada A � Mn�K�� independientemente de que lo veamos como producto de
matrices o como producto de matriz por escalar�

Para cada base B de V � la aplicaci�on E � Mn�K� descrita anteriormente es un isomor�smo de
anillos �de hecho� la forma de de�nir el producto de matrices est�a pensada para que estas aplicaciones
conserven el producto� y un isomor�smo de espacios vectoriales �lo que implica que dimK�E� � n���

En vista de los objetivos que nos hemos marcado� es esencial describir c�omo se relacionan� para dos
bases distintas B y B� de V � las matrices fB y fB� � Para ello� denotaremos por CB��B a la matriz del
cambio de base de B a B� es decir� en la j��esima columna de CB��B aparecen las coordenadas en B�

del j��esimo vector de B� Esta matriz es invertible y su inversa es la matriz del cambio de base de B a
B� es decir� C��

B� �B � CB�B� � La relaci�on que buscamos es la siguiente �para cualquier f � E��

fB� � CB��BfBCB�B� � C��
B�B�fBCB�B� �

En particular� si A y A� son dos matrices que representan al mismo endomor�smo� entonces existe una
matriz invertible Q tal que A� � Q��AQ�

Dos endomor�smos se dice que son semejantes si son representables por la misma matriz� Es decir
f� f � � E son semejantes si y s�olo si existen bases B y B� de V tales que fB � f �B� � Dos matrices se
dice que son semejantes si representan el mismo endomor�smo es decir� A�A� �Mn�K� son semejantes
si existen f � E y bases B y B� tales que fB � A y fB� � A�� Claramente dos matrices A y
A� son semejantes precisamente si son conjugadas es decir� si existe una matriz invertible U tal que
A� � U��AU � Es f�acil ver que las relaciones de semejanza son relaciones de equivalencia en E yMn�K��
Las correspondientes clases de equivalencia se llaman clases de semejanza y la clase de semejanza que
contiene a x se denotar�a por �x�� tanto si x es un endomor�smo como si es una matriz� Fijada una base
B de V � la aplicaci�on

�f � �� �fB �

est�a bien de�nida y de�ne una correspondencia biun��voca entre los conjuntos de clases de semejanza de
endomor�smos y matrices�

Utilizando esto podemos reescribir nuestros objetivos de las siguientes formas equivalentes�

� Dado un endomor�smo f � queremos encontrar una base B tal que la matriz fB sea sencilla�

� Dada una matriz A� queremos encontrar una matriz semejante a ella que sea sencilla�

Por lo tanto� nuestro problema consiste en encontrar una base adecuada o una matriz invertible ade�
cuada� lo que t�ecnicamente es la misma cosa�

En las secciones que siguen desarrollaremos la teor��a para un endomor�smo f � A menudo se quiere
trabajar directamente con una matriz A � Mn�K�� y en este caso no hay m�as que considerar A como
un endomor�smo del modo que sigue� Se toma V � Kn �vectores columna n � �� y se considera el
endomor�smo A	 que lleva un vector v al producto Av �que vuelve a ser un vector columna n� ��� De
este modo se tiene A � �A	�B � donde B es la base can�onica de V � Kn�
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���� Subespacios invariantes

En general� cuando se estudia un objeto con cierto tipo de estructura �grupo� anillo� espacio vectorial�����
es interesante considerar los subconjuntos para los que se conserva esa estructura� Ahora estamos
estudiando un endomor�smo f de un espacio vectorial V � de modo que nos interesan los subespacios
vectorialesW de V para los que f pueda seguir consider�andose un endomor�smo� Para eso� necesitamos
que los vectores de W sigan en W despu�es de aplicarles f � y �esa es la idea inicial en las siguientes
de�niciones�

De�nici�on ����� Un subespacio vectorialW de V se dice que es invariante por el endomor�smo f � E
�o que W es f�invariante� si f�W � � W � En este caso� la restricci�on de f a W es un endomor�smo
de W 
 es decir� f jW� EndK�W ��

Cuando trabajemos directamente con matrices� usaremos la siguiente de�nici�on an�aloga� El subes�
pacio W de Kn es invariante por la matriz A �Mn�K� si es invariante por el endomor�smo A	�

Una descomposici�on por subespacios invariantes de f es una descomposici�on de V en suma directa
de subespacios invariantes

V � V� � 	 	 	 � Vn�

En este caso� si fi es la restricci�on de f a Vi �de modo que fi � EndK�Vi��� escribimos

f � f� � 	 	 	 � fn

y decimos que f es la suma directa de f�� � � � � fn�

Ejercicio ����� Sean V un espacio vectorial�W un subespacio� f un endomor�smo de V y fw�� � � � � wmg
un sistema generador de W � Demostrar que W es f�invariante si y s�olo si f�wi� � W para cada
i � �� � � � �m�

Ejercicio ����� Demostrar que los siguientes subespacios de V son invariantes por f �

�� hv� f�v�� f��v�� � � �i� donde v es cualquier vector de V � En particular� si v es un vector propio de
f � entonces hvi es una recta invariante�

	� Ker g� donde g es cualquier endomor�smo de V que conmuta con f � es decir� tal que fg � gf �

A menudo nos encontraremos con sumas directas del tipo f � f� � 	 	 	 � fn� Entonces� salvo que se
diga lo contrario� Vi representar�a el dominio de fi es decir� fi es la restricci�on de f al subespacio Vi de
V � que entendemos que es invariante por f � En tal caso� si Bi es una base de Vi para cada i� entonces
B � B� � 	 	 	 � Bn es una base de V � Consideramos el orden en B de forma que los elementos de Bi

van delante de los de Bi�� y el orden dentro de cada Bi se mantiene� La representaci�on matricial de f
en la base B adquiere entonces la siguiente forma�

fB �

�BBB�
f�B�

f�B�

� � �

fnBn

�CCCA
donde se entiende que las cajas vac��as est�an formadas por ceros� Cuanto menores sean las dimensiones de
los Vi� m�as cerca estar�a la matriz fB de ser diagonal� El caso extremo ocurre cuando todos los Vi tienen
dimensi�on �� en cuyo caso fB es diagonal �y por tanto f es diagonalizable�� pero ya hemos observado
que no siempre es posible conseguir esto� En general� nuestro objetivo es obtener una descomposici�on
de f lo �m�as �na� posible� lo que nos lleva a considerar los endomor�smo que �no se pueden re�nar��

De�nici�on ����	 Diremos que f es indescomponible si V no admite una descomposici�on por subes�
pacios invariantes de f formada por dos subespacios vectoriales no nulos�

Una descomposici�on indescomponible o primaria de f es una descomposici�on f � f� � 	 	 	 � fn en
la que cada fi es indescomponible�
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Ejercicio ����� Demostrar que la rotaci�on de �angulo ��� en el plano real es un endomor�smo indes�
componible�

Obs�ervese que esta aplicaci�on viene dada por f�x� y� � ��y� x�� Comprobar que� si consideramos
dicha aplicaci�on en C � � entonces f es descomponible�

Ejemplos ����� Descomposiciones indescomponibles�

�� Sea V � K� y sea f el endomor�smo dado por

f�x� y� z� � ��x� �y � �z� x y� z��

Entonces u � ������ �� veri�ca f�u� � u� En consecuencia� V� � hui es un subespacio f�invariante
de V con base B� � fug� la restricci�on f� � f jV� es la identidad� y su matriz �� � en B� es ����

Por su parte� los vectores v � ��� �� �� y w � ���� �� �� veri�can f�v� � w y f�w� � �v� As���
W � hv� wi es un subespacio f�invariante con base B�

� � fv� wg� y es f�acil ver que g � f jW es
indescomponible si K � R y no lo es si K � C �g est�a en la situaci�on del Ejercicio �������� Como
adem�as V � V��W � tenemos la descomposici�on indescomponible f � f��g para el endomor�smo
f si K � R� La matriz asociada a f en la base B� � B� �B� � fu� v� wg es

fB� �

�� �
� ��
� �

�A �

Supongamos ahora queK � C � Si ponemos v� � u� v� � ���i���� �� y v� � �� i���� ��� entonces
f�v�� � iv� y f�v�� � �iv�� y por tanto� V� � hv�i y V� � hv�i son subespacios f�invariantes�
Si fi es la restricci�on de f a Vi �i � �� �� ��� entonces f � f� � f� � f� es una descomposici�on
indescomponible de f � La matriz asociada a f en la base B � fv�� v�� v�g es

fB �

�� �
i

�i

�A �

�� Sea f � K� � K� el homomor�smo dado por f�x� y� � �x  y� y�� Vamos a ver que f es
indescomponible� Si f fuera descomponible� existir��a una base B � fv�� v�g de K� formada por
vectores propios es decir� de forma que f�vi� � �ivi para ciertos ��� �� � K� Eso implicar��a que�
para i � �� �� el sistema homog�eneo de ecuaciones lineales

��� �i�x  y � �
 �� � �i�y � �

tiene soluci�on no trivial y por tanto ���� �� �i �
� �� �i

���� � �
es decir� �� � �� � �� De aqu�� se deduce f�acilmente que la segunda coordenada de v� y v� es cero
en contra de que la independencia lineal de v� y v��

�� Sea f el endomor�smo de K� dado por f�x� y� z� � �x� x  y� x  z�� Si ponemos v� � ��� �� ���
v� � ��� �� �� y v� � ��� �� ��� entonces f�v�� � v�� f�v�� � v� y f�v�� � v�  v�� Por tanto
U � hv�i y W � hv�� v�i son subespacios f�invariantes� Obs�ervese que la matriz asociada a f en
la base B � fv�� v�� v�g es

fB �

�� �
� �
� �

�A �

�Es V � U �W una descomposici�on indescomponible�
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La existencia de descomposiciones indescomponibles para cualquier endomor�smo est�a garantizada
por la siguiente proposici�on�

Proposici�on ����� Todo endomor�smo f de un espacio vectorial de dimensi�on �nita n es suma
directa de endomor�smos indescomponibles
 es decir� tiene una descomposici�on indescomponible�

Demostraci�on� Razonaremos por inducci�on sobre n� Si n � � entonces V no tiene subespacios
vectoriales propios no nulos� y por tanto f es indescomponible� Supongamos que n � � y la hip�otesis
de inducci�on� Si f es indescomponible no hay nada que demostrar� En caso contrario f � f� � f� para
ciertos fi de�nidos en subespacios vectoriales propios V� y V�� Por hip�otesis de inducci�on f� � g��	 	 	�
gk y f� � h�� 	 	 	� hl con los gi y los hi indescomponibles� y entonces f � g�� 	 	 	� gk� h�� 	 	 	�hl
es una descomposici�on indescomponible de f � �

���� Endomor�smos indescomponibles

En este momento nos encontramos en una situaci�on muy similar a la que ten��amos despu�es de la
Proposici�on ��	�	� Observemos el paralelismo entre ellas� La Proposici�on ��	�	 �respectivamente� la
Proposici�on ������� muestra que todo grupo abeliano �nitamente generado �respectivamente� todo en�
domor�smo de un espacio vectorial de dimensi�on �nita� admite una descomposici�on indescomponible�
Lo que hicimos a continuaci�on en el Cap��tulo � fue caracterizar los grupos abelianos �nitamente ge�
nerados indescomponibles� Eso es lo que vamos a hacer ahora para los endomor�smos� Recordaremos
sucintamente los pasos dados en el Cap��tulo � para un grupo abeliano A�

�� Descomponiendo A � t�A� � L con L libre de torsi�on �Corolario ������� observ�abamos que si A
es indescomponible� entonces es de torsi�on o libre de torsi�on �Corolario ��	���� El caso libre de
torsi�on se resuelve utilizando el Corolario ����� y pasamos a suponer que A es de torsi�on y por
tanto �nito�

�� Descomponiendo A como suma directa de p�grupos �Proposici�on ��	�
� observamos que si A es
indescomponible� entonces es un p�grupo �Corolario ��	��� y pasamos a suponer que A es un
p�grupo�

�� Despu�es de demostrar un lema t�ecnico sobre los elementos de orden m�aximo �Lema ��	�����
demostramos que los grupos �nitos indescomponibles son los c��clicos de orden pn con p primo o�
equivalentemente� los grupos de periodo pn con un elemento de orden pn�

Los pasos que vamos a dar para caracterizar los endomor�smos indescomponibles son los mismos�
aunque aparecer�an algunos problemas t�ecnicos� Para poder aplicar los m�etodos del Cap��tulo � a en�
domor�smos necesitamos versiones de los siguientes conceptos� orden� periodo y torsi�on� Estos tres
conceptos vienen asociados a la multiplicaci�on ng de enteros �n �Z� por elementos del grupo �g � A��
La siguiente tabla es un peque�no diccionario de traducci�on de conceptos que iremos desarrollando poco
a poco�

Grupo abeliano A Endomor�smo f � V � V
Enteros Z Polinomios K�X�

ng � g �n	� � �  g P 	 v � P �f��v�
Periodo p�A� Polinomio m��nimo min�f�
Orden o�g� Polinomio anulador Anuf �v�
Grupo c��clico hgi Subespacio c��clico K�f �v

Paso �

A partir de ahora f denota un endomor�smo del espacio vectorial de dimensi�on �nita V sobre el cuerpo
K� El papel que representaba el anillo de los n�umeros enteros Zva a ser representado ahora por el
anillo de polinomios K�X�� Para ello de�nimos� para cada P � p�  p�X  	 	 	 pnX

n � K�X� y cada
v � V � el producto�

P 	 v � p�v  p�f�v�  	 	 	 pnf
n�v��
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Podemos ver esto de otra forma� Como f conmuta con las homotecias� la Observaci�on 	���� nos
permite aplicar la Propiedad Universal del Anillo de Polinomios al homomor�smo K � E �que lleva
� � K a la homotecia �� y X al elemento f � E� Obtenemos as�� un homomor�smo de anillos
Sf � K�X�� E dado por

K�X� � P � p�  p�X  	 	 	 pnX
n �� Sf �P � � P �f� � p�  p�f  	 	 	 pnf

n � E�

Entonces

P 	 v � P �f��v� � p�v  p�f�v�  	 	 	 pnf
n�v��

Utilizando que Sf es un homomor�smo de anillos se pueden hacer los siguientes ejercicios�

Ejercicio ����� Comprobar que� para cualesquiera P�Q � K�X� y v� w � V � se veri�ca�

�� P �f�Q�f� � Q�f�P �f��

	� � 	 v � v�

�� P 	 �v  w� � P 	 v  P 	w�

� �P  Q� 	 v � P 	 v  Q 	 v�

�� �PQ� 	 v � P 	 �Q 	 v� y por tanto� P 	 �Q 	 v� � Q 	 �P 	 v��

Ejercicio ����� Demostrar que�

�� Si v � V entonces el conjunto fP 	 v � P � K�X�g coincide con el subespacio hv� f�v�� f��v�� � � �i�
que es invariante por f por el Ejercicio ���	��� Denotaremos este subespacio por K�f �v y lo
llamaremos subespacio c��clico generado por v�

	� Si P � K�X� entonces Ker P �f� es un subespacio invariante por f �usar el Ejercicio ���	����

Recordemos que K�X� es un dominio de ideales principales y que los polinomios m�onicos �es decir�
con coe�ciente principal �� forman un conjunto de representantes salvo asociados de K�X�nf�g �Ejerci�
cio ������� Por tanto� cada ideal no nulo de K�X� est�a determinado por el �unico polinomio m�onico que
lo genera� Como Sf es un homomor�smo de anillos� Ker Sf es un ideal de K�X�� Observemos adem�as
que Sf es homomor�smo de espacios vectoriales� que la dimensi�on de K�X� es in�nita �el conjunto
f�� X�X�� � � �g es linealmente independiente� y que la dimensi�on de E es �nita �y vale n��� Por tanto
Sf no puede ser inyectivo� y en consecuencia Ker Sf es un ideal no nulo de K�X��

De�nici�on ����� El polinomio m��nimo de f � denotado por min�f�� es el generador m�onico de

Ker Sf � fQ � K�X� � Q�f� � �g�

Es decir� un polinomio Q � K�X� veri�ca Q�f� � � si y solo si Q es m�ultiplo de min�f��
Si A es una matriz cuadrada con coe�cientes en K entonces llamamos polinomio m��nimo de A�

min�A�� al polinomio m��nimo del endomor�smo A	
 es decir� min�A� � min�A	��

Si B es una base de V � A � fB y P � p�  p�X  	 	 	 pnX
n � K�X�� entonces la matriz asociada

a P �f� en la base B es

P �A� � p�  p�A 	 	 	 pnA
n�

Por tanto P �f� � � precisamente si P �A� � �� de donde se deduce�

Lema ����	 Si A es la matriz asociada a f en una base� entonces min�f� � min�A�� Por tanto�
dos endomor�smos semejantes tienen el mismo polinomio m��nimo y dos matrices semejantes tienen el
mismo polinomio m��nimo�
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Ejemplo ����� C�alculo del polinomio m��nimo�

Sea f el endomor�smo de K� del apartado � de los Ejemplos ������� Como la matriz asociada a f en
cierta base es

A � fB �

�� �
� �
� �

�A
y se ve f�acilmente que �A � I�� � �� deducimos que min�f� � �X � ����

Si interpretamos la torsi�on de V como el conjunto de los elementos v de V tales que P 	 v � � para
alg�un � 
� P � K�X�� acabamos de ver que todo elemento de V es de torsi�on� Por tanto el primero de
los pasos que d�abamos para grupos abelianos no es necesario para endomor�smos� Adem�as el polinomio
m��nimo representa el papel del periodo�

Paso 	

Primero necesitamos introducir el concepto correspondiente al de orden� Es f�acil comprobar que para
cada v � V el conjunto fQ � K�X� � Q 	 v � �g es un ideal de K�X�� y es no nulo pues claramente
contiene a min�f��

De�nici�on ����� El polinomio anulador de v � V por f � denotado por Anuf �v�� es el generador
m�onico de

fQ � K�X� � Q 	 v � �g�
Es decir� un polinomio Q � K�X� veri�ca Q 	 v � � si y s�olo si Q es m�ultiplo de Anuf �v��

Cuando el polinomio f est�e claro por el contexto escribiremos Anu�v� en lugar de Anuf �v��

Los ejercicios y ejemplos que siguen son �utiles a la hora de calcular en la pr�actica los polinomios
reci�en de�nidos� El primer ejercicio dice c�omo se puede obtener Anuf �v�� y c�omo se puede usar Anuf �v�
para estudiar el subespacio invariante c��clico K�f �v� El segundo dice que para obtener min�f� basta
con calcular Anuf �v� para los vectores de una base�

Ejercicio ����� Dados un polinomio m�onico P � p�  p�X  	 	 	 pm��X
m��  Xm �de grado m�

y un vector v � V � demostrar que las condiciones siguientes son equivalentes�

�� P � Anuf �v��

	� P 	 v � � y Q 	 v 
� � para todo polinomio no nulo Q con gr�Q� � m�

�� P 	 v � � y K�f �v � hv� f�v�� f��v�� � � �i tiene dimensi�on m�

Asumiendo ahora que se cumplen esas condiciones equivalentes� demostrar que�

�� B � fv� f�v�� f��v�� � � � � fm���v�g es una base de K�f �v�

	� P es el polinomio m��nimo de la restricci�on de f al subespacio c��clico K�f �v generado por v�

�� La matriz asociada a la restricci�on de f a K�f �v en la base del apartado � es

fB � C�P � �

�BBBB�
� � � � � � �p�
� � � � � � �p�
� � � � � � �p�
� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � �pm��

�CCCCA �

Esta matriz C�P � se llama matriz compa�nera del polinomio P �

Ejercicio ����
 Si B � fv�� � � � � vng es una base de V �m�as generalmente� si es un sistema genera�
dor�� demostrar que

min�f� � mcm�Anuf �v��� � � � �Anuf �vn���



��� CAP�ITULO ��� FORMAS CAN �ONICAS DE MATRICES

Ejemplos ����� C�alculo del polinomio m��nimo�

�� Sea V � K� y sea f el endomor�smo del apartado � de los Ejemplos ������� Recordemos que hay
una base B � fu� v� wg de V tal que

f�u� � u� f�v� � w� f�w� � �v�
Entonces� es claro que Anuf �u� � X � �� Por otra parte� se tiene f��v� � �v� de modo que
el polinomio P � X�  � veri�ca P 	 v � �� Adem�as� si Q � aX  b veri�ca � � Q 	 v �
�aw bv� entonces Q � � �por la independencia lineal de v y w�� y en consecuencia P � Anuf �v��
An�alogamente P � Anuf �w�� y del Ejercicio �����
 deducimos que

min�f� � mcm�Anuf �u��Anuf �v��Anuf �w�� � mcm�X � �� X�  �� � �X � ���X�  ��

�excepto si la caracter��stica de K es �� en cuyo caso el m��nimo com�un m�ultiplo vale X�  ���

�� Sea V � K� y sea f el endomor�smo cuya matriz en la base can�onica B � fe�� e�� e�g es�� � � ��
� � �
� � �

�A �

Como en el apartado anterior� se comprueba que Anuf �e�� � X�� y que Anuf �e�� � Anuf �e�� �
X� � �X  �� por lo que min�f� � �X � ���X� � �X  ���

Para cada P � K�X� irreducible sea

tP �V � � fv � V � P i 	 v � � para alg�un i  �g � fv � V � Anuf �v� es una potencia de Pg�
Claramente� tP �V � es un subespacio vectorial f�invariante de V � De hecho� esto se puede deducir del
Ejercicio ������ y del siguiente�

Ejercicio ����� Demostrar que si P � K�X� es irreducible� entonces tP �V � � Ker P
i�f�� donde P i

es la mayor potencia de P que divide a min�f��

La siguiente proposici�on es la versi�on de la Proposici�on ��	�
 en el contexto de endomor�smos
�comp�arense las demostraciones��

Proposici�on ������ Si P�� P�� � � � � Pk son los polinomios m�onicos irreducibles que dividen a min�f��
entonces

V � tP� �V � � 	 	 	 � tPk �V �

es una descomposici�on por subespacios invariantes por f en la que cada sumando es no nulo� Adem�as�
existen polinomios F�� � � � � Fk � K�X� tales que cada proyecci�on �i � V � tPi �V � viene dada por
�i � Fi�f��

Demostraci�on� Sea min�f� � P��
� 	 	 	P�k

k con cada �i  �� y veamos en primer lugar que se tiene
V � tP��V �  	 	 	 tPk �V �� Para ello ponemos Qi � P�P�i

i � de modo que los Qi son coprimos y por
tanto existen R�� � � � � Rn � K�X� tales que � � Q�R�  	 	 	 QkRk� As��� dado v � V se tiene

v � Q�R� 	 v  	 	 	 QkRk 	 v� ��������

y cada sumando QiRi 	 v est�a en tPi �V � pues
P�i
i 	QiRi 	 v � P�i

i QiRi 	 v � Ri 	 �P 	 v� � ��
Probemos ahora que la suma es directa es decir� que si

Pk
i�� vi � � con cada vi � tPi �V �� entonces

cada vi � �� Como Qi 	 vi � � ��por qu�e��� Anuf �vi� divide a Qi� Adem�as� Anuf �vi� es una potencia
de Pi y mcd�Pi� Qi� � �� Por tanto Anuf �vi� � � o equivalentemente vi � �� como quer��amos ver�
Obs�ervese que la ecuaci�on �������� muestra que �i � QiRi�f��
Veamos por �ultimo que los sumandos tPi �V � no son nulos� En efecto� como Qi no es m�ultiplo de

P � min�f� se tiene Qi�f� 
� �� por lo que existe v � V tal que w � Qi 	 v 
� �� Ahora es claro que w
es un elemento no nulo de tPi�V �� �
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Ejemplo ������ C�alculo de tp�V ��

Sea f el endomor�smo de R� del apartado � de los Ejemplos ������� Ya vimos en el Ejemplo ������ que
min�f� � �X ����X� ��� Anu�v�� � X �� y Anu�v� � Anu�w� � X� �� Por tanto hv�i � tX���R��
y hv� wi � tX����R

�� y de hecho de la Proposici�on ������� se deduce que se dan ambas igualdades�

Usando la Proposici�on ������� obtenemos la siguiente condici�on necesaria para que un endomor�smo
sea indescomponible� que es la versi�on para endomor�smos del Corolario ��	���

Corolario ������ Si f es indescomponible entonces min�f� es potencia de un polinomio irreducible�

El rec��proco del Corolario ������� no se veri�ca� En efecto� ya vimos en el apartado � de los Ejem�
plos ������ un endomor�smo descomponible cuyo polinomio m��nimo es una potencia de un irreducible
�Ejemplo ��������

Paso 


Vamos a terminar la caracterizaci�on de los endomor�smos indescomponibles� Recordemos que en el
Cap��tulo � demostramos que los grupos abelianos �nitos que son indescomponibles son los c��clicos con
orden una potencia de un primo� Ya hemos demostrado que si un endomor�smo f de un espacio vectorial
V es indescomponible� entonces su polinomio anulador es una potencia de un polinomio irreducible�
Tambi�en hemos dado una de�nici�on de subespacio c��clico �Ejercicio �������� Un subespacio de V se dice
que es c��clico �con respecto a f� si es de la forma K�f �v para alg�un v � V � El resultado que vamos a
demostrar no puede parecerse m�as al caso de grupos abelianos �nitos�

Proposici�on �����	 Un endomor�smo f de un espacio vectorial de dimensi�on �nita V es indes�
componible precisamente si min�f� es una potencia de un irreducible y V es c��clico �con respecto a
f��

Antes de demostrar la Proposici�on ������	 necesitamos el siguiente resultado�

Ejercicio ������ Sea f un endomor�smo de V tal que min�f� � P es irreducible en K�X�� Consi�
deremos el cuerpo F � K�X���P �� Denotamos por Q la clase Q �P � de Q � K�X� en F � Demostrar�

�� La operaci�on Qv � Q 	 v� dota a V de una estructura de espacio vectorial sobre F �

	� Un K�subespacio vectorial de V es un F �subespacio precisamente si es f�invariante�

�� Para cada subespacio f�invariante W de V existe otro subespacio f�invariante W � tal que V �
W �W ��

� f es indescomponible precisamente si dimF �V � � ��

Demostraci�on de la Proposici�on �����	� Supongamos primero que V es c��clico� pongamos V �
K�f �v� y que min�f� � Pn con P � K�X� irreducible� Si f no es indescomponible� entonces existe una
descomposici�on V � V� � V� en subespacios f�invariantes no triviales� Sea v � v�  v�� con vi � Vi�
Como Vi es invariante� K�f �vi � Vi y por tanto la dimensi�on de K�f �vi es estrictamente menor que
la dimensi�on de V � Por el Ejercicio ������ el grado de Anuf �vi� coincide con la dimensi�on de K�f �vi
y el grado de Anuf �v� � Pn coincide con la dimensi�on de V � K�f �v� Por tanto� Anuf �vi� � Pmi �
con mi � n� de donde se deduce que Pm 	 v � �� con m � maxfm��m�g � n� de donde se deriva una
contradicci�on� En consecuencia� f es indescomponible�
Supongamos ahora que f es indescomponible� Por la Proposici�on �������� el polinomio m��nimo

min�f� es una potencia de un irreducible� pongamos min�f� � Pn� Razonamos por inducci�on sobre n�
Si n � � y v � V no es cero� entonces del Ejercicio ������� se deduce que V � K�f �v� Supongamos
ahora que n � � y que se veri�ca la hip�otesis de inducci�on y pongamos W � P 	 V � fP 	 v � v � V g�
Claramente W es un subespacio f�invariante no nulo� Por la Proposici�on ������� la restricci�on g de f
a W tiene una descomposici�on indescomponible y� como min�g� � Pn��� por hip�otesis de inducci�on
los subespacios que aparecen en esta descomposici�on indescomponible son c��clicos� Es decir� existen
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w�� � � � � wk �W tal que W � K�f �w��	 	 	�K�f �wk�� K�g�w��	 	 	�K�g�wk�� Para cada i � �� � � � � k
sea vi � V tal que wi � P 	 vi y sea

V � � K�f �v�  	 	 	 K�f �vk�

Vamos a ver que la suma anterior es directa� Si Q� 	 v�  	 	 	 Qk 	 vk � �� entonces
Q� 	w�  	 	 	 Qk 	wk � P 	 �Q� 	 v�  	 	 	 Qk 	 vk� � �

y� por tanto� Qiwi � �� Eso implica que Anuf �wi� j Qi y como Anuf �wi� es una potencia de P � se
deduce que P divide a Qi� Si ponemos Qi � PRi� entonces

� �
nX
i��

Qi 	 vi �
nX
i��

Ri 	wi

y por tanto Riwi � �� de donde deducimos que Qi 	 vi � RiP 	 vi � R 	wi � �� Adem�as P 	 V � � P 	 V
y� por tanto� V � V �  Ker P �f�� La restricci�on h de f a Ker P �f� satisface las condiciones del
Ejercicio �������� Como V ��Ker P �f� es un subespacio h�invariante de Ker P �f�� existe un subespacio
h�invariante �o sea� f�invariante� K de Ker P �f� tal que Ker P �f� � �V � �Ker P �f���K� Entonces

V � V �  Ker P �f� � V �  �V � �Ker P �f��  K � V �  K

y
V � �K � V � �Ker P �f� �K � ��

de donde obtenemos la siguiente descomposici�on en suma directa de subespacios f�invariantes�

V � V � �K � K�f �v� � 	 	 	 �K�f �vk �K�

Como f es indescomponible K � � y k � � y el resultado est�a probado� �

Algunas consecuencias

Algunos de los resultados de los pasos anteriores tienen consecuencias interesantes aparte de la carac�
terizaci�on de los endomor�smos indescomponibles� El resto de esta secci�on lo dedicamos a ver algunas
de ellas�

Corolario ������ Un endomor�smo f de un espacio vectorial es diagonalizable precisamente si su
polinomio m��nimo es de la forma �X � ��� 	 	 	 �X � �k� con los �i distintos dos a dos�

Demostraci�on� Supongamos que f es diagonalizable y sea v�� � � � � vn una base de vectores propios
con valores propios ��� � � � � �n� Entonces Anuf �vi� � X � �i� para todo i y por tanto

min�f� � mcm�Anuf �v��� � � � �Anuf �vn�� � �X � ��� 	 	 	 �X � �k��

donde ��� 	 	 	 � �k son los diferentes valores propios�
Supongamos que min�f� � �X � ��� 	 	 	 �X � �k� con los �i distintos� Por la Proposici�on ��������

V � tX��� �V � � 	 	 	 � tX��k �V �

y la matriz asociada a la restricci�on de f a tX��i�V � es �i� Por tanto f es diagonalizable� �

Proposici�on ������ Sean f� g � E tales que fg � gf � Entonces existe una descomposici�on

V � V� � 	 	 	 � Vn

y polinomios irreducibles P�� � � � � Pn� Q�� � � � � Qn tales que� para cada i � �� �� � � � � n se veri�can�

�� Vi es f�invariante y g�invariante�

	� Para todo v � Vi� Anuf �v� es una potencia de Pi y Anug�v� es una potencia de Qi�
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Demostraci�on� Por la Proposici�on ������� y el Ejercicio �������

V � Ker R��
� �f� � 	 	 	 �Ker R�l

l �f�

donde min�f� � R��
� 	 	 	R�k

l es la descomposici�on irredundante de min�f� en producto de polinomios
m�onicos irreducibles� Como g conmuta con f � tambi�en conmuta con R�i

i �f� y por tanto Ker R
�i
i �f�

es g�invariante �Ejercicio �������� Sea gi la restricci�on de g a Ker R
�i
i �f�� Aplicando de nuevo la

Proposici�on ������� y los Ejercicios ������� y ������ a gi obtenemos que

Ker R�i
i �f� � Vi� � 	 	 	 � Viki

donde Vij es g�invariante y f�invariante y Anug�vij� es una potencia de un polinomio irreducible para
cualesquiera ��ndices i� j y para cada v � Vij � �Pegando� estas descomposiciones se obtiene el resultado
deseado� �

Corolario �����
 Si f y g son dos endomor�smos diagonalizables de V tales que fg � gf � entonces
existe una base B de V tal que fB y gB son diagonales �se dice que f y g son simult�aneamente
diagonalizables��

Demostraci�on� Sean V � V� � 	 	 	 � Vn y P�� � � � � Pn� Q�� � � � � Qn como en la demostraci�on de la
Proposici�on �������� Por el Corolario �������� para cada i � �� � � � � n existen �i y 	i tal que Anuf �v� �
X � �i y Anug�v� � X � 	i para todo v � Vi� O sea f�v� � �iv y f�v� � 	iv� Pegando bases de los Vi
obtenemos una base B de V tal que fB y gB son diagonales� �

���� Descomposici�on primaria

Como consecuencia de las Proposiciones ������ y ������	 se deduce�

Teorema ��	�� Sea f un endomor�smo del espacio vectorial de dimensi�on �nita V sobreK� Entonces
f � f��	 	 	�fn� donde cada fi es un endomor�smo de un subespacio invariante c��clico de V y min�fi�
es una potencia de un polinomio irreducible de K�X��

De�nici�on ��	�� Una descomposici�on f � f� � 	 	 	 � fn como la del Teorema ����� se llama des�
composici�on primaria de f � La lista de los polinomios min�fi�� con sus repeticiones si las hay� se llama
la lista de divisores elementales de la descomposici�on primaria�

Teorema ��	�� Las listas de divisores elementales de todas las descomposiciones primarias de un
endomor�smo son iguales salvo el orden� En consecuencia� podemos hablar de la lista de divisores
elementales del endomor�smo�

Demostraci�on� Supongamos que

f � g�� � 	 	 	 � g�k� � 	 	 	 � gp� � 	 	 	 � gpkp
� h�� � 	 	 	 � h�l� � 	 	 	 � gq� � 	 	 	 � gqlq

son dos descomposiciones primarias de f con

min�gij� � P
mij

i y min�hij� � Q
nij
i �

siendo los Pi polinomios m�onicos irreducibles distintos entre s�� y los Qi polinomios m�onicos irreducibles
distintos entre s��� Por la Proposici�on ������	 existen

v��� � � � � v�k�� � � � � vp�� � � � � vpkp � w��� � � � � w�l� � � � � � wq�� � � � � wqlq � V

tales que
V � �p

i�� �ki
j�� K�f �vij � �q

i�� �li
j�� K�f �wij
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con Anuf �vij� � P
mij

i y Anuf �wij� � Q
nij
i � Entonces min�f� � mcm�P

mij

i � i� j� � Pm�

� 	 	 	Pmp
p � donde

mi � max�mij � j�� An�alogamente� min�f� � mcm�Q
nij
i � i� j� � Qn�

� 	 	 	Qnq
q con ni � max�nij � j��

Esto muestra que p � q y que� reordenando los Qi si es necesario� Pi � Qi y mi � ni para todo i�
El lector puede comprobar como ejercicio que para cada i � �� � � � � p

tPi �V � � �ki
j��K�f �vij � �li

j��K�f �wij�

Por tanto f jtPi�V 	� �ki
j��gij � �li

j��hij� de manera que� para ver que mij � nij para cada par de
��ndices� podemos suponer que p � � es decir� que min�f� � Pm para alg�un polinomio irreducible P �
Es decir� podemos poner

V � �k
j��K�f �vj � �l

j��K�f �wj

donde Anuf �vj� � Pmj y Anuf �vj� � Pnj � Reordenando los vj y los wj� podemos suponer que los mj

y los nj est�an en orden decreciente� La demostraci�on estar�a terminada si vemos que mj � nj para cada
j� y a continuaci�on vemos esto por inducci�on en j� Obs�ervese que Pm� � min�f� � Pn�� lo que resuelve
el caso j � �� Sea j � � y suponemos que mt � nt para todo t � j� Podemos suponer� sin p�erdida de
generalidad que mj � nj� Entonces

Pmj 	 V � K�f �Pmjv� � 	 	 	 �K�f �Pmjvj��

� K�f �Pmjw� � 	 	 	 �K�f �Pmjwj�� �K�f �Pmjwj � 	 	 	 �K�f �Pmjwk�

Como� para cada t � j

dimK K�f ��Pmj 	 vt� � gr�Anuf �Pmj 	 vt�� � gr�Pmt�mj � � gr�Pnt�mj � � dimK K�f ��Pmj 	wt�
deducimos que Pmjwj � � y� por tanto mj � nj� �

La demostraci�on de la Proposici�on ���	�� muestra que� para calcular la lista de los divisores elemen�
tales de un endomor�smo f � podemos suponer que su polinomio m��nimo es potencia de un polinomio
irreducible P � En este caso� todos los divisores elementales son potencias de P y se trata s�olo de decir
cu�antos de ellos son el propio P � cu�antos son P �� etc�etera� El siguiente resultado nos da una f�ormula
que resuelve este problema�

Proposici�on ��	�	 Sea f un endomor�smo de V tal que min�f� � Pn con P irreducible de grado m
en K�X�� Para cada t � �� � � � � n sea

dt � dimK Ker P
t�f� � dimK Ker P

t���f��

Entonces el n�umero de divisores elementales de f de la forma P t es

nt �
dt � dt��

m
�

Demostraci�on� Pongamos
V � �n

k�� �nk
i�� K�f �vki

con Anuf �vki� � P k� para todo i� k� Obs�ervese que dimK K�f �vki � mk� para todo k e i� Por otro lado�
para todo t � �� � � � � n�

P t 	 V � �n
k�� �nk

i�� K�f ��P
t 	 vki� � �n

k�t�� �nk
i�� K�f ��P

t 	 vki�
y Anuf �P

t 	 vki� � P k�t� para todo k � t� Luego� dimK K�f ��P t 	 vki� � �k � t�m y� por tanto�

dimK P t�f��V � � dimK P t 	 V �
nX

k�t��

nkX
i��

dimKK�f ��P t 	 vki� �
nX

k�t��

nk�k � t�m�

de donde

dimK Ker P
t�f� � dimK V � dimK P t�f��V � � dimK V �

nX
k�t��

nk�k � t�m
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y como consecuencia

dt �
nX
k�t

nk�k � t ��m �
nX

k�t��

nk�k � t�m � m

nX
k�t

nk�

de donde se deduce f�acilmente que mnt � dt � dt��� �

Sea f � f� � 	 	 	 � fk una descomposici�on primaria de f asociada a la descomposici�on V � V� �
	 	 	 � Vk� Como cada Vi es c��clico� existen vectores vi tales que Vi � K�f �vi� y pondremos Qi �
Anuf �vi� � min�fi�� de modo que Q�� � � � � Qk son los divisores elementales de f � Como hemos visto en
el Ejercicio ������� el conjunto Bi � fvi� f�vi�� f��vi�� � � � � fmi���vi�g es una base de Vi �donde mi es el
grado de Qi� y se tiene fiBi

� C�Qi�� Por tanto� del Teorema ���	�� se deduce�

Corolario ��	�� Para todo endomor�smo f de un espacio vectorial de dimensi�on �nita V existe una
base B tal que

fB �

�BBB�
C�Q��

C�Q��
� � �

C�Qk�

�CCCA ����	���

donde �Q�� Q�� � � � � Qk� es la lista de los divisores elementales de f y C�Qi� es la matriz compa�nera de
Qi� La matriz de �����	� se llama forma can�onica primaria de f �

A la forma can�onica primaria se le puede �dar la vuelta�� Supongamos que B es una base de V
tal que fB es de la forma ����	���� Si descomponemos la base B de acuerdo con los bloques de la
matriz ����	��� B � B� � B� � 	 	 	 � Bk� entonces cada Vi � hBii es un subespacio f�invariante de
V � Adem�as� por la forma de la matriz compa�nera C�Qi�� si vi es el primer elemento de Bi y mi es
el grado de Qi� entonces Bi � fvi� f�vi�� f��vi�� � � � � fmi���vi�g� Luego Vi � K�f �vi y fi � f jVi es
indescomponible y por tanto f � f��f��	 	 	�fk es una descomposici�on primaria de f � En conclusi�on�
�Q�� Q�� � � � � Qk� es la lista de divisores elementales de f y tenemos el siguiente corolario�

Corolario ��	�� Dos endomor�smos son semejantes precisamente si sus listas de divisores elemen�
tales coinciden salvo el orden� precisamente si sus formas can�onicas primarias coinciden salvo el orden
en el que escribimos las matrices compa�neras�

Ejercicio ��	�� Demostrar que un endomor�smo es diagonalizable precisamente si su forma can�onica
primaria es diagonal�

Ejemplos ��	�
 Forma can�onica primaria�

Vamos a obtener la forma can�onica primaria de los endomor�smos de los Ejemplos ������ y �������

�� Sea f el endomor�smo de R� dado por f�x� y� z� � ��x � �y � �z� x  y� z�� Ya vimos en el
Ejemplo ������ que R� � hui � hv� wi � R�f �u�R�f �v es una descomposici�on indescomponible de
f � donde u � ������ ��� v � ��� �� �� y w � ���� �� ��� Tambi�en vimos en el Ejemplo ������ que
Anuf �u� � X � � y Anuf �v� � X�  �� Entonces� la forma can�onica primaria de f es

�
C�X � ��

C�X�  ��

�
�

�� �
� ��
� �

�A
Y la base en la que se obtiene la forma can�onica primaria es fu� v� f�v� � wg� De hecho� ya
hab��amos obtenido esta representaci�on matricial en el Ejemplo �������

�� Sea f el mismo endomor�smo del ejemplo anterior pero considerado en C � � En tal caso� C �f �v
no es indescomponible� como ve��amos en el Ejemplo ������� En dicho ejemplo ve��amos que f es
diagonalizable� y claramente la forma diagonal es la forma can�onica primaria�
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�� Sea ahora f el endomor�smo de K� dado por f�x� y� z� � �x� x y� x z�� En el Ejemplo ������
vimos que K� � hv�i � hv�� v�i es una descomposici�on indescomponible� donde v� � ��� �� ���
v� � ��� �� �� y v� � ��� �� ��� Por tanto� hv�� v�i � K�f �v para alg�un vector v� Como f�v�� � v��
K�f �v� � hv�i y por tanto el vector v� no puede hacer de v� Sin embargo� f�v�� � v�  v� es
linealmente independiente con v� y por tanto podemos coger v � v�� Como f

��v� � �v�  v� �
�v�  �f�v�� la matriz asociada a f en la base B � fv�� v� f�v�g es�� �

� �
� ��

�A �

�Esta es la forma can�onica primaria de f y sus divisores elementales son X � � � Anu�v�� y
X� � �X  � � �X � ��� � Anu�v��

	� Sea ahora f el endomor�smo de K� del segundo apartado de los Ejemplos ������� Ya vimos que
el polinomio m��nimo de f es �X � ���X� � �X  ��� Supongamos que K � R� Entonces� los
polinomios X � � y X� � �X  � son irreducibles y por tanto son los factores invariantes de f y
la forma can�onica primaria es �� �

� ��
� �

�A
Ya vimos que X � � � Anuf �e�� y X� � �X  � � Anuf �e�� y por tanto una base en la que se
obtiene la forma racional es fe�� e�� f�e�� � e�  e�g�

La �unica forma que hemos visto hasta ahora para calcular el polinomio m��nimo de un endomor�smo
ha consistido en aplicar el Ejercicio �����
� Sin embargo� hay un m�etodo m�as efectivo� al que dedicamos
el resto de la secci�on�

De�nici�on ��	�� Se llama polinomio caracter��stico de una matriz A �Mn�K� al polinomio

�A � det�XI � A��

donde I �Mn�A� representa la matriz identidad�

Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracter��stico� En efecto� si A y B son matrices
semejantes� entonces existe una matriz invertible U tal que B � U��AU � Luego�

�B � det�XI � B� � det�XU��U � U��AU � � det�U���XI �A�U �
� det�U��� det�XI �A� det�U � � det�XI �A� � �A�

Por tanto todas las representaciones de un endomor�smo tienen el mismo polinomio caracter��stico� Se
llama polinomio caracter��stico �f de un endomor�smo f al polinomio caracter��stico de cualquiera de
sus representaciones matriciales�

Ejercicio ��	�� Demostrar que el polinomio caracter��stico de la matriz compa�nera C�P � de un poli�
nomio m�onico P es precisamente P �

Utilizando el Corolario ���	�� y el Ejercicio ���	��� se demuestra f�acilmente el siguiente�

Teorema ��	��� �Cayley�Hamilton� Si f es un endomor�smo entonces �f �f� � �� o equivalente�
mente min�f� j �f � Adem�as min�f� y �f tienen los mismos divisores irreducibles�

Ejemplo ��	��� C�alculo de la forma can�onica primaria�

Consideremos el endomor�smo f � A	 de R�� donde

A �

�BBBB�
�� �� �� �� �
� � � � �
� � � �� �
� � � � ��
� � � � �

�CCCCA �
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El polinomio caracter��stico de A es �X � ���X�  ���� En vista del Teorema de Cayley�Hamilton
����	����� el polinomio m��nimo de A es �X � ���X�  �� �o �X � ���X�  ���� Comprobando que
�A� ���A� �� 
� � deducimos que es el segundo y por tanto la forma can�onica primaria de f ha de ser

J �

�
C�X � ��

C��X�  ����

�
�

�BBBB�
�
� � � ��
� � � �
� � � ��
� � � �

�CCCCA �

Para obtener la descomposici�onR� � tX���R���tX����R
�� observamos que las columnas de la matrices

�A�  I�� y A � I han de pertenecer a tX���R�� y tX����R
�� respectivamente� Como

�A�  I�� �

�BBBB�
� � � � 	
� � � � �	
� � � � 	
� � � � �	
� � � � 	

�CCCCA
una base de tX���R

�� est�a formada por el vector e� � ������ ����� ��� Por otro lado�

A� I �

�BBBB�
�� �� �� �� �
� �� � � �
� � �� �� �
� � � � ��
� � � � �

�CCCCA
de donde f�acilmente se deduce que una base de tX����R

�� est�a formada por los cuatro primeros vectores
de la base can�onica C � fe�� � � � � e�g� Entonces�

e� � ��� �� �� �� ��
f�e�� � ���� �� �� �� ��
f��e�� � ������ �� �� ��
f��e�� � ��� ����� �� ��

forman una base B de W � tX����R
�� y por tanto la restricci�on de f a W es indescomponible y

W � R�f �e�� La forma can�onica primaria de f se obtiene en la base B � fe�� e�� f�e��� f��e��� f��e��g�
�Compru�ebese calculando expl��citamente AU y UJ � donde U � CCB es la matriz de cambio de base��

Ejercicio ��	��� Resolver el ejercicio anterior considerando f � A	 como un endomor�smo de C � �

���	 Forma Can�onica de Jordan

En la secci�on anterior hemos asociado a cada endomor�smouna matriz can�onica llamada forma can�onica
primaria� En esta secci�on vamos a ver una nueva forma can�onica� llamada forma can�onica de Jordan� que
tiene m�as aplicaciones �v�ease la Secci�on ���
�� El proceso para conseguir la forma can�onica primaria ha
consistido en descomponer el endomor�smo f en una suma directa de endomor�smos indescomponibles
f � f� � 	 	 	 � fk y despu�es� para cada fi� elegir una base del tipo vi� f�vi�� � � � � f

n���vi�� donde fi
es un endomor�smo de K�f �vi y n es la dimensi�on de K�f �vi �y el grado del polinomio anulador de
vi�� Podemos conseguir algo mejor si elegimos la base de otra forma aprovechando que el polinomio
anulador es una potencia de un irreducible�

De�nici�on ����� Sea f un endomor�smo del espacio vectorial V sobre K� Sea v � V tal que
Anuf �v� � Pn con P � K�X� irreducible y m�onico de grado m� Entonces pondremos

B�v� � Bf �v� � fXiP j 	 v � � � i � m� � � j � ng
� fv� f�v�� f��v�� � � � � fm���v��

P �f��v�� �fP �f���v�� �f�P �f���v�� � � � � fm��P �f���v��
� � � �
Pn���f��v�� �fPn���f���v�� �f�Pn���f���v�� � � � � �fm��P �f�n����v�g
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Lema ����� Sea f un endomor�smo indescomponible de V � Sea min�f� � Pn� con P irreducible y
m�onico de grado m� y sea v � V tal que V � K�f �v� Entonces B � Bf �v� es una base de V y la matriz
asociada a f en B � Bf �v� es

fB � Jn�P � �

�BBBBBBB�

C�P �
N C�P �

N C�P �
� � �

� � �

N C�P �
N C�P �

�CCCCCCCA
�

donde hay n � n bloques� todos de tama�no m �m� y

N �

�BBB�
� � 	 	 	 �
� � 	 	 	 �
���

���
� � �

���
� � 	 	 	 �

�CCCA �Mm�K��

Rec��procamente� si f es representable por una matriz del tipo Jn�P �� entonces f es indescomponible y
Pn es el polinomio m��nimo de f �

Demostraci�on� Por el Ejercicio ������� la dimensi�on de V coincide con el grado nm del polinomio
m��nimo de f � Por tanto� para comprobar que B es una base� basta con demostrar que es un conjunto
linealmente independiente� Pero esto es f�acil� ya que si

m��X
i��

n��X
j��

�ijX
iP j 	 v � �

entonces� haciendo Q �
Pm��

i��

Pn��
j�� �ijX

iP j� se tiene Q�f��v� � �� Por tanto� Q es m�ultiplo de Pn� y

como gr�Q� � gr�Pn� deducimos que Q � �� Como es claro que los polinomios fXiP
j � � � i � m� � �

j � ng son linealmente independientes� deducimos que �i�j � ��
El resto de la demostraci�on lo dejamos como ejercicio� �

De�nici�on ����� La matriz Jn�P � del Lema �����	 se llama matriz de elemental de Jordan genera�
lizada asociada al polinomio irreducible y m�onico P con multiplicidad n� Se llama matriz de Jordan
generalizada a una matriz del tipo�BBB�

Jk��P��
Jk��P��

� � �

Jkm�Pm�

�CCCA ��������

en la que cada Pi es un polinomio irreducible y m�onico de K�X� �los Pi pueden repetirse��

Corolario ����	 Cada endomor�smo f � EndK�V � es representable por una matriz de Jordan gene�
ralizada� de forma �unica salvo permutaciones en las matrices elementales de Jordan generalizadas que
la componen� Adem�as� en tal caso� los divisores elementales de f son P k�

� � � � � � P km
m �

En consecuencia� toda matriz A �Mn�K� es semejante a una matriz de Jordan generalizada� �unica
salvo permutaciones en las matrices elementales de Jordan generalizadas que la componen�

Demostraci�on� La existencia de una representaci�on por una matriz de Jordan generalizada es con�
secuencia del Teorema ���	�� y del Lema ������� Por otro lado� del Lema ������ se deduce que si f es
representable por la matriz ��������� entonces los divisores elementales de f son P k�

� � � � � � P km
m � De la

unicidad de los divisores elementales �Teorema ���	��� se deduce la unicidad de la representabilidad por
matrices de Jordan generalizadas� �
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De�nici�on ����� Se llama forma can�onica de Jordan generalizada de un endomor�smo �respectiva�
mente� de una matriz� a cualquier matriz de Jordan generalizada que la represente �respectivamente�
que sea semejante a ella�� No distinguiremos en el orden en el que escribimos las matrices elementales
que forman la forma can�onica de Jordan generalizada y� por tanto� hablaremos de la forma can�onica
de Jordan generalizada� Dos endomor�smos son semejantes precisamente si sus formas can�onicas de
Jordan generalizadas son iguales�

Ejemplo ����� C�alculo de la forma de Jordan generalizada�

Consideremos la matriz A del Ejemplo ���	���� Como Anuf �e�� � �X
� ���� podemos obtener la forma

generalizada de Jordan de f con la base B� � fe�g �Bf �e�� formada por

e� � ������ ����� ��
e� � ��� �� �� �� ��

f�e�� � ���� �� �� �� ��
�f�  ���e�� � ������ �� �� ��

f�f�  ���e�� � ���� ����� �� ���
Lo cual se puede ver comprobando la igualdad AU � UJ donde U es la matriz �invertible� cuyas
columnas est�an formadas por las coordenadas de la base B� y

J �

�BBBB�
�
� ��
� �
� � � ��
� � � �

�CCCCA �
�

J��X � ��
J��X

�  ��

�

es la forma can�onica de Jordan generalizada de A�

Cuando los divisores elementales de un endomor�smo son potencias de polinomios lineales �de grado
��� su forma de Jordan generalizada toma un aspecto particularmente agradable�

De�nici�on ����� Sean a � K y n � Z�� Se llama matriz elemental de Jordan de valor propio a y
tama�no n a la matriz Jn�a� � Mn�K� dada por

Jn�a� �

�BBBBB�
a
� a
� a

� � �
� � �

� a

�CCCCCA
es decir� Jn�a� es la matriz elemental de Jordan generalizada asociada al polinomio irreducible X � a�
con multiplicidad n
 en s��mbolos� Jn�a� � Jn�X � a�� Una matriz de Jordan es una matriz del tipo�BBB�

Jn��a��
Jn��a��

� � �

Jnk�ak�

�CCCA � ������	�

Como consecuencia del Corolario �����	 se obtiene�

Corolario ����
 Las siguientes condiciones son equivalentes para un endomor�smo f de un espacio
vectorial sobre el cuerpo K�

�� f tiene una representaci�on matricial que es una forma de Jordan con valores propios en K�

	� El polinomio m��nimo min�f� es completamente descomponible�

�� El polinomio caracter��stico �f es completamente descomponible�
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Adem�as� si min�f� � �X � a��
m� 	 	 	 �X � ak�

mk � con a�� � � � � ak � K distintos� entonces los valores
propios de una matriz de Jordan J que represente a f son a�� � � � � ak y mi es el m�aximo de los tama�nos
de las matrices elementales de Jordan� de valor propio ai� que forman J �

Finalmente� todas las representaciones de f por matrices de Jordan son iguales� salvo el orden en
que se escriben las matrices elementales de Jordan que las forman�

Corolario ����� Las condiciones siguientes son equivalentes para una matriz A �Mn�K��

�� A es semejante a una matriz de Jordan con valores propios en K�

	� El polinomio m��nimo min�A� es completamente descomponible en K�

�� El polinomio caracter��stico �A es completamente descomponible en K�

Adem�as� si min�f� � �X � a��m� 	 	 	 �X � ak�mk � con a�� � � � � ak � K distintos� entonces los valores
propios de una matriz de Jordan J semejante a A son a�� � � � � ak y mi es el m�aximo de los tama�nos de
las matrices elementales de Jordan� de valor propio ai� que forman J �

Finalmente� todas las matrices de Jordan semejantes a A son iguales� salvo el orden en que se
escriben las matrices elementales de Jordan que las forman�

Del Corolario �����
 se deduce que no todos los endomor�smos son representables por una matriz
de Jordan con valores propios en K �salvo si K es algebraicamente cerrado�� Sin embargo� vamos a
ver c�omo podemos representar cada endomor�smo por una forma de Jordan con valores propios en un
cuerpo que contenga a K como subcuerpo�
Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial V de dimensi�on n sobre el cuerpo K� Para simpli�car

suponemos que V � Kn y que f � A	 para una matriz A � Mn�K�� Por el Corolario 	�	�	� existe
un cuerpo K � que contiene a K como subcuerpo y tal que min�f� es completamente descomponible en
K�� Si V� � K�n� entonces f se puede extender de forma �unica a un endomor�smo de EndK��V��� Este
endomor�smo extendido� que tambi�en denotaremos por f � ser�a el endomor�smo que tiene por matriz
asociada en la base can�onica la matriz A� Por el Corolario �����
� f es representable sobre K� por una
matriz de Jordan� En resumen� como consecuencia del Corolario �����
� tenemos�

Teorema ����� Dado f � EndK�V � existen� un cuerpo K� que contiene a K como subcuerpo
 un
espacio vectorial V � sobre K�� que contiene a V como subespacio vectorial sobre K y de forma que una
base de VK es una base de V �

K� 
 y un endomor�smo f � � EndK��V �� que se restringe a f sobre V � tales
que f � es representable por una matriz de Jordan�

Corolario ������ Para toda matriz A � Mn�K� existe un cuerpo K� que contiene a K como sub�
cuerpo y tal que A es semejante a una �unica matriz de Jordan sobre K��

La matriz de Jordan que representa a un endomor�smo f �o que es semejante a una matriz A� en
alg�un cuerpo K � que contiene a K se llama forma can�onica de Jordan� de f �o de A��

���
 C�alculo efectivo

En esta secci�on vamos a ver c�omo obtener efectivamente la forma can�onica de Jordan de un endomor�
�smo o de una matriz� Para ello seguimos los pasos del siguiente algoritmo�

Algoritmo de c�alculo de la forma de Jordan de un endomor�smo f o una matriz A�

Supondremos que f se descompone en factores lineales� bien por que eso sucede sobre K o porque
consideramos un cuerpo K � que contiene a K como subcuerpo y en el que �f descompone�

�� Calculamos el polinomio caracter��stico� �f ��o �A��

�� Descomponemos �f en la forma �f � �X � a��n� 	 	 	 �X � ak�nk � donde a�� � � � � ak son distintos�

�Aunque pueden existir distintos cuerpos K� que contengan a K y en los que min
f se descomponga en factores
lineales� es posible demostrar que �el menor K� con esa propiedad� es �unico salvo isomor�smos� En el caso de mayor
inter�es� K � R� ese cuerpo es R�o C� dependiendo de si min
f se descompone o no en factores lineales en R�X��
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�� Calculamos el polinomio m��nimo� �Este ser�a el polinomio P � �X � a��
m� � � � �X � ak�

mk con
los mi m��nimos entre los que veri�quen P �f� � �� Por el Teorema de Cayley�Hamilon ����	�����
� � mi � ni� para todo i�

	� Para cada i � �� � � � � k calculamos elementos vi�� � � � � viti de forma que

Ker �f � ai�
mi � �ti

j��K�f �vij

Para hacer esto procedemos de la siguiente forma� Para simpli�car pongamos a � ai� m � mi

y los elementos vi�� � � � � viti que vamos a calcular los denotamos v�� � � � � vt Pongamos g � f � a�
Obs�ervese que

Ker �g� � Ker �g�� � 	 	 	 � Ker �gm��� � Ker �gm� � Ker �gm��� � 	 	 	
y que si x � Ker �gi�� entonces g�x� � Ker �gi���� Adem�as� si x�� � � � � xk � Ker �gi� y sus
proyecciones en Ker �gi��Ker �gi��� son linealmente independientes� entonces las proyecciones de
g�x��� � � � � g�xk� en Ker �g

i����Ker �gi��� son linealmente independientes ��por qu�e���

Elegiremos
v�� � � � � vj� � vj���� � � � � vj� � � � � � vjm����� � � � � vjm

de forma que en cada �la de la siguiente tabla� las clases de los elementos que aparecen a la
izquierda en el espacio vectorial cociente de la derecha forman una base de este espacio�

v� � � � vj� Ker �gm��Ker �gm���
g�v�� � � � g�vj�� vj��� � � � vj� Ker �gm����Ker �gm���
g��v�� � � � g��vj� � g�vj���� � � � g�vj� � vj��� � � � vj� Ker �gm����Ker �gm���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� Cada uno de los vij proporcionar�a una matriz elemental de Jordan del tipo Jnij �ai� donde nij
viene determinado por la propiedad vij � Ker �f � ai�nij nKer �f � ai�nij���

�� La base en la que la representaci�on matricial de f es su forma can�onica de Jordan est�a formada
uniendo los conjuntos de la forma

Bf �vij� � fvij� �f � ai��vij�� �f � ai�
��vij�� � � � � �f � ai�

nij���vij�g�
Obs�ervese que cada uno de estos conjuntos corresponde a los elementos de una columna de la
tabla del paso 	� Por tanto� los tama�nos de las cajas de la forma de Jordan coinciden con las
alturas de las columnas de dicha tabla �sin contar las cajas vac��as��

�� Si estamos buscando la forma de Jordan de una matriz A� entonces U��AU es la forma de Jordan�
donde U se obtiene poniendo en columna las coordenadas de los elementos de la base descrita en
el paso ��

Ejemplo ����� C�alculo de la forma can�onica de Jordan�

Sea

A �

�BB�
� � � �

�� � � �
� �� � ��
� � � �

�CCA �

Entonces

�A �

��������
X � � � � �
� X � � � �
� � X �
�� �� �� X � �

�������� � �X � ���X � ���X� � �X  �� � �X � ����X � ���

As�� que los valores propios de A son � y �� de forma que la suma de los tama�nos de las matrices
elementales de Jordan que forman la forma de can�onica Jordan de A con valor propio � es � y s�olo hay
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una matriz elemental de Jordan con valor propio � y tama�no �� Por tanto� la forma de Jordan A es una
de las tres siguientes� �BB�

�
�
�
�

�CCA �

�BB�
� �
� �

�
�

�CCA �

�BB�
� � �
� � �
� � �

�

�CCA �

Por el Teorema de Cayley�Hamilton ����	����� el polinomiom��nimo de A es �X���n�X��� con n � �� �
�o �� Como

�A� I��A � �I� �

�BB�
� � � �

�� � � �
� �� �� ��
� � � �

�CCA
�BB�

� � � �
�� �� � �
� �� �� ��
� � � �

�CCA �
�BB�
� � � �
� � � �
� � � �
� �� �� ��

�CCA 
� �

y

�A � I���A� �I� �

�BB�
� � � �

�� � � �
� � � �
� � � �

�CCA
�BB�

� � � �
�� �� � �
� �� �� ��
� � � �

�CCA � ��
el polinomio m��nimo de A es �X � ����X � ��� Eso implica que la forma de Jordan de de A es

J �

�BB�
� �
� �

�
�

�CCA �

Vamos a encontrar una matriz invertible U tal que U��AU � J � Para ello primero buscamos un
elemento en Ker �A � I�� n Ker �A � I�� El vector v� � ��� �� �� �� satisface esta propiedad� Entonces
v� � �A � I�v� � ��� ����� �� � Ker �A � I�� Ahora tenemos que completar v� con un vector v� de
forma que v� y v� formen una base de Ker �A � I� � f��� x�� x�� x�� � x�  x�  x� � �g� Podemos
elegir v� � ��� ����� ��� Finalmente necesitamos un vector v
 � Ker �A � �I�� Calculando este n�ucleo
observamos que v
 � ������ �� �� es una base de Ker �A� �I�� Por tanto

U �

�BB�
� � � �
� � � ��
� �� �� �
� � � �

�CCA
es la matriz buscada� Compru�ebese la igualdad AU � UJ �

C�alculo de la forma de Jordan generalizada de un endomor�smo f o una matriz A�

El proceso de c�alculo de la forma can�onica de Jordan generalizada de un endomor�smo o una matriz�
en el caso en el que no exista la forma can�onica de Jordan� es bastante similar al del caso en el que
s�� exista� Enumeraremos aqu�� las diferencias con los siete pasos del algoritmo de c�alculo de la forma
can�onica de Jordan�

�� El momento en el que descubriremos que un endomor�smono tiene forma can�onica de Jordan sobre
K ser�a al calcular� en el paso �� la descomposici�on del polinomio caracter��stico �f � Pn�

� 	 	 	Pnk
k

como producto de polinomios irreducibles de K�X�� si alg�un Pi tiene grado mayor que ��

�� Entonces� en el paso �� calcularemos el polinomio m��nimo de forma similar� excepto que �este debe
tener la forma Pm�

� 	 	 	Pmk

k � con � � mi � ni para todo i�

	� En el paso 	� debemos calcular vi�� � � � � viti de forma que

Ker Pmi

i �f� � �ti
j��K�f �vij �
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Supongamos que P � Pi tiene grado n y pongamos m � mi� vj � vij y t � ti� Entonces� la
b�usqueda de v�� � � � � vt se hace de forma similar a la explicada en el paso 	 cambiando en la tabla
cada aparici�on de un vi por

vi� f�vi�� f
��vi�� � � � � f

n���vi��

�� Cada vij da lugar a una matriz de Jordan generalizada�

�� La base en la que se obtiene la forma de Jordan generalizada se obtiene �pegando� las bases
Bf �vij� de cada K�f �vij � Por tanto� las cajas de la forma de Jordan generalizada tienen tama�no
hn donde h es la altura correspondiente al vector vi en la tabla�

Ejemplo ����� Forma can�onica de Jordan generalizada�

Calculemos la forma can�onica de Jordan generalizada de la matriz racional

A �

�BB�
� �� �� �
� �� �� �
� � �� ��
� �� � �

�CCA �M
�Q�

Calculamos el polinomio caracter��stico y obtenemos

�A �

��������
X � � � � �
�� X  � � �
� � X  � �
� � �� X

�������� � �X
�  X  ����

Como P � X�  X  � es indescomponible en Q�X� y en R�X�� A no tiene una forma de Jordan sobre
Q ni sobre R� aunque si la tendr�a sobre C � Como

P �A� � A�  A � �

�BB�
� �� � �
� � � �
� � � �

�� � �� ��

�CCA 
� ��

el polinomio m��nimo de A es P �� Por tanto� la forma de Jordan generalizada de A es

J �

�
C�P �
N C�P �

�
�

�BB�
� ��
� ��
� � � ��
� � � ��

�CCA �

Para encontrar la matriz U tal que U��AU � J � buscamos v 
� Ker P �A�� por ejemplo� v � ��� �� �� ���
Entonces� las columnas de V est�an formadas por v� � v � ��� �� �� ��� v� � Av � ��� �� �� ��� v� �
P �A��v� � ��� �� ������ v
 � �AP �A���v� � ��� �� ����� es decir�

U �

�BB�
� � � �
� � � �
� � � �
� � �� ��

�CCA
satisface U��AU � J �

���� Matrices reales de Jordan

Como hemos visto� para obtener la forma can�onica de Jordan de un endomor�smo de un espacio vectorial
�o una matriz� sobre un cuerpo K� a menudo tenemos que considerar un cuerpo mayor que el original�
Esto no pasa si el cuerpo K es algebraicamente cerrado� pues el polinomio m��nimo es completamente
descomponible� Como R no es algebraicamente cerrado� la forma can�onica de Jordan de una matriz



�		 CAP�ITULO ��� FORMAS CAN �ONICAS DE MATRICES

real es a menudo una matriz compleja� pero no real� Sin embargo� como R y C est�an tan cercanos� es
f�acil obtener una representaci�on matricial real de una matriz real �y por tanto de un endomor�smo de
un espacio vectorial real� que es muy parecida a una matriz de Jordan�
En efecto� sea f un endomor�smo de un espacio vectorial real V � Consideramos el espacio vectorial

complejo
V �i� � fx yi � x� y � V g

con la suma
�x�  y�i�  �x�  y�i� � �x�  x��  �y�  y��i

y el producto por escalares

�a bi��x yi� � �ax� by�  �ay  bx�i�

donde a� b � R�
Dado v � x yi � V �i�� pongamos Re �v� � x� Im �v� � y y v � x yi� Consideramos V contenido

en V �i�� identi�cando x � V con x �i� y extendemos f a un endomor�smo del espacio vectorial complejo
V �i� poniendo

f�x  yi� � f�x�  f�y�i�

Sea W un subespacio de V �i� invariante por f � de forma que la restricci�on de f a W es indescom�
ponible� Entonces�

W � C �f �v y Anuf �v� � �X � a�n

para ciertos v � V �i�� a � C y n  �� As�� que
W � fv � v �Wg � C �f �v y Anuf �v� � �X � a�n�

luego W tambi�en es un subespacio invariante por f y la restricci�on de f a W es indescomponible� En
consecuencia� por cada matriz elemental de Jordan de la forma Jn�a� con a � C n R que aparezca
en la forma can�onica de Jordan de f � existe otra de la forma Jn�a�� Eso implica que V �i� tiene una
descomposici�on primaria de la forma

V �i� � C �f �u� � 	 	 	 � C �f �uk � C �f �v� � C �f �v� � 	 	 	 � C �f �vl � C �f �vl � ��������

donde
uj � V� Anuf �uj� � �X � aj�

pj con aj � R �j � �� � � � � k�
vj � V �i� n V� Anuf �vj� � �X � bj�

qj con bj � C nR �j � �� � � � � l�
vj � V �i� n V� Anuf �vj� � �X � bj�qj con bj � C nR �j � �� � � � � l�

Fijemos un ��ndice j � f�� � � � � lg� y pongamos
v � vj � b � bj � � 	i y q � qj�

Entonces�
v� �f � b��v�� � � � � �f � b�q���v�� v� �f � b��v�� � � � � �f � b�q���v�

es una base de Tv � C �f �v � C �f �v � Pero tambi�en
Bv � fRe �v�� Im �v��Re ��f � b��v��� Im ��f � b��v��� � � � �Re ��f � b�q���v��� Im ��f � b�q���v��g

es una base de V �i� como espacio vectorial sobre C � Adem�as� Bv �Bvi es una base de Tv como espacio
vectorial sobre R� de forma que Bv es una base de V � Tv� y la matriz asociada a la restricci�on de f a
V � Tv es

Jq��� 	� �

�BBBBBBBBBBBBB�

� 	
�	 �
� �
� �

� 	
�	 �
� �
� �

� 	
�	 �
� � �

� � �

� �
� �

� 	
�	 �

�CCCCCCCCCCCCCA
�
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donde hay q � q bloques� Una matriz del tipo Jq��� 	� se llama matriz elemental real de Jordan de
tama�no q y valor propio � 	i�
Con los vectores ui de la descomposici�on �������� se act�ua de igual modo� aunque en este caso s�olo

hemos de quedarnos con las partes reales� La uni�on� en el orden adecuado� de las bases as�� obtenidas
nos da una base de V sobre R en la que la matriz de f es�BBBBBBBB�

Jn��a��
� � �

Jnk�ak�
Jm�

�b�� c��
� � �

Jml
�bl� cl�

�CCCCCCCCA
�

con a�� � � � � ak� b�� c�� � � � � bl� cl � R� Una matriz de este tipo se llama matriz real de Jordan� Como
consecuencia� se tiene�

Teorema ����� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial real V � Entonces f es representable
por una matriz real de Jordan� �unica salvo permutaciones de las matrices elementales reales de Jordan
que la forman� Esta matriz se llama la forma can�onica real de Jordan de f �

Ejemplo ����� Formas can�onicas de Jordan real y compleja�

Veamos c�omo podemos obtener la forma can�onica real de Jordan de la matriz del Ejemplo ������

A �

�BB�
� �� �� �
� �� �� �
� � �� ��
� �� � �

�CCA �

Ya vimos que el polinomio m��nimo de A es

�X�  X  ��� � �X � ����X � ��� con � �
��  p��

�
�

Por tanto la formas de Jordan compleja y real de A son

JC �

�BB�
� �
� �

� �
� �

�CCA y JR�

�BB�
���� p

���

�p��� ����
� � ���� p

���

� � �p��� ����

�CCA �

Para obtener una base del bloque con valor propio � buscamos

v � Ker �A � ��� nKer �A � ���

Una forma r�apida de obtener v es observar que� como

�A � ����A � ��� � ��

entonces los elementos de la forma �A � ���x pertenecen a Ker �A � ���� En particular� las columnas
de �A � ��� pertenecen a Ker �A� ���� Calculando

�A � ��� �
�

�

�BB�
�  �

p�� ��� �p�� 	� �p�� �
�  �

p�� �� �p�� �� 	p�� 	
� � ��� �p�� �� �p��
�� ��p�� ��  �p�� ��  p��

�CCA
y

�A� ���A � ��� �
�

�

�BB�
	  �

p�� ���p�� 	  �
p�� ��  �p��

�  
p�� �� �  

p�� �
p��

� ��  p�� � �  
p��

���p�� � �� �p�� ��p��

�CCA �
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deducimos que cualquiera de las columnas de �A���� pertenece a Ker �A����nKer �A���� Tomando
v � ��  �

p��� �  �p��� �� ����
obtenemos que

v� � v y v� � �A � ��v� � �	  �
p��� �  p��� �� ���p���

forman una base del bloque correspondiente al valor propio �� As���

v� � �� � �
p��� �� �p��� �� ��� y v� � �A� ��v� � �	� �

p��� ��p��� �� ��  p���
forman una base correspondiente al bloque correspondiente al valor propio �� Por tanto� la matriz

U� �

�BB�
�  �

p�� 	  �
p�� �� �p�� 	� �p��

�  �
p�� �  

p�� �� �p�� ��p��
� � � �
�� ���p�� �� ��  p��

�CCA
satisface la ecuaci�on U��

� AU� � JC�
Tomando las partes reales e imaginarias de los vectores de las bases anteriores obtenemos la base

u� � ��� �� �� ���
u� � ��

p
�� �

p
�� �� ��

u� � �	� �� �� ���
u
 � ��

p
��
p
�� �� �p���

Finalmente� vemos que la matriz

U �

�BB�
� �

p
� 	 �

p
�

� �
p
� �

p
�

� � � �
�� � �� �p�

�CCA
satisface la ecuaci�on U��AU � JR�

��� Aplicaciones

Expresar un endomor�smo o una matriz en su forma can�onica de Jordan tiene m�ultiples aplicaciones y
en esta secci�on veremos algunas de ellas�

C�alculo de potencias

La primera aplicaci�on es el c�alculo de potencias del endomor�smo o la matriz� Esto se basa en la sencilla
f�ormula

�U��AU �n � U��AnU�

y en el hecho de que es f�acil calcular potencias de matrices de Jordan ya que�BBB�
A�

A�

� � �

Ak

�CCCA
n

�

�BBB�
An
�

An
�

� � �

An
k

�CCCA
y

Jm�a�
n �

�BBBBB�
an � � � 	 	 	�

n
�

�
an�� an � � 	 	 	�

n
�

�
an��

�
n
�

�
an�� an � 	 	 	�

n
�

�
an��

�
n
�

�
an��

�
n
�

�
an�� an 	 	 	

���
���

���
���

� � �

�CCCCCA �

El lector puede demostrar esta f�ormula por inducci�on sobre n�
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Ejemplo ��
�� C�alculo de las potencias de una matriz�

Vamos a calcular An� donde

A �

�BBBBBB�
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � �� �

�CCCCCCA �

Para ello� calcularemos la forma can�onica de Jordan de A� Empezamos calculando el polinomio carac�
ter��stico de A�

�A � �X � ��
�X�  �� � �X � ��
�X � i��X  i��

As��� el polinomio m��nimo de A es de la forma �X � ��n�X�  �� donde n � 	� Como se tiene �A �
I���A�  I� 
� � y �A � I���A�  I� � �� el polinomio m��nimo de A es �X � ����X�  ��� De aqu��� las
formas can�onicas compleja y real de Jordan de A son

J �

�BBBBBB�
� � �
� � �
� � �

�
i

�i

�CCCCCCA y

�BBBBBB�
� � �
� � �
� � �

�
� �

�� �

�CCCCCCA �

Obtenemos la forma can�onica compleja conjugando por la matriz

U �

�BBBBBB�
� � � � �  i �� i
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � ��  i �� � i
� � � � ��� i ��  i

�CCCCCCA
es decir� U��AU � J � Por tanto� An � UJnU�� donde

Jn �

�BBBBBB�
� � � � � �
n � � � � ��
n
�

�
n � � � �

� � � � � �
� � � � in �
� � � � � ��i�n

�CCCCCCA �

T�ermino general de una sucesi�on recurrente

Otra aplicaci�on de la forma can�onica de Jordan de una matriz es el c�alculo del t�ermino general de una
sucesi�on recurrente es decir� de una sucesi�on de n�umeros �an� de forma que cada t�ermino an viene dado
en funci�on de los t�erminos anteriores�

Ejemplo ��
�� C�alculo del t�ermino general de sucesiones recurrentes�

Calculamos una f�ormula para el t�ermino general de la sucesi�on de Fibonacci

�� �� �� ���� � � � � an � an��  an���

Obs�ervese que se veri�ca la siguiente f�ormula�
an��

an

�
�

�
� �
� �

��
an��

an��

�
�
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Por tanto� si ponemos

A �

�
� �
� �

�
tendremos �

an��

an

�
� An��

�
a�
a�

�
� An��

�
�
�

�
�

Vamos a calcular An� El polinomio caracter��stico de A es X��X�� � �X� ��
p
�

� ��X� ��p�
� �� luego A

es diagonalizable� Si ponemos � � ��
p
�

� y 	 � ��p�
� entonces se comprueban f�acilmente las relaciones�

� 	 � �� �� 	 �
p
�� �	 � ��� �� � � �� 	� � 	  ��

Si

U �

�
� �
� 	

�
entonces

U��AU �

�
� �
� 	

�
� J�

Luego

An � UJnU�� � �p
�

�
� �
� 	

��
�n �
� 	n

�� �	 �
� ��

�
� �p

�

�
�n�� � 	n�� �n � 	n

�n � 	n �n�� � 	n��

�
Luego �

an��

an

�
� An��

�
�
�

�
� �p

�

�
�n�� � 	n�� �n�� � 	n��

�n�� � 	n�� �n�� � 	n��

��
�
�

�
y� por tanto�

an �
�p
�
��n�� � 	n��  �n�� � 	n��� �

�p
�
��n � 	n��

Descomposici�on aditiva de Jordan

Teorema ��
�� Todo endomor�smo que tenga una forma de Jordan se puede escribir de forma �unica
como f � d  n� donde d es diagonalizable� n es nilpotente �es decir� existe k � N tal que nk � �� y
dn � nd�

Demostraci�on� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial V que tenga una forma de Jordan y
supongamos que B es una base de V tal que

fB �

�BBB�
Jn��a��

Jn��a��
� � �

Jnk�ak�

�CCCA
es la forma can�onica de Jordan de A� Cada matriz elemental de Jordan es de la forma

Jni�ai� � aiIni  Jni����

Claramente� la matriz Ni � Jni��� es nilpotente� Sean d y n los endomor�smo de V tal que

dB �

�BBB�
a�In�

a�In�
� � �

akInk

�CCCA y nB �

�BBB�
N�

N�

� � �

Nk

�CCCA �
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Como dB es diagonal y nB es nilpotente� d es diagonalizable y n es nilpotente� Adem�as� como fB �
dB  nB y dBnB � nBdB � entonces f � d n y dn � nd�
Para ver la unicidad� observemos que

d�v� � a����v�  	 	 	 ak�k�v�

donde �i � V � tX�ai�V � es la proyecci�on de acuerdo con la descomposici�on de f de la Proposici�on ��������
Utilizando esta proposici�on� deducimos que �i � Pi�f� para alg�un polinomio Pi � K�X� y por tanto
d � P �f� para alg�un polinomio P � K�X�� Sean ahora d� diagonalizable y n� nilpotente con f � d� n�

y tales que d�n� � n�d�� Entonces� tanto d� como n� conmutan con f y� por tanto� tambi�en conmutan con
d � P �f� y con n � f � d� De esto se deduce que n�n� es nilpotente y que d y d� son simult�aneamente
diagonalizables �Corolario ������
�� Luego� d�� d � n� n� es diagonalizable y nilpotente� Esto implica
que d� � d � n� n� � � ��por qu�e�� y por tanto d � d� y n � n�� �

Corolario ��
�	 Sea A � Mn�K� y K � un cuerpo que contiene a K como subcuerpo tal que A tiene
una forma de Jordan en K�� Entonces existen matrices �unicas D�N �Mn�K �� tales que�

�� A � D  N �

	� DN � ND�

�� D es diagonalizable en K��

� N es nilpotente
 es decir� existe un n � N tal que Nn � ��

Las descomposiciones del Teorema ���
�� y el Corolario ���
�	 se llaman descomposiciones aditivas
de Jordan� A pesar de que existen endomor�smos de espacios vectoriales reales para los que la forma
de Jordan se obtiene sobre C y no sobre R� las descomposiciones aditivas de Jordan de matrices o
endomor�smos sobre R se pueden obtener sobre R� como muestra la siguiente proposici�on�

Proposici�on ��
�� Para todo A �Mn�R� existen matrices �unicas D�N �Mn�R� tales que�

�� A � D  N �

	� DN � ND�

�� D es diagonalizable en C �

� N es nilpotente�

Demostraci�on� Como A tiene una forma de Jordan sobre C � A tiene una descomposici�on de Jordan
A � D  N sobre C � Si denotamos por X la matriz formada por los conjugados de las entradas de
X� entonces A � A � D  N � D es diagonalizable� N es nilpotente y DN � N D ��por qu�e��� Luego
A � D  N � D  N son dos descomposiciones aditivas de Jordan de A y� de la unicidad de estas
descomposiciones deducimos que D � D y N � N  es decir� D �Mn�R� y N �Mn�R�� �

Corolario ��
�� Todo endomor�smo de un espacio vectorial real de dimensi�on �nita se puede escribir
de forma �unica como suma de un endomor�smo diagonalizable �en C � y uno nilpotente�

Ejemplo ��
�� Descomposici�on aditiva de Jordan�

Sea A la matriz del Ejemplo ���
�� y sean J y U como en dicho ejemplo� Entonces J � D�  N� es la
descomposici�on aditiva de Jordan de J donde

D� �

�BBBBBB�
� � �
� � �
� � �

�
i

�i

�CCCCCCA y N� �

�BBBBBB�
� � �
� � �
� � �

�
�
�

�CCCCCCA �
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Por tanto la descomposici�on aditiva de Jordan de A es A � D  N � con

D � UD�U
�� �

�BBBBBB�
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � �� �

�CCCCCCA y N � UN�U
�� �

�BBBBBB�
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�CCCCCCA �

���� Problemas

�� Demostrar que si una clase de semejanza de un endomor�smo o una matriz contiene un elemento
invertible� entonces todos los elementos de dicha clase de semejanza son invertibles�

�� Demostrar que la matriz compa�nera de un polinomio P es invertible precisamente si P ��� 
� ��
Deducir que si P es el polinomio m��nimo o el polinomio caracter��stico de un endomor�smo f de
un espacio vectorial de dimensi�on �nita� entonces f es invertible precisamente si P ��� 
� �� En
tal caso� obtener una f�ormula para f�� en funci�on de P �

�� Demostrar que si f es un endomor�smo de V � entonces el grado de min�f� es menor o igual que
dimV �

	� Demostrar que si f es un endomor�smo de un espacio vectorial sobre C tal que fn � � para alg�un
n  �� entonces f es diagonalizable�

�� Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para una matriz A �Mn�K��

�a� A es nilpotente es decir� An � � para alg�un n � N�
�b� El polinomio caracter��stico �A es una potencia de X�

�c� El polinomio m��nimo min�A� es una potencia de X�

�d� � es el �unico valor propio de A en cualquier cuerpo que contenga a K como subcuerpo�

�e� A tiene una forma can�onica de Jordan formada por matrices elementales de Jordan con valor
propio ��

�� Sea f un endomor�smo idempotente �es decir� f� � f� de un espacio vectorial� Demostrar que f
es diagonalizable�

�� Sea K un cuerpo� Demostrar que� si una matriz N � Mn�K� es nilpotente� entonces la traza
tr�N � de N �es decir� la suma de los elementos de la diagonal� es �� Rec��procamente� demostrar
que si tr�Nk� � � para todo k  �� entonces N es nilpotente�


� Encontrar las formas can�onicas de Jordan complejas y reales de las siguientes matrices y encontrar
la matriz invertible U tal que U��AU adquiere cada una de las formas can�onicas mencionadas�

�a�

�� � �� �
� �	 �
� �� �

�A �b�

�� � � �
� � ��
� � �

�A �c�

�� � 	 �
�� �	 ��
� � �

�A �d�

�� � �� �
� �� �
� � 	

�A

�e�

�BB�
� � � �
� � � ��
� � � �
� � � �

�CCA �f�

�BB�
� �� �� �
� � �� �

�� �� � �
� � � �

�CCA �g�

�BB�
� �� �� ��
� � � �
� � � ��
� � � �

�CCA

�h�

�BB�
� � �� �

�� � �� �
� �� � �
� �� �� �

�CCA �i�

�BBBBBB�
� � � � � �
� � � � � �

�� �� � �� � �
�� � � � � �
� � � �� � �
� � � � �	 �	

�CCCCCCA
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�� Sean a � R y f � R�� R� el endomor�smo dado por f�x� y� z� � �ax� x ay� b az�� Calcular la
forma can�onica de Jordan de f y la descomposici�on aditiva de Jordan de f �

��� Estudiar para qu�e valores de los par�ametros a y b la siguiente matriz es diagonalizable�� � � �
� �� a
� � b

�A
��� ��� Sea f un endomor�smo de V tal que f � f� � f�� y para i � �� � sean Vi el dominio de fi y

Pi � min�fi�� Supongamos que mcd�P�� P�� � �� Demostrar�

�a� min�f� � P�P��

�b� Si V� � K�f��v� y V� � K�f��v�� entonces V � K�f ��v�  v���

�c� Si V � K�f �v� entonces V� � K�f��P��f��v� y V� � K�f��P��f��v��

�d� Todo endomor�smo de un espacio vectorial sobre K tiene una representaci�on matricial del
tipo

�P�� � � � � Pn� �

�BBB�
C�P��

C�P��
� � �

C�Pk�

�CCCA
con los Pi polinomios m�onicos �no necesariamente potencias de irreducibles� de K�X� y
Pi�� j Pi para todo i � n�

�e� Si C�P�� � � � � Pn� y C�Q�� � � � � Qm� son dos representaciones matriciales de un endomor�smo
satisfaciendo las condiciones anteriores� entonces n � m y Pi � Qi para todo i� Dichos
polinomios se llaman factores invariantes de f �

�Indicaci�on� Observar la similitud con las descomposiciones invariantes de grupos abelianos �ni�
tamente generados��

��� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial sobre un cuerpo K� Encontrar los factores inva�
riantes de f � si sus divisores elementales son�

�a� X � �� X � �� X � �� X � �� �X � ���� X�  �� X�  �� X�  �� �X � ���� con K � Q�

�b� X � i�X  i� �X � ���� �X � i��� X  i� con K � C �

�c� �X  ���� X  i�X � i�X � i� con K � C �

�d� �X � a�� �X � a�� �X � a�� �X � b�� �X � b�� �X � c��

��� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial sobre un cuerpo K� Encontrar los divisores
elementales de f si sus factores invariantes son�

�a� X� �X
 � �X�� X� �X � �X�X
 �X� � �� con K � Q�

�b� �X  ����X�  ��� X  �� X  �� con K � Q�

�c� �X � a���X � b��� �X � a��

�	� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial V � Sean v�� v� � V tales que

V � K�f �v� �K�f �v�� Anuf �v�� � �X � ��� y Anuf �v�� � �X
� � ���

Calcular los divisores elementales de f �

��� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K� Calcular todas las posibles
combinaciones de divisores elementales de f en los siguientes casos�

�a� dimK V � �� min�f� � �X�  ���X  ���� K � R �o K � C �

�b� dimK V � �� min�f� � �X � ����X�  X  ���� K � R �o K � C �
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��� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial V sobre un cuerpo K� Encontrar todas las posibles
formas can�onicas generalizadas de Jordan de f en los siguientes casos�

�a� K � R� dimR�V � � � y min�f� � �X � ����
�b� K � Q� min�f� � �X� � ���X � �� y �f � �X� � ����X � ����
�c� K � R� dimR�V � � � y min�f� � �X�  ���X � ��
�d� K � C � dimC�V � � � y min�f� � �X�  ���X � ��
�e� K � Q� �f � �X
 � ���X� � ���

��� Encontrar todas las posibles formas can�onicas de Jordan para matrices complejas de orden 	�
�Existen dos matrices no semejantes sobre C de orden 	 que tengan el mismo polinomio m��nimo
y el mismo polinomio caracter��stico�

�
� Encontrar todas las formas de Jordan que tienen como polinomio caracter��stico �X����X� y como
polinomio m��nimo �X � ���X�� Hacer lo mismo para el caso en que el polinomio caracter��stico es
�x ����x� ����x �� y el polinomio m��nimo es �x ����x� ����x ���

��� Demostrar que si un endomor�smo f de un espacio vectorial V de dimensi�on �nita sobre Z�
satisface f� � �� entonces f tiene una forma de Jordan sobre Z�� Suponiendo que V tiene
dimensi�on �� dar la lista de todas las posibles formas de Jordan para endomor�smos de este tipo�

��� Sea f un endomor�smo de un espacio vectorial real con factores invariantes �X � ����X�  ��� y
�X�����X� ��� Calcular el polinomio caracter��stico� el polinomiom��nimo y las formas can�onica
de Jordan real y compleja de f �

��� Sean a� b y c tres n�umeros reales �no necesariamente distintos�� Escribir todas las posibles for�
mas can�onicas de Jordan de un endomor�smo que tenga uno de los siguientes polinomios carac�
ter��sticos�

�a� �X � a���X � b���

�b� �X � a���X � b���

�c� �X � a��X � b���X � c���

��� Calcular la forma de Jordan de la matriz A �

�� � �� �
� � �
� � �

�A y una expresi�on para An�

��� Calcular A��� para las matrices del Problema 
�

�	� Calcular el t�ermino general de una sucesi�on de n�umeros en la que cada n�umero es la media
aritm�etica de los dos inmediatamente precedentes y los dos primeros n�umeros son � y ����

��� Se ha establecido experimentalmente que el gusano cabez�on vive dos d��as� y cada d��a el n�umero
de gusanos que nacen coincide con la mitad del n�umero de gusanos de la poblaci�on� Establecer el
estado estacionario de una poblaci�on que empez�o con ���� gusanos cabezones reci�en nacidos�

��� Encontrar la forma aditiva de Jordan de las matrices del Problema 
�

��� ��� Escribir la lista completa de las posibles formas can�onicas de Jordan para matrices � � � y
� � � con coe�cientes en el cuerpo Z�� �Cu�antas clases de semejanza tienen M��Z�� y M��Z���
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S��mbolos usados frecuentemente

� conjunto vac��o
x � X e es un elemento del conjunto X
X � Y el conjunto X est�a contenido en el conjunto Y
X � Y el conjunto X est�a contenido estrictamente en el conjunto Y
X � Y uni�on de los conjuntos X e Y
X � Y intersecci�on de los conjuntos X e Y
X n Y diferencia de los conjuntos X e Y �elementos de X que no pertenecen a Y �
jXj cardinal de un conjunto ( orden de un grupo
N n�umeros enteros
Z n�umeros naturales
Q n�umeros racionales
R n�umeros reales
C n�umeros complejos
Nn conjunto f�� �� � � �� ng
a j b a divide a b
�S� ideal generado por el conjunto S
mcd�a� b� m�aximo com�un divisor de a y b
mcm�a� b� m��nimo com�un m�ultiplo de a y b
a � b mod n a y b son congruentes m�odulo n
Zn clases de restos m�odulo n
Z�n unidades de Zn

A� grupo de las unidades del anillo A
Mn�A� anillo de matrices cuadradas de tama�no n � n sobre el anillo A
A��X�� anillo de series de potencias sobre el anillo A
Q�D� cuerpo de fracciones del dominio D
AS�� anillo de fracciones del anillo A por el subconjunto multiplicativo S
M�N anillo cociente o grupo cociente
M �N�

Q
i�I Mi producto cartesiano de conjuntos ( producto directo de anillos o grupos

N o� H producto semidirecto de los grupos N y H con acci�on �
M  N�

P
i�I Mi suma de ideales de un anillo o de subgrupos de un grupo abeliano

M �N� �i�IMi suma directa de subgrupos de un grupo abeliano
MN producto de dos ideales� subgrupos o subconjunto de un anillo o un grupo
M �� N M y N son anillos o grupos isomorfos
Ker f n�ucleo del homomor�smo f
Im f imagen del homomor�smo f
Z�i� anillo de los enteros de Gauss
Z�
p
m� subanillo de C formado por los elementos de la forma a b

p
m� con a� b �Z

Q�
p
m� subanillo de C formado por los elementos de la forma a b

p
m� con a� b � Q

N �x� norma del n�umero complejo x
A�X� anillo de polinomios en una indeterminada sobre el anillo A
A�X�� � � � � Xn� anillo de polinomios en n indeterminadas sobre A
gr�P � grado del polinomio P
D�P � � P � derivada del polinomio P
P �n	 derivada n��esima del polinomio P

���
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S�X� grupo de las permutaciones del conjunto X
Sn grupo sim�etrico sobre n elementos
An grupo alternado sobre n elementos
Dn grupo di�edrico de los giros y simetr��as del n��agono regular
Q grupo de los cuaterniones
Isom�R�� grupo de las isometr��as del plano R�

Aut�G� grupo de automor�smos del grupo G
Inn�G� grupo de automor�smos internos del grupo G
GLn�K� grupo lineal sobre el cuerpo K
SLn�K� grupo lineal especial sobre el cuerpo K
H � G H es un subgrupo del grupo G
H E G H es un subgrupo normal del grupo G
hSi� hai subgrupo generado por el subconjunto S o por el elemento a
Z�G� centro del grupo G
CenG�x� centralizador en el grupo G del elemento x
NG�H� normalizador de H en G
aH� Ha clases laterales m�odulo un subgrupo H
G�H conjunto de las clases laterales por la derecha de G m�odulo H
HnG conjunto de las clases laterales por la izquierda de G m�odulo H
�G � H� ��ndice de un subgrupo H en el grupo G
o�g� orden de un elemento de un grupo
ax conjugado de a por x
aG clase de conjugaci�on de a en el grupo G
�i� i� � � � in� ciclo en un grupo sim�etrico
�t�� t�� � � � � tr� tipo de una permutaci�on
sg��� signo de la permutaci�on sigma

r�L� rango del grupo abeliano libre L
t�A� subgrupo de torsi�on del grupo abeliano A
tp�A� subgrupo de p�torsi�on del grupo abeliano A
p�A� periodo del grupo abeliano A
ha�� � � � � an j r�� � � � � rmi presentaci�on de un grupo abeliano por generadores y relaciones
G� �o �G �orbita de � en G
E��� � EstabG��� estabilizador de � en G
np n�umero de p�subgrupos de Sylow en un grupo
�a� b� conmutador de a y b
G� subgrupo derivado del grupo G
G�t	 t��esimo subgrupo derivado del grupo G
��G� longitud de composici�on del grupo G

E � EndK�V � anillo de endomor�smos del K�espacio vectorial V
fB matriz del endomor�smo f en la base B
CB��B matriz del cambio de base de B a B�

f� � 	 	 	 � fn suma directa de endomor�smos
A	 endomor�smo consistente en multiplicar vectores columna por la matriz A
P 	 v producto de polinomio por vector
K�f �v subespacio invariante c��clico generado por v
min�f�� min�A� polinomio m��nimo del endomor�smo f o de la matriz A
�f � �A polinomio caracter��stico del endomor�smo f o de la matriz A
Anuf �v� anulador del vector v por el endomor�smo f
tP �V � vectores de V anulados por potencias del polinomio P
C�P � matriz compa�nera del polinomio P
Jn�P � matriz elemental de Jordan generalizada asociada al polinomio P
Jn�a� matriz elemental de Jordan de valor propio a
Jn��� 	� matriz elemental real de Jordan de valor propio � 	i


