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Capitulo 1

Anillos

1.1 Operaciones binarias

Sea X un conjunto. Una operacién binaria en X es una aplicacion * : X x X — X. La imagen
de (a,b) la denotamos a x b.
Decimos que * es:

e conmutativa si x xy = y * x para todo x,y € X;
e asociativa si x * (y * z) = (x * y) * z para todo z,y, z € X.
Un elemento z € X se dice que es:

e neutro por la izquierda (neutro por la derecha) de X con respecto a * si x %y = y para
todoy € X (y*x =y para todo y € X).

e cancelable por la izquierda (cancelable por la derecha) en X respecto de x si para cada
dos elementos distintos a y b de X se verifica x x a # % b (axx # bx* x).

e Supongamos que e es un elemento neutro de X con respecto a *. Sean x e y elementos
de X. Decimos que x es simétrico de y por la izquierda y que y es simétrico de x por la
derecha con respecto a * si se verifica x x y = e.

Decimos que x es

e neutro de X con respecto a * si es neutro por la izquierda y por la derecha de X con
respecto a x.

e cancelable en X con respecto a * si es cancelable en X con respecto a * por los dos lados.

o simétrico de y con respecto a * si es simétrico de y con respecto a * por los dos lados.
En tal caso decimos que z es invertible en X con respecto a .

Un par (X, *) formado por un conjunto y una operacién * decimos que es un

e semigrupo si * es asociativa;
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e monoide si es un semigrupo que tiene un elemento neutro con respecto a x;

e grupo si es un monoide y todo elemento de X es invertible con respecto a *.

e grupo abeliano si es un grupo y * es conmutativa.

En el futuro simplificaremos la terminologia y en lugar de decir “operacién binaria” diremos
simplemente “operacién”. Por otro lado nos ahorraremos los “con respecto a”’ cuando la
operacion esté clara por el contexto y los “de X” o “en X” cuando el conjunto X esté claro
por el contexto o diremos que e es neutro, neutro por un lado, inverso, invertible o cancelable
en (X, *).

Veamos algunos ejemplos

Ejemplos 1.1 Operaciones.

(1)

La suma es una operacién en los conjuntos N de los niimeros naturales, Z=° de los enteros
no negativos, Z de los nimeros enteros, Q de los niimeros racionales, R de los niimeros
reales y C de los nimeros complejos. En todos los casos se trata de una operacién
conmutativa y asociativa en la que todos los elementos son cancelable. Ademds 0 es
neutro. Todo elemento a de Z, Q, R y C es invertible respecto de la suma y su simétrico
es su opuesto —a. Sin embargo en N sélo el 0 tiene simétrico respecto de la suma.
Por tanto (N, +) es un semigrupo conmutativos, (Z=%, +) es un monoide conmutativo, y
(Z,4+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son grupos abelianos.

Otra operacién conmutativa y asociativa en N, ZZ%, Z. Q, R y C es el producto. En este
caso el 1 es el neutro y todo elemento a # 0 de Q, R y C es invertible y su simétrico es su
inverso a~'. Sin embargo, en Z solamente 1 y —1 son invertibles respecto del producto
mientras que 1 es el tinico elemento invertible de N y Z=°. Por tanto, el producto define
en todos estos conjuntos una estructura de monoide conmutativo y define una estructura
de grupo abeliano en Q \ {0}, R\ {0} y C\ {0}. El tinico elemento de estos conjuntos
que no es cancelativo con respecto al producto es el cero.

Sea A un conjunto y sea X = A4, el conjunto de las aplicaciones de A en A. La
composicién de aplicaciones define una operacion asociativa en X para la que la identidad
1x es neutro. Por tanto (A%, 0) es un monoide. Sin embargo, esta operacién no es
conmutativa si A tiene al menos dos elementos (ver Problema 1.1.2).

Sea A un conjunto y sea X = R4 el conjunto de las aplicaciones de A a R. Definimos la
suma en X poniendo

(f +9)(a) = f(a) + g(a) (a€A).

Esta es una operacién conmutativa y asociativa, la aplicacién 0 dada por 0(a) = 0 para
todo a € A es un neutro y para toda aplicacién f : A — R, el simétrico de f con respecto
a + es la aplicacién —f dada por (—f)(a) = —f(a). Por tanto (R4,+) es un grupo
abeliano.

Definimos ahora el producto - en X poniendo

(f-9)(a) = f(a)g(a).
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Esta operacion también es conmutativa y asociativa y tiene por neutro la aplicacién
1 dada por 1(a) = 1 para todo a € A. Para que un elemento f de X sea invertible es
necesario y suficiente que f(a) # 0 para todo a. En tal caso el simétrico de f con respecto
a - es la aplicacién g dada por g(a) = g(a)~!. Luego (R%,-) es un monoide conmutativo.

Veamos ahora algunas propiedades bésicas de las definiciones dadas mas arriba.

Proposiciéon 1.2 Sea * una operacion en un conjunto X.

(1) Six* es conmutativa entonces todo neutro por un lado, es neutro, todo elemento cancelativo
por un lado es cancelativo y todo elemento que tenga simétrico por un lado es invertible.

(2) Sie es un neutro por la izquierda y f es un neutro por la derecha de X con respecto a *
entonces e = f. En particular, X tiene a lo sumo un neutro.

(3) Supongamos que (X, *) es un monoide y sea a € X.

(a) Six es un simétrico por la izquierda de a e y es un simétrico por la derecha de a
entonces x = y. Por tanto, en tal caso a es invertible y tiene a lo sumo un stmétrico.

(b) Sia tiene un simétrico por un lado entonces es cancelable por ese mismo lado. En
particular todo elemento invertible es cancelable.

Demostracién. (1) es obvio.
(2) Como e es neutro por la izquierda y f es neutro por la derecha tenemos

f=exf=e.
(3a) Ahora suponemos que (X, *) es un monoide. Por (2), (X, %) tiene un tnico neutro que
vamos a denotar por e. Como z es inverso por la izquierda de a e y es inverso por la derecha
de a, usando la propiedad asociativa, tenemos que

y=exy=(rxa)xy=xx*x(a*xy) =c*xe=ux.

(3b) Supongamos que a es un elemento de X que tiene un inverso por la izquierda b y que
axr = ay para x,y € X. Usando la asociatividad una vez mas concluimos que

r=exx=(bxa)xx=bx(axx)=bx(axy)=(bxa)xy=exy=y.

Por la Proposicién 1.2, si (X, ) es un monoide cada elemento invertible a sélo tiene un

simétrico que habitualmente se denota a~!.
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Problemas

1.1.1 (1) Demostrar que si X es el conjunto vacio o tiene exactamente un elemento, en-
tonces X sélo admite una operacién. Sin embargo si X tiene dos elementos, entonces X
tienen 16 operaciones. ;Puedes enumerarlas todas y para cada una de ellas decir si son
conmutativas, asociativas, cuales son los elementos cancelables, si tienen neutro, y en tal
caso identificar los elementos invertibles y los que tienen inverso por la izquierda o por
la derecha?

(2) ;Cudntas estructuras de semigrupo, monoide y grupo se pueden definir en un conjunto
con dos elementos?

(3) (Cudntas operaciones tiene un conjunto con n elementos?

1.1.2 Sea A un conjunto y sea X = A4, el conjunto de las aplicaciones de A en A.
(1) Demostrar que (X, o) es conmutativo si y solo si A no tiene mas de un elemento.

(2) ;Cuéles son los elementos invertibles de X con respecto a o7 ;Cudles son los que tienen
simétrico por la izquierda y cuéales los que lo tienen por la derecha?

(3) Supongamos que A =Ny sean f,g: N — N dadas por

f@) =241, g(w):{g_l’ ST e,

Demostrar que g es inverso por la izquierda de f pero que f no tiene inverso por la
derecha.

(4) Demostrar que si A es finito entonces todo elemento de X que tiene un inverso por un
lado es invertible.

1.1.3 Considérense los siguientes subconjuntos de nimeros complejos: N, Z, Q, R, RT =
{a€eR:a>0}, R ={aeR:a<0}, {1,-1}, Q* =Q\ {0}, R* =R\ {0}, C* =C\ {0},
Zli) ={a+bi:a,beZ}, Qli] ={a+bi:a,beQ}, Q] \ {0}, Z[v/n] ={a+byn:a,beZ}y
A={a+b¥n:a,beZ} donde n es un nimero natural.

(1) ;Cuales de ellos son cerrados respecto de la suma y cudles respecto del producto?:

(2) ;Cudles de ellos son semigrupos, monoides o grupos respecto de la suma o del producto?

1.1.4 Para dos enteros positivos m y n y un conjunto A denotamos por M, ,(A) el conjunto
de las matrices con m filas y n columnas y con entradas en A y también denotamos M, (A) =

M, (A).

(1) Demostrar que la suma habitual de matrices define una estructura de grupo abeliano en
My, n(C) y el producto de matrices define una estructura de monoide en M,,(C).

(2) (Para qué valores de n, es M, (C) conmutativo?
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(3) Decid cudles de los siguientes conjuntos son cerrados para la suma y cudles para el
producto. Decid también cudntos forman un semigrupo, un monoide o un grupo con la
suma o con el producto: M,(N), M,(Z), M,(Q), M,(R), T,,(C) = matrices triangulares
superiores o sea debajo de la diagonal tienen ceros, A = conjunto de las matrices n por
n que tienen ceros en todas las entradas menos en la (1,1), D, (C) = conjunto de las
matrices diagonales, o sea todas las entradas fuera de la diagonal son cero, F,(C) =
{al, : a € C}, donde I,, denota la matriz identidad n por n.

1.1.5 Demostrar que si a y b son elementos invertibles en un monoide entonces ab y a~*
también son invertible y (a=1)~™! = a. Deducir que el conjunto de los elementos invertibles de
un monoide forma un grupo con la operaciéon del monoide.

1.1.6 Sea * una operacién en un conjunto X y o una operacién en otro conjunto Y. Definimos
en el producto cartesiano X x Y la operacién

(a1,b1)# (a2, b2) = (a1 * az, by o by).

Decidir qué tienen que cumplir las operaciones originales para que # sea asociativa, conmu-
tativa, tenga neutro y en tal caso identificar los elementos invertibles con respecto a # y sus
simétricos en funcién de las operaciones originales.

1.1.7 Demostrar que si (X, *) es un monoide finito y x € X entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) a es cancelable por un lado.

3

a tiene simétrico por un lado.

(1)
(2) a es cancelable.
(3)
(4) a tiene simétrico.

Dar un ejemplo de un elemento cancelable de un monoide conmutativo que no tenga simétrico.

1.1.8 Sea * una operaciéon en un conjunto X y supongamos que *x tiene un neutro y tres
elementos a, b, ¢ tales que a # ¢, b es simétrico por la izquierda de a y ¢ es simétrico por la
izquierda de b. Demostrar que * no es asociativa. Conluir que si (M, *) es un monoide en el
que todo elemento por la izquierda tiene simétrico, entonces (M, *) es un grupo.

1.2 Anillos

Definicién 1.3 Un anillo es una terna (A, +,-) formada por un conjunto no vacio A y dos
operaciones + y - en A; la primera llamada usualmente suma y la seqgunda producto o multi-
plicacion, que verifican:

(1) (A, +) es un grupo abeliano.
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(2) (A,-) es un monoide. *

(3) Distributiva del producto respecto de la suma a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢) para todo
a,b,ce A.

Si ademds - es conmutativo en A entonces decimos que (A,+,+) es un anillo conmutativo.

Cuando no haya riesgo de confusién con las operaciones diremos simplemente que A es un
anillo. Si ay bson elementos de un anillo A, usualmente escribiremos ab en vez de a-b. Ademas
asumiremos que, en ausencia de paréntesis, los productos se realizan antes que las sumas (y
que las restas). Asi, por ejemplo, la propiedad distributiva se reescribe como a(b+c) = ab+ac.
Se define la resta de a y b como a —b = a + (—b). Los neutros de A con respecto a la suma
y el producto se llaman respectivamente cero y uno de A y se denotan 0 y 1. El simétrico de
un elemento a de A con respecto a la suma se llama opuesto y se denota —a. Decimos que a
es invertible en A cuando lo sea respecto del producto y en tal caso al simétrico de a respecto
del producto lo llamamos inverso de a en A y lo denotamos a~'. Los elementos invertibles de
A también se llaman unidades de A Denotaremos por A* al conjunto de todas las unidades de
A.

Si b es invertible en A y A es conmutativo, escribiremos a veces a/b 6 § en lugar de ab 1.
Sin embargo no se debe usar esto si A no es conmutativo pues esa notacién no distingue entre
ab™' y b la.

Como (A, +) es un grupo, todo elemento de A es invertible respecto de la suma y por tanto
cancelable. Diremos que un elemento de A es regular en A si es cancelable con respecto al
producto. En caso contrario decimos que el elemento es singular en A o divisor de cero.

Ejemplos 1.4 Anillos.

(1) Los conjuntos Z, Q, R y C son anillos conmutativos con la suma y el producto usuales.
Notese que todo elemento no nulo de @, R o C es invertible. Sin embargo en Z sélo hay
dos elementos invertibles aunque todos los elementos son regulares menos el 0.

(2) Sean A y B dos anillos. Entonces el producto cartesiano A x B tiene una estructura de
anillo con las operaciones definidas componente a componente, o sea:

(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 +b2) v (a1,b1) - (az,b2) = (a1 - az, by - ba).

Obsérvese que A X B es conmutativo si y solo si lo son A y B, y que esta construccién
se puede generalizar a productos cartesianos de cualquier familia (finita o no) de anillos.

(3) Dados un anillo A y un conjunto X, el conjunto AX de las aplicaciones de X en A es un
anillo con las siguientes operaciones:

(f+9)@) = flx) +9(z)  (f-9)(x) = fz) 9(z)

;,Cual es la relacién entre este ejemplo y el anterior?

! Algunos autores distinguen entre anillo con y sin uno. En este segundo caso no se exige que el producto
tenga un neutro. Sin embargo nosotros siempre supondremos que el producto tiene neutro, es decir nuestros
anillos “tienen uno”.
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(4) Dado un anillo A, un polinomio en una indeterminada es una expresién del tipo
P=PX)=ap+ a1 X +aX?+ - +a, X"

donde n es un numero entero no negativo y a; € A para todo ¢ y X es simplemente un
simbolo que no representa ningun elemento de A al que nos referiremos como indetermi-
nada®. Para cada i, a; se llama coeficiente de grado i de P. Si un coeficiente no aparece
en la expresién de un polinomio se considera que vale 0. Dos polinomios son iguales si y
solo si lo son coeficiente a coeficiente. Ademds ag se llama coeficiente independiente de
Py, sia, # 0, entonces n es el grado de P y a,, es su coeficiente principal.

Denotaremos por A[X] al conjunto de los polinomios en la indeterminada X con coefi-
cientes en A.

Utilizando la estructura de anillo de A se puede dotar a A[X| de una estructura de anillo
definiendo la suma y el producto de la forma usual:

(ap+ a1 X +aX?+ )+ (bo+ 11X +boX?+ - )=co+ a1 X +cX>+ -+,
donde cada ¢, = a,, + by, y

(ap + a1 X +asX?+---) - (bg+ 01 X +boX?+ ) =do+ d1 X +doX* +---,
donde cada dp, = agbp, + a1bp—1 + - + an—1b1 + anbo = > aibp_.

(5) Dado un anillo A, denotamos por A[[X]] el conjunto de las sucesiones (ag, ai,as,...) de
elementos de A. En A[[X]] consideramos la suma y el producto dados por

(ao,al,ag,...)-f-(bo,bl,bg,...) = (ao-f—bo,al-i-bl,az—l-bz,...)
(ao,al,ag,...)(bo,bl,bg,...) = (aobo,a0b1+a1b0,a0b2+albl+a2b0,...).

Obsérvese la similitud con la definiciéon de las operaciones en el anillo de polinomios; de
hecho, el elemento (ag, a1, az, . . .) se suele denotar por > a; X*. Con estas operaciones,
A[[X]] es un anillo llamado el anillo de series de potencias con coeficientes en A.

(6) Si A es un anillo y n es un entero positivo entonces el conjunto M, (A) es un anillo con
la suma y producto habituales de matrices.

De los axiomas de anillo se pueden deducir algunas propiedades elementales:

Lema 1.5 Sea A un anillo y sean a,b,c € A. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
(1) Todo elemento de A es cancelable respecto de la suma.

(2) Todo elemento invertible de A es reqular en A.

2Més rigurosamente deberfamos definir un polinomio como una sucesién (a,) de elementos de A de forma
que {m € 72° ¢ an, # 0} es finito. Sin embargo, lo habitual es la notacién ag + a1 X + - -+ + a, X" para esta
sucesién entendiendo que a., = 0 para todo m > n.
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(8) Sib+a = a, entonces b = 0. Si ba = a para todo a, entonces b = 1. En particular, el
cero Y uno Son Unicos.

(4) El opuesto de a es unico y si a es invertible, entonces a tiene un dnico inverso.

(5) 0a =0 = a0.

(6) a(—b) = (—a)b = —(ab).

(7) a(b—c) = ab — ac.

(8) a y b son invertibles si y solo si ab y ba son invertible . En tal caso (ab)~! =b"ta=1L.
(9) Si0=1, entonces A = {0}.

Demostracién. Demostraremos (5), (6), (8) y (9) y dejamos los otros apartados como ejercicio
para el lector.

(5) 0a = (04 0)a = 0a + Oa. Aplicando (3) deducimos que Oa = 0. La otra igualdad se
demuestra analogamente.

(6) ab+a(—b) =a(b+ (=b)) = a0 =0, por (5). Luego a(—b) = —(ab). La otra igualdad se
demuestra analogamente.

(8) Si a y b son invertibles entonces (ab)(b~1la"1) = a(bb~1)a ! =ala™! =aa ! =1y
andlogamente (b~'a~!)(ab) = 1. Por tanto ab es invertible y su inverso es b~ 1a~!. Por simetria
ba es invertible y su inverso es a~'b1.

Reciprocamente, supongamos que ab y ba son invertibles. Entonces a(b(ab)™1) = (ab)(ab)~! =
1y ((ba)~1b)a = (ba)~!(ba) = 1. Esto demuestra que a tiene un inverso por la derecha y otro
por la derecha. Aplicando el apartado (3a) de la Proposicién 1.2 deducimos que a es invertible.
Por simetria b también es invertible.

(9)Si0=1y aec Aentonces a =al =al =0, por (5). 1

Dados un anillo A, un elemento a € A y un entero positivo n, la notaciéon na (respectiva-
mente a”) representa el resultado de sumar (respectivamente multiplicar) a consigo mismo n
veces, y si n = 0 convenimos que 0a = 0 y a® = 1. Més rigurosamente, a partir de estas tiltimas
igualdades se definen na y @™ de forma recurrente poniendo (n + 1)a = a +na y "' = aa™
para n > 0. Por dltimo, si n > 1 se define (—n)a = —(na), y si ademads a es invertible se define
a™ "= (a" )"

El siguiente lema recopila algunas propiedades elementales de esta notacién cuya de-
mostracién dejamos al lector.

Lema 1.6 Dados un anillo A, elementos a,b € A y enteros m,n € 7Z, se verifican las siguientes
propiedades:

(1) n(a+b) = na + nb.
(2) (n+ m)a =na+ ma.

(3) Sin,m >0 entonces a"™™ = a™a™. Si a es invertible entonces la igualdad también se
verifica para n y m enteros arbitrarios.
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(4) Si A es conmutativo y n > 0 entonces (ab)” = a™b". Si ademds a y b son invertibles
entonces la igualdad también se verifica para todo entero n.

Problemas

1.2.1 Demostrar los apartados de los lemas 1.5 y 1.6 que no han sido demostrados.

1.2.2 Sea m € Z. Demostrar que si m no es un cuadrado en Z, entonces tampoco es un
cuadrado en Q.

1.2.3 Dar un ejemplo de dos elementos invertibles a y b de un anillo en el que (ab) ™! # a=1b~1.

1.3 Swubanillos

A partir de ahora supondremos que todos los anillos serdn conmutativos, con lo que por defecto
cada vez que digamos anillo estaremos suponiendo que se trata de un anillo conmutativo.

Sea * una operacién en un conjunto A y sea B un subconjunto de A. Decimos que B es
cerrado con respecto a * si para todo a,b € B se verifica que a x b € B. En tal caso podemos
considerar * como una operaciéon en B que se dice inducida por la operacién en A.

Un subsemigrupo de un semigrupo es un subconjunto suyo que con la misma operacién es
un semigrupo. Un subgrupo de un grupo es un subconjunto suyo que con la misma operacion es
un grupo. Un submonoide de un monoide es un subconjunto suyo que con la misma operacion
es un monoide con el mismo neutro. Un subanillo de un anillo es un subconjunto suyo que con
la misma suma y producto es un anillo con el mismo uno.

Esta claro que para que un subconjunto X de un semigrupo (5, %) es suficiente con que
X sea cerrado con respecto a *. Sin embargo, para que un subconjunto X de un monoide
(M, %) sea submonoide ademds de que sea cerrado con respecto a * también hace falta que X
contenga el neutro de M.

La siguiente proposiciéon nos dice como comprobar si un subconjunto es un subanillo.

Proposicion 1.7 Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto B de un
anillo A:

(1) B es un subanillo de A.
(2) B contiene al 1 y es cerrado para sumas, productos y opuestos.

(8) B contiene al 1 y es cerrado para restas y productos.

Demostracién. (1) implica (2). Si B es un subanillo de A entonces B contiene al 1 y es
cerrado para sumas y productos, por definicion. Por otro lado, como B es un anillo, tiene
un cero, que de momento denotamos Op y cada elemento b € B tiene un opuesto en B. En
realidad Op + Op = 0p = 0+ 0p, con lo que aplicando la propiedad cancelativa de la suma
(Lema 1.5.(1)) deducimos que 0 = 0, o sea el cero de A estd en B y por tanto es el cero de
B (el unico que puede tener por el Lema 1.5.(3).) Por la unicidad del opuesto (Lema 1.5.(4)),
este opuesto ha de ser el de A, con lo que B es cerrado para opuestos.
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(2) implica (3) es evidente.

(3) implica (1). Sea B un subconjunto de A que contiene al uno y es cerrado para restas y
productos. Entonces 0 =1 —1 € B, con lo que si b € B, entonces —b =0 —b € B; es decir, B
es cerrado para opuestos. Si a,b € B, entonces —b € B y, por tanto, a + b =a — (—b) € B; es
decir, B es cerrado para sumas. Ahora es evidente que B es un subanillo de A. |

Ejemplos 1.8 Subanillos.

(1)

Todo anillo A es un subanillo de si mismo, al que llamamos impropio por oposicién al
resto de subanillos, que se dicen propios.

Cada uno de los anillos Z, Q, R y C es un subanillo de los posteriores (y de si mismo).

Si A es un anillo, el subconjunto {0} es cerrado para sumas, productos y opuestos. Si
A = {0} entonces {0} serfa subanillo de A, pero este es el unico caso en el que esto pasa
pues en todos los demés casos 1 # 0 (;por qué?).

Si A es un anillo entonces el conjunto
Z1={nl:necZ}

es un subanillo de A contenido en cualquier otro subanillo de A; es decir, Z1 es el menor
subanillo de A, y se conoce como el subanillo primo de A.

Es claro que Z y los Z, son sus propios subanillos primos, y por lo tanto no tienen
subanillos propios.

Si Ay B son anillos y B # 0 entonces A x 0 = {(a,0) | a € A} es cerrado para sumas y
productos pero no es un subanillo de A x B (jpor qué?).

Dado un nimero entero m, los conjuntos

Zlym)={a+bym:a,beZ} y  QYm]={a+bym:a,becQ}

son subanillos de C. Si ademés m es positivo, entonces ambos son subanillos de R. Si
m es el cuadrado de un niimero entero entonces esos conjuntos coinciden con Z y con Q,
respectivamente, por lo que el ejemplo carece de interés. Cuando m no es el cuadrado
de un entero (por ejemplo m = 2 6 m = —1) entonces tampoco es el cuadrado de un
numero racional (ver Problema 1.2.2), de manera que, en cualquiera de los dos anillos
descritos, la igualdad a + by/m = 0 implica que a = 0y b = 0, y por lo tanto la igualdad
a+ by/m = ¢+ dy/m implica que a = cy b =d.

Un caso particular es el anillo Z[i], donde i = /=1, llamado el anillo de los enteros
de Gauss. Podemos visualizar Z[i] dentro del plano complejo como el conjunto de los
vértices de un enlosado del plano complejo por losas cuadradas de lado 1, como muestra
el siguiente esquema:
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Més generalmente, si m < 0, entonces podemos visualizar Z[\/m] como el conjunto
de vértices de un enlosado del plano complejo por losas rectangulares con una base de
longitud 1 y una altura de longitud \/—m. Por ejemplo, una porcién de Z[/—2] estd
representada por los siguientes puntos del plano complejo:

(7) Todo anillo A puede verse como un subanillo del anillo de polinomios A[X] si identifi-
camos los elementos de A con los polinomios constantes (del tipo P = ag).

(8) Sea A un anillo y X un conjunto. Entonces la diagonal
B={feAX: f(z) = f(y) para todo z,y € X}

(es decir, el conjunto de las aplicaciones constantes de X en A) es un subanillo de AX.

Problemas

1.3.1 ;Cuales de los siguientes subconjuntos A; son subanillos de los anillos A indicados?
ipor qué?

(1) A=C: Ay ={a+bi:a=>b}, Ay = {ai : a € R}, A3 = {a1 + azV2 + azi + a4/2i :
ai,az,as, a4 EZ}, A4 = {a+bi:b20}.

(2) A= B x B, con B un anillo: A; = B x {0}, A2 = B x {1}, A3 = B1 x By, donde By y
By son subanillos de B; Ay = {(b,b) : b € B}.

(3) A = B[X], donde B es un anillo: A; = Bj[X], donde B es un subanillo de 4; Ay =
Polinomios de grado menor o igual que un nimero dado n.
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(4) A, un anillo cualquiera: A; = {ag + aja + aza® + - -- + a,a™ : n > 0,a9,a1,...,a, € B}
donde B es un subanillo de A y o € A.

(5) A = M,(B), donde B es un anillo: A; = Conjunto de las matrices diagonales, Ay =
Conjunto de las matrices cuyas entradas no nulas estdn siempre en la primera fila.

1.3.2 Decimos que un entero d es libre de cuadrados si p? no divide a d para ningtin ntimero
primo p (en particular 1 es libre de cuadrados). Demostrar que para todo m € Z existe un
d € 7 libre de cuadrados tal que Q[y/m] = Q[V/d]. ;Ocurre lo mismo si cambiamos Q por Z?

1.4 Homomorfismos de anillos

Definicion 1.9 Sean A y B dos anillos. Un homomorfismo de anillos entre A y B es una
aplicacion f: A — B que conserva las operaciones y la unidad; es decir, que satisface

flx+y) = fz)+ f(y), flx-y)=f(z)- f(y)

para cada par de elementos x,y € A y

f1) =1.

Un endomorfismo de A es un homomorfismo de un anillo de A en si mismo. Un isomor-
fismo de anillos es un homomorfismo de anillos biyectivo. Dos anillos A y B se dice que son
isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos. Esto se denota poniendo A = B.

En la definicién anterior hemos usado el mismo simbolo para las operaciones y los neutros
en los dos anillos que intervienen. Por ejemplo, para calcular f(x+y) primero hay que sumar z
con y en A y luego aplicarle f al resultado, mientras que en f(x)+ f(y) primero hay que calcular
las imagenes de = e y por f y luego hay que sumar éstas en B. Usualmente el contexto hace
evidente a qué operacion o a qué neutro nos referimos en cada caso, asi que mantendremos estos
abusos de notacién y dejaremos que el lector analice cada caso. Andalogamente, las unidades
de la ecuacién f(1) =1 estdn en dos anillos probablemente diferentes y por tanto son objetos
distintos, que sin embargo denotamos igual.

Dos anillos isomorfos son esencialmente iguales pues el isomorfismo traspasard de uno a
otro cualquier propiedad que dependa de la definicién de anillo.

A continuacién establecemos ciertas propiedades elementales de los homomorfismos de anil-
los. Demostramos algunas y dejamos el resto como ejercicio para el lector.

Proposicion 1.10 Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces se verifican las
siguientes propiedades para a,b,aq,...,a, € A:

(1) (f conserva ceros) f(0) = 0.
(2) (f conserva opuestos) f(—a) = —f(a).
(8) (f conserva restas) f(a —b) = f(a) — f(b).
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(4) (f conserva sumas finitas) f(a; + - -+ an) = f(a1) + -+ f(an).

(
(5) (f conserva multiplos enteros) Sin € Z entonces f(na) = nf(a).
(6) (f conserva inversos) Si a es invertible, entonces f(a) es invertible y f(a)~' = f(a™!).
(7) (f conserva productos finitos) f(ay---an) = f(a1)--- f(an).
(8) Si Ay es un subanillo de A, entonces f(A1) es un subanillo de B.
(9) Si By es un subanillo de B, entonces f~1(B1) es un subanillo de A.

(10) Si f es un isomorfismo de anillos entonces f~! es un isomorfismo.

Demostracién. Para ver (1) basta con aplicar la propiedad de cancelacién a la igualdad
0+ £(0) = f(0+0) = f(0) + f(0). (2) se tiene porque f(a)+ f(—a) = f(a+(—a)) = f(0) =0,
y entonces (3) es claro. (4) se demuestra por induccién; el caso n = 2 no es mas que la
definicién de homomorfismo y el caso general se reduce a éste notando que a1 + -+ + a, =
(a1 4--+an-1)+an. 1

Observacion 1.11 En la Proposicién 1.10 hemos visto que la conservacién de sumas implica
la conservacién del neutro para la suma, pero no hemos podido adaptar la demostracién al
caso de productos (;por qué?); de hecho veremos ejemplos de aplicaciones entre anillos que
conservan sumas y productos pero no identidades.

Ejemplos 1.12 Homomorfismos de anillos.

(1) Si Ay B son anillos, la aplicacién f : A — B dada por f(a) = 0 para cada a € A no
es un homomorfismo de anillos salvo que B = 0. Si B = 0 entonces este homomorfismo
se llama homomorfismo cero u homomorfismo trivial. Obsérvese que no hay ningin
homomorfismo 0 — B, salvo que B sea 0.

(2) Sea A un un anillo con un subanillo B. Entonces la aplicacién de inclusién v : B — A,
dada por u(b) = b, es un homomorfismo. En particular, la aplicacién identidad 14 : A —
A es un homomorfismo.

(3) Si A es un anillo, la aplicacién u : Z — A dada por u(n) = nl (es decir, la aplicacién
consistente en multiplicar por 1) es un homomorfismo de anillos. De hecho, es el tinico
homomorfismo de anillos f : Z — A (;por qué es el tinico?).

(4) Si A y B son anillos, la aplicaciéon py : A x B — A dada por ps(a,b) = a es un
homomorfismo llamado proyeccion en la primera coordenada, y de modo andlogo se tiene
una proyeccion en la segunda coordenada.

Dado un producto arbitrario de anillos, debe estar claro cémo se generaliza este ejemplo
para definir la proyeccién en cada coordenada.
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(5) Dados a,b € R, el conjugado del nimero complejo z = a+bi es Z = a— bi, y la aplicacién
conjugacion C — C dada por z — Z es un homomorfismo de anillos.

Ansglogamente, si d es un entero que no sea un cuadrado entonces el conjugado a — bv/d
de a+bvd (elementos de Q[v/d] o de Z[+/d]) est4 bien definido y la conjugacién Q[v/d] —
Q[V/d] 6 Z[/d] — Z[\/d] es un homomorfismo de anillos.

(6) Sea A un anillo y sea b € A. Entonces la aplicacion
S
A[X] 2 A
P=ay+u X+ 4+a, X" — Pb)=ap+arb+ -+ apb”
es un homomorfismo de anillos llamado homomorfismo de sustitucion en b. En particular,
el homomorfismo de sustitucion en 0 lleva cada polinomio a su coeficiente independiente.
Problemas

1.4.1 Demostrar los apartados de la Proposicion 1.10 que se han dejado para el lector.

1.4.2 Demostrar que la composicion de dos homomorfismos de anillos es un homomorfismo
de anillos.

1.4.3 Demostrar que la relacién “ser isomorfos” en la clase de los anillos es de equivalencia.

1.4.4 Sean f1 : A — B1y fo: A — Bs dos homomorfismos de anillos. Demostrar la aplicacion
fi X fa: A — B; x By dada por (f1 x fa)(a) = (fi(a), f2(a)) es el tinico homomorfismo de
anillos tal que mp, o (f1 x f2) = f; para i = 1,2. Demostrar que (f1, f2) — f1 X fo define una
biyeccion Hom(A, By) x Hom(A, By) — Hom(A, By x Bs).

1.4.5 Sea f: A — B un homomorfismo de anillos y sea b € B.

(1) Demostrar que la aplicacién fy, : A[X] — B dada por fy(ag + a1 X + -+ + a, X™) =
f(ao)+ f(a)b+... f(an)b™ es el inico homomorfismo de anillos A[X] — B que extiende
f asocia X con b.

(2) Demostrar que la siguiente aplicacién es biyectiva:

Hom(A,B) x B — Hom(A[X], B)
(fab) = fb

1.5 Ideales y anillos cociente

Definiciéon 1.13 Un subconjunto I de A es un ideal si no es vacio y si, dados x,y € [ ya € A
se verifica que x +y y ax estin en I.

En la definicién podemos sustituir la condicién I # () por la condicién 0 € I, ya que si
a € I entonces 0 = a + (—1)a € I. Por otro lado estd claro que si I es ideal de A entonces
Yoy aiz; € I para todo ai,...,an € Ay x1,...,2, € 1.
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Ejemplos 1.14 Ideales.

(1) Si A es un anillo arbitrario entonces {0} y A son ideales de A, el primero se llama ideal
cero o trivial de A y lo denotaremos a partir de ahora por 0; el segundo se llama ideal
impropio (en oposicién a ideales propios, para los demas).

(2) Si A es un anillo, el conjunto
bA = (b) ={ba:ac€ A}

es un ideal de A llamado ideal principal generado por b. Es facil demostrar que todos
los ideales de Z son de esta forma. Esto no es cierto en general, como pronto veremos.
Obsérvese que bA es el menor ideal de A que contiene a b. Obsérvese también que (1) = A
y que (0) = 03.

(3) M4s generalmente, si T' es un subconjunto de un anillo, entonces el conjunto

(T):{Zaiti:ne aiEA,tiEX}

i=1
es un ideal, llamado ideal generado por T

(4) Si Ay B son dos anillos entonces A x 0 = {(a,0) : a € A} es un ideal de A x B.

(5) Sea A[X] el anillo de los polinomios con coeficientes en un anillo. Es facil ver que el
conjunto formado por los polinomios sin coeficiente independiente, es decir

{ai X+ ... +a, X" € A[X]:aq,...,a, € A},
es un ideal de A[X].

También es sencillo ver que si I es un ideal de A entonces el conjunto
J=Aa+aX+...+a, X" € A[X]:ap €}

de los polinomios con coeficiente independiente en I es un ideal de A[X]. Otro ideal de
AX]es I X] ={ao+ a1 X + - +a, X" ap,a1,...,an € I}.

Proposicion 1.15 Todos los ideales de Z. son principales.

Demostracién. Sea I un ideal de Z. Si I = 0 entonces I = (0) con lo que I es principal.
Supongamos que I # 0y sean € I\ 0. Entonces —n € I, con lo que I tiene un elemento
positivo, o sea INN # (). Como N estd bien ordenado, I tiene un minimo que denotamos como
a. Como a € I se tiene que (a) C I. Para ver que se da la igualdad tomamos b € I y sean ¢
v 7 el cociente y el resto de la divisién entera de b entre a. Entonces b=qga+7ry 0 <r < a.
Pero r = b — qa € I, por que I es un ideal de Z que contiene a a y by q € Z. Como r es
estrictamente menor que a y a es minimo en I NN, necesariamente ¢ N, es decir r no es
positivo. Luego r = 0, con lo que b = qa € (a). |

30bsérvese que en este ejemplo y en el siguiente estamos usando que suponeos que todos los anillos son
conmutativos.
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Definicion 1.16 Sea I un ideal de un anillo A. Decimos que dos elementos a,b € A son
congruentes médulo I, y escribimos a = b mod 1, si su diferencia estd en I; o sea:

a=bmod I b—acl.

Lema 1.17 Si A es un anillo, I es un ideal de A y a,b,c,d € A, entonces:
(1) a=a mod I
(2) Sia=0bmod I, entonces b=a mod I.
(8) Sia=bmod I yb=cmod I, entonces a = ¢ mod I.
(4) a=bmod (0) si y solo si a=b.

Del Lema 1.17 se deduce que la relaciéon “ser congruente mddulo I” es una relacion de
equivalencia en A y, por tanto, las clases de equivalencia por esta relacién definen una particién
de A. La clase de equivalencia que contiene a un elemento a € A es

a+I={a+x:z€l}
(en particular 0 4+ I = I), de modo que
a+I=b+1I<a=bmod I

(en particular a + 1 =0+ I < a € I). El conjunto de las clases de equivalencia se denota

A
A/I:7:{a+I:aEA}.
Proposicién 1.18 Sea A un anillo con un ideal I. Las operaciones suma y producto en A/I
dadas por

@+ D+ b+ =(atb)+1, (a+1)-(b+1)=(ab)+1

estdan bien definidas y dotan a A/I de una estructura de anillo con neutro 0+ 1 y unidad 1+1.
Este anillo se llama anillo cociente de A mdédulo I.

La proyeccién (o proyeccién candnica) m : A — A/I, dada por w(a) = a + I, es un
homomorfismo de anillos.

Demostracién. Supongamos que a+1=a' +1yb+1=0V+1 cona,d,b b/ € A. Entonces
a—a,b—0b € Iyportanto (a +b) — (' +¥V) =(a—d)+ (b—-V) € Iyab—2dlt =
ab—ab +ab —ad'b =ab—b)+ (a—d)b €1, pues I es un ideal de A. Esto demuestra que
las operaciones estan bien definidas. El resto de la proposicién se deja como ejercicio. |

Al hacer el cociente de un anillo A por un ideal I, elementos que eran distintos en A “pasan
a ser iguales” en el cociente (estrictamente hablando, son sus clases de equivalencia las que se
hacen iguales); en particular, los elementos de I “se hacen cero”. En muchas de las ocasiones
en las que se construyen estructuras cociente eso es precisamente lo que se busca, identificar
entre si o anular ciertos elementos.
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Ejemplos 1.19 Anillos cociente.

(1)

(4)

Sea n un entero positivo. El anillo cociente del anillo Z por el ideal (n) se denota Z,, y la
notacién a = b mod (n) se suele simplificar como a = b mod n. Sia € Z y r es el resto
de dividir a entre n entonces a = r mod n. Esto muestra que Z, tiene exactamente n
elementos, més concretamente las clases de 0,1,...,n — 1. Ademéssia,bEe Zyrys
son los restos de dividir a + b y ab entre n, respectivamente, entonces

(@a+ @)+ O+ @) =r+®) y (a+®)(b+(n)=s+(n).

A/0 es el propio anillo A, mientras que A/A = 0.

Consideremos el ideal I del anillo de polinomios A[X] formado por los polinomios con
coeficiente independiente 0 (ver los Ejemplos 1.14). Como todo polinomio es congruente
moédulo I con su coeficiente independiente (visto como polinomio), no es dificil con-
vencerse de que la composicién de la inclusién A — A[X] con la proyeccién 7 : A[X]| —
A[X]/(X) es un isomorfismo por tanto A = A[X]/(X).

Sean A y B anillos e I = A x 0. Como (a,b) = (0,b) mod I la aplicacién b — (0,b) + I
es un isomorfismo B — (A x B)/I. esencialmente iguales (isomorfos).

Lema 1.20 Sea A un anillo. Un elemento b de A es invertible si y sélo si (b) = A. Por tanto,
las siguientes condiciones son equivalentes para un ideal I de A.

(1) I es impropio; es decir, I = A.

(2) 1€l

(8) I contiene una unidad de A; es decir, I N A* # ().

Hemos visto que, si f : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces f(A) es un
subanillo de B, y es evidente que f es suprayectivo precisamente cuando f(A) = B. Mais
generalmente, podemos decir que cuanto mayor es f(A) més cerca estd f de ser suprayectivo.
En el otro extremo, f~1(0) es un ideal de A que nos va a servir para determinar si f es o no
inyectivo.

Definicion 1.21 Sea f: A — B un homomorfismo de anillos; llamamos imagen y nucleo de
f, respectivamente, a los conjuntos

Im f=f(A)={f(a):acA} y Kerf=[f10)={acA:fla)=0}

(la notacion para el nicleo procede de la voz germdnica Kernel). En general Im f es un
subanillo de B y Ker f es un ideal de A.

Proposicion 1.22 Un homomorfismo de anillos f : A — B es inyectivo si y solo si Ker f = 0.
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Demostracién. Si f es inyectivo, entonces f~!(a) tiene a lo sumo un elemento, para todo
a € A. En particular Ker f = f~1(0) tiene exactamente un elemento, a saber 0.
Reciprocamente, supongamos que Ker f = 0 y sean a,b € A tales que a # b. Entonces

fa) = f(b) = f(a —b) # 0; es decir, f(a) # f(b), y por tanto f es inyectiva. [

El siguiente resultado describe los ideales de un anillo cociente. Consideramos la proyeccién
canénica m: A — A/I. La imagen por m de un subconjunto J de A es

m(J)={a+I:a€J}.
Si J contiene a I, denotaremos este conjunto por J/I.

Teorema 1.23 (Teorema de la Correspondencia) Si I es un ideal de un anillo A, las
asignaciones J — J/I y X — 7 1(X) definen aplicaciones biyecciones (una inversa de la
otra) que conservan la inclusion entre el conjunto de los ideales de A que contienen a I y el
conjunto de todos los ideales de A/I.

Demostraciéon. Hay que comprobar los siguientes puntos, cosa que el lector podra hacer
como ejercicio:

e Si J es un ideal de A que contiene a I entonces J/I es un ideal de A/T y 7= *(J/I) = J.

e Si X esunideal de A/ entonces 7 1(X) es un ideal de A que contiene a I y 7= 1(X)/I =
X.

e Si J C K son ideales de A que contienen a I entonces J/I C K/I.

e Si X CY son ideales de A/I entonces 7 1(X) C 7= 1(Y).

Problemas

1.5.1 Demostrar el Lema 1.17 y las Proposiciones 1.18 y 1.20.

1.5.2 Demostrar ademds que si n y m son dos nimero enteros entonces (n) C (m) si y solo
sim | n.

1.5.3 Si n es un entero positivo, demostrar que los ideales de Z,, son precisamente los de la
forma mZ,, donde m es un divisor positivo de n, y ademds mZ,, estd contenido en m'Z, siy
solo si m/ divide a m.

1.5.4 Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Demostrar que si I es un ideal de B,
entonces f~!(I) es un ideal de A. Demostrar que si I es un ideal de A y f es suprayectiva,
entonces f(I) es un ideal de B. Dar un ejemplo de un homomorfismo de anillos f : A — B en
el que la imagen por f de un ideal de A no sea ideal de B.
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1.5.5 Sean A y B dos anillos. Describir los ideales de A x B en funcién de los ideales de A
y de B. Determinar todos los ideales de Z12 X Zs.

1.5.6 Demostrar que si p y ¢ son dos primos distintos entonces no hay ningin homomorfismos
de Zy a Z4 ni de Zg a Zyp. ;Cudntos homomorfismos hay de Z4 a Zo? ;Y de Zg a Z47

1.5.7 Demostrar que si f : A — B es un homomorfismo suprayectivo de anillos y todos los
ideales del anillo A son principales entonces todos los ideales de B son principales.

1.5.8 Sea f : A — B un homomorfismo suprayectivo de anillos. Demostrar que existe una
correspondencia biunivoca, que conserva la inclusion, entre el conjunto de los ideales de B y
los ideales de A que contienen a Ker f.

1.5.9 Sea X un conjunto y * una operacién en X. Una congruencia en X con respecto
a * es una relaciéon de equivalencia ~ en X que verifique la siguiente condiciéon para todo
a,a ,b,b € X:

a~d y b~b = axb~d xb.

En tal caso definimos la siguiente operacién * en el conjunto cociente X/ ~, donde @ denota
la clase de equivalencia en X/ ~ que contiene a a:

axb=axb.
Demostrar las siguientes propiedades para ~ una congruencia en X con respecto a :

(1) Si (X, %) es un semigrupo entonces (X/ ~,*) es un semigrupo y si ademds (X, *) es un
monoide o un grupo entonces (X/ ~,*) también lo es.

(2) Si A es un anillo y ~ es una relacién de equivalencia en A entonces ~ es una congruencia
respecto de la suma y el producto de A siy solo si el conjunto I = {a € A:a ~ 0} es un
ideal de A y ~ es la relacién de equivalencia “ser congruentes médulo 7.

1.6 Operaciones con ideales

Sea A un anillo. Recordemos que si X es un subconjunto de A entonces llamamos ideal de A
generado por X al menor ideal de A que contiene a A y que

(X) = {Zaixiznzo,aieA,xieX}.

i=1

Es facil ver que la interseccién de una familia de ideales de A es un ideal de A. Eso implica
que (X) es también la interseccién de todos los ideales de A.
Si I y J son dos ideales de A entonces la suma y producto de A son los conjuntos

I+J = {z+y:xel,yeJ}
IJ = {zipi+ ...+ 2uyn 21, Zn € L,y1,...,yn € J}.
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Mas generalmente, si Iy, ..., I, son ideales, entonces la suma de estos ideales es
L+ - +L,={x1+ - +a,:x1€N,...,2q € I;}

y el producto I --- I, es el ideal formado por las sumas de productos de la forma z1---z,
donde 1 € I,...,x, € I,,.
Atun més generalmente, si {I, : * € X} es una familia de ideales de A entonces

ZI‘”: {Z%i% paratodo:veXyamzoparacasitodoxeX}
rxeX zeX

y er x Iz es el ideal formado por las sumas de productos de la forma er y Gz donde a; € I,
para todo z € X y a, = 1 para casi todo x € X.

Proposicién 1.24 Si {I, : x € X} es una familia de ideales de un anillo A entonces:

(1) > . cx Iz es el menor ideal de A que contiene a todos los I, o sea el ideal generado por

UmEXIz-
(2) SiIh,..., I, son ideales de A entonces I --- I, es el menor ideal de A generado por los
productos x1++-xy conx1 € I1,...,xy € I.

Ejemplos 1.25 Operaciones con ideales.

(1) Sean ny m son dos niimeros enteros coprimos y consideremos los ideales (n) y (m) de Z.
Claramente (n)(m) = (nm). Entonces, (n) N (m) estd formado por los nimeros enteros
que son multiplos de n y de m. Esos son precisamente los multiplos del minimo comtn
multiplo de n y m. Por otro lado, (n) + (m) es el menor ideal (d) de Z que contiene a
(n) y (m). De la Proposicién 1.15 se deduce que (d) = (n) + (m) si y solo si d divide a n
y m y es multiplo de todos los divisores comunes de n y m. O sea d es el maximo comun
divisor de n y m. En resumen:

(n)(m) = (nm), (n) + (m) = (mem(n,m)), (n) + (m) = (med(n, m)).

(2) Consideremos ahora el anillo Z[X] de los polinomios con coeficientes enteros. Entonces
(2) + (X) esté formado por los polinomios cuyo término principal es par. Vamos a ver
que este ideal no es principal. Supongamos por reduccién al absurdo que (2) + (X) = (a)
para algin a € Z[X]. Entonces 2 = ab para algin polinomio b, lo que implica que a € Z.
Ademads, como A € (2,X), necesariamente A es par, lo que implica que X ¢ (a) =
(2) + (X), una contradiccion.

Problemas

1.6.1 Escribir una demostracién de la Proposicion 1.24.

1.6.2 Si I, J y K son ideales de un anillo A, demostrar que:
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(1) IJCInJ.
2) I(JNK)CIJNIK.
(3) I(JK) = (IJ)K.
4) I(J+K)=1J+1IK.
(5) TA=1.
(6) SiZ denota el conjunto de los ideales de A entonces (Z,N) y (Z,+) y (Z,-) son monoides.
. Qué le falta a (Z,+,-) para ser un anillo?
1.7 Los Teoremas de Isomorfia y Chino de los Restos

Teorema 1.26 (Primer Teorema de Isomorfia) Sea f : A — B un homomorfismo de
anillos. Entonces existe un inico isomorfismo de anillos f : A/Ker f — Im f que hace
conmutativo el diagrama

A f B

P )
A/Kerffff77>1mf

es decir, io fop = f, donde i es la inclusion y p es la proyeccion. En particular

~] .
Ker f m f

Demostracién. Sean K = Ker f e I = Im f. La aplicacién f : A/K — I dada por
f(z 4+ K) = f(z) estd bien definida (no depende de representantes) pues si z + K = y + K
entonces x —y € K y por lo tanto f(z) — f(y) = f(x —y) = 0; es decir, f(zx) = f(y).
Ademas es elemental ver que es un homomorfismo de anillos y que es suprayectiva. Para
ver que es inyectiva usamos la Proposicién 1.22: si  + K estd en el niicleo de f entonces
0= f(xr+K) = f(z), de modo que x € K y asi  + K = 0 + K. Es decir Ker f = 0 y por
lo tanto f es inyectiva. En conclusién, f es un isomorfismo, y hace conmutativo el diagrama
porque, para cada x € K, se tiene

i(f(p(2))) = f(z + K) = f(x).

En cuanto a la unicidad, supongamos que otro homomorfismo f: A/K — I verifica iofop =f;

~ ~ —

entonces para cada x € K se tiene f(z + K) = i(f(p(x))) = f(z) = f(z + K), y por lo tanto
f=r
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Teorema 1.27 (Segundo Teorema de Isomorfia) Sea A un anillo y sean I y J dos ideales
tales que I C J. Entonces J/I es un ideal de A/I y existe un isomorfismo de anillos

LHNA

JjI T

Demostracién. Por el Teorema de la Correspondencia 1.23, J/I es un ideal de A/I. Sea
f:+A/I — A/J la aplicacién definida por f(a+ I) = a + J. Es elemental ver que f estd bien
definida, que es un homomorfismo suprayectivo de anillos y que Ker f = J/I. Entonces el
isomorfismo buscado se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorfia a f. |

Teorema 1.28 (Tercer Teorema de Isomorfia) Sea A un anillo con un subanillo B y un
itdeal I. Entonces:

(1) BNI es un ideal de B.

(2) B+ I es un subanillo de A que contiene a I como ideal.

B B+I
BnI I °

(8) Se tiene un isomorfismo de anillos

Demostraciéon. Los dos primeros apartados se dejan como ejercicio. En cuanto al ultimo,
sea f: B — A/I la composicién de la inclusién j : B — A con la proyeccién p: A — A/I. Es
claro que Ker f = BNIy que Im f = (B +1I)/I, por lo que el resultado se sigue del Primer
Teorema de Isomorfia. |

Ejemplos 1.29 Aplicaciones del Primer Teorema de Isomorfia.

(1) Si Ay B son anillos, el homomorfismo Ax B — A de proyeccién en la primera componente

es suprayectivo y tiene nicleo I = 0 x B, por lo que glxxg ~ A. En realidad ya habiamos

visto esto en el Ejemplo 1.19.(4).

(2) Si A esun anillo, el homomorfismo f : A[X] — A de sustitucién en 0 (dado por ag+a; X +
-+ > ag) es suprayectivo y tiene por nicleo el ideal (X) generado por X (consistente en
los polinomios con coeficiente independiente nulo), de modo que A[X]/(X) ~ A, como
ya habfamos observado en el Ejemplo 1.19.(3).

(3) Sean A un anillo e I un ideal de A. Para cada a € A, sea @ = a + [. La aplicacién
[+ AX] — (A/I)[X] dada por f(ap+a1 X +---+ap,X") =ap+@ X +---+a,X" es un
homomorfismo suprayectivo de anillos cuyo ntcleo es I[X]| = {ag+ a1 X + -+ a, X" :
a; € I}. Del Primer Teorema de Isomorfia se deduce que (A/I)[X] ~ A[X]/I[X].

Definicién 1.30 Sea A un anillo, y recordemos que si n € Z* escribimos nl = 1+ --- + 1
(n wveces). Si existe n € Z* tal que nl = 0, definimos la caracteristica de A como el menor
n € Z1 que verifica tal igualdad. Si no existe un tal n, decimos que la caracteristica de A es

0.
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Proposiciéon 1.31 Sea A un anillo A y sea f : Z — A el inico homomorfismo de anillos
(dado por f(n) =nl). Para un nimero natural n las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) n es la caracteristica de A.
(2) nZ es el nicleo de f.
(8) El subanillo primo de A es isomorfo a Z, (recuérdese que Zo =7 y Z1 =0).

(4) A contiene un subanillo isomorfo a Zy,.

Demostracién. La equivalencia entre (1) y (2) se deja como ejercicio para el lector, y es
obvio que (3) implica (4).

(2) implica (3). Se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y observando que
Im f es el subanillo primo de A.

(4) implica (2). Si B es un subanillo de Ay g : Z,, — B es un isomorfismo, considerando
la proyeccién w : Z — Zy y la inclusién u : B < A se obtiene un homomorfismo de anillos
uogom:Z — A que debe coincidir con f por su unicidad (Ejemplo 1.12.(3)). Como u o g es
inyectiva, es elemental ver que Ker f =nZ. 1

Teorema 1.32 (Teorema Chino de los Restos) Sea A un anillo y sean I,..., I, ideales
de A tales que I; + I; = A para todo @ # j. Entonces Iy N ---N 1, = Iy ---I,. Ademds

A A A

—_— X e X —,
LHn---Nnl, L I,
Demostracién. Razonamos por induccién sobre n, empezando con el caso n = 2. La hipétesis
I; + I = A nos dice que existen x1 € I y 29 € Iy tales que 1 + x9 = 1, y entonces para cada
a € I1 NI se tiene a = axy + axs € I115, de modo que Iy NIy C 1115, y la otra inclusién es
clara. Claramente la aplicacién f: A — A/I; x A/l dada por f(a) = (a + I1,a + I3) es un
homomorfismo de anillos con nicleo 11N 12, y es suprayectiva pues, dado un elemento arbitrario
(a1 +T,a9+ 1) de A/} x A/I, el elemento a = a2 + asxy verifica f(a) = (a1 + I1, a2 + I2).
Ahora el resultado se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorfia.

En el caso general (n > 2) basta ver que las hip6tesis implican que (I31N---N1L,—1)+1, = A,
pues entonces la hipdtesis de induccion nos da

LN NNy =00 NIy )y =11 Iyl

A A LA
hn---nl, ()N, Nl

Xé’\’éx X A ><é
[n_[l In—l In.

Para ver que (Iy N---N1I,—1) + I, = A notemos que, para cada i < n — 1, existen a; € I; y
b; € I, tales que 1 = a; + b;, y multiplicando todas esas expresiones se obtiene

1= H?:_ll(ai +b)=ai - an_1+0,
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donde b engloba a todos los sumandos que se obtendrian desarrollando los productos (excepto
aj---anp—1) y estd en I, porque en cada sumando hay al menos un factor del ideal I,,. Como
ademds aj ---ap—1 € 1 N---N1I,_1, deducimos que 1 € (I1 N---NIp_1)+ I, yasi ([1N---N
I,—1)+ I, = A, como querfamos ver. ||

Problemas

1.7.1 Sea a € R. ;Qué se deduce al aplicar el Primer Teorema de Isomorfia al homomorfismo
R[X] — R, dado por P(X) — P(a)? ;Y qué se deduce al aplicarlo al homomorfismo R[X] — C,
dado por P(X) — P(i)?

1.7.2 Demostrar el reciproco del Teorema Chino de los Restos para anillos; es decir, probar
que si I, ..., I, son ideales de un anillo A tales que la aplicacién f: A — [["; A/I;, dada por
fla) =(a+I1,...,a+ I,) es suprayectiva, entonces I; + I; = (1), para todo 7 # j.

1.7.3 Sean f : A — B un homomorfismo de anillos, J un ideal de B e I = f~1(I). Demostrar

(1) Existe un tinico homomorfismo f : A/I — B/J que hace conmutativo el siguiente dia-
grama, donde 77 y 7z son los homomorfismos canénicos

(2) f es inyectivo.
(3) A/I'y (f(A)+ J)/J son anillos isomorfos.

1.7.4 Sea A un anillo de caracteristica n y sea m un nimero entero. ; Cudntos homomorfismos
de anillos Z,, — A existen? ;Cudntos homomorfismos de anillos Z,, — Z,, existen?



Capitulo 2

Divisibilidad en Dominios

En este capitulo suponemos que todos los anillos que aparecen son conmutativos y en ellos

1+#0.

2.1 Cuerpos y dominios; ideales maximales y primos

Definicion 2.1 Un elemento a de un anillo A se dice regular si la relacion ab = ac con
b,c € A implica que b = c; es decir, si a es cancelable respecto del producto. Claramente, el 0
nunca es reqular.
Un cuerpo es un anillo en el que todos los elementos no nulos son invertibles, y un dominio
(o dominio de integridad) es un anillo en el que todos los elementos no nulos son regulares.
Un subanillo de un anillo A que sea un cuerpo se llama un subcuerpo de A, y un homo-
morfismo de anillos entre dos cuerpos se llama homomorfismo de cuerpos.

Como todo elemento invertible es regular (Lema 1.5), tenemos:
Proposicién 2.2 Todo cuerpo es un dominio.
Otras propiedades que se demuestran facilmente quedan recogidas en la siguientes proposicién:

Proposiciéon 2.3 Sea A un anillo.
(1) Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) A es un cuerpo.
(b) Los tunicos ideales de A son 0 y A.
(¢c) Todo homomorfismo de anillos A — B con B # 0 es inyectivo.

(2) Un elemento a € A es regular si y solo si la relacion ab =0 con b € A implica b =10 (por
este motivo, los elementos no requlares se suelen llamar divisores de cero ).

(8) A es un dominio si y solo si, para cualesquiera a,b € A no nulos, se tiene ab # 0.

1Obsérvese la importancia de la hipétesis 1 # 0 en este caso.

29
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(4) Todo subanillo de un dominio es un dominio.

(5) La caracteristica de un dominio es cero o un numero primo.

Demostracién. (1) Supongamos que A es cuerpo e sea I un ideal no nulo de A entonces I
tiene un elemento a # 0. Como A es cuerpo a es invertible, con lo que del Lema 1.20 deducimos
que I = A. Supongamos ahora que A no es cuerpo y sea a un elemento no invertible de A
diferente de 0. Entonces 0 # (a) # A. Esto demuestra que (a) y (b) son equivalentes.

Si f: A — B es un homomorfismo de anillos y B # 0 entonces f(14) = 15 # 0, con lo que
ker f # A. Por tanto si los unicos ideales de A son 0 y A entonces ker f = 0, con lo que f es
inyectivo por Proposicién 1.22. Sin embargo si I es un ideal de A que no es ni 0 ni A entonces
el homomorfismo canénico A — A/I no es inyectivo y A/I # 0. Esto demuestra que (b) y (c)
son equivalentes.

(2) Supongamos que a es regular y que ab = 0. Entonces ab = a0 y por tanto b = 0.
Sin embargo si a no es regular existen elementos distintos b y ¢ de A con ab = ac. Entonces
a(b—c)=ab—ac=0.

(3) es consecuencia inmediata de (2).

(4) es obvio. 1

Ejemplos 2.4 Dominios y cuerpos.

(1) Los anillos Q, R y C son cuerpos y Z es un dominio que no es un cuerpo (aunque es
subanillo de un cuerpo).

(2) Para n > 2, el anillo Z,, es un dominio si y solo si es un cuerpo, si y sélo si n es primo
(;por qué?).

(3) Si m es un entero que no es el cuadrado de un nimero entero entonces Z[/m| es un
dominio (subanillo de C) que no es un cuerpo (el 2 no tiene inverso). Sin embargo, Q[y/m]
sf que es un cuerpo; de hecho, si a+by/m # 0, entonces ¢ = (a+by/m)(a—by/m) = a®>—b*m
es un niimero racional no nulo (;por qué?) y ag~! — bg~'y/m es el inverso de a + by/m.

(4) Un producto de anillos diferentes de 0 nunca es un dominio, pues (1,0)(0,1) = (0,0).

(5) Los anillos de polinomios no son cuerpos, pues la indeterminada genera un ideal propio y
no nulo. Por otra parte, A[X] es un dominio si y solo si lo es A. Una implicacién es clara,
pues A es un subanillo de A[X]. Para ver la otra obsérvese que si P es un polinomio de
grado n y @ es un polinomio de grado m entonces tenemos P = ag+a1 X +---+a, X"y
Q=bg+0 X+ - +bX™cona, #0y b, #0. Si Ae dominio entonces el coeficiente
de X" ™™ en PQ es a,b,, que si A es dominio no es 0.

Definicion 2.5 Sean A un anillo e I un ideal propio de A.
Se dice que I es maximal si no estd contenido en ningiun ideal propio (excepto en si mismo).
Se dice que I es primo si, para todo a,b € A, la relacion ab € I implicaa €1 6 b€ I.

Proposicién 2.6 Sean A un anillo e I un ideal propio de A. Entonces:
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(1) I es maximal si y solo si A/I es un cuerpo.

(2) I es primo si y solo si A/I es un dominio.

(8) Si I es mazximal entonces es primo.

(4) A es un cuerpo si y solo si el ideal 0 es maximal.

(5) A es un dominio si y solo si el ideal O es primo.

Demostracién. El apartado (1) es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.3.(1) y del
Teorema de la Correspondencia (Teorema 1.23). Para demostrar (2), supongamos que I es
primo y sean a + I,b + I dos elementos no nulos de A/I; entonces a,b ¢ I y por lo tanto
ab & I, luego (a+1I)(b+1I)=ab+ I # 0y en consecuencia A/I es un dominio. El reciproco
se demuestra usando la misma idea, y el resto de apartados se deducen de estos dos y de la
Proposicion 2.2. |1

Ejemplo 2.7 De la Proposicion 1.15 sabemos que todos los ideales de Z son principales.
Ademas si n y m son enteros entonces (n) C (m) si y solo si m divide a n. Por tanto, (n) es
un ideal maximal de Z si y solo si n & {0,1,—1} y los tinicos divisores de n son £1 y £n, o
sea si m es un numero primo. En tal caso (n) es ideal primo de Z por la Proposicién 2.6.(3).
Obsérvese que (0) es un ideal primo de Z que no es maximal pues Z es un dominio que no es
un cuerpo. Sin embargo si n # 0 y n no es primo entonces (n) no es un ideal primo de Z, pues
o bien n = %1 en cuyo caso (n) = Z o bien n = ab con a y b dos divisores propios de Z, con lo
que ab € (n) pero ni a ni b estan en (n).

En resumen, los ideales maximales de Z son los de la forma (n) con n un ndmero primo y
los ideales primos Z son los de la forma (n) con n = 0 o un ndimero primo.

Proposicién 2.8 Todo ideal propio de un anillo estd contenido en un ideal mazximal.

Demostraciéon. Sea I un ideal propio de A y sea ) el conjunto de los ideales propios de A
que contienen a I. Obsérvese que la union de una cadena I; C Io C I3 C ... de elementos de
) es un ideal, que ademads es propio, pues si no lo fuera, contendria a 1 y por tanto algun I,
contendria a 1 en contra de que todos los I,, son ideales propios. Aplicando el Lema de Zorn
deducimos que ) tiene un elemento maximal que obviamente es un ideal maximal de A. |

Problemas

2.1.1 Sean a y b dos elementos de un anillo. Demostrar que ab es un divisor de cero si y solo
si a 6 b es un divisor de cero.

2.1.2 Sea A un anillo finito. Demostrar que todo elemento de A es o divisor de cero o unidad.
Deducir que todo dominio finito es un cuerpo.

2.1.3 Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Demostrar que:
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(1) Si p es un ideal primo de B, entonces f~!(p) es un ideal primo de A.

(2) En general, no se verifica el resultado andlogo para ideales maximales. (Indicacion:
Considerar la inclusién de Z en Q.)

2.1.4 Sea I un ideal propio del anillo A. Demostrar que las biyecciones del Teorema de la
Correspondencia llevan ideales maximales (respectivamente primos) de A que contienen a I a
ideales maximales (respectivamente primos) de A/I, y viceversa.

2.1.5 Demostrar que si D es un dominio entonces su caracteristica es o 0 o un nimero primo.
2.1.6 Determinar los ideales de Z,. ;Cuédles de ellos son primos y cudles maximales.

2.1.7 Se considera el anillo A[[X]] de series de potencias con coeficientes en un anillo A. Se
pide:

(1) Demostrar que > ;o; a; X" es una unidad de A[[X]] precisamente si ao es una unidad de
A.

(2) Si A es un cuerpo, demostrar que todo ideal de A[[X]] es de la forma (X") para algin
n € N.

(3) Demostrar que A[[X]] es un dominio precisamente si A es un dominio.

(4) Identificar los ideales maximales de A[[X]] en funcién de los ideales maximales de A.
2.1.8 Demostrar que si P es un ideal primo de un anillo A entonces tanto P[X]| como
P+(X)={av+ar X+ - +a,X":a0 € Pay,...,a, € A}
son ideales primos de A[X]. jPuede ser P[X] ideal maximal de A[X]? ;Y P+ (X)?

2.1.9 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo A.
1) A tiene un tnico ideal maximal.
3

El conjunto de los elementos no invertibles de A es un ideal.

4

(1)
(2) A tiene un ideal propio I que contiene todos los elementos no invertibles de A.
(3)
(4) Para todo a,b € A, si a + b es invertible, entonces a 6 b es invertible.

Un anillo que satisface las condiciones anteriores se dice que es local.
2.1.10 Demostrar que los siguientes anillos son locales:
(1) Zyn, donde p es primo y n > 0.

(2) A/m", donde A es cualquier anillo, m es un ideal maximal y n € N.
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(3) K[[X]], donde K es un cuerpo.

2.1.11 Sea A un anillo cuya caracteristica es un nimero primo p. Demostrar que la aplicacién
z — 2P" es un endomorfismo de A para todo n € Z=0.

2.1.12 Demostrar que, si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F', entonces el cardinal de
K es una potencia del cardinal de F'. (Indicacién: Considerar K como espacio vectorial sobre
F). Deducir que:

(1) El cardinal de cualquier cuerpo finito es una potencia de un nimero primo. (Indicacién:
Considerar el subanillo primo de K.)

(2) Si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F, entonces existen un nimero primo p y
enteros positivos n y m tales que n | m, |F| =p" y |K| = p™.

2.1.13 Demostrar que si K es un cuerpo finito entonces 1 y —1 son los tnicos elementos
de K cuyo cuadrado es 1. Usar esto para demostrar que el producto de todos los elementos
no nulos de K es —1 y deducir el Teorema de Wilson: Si p es un nimero primo entonces

(p — 1)! = —1 mod p. Demostrar también el reciproco del Teorema de Wilson: Si n es un
entero positivo que cumple (n — 1)! = —1 mod n entonces n es primo.
2.1.14 Sean I un ideal de un anillo y p1, ..., p, ideales primos del mismo anillo. Demostrar

que si I C Ulepi entonces I C p; para algun .

2.2 Divisibilidad

Recuérdese que estamos suponiendo que todos los anillos son conmutativos y satisfacen 1 # 0.
Sea A un anillo y sean a,b € A. Si existe ¢ € A tal que b = ac entonces se dice que a divide
aben A, o que a es un divisor de b en A, o que b es un maltiplo de a en A. Para indicar que
a divide a b en A escribiremos a | b en A. Si el anillo A esta claro por el contexto escribiremos
simplemente a | b.
Obsérvese que la nocién de divisibilidad depende del anillo. Por ejemplo, si a es un entero
diferente de 0, entonces a divide a todos los nimeros enteros en (Q, pero no necesariamente en

Z.

Lema 2.9 Si A es un anillo y a,b,c € A entonces se verifican las siguientes propiedades:
(1) (Reflexiva) a | a.
(2) (Transitiva) Sia|b yb|c, entonces a | c.
(3) al0yl]a.
(4) 0| a siy solo sia=0.

(5) a |1 siy solo sia es una unidad; en este caso a | x para todo x € A (es decir, las
unidades dividen a cualquier elemento).
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(6) Sia|byalc entonces a|rb+ sc para cualesquiera r,s € A (y en particular a | b+ c,
a|b—cyalrbpara cualquier r € A). Mds generalmente, si a divide a ciertos elementos,
entonces divide a cualquier combinacion lineal suya con coeficientes en A.

(7) Sic no es divisor de cero y ac | be, entonces a | b.

Demostracién. Todas las propiedades son obvias o muy sencillas de demostrar. Demostramos
solo la tltima. Si ac | be entonces be = acd para algin d € A. Como ¢ no es divisor de cero, o
sea es regular, se tiene que b = ad con lo que a | b.

Definiciéon 2.10 Dos elementos a y b de un anillo A se dice que son asociados en A si se
dividen mutuamente en A; es decir, sia |b yb|a en A. Cuando esté claro por el contexto en
qué anillo estamos trabajando, diremos simplemente que a y b son asociados.

Por ejemplo, una unidad es lo mismo que un elemento asociado a 1.
13

Es elemental ver que “ser asociados” es una relacién de equivalencia en A, y que dos
elementos son asociados si y solo si tienen los mismos divisores, si y solo si tienen los mismos
multiplos. Por lo tanto, al estudiar cuestiones de divisibilidad, un elemento tendré las mismas
propiedades que sus asociados.

La siguiente caracterizacion de la relacion “ser asociado” en un dominio serd importante
(y por motivos como éste pronto empezaremos a suponer sistematicamente que los anillos que

aparecen son dominios):

Lema 2.11 Si D es un dominio entonces a,b € D son asociados en D si y solo si existe una
unidad u de D tal que b = au.

Demostracién. Si b = au con u unidad entonces a = bu~! con lo que a | by b | a, es decir a
y b son asociados. Reciprocamente, supongamos que a y b son asociados. Entonces b = bu y
a = bv para ciertos u,v € D. Claramente si a 6 b es 0 entonces el otro también es 0, con lo que
en este caso a = bl. Por otro lado, si a y b son ambos distintos de 0 también lo son v y v con
lo que uv # 0 por ser D un dominio. Como ademaés auv = bv = a = al y a es cancelable por
ser distinto de 0 y D un dominio, deducimos que uv = 1 con lo que u es una unidad de D. |

En el Problema 3.5.5 se vera un ejemplo de un anillo con dos elementos asociados a y b
para los cuales no existe ninguna unidad w en el anillo tal que b = au.

Sabemos que cualquier elemento a de un anillo A es divisible por sus asociados y por las
unidades de A, y que si a divide a uno de los elementos b 6 ¢ entonces divide a su producto be.
A continuacion estudiamos los elementos que verifican “los reciprocos” de estas propiedades.
A menudo consideraremos elementos a de un anillo A que no son cero ni unidades, lo que
sintetizaremos en la forma 0 # a € A\ A*.

Definicién 2.12 Diremos que un elemento a del anillo A es irreducible si 0 # a € A\ A* y
la relacion a = be en A implica que b € A* ¢ ¢ € A* (y por lo tanto que uno de los dos es
asociado de a).
Diremos que a es primo si 0 # a € A\ A* y la relacion a | be en A implica que a | b d a | c.
Ambas nociones dependen del anillo ambiente, y si éste no estd claro por el contexto hablare-
mos de irreducibles y primos “en A”.
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Proposiciéon 2.13 En un dominio A todo elemento primo es irreducible.

Demostraciéon. Sea p un elemento primo de A y supongamos que p = ab, con a,b € A.
Entonces p divide a a 6 a b. Supongamos que p divide a a y p son asociados. Entonces,
Lema 2.11, se tiene que ab = p = au para algin u € D*. Como D es dominio b = u, con lo
que b es unidad. Esto demuestra que p es irreducible. |

El reciproco no se verifica en general, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14 Irreducible no implica primo.

En el anillo Z[\/—5] hay elementos irreducibles que no son primos. Comencemos observando

que el cuadrado del médulo de un elemento a+by/—5 de Z[v/=5], con a,b € Z es |a+by/—5|? =
a? + 5b%. Como ademds |zy| = |z| |y| si x|y en Z[/—5], entonces |z|?> divide a |y|> en Z. En
particular, si z = a + by/=5 y |z|?> = 1 entonces © = +1. De aqui deducimos que

ZIV=5* = {x € Z[V-5] : |z|* =1} = {1, —1}.

Por otro lado los cuadrados en Zs son 0+ (5) y =14 (5), y que por lo tanto la congruencia
a? = 42 mod 5 no tiene solucién. Esto implica que en Z[v/—5] no hay elementos cuyo médulo
al cuadrado valga 2, 3 6 12 (;por qué?).

Sea ahora z € Z[y/—5] con |z|> = 4. Si y | z entonces |y|? divide a |z|?> = 4, en Z vy, por lo
tanto, |y|? vale 1, 2 6 4: En el primer caso y € Z[v/—5]*, el segundo es imposible y en el tercero
y es asociado de z (jpor qué?), y en consecuencia x es irreducible. De igual modo se ve que
los elementos con médulo 6 6 9 son irreducibles, y en particular lo son todos los factores de la

igualdad
2-3=(14++v-5)(1—+/-5).

Pero ninguno de ellos es primo: por ejemplo de la igualdad se deduce que 2 | (14 +/—5)(1 —
VvV —5), y es claro que 21 (1 ++/—=5) y 21 (1 — /—5).

Todas las nociones de divisibilidad que hemos presentado pueden enunciarse en términos
de los ideales principales generados por los elementos involucrados.

Proposicion 2.15 Si D es un dominio y a,b € D entonces se verifican las siguientes propiedades:
(1) a=0 siy solo si (a) =0.
(2) a € D* siy solo si (a) = D.
(3) a|b siy solosi(b)C(a) (0osibe (a)).
(4) a y b son asociados si y solo si (a) = (b).
(5) a es primo si y solo si (a) es un ideal primo no nulo de D.

(6) a es irreducible si y solo si (a) es mazimal entre los ideales principales propios no nulos
de D; es decir, a # 0 y (a) C (b) C D implica (a) = (b).
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Definiciéon 2.16 Sea A un anillo y sean S un subconjunto de A y a € A.

(1) a es un méximo comun divisor de S en A si a es divisor de cada elemento de S, y
maltiplo de cada elemento de A que sea divisor de todos los elementos de S.

(2) a esun de S en A si a miltiplo de cada elemento de S, y divisor de cada elemento de
A que sea multiplo de todos los elementos de S.

Obsérvese que no hablamos “del” maximo comun divisor ni “del” minimo comin multiplo
sino que en ambos casos usamos el articulo indeterminado “un”. En la siguiente proposicion
se precisa por qué tenemos que usar el articulo indeterminado y hasta qué punto “el” méaximo
comun divisor y “el” minimo comun multiplo son inicos. Sin embargo en ocasiones abusaremos
del lenguaje diciendo “el” maximo comun divisor o “el” minimo comun multiplo entendiendo
que son conceptos que son “Unicos salvo asociados”. También abusaremos del lenguaje escri-
biendo d = med(S) 6 m = mem(S) significando que d es un maximo comun divisor de S en A
y que m es un minimo comun miltiplo de S en A, respectivamente.

Proposicion 2.17 Sea A un anillo y sean S un subconjunto de A y a,b € A. Entonces

(1) a es un mdzimo comin divisor de S en A si y solo si (a) es el menor ideal principal de
A que contiene a S. En particular si (S) = (a) entonces a es el mdximo comun divisor
de S.

(2) a es un minimo comin multiplo de S en A si y solo si (a) es el mayor ideal principal
contenido en Ngins(s). En particular, si (a) = Nses(s) entonces a es minimo comin
maltiplo de S.

(3) Sia es un mdzimo comun divisor de S entonces b también es mdzimo comun divisor de
S si y solo si a y b son asociados en A.

(4) Si a es un minimo comin mailtiplo de S entonces b también es mdzimo comin divisor
de S si y solo si a y b son asociados en A.
(5) Sia es un divisor comun de los elementos de S y a € (S) entonces a = med(S).

Obsérvese que la condicion a € (S) significa que existen elementos si,...,8, € S y
ay,...,an € A tales que

a=ai81+ -+ a,sn. (2.1)

En el caso en que a = med(S) se se dice que esta expresion es una identidad de Bezout
para S.

(6) Se verifica 1 = mecd(S) si y solo si los unicos divisores comunes de los elementos de S
son las unidades de A.

(7) Si (S)=1 (o0 sea, 1 es combinacion lineal de elementos de S) entonces 1 = med(S).
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Demostracién. (1) Usando la definicién de maximo comin divisor y la Proposicién 2.15.(3)
tenemos que a = mcd(S) si y sélo si (s) C (a) para todo s € S y para todo b € A se tiene que
si S C (b) entonces (a) C (b). Esto demuestra que a = mecd(S) siy sélo si (a) es el menor ideal
principal que contiene a S.

(2) se demuestra de forma similar y (3) y (4) son consecuencias evidentes de las definiciones.

(5) Supongamos que a satisface la condicién dada y sea b un elemento de A que divide
a todos los elementos de S. Entonces divide a ais1 + -+ + apsp = a. Esto demuestra que
a = med(95).

(7) es consecuencia inmediata de (5). 1§

Ejemplo 2.18 Los reciprocos de las propiedades (5) y (7) no se verifican. Por ejemplo, los
inicos divisores comunes de 2 y X en Z[X] son 1 y —1, es decir las unidades de Z[X]. Por
tanto, 1 = med(2, X). Sin embargo, 1 & (59).

Si 1 = med(S) decimos que los elementos de S son coprimos en A. Si para cada par de
elementos distintos a,b € S se verifica med(a,b) = 1, decimos que los elementos de S son
coprimos dos a dos.

Problemas
2.2.1 Escribir demostraciones de los apartados del Lema 2.9 que no se han demostrado y de

las Proposicién 2.15 y 2.17.

2.2.2 Demostrar que si dos elementos de un anillo son asociados, entonces uno es irreducible
(respectivamente primo) si y solo si lo es el otro.

2.2.3 Sea a un elemento diferente de cero de un anillo A. Demostrar que si todos los divisores
de a son unidades o asociados a a entonces a es irreducible. Demostrar también que el reciproco
se verifica si A es dominio pero no en general.

2.2.4 Demostrar las siguientes afirmaciones para elementos a y b de un anillo:

(1) a | bsiy solo si a =mcd(a,b), siy solo si b =mecm(a,b). En particular, 1 = med(a, 1),
mcd(a,0) = a=mem(a,1) y 0= mcm(a,0).

(2) Si a es irreducible entonces med(a,b) =1 siy solo si atb.

2.2.5 Demostrar las siguientes propiedades para d y m dos elementos de un dominio D y S
un subconjunto de D.

(1) d = mcd(S) siy solo si (d) es minimo entre los ideales principales que contienen a S (o
al ideal generado por 5).

En particular, si (S) es un ideal principal entonces cualquier generador suyo es un méximo
comun divisor de S, y ademds existe una identidad de Bezout para S.
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(2) m =mem(S) siy solo si (m) = Nges(s).

En consecuencia, mcm(S) existe si y solo si el ideal Nscg(s) es principal, y entonces
cualquier generador de Nseg(s) es un minimo comun miltiplo de S.

2.2.6 En este ejercicio todas las propiedades de divisibilidad se refieren al anillo Z[v/—5].
Demostrar

(1) 2y 14+ +/—5 son coprimos y sin embargo no hay una identidad de Bezout para {2,1 +

vV —5}.
(2) 2y 1+ +/—5 no tienen minimo comuin multiplo.

(3) No existe med(6,2(1 + /=5)).

2.2.7 Sea S un subconjunto finito de un anillo A y supongamos que para cada dos elementos
elementos distintos s y ¢t de S se verifica que (s,t) = A. Demostrar que mem(S) = [[,cq 5.
Dar un ejemplo de dos elementos a y b de un dominio que verifiquen que mcd(a,b) = 1 no
existe el minimo comun multiplo de a y b.

2.2.8 Demostrar que si a y b son elementos coprimos de un anillo A que verifican (a,b) = A
entonces (a”,b") = A para todo n,m € N. Dar un ejemplo de dos elementos a y b de un
dominio que verifiquen que med(a,b) =1y med(a?,b) # 1.

2.3 Dominios de factorizacién tinica

FEn esta seccién vamos a introducir un tipo de dominios que verifican la propiedad maés signi-
ficativa de los nimeros enteros: El Teorema Fundamental de la Aritmética.

Definicion 2.19 Sea D un dominio. Una factorizacién en producto de irreducibles de un
elemento a de D es una expresion del tipo

a=upy---Pn

donde n € Z2°, u es una unidad de D y p1,...,pn son irreducibles de D. % Diremos que D
es un dominio de factorizacion o DF si todo elemento no nulo de D admite una factorizacion
en producto de irreducibles.

Dos factorizaciones de a € D en producto de irreducibles se dice que son equivalentes si
solo se diferencian en el orden y en asociados. Dicho con mds rigor, las factorizaciones

G =Up1-Pn =041 " Qdm

(con u,v € D* y el resto de factores irreducibles) son equivalentes si n = m y eziste una
permutacién o de N, (una biyeccion de N, = {1,2,...,n} en si mismo) tal que p; Y q,(;) son
asociados para cada t=1,...,n.

20bsérvese que se admite la posibilidad de que sea n = 0, en cuyo caso la factorizacién se reduce a a = u ya
que, por convenio, el producto vacio es 1
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Diremos que D es un dominio de factorizacién tnica ¢ DFU (UFD, en inglés) si es un
dominio de factorizacion en el que, para cada 0 # a € D, todas las factorizaciones de a son
equivalentes.

Ejemplos 2.20 (Dominios de factorizacion y de factorizacion inica)

(1)

(2)

El Teorema Fundamental de la Aritmética simplemente nos dice que el anillo de los
numeros enteros es un DFU.

Sea m un entero positivo. Vamos a ver que Z[y/m] es un dominio de factorizacién. Si m
es un cuadrado en Z entonces Z[\/m] = Z que es un dominio de factorizacién. Por tanto,
a partir de ahora suponemos que m no es un cuadrado en Z y siempre que utilicemos una
expresion a + by/m suponemos implicitamente que a y b son enteros. Vamos a utilizar la
conjugacién en Z[/m] que es la siguiente aplicacién®

ZlVm] — Z[vm]
a+by/m = a+bym=a—bym

Es facil comprobar que esta aplicacion es un homomorfismo de anillos con lo que la
siguiente aplicacién

N:zZlym] - Z
a+bym +— a®—b*m = (a+bym)(a—bym)

satisface f(zy) = f(z)f(y) para todo z,y € Z[\/m]. Sea x € Z[\/m]. Si x es invertible
en Z[,/y] entonces 1 = N(1) = N(zz~!) = N(z)N(z~') con lo que N(z) es invertible en
Z, es decir N(z) = £1. Reciprocamente, si N(x) = 1, entonces 2 = +1, con lo que x
es invertible en Z[\/m]. Esto demuestra que

ZIvm]* = {x € Zly/m] : [N ()| = 1}.

Vamos a demostrar que si  # 0 entonces tiene una factorizacién Z[y/m| por induccién
en |[N(x)|. Obsérvese que si |[N(x)| # 0 pues si a®? — b?>m entonces m es un cuadrado
en Z en contra de la hipétesis. Por tanto, el menor valor posible para |[N(z)| es 1 y en
el caso en que |[N(x)| = 1 entonces = es una unidad con lo que efectivamente tiene una
factorizacién. Asumamos pues la hipdtesis de induccién y supongamos que |N(z)| > 1.
Entonces x no es unidad. Si z es irreducible por supuesto que tiene una factorizaciéon con
lo que podemos suponer que x no es irreducible. Por tanto x = ab con a y b no unidades.
Por tanto |N(a)| y |N(b)| son divisores propios de |N(x)| y por hipétesis de induccién a
y b son productos de irreducibles. Luego x también es producto de irreducibles.

En el siguiente lema vemos que en un DFU los elementos irreducibles coinciden con los
primos. Combinando los Ejemplos 2.14 y 2.20.(2) nos proporcionan un DF que no es DFU:

NE)

3Si m es negativo, esta aplicacién es la conjugacién compleja, pero m es positivo entonces es una aplicacién
diferente.
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Lema 2.21 Si D es un DFU, entonces todo elemento irreducible de D es primo.

Demostracién. Sea p € D irreducible, y sean a,b € D tales que p | ab. Se trata de ver que
pladp|b Esto estd claro si a =0 o0 b =0 con lo que suponemos que ambos son diferentes
de 0. Por hipétesis pt = ab para algint € D. Sit =up1---ppn, a =vq1 - gm y b= wry---rg
son factorizaciones en irreducibles (con u, v, w € D*), entonces se tiene

uppy -+ - Ppp = (VW)q1 - g1 T

y por la unicidad de la factorizacién p es asociado de algin ¢; (y entonces p | a) o de algun r;
(v entonces p | b). 1

Proposiciéon 2.22 Para un dominio D, las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) D es un dominio de factorizacion unica.
(2) Todo elemento no nulo de D es producto de primos.

(8) D es un dominio de factorizacion en el que todo elemento irreducible es primo.

Demostracién. (1) implica (2). Por la definicién de DFU y por el Lema 2.21.

(2) implica (3) Supongamos que todo elemento de D es producto de primos. Claramente D
es un DF. Supongamos que p es irreducible y sea p = ¢q1...q; con qi, ..., qx primos. Entonces
p divide a algin ¢; y por simetria podemos suponer que p divide a ¢;. Como también ¢; divide
a p se tiene que p y g1 son asociados. Como ¢; es primo, se tiene que p es primo.

(3) implica (1). Por hipétesis, todo elemento no nulo de D se factoriza como un producto de
primos, y podemos demostrar la unicidad de tales factorizaciones adaptando la demostracion
del Teorema Fundamental de la Aritmética. En efecto, sean upy---p, = vq1 - gm, con p; y
g; irreducibles para todo 4, y u,v € D*. Suponemos que n < m y razonamos por induccién
sobre n. Sin = 0 entonces m = 0, ya que los divisores de unidades son unidades, y no hay
nada que demostrar. Supongamos que n > 0 y, la hip6tesis de induccién. Por hipétesis, p,, es
primo, luego divide a algin ¢; y de hecho son asociados (;por qué?); ademds, reordenando si
es necesario, podemos suponer que ¢ = m. Es decir, existe una unidad w tal que g,, = wp,.
Entonces

upt - Ppr—1 = (VW)q1 - Gm—1-

Por hipétesis de induccién se tiene n — 1 = m — 1 (luego n = m) y existe una biyeccién
7:{l,...,n—=1} = {1,...,n — 1} tal que p; ¥ ¢,(; son asociados para cada i =1,...,n — 1.
Ahora es evidente que 7 se extiende a una permutacion o de N, tal que p; y ¢,(;) son asociados
para cadai=1,...,n, y por lo tanto las factorizaciones iniciales son equivalentes. |
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Problemas

2.3.1 Sean D un DFU y P un conjunto de representantes de los irreducibles de D por la
relacion de equivalencia “ser asociados”, es decir P estd formado por irreducibles de D y cada
elemento irreducible p de D es asociado de un tnico elemento de P.

(1) Demostrar que cada elemento a de D se puede escribir de forma unica como a =
queppO‘P, donde u es una unidad de D, cada o, > 0y o, = 0 para casi todo p € P.
Llamaremos a esto “la” factorizacién de a en irreducibles de P.

(2) Demostrar que si

a:quO‘P y b:vafBP

peEP peEP

son las factorizaciones de a y b en irreducibles de P entonces a | b si y solo si oy, < ),
para todo p € P.

(3) El nimero de divisores de un elemento no nulo a de D es finito, salvo asociados. Es decir,

existe un conjunto finito F' tal que todos los divisores de a son asociados de un elemento
de F.

(4) Obtener una férmula para calcular el nimero de divisores de a, salvo asociados, en
términos de una factorizacién de a.

(5) Demostrar que todo subconjunto de D tiene méximo comin divisor y minimo comun
multiplo y dar una férmula para ambos. jCuidado con los subconjuntos infinitos!

(6) Dar ejemplos de conjuntos P como los del ejercicio para Z y K[X] donde K es un cuerpo.

2.3.2 Sea D un dominio y supongamos que existe una aplicacién p : D — Z=9 que verifica
las tres propiedades siguientes:

o u(ab) = p(a)u(b) para cualesquiera a,b € D.
e (a) =0siysdlosia=0.
e u(a) =1 siy sélosia es invertible.

Demostrar que D es un dominio de factorizacién (no necesariamente unica). Demostrar
también que si p(a) es primo y diferente de p(1) entonces a es irreducible en D.

2.3.3 ;Qué conclusion sobre el anillo Z[/—3] se extrae de la igualdad (1++/—3)(1—v/—3) = 47

2.3.4 Comprueba la siguiente igualdad (5 + v/2)(2 — v/2) = (11 — 7v/2)(2 + v/2). ;Son los
cuatro factores irreducibles? ;Podrias deducir que Z[v/2] no es DFU? ;Qué sale si calculas

2+\/§7
2—v2°

2.3.5 Sea m # 1 un entero libre de cuadrados y sea R = Z[\/m]; se pide:
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(1) Usando la igualdad (m + /m)(m — /m) = m(m — 1), demostrar que 2 no es primo en
R.
(2) Sim < —3, demostrar que 2 es irreducible en R y deducir que R no es un DFU.

(3) Si m es un multiplo de 5, demostrar que 2 es irreducible en R y deducir que R no es
DFU.

(4) Encontrar dos factorizaciones de 4 esencialmente distintas en Z[v/—3].
(5) Encontrar dos factorizaciones de 6 esencialmente distintas en Z+/—6].
(6) Encontrar dos factorizaciones de 4 esencialmente distintas en Z[v/5].

(7) Encontrar dos factorizaciones de 6 esencialmente distintas en Z+/10].

2.4 Dominios de ideales principales

En vista de los resultados de la Seccién 2.2, las nociones sobre divisibilidad se manejaran
facilmente en dominios en los que todos los ideales sean principales.

Definicién 2.23 Un dominio de ideales principales, o DIP (PID, en la literatura en inglés),
es un dominio en el que todos los ideales son principales.

Proposicién 2.24 Si D es un DIP y 0 # a € D\ D*, las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) a es irreducible.

(2) (a) es un ideal mazimal.
(3) A/(a) es un cuerpo.

(4) a es primo.

(5) (a) es un ideal primo.

(6) A/(a) es un dominio.

Demostracién. La equivalencia entre (1), (2) y (3) es consecuencia de la Proposicién 2.15
y de la Proposicién 2.6, y lo mismo puede decirse de la equivalencia entre (4), (5) y (6).
También de la Proposicién 2.6 se deduce que (2) implica (5). Finalmente, (4) implica (1) por
la Proposicién 2.13. |

Teorema 2.25 Todo dominio de ideales principales D es un dominio de factorizacion dnica.
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Demostracién. Por las Proposiciones 2.22 y 2.24, basta con demostrar que D es un dominio
de factorizacién. Por reduccién al absurdo suponemos que D no lo es, y vamos a construir,
por recurrencia, una sucesién ai,as,... de elementos de D que no admiten factorizacion y
tales que (a1) C (ag) C --- es una cadena estrictamente creciente de ideales de D. Para el
primer paso simplemente elegimos un elemento arbitrario a; de D que no admita factorizacién
en irreducibles. Supongamos ahora que hemos elegido aq, ..., a, satisfaciendo las condiciones
requeridas. Entonces a, no es irreducible, luego existen x,y € D \ D* tales que a, = xy.
Como a, no es producto de irreducibles, al menos uno de los factores z 6 y (digamos que x)
no es producto de irreducibles. Entonces, poniendo a,+; = x, tenemos (a,) C (an+1) con la
inclusion estricta porque y no es una unidad.

Una vez construida la sucesién (a;), tomamos I = (ay,ag,...) = Ujez+(a;) (dejamos que
el lector compruebe la igualdad anterior). Como D es un DIP, existe z € D tal que I = (z);
en particular z € I = U;cz+(a;) y por tanto existe un indice i tal que x € (a;); como es claro
que a; € (z), se tiene (a;) = (z) = I y por lo tanto (a;) = (a;+1), en contra de la construccion
realizada. Este absurdo concluye la demostracién. ||

El reciproco del Teorema 2.25 es falso: Z[X] es un DFU que no es un DIP. Que no es DIP se
sigue del Ejemplo 1.25.(2). De hecho ese ejemplo es un caso particular de un hecho mucho més
general (Problema 2.4.2). La demostracién de que Z[X] es DFU es bastante mas complicada
y también es consecuencia de un resultado mas general. La veremos en el Capitulo 3.

Problemas

2.4.1 Sea D un DIP y sean S un subconjunto de D y a,b,c € D. Demostrar
(1) S tiene un minimo comuin multiplo.
(2) S tiene un maximo comun divisor d y ademds existe una identidad de Bezout para S.

(3) El elemento d es un méximo comun divisor de ai,...,a, si y solo si d | a; para cada
1=1,...,nyexisten r1,...,r, € D tales que

ria1 + -+ rpa, = d.
(4) Los elementos ay, ..., a, son coprimos si y solo si existen r1,...,r, € D tales que
ria; + -+ rpan, = 1.

Si d = med(a,b), entonces med(, g) =1.

Si med(a, b) = med(a, ¢) = 1, entonces med(a, bc) = 1.

(5) (

(6) ) =

(7) Si med(a,b) =1y a|bc, entonces a | c.

(8) Simed(a,b) =1,a|cyb]|ec, entonces ab | c.
(9)

ab y med(a, b)mem|a, b] son asociados.
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2.4.2 Sea A un anillo. Demostrar que si A[X] es un DIP entonces A es un cuerpo.

2.4.3 Demostrar que si todos los ideales de un anillo A son principales e I es un ideal de
A entonces todos los ideales de A/I son principales. jEn qué condiciones si A es un DIP se
verificard que A/I también es un DIP?

2.5

Dominios euclideos

En esta seccion D un dominio.

Definicién 2.26 Una funcién euclidea en D es una aplicacion & : D\ {0} — Z=° que cumple
las siguientes condiciones:

(DE1) Sia,be D\ {0} verifican a | b entonces 6(a) < §(b).

(DE2) Dados a,b € D con b # 0, existen q,r € D tales que a = bq + 1 y o bien r = 0 o bien

5(r) < 5(b).

Un dominio euclideo es un dominio que admite una funcion euclidea.

Ejemplos 2.27 (Dominios Euclideos)

(1)
(2)

El valor absoluto es una funcion euclidea en Z.

Si K es un polinomio entonces el grado define una funcién euclidea en K[X].

En efecto, la condicién (DE1) se verifica claramente. Para demostrar que se verifica la
condicién (DE2) tomamos a,b € D\ {0} con b # 0. Si a =0 tomando ¢ = r = 0 se tiene
que a = bg + r. Por tanto, suponemos que a # 0 y denotamos por n al grado de a y
por m al grado de n. Razonamos por induccién en n. Si n < m podemos tomar ¢ = 0
yr=aysin=m =0 tomamos ¢ = ab~' y r = 0 (;por qué b es invertible?). Esto
incluye el menor valor posible para n, o sea n = 0. Por hip6tesis de induccion se tiene
que para todo polinomio ¢ de grado menor que n existen ¢’ y ' en K[X] con ¢ = ¢'b+r
y o bien r = 0 o r tiene grado menor que b. Aplicamos esto a ¢ = a — af~1X""™p,
donde « es el término principal de a y 5 es el término principal de b. Es ficil ver que
¢ tiene grado menor que a con lo que tenemos a + X" "b = ¢ = ¢'b’' + r'. Tomando
q=¢q —af' X" ™ se tiene que a = ¢b + r, como desedbamos.

El cuadrado del médulo complejo define una funcién euclidea en el anillo Z[i] = {a + bi :
a,b e Z}.

En efecto, si 2 = a + bi con a y b niimeros enteros entonces §(x) = |z|? = a® + b € Z2°.
Ademads §(z) = 0 siy solo si x = 0y dxy = dzdy de donde facilmente se deduce que §
verifica (DE1). Sean ahora a = a1 + agi y b = by + bei # 0 con ay,as,bi,by € Z. Sea
r = x1 + 221 = ¢. Elegimos dos nimeros enteros q; y g2 lo mas préximos a z1 y @2
respectivamente y ponemos ¢ = q1 + q2i y 7 = a — bq. De la eleccién de los g; tenemos

que

|z — qi] <

| =
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Por tanto a = bg +r y

o(r) = la—bgl* = [b|lz —q|* = 6(b)((z1 — @1)* + (22 — @2)*)
< 5(b) <111 + i) = 5(2(’) < 5(b).

Lema 2.28 Sea § una funcion euclidea en D, sea I un ideal de D y a un elemento de D
diferente de 0. Entonces I = (a) si y solo si §(a) < d(x) para todo x € I.

Demostracién. Supongamos que I = (a) y sea x € I. Entonces a | x, luego de (DE1)
deducimos que d(a) < §(z).

Para demostrar el reciproco imitamos la demostracién de que Z es DIP (Proposicién 1.15):
Supongamos que 6(a) < §(x) para todo z € I. Como a € I se tiene que (a) C I. Sea x € I.
Por (DE2) existen ¢, € D tales que = ag + r y o bien r = 0 o bien §(r) < d(a). Entonces
r=x—aq € I,y por tanto 6(a) < §(z), por la hipdtesis. Necesariamente r = 0, con lo que
x € (a). Esto demuestra que I = (a). 1

Del Lema 2.28 se deducen de forma inmediata los dos siguientes resultados:
Teorema 2.29 Todo dominio euclideo es DIP.

Lema 2.30 Si d es una funcion euclidea en D entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes para a € D:

(1) a es una unidad de D.

(2) 8(a) = 8(1).

(3) 6(a) < d(x), para todo xz € D \ {0}.

Problemas

2.5.1 Demostrar que si D es un DIP entonces todo ideal se puede poner de forma inica como
producto de ideales maximales. ;Qué ideales son interseccion de ideales maximales.

2.5.2 Demostrar que si f : A — B es un homomorfismo suprayectiva entre dominios de
ideales principales entonces o bien f es un isomorfismo o bien B es un cuerpo.

2.5.3 Sea D un DIP y sea a = p}'-- ~p2"' con pi,...,pr irreducibles no asociados de D.

Demostrar que
D D D

~ [E—
€L

> x X
(a) pf Py
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2.6 El cuerpo de fracciones de un dominio

A lo largo de toda esta seccion D es un dominio.

Ya sabemos que todo subanillo de un cuerpo es un dominio. En esta seccién vamos a ver
que el reciproco es cierto, es decir todo dominio D es un subanillo de un cuerpo. De hecho
existe un cuerpo que, en cierto sentido, es el menor cuerpo que contiene a D. Dicho cuerpo
es unico salvo isomorfismos y se llama el cuerpo de fracciones de D. Comenzaremos con la
construccién de ese cuerpo, que es una traducciéon literal de la construccion de Q a partir de
Z, y analizaremos entonces sus propiedades. La idea de la construccién es la de formar un
cuerpo Q(D) cuyos elementos sean “fracciones” del tipo a/b con a,b € D y b # 0. De este
modo, D estard contenido en Q(D) (identificando cada elemento a de D con la fraccién a/1),
y los elementos no nulos de Q(D) seran invertibles, pues si a,b € D \ {0, }, entonces b/a serd
el inverso de a/b. Por supuesto, hay que definir con més rigor las fracciones y hay que dotar
a Q(D) de una estructura de cuerpo. El primer problema que se presenta, si pensamos en el
caso D = Z y Q(D) = Q, es el hecho de que dos fracciones aparentemente distintas pueden
representar el mismo elemento, como en el caso 10/15 = 2/3. Esto se resuelve identificando
ciertas fracciones mediante una relacién de equivalencia, y este sera el primer paso en nuestra
construccién.

Sean S = D\ {0} y X = D x S. Definimos en X la relacién binaria
(a1,51) ~ (a2, s2) & ar1s2 = azsy

que, como el lector comprobard facilmente, es una relacion de equivalencia. La clase de equiv-
alencia de (a, s) se denota por a/s o por %, y el conjunto cociente X/ ~ (es decir, el conjunto
de las clases de equivalencia para esa relacién) por Q(D). Dotamos a Q(D) de una estructura
de anillo con las siguientes operaciones:

ay n az _ 4152 + a281 a1 az _ alag. (2.2)
S1 52 5152 S1 82 5152
Hay que asegurarse de que esas definiciones no dependen de los representantes elegidos para
cada fracciéon. Es decir, si a1/s1 = bi/t1 y aa/se = ba/ts, hay que comprobar que se obtiene
la misma suma y el mismo producto si aplicamos las férmulas a a1/s1 y ag/s2 que si se las
aplicamos a by /t; y ba/ts. Las igualdades anteriores significan que ait; = bisy y asta = basa,
de donde

(@152 + ags1)(tite) = aisatitas + agsitita = bisasita + basitisa = (bite + bat1)(s152)

y por tanto s2tazsy — bitotblti - Ferg demuestra que la suma estd bien definida, y con el
5182 t1ta ;

producto se procede de modo anélogo.
La siguientes proposicién recoge algunas propiedades elementales de Q(D), todas las de-
mostraciones son consecuencias sencillas de que D es un dominio.

Proposicién 2.31 Si D es un dominio entonces Q(D) es un cuerpo con la suma y multipli-
cacion definidas en (2.2). Dados a,b,s,t € D con s,t # 0, se tiene:

(1) El cero Q(D) es 0/1. Ademds, la igualdad a/s = 0/1 se verifica si y solo si a = 0.
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(2) El uno de Q(D) es 1/1. Ademds, la igualdad a/s = 1/1 se verifica si y solo si a = s.
(3) at/st =a/s.
(4) La igualdad a/s = b/s se verifica si y solo si a = b.

(5) La definicion de suma se simplifica cuando hay “denominador comin”: a/s + b/s =

(a+b)/s.

Usando adecuadamente la Proposicién 2.31, la comprobacién de que Q(D) es un cuerpo
es rutinaria. Demostramos como ejemplo la propiedad distributiva, y dejamos el resto para el
lector:

a bl 4 bQ I a b1t2 + bgtl o ab1t2 + (lbgtl _ ab1t2 athl
S 751 t2 N S tth N Stltg N Stltz Stltg
. ab1 ab2 _ a bl a b2

E Stg_gtl ;tg.

Definicién 2.32 El cuerpo Q(D) se llama cuerpo de fracciones o cuerpo de cocientes del
dominio D.

Ejemplos 2.33 Cuerpos de fracciones.
(1) Obviamente, Q es el cuerpo de fracciones de Z.

(2) Supongamos que un anillo de polinomios A[X] es un dominio (lo que ocurre precisamente
si A es un dominio por los Ejemplos 2.4). Su cuerpo de fracciones se suele denotar por
A(X) y se llama el cuerpo de las funciones racionales sobre A. Sus elementos son
fracciones del tipo P/Q con P,Q € A[X]y @ # 0, que se suman y se multiplican de
forma natural.

Usando el Proposicién 2.31, es sencillo ver que la aplicacién u : D — Q(D) dada por
u(a) = a/1 es un homomorfismo inyectivo de anillos, lo que nos permite ver a D como un
subanillo de Q(D) si identificamos cada elemento a de D con la fraccién a/1 de Q(D). El par
(Q(D),u) verifica una interesante propiedad:

Proposicién 2.34 Sean D un dominio, Q(D) su cuerpo de fracciones y u : D — Q(D) la
aplicacion dada por u(a) = a/1. Entonces:

(1) (Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones) Para toda pareja (K, f) formada
por un cuerpo K y un homomorfismo inyectivo de anillos f : D — K, existe un inico
homomorfismo de cuerpos f : Q(D) — K tal que f ou = f. Se dice que f completa de
modo unico el diagrama

K
\

/ _

f
D Q(D)

U
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(2) Si dos homomorfismos de cuerpos g,h : Q(D) — K coinciden sobre D entonces son
tquales. Es decir, si gou = howu entonces g = h.

(3) Q(D) estd determinado salvo isomorfismos por la Propiedad Universal. Ezplicitamente:
supongamos que existen un cuerpo F' y un homomorfismo inyectivo de anillosv : D — F
tales que, para todo cuerpo K y todo homomorfismo inyectivo de anillos f : D — K,
eziste un inico homomorfismo de cuerpos f : F — K tal que f ov = f. Entonces existe
un isomorfismo ¢ : F' — Q(D) tal que ¢ ov = u.

Demostracién. (1) Sea f : D — K como en el enunciado. Si f : Q(D) — K es un
homomorfismo de cuerpos tal que f ou = f entonces, para todo a/s € Q(D), se verifica

fla/s) = flu(a)u(s)™) = (fou)(a)(fou)(s)™ = fla)f(s)™".

Esto prueba que el tinico homomorfismo de cuerpos f : Q(D) — K que puede satisfacer
fou = f tiene que venir dado por f(a/s) = f(a)f(s)~'. Sélo falta comprobar que la aplicacién
f asi dada estd bien definida y es un homomorfismo. Si a;/s; = ag/s2 entonces a1y = azsi,
luego f(ar)f(s2) = f(az)f(s1) ¥, por tanto, f(ar)f(s1)~L = f(az)f(s2) L. Esto prueba que f
estd bien definido. Dejaremos que el lector compruebe que es efectivamente un homomorfismo.

(2) Siponemos f = gou = hou: D — K, los homomorfismos g y h completan el diagrama
del apartado (1). Por la unicidad se tiene g = h.

(3) Sea v : D — F como en el enunciado. Aplicando (1) encontramos un homomorfismo
v:Q(D) — F tal que vou = v, y aplicando la hipétesis de (3) encontramos un homomorfismo
u: F — Q(D) tal que wowv = u. Entonces la composicién wo v : Q(D) — Q(D) verifica
(@ov)ou=1uov=u,y por (2) se obtiene o v = 1g(p). En particular u es suprayectiva, y
como es inyectiva por ser un homomorfismo de cuerpos, ¢ = @ es el isomorfismo que buscamos.

La Propiedad Universal permite afirmar que Q(D) es “el menor cuerpo que contiene a D”
en un sentido que se hace explicito en el siguiente resultado:

Proposicion 2.35 Sea D un dominio. Si K es un cuerpo y f : D — K es un homomorfismo
inyectivo de anillos, entonces K contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

Demostracién. Por la Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones existe un homomorfismo
de cuerpos f : Q(D) — K,y como f es inyectiva, Im f es un subcuerpo de K isomorfo a Q(D).

Ejemplo 2.36 El cuerpo de fracciones de Z[/m)].

Sea m un numero entero que no es un cuadrado, y sea f : Z[/m] — C la inclusién. Si f
es como en la demostracion de la Proposicion 2.35, entonces Im f es isomorfo al cuerpo de

fracciones de Z[y/m]. Un elemento genérico de Im f es de la forma = = ZI;%, cona,b,c,d €Z

y ¢+ dy/m # 0. Si ponemos t = (¢ + dy/m)(c — dv/m) # 0 entonces t = ¢*> — d*m € Z, y asi
a+bym  (a+by/m)(c—dym) r+sym 7 f\/ﬁ
= -Vm,

—+
t

ctdym t t
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donde r, s € Z, y por tanto z € Q[v/m]. Esto demuestra que Im f C Q[/m], y el otro contenido
es claro, pues un elemento genérico ¢ + %\/ﬁ de Q[v/m] se reescribe como ‘nfi‘;ﬁ.

En conclusidn, el cuerpo de fracciones de Z[/m] es isomorfo a Q[v/m]. De hecho abusaremos
de la notacién y diremos que el cuerpo de fraccién de Z[y/m] es Q[/m)].

Un interesante corolario de la Proposicién 2.35 es el siguiente:

Corolario 2.37 Todo cuerpo K posee un subcuerpo K', llamado el subcuerpo primo de K,
que estd contenido en cualquier otro subcuerpo de K (es decir, K' es “el menor subcuerpo de
K?”). Sila caracteristica de K es un entero primo p, entonces K' es isomorfo a Zy; en caso
contrario K' es isomorfo a Q.

Demostracién. Sila caracteristica es un primo p entonces el subanillo primo de K (isomorfo
a Zy,) es ya un cuerpo, y contiene a cualquier subcuerpo (de hecho, a cualquier subanillo) de
K.

En otro caso, al ser K un cuerpo, la caracteristica es cero; es decir, el homomorfismo de
anillos f : Z — K es inyectivo. El cuerpo de fracciones de Z es QQ, y el homomorfismo de
cuerpos f : Q — K que nos da la Propiedad Universal viene dada por f(n/m) = f(n)f(m)~ 1.
Como f es inyectivo, K’ = Im f es un subcuerpo de K isomorfo a Q, y ahora basta ver que
K’ esté contenido en cualquier subcuerpo F' de K. Dado un tal F, se tiene f(m) € F para
cada m € Z, y si m # 0 entonces f(m) # 0y f(m)~! € F. Por tanto, para cada n/m € Q se
tiene f(n/m) = f(n)f(m)~! € F, lo que demuestra que K’ C F. |

Problemas
2.6.1 Sea D un dominio y sea @) su cuerpo de fracciones. Demostrar que:

(1) Si D’ es un subanillo de D con cuerpo de fracciones @', entonces @ contiene un subcuerpo
isomorfo a Q.

(2) Si A es un subanillo de ) que contiene a D, entonces () es un cuerpo de cocientes de A.

2.6.2 Sea D un dominio y sea K su cuerpo de fracciones. Supongamos que existe una
aplicacion § : K \ {0} — Q que conserva productos y tal que §(D) C Z=". Demostrar que la
restricciéon de 0 a D es una funcién euclidea en D si y solo si para todo x € K\ D existe y € D
tal que d(z — y) < 1. Indicacién: Ver el Ejemplo 2.27.(3).

2.6.3 Usar el Problema 2.6.2 para decidir para que nimeros naturales m la aplicacién d(x) =
|z|? define una funcién euclidea en Z[/—m].

2.6.4 Sea m un entero libre de cuadrados, es decir no es divisible por el cuadrado de ningin
otro entero. Sea A,, = {% :a=0bmod 2}. Demostrar que A,, es un subanillo de los

ntimeros complejos si y solo si m = 1 mod 4. Usar el problema 2.6.2 para decidir para qué
ntimeros primos p, A_, es un subanillo de los nimeros complejos y la funcién 6(z) = |z|? define
una funcién euclidea en A_,,.
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2.6.5 Calcular las unidades de Z[i], Z[v/—2], A_3, A_7 y A_11.

2.6.6 Demostrar que Z[v/2] es un dominio euclideo. Compara esto con tu solucién del Prob-
lema 2.3.4. Demuestra Z[v/2] que este anillo tiene infinitas unidades. Indicacién: Aqui tienes
una: 1+ /2.

2.6.7 Sea D un dominio y sea P un ideal primo de A. Consideremos el siguiente subconjunto
del cuerpo de fracciones K de D:

Dp:{%:aeD,beD\P}.

Demostrar las siguientes propiedades:

(1)
(2)

Dp es un subanillo de K que contiene a D.
Sea I un ideal de D entonces

(a) Ip={%:a€ P,be D\ P} es un ideal de Dp.
(b) Ip=Dpsiysolosi I Z P.
(¢) Si I es principal entonces Ip también es principal.

Si J es un ideal de D entonces J = Ip para algin ideal de D.

La aplicacién Q — Qp define una biyeccién del conjunto de ideales primos de D con-
tenidos en P al conjunto de los ideales primos de Dp.

Pp es el inico ideal maximal de Dp.

Demostrar que si D es un dominio de ideales principales entonces Dp los 1inicos ideales
primos de Dp son 0y Pp y que todos los ideales de D son de la forma (Pp)™ para algin
entero n.

2.6.8 Consideremos la aplicacién N : Z[i] — Z=% dada por N(z) = |z|?> = x 7. Demostrar

N(zy) = N(x)N(y) para todo x,y € Zli].

Un numero entero es suma de dos cuadrados (de nimeros enteros) si y solo si estd en la
imagen de N.

La imagen de N es cerrada para productos.

Si & € Z[i] entonces x es invertible en Z[i] si y solo si N(z) = 1 si y solo si z €
(1,-1,4,—i}.

Si N(z) es primo con x € Z[i] entonces x es irreducible de Z[i].
Las siguientes condiciones son equivalentes para primo p:

(a) p es suma de dos cuadrados.
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(b) p# 3 mod 4.

(¢) p=26p=1mod 4.

(d) Existe un entero n tal que n? = —1 mod p.
(e) p no es irreducible en Zli].

(Indicacién para la demostracién de (3) implica (4) en el caso en que p = 1 mod 4: Uti-
lizar el Teorema de Wilson para demostrar que si p = 4t-+1 entonces —1 = ((2¢)!)? mod p.)

(7) Un elemento a de Z[i] es irreducible si y solo si N(a) es primo 6 a es asociado en Z[i] a
un entero primo p con p = 3 mod 4.

(8) Un ntmero natural n es suma de dos cuadrados si y solo si el exponente de todo primo
p = 3 mod 4 en la factorizaciéon de n es par.
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CAPITULO 2. DIVISIBILIDAD EN DOMINIOS



Capitulo 3

Polinomios

3.1 Anillos de polinomios

Sea A un anillo. En el Ejemplo 1.4.4 definimos el anillo de polinomios A[X] en una indetermi-
nada con coeficientes en A como el conjunto de las expresiones del tipo

P=P(X)=po+p X +paX>+---+p, X" (3.1)

donde n es un nimero entero no negativo y p; € A para todo i. Si P es como en (3.1), entonces
D0, P1, P2, - - . se llaman coeficientes de P. Més precisamente, p; X* se llama monomio de grado i
del polinomio P y p; se llama coeficiente del monomio de grado ¢ de P. Obsérvese que P tiene
infinitos coeficientes, aunque todos menos un ntmero finito son iguales a 0. Dos polinomios
son iguales si sus coeficientes de los monomios del mismo grado son iguales. El polinomio cero
o polinomio nulo es el polinomio que tiene todos los coeficientes iguales a 0.

La suma y el producto en A[X] se definen

(CL0—|—CL1X+CL2X2—|—-'-)+(b0—|—b1X—|—b2X2—|—-'-):CQ+61X+62X2+-",
donde cada ¢, = a, + by, ¥
(a0+a1X+CL2X2+"‘)‘(bo—l-le—l-bQXQ-l-“'):d0+d1X+d2X2+"‘,

donde cada d,, = apbn, + a1bp—1 + -+ + an—1b1 + anbo = Y ;" aibp—;.

Vamos a usar la siguiente notacién: Ng = N U 0.

Sea A un anillo y sea p =,y piX ¢ € A[X] un polinomio no nulo de A[X]. Entonces, por
definicién de polinomio, el conjunto {i € Ny : p; # 0} no es vacio y estd acotado superiormente.
Por tanto ese conjunto tiene un maximo, al que llamamos grado del polinomio p y denotamos
por gr(p). Es decir,

gr(p) = max{i € Ny : p; # 0}.
El coeficiente de mayor grado, Pgr(p)» S€ conoce como el coeficiente principal de p, y diremos que
p es monico si su coeficiente principal es 1. Por convenio, consideramos que el polinomio 0 tiene
grado —oo y coeficiente principal 0. Es claro que los polinomios de grado 0 son precisamente
los polinomios constantes no nulos. A veces llamaremos lineales a los polinomios de grado 1,
cuadrdticos a los de grado 2, cubicos a los de grado 3, etcétera.
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Lema 3.1 Si P y Q son polinomios no nulos de A[X] y sus términos principales son p y q
respectivamente entonces se verifican las siguientes propiedades:

(1) gr(P + Q) < max(gr(P),gr(Q)), con la desigualdad estricta si y solo si gr(P) =gr(Q) y
p+q=0.

(2) er(PQ) < gr(P) + gr(Q), con igualdad si y solo si pq # 0.

(3) Sip es regular (por ejemplo, si P es mdnico, o si A es un dominio), entonces se tiene

gr(PQ) = gr(P) + gr(Q).

(4) Las desigualdades de los apartados 1 y 2 pueden ser estrictas (buscar un ejemplo cuando
A=17Zsg).

Demostraciéon. Ejercicio. |
Una consecuencia inmediata del Lema 3.1 es:

Corolario 3.2 Un anillo de polinomios A[X] es un dominio si y solo si lo es el anillo de
coeficientes A. En este caso se tiene A[X]* = A*; es decir, los polinomios invertibles de A[X]
son los polinomios constantes invertibles en A. En particular, los polinomios invertibles sobre
un cuerpo son exactamente los de grado 0, y A[X] nunca es un cuerpo.

Hemos observado que un anillo A es un subanillo del anillo de polinomios A[X], y por tanto
la inclusién v : A — A[X] es un homomorfismo de anillos. También es claro que el subanillo
de A[X] generado por Ay X es todo A[X]. Es decir, la indeterminada X y las constantes de
A (las imégenes de u) generan todos los elementos de A[X]. El siguiente resultado nos dice
que A[X] puede caracterizarse por una propiedad en la que solo intervienen X y w.

Proposicién 3.3 Sean A un anillo, A[X] el anillo de polinomios con coeficientes en A en la
indeterminada X y u: A — A[X] el homomorfismo de inclusion.

(1) (Propiedad Universal del Anillo de Polinomios, PUAP) Para todo homomorfismo
de anillos f : A — B y todo elemento b de B existe un inico homomorfismo de anillos
f:AX] — B tal que f(X)=0by fou= f. Para expresar la iltima igualdad dice que
f completa de modo tnico el diagrama

A

(2) Si dos homomorfismos de anillos g,h : A[X] — B coinciden sobre A y en X entonces
son iguales. FEs decir, sigou=hou y ¢g(X)=h(X) entonces g = h.
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(3) AlX] y u estdn determinados salvo isomorfismos por la PUAP. Explicitamente: supong-
amos que existen un homomorfismo de anillosv : A — P y un elemento T € P tales que,
para todo homomorfismo de anillos f : A — B y todo elemento b € B, existe un unico
homomorfismo de anillos f : P — B tal que fov = f y f(T) = b. Entonces existe un
isomorfismo ¢ : A[X] — P tal que pou=v y d(X)=T.

Demostracién. (1) Sean f: A — Byb € B como en el enunciado. Si existe un homomorfismo
f+AX] = Btal que fou= fy f(X)=>, entonces para un polinomio P =) -, pn X", se
tendra -

FP) =D ulpa)X™ | = flpa)b"
n>0 n>0

Por tanto, la aplicacién dada por f(P) = )" -, f(pn)b" es la tnica que puede cumplir tales
condiciones. El lector puede ahora comprobar que esta aplicacién f es un homomorfismo de
anillos, y es elemental ver que satisface f(X)=by fou= f.

(2) Si ponemos f =gou=hou: A— B, los homomorfismos g y h completan el diagrama
del apartado (1) Por la unicidad se tiene g = h.

(3)Seanwv: A— Py T € P como en (3). Aplicando (1) y la hipétesis de (3) deducimos que
existen homomorfismos 7 : A[X] — Py u: P — A[X] tales que que se verifican las siguientes
igualdades:

vou=v, vX)=T, uov=u, uT)=X.

Entonces la composicién wo v : A[X] — A[X] verifica
(WoT)ou=uov=u y (o) (X) =u(T) =X,

y por (2) se obtiene w o v = 1,x). De modo andlogo, y observando que v y T' verifican una
condicién similar a (2), se demuestra que 7 ou = 1p, con lo que T es el isomorfismo que
buscamos. |

La utilidad de la PUAP estriba en que, dado un homomorfismo f : A — B, nos permite
crear un homomorfismo A[X] — B que “respeta” a f y que “se comporta bien” sobre un
elemento b € B que nos interese. Los siguientes ejemplos son aplicaciones de la PUAP a
ciertos homomorfismos que aparecen con frecuencia y son importantes tanto en este capitulo
como en algunos de los siguientes (y en otras muchas situaciones que no estudiaremos aqui).

Ejemplos 3.4 Aplicaciones de la PUAP.

(1) Sean A un subanillo de By b € B. Aplicando la PUAP a la inclusién A <— B obtenemos
un homomorfismo Sy, : A[X]| — B que es la identidad sobre A (decimos a veces que fija
los elementos de A) y tal que Sy(X) = b. Se le llama el homomorfismo de sustitucion
(o de evaluacion) en b. Dado P € A[X], escribiremos a menudo P(b) en vez de Sp(X).
Podemos describir explicitamente la accién de S, en un polinomio:

A[X] N B

P(X)=> puX" ~ S(P)=P(b) =) pab"

n>0 n>0
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Sean A un anillo y a € A. Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X] y b= X + a,
obtenemos un homomorfismo A[X]| — A[X] dado por

p(X) — p(X +a).

Este homomorfismo es un automorfismo cuyo inverso viene dado por p(X) — p(X — a)
(;por qué?).

Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo entre los correspon-
dientes anillos de polinomios: Aplicandole la PUAP a la composicion de f con la inclusién
B — B[X] obtenemos f : A[X] — B[X] tal que f |a= f vy f(X) = X. Explicitamente,

FAD o paX™ | =D flo)X™

n>0 n>0

Es facil ver que, si f es inyectivo o suprayectivo, entonces lo es f; como casos particulares
de esta afirmacién se obtienen los dos ejemplos siguientes:

Si A es un subanillo de B entonces A[X] es un subanillo de B[X].

Si I es un ideal del anillo A, la proyeccién m : A — A/I induce un homomorfismo
suprayectivo 7 : A[X] — (A/I)[X]. Si ponemos @ = a + I, el homomorfismo 7 viene
dado explicitamente por

D paX™ | =) paX"
n>0 n>0

A 7 se le llama el homomorfismo de reduccion de coeficientes mddulo I. Su nucleo, que

es un ideal de A[X], consiste en los polinomios con coeficientes en I, y lo denotaremos
AlX

por I[X]. Del Primer Teorema de Isomorfia se tiene que (A/I)[X] ~ I[[X]]

Sea A un subanillo de B y sea Sy, : A[X] — B el homomorfismo de sustitucion en cierto

elemento b de B. Entonces Im Sy, es el subanillo de B generado por AU {b}, y consiste

en las “expresiones polinémicas en b con coeficientes en A”; es decir, en los elementos de

la forma
n
> aib',
i=0

donde n > 0y a; € A para cada i. Este subanillo se suele denotar por A[b] y es el menor
subanillo de B que contiene a A U {b}.

Por ejemplo, si A =7Z, B = C y b = /m para cierto m € Z, entonces la notacién anterior
es compatible con la que se usé anteriormente (es decir, Z[\/m] representa el mismo
subanillo atendiendo a cualquiera de las dos definiciones). Lo mismo ocurre si se toma

A = Q. Si ademéas m = 1 mod 4 entonces Z {Hﬁ} es el anillo A,, del Problema 2.6.4
y Qlvm] =Q [Hﬁ]
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Problemas

3.1.1 Demostrar el Lema 3.1.

3.1.2 Sea A un anillo y sean a,u € A. Demostrar que el homomorfismo A[X] — A[X] de
sustituciéon en uX + a es un automorfismo si y sélo si u es invertible en A.

3.1.3 Sean D un dominio, K su cuerpo de fracciones y P,Q € D[X]|. Demostrar que si Py
@ son coprimos en D[X] entonces también son coprimos en D[X] y existen A, B € D[X] con
AP+ BQ € D\ {0}.

3.2 Raices de polinomios

FEmpezaremos esta seccién con el siguiente lema. Recuérdese que consideramos el polinomio
cero como un polinomio de grado —oo.

Lema 3.5 Sea A un anillo y sean f,g € A[X]. Si el coeficiente principal de g es invertible en
A, entonces existen dos unicos polinomios q,r € A[X] tales que f = gq+r y gr(r) < gr(g).
En esta situacion, q y r se llaman cociente y resto de la division de f entre g.

Demostracién. Para la existencia simplemente usamos el argumento que vimos en el Ejem-
plo 2.27.(2) Sea m = gr(g) y sea b el coeficiente principal de g que es invertible en A, por
hipétesis. Dado f € A[X] vamos a ver, por induccién en n = gr(f), que existen ¢,r € A[X]
satisfaciendo las propiedades del Lema. Si n < m podemos tomar ¢ =0y r = f. Supongamos
pues que n > my que la propiedad se verifica si f se sustituye por un polinomio de grado menor.
Si a es el término principal de f, es claro que el polinomio f; = f — ab~ ! X" ™g € A[X] tiene
grado menor que el de f. Por hipétesis de induccién existen g1, € A[X] tales que f1 = gq1 +r
y r =00 gr(r) < m. Entonces f = g(q1 + ab~'X""™) + r, lo que termina la demostracién de
la existencia de cociente y resto.

En cuanto a la unicidad, supongamos que f = gq1 + r1 = gqa + r2 con gr(r;) < gr(g) para
cada ¢ = 1,2. Como el término principal de g es regular, del Lema 3.1 se deduce que

gr(g) +er(q1 — q2) = gr(9(q1 — q2)) = gr(r2 — r1) < max{gr(r2),gr(r1)} < gr(g)-

Luego gr(q1 — ¢2) < 0 y en consecuencia q; = gz, de donde r1 =r9. |

Proposicién 3.6 Sean A un anillo, a € A y f € A[X]. Entonces:
(1) (Teorema del Resto) El resto de la division de f entre X —a es f(a).

(2) (Teorema de Ruffini) f es divisible por X — a precisamente si f(a) = 0. En tal caso
se dice que a es una raiz de f.
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Demostracién. Dividiendo f entre X — a tenemos f = ¢(X — a) +r con gr(r) < 1, por lo
que r es constante y asi r = r(a) = f(a) — ¢q(a)(a — a) = f(a). Esto demuestra (1), y (2) es
entonces inmediato. |

Fijemos a € A. Como, para cada k € Ny, el polinomio (X — a)* es ménico de grado k,
se tiene gr((X — a)*q) = k + gr(q) para cada ¢ € A[X]. Por tanto, para cada f € A[X]
no nulo, existe un mayor m € Ny tal que (X — a)™ divide a f. Este entero m, que verifica
0 <m < gr(f), se llama la multiplicidad de a en f. Por el Teorema de Ruffini, a es raiz de f
precisamente si m > 1. Cuando m = 1 se dice que a es una raiz simple de f, y cuando m > 1
se dice que a es una raiz multiple de f.

Lema 3.7 Seana € A y f € A[X]. La maltiplicidad de a en f es el inico entero no negativo
m tal que f = (X — a)g para algin polinomio g € A[X] del que a no es raiz.

Demostracién. Sea n la multiplicidad de a en f. Entonces f = (X —a)™h para un polinomio
h pero (X — a)"! no divide a f. Si a es raiz de g, entonces X — a divide a h y por tanto
(X — a)"! divide a f, que acabamos de decir que no pasa. Luego a no es raiz de h.

Reciprocamente, supongamos que f = (X —a)™g con g € A[X]y g(a) = 0. Por la definicién
de multiplicidad, m < n. Como X — a es monico también es cancelable en A[X], y por tanto
de (X —a)™g = (X — a)"h deducimos que (X —a)""™h = g. Si n > m entonces g(a) =0, en
contra de la suposicién. Luego m =n. |

Cuando D es un dominio, del Teorema de Ruffini se deduce que X — a es primo para
cualquier a € D. Esto es esencial en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 3.8 (Acotacién de raices) Sean D un dominio y 0 # f € D[X]. Entonces:

(1) Siay,...,a, € D son distintos dos a dos y oy, . ..oy > 1 son enteros con cada (X —a;)* |
[, entonces (X —ap)™ -+ (X —ay)* | f. Por tanto > ;" o < gr(f).

(2) La suma de las multiplicidades de todas las raices de f es menor o igual que gr(f). En
particular, el nimero de raices distintas de f es menor o igual que gr(f).

Demostracién. Es claro que basta con demostrar la primera afirmacién de (1), cosa que
hacemos por induccién en s = Y | ; con el caso s = 1 evidente. Cuando s > 1, usando la
hipétesis (X —a1)® | f y la hipétesis de induccién, sabemos que existen polinomios g y h tales
que

g(X —an)™ = f = h(X — )™ (X = a9)™ - (X — an)°".

Cancelando (X —a1)*~! y usando el hecho de que X — a; es primo y no divide a ningiin otro
X — a; ({por qué?), deducimos que X — aq divide a h, y esto nos da el resultado. 1

Si D no es un dominio, siempre podemos encontrar un polinomio en D[X] para el que falle
la acotacién de raices (es decir, “con mds raices que grado”). En efecto, si 0 # a,b € D'y
ab = 0, entonces aX es un polinomio de grado 1 con al menos 2 raices, 0 y b. Otro ejemplo se
obtiene considerando el polinomio X2 — 1, que tiene 4 raices en Zg.
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El siguiente corolario evidente de la Proposicion 3.8 se conoce como el principio de las
identidades polinomicas. Ya hemos comentado que su segundo apartado falla sobre cualquier
anillo finito.

Corolario 3.9 Sea D un dominio, y sean f,g € D[X]. Entonces:

(1) Silas funciones polindmicas f,g: D — D coinciden en m elementos de D y se tiene que
m > gr(f) y m > gr(g), entonces f = g (como polinomios).

(2) Si D es infinito entonces dos polinomios distintos definen funciones polinémicas distintas
en D.

La necesidad de la hipdtesis de infinitud del dominio D en el Corolario 3.9 resulta obvia si
observamos que si K es un cuerpo (recuérdese que todo dominio finito es un cuerpo) entonces
hay infinitos polinomios con coeficientes en K pero solo un ntmero finito de aplicaciones de K
en K. Para un ejemplo explicito recordemos el Pequenio Teorema de Fermat que afirma que si
p es primo, entonces a” = a mod p. Eso implica que todos los elementos del cuerpo Z/pZ son
raices del polinomio no nulo X? — X.

El siguiente concepto es util para calcular multiplicidades: Si A es un anillo, la derivada
de P=ap+a1X + -+ a, X" € A[X] se define como

D<P):P/:a1+2a2X—i—3a3X2+...+naan71.

Obsérvese que la derivada no se ha definido a partir de ningin concepto topoldgico, y por
ejemplo no es cierto en general que un polinomio con derivada nula sea constante (considérese
por ejemplo X" € Z,[X]). Sin embargo, esta derivada formal satisface las mismas propiedades
algebraicas que la derivada del Analisis.

Lema 3.10 Dados a,b € A y P,Q € A[X], demostrar que:
(1) (aP +bQ) = aP +bQ'.
(2) (PQ) =P'Q+ PQ".
(3) (P") =nP" 1P,

Demostracién. Ejercicio. |

Proposicién 3.11 Un elemento a € A es una raiz multiple de P € A[X] si y solo si P(a) =
P'(a) = 0.

Demostracién. Ya sabemos que a es una raiz de P si y solo si P(a) = 0. Si a es raiz simple
se tiene P = (X —a)Q para cierto @ € A[X] con Q(a) # 0, por lo que, del Lema 3.10 tenemos
que P' =Q+ (X —a)Q" y asi P'(a) = Q(a) # 0. Si a es rafz miiltiple se tiene P = (X — a)?Q
para cierto Q € A[X], por lo que P' = 2(X —a)Q + (X — a)?Q" y asi P'(a) =0. 1
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En dominios de caracteristica cero, la idea de la demostracién anterior puede usarse para
determinar la multiplicidad de a en P (no solo para decidir si a es simple o multiple). Para
ello, necesitamos considerar las derivadas sucesivas de un polinomio: Para cada n > 0 se define
la derivada n-ésima P de P ¢ A[X], de forma recurrente, por las férmulas:

PO —p y poth— (p(n))/.

Proposicién 3.12 Sea D un dominio de caracteristica 0, y sean P € D[X]| ya € D. Entonces
la multiplicidad de a en P es el menor m € Ny tal que P(m)(a) # 0.

Demostracién. Haremos induccién en la multiplicidad m de a en P, con el caso m = 0 claro.
Sim > 1 entonces a es raiz de Py por tanto P = (X —a)Q para cierto @ € D[X]. Entonces la
multiplicidad de @ en @ es m — 1, y por hipétesis de induccién Q¥ (a) = 0 # Q™Y (a) para
todo i < m — 1. Ademaés, usando el Lema 3.10 es facil demostrar por induccién que para cada
t > 1 se tiene

pl) — tQ(t_l) +(X - a)Q(t).

Ahora el lector podra completar facilmente la demostracién. |

La hipétesis sobre la caracteristica de D en la Proposicién 3.12 es necesaria. Por ejemplo,
si p es un nimero primo, K =Z, y P = X?, entonces P’ =0 y asi P (0) = 0 para todo n.

No todos los polinomios con coeficientes en un anillo A tienen raices en A. Por ejemplo, los
polinomios de grado 0 no tienen ninguna raiz, y un polinomio lineal aX + b (con a # 0) tiene
una raiz en A si y solo si a divide a b. En particular, todo polinomio lineal sobre un cuerpo
tiene una raiz, pero puede haber polinomios de grado positivo sin rafces: por ejemplo, X2 + 1
no tiene raices en R, y para todo entero primo p y todo n > 2 el polinomio X™ — p no tiene
raices en Q.

Problemas

3.2.1 Demostrar el Lema 3.10.

3.2.2 Sea P € Zo[X]. Demostrar que X — 1 divide a P precisamente si P tiene un nimero
par de coeficientes no nulos.

3.2.3 Justificar la regla de Ruffini para el célculo del cociente y el resto en la divisién de
p=po+pX+...+p, X" entre X — a. La regla esta representada por la tabla

Pn Pn-1  Pn-2 .- P1 PO
al 0 agn—1 agn—2 ... aq aqo
‘ n—-1 QGn-2 Gn-3 ... 40 r

en la que los ¢; se obtienen, de izquierda a derecha, sumando los dos elementos que estan
encima. Entonces ¢ = qo+ @1 X + -+ @1 X" ! es el cociente de la divisién de p entre X —a,
y 7 es su resto.
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—bt/ b2f4ac)
2a

3.2.4 ;Para qué cuerpos es vélida la férmula usual ( para el célculo de las raices

de un polinomio aX? + bX + ¢ de grado 27

3.2.5 Sea p un entero primo. Demostrar que los polinomios X? — X y [[¥_; (X — i) de Z,[X]
son iguales y deducir una nueva demostracién del Teorema de Wilson: (p —1)! = —1 mod p.
(Indicacién: Para la primera parte, considerar las raices de ambos polinomios.)

3.2.6 Hemos observado que la Proposicién 3.8 no se verifica para polinomios sobre un anillo
que no sea un dominio. Comprobar que en este caso ni siquiera se verifica la afirmacién sobre
la finitud del ntmero de raices; es decir, dar un ejemplo de un polinomio no nulo en una
indeterminada con infinitas raices.

3.2.7 [*] Sea A un anillo. Demostrar que si P € A[X] es un divisor de cero en A[X], entonces
existe 0 # a € A tal que aP = 0. (Indicacién: Elegir un polinomio @ # 0 de grado minimo
entre los que satisfacen PQ) = 0 y demostrar por inducciéon que p;Q = 0, donde pg, p1,...,pn
son los coeficientes de P.)

3.2.8 Si K es un cuerpo de caracteristica 0, jqué polinomios P € K[X] verifican P/ =07 ;Y
si la caracteristica es un primo p?

3.2.9 Sea D un dominio y sea P € D[X] el polinomio
P=nX""? - (n+2)X"" 4+ (n+2)X —n

(n € Z%). Demostrar que la multiplicidad de 1 como raiz de P es al menos 3, y que es
exactamente 3 si la caracteristica de D es 0. (Advertencia: El caso de caracteristica 2 ha de
ser considerado aparte.)

3.2.10 Demostrar que si 0 # a € K, siendo K un cuerpo de caracteristica 0, entonces X™ —a
no tiene raices multiples en ningin cuerpo que contenga a K como subcuerpo. ;Qué se puede
afirmar si K es un cuerpo de caracteristica p, con p primo.

3.2.11 Dados dos polinomios P,Q € A[X], se define su composicion P(Q) de forma natural
utilizando la PUAP. Demostrar que se satisface la regla de la cadena para la derivada de la

composicién: (P(Q)) = P'(Q) - Q.
3.2.12 Demostrar la férmula de Leibnitz para el cdlculo de las derivadas sucesivas de un
producto de polinomios:

PO — M\ p(n—i) (i)

(PQ) Z; () Q

3.2.13 Sean K un cuerpo, P € K[X] un polinomio no constante y K; = K[X]/(P). ;Cual
es la dimensién de K como espacio vectorial sobre K7 Si K es finito, ;qué cardinal tendra
K7
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3.2.14 Demostrar que si P es un polinomio irreducible con coeficientes en Z, entonces
Zp|X]/(P) es un cuerpo con p" elementos. Construir cuerpos de 4, 8, 16, 9, 27 y 121 ele-
mentos.

3.2.15 (Kronecker) Sea K un cuerpo y sea P € K[X]|\ K. Demostrar existe un cuerpo K’
que contiene a K como subcuerpo y tiene una raiz de P. Deducir que existe un cuerpo K’
que contiene a K como subcuerpo de forma que P es producto de polinomios de grado 1 con
coeficientes en K.

3.2.16 En el Problema 2.1.12 se ha visto que el cardinal de un cuerpo finito K es una potencia
de un numero primo (de hecho, una potencia de la caracteristica de K). En este problema,
fijado un entero primo positivo p, vamos a ver que existen cuerpos' de cardinal p” para cada
neZzZr.

(1) Sea K un cuerpo de caracteristica p (entero positivo primo), y sea n € Z*. Demostrar
que el conjunto de las raices en K del polinomio X?" — X es un subcuerpo finito de K.
(Indicacién: Usar el Problema 2.1.11.)

(2) Deducir que, para cada n € Z*, existe un cuerpo de cardinal p".

3.2.17 Calcular todos los polinomios ménicos irreducibles de grado < 4 en K[X], cuando K
es cada uno de los cuerpos Z;, con p primo menor o igual que 11. ;Te atreves con los cuerpos
K construidos en el Problema 3.2.147

3.3 Divisibilidad en anillos de polinomios

La siguiente proposicién caracteriza cudndo un anillo de polinomios es un DIP o dominio
euclideo y cudles son los irreducibles en tal caso.

Proposicion 3.13 Para un anillo A, las condiciones siguientes son equivalentes:
(1) A[X] es un dominio euclideo.
(2) A[X] es un dominio de ideales principales.
(3) A es un cuerpo.

En este caso, un polinomio f € A[X] es irreducible si y solo si es primo si y solo si gr(f) >0
y [ no es producto de dos polinomios de grado menor; es decir, si una igualdad f = gh en

A[X] implica que gr(g) = gr(f) (y gr(h) =0) 6 gr(h) = gr(f) (y gr(g) =0).

De hecho, salvo isomorfismos, existe un dnico cuerpo de cardinal ¢ para cada entero positivo ¢ > 1 que sea
potencia de primo. La demostracién de este hecho se vera en la asignatura Ecuaciones Algebraicas. Este inico
cuerpo de cardinal ¢ se suele denotar por Fy; en particular, para p primo, se tiene F, = Z,.
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Demostracién. Ya sabemos que (1) implica (2) por el Teorema 2.29 y que (3) implica (1)
por el Ejemplo 2.27.(2). Claramente el polinomio X es irreducible, con lo que si A(X) es DIP
entonces el ideal (X) es maximal. Sia € A\ {0} entonces a ¢ (X) con lo que de la maximalidad
de (X) deducimos que (a,X) = A[X] y por tanto 1 = aP + X (@ para ciertos P,Q € A[X].
Luego 1 = aP(0), con lo que a es invertible en A. Esto demuestra que A es un cuerpo.
Dejamos que el lector demuestre la afirmacion sobre los polinomios irreducibles. |

Obsérvese que sia € Ay f € A[X] entonces alf si y solo si a divide a todos los coeficientes
de A.

Lema 3.14 Sea D un dominio y sea p € D.
(1) p es irreducible en D si y solo si lo es en D[X].
(2) Sip es primo en D[X] entonces lo es en D.
(3) Si ademds D es un DFU entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) p es irreducible en D.
(b) p es irreducible en D[X].
(c) p es primo en D.

(d) p es primo en D[X].

Demostracién. (1) y (2) son consecuencias casi inmediatas del Lema 3.1. Para demostrar

(3) basta demostrar (c) implica (d) pues ya sabemos que (d) implica (b) (Proposicién 2.13),

que (a) y (c) son equivalentes, (Lema 2.21) y que (a) y (b) son equivalentes (apartado 1).
Supongamos por tanto que p es primo en D, y veamos que lo es en D[X]. Para ello, sean

a=ag+ -+ a, X" y b=0byo+- -+ b, X"

polinomios de D[X] tales que p{ay p1b, y veamos que p { ab. Por hipétesis, existen un menor
indice ¢ tal que p { a;, y un menor indice j tal que p 1 b;. El coeficiente de grado i + j de ab es

Ciyj = agbiyj + -+ aj—1bj41 + a;bj + ajp1bj_1 + - - - + aiq;bo,

y las condiciones dadas implican que p divide a todos los sumandos excepto a a;b;, por lo que
p1ciyj y en consecuencia p { ab. |

En el resto de la secciéon D serd un DFU y K su cuerpo de fracciones.
Consideramos la funcion

@:D\{O}—)No

que a cada 0 # a € D le asocia el nimero ¢(a) de factores irreducibles en la expresién de a
como producto de irreducibles de D, contando repeticiones. Por ejemplo, si D = Z entonces
©(12) =3y p(—80) = 5. Es claro que, si a,b € D\ {0}, entonces

plab) =p(a) +¢0) v  pla)=0sa€ D"
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Lema 3.15 Sia € D y f,g,h € D[X] verifican af = gh # 0, entonces existen g1, h1 € D[X]
tales que

f=g1h1, gr(g1) = gr(g), gr(h1) = gr(h).

Demostracién. Razonamos por induccién en ¢(a). Si p(a) = 0 podemos tomar g; = a~'g
y h1 = h. Si p(a) > 0, existen p,b € D tales que a = pb y p es primo. Entonces p | af = gh
en D[X] y, por el Lema 3.14, podemos asumir que p | g en D[X]. Es decir, existe § € D[X]
tal que g = pg, de donde gr(g) = gr(g). Cancelando p en la igualdad pbf = af = gh = pgh
obtenemos bf = gh. Como ¢(b) = p(a) — 1 < p(a), la hipétesis de induccién nos dice que
existen g1, h; € D[X] tales que f = g1h1, gr(g1) = gr(g) = gr(g), y gr(h1) = gr(h), lo que nos
da el resultado. |

El siguiente resultado relaciona la irreducibilidad de un polinomio sobre D con su irre-
ducibilidad sobre K. Aunque su reciproco es falso en general (piénsese en 2X como poli-
nomio sobre Z), pronto veremos que es valido con una condicién extra sobre el polinomio
(Proposicién 3.20).

Lema 3.16 Si f € D[X] es irreducible en D[X], entonces es irreducible (y primo) en K[X].

Demostracién. Supongamos que f no es irreducible en K[X]. Por la Proposicién 3.13,
existen G, H € K[X] tales que

f=GH, gr(G) >0, gr(H) > 0.

Si 0 # b € D es un miltiplo comun de los denominadores de los coeficientes de GG, se tiene
g = bG € D[X], y andlogamente existe 0 # ¢ € D tal que h = ¢cH € D[X]. Aplicando el
Lema 3.15 a la igualdad (bc)f = gh obtenemos g1,h; € D[X] tales que f = gihi, gr(g1) =
gr(g) = gr(G) >0,y gr(hi) = gr(h) = gr(H) > 0, lo que nos da una factorizacién no trivial de
fen D[X]. 1

Podemos ya demostrar el resultado principal de esta seccion:
Teorema 3.17 D es un DFU si y solo si lo es D[X].

Demostracién. Supongamos primero que D[X] es un DFU. Entonces D es un dominio
(Corolario 3.2), y cada 0 # a € D\ D* es producto de irreducibles de D[X], que tendrén grado
0 pues lo tiene a. Por el Lema 3.14, ésa sera una factorizacién de a en irreducibles de D. Del
mismo lema se deduce que todo irreducible de D es primo en D, por lo que D es un DFU.

Supongamos ahora que D es un DFU y veamos que lo es D[X]|. Empezaremos demostrando
que cada a = ap+ - -+ a, X" € D[X] (con a,, # 0) no invertible es producto de irreducibles, y
lo haremos por induccién en n+ ¢(a,). Obsérvese que a es invertible si y solo si n+¢(a,) = 0.
El caso n + ¢(a,) = 1 se resuelve facilmente. Supongamos pues que n+ ¢(a,) > 1y que a no
es irreducible. Entonces existen

b=bo+ - +bpX™ (b #0) v c=co+ - +aX" (cx#0)
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en D[X], no invertibles, con a = bc y b y ¢ elementos de D[X] que no son unidades de D[X].
Entonces

0<m+eby), 0<k+eplck) v n+elan) =m+k+ o(bn)+ p(ck).

En consecuencia, podemos aplicar la hipétesis de induccion a b y ¢, y pegando las factorizaciones
asi obtenidas conseguimos una factorizacién en irreducibles de a.

Por la Proposicién 2.22, solo falta demostrar que todo irreducible f de D[X] es primo, y
por el Lema 3.14 podemos suponer que gr(f) > 1. Sean pues g,h € D[X] tales que f | gh en
D[X], y veamos que f | g 6 f | h en D[X]. Obviamente, f | gh en K[X], y como f es primo en
K[X] por el Lema 3.16, podemos asumir que f | g en K[X]. Es decir, existe G € K[X] tal que
g = fG, y si demostramos que G € D[X]| habremos terminado. Para ello, tomando a € D con
aG € D[X]y ¢(a) minimo, basta ver que ¢(a) = 0. Supongamos que ¢(a) > 0y sean p,b € D
con a = pb y p primo. Entonces, en D[X], se tiene p | ag = f(aG). Como p es primo en D[X]
(Lemma 3.14) y pt f (pues f es irreducible y gr(f) > 1), deducimos que p | aG en D[X]. Si
g1 € D[X] verifica aG = pg; entonces bG = ¢g1 € D[X], contra la minimalidad de ¢(a), y esta
contradiccion termina la demostracién. |

De la Proposicién 3.13 y el Teorema 3.17 se deduce que Z[X] es un DFU pero no un DIP,
lo que muestra que el reciproco del Teorema 2.25 no es cierto.

En el resto de la seccién suponemos que D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones.

Definimos una relacién de equivalencia ~ en K de la siguiente forma para x,y € K:

T~y <y =ur para algin u € D*.

Claramente la clase de equivalencia que contiene a x es xD* = {zu : u € D*}. En particular,
si x € D entonces la clase de equivalencia que contiene a x estd formada por los elementos que
son asociados de z en D. Por ejemplo, 0D* = {0}, 1D* = D*. Obsérvese que xyD* = {za :
a € yD*} = x(yD*).

Podemos definir una multiplicacién de elementos de K por elementos de K/ ~ poniendo
a(bD*) = (ab)D*.
Esto estd bien definido pues si by ~ be entonces ab; ~ aby. Ademads se verifica a(b(cD*)) =
(ab)(cD¥).
Vamos a definir una aplicacién

c: K[X] = K/ ~

Empezamos definiendo ¢(p) para p € D[X] como la clase que contiene a un maximo comun
divisor de los coeficientes de p, o sea, si p = ) ,~ ;X" entonces

c(p) = med(p; : i > 0)D*.
Para definir ¢(p) para un elemento p € K[X] elegimos a € D \ {0} con ap € D[X] y definimos

c(p) = a”"c(ap).
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Esto esta bien definido pues si aip,asp € D[X] entonces c(ajazp) = aic(azp) = azc(aip) con
lo que al_lc(alp) = a;lc(agp).

Si ¢(p) = aD*, entonces decimos que a es el contenido y abusaremos de la notacién es-
cribiendo a = ¢(p). En realidad deberiamos decir “un contenido” pero estamos abusando
de la notacién, de la misma forma que lo haciamos al hablar “del maximo comun divisor” o
“el minimo comin multiplo”. En todos los casos se trata de un concepto que es tnico salvo
multiplicacién por unidades de D.

Obsérvese que si a € D y p € D[X] entonces las notaciones a | ¢(p) y ¢(p) | a no son
ambiguas pues todos los valores posibles para ¢(p) son asociados.

Veamos ahora algunas propiedades del contenido.

Proposicién 3.18 Sean D un DFU y K su cuerpo de fracciones. Sean a € K y p € K[X].
(1) Sia € D ype D[X] entonces a | p en D[X] si y solo sia|c(p) en D.

(2) c(ap) = ac(p).

(8) p € D[X] siy solo sic(p) €D.

Demostracién. Pongamos b = ¢(p).

(1) Supongamos que a € D y p € D[X]. Entonces b es mdximo comun divisor de los
coeficientes de p. Luego a | p en D[X] si y solo si a divide a cada uno de los coeficientes de p
(en D) siy solo si a divide a b.

(2) Es consecuencia inmediata de la férmula med(apo, aps, . . ., ap,) = a med(po, p1, - - -, Pn)-

(3) Obviamente si p € D[X] entonces b € D. Para demostrar la otra implicacién ponemos
p = Zf:o %X i donde cada % es una fraccién reducida, entendiendo que si r; = 0 entonces
s; = 1. Supongamos que p ¢ D[X]. Eso implica que algin s; nos es unidad de D con lo que
es divisible por un irreducible ¢ y por tanto ¢ t r;. Ponemos s; = ¢™h; con ¢ t h; para cada i

y tomamos n = n; = max(ng,ni,...,ng) > 1y m = mem(sp,...,s;). Entonces m = ¢"h con
he€DyqthenD. Ademds mp € D[X]y c(mp) = mbD*. Pero m¢: = };Z;’ es el coeficiente

de X en mp, que es un elemento de D que no es multiplo de g. Luego mb, que es el maximo
comun divisor de los coeficientes de mp, no es miltiplo de ¢ en D. Pero m es un elemento de
D que si es miltiplo de ¢ en D. Por tanto b € D. 1

Diremos que un polinomio es primitivo si ¢(p) = 1. Es decir p € D[X] es primitivo si los
unicos divisores de p en D[X] que tienen grado 0 son las unidades de D[X]. Obsérvese que
para todo 0 # p € D[X] se tiene que p/c(p) es primitivo y de hecho ¢ = ¢(p) siy solo si p = ¢p;
con p; € D[X], primitivo.

Lema 3.19 (Lema de Gauss) Si f,g € K[X]|, entonces c(fg) = c(f)c(g). En particular,
fg es primitivo si y solo si f y g son primitivos.

Demostracién. Tenemos f = ¢(f)f1 v g = c(g)g1 con f1 y g1 primitivos. Por tanto fg =
c(f)e(g) frg1, luego para demostrar que ¢(fg) = c(f)c(g) basta probar que fi1g; es primitivo.
En caso contrario ¢(f191) tendria un divisor irreducible p en D. Eso implica que p|fig1. Por
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el Lema 3.14, p es primo en D[X] y por tanto p|f1 6 p|g1, lo que implica que p|c(f1) 6 ple(g1),
en contra de que ¢(f1) =c(g1) =1. 1

Proposicién 3.20 Para un polinomio primitivo f € D|X]\ D, las condiciones siguientes son
equivalentes:

(1) f es irreducible en D[X].

(2) f es irreducible en K[X].

(3) Si f =GH con G,H € K[X] entonces gr(G) =0 ¢ gr(H) = 0.
(4) Si f = gh con g,h € D[X] entonces gr(g) =0 ¢ gr(h) = 0.

Demostracién. El Lema 3.16 y la Proposicién 3.13 aseguran que (1) implica (2) y que (2)
implica (3), respectivamente, y es claro que (3) implica (4). Finalmente, como f es primitivo,
sus Unicos divisores de grado 0 son unidades, por lo que (4) implica (1). 1

Como consecuencia del Lema 3.14 y la Proposicion 3.20 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.21 5i D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones, entonces los irreducibles de
DI[X] son los irreducibles de D y los polinomios primitivos de D[ X]|\ D que son irreducibles
en K[X].

Problemas

3.3.1 ;Es cierto que, si D es un DFU y b es un elemento de D, entonces s6lo hay una cantidad
finita de ideales de D que contienen a b? ;Y si D es DIP?

3.3.2 Dar un ejemplo de un ideal primo no nulo de un DFU que no sea maximal.

3.3.3 Demostrar que toda raiz racional de un polinomio ménico con coeficientes enteros es
entera.

3.4 Factorizacion en el anillo de polinomios de un DFU

Nuestro siguiente objetivo es factorizar polinomios en D[X] y en K[X], donde D sigue siendo
un DFU y K su cuerpo de fracciones. Para ello es necesario disponer de métodos que nos
digan cudndo un polinomio es irreducible. Como se vera, pocos de los resultados practicos que
obtendremos nos dan condiciones necesarias y suficientes para que un polinomio sea irreducible.
Asumiremos que disponemos de un método para factorizar los elementos de D, y en particular
para decidir si son irreducibles o no. Esto es tedéricamente posible si D = Z 6 D = ZJ[i] (y
también lo es en la préctica en los casos que se nos presentaran), y nos permite ademads decidir
si un polinomio de D[X] es o no primitivo.

En general, dado un polinomio 0 # f € D[X], calcularemos d = ¢(f) y obtendremos
f =df1, con f; € D[X] primitivo. El polinomio constante d es una unidad en K[X], mientras
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que en D[X] tiene la misma factorizacién en irreducibles que tenga como elemento de D. En
cuanto a fi, para decidir su irreducibilidad, la Proposicién 3.20 nos permite considerarlo como
polinomio sobre D o sobre K segtin nos convenga. Por tanto, es importante tener criterios de
irreducibilidad como los que siguen para polinomios sobre cuerpos. Para polinomios de grado
pequeno esto es facil.

Lema 3.22 Sea K un cuerpo y sea f € K[X]. Entonces
(1) Sigr(f) =1 entonces f es irreducible en K[X].
(2) Sigr(f)>1y f tiene una raiz en K, entonces f no es irreducible en K[X].

(3) Sigr(f)=2 63 entonces f es irreducible en K[X| siy solo si f no tiene raices en K.
Demostracién. Ejercicio. |

El Lema 3.22 pone de manifiesto la importancia de encontrar raices de un polinomio para
decidir si es irreducible. Cuando los coeficientes estan en un DFU podemos seleccionar los
“candidatos a raices”:

Proposicion 3.23 Sea D un DFU con cuerpo de fracciones K, y sea f = ag+ a1 X + -+ +
anX™ € D[X] con an # 0. Entonces todas las raices de f en K son de la forma r/s, donde
rlaoys|an.

Demostracién. Sea t = . una rafz de f con r,s € D primos entre si. Multiplicando la
igualdad f(¢) = 0 por s obtenemos

aps™ +arrs" 4 agr?s" A 4 Fap 1" s+ ar" =0,

luego r | aps™ y s | apr™. Como r y s son coprimos, deducimos que r | ag y s | an. 1

Ejemplos 3.24 Factorizaciones de polinomios.

(1) La no existencia de raices no garantiza la irreducibilidad de polinomios de grado mayor
que 3. Por ejemplo, X4 +2X2+1 = (X? +1)? es reducible en R[X] pero no tiene raices
reales.

(2) Las posibles raices en Q del polinomio f = 3X3 4+ X? + X — 2 son +2, +1, £2/3 y
+1/3, y de hecho f(2/3) = 0. Por tanto (X —2/3) | f, y asi (3X —2) | f. Dividiendo
se obtiene f = (3X — 2)(X2 4 X + 1). Como ambos factores son primitivos sobre Z
e irreducibles sobre Q y sobre R, deducimos que la anterior es una factorizacién en
irreducibles de f en cualquiera de los anillos Z[X], Q[X] 6 R[X]. La factorizacién en

C[X] es f = (3X —2)(X —w)(X —©), donde w = —H¥=3,
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(3) El polinomio f =6X*+6X2?+18X —30=2-3-(X*+ X2+ 3X —5) tiene al 1 por rafz,
y dividiendo se tiene X4 + X2 +3X —5 = (X —1)(X? + X2 +2X +5). El factor ctibico
es primitivo y no tiene raices en Q (al sustituir 1 6 45 se obtiene un entero impar), por
lo que

f=2-3 (X -1D(X*+X*4+2X+5) vy  f=6(X—-1)(X>+X*+2X +5)

son las factorizaciones de f en Z[X] y en Q[X], respectivamente (en la segunda el 6 no
es un factor irreducible, sino una unidad). El polinomio cibico no es irreducible en R[X]
ni en C[X]. De hecho, un andlisis del crecimiento de la funcién polinémica f : R — R
nos lleva a la conclusién de que f tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.

(4) El polinomio f = X*+X34+2X?+ X +1 no tiene raices racionales, pero esto no implica que
sea irreducible sobre Q. De hecho, se tiene f(i) = 0, y por tanto (X —i)(X +1i) = X2 +1
divide a f; el otro factor es X2 + X + 1, por lo que f = (X2 +1)(X?2 + X + 1) es una
factorizacion en irreducibles en Z[X], Q[X] 6 R(X],y f = (X —9)(X +4)(X —w)(X —w)

71+2\/53)

(con w = es una factorizaciéon en C[X].

(5) Supongamos que el polinomio sin raices racionales f = X*—2X3+6X —3 no es irreducible
en Z[X]. Por la Proposicién 3.20, existen g, h € Z[X], ambos de grado > 1, tales que
f = gh. Podemos asumir que g y h son moénicos ({por qué?), y por tanto no pueden
tener grado 1 (jpor qué?). En consecuencia, ambos tienen grado 2 y por tanto existen
a,b,c,d € Z tales que f = (X2 + aX + b)(X? + cX +d). Igualando coeficientes, se
obtienen las ecuaciones

bd=-3, ad+bc=6, b+ac+d=0, a+c=-2.

La primera ecuacién nos da 4 opciones para los valores de b y d. Una deellasesb=11y
d = —3, que sustituida en la segunda ecuacién y combinada con la cuarta nos dice que
a = —2 y ¢ = 0; pero estos valores no satisfacen la tercera ecuacién. De modo similar
se ve que las otras opciones tampoco funcionan, lo que significa que no existen tales
a,b,c,d € Z y en consecuencia f es irreducible en Z[X], y por tanto también en Q[X].

El dltimo ejemplo muestra lo penoso que puede resultar estudiar la irreducibilidad de un
polinomio, incluso de grado bajo, con los métodos que hemos desarrollado hasta ahora. El resto
de esta seccién lo dedicamos a presentar otros dos criterios de irreducibilidad para polinomios
sobre un DFU que son a menudo ttiles.

En el primero de ellos usaremos el Ejemplo 3.4.(3).

Un homomorfismo de anillos ¢ : A — B induce otro A[X] — B[X] dado por

f=2aX! = o(f) =) dla) X"

En general se tiene gr(¢(f)) < gr(f), con igualdad si el coeficiente principal de f no estd en
Ker ¢.
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Proposicién 3.25 (Criterio de Reduccién) Sea ¢ : D — K un homomorfismo de anillos,
donde D es un DFU y K es un cuerpo, y sea f un polinomio primitivo de D[ X]|\ D. Si ¢(f)
es irreducible en K[X] y gr(o(f)) = gr(f), entonces f es irreducible en D[X] (o lo que es lo
mismo en K[X]).

Demostracién. Por la Proposicién 3.20 basta ver que, si f = gh con g,h € D[X], entonces
gr(g) =06 gr(h) = 0. Sean a, b y ¢ los coeficientes principales de f, g y h, respectivamente.

Entonces a = be & Ker ¢ y por tanto b, ¢ & Ker ¢, por lo que gr(¢(g)) = gr(g) y gr(é(h)) =
gr(h). Como K es un cuerpo y ¢(f) es irreducible en K[X], la igualdad ¢(f) = ¢(g)¢(h)

implica que gr(¢(g)) =0 6 gr(¢(h)) = 0, de donde se sigue el resultado.

Cuando consideramos la proyeccién Z — Z,, con p un numero primo positivo, el homo-
morfismo Z[X]| — Z,[X] viene dado por

f=) aX'= =) @mx',
donde @ es la clase de a en Z,. Aplicando el Criterio de Reduccién se obtiene:

Corolario 3.26 §ea p un entero primo y sea f =ag+ ---+ ap X" un polinomio primitivo de
Z[X]. Siptan y f es irreducible en Zy[X], entonces f es irreducible en Z[X].

Ejemplos 3.27 Aplicaciones del Criterio de Reduccion.

(1) Reduciendo médulo 2 el polinomio f = 7X3+218X?+121X +625 obtenemos el polinomio
f = X3+ X +1 de Zs[X], que es irreducible porque no tiene raices. Por tanto f es
irreducible en Z[X] (y en Q[X]).

(2) Reduciendo f = X* +5X + 1 € Z[X] médulo 2 obtenemos f = X% + X + 1 € Zy[X].
Como f no tiene raices en Zs, si no fuera irreducible se factorizaria como producto de
dos polinomios irreducibles de grado 2 en Zg[X]. Pero en Z3|X] solo hay 4 polinomios de
grado 2, y de ellos solo X2+ X + 1 es irreducible (;por qué?). Como f no es el cuadrado
de éste, deducimos que f es irreducible en Zs[X] y por tanto f es irreducible en Z[X].

(3) Consideremos el polinomio f = X% — X — 1 de Z[X]. Reduciendo médulo 2 obtenemos
un polinomio que es divisible por X2 + X + 1, por lo que no podemos aplicar el Criterio
de Reduccién. Reduciendo médulo 3 obtenemos f = X° +2X +2 € Z3[X], que no tiene
raices. Si no fuera irreducible tendria un factor irreducible de grado 2; es facil ver que
los tinicos irreducibles ménicos de grado 2 de Z3[X] son

X241, X2+ X -1, X2-X-1.

Comprobando que ninguno de ellos divide a f deducimos que f es irreducible en Z3[X],
y por tanto f es irreducible en Z[X].

(4) Dado el polinomio f = X% +4X + 1 en Z[X], se tiene f = (X + 1)* en Zp[X] y
f=(X+2)(X?+ X2+ X +2) en Z3[X], con el factor cibico irreducible porque no
tiene raices. Por tanto, no podemos aplicar el Criterio de Reduccién. Sin embargo, la
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factorizacién en Zz[X] nos va a permitir demostrar que f es irreducible en Z[X]. En
efecto, como f no tiene raices en Q, si no fuera irreducible en Z[X] se tendria f = gh con
gr(g) = gr(h) = 2. Esto nos darfa, en Zs, la factorizacién f = gh con gr(g) = gr(h) = 2,
incompatible con la factorizacién en irreducibles (tinica salvo asociados) que acabamos
de obtener.

Veamos nuestro ultimo criterio de irreducibilidad:

Proposicién 3.28 (Criterio de Eisenstein) Sea D un DFU y sea f = ap+a1 X+ - -+a, X"
(con a, # 0) un polinomio primitivo de D[X]. Si existe un irreducible p € D tal que

p | a; para todo i < n, y p* 1 ag,
entonces f es irreducible en D[X].

Demostracién. Veamos que, si f = gh en D[X], entonces gr(g) = n 6 gr(h) = n. Pongamos
g=bo+ - b X™yh=co+ - +cXF con byc, # 0. Como p? { ag = bocy, entonces p 1 by
6 p 1 co. Supongamos que se da la segunda opcién. Como f es primitivo se tiene p { g, y por
tanto existe

i =min{j : p{b;}.

Entonces p no divide a a; = (Z;;E bjci—j) + bico, y por tanto i = n, de modo que gr(g) = n.

La opcién p t by nos llevaria a gr(h) = n, lo que demuestra el resultado.

Ejemplos 3.29 Aplicaciones del Criterio de Eisenstein.

(1) Sean a un entero y p un primo cuya multiplicidad en a es 1. Entonces X" — a es
irreducible.

(2) Un argumento similar al del Ejemplo 3.27.(4) nos permitiria ver que el polinomio f =
X4 —-3X3+6X —3 es irreducible en Z[X]. Ahora podemos asegurar lo mismo con menos
trabajo aplicando el Criterio de Eisenstein con p = 3.

(3) A menudo, el Criterio de Eisenstein se combina con un automorfismo de Z[X] de susti-
tucién en X + a (Ejemplos 3.4). Por ejemplo, el criterio no es aplicable a f(X) =
X444X3410X24+12X +7, pero si se puede aplicar (conp = 2) a f(X —1) = X4 4+4X2+2.
Por tanto f(X — 1) es irreducible, y en consecuencia lo es f(X).

(4) Dado un entero n > 3, las raices en C del polinomio X" — 1 se llaman raices n-ésimas de
la unidad (o de 1). Considerando la interpretacién geométrica de la multiplicacién en C,
es facil ver que estas raices son exactamente los n vértices del n-agono regular inscrito en
el circulo unidad de C que tiene un vértice en la posicién del 1. Estos niimeros complejos
son utiles en muy diversas circunstancias. El polinomio X™ — 1 se factoriza como

X"-1=(X-1)®,(X), donde ®,(X)=X""1'4+X"24+. ..+ X2+ X +1.
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El polinomio ®,,(X) se conoce como el n-ésimo polinomio ciclotémico, y sus raices son
las raices n-ésimas de 1 distintas de 1. ®,,(X) no es en general irreducible sobre Q (por
ejemplo, ®4(X) es divisible por X + 1), pero si lo es cuando n = p es primo. Como en el
apartado anterior, esto quedara demostrado si podemos aplicar el Criterio de Eisenstein
a ®,(X +1). Ahora bien, ®,(X) = (X" —1)/(X —1), y por tanto

(X+1)P—-1 _1 D g D _3 P
Dp(X +1)="——F—— =XP XP XP X +p.
(X +1) e + b1 + b9 toet ()Xt

Cuando 1 < i < p, el primo p no divide a ¢! ni a (p — 4)!, y por tanto si divide a
|

(Il’) = ﬁ, por lo que podemos aplicar el Criterio de Eisenstein, como querfamos.

Problemas

3.4.1 Sea D un DFU y sea f = ap + a1 X + -+ + a, X" un polinomio primitivo en D[X].
Demostrar que, si existe un irreducible p € D tal que

p | a; para todo i > 0, p1ao y P>t an,

entonces P es irreducible en D[X] (es decir, el Criterio de Eisenstein se puede aplicar “al
revés”).

3.4.2 Descomponer en factores irreducibles el polinomio X4 — 4 en cada uno de los siguientes
anillos: Q[X], R[X], C[X], Z2[X] y Z3[X].

3.4.3 Descomponer los siguientes anillos cociente como producto de anillos “conocidos”:
(1) R[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio X3 — X2 + X — 1.
(2) Q[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio X3 — X2 4 X — 1.

(3) Q[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio 3X2 — 6.

3.4.4 Calcular el mdximo comun divisor y el minimo comun miltiplo en Z[X] de las siguientes
parejas de polinomios:

(1) X3-6X?+X+4y X°—6X+1.

(2) X2+1y X0+ X34+ X +1.

(3) 26X2 — 104X + 104 y 195X2 + 65X — 910.

3.4.5 Demostrar que los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:

(1) X?"+X+1,4X3-3X -1, X'+ 1, X0+ X3+1, X3+6X +3X +3, X°-5X+15y
X4 4+5X +12 en Q[X].

(2) X2+ X +1en Zy[X].
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(B3) X24+Y?2 -1y X°YV? - X34+ XY?2-Y?+1enQ[X,Y].
(4) X*+ X + a con a impar, en Q[X].

(5) X+ 3aX*—4X +4 con a € Z, en Q[X].

(6)

6) Y3+ X2Y2+ X3Y + X, en D[X,Y] donde D es un DFU arbitrario.

3.4.6 Factorizar los siguientes polinomios en los anillos que se indican:

(1) 3X* —3X2% +6, en Z[X], Q[X], R[X] y C[X].

(2) X?+3X?+3X +4 en Zs[X].

3.4.7 Decidir cudles de los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:
2X?% +2X +2en Z[X], Q[X] y Zs5[X].

X% 4+ 2en Z7[X] y Q[X].

X3 —18X2 + 106X — 203 en Z[X] y Q[X].

)
)
)
4) X°+ X +2en RX], Q[X] vy Zs[X].
) X° 4+ X —2en RX], Q[X] y Z3[X].

) 2X° —6X3 +9X? — 15 en Z[X] y Q[X].
) X4+ 15X3 + 7 en Z[X].

)

X™ —p, donde n > 0y p es un entero primo con p = 1 mod 3, en R[X], Q[X] y Z3[X].

3.5 Polinomios en varias indeterminadas

Dados un anillo A y un entero n > 2, definimos el anillo de polinomios en n indeterminadas
con coeficientes en A, denotado por A[X7, ..., X,], mediante la férmula recurrente

A[X1, . X = A[X, . Xnoa] [Xal.

Los elementos Xi,...,X, de A[Xy,...,X,] se llaman indeterminadas y los elementos de
A[Xq,...,X,] se llaman polinomios en n indeterminadas.

Por induccién a partir del Corolario 3.2, de la Proposicion 3.13 y del Teorema 3.17, se
obtienen facilmente las siguientes propiedades:

Proposiciéon 3.30 Para un anillo A y un entero positivo n se verifican:
(1) AlXq,...,Xy] nunca es un cuerpo.

(2) A[X1,...,X,] es un dominio si y solo silo es A.
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(3) Si A es un dominio, entonces A[X1,...,Xp]* = A*.
(4) A[X1,...,X,] es un DFU si y solo silo es A.

(5) A[X1,...,X,] es un DIP si y solo sin=1y A es un cuerpo.

Sia€ Aei=(i,...,in) € NI, el elemento aX]'--- Xin de A[Xy,...,X,] se llama
monomio de tipo i y coeficiente a.

Lema 3.31 Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo elementop de A[X1,..., X,]
se escribe de forma tinica como suma de monomios de distinto tipo, casi todos con coeficiente
nulo. Es decir, se tiene una unica expresion

p=> pXj- X (3.2)
iENE
con p; = 0 para casi todo i = (i1,...,i,) € Njj.

Demostracién. Aplicamos induccién en n, con el caso n = 1 obvio por la propia definicién
de anillo de polinomios en una variable. Cuando n > 1, un elemento de A[X1,..., X,] es, por
definicién, de la forma ZteNO pe X! con cada py € A[X4,...,X,_1] y casi todos los p; nulos.
Por hipétesis de induccion, cada p; se expresa como

bt = Z (pt)(il,...,infl)Xil e X;Tlla

(il,---,in—1)6N871

donde cada (pt) (i, ...i,_,) estd en Ay casi todos son nulos. Definiendo p; = (pi, )(i;.,...i,_,) (Para
i = (i1,...,1,)) tenemos la expresion deseada.
Reciprocamente, una expresién como (3.2) puede reescribirse como un polinomio en X,, con

coeficientes en A[X71, ..., X,_1] sin més que definir cada coeficiente como p; = > p; X' - X",
con la suma extendida a todos los i = (i1,...,i,) € Nj con i,, = t. Usando esto es sencillo
demostrar que estas expresiones son tunicas, asumiendo que lo son en A[X7q,..., X,—1]. 1

Usando la Proposicion 3.3 se demuestra facilmente la siguiente generalizacion de la Propiedad
Universal del Anillo de Polinomios, por induccién en el nimero de indeterminadas.

Proposicién 3.32 Sean A un anillo, n > 1 un entero y u: A — A[Xy,..., X,] la inclusion.

(1) (PUAP en n indeterminadas) Dados un homomorfismo de anillos f : A — B yn
elementos b1, ...,b, € B (no necesariamente distz’nto;s) existe un unico homomorfismo
de anillos f : A[X1,..., X, = B tal que fou= f y f(X;)=b; para cada j =1,...,n.

(2) Si dos homomorfismos de anillos g,h : A[X1,...,X,] = B coinciden sobre A y en X;
para cada j = 1,...,n entonces son iguales.
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(8) La PUAP en n indeterminadas determina A[X1,...,X,] salvo isomorfismos. Supong-
amos que ezisten un anillo P con elementos T1,...,T, y un homomorfismo de anil-
los v : A — P tales que, dados un homomorfismo de anillos f : A — B y ele-
mentos bi,...,b, € B, existe un tnico homomorfismo de anillos f : P — B tal que
fov =7fuy ?(T]) = b; para cada j = 1,...,n. FEntonces existe un isomorfismo
¢ AXy, ..., X, = P tal que pou=v y ¢(X;) =T; para cada j =1,...,n.

Como en el caso de una indeterminada, se tiene:

Ejemplos 3.33 Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas.

(1) Dados anillos A C By elementos by, ..., b, € B, existe un homomorfismo S : A[X1,..., X,| —
B que es la identidad sobre A y tal que S(X;) = b; para cada j = 1,...,n. Dado
p € A[Xi,...,X,], escribiremos a menudo p(by,...,b,) en lugar de S(p). Sip =
ZieN(; piX fl -+- X!n es la expresién de p como suma de monomios, entonces

S(p) = plbrs-bn) = > pibd -0y

ieND

La imagen de este homomorfismo es el subanillo de B generado por AU {b1,...,b,} y
que denotamos por A[by,. .., by,].

Supongamos que f,g : Albi,...,by] — C son dos homomorfismos de anillos. Entonces

f=gsiysolosi fl]A = g|Ay f(b;)) = g(b;) para todo i. Para demostrar esto basta
aplicar la Proposicion 3.32 para deducir que fo.S = go S y concluir que f = g, pues S
es suprayectiva.

(2) Sea A un anillo y sea o una biyeccién del conjunto N,, = {1,...,n} en si mismo con
inversa 7 = o~ 1. Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X1,...,X,] y b; = Xo()s
obtenemos un homomorfismo @ : A[Xy,...,X,] — A[X1,...,X,] que “permuta las in-
determinadas”. Es claro que & es de hecho un automorfismo con inverso 7. Usando estos
isomorfismos y la definicién de los anillos de polinomios en varias indeterminadas, es facil
establecer isomorfismos

A[Xl,.. . ,Xn,Yl,...,Ym] >~ A[Xl,...,XnHYl,.. . ,Ym] ~ A[Yl,... ,Ym][Xl,. .. ,Xn],
por lo que, en la préactica, no hay que distinguir entre estos anillos.

(3) Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo f : A[X1,..., X,] —
B[Xj,...,Xn] que coincide con f sobre Ay verifica f(X;) = X; para cada j = 1,...,n.
Sip= ZieNg piXi' - X} es la expresién de p como suma de monomios, entonces

Fo) = f)xj - X,

iEND

En el futuro este homomorfismo lo denotaremos por f.
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Veamos como pueden usarse las identificaciones del apartado 2 de los Ejemplos 3.33.

Ejemplo 3.34 El Criterio de Fisenstein aplicado a polinomios en dos indeterminadas

El polinomio f = X3Y + X2Y2 — X2 + Y3 + Y? € Q[X,Y] puede considerarse como un
polinomio en Q[X][Y], poniendo f = Y3 + (X2 +1)Y? + X3Y — X2, 0 como un polinomio en
Q[Y][X], poniendo f =Y X3+ (Y2 —1)X? + (Y3 4+ Y?). A esta tltima expresién le podemos
aplicar el Criterio de Eisenstein con el polinomio irreducible p = Y + 1 € Q[Y] para deducir
que f es irreducible en Q[X,Y].

Por definicién, el grado de un monomio aXi1 e Xfl" de A[Xy,..., X ] esiy + -+ +ip. El
grado gr(p) de un polinomio p # 0 de A[X},...,X,] se define como el mayor de los grados
de los monomios que aparecen con coeficiente no nulo en la expresion de p como suma de
monomios de distinto tipo. Es claro que, dados dos polinomios p y ¢, se tiene

gr(p+q) < max{gr(p),er(q)} v  gr(pg) <gr(p) + gr(q)

Sin embargo, no es tan facil como en el caso de una indeterminada ver que, cuando A es un
dominio, la segunda desigualdad es de hecho una igualdad. Para esto, y para otras cosas, es
interesante considerar el siguiente concepto:

Un polinomio p # 0 de A[X;,...,X,] se dice homogéneo de grado n > 0 si es suma de
monomios de grado n. Por ejemplo, de los polinomios de Z[X,Y, 7]

XY +Y3-3XYZ+6YZ% XO4+VC4+Z0 4 X3V34+X3234V323, XYZ+X+Y +2Z,
los dos primeros son homogéneos (de grados 3 y 6, respectivamente) y el iltimo no lo es.

Proposicién 3.35 Dados un anillo A y un entero n > 1, todo polinomio de A[X1,...,X,] se
escribe de modo unico como suma de polinomios homogéneos de distintos grados.

Demostracién. Sip =3, o piX(' - X} es la expresion de p como suma de monomios y
0

ponemos hj = Zi1+---+in:j piXil -+ Xin es claro que p = hg+ h1 + -+ hy (donde k = gr(p))
es la expresion buscada. La unicidad es consecuencia inmediata del Lema 3.31. 1

Corolario 3.36 Si D es un dominio yn > 1, se tiene gr(pq) = gr(p) +gr(q) para cualesquiera
D, q € D[Xl’vXn]

Problemas

3.5.1 Sea D un dominio. Demostrar que el ideal (X2, XY, Y?) del anillo de polinomios en dos
indeterminadas D[X, Y| no es principal. ;Tiene un conjunto de generadores con dos elementos?
Determinar los ideales de A = K[X,Y]/(X?, XY,Y?), siendo K un cuerpo y demostrar que A
tiene ideales que no son principales.

3.5.2 Sea A un anillo. Demostrar que si P € A[X1,...,X,] tiene grado 1 y uno de los coefi-

~

ciente diferentes del término independiente es una unidad de A, entonces A[ X7, ..., X,]/(P) =
AlXq,.. ., Xpa)-
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3.5.3 Sea K un cuerpo y sea P € K[X,Y]. Supongamos que el coeficiente principal de P,
considerado como polinomio en K[X][Y], no es divisible por X — 1. Demostrar que, si P(X,1)
es irreducible en K|[X], entonces P(X,Y) es irreducible en K[X,Y].

3.5.4 Demostrar que si K es un cuerpo y P, @ son elementos coprimos de K[X, Y] entonces el
conjunto {(a,b) € K% : P(a,b) = Q(a,b) = 0} es finito. (Indicacién: Usar el Problema 3.1.3.)

3.5.5 Consideremos el anillo A = K[X,Y,Z]/(X(YZ — 1)) con K un cuerpo. Si P €
K[X,Y, Z] entonces P denota la imagen canénica de P en A. Seana =X y b= XY.

(1) Demostrar que a y b son asociados en A.

(2) Sea P € K[X,Y,Z]. Demostrar que b = aP si y solo si YZ — 1 divide a Y — P en
K[X,Y, 7.

(3) Sea f: K[X,Y,Z] — KIY, Z] el homomorfismo dado por f(X,Y,Z) = f(0,Y,Z). De-
mostrar que si P € K[X,Y, Z] es tal que P es una unidad en A entonces f(P) € K \ {0}.

(4) Demostrar que A no tiene ninguna unidad u tal que b = au. (Indicacién: Sea P €
K|[X,Y,Z] tal que u = P es una unidad de A tal que b = au. Demuestra que existe
Qe KX,)Y,Z]talqueY —P=Q(YZ —1) y deduce que Y — f(Q)(YZ —1) € K\ {0}.
Con esto ultimo deberfas obtener una contradiccién.)
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Capitulo 4

Grupos

4.1 Definiciones y ejemplos

Definicién 4.1 Un grupo es una pareja (G, -), formada por un conjunto no vacio G junto una
operacion interna, es decir una aplicacion

GxG — G
(g,h) = g-h

que satisface los siguientes axiomas:
e (Asociativa) (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € G.

e (Neutro) Existe un elemento e € G, llamado elemento neutro del grupo tal que e - a =
a=a-e, para todo a € G.

e (Inverso) Para todo a € G existe otro elemento a1 € G, llamado elemento inverso de a,
tal que a-a1 =e=aq - a.

Si ademds se verifica el siguiente axioma se dice que el grupo es abeliano o conmutativo

e (Conmutativa) a-b=">-a, para todo a,b € G.

Lema 4.2 Sea (G,-) un grupo.

(1) (Unicidad del neutro). El neutro de G es tunico, de hecho, si e,e’ € G satisfacen que
e -a=a=a-e para todo a € G, entonces e = €.

(2) (Unicidad del inverso). El inverso de un elemento de G es unico, de hecho, si a-ay =

e = ag - a, entonces a; = az. A partir de ahora el (inico) inverso de a lo denotaremos

con a_l .

(8) (Propiedad Cancelativa). Sia-x=a-y dx-a=1y-a, cona,z,y € G, entonces r =y.

(4) Para todo a,b € G, las ecuaciones a- X =b y X -a = b, tienen una dnica solucién en G.
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(5) (a-b)"t=b"1-a"L.
Demostracién. Ejercicio. |

Habitualmente no haremos referencia a la operacion del grupo y hablaremos simplemente
del grupo G, donde la operacién se sobreentiende. Siempre utilizaremos notacién multiplica-
tiva, de forma que para un grupo genérico el resultado de operar dos elementos a y b se denota
como ab, el neutro lo denotaremos con 1 y en inverso de a con a~!. Ademds, si n es un entero
positivo definimos a™ como el resultado de operar n veces a consigo mismo. Ademés ponemos
a®=1ya™=(a")"! = (a7!)". De esta forma quedan definidas potencias de elementos de
G por exponentes enteros se verifica la siguiente igualdad para cualesquiera a € G y n,m € Z:

Excepcionalmente utilizaremos notacion aditiva para grupos abelianos. En tal caso el
neutro lo denotaremos con 0, el inverso de a, lo llamaremos opuesto de a y lo denotamos —a
y escribiremos na, en lugar de a”.

Ejemplos 4.3 (1) Si A es un anillo, entonces (A4,+) y (A*,-) son dos grupos abelianos
llamados respectivamente grupo aditivo y grupo de unidades de A. Por ejemplo, (Z,+),
(Q,+), (R,+), (C,+) y (Zn,+) son grupos aditivos y los grupos de unidades de los
correspondientes anillos son Z* = {£1}, Q* = Q\ {0}, R* =R\ {0}, C* =C\ {0} ¥

Zy ={i:1<i<mn,mecd(i,n) =1}.
Obsérvese que si K es un cuerpo, entonces K* = K \ {0}.

(2) Sea K un anillo y n un entero positivo. Entonces el conjunto GL,(K) formado por
todas las matrices invertibles cuadradas de tamano n con entradas en K es un grupo
con el producto habitual de matrices. Si n = 1, entonces GLi(K) = K* es abeliano.
Sin embargo si n > 2y K # 0, entonces GL,,(K) no es abeliano pues las dos siguientes

matrices no conmutan:
1 1 1 0
0 1 1 1)

Este ejemplo se puede generalizar cambiando el cuerpo K por un anillo arbitrario.

(3) Sea X un conjunto y Sx el conjunto de todas las biyecciones de X en si mismo. Entonces
(Sx,0) es un grupo, llamado grupo simétrico o de las permutaciones de X.

(4) Si (G,%) y (H,x*) son dos grupos, entonces el producto directo G x H es un producto
directo en el que la operacién viene dada componente a componente:

(g1, h1) - (92, h2) = (g1 * g2, h1 * ha).

Més generalmente, si (G;);er es una familia arbitraria de grupos, entonces el producto
directo [ [,c; G tiene una estructura de grupo en el que el producto se realiza componente
a componente.
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(5) Para cada numero natural positivo n vamos a definir un grupo C,, formado por n ele-
mentos
Cn,={1,a,d%...,a" '},
donde a es un simbolo, y en el que la multiplicacién viene dada por la siguiente regla:
dia? = glitiln

donde [z],, denota el resto de dividir x entre n. Este grupo se llama ciclico de orden n.

También definimos el grupo ciclico infinito como el conjunto Coy = {a™ : n € Z}, donde
a es un simbolo y consideramos a™ = a™ si y s6lo si n = m, y en el que el producto viene
dado por a™ - a™ = ™™,

(6) Para cada nimero natural positivo n vamos a definir un grupo formado por 2n elementos
D, ={1,a,d%, ...,a" ', b,ab,a®,...,a" b}
en el que la multiplicacién viene dada por la siguiente regla:
(@b ) (ai272) = qli+CD i i)

con notacién como en el ejemplo anterior. Este grupo se llama grupo diédrico de orden
2n.

El grupo diédrico infinito D, estd formado por elementos de la forma ab™, con n € Z
y m = 0,1 con el producto (a’b)(a2b72) = g1 H(=Dizplir+iala,

4.2 Subgrupos

Definicion 4.4 Sea G un grupo. Un subconjunto S de G se dice que es un subgrupo si la
operacion que define la estructura de grupo en G induce también una estructura de grupo en

S.

El siguiente lema muestra cudles son las propiedades que hay que comprobar para demostrar
que un subconjunto de un grupo es un subgrupo.

Lema 4.5 Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) S es un subgrupo de G.

(2) 1 €S y para todo a,b € S, se verifican ab,a* € S.
(3) S # 0 y para todo a,b € S, se verifican ab,a™* € S.
(4) 1 € S y para todo a,b € S, se verifican ab=! € S.

5) S # 0 y para todo a,b € S, se verifican ab™ € S.
(5) y
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Demostracién. Ejercicio. |

Ejemplos 4.6 (1) Si G es un grupo, entonces {1} y G son subgrupos de G. El primero se

(2)

llama subgrupo trivial, denotado 1 y el segundo subgrupo impropio de G. Los subgrupos
de G diferentes de G se dice que son subgrupos propios.

Si (A, +) es el grupo aditivo de un anillo, entonces todo subanillo y todo ideal de A son
subgrupos de este grupo.

Si S es un subgrupo de (Z,+), entonces nx € S, para todo n € Z y todo z € I. Eso
implica que S es un ideal de Z y por tanto los subgrupos de (Z,+) son los de la forma
nZ para n un entero no negativo.

Sea GL,(K) el grupo de las matrices invertibles de tamano n con entradas en el cuerpo
K. Entonces el SL,(K) conjunto formado por las matrices de determinante 1 es un
subgrupo de GL, (K).

Supongamos que A es un anillo y sea S4 el grupo de las permutaciones de A. Entonces
el conjunto Aut(A) formado por los automorfismos de A es un subgrupo de Sj4.

Ejemplos similares se pueden obtener con casi todas las estructuras matematicas. Por
ejemplo, si G es un grupo, entonces decimos que f : G — G es un automorfismo si f es
biyectivo y f(gh) = f(g)f(h) para todo g, h € G. Entonces el conjunto Aut(G) formado
por todos los automorfismos de G es un subgrupo del grupo simétrico Sg de G.

Si X es un espacio topoldgico entonces el conjunto de todos los homeomorfismos de X
(es decir las aplicaciones biyectivas continuas con inversa continua) de X en si mismo es
un subgrupo de Sx.

Si X es un espacio métrico con distancia d, entonces el conjunto de las isometrias (es
decir, las aplicaciones biyectivas de X en si mismo tales que d(f(z), f(y)) = d(z,y)) es
un subgrupo de Sx.

Si G es un grupo y g € G, entonces
(9) ={9" :n ek}

es un subgrupo de G, llamado grupo ciclico generado por g.

Un grupo G se dice que es ciclico si tiene un elemento g tal que G = (g). En tal caso se
dice que g es un generador de G.

Por ejemplo, (Z, +) es ciclico generado por 1y (Z,, +) es otro grupo ciclico generado por
la clase de 1. Otros ejemplos de grupos ciclicos son los grupos C, y Cs del Ejemplo 5
de 4.3.

Si X es un subconjunto arbitrario de G, entonces el conjunto formado por todos los
elementos de G de la forma 2 z5? ...zl con x1,...2m € X y ny,...,0ym € Z, €s un
subgrupo de G, que resulta ser el menor subgrupo de G que contiene a X y por tanto se

llama subgrupo generado por X y se denota (X).
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El subgrupo generado por X se puede construir de otra forma. Es un sencillo ejercicio
comprobar que la interseccién de subgrupos de G, es un subgrupo. Por tanto la inter-
seccion de todos los subgrupos de G que contienen a X es un subgrupo de G y es el
menor subgrupo de G que contiene a X, con lo que es el subgrupo generado por X.

(7) Si (Gy)ier es una familia arbitraria de grupos, entonces el subconjunto ®;c;G; formado
por los elementos (g;) € [[;c; Gi tales que g; = 1 para todo 4, es un subgrupo de [ [, ; G;.

(8) Si G es un grupo arbitrario, entonces
Z(G)={g € G : gx = xg, para todo z € G}

es un subgrupo abeliano de G, llamado centro.

Mas generalmente, si x € G, entonces
Co(z) ={g € G: gr =xg}

es un subgrupo de G, llamado centralizador de x en G. Obsérvese que Z(G) es la
interseccion de todos los centralizadores de los elementos de G en G.

Sea GG un grupo y H un subgrupo de G. Se define la siguiente relaciéon binaria en G:
a=;bmod H <& a'beH. (a,b € qG).

Se puede comprobar ficilmente que esta relacién es de equivalencia y por tanto define una
particién de G en clases de equivalencia. Las clase de equivalencia que contiene a a es

aH = {ah :h € H}

y se llama clase lateral de a mddulo H por la izquierda.
Andlogamente se puede definir otra relacién de equivalencia:

a=¢gbmod H & ab'eH. (a,b € Q)
para la que las clase de equivalencia que contiene a a es
Ha={ah:he H}

y se llama clase lateral de a mddulo H por la derecha.

El conjunto de las clases laterales por la izquierda de G médulo H se denota por G/H vy el
de clases laterales por la derecha H\G.

Como consecuencia del Lema 4.2 las aplicaciones

H — aoH H — Ha
h — ah h — ha

son biyectivas, con lo que todas las clases laterales tienen el mismo cardinal. Ademés la
aplicacién
G/H — H\G
aH + Ha™!
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es otra biyeccién.

Denotamos con |X| el cardinal de un conjunto cualquiera. En el caso en que G sea un
grupo el cardinal de G se suele llamar orden de G. Acabamos de ver que para cada subgrupo
H de G se verifica:

aH|=|Ha| = |H| y |G/H|=|H\G

El cardinal de G/H (y H\G) se llama indice de H en G y se denota |G : H|. Una consecuencia
inmediata de estas férmulas es el siguiente Teorema.

Teorema 4.7 (Teorema de Lagrange) Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G
entonces |G| = |H|[G : H].

4.3 FEl orden de un elemento de un grupo

Definicion 4.8 Sea G un grupo y a € G. Por definicion el orden de a es el orden del subgrupo
(a) generado por a, y se denota o(a).

Si consideremos el homomorfismo f : Z — G dado por f(n) = a™, entonces la imagen de

f es (a) y el micleo de f es un subgrupo de Z. Por tanto Ker f = nZ para algin entero no

negativo n. Sin = 0, entonces f es inyectivo y (Z,+) =~ (a). En caso contrario Z,, ~ (a), con
lo que n = o(a). Luego

a*=1 << o(a)|n. (4.1)

k = al siysélosi k=1mod ny por tanto o(a) es el menor entero no negativo n tal

Maés atn a
que a” = 1.

Por el Teorema de Lagrange, si G es finito, entonces o(a) divide a |G|. Ademds, si a tiene
orden finito entonces la siguiente formula relaciona el orden de un elemento con el de sus
potencias:

ny _ _ ola)
ofa”) = mcd(o(a),n) (42)

Demostracién. Obsérvese que m = o(a) y d = med(m,n), entonces med(%, %) = 1. Apli-

cando (4.1) tenemos que (a")* = 1 si y sélo si a"¥ = 1 si y sélo si m|nk, si y sélo si 2 divide

a ¥ = Bk siy sélo si & divide a k. Lo que muestra que o(a”) = %. |

Recordando como son los subgrupos de Z y de Z, tenemos que

Proposicion 4.9 Sea G un grupo ciclico generado por a.

(1) Si G tiene orden infinito entonces G ~ (Z,+) y los subgrupos de G son los de la forma
(a™) con n € N. Ademds, sin,m € N, entonces (a") C (a") si y sélo si m|n.

G tiene un subgrupo para cada nimero entero no negativo n: (a™).

(2) Si G tiene orden n, entonces G ~ (Zn,+) y G tiene exactamente un subgrupo de orden
d para cada divisor de n, a saber (a™/?).

En particular todo subgrupo y todo cociente de G son ciclicos.
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Teorema 4.10 (Teorema Chino de los Restos para grupos) Si G y H son dos subgru-
pos ciclicos de ordenes n y m, entonces G x H es ciclico si y sdlo si med(n,m) = 1.

Mads generalmente, si g y h son dos elementos de un grupo G de ordenes coprimos n y m
y gh = hg, entonces (g, h) es ciclico de orden nm.

Demostracién. Por la Proposicién 4.9, G ~ (Zy,+) y H ~ (Zp,+). Si med(n,m) = 1,
entonces, por el Teorema Chino de los Restos, Z,, X Z,, y Z/nmZ son isomorfos como anillos
y por tanto también lo son sus grupos aditivos. Por tanto G x H ~ (Zp,+) X (Zm,+) =~
(Z/nmZ,+). Sin embargo, si n y m no son coprimos y d = mcd(n,m), entonces G tiene un
subgrupo G de orden d y H tiene otro subgrupo H; de orden d. Entonces G; x 1y 1 x H;
son dos subgrupos distintos de G x H del mismo orden, en contra de la Proposicién 4.9.

Supongamos ahora que g,h € G tienen érdenes coprimos n y m. Entonces la aplicacién
f 1 Zp X Ly — G dada por f(i,j) = g'h? es un homomorfismo de grupos cuya imagen es (g, h).
(Observa la importancia de la hipétesis gh = hg aqui.) Por el Teorema de Lagrange, el orden
de (g)N(h) divide an y m. Como n y m son coprimos, este orden es 1. Si f(i,j) = 1, entonces
a~' =1 € {g)N(h) = 1. Por tanto n|i y m|j, lo que muestra que f es inyectiva. Por tanto f
es un isomorfismo, lo que prueba que (g, h) ~ Z,, X Zp, ~ Z/nmZ. I

El siguiente teorema que veremos sin demostraciéon describe todos los grupos abelianos
finitos salvo isomorfismo.

Teorema 4.11 (Estructura de los grupos abelianos finitos) Si G es un grupo abeliano
finito, entonces existen enteros positivos di|ds| ... |dy, tales que

GQCdI XCd2 Xoee XCdn.
Ademds, si di|ds|...|dn yeilea]...|em son enteros positivos tales que
Cag, X Cgy X -+ x Cg, 2 Cey X Cey X -+ xCg,,

entonces n =m y d; = e; para todo i.
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Capitulo 5

Subgrupos normales y
homomorfismos

5.1 Subgrupos normales y grupos cociente

Dados subconjuntos A y B de un grupo G, pondremos AB = {ab:a € A,b € B}. Si X = {«}
pondremos £ A en lugar de X A y Az en lugar de AX, lo que es consistente con la notacién usada
para las clases laterales. Por otra parte, la asociatividad de G implica que (AB)C = A(BC)
para subconjuntos A, B y C arbitrarios, lo que nos permite escribir ABC' sin ambigiiedad;
obviamente ABC = {abc:a € A,b€ B,ce C}.

Proposicién 5.1 Las condiciones siguientes son equivalentes para un subgrupo N de un grupo

G:
(1) N\G =G/N.
(2) Para cada x € G se tiene Nx = xN (o equivalentemente x 1Nz = N ).
(3) Para cada x € G se tiene Nz C N (o equivalentemente x~'Nxz C N ).
(4) Para cada x € G se tiene tN C Nx (o equivalentemente tNz=' C N ).
(5) Para cualesquiera a,b € G se tiene aNbN = abN .

(6) Para cualesquiera a,b € G se tiene NaNb = Nab.
Demostracién. Ejercicio |

Supongamos que se cumplen las condiciones de la Proposicién 5.1. Entonces el producto
de dos elementos de G/N (o de N\G) es un elemento de G/N, y es elemental comprobar
que esta operacién dota a G/N de una estructura de grupo. Obsérvese que, para realizar un
producto aN - bN en G/N, no necesitamos describir el conjunto resultante, pues éste queda
determinado por cualquier representante suyo, por ejemplo ab. El elemento neutro de G/N es
la clase N = 1N, y el inverso de aN es a™ ' N.

87
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Definicién 5.2 Un subgrupo N de un grupo G es un subgrupo normal de G (también se dice
que N es normal en G) si verifica las condiciones equivalentes de la Proposicion 5.1. En
ocasiones escribiremos N < G (respectivamente N < G) para indicar que N es un subgrupo
normal (respectivamente normal y propio) de G.

Si N es normal en G, el grupo G/N recién descrito se llama grupo cociente de G mddulo
N.

Ejemplos 5.3 Subgrupos normales.
(1) Es claro que, en un grupo abeliano, todo subgrupo es normal.

(2) Si I es un ideal de un anillo A, entonces el grupo cociente A/I es el grupo aditivo del
anillo cociente.

(3) Si G esun grupoy H es un subgrupo contenido en el centro Z(G), entonces H es normal
en GG. En particular, el centro es un subgrupo normal.

(4) Si H es un subgrupo de G de indice 2, entonces H es normal en G. En efecto, como las
clases por la derecha médulo H constituyen una particion de G, sélo hay dos, y una de
ellas es H, la otra ha de ser el complementario {g € G : ¢ ¢ H}. El mismo argumento
vale para las clases por la izquierda y en consecuencia G/N = N\G.

(5) Sea G = GL,(R) el grupo lineal general sobre R. Usando el hecho de que, si a,b € G,
entonces

det(ba) = det(b) det(a) = det(a) det(b) = det(ab),
es facil ver que SL,(R) es un subgrupo normal de G.

(6) El siguiente es el diagrama de todos los subgrupos de D, ordenados por inclusién: una
linea entre dos subgrupos significa que el de arriba contiene al de abajo. Los subgrupos
de la segunda fila tienen orden 4, y los de la tercera fila tienen orden 2. En el diagrama
estan subrayados los subgrupos que no son normales en Dy:

Los que aparecen son subgrupos y las relaciones de inclusién son claras, pero el lector
debera comprobar esos subgrupos son distintos entre si y que no hay mas, asi como
la normalidad de los subgrupos no subrayados. Otro ejercicio interesante consiste en
demostrar que los subgrupos (a2,b) y (a2, ab) no son ciclicos.

Obsérvese que cualquier subgrupo del diagrama es normal en cualquiera de los subgrupos
que lo contengan y estén en el nivel inmediatamente superior. Por ejemplo, (b) <! (a?,b)
y (a?,b) < Dy; como (b) no es normal en Dy, este ejemplo muestra que la relacién “ser
normal en” no es transitiva.

Acabamos la seccién con una versién para grupos del Teorema de la Correspondencia (1.23).
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Teorema 5.4 (Teorema de la Correspondencia) Sea N un subgrupo normal de un grupo
G. La asignacion H — H/N establece una biyeccion entre el conjunto A de los subgrupos de
G que contienen a N y el conjunto B de los subgrupos de G/N.

Ademds, esta biyeccion comserva las inclusiones, las intersecciones y la normalidad. FEs
decir, dados H, K € A, se tiene:

(1) HC K siy sélo si (H/N) C (K/N).
(2) (HNK)/N = (H/N)N (K/N).
(8) H<G siy sdlo si(H/IN)<(G/N).

Demostracién. Adaptar la demostracién del Teorema 1.23. |

Ejemplos 5.5 Aplicaciones del Teorema de la Correspondencia.

(1) Dado un entero positivo n, vamos a describir los subgrupos del grupo cociente Z, =
Z/{n). Escribiremos @ = a + (n). Sabemos que los subgrupos de Z son precisamente los
de la forma (d) con d > 0, y que (d) C (d') si y s6lo si d' | d. Por tanto, los subgrupos

de Z,, son precisamente los de la forma % = (d), donde d es un divisor positivo de n,

y ademds (d) C (d') si y s6lo si d’' | d. Asi, el diagrama de los subgrupos de Z, puede
construirse de modo elemental a partir de los divisores de n como muestran los siguientes
diagramas (en el de la izquierda se ha tomado n = 125, y en el de la derecha n = 72):

En general, si 7 es el nimero de divisores primos distintos de n, se necesita un diagrama
en r dimensiones; por ejemplo, para n = 180 necesitariamos un diagrama tridimensional.

(2) Aplicando el Teorema de la Correspondencia al diagrama de los subgrupos de D4 (Ejem-
plo 6 de 5.3), obtenemos el siguiente diagrama de los subgrupos de Dy4/(r?).

5.2 Homomorfismos y Teoremas de Isomorfia

Definicién 5.6 Un homomorfismo del grupo (G,-) en el grupo (H,*) es una aplicacion f :
G — H que conserva la operacion; es decir, que verifica

fla-b) = f(a) * f(b)

para cualesquiera a,b € G. St G = H decimos que f es un endomorfismo de G.
Si f: G — H es un homomorfismo biyectivo, diremos que es un isomorfismo y que los
grupos G y H son isomorfos. Un isomorfismo de G en G se dird un automorfismo de G.
Dado un homomorfismo de grupos f : G — H, se definen su imagen y su nicleo como

Im f=f(G)={f(x):2€G} y Kerf=f"(ly)={zeq: f(z) =1}
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Lema 5.7 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos entonces se verifican las siguientes
propiedades para a,aq,...,a, € G:

(1) (f conserva el neutro) f(lg) = 1px.

(2) (f conserva inversos) f(a=!) = f(a)~!.

(8) (f conserva productos finitos) f(aj---a,) = f(a1)--- f(an).

(4) (f conserva potencias) Si n € Z entonces f(a™) = f(a)™.

(5) Si f es un isomorfismo entonces la aplicacion inversa f=1: H — G también lo es.

(6) Sig: H — K es otro homomorfismo de grupos entonces go f : G — K es un homomor-
fismo de grupos.

(7) Si Hy es un subgrupo de H entonces f~'(Hy) = {x € G : f(x) € H1} es un subgrupo de
G.
Si ademds Hy es normal en H entonces f~'(Hy) es normal en G; en particular, Ker f
es un subgrupo normal de G.

(8) f es inyectivo si y solo si Ker f ={1}.

(9) Si G es un subgrupo de G entonces f(G1) es un subgrupo de H; en particular, Im f es
un subgrupo de H.

Si ademds Gy es normal en G y f es suprayectiva entonces f(G1) es normal en H.

Demostracién. Ejercicio. |

Ejemplos 5.8 Homomorfismos de grupos.
(1) Si H es un subgrupo de G, la inclusién de H en G es un homomorfismo inyectivo.

(2) Si N es un subgrupo normal de G, la aplicacién 7 : G — G/N dada por w(x) = N es
un homomorfismo suprayectivo que recibe el nombre de proyeccion candnica de G sobre
G/N. Su nicleo es Ker m = N.

(3) Dados dos grupos G'y H, la aplicacién f : G — H dada por f(a) = 1y para cadaa € G
es un homomorfismo llamado homomorfismo trivial de G en H. Su nicleo es todo G.

(4) La aplicacién f : Z — Z dada por f(n) = 2n es un homomorfismo inyectivo y no
suprayectivo.

(5) Si G es cualquier grupo y « € G es cualquier elemento, la aplicacién Z — G dada por
n — z" es un homomorfismo de grupos; como en Z usamos notacién aditiva y en G

multiplicativa, la afirmacién anterior es equivalente al hecho, que ya conocemos, de que
$n+m = ™
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(6) Otro ejemplo en el que se mezclan las notaciones aditiva y multiplicativa es el siguiente:
Fijado un ntiimero real positivo «, la aplicacién R — R* dada por r — a” es un isomor-
fismo de grupos cuya inversa es la aplicacién R™ — R dada por s — log,, s.

Claramente, si f : G — H es un homomorfismo inyectivo de grupos entonces f : G — Im f
es un isomorfismo de grupos que nos permite ver a G como un subgrupo de H.

Los Teoremas de Isomorfia que vimos para anillos tienen una versién para grupos. Las
demostraciones son analogas.

Teorema 5.9 (Teoremas de Isomorfia para grupos)

(1) Si f: G — H es un homomorfismo de grupos entonces existe un unico isomorfismo de
grupos [ : G/Ker f — Im f que hace conmutativo el diagrama

G f H

P )

G/Ker ffffff> Im f

es decir, io fop = f, donde i es la inclusion y p es la proyeccion candnica. En particular

G
Ker f

~ Im f.

(2) Sean N y H subgrupos normales de un grupo G con N C H. Entonces H/N es un
subgrupo normal de G/N y se tiene
G/N

HIN ~G/H.

(8) Sean G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces N N H
es un subgrupo normal de H y se tiene
H NH
NNH N~

Usando el Teorema de la Correspondencia se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.10 Si f : G — H es un homomorfismo de grupos entonces K — f(K) define una
biyeccion entre el conjunto de los subgrupos de G que contienen o Ker f y el de los subgrupos
de H contenidos en Im f.

Ejemplos 5.11 Aplicaciones de los Teoremas de Isomorfia.

(1) Consideremos los grupos multiplicativos C* y R*, y la aplicacién norma ¢ : C* — R*
dada por §(a + bi) = a® + b?. Entonces § es un homomorfismo que tiene por niicleo a la
circunferencia de radio 1 en C, y por imagen a R*. Por tanto, el grupo cociente de C*
por la circunferencia de radio 1 es isomorfo a RT.
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(2) La aplicacién det : GL,(R) — R* que lleva una matriz a su determinante es un homo-
morfismo suprayectivo de grupos con nicleo SL,(R). Esto nos dice que el cociente de
GL,(R) por SL,(R) es isomorfo a R*

(3) Sea n un entero positivo. Hemos visto (Ejemplos 5.5) que todo subgrupo de Z,, = Z/(n)

es de la forma (d) = (d)/(n), para cierto divisor positivo d de n. El Segundo Teorema de
Isomorfia nos permite identificar el cociente Z, /(d), pues

) T

d (/) {d)

5.3 Conjugacion y acciones de grupos en conjuntos

Sea G un grupo. Si a,g € G, entonces se define el conjugado de g por a como ¢g* = a~'ga. Si
X es un subconjunto de G, entonces el conjugado de X por a es X* = {z% : z € X}. Se dice
que dos elementos o subconjuntos x y y de G son conjugados en G si x* = y para algin a € G.

La aplicacién ¢, : G — G dada por (4(x) = 2% es un automorfismo de G, llamado automor-
fismo interno definido por a, con inverso ¢,-1. Eso implica que dos elementos o subconjuntos
conjugados de un grupos tienen propiedades similares. Por ejemplo todos dos elementos con-
jugados de G tiene el mismo orden y el conjugado de un subgrupo de G es otro subgrupo de
G del mismo orden.

Es fécil ver que

g® = (¢*)® para todo g,a,b € G,

y utilizando esto se demuestra de forma facil que la relacién ser conjugados (tanto de elementos,
como de subconjuntos de GG) es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia de esta
relacion de equivalencia en G se llaman clases de conjugacion de G. La clase de conjugaciéon
de G que contiene a a se denota por a®. Es decir

% ={a?: g€ G}
Sean G un grupo y X un conjunto. Una accidn de G en X es una aplicacién

GE@xX —=» X
(g,) — g-x

que satisface las siguientes propiedades:
(1) (gh)-x=g-(h-x), para todo z € X y todo g,h € G.
(2) 1-2 ==z, para todo z € X.

Andlogamente se define una accién por la derecha.

Vamos a ver una definicién alternativa. Sea - : G X X — X una accién por la derecha del
grupo G en el conjunto X. Entonces la aplicacién f : G — Sx dada por f(g)(z) = g-x es
un homomorfismo de grupos. Reciprocamente, si f : G — Sx es un homomorfismo de grupos,
entonces la aplicacién - : G x X — X, dada por g -z = f(g)(z) es una accién por la derecha
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de G en X. Por tanto, es lo mismo hablar de una accién de un grupo G en un conjunto X
que de un homomorfismo de grupos G — Sx. Analogamente podemos identificar las acciones
por la izquierda de G en X con los antihomomorfismos de grupos f : G — Sx, es decir las
aplicaciones f : G — Sx que satisfacen f(gh) = f(h)f(g), para todo g,h € G.

Sea - : G x X — X una accién por la izquierda de un grupo G en un conjunto X. Sixz € X
entonces G-z = {g-x : g € G} se llama orbita de x y Estabg(z) ={g € G : g-x = x} se llama
estabilizador de x en GG. Obsérvese que las orbitas forman una particién de G.

Veamos algunos ejemplos de acciones de grupos en conjuntos.

Ejemplos 5.12 Sea GG un grupo arbitrario.

(1) Consideremos la accién por la derecha de G en si mismo dada por g-x = gz. Esta accién
se llama accion por la derecha de G en si mismo por translacion. Andlogamente se define
una accién por la izquierda por traslacién. Obsérvese que Estabg(z) =1y G-z = G,
para todo = € G.

Maés generalmente, si H es un subgrupo de G, entonces G actia por la derecha en
G/H mediante la regla: ¢g-xH = (gxr)H. Anilogamente se define una accién por la
izquierda de G en H\G. En ambos casos todos los elementos estédn en la misma 6rbita y
Estabg(zH) = {9 € G :xgr ' € H} =2 'Hx = H*.

(2) La accion por conjugacion de G en si mismo viene dada por g-a = g = a~'ga. La 6rbita
G -z es 2%, la clase de conjugacién de z en G y el estabilizador es Estabg(z) = Cg(x),
el centralizador de = en G.

(3) G actia por la derecha en el conjunto S de sus subgrupos mediante la regla H - g = HY.
El estabilizador de H es Estabg(H) ={g € H: HY = H} = Ng(H), el normalizador de
H en G, es decir, el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

(4) Para cada entero positivo n, consideramos S,, actuando por la derecha en en {1,2,...,n}
mediante: -z = o(x). Claramente, todo elemento esta en la misma 6rbita y Estabg, (i) =
{o0 €8, :0(i) =i}~ S,_1.

(5) El grupo simétrico S,, también actiia por la derecha en A[Xy,...,X,] por la regla o -
p = o(p) definida en la Seccién ??. Recuérdese que la érbita de p por esta accién es
precisamente lo que habiamos llamado érbita del polinomio p.

Proposicion 5.13 Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sean x € X y g € G.
Entonces

(1) Estabg(x) es un subgrupo de G.

(2) |G : Estabg(z)] = |G - z|. En particular, si G es finito, entonces el nimero de elementos
de cada orbita es un divisor del orden de G.

1

(3) Estabg(g - #) = Estabg(z)9 . En particular Cg(a9) = Ca(a)d .
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Demostracién. 1y 3 se hacen con un simple calculo.
2. Sea H = Estabg(x), entonces la aplicacion gH — g - = induce una biyeccién entre G/H
vG-z. |

La primera parte del corolario es un caso particular de la Proposicién 5.13 y la segunda es
una consecuencia obvia de la primera.

Corolario 5.14 Sea G un grupo y a € G.

(1) |a%| = [G : Cg(a)]. En particular, a® tiene un tnico elemento si y sélo si a es un
elemento del centro Z(G) de G.

(2) (Ecuacién de Clases). Si G es finito y X es un subconjunto de G que contiene exacta-
mente un elemento de cada clase de conjugacion con al menos dos elementos, entonces

Gl =12(G)| + )_[G : Ca(x)).
zeX

Si p es un primo, entonces un p-grupo finito es un grupo finito de orden una potencia de p.
Proposicién 5.15 Si G es un p-grupo no trivial para p un primo entonces Z(G) # 1.

Demostracién. Utilizando la notacién del Corolario 5.14 tenemos |G| = |Z(G)| + 3, cx[G :
Ca(z)]. Entonces |G| y [G : Cg(x)] es una potencia de p para todo z € X, con lo que |Z(G)]
es multiplo de p y por tanto Z(G) # 1. |

5.4 Problemas

(1) Construir la tabla de multiplicacién de los siguientes grupos.

(a) Los grupos de unidades de Z7 y Zis.
(b) GLa(Z3).
(c) El subgrupo de GL2(C) generado por las matrices

= (00) = (00)

Este grupo se llama grupo de cuaterniones y se denota Qs.

(d) El subgrupo de GL2(C) generado por las matrices

_wO b_Ol
=\ o wt ) “\10)

donde w = 1'“2/?3.
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(e) El subgrupo de GL2(Q) generado por las matrices

(01 ,_ (0 -1
=\ -10) 1 -1 )
(f) El grupo cociente G/(—1I), donde G es el grupo del apartado anterior e I es la matriz
identidad.

(g) El grupo de los automorfismos del grupo Zs.

(h) El subgrupo del grupo de la permutaciones de A =R\ {0, 1,2} generado por fy g,
donde

2
f@=2-2 vy gla)="_.
(i) Z16 con la operacién x xy = x + (—1)* + y.

Decidir si alguno de estos grupos es isomorfo a algin otro grupo conocido.

(2) Construir el diagrama de los subgrupos de los grupos anteriores, indicando cudles de ellos
son normales.

(3) Probar que todo grupo G de orden menor o igual a cinco es abeliano.
(4) Sea G un grupo. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) G es abeliano.

(b) (ab)? = ab? para cualesquiera a,b € G.

(c) (ab)~! =a~tb~! para cualesquiera a,b € G.
(d) (ab)™

5) Demostrar que si G es un grupo tal que g> = 1, para todo g € G, entonces G es abeliano.
q grup que g p g

)" = a"b" para todo n € N y para cualesquiera a,b € G.

(6) Mostrar que la unién de dos subgrupos de un grupo no es necesariamente un subgrupo.
Atdn mas, probar que un grupo nunca puede expresarse como unién de dos subgrupos
propios.

(7) Paran =1,...,10, determinar cudles de los grupos Z son ciclicos.

(8) La funcién ¢ : N — N que asocia a cada nimero n el cardinal de Z} se llama funcién de
Euler. Demostrar que:

(a) Sin y m son coprimos, entonces ¢p(nm) = ¢(n)p(m).

(b) Si p es primo, entonces ¢(p") = p"(p — 1).

=l  pe—l
P1 Pr

(c) Sin=pi"---pp*, con pi,...,px primos distintos entonces ¢(n) = n

(9) Demostrar que si G es ciclico entonces el nimero de generadores de G es 2, si G tiene
orden infinito y ¢(|G]), si G tiene orden finito. Describir los generadores en todos los
casos.
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(10) Encontrar todos los grupos ciclicos G, salvo isomorfismos, que tengan exactamente dos
generadores (es decir, tales que existan exactamente dos elementos z € G con G = (z)).

(11) Demostrar que si p es un primo positivo, entonces todos los subgrupos de orden p son
ciclicos isomorfos a Cp,.

(12) Calcular el orden de cada elemento de los grupos diédricos D,,.
(13) ¢(Es ciclico el producto directo de dos grupos ciclicos infinitos?

(14) Demostrar que la interseccién de una familia de subgrupos normales de un grupo también
es un subgrupo normal.

(15) Demostrar que todo subgrupo de un subgrupo ciclico normal de G es normal en G.

(16) Sean N y M subgrupos normales de un grupo G tales que N N M = {1}. Probar que
nm = mn paratodon € Ny me M.

(17) Sea N un subgrupo normal de indice n de un grupo G. Demostrar que g" € N para todo
g € G, y dar un ejemplo que muestre que esta propiedad falla si N no es normal en G.

(18) Si N es un subgrupo normal en un grupo G y a € G tiene orden n, probar que el orden
de Na en G/N es un divisor de n.

(19) Un subgrupo H del grupo G es caracteristico si, para cualquier automorfismo f de G, se
verifica f(H) C H. Se pide:
(a) Demostrar que todo subgrupo caracteristico de G es un subgrupo normal de G.
(b) Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no sea caracteristico.

(c) Demostrar que si H es un subgrupo caracteristico de G y K es un subgrupo carac-
teristico de H, entonces K es un subgrupo caracteristico de G.

(d) Si H es un subgrupo caracteristico de K y K es un subgrupo normal de G, entonces
H es normal en G.

(e) Demostrar que el centro de un grupo es un subgrupo caracteristico.

(f) Supongamos que H es un subgrupo de un grupo G, y que ningin otro subgrupo
de G contiene un subgrupo del mismo cardinal que H. Demostrar que H es un
subgrupo caracteristico (y por tanto normal) de G.

(20) Si Gy H son grupos, Hom(G, H) denota el conjunto de los homomorfismos de G a H.

(a) Demostrar que si H es abeliano, entonces Hom(G, H) es un grupo con la operacién
natural:

(pd)(9) = ¢(g)0(g), (g9€q).

(b) Demostrar que si G es abeliano, entonces Hom(Z,G) ~ G y Hom(Z,,,G) ~ {g €
G:g"=e}.
(c) Calcular Hom(Zs, Zg) y Hom(Z3, Z21).
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(d) Probar que Aut(Z,) ~ Z.
(e) Mostrar que, aun cuando G sea ciclico, Aut(G) no tiene por qué ser ciclico.
(f) Describir Aut(Z).

Probar que si n | m entonces existen un homomorfismo inyectivo Z, — Z,, y un homo-
morfismo suprayectivo Z,, — Zi,.

Demostrar que, si el grupo G no es abeliano, entonces existe un subgrupo abeliano de G
que contiene estrictamente al centro Z(G).

Demostrar que, si G el grupo diédrico Dy o el de cuaterniones @s, entonces Z(G) ~ Zy
y G/Z(G) ~ 7y X Za, y sin embargo Dy # Qs.

Probar que, salvo isomorfismos, sélo hay dos grupos no abelianos de orden 8. ;Cuadles
son?

Probar que todo grupo no abeliano de orden 6 es isomorfo a Ss.

Demostrar que si H es un subgrupo abeliano de un grupo G tal que HZ(G) = G, entonces
G es abeliano. Deducir que si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Describir todos los subgrupos normales del grupo diédrico D,,.

Calcular los centros de GL,(R), GL,(C), SL,(R) y SL,(C).

Calcular las clases de conjugacion de los grupos del Problema 1 y de los grupos diédricos.
Demostrar que p es primo, entonces todos los grupos de orden p? son abelianos.

Si p es primo, probar que el centro de cualquier grupo no abeliano de orden p? tiene
orden p.

Sea G un grupo abeliano finito en el que, para cada n € Z™, la ecuacién 2" = e tiene a lo
sumo n soluciones. Demostrar que G es ciclico. Deducir que un subgrupo finito del grupo
de unidades de un dominio es ciclico. (Indicacién: Elegir un elemento de orden méximo
y observar que para cada g € G de orden n, el subgrupo (g) contiene n soluciones de la
ecuacién z" = e.)

(a) Mostrar que las siguientes son acciones del grupo que se indica en el conjunto cor-
respondiente.
i. De Aut(G) en un grupo G, dada por o -z = o(z) (por la izquierda).
ii. De un grupo G en G/H, donde H es un subgrupo, dada por g - zH = (gx)H
(por la izquierda).
iii. De un grupo G en H\G, donde H es un subgrupo, dada por Hz - g = H(xg)
(por la derecha).

iv. De un grupo G en el conjunto S de sus subgrupos dada por H - g = HY (por la
derecha).
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(b) Sea - : G x X — X una accién por la izquierda de un grupo G en un conjunto X.
Siz € X entonces G-z = {g-z:g € G} se llama orbita de x y Estabg(x) = {g €
G : g -z} se llama estabilizador de = en G.

Demostrar las siguientes propiedades para cada z € X y g € G.

L. 2 define una accién por la derecha de G en X.

i. Lareglaxz-g=g~

ii. Para cada g € G, la aplicacién g : X — X dada por g(x) = g - = es biyectiva
y la aplicacion G — Sx dada por g +— g es un homomorfismo de grupos.
Reciprocamente, mostrar como todo homomorfismo de grupos G — Sx induce
una accion por la izquierda de G en X.

iii. Estabg(x) es un subgrupo de G y [G : Estabg(x)] = |G - x|, en particular si G
es finito, entonces el cardinal de cada érbita es un divisor del orden de G.

iv. Estabg(g - x) = Estabg(z)? . Concluir que Cg(a?) = Ca(a)d

(c) Identificar las érbitas y los estabilizadores para las acciones de los Ejemplos 5.12 y
del apartado (a).

(Teorema de Cauchy) Demostrar que si G es un grupo finito cuyo orden es multiplo
de un primo p, entonces G tiene un elemento de orden p. (Indicacién: Considérese
X =A{(x1,22,...,2p) : 122+ --xp = 1} y la siguiente accién del grupo ciclico Cp = (g)
en X: g- (z1,22,...,2p) = (Tp, 21,22, ..., Tp-1).)

(Primer Teorema de Sylow) Demostrar que si G es un grupo de orden finito n y n = p™k
con p 1 k, entonces G tiene un subgrupo de orden p™. Estos subgrupos se llaman subgrupos
de Sylow de G. (Indicacién: Razonar por induccién en n, aplicando la Ecuacién de Clase
en el caso en que p divide a [G : Cg(g)] para todo g € G\ Z(G).



Capitulo 6

Grupos de permutaciones

Este es un capitulo recopilatorio de las principales propiedades del grupo simétrico que suponemos
bien conocidas por lo que muchas de las demostraciones las omitiremos.

6.1 Ciclos y trasposiciones

Recordemos que, para cada numero natural n, S, denota el grupo simétrico sobre N,, =
{1,2,...,n}; es decir, el grupo de las aplicaciones biyectivas f : N, — N,, con la composicién
de aplicaciones como operacion. Describiremos a veces un elemento f € S, dando la lista de
sus imégenes en la forma

(f(ll) o f(nn>>‘

Definicién 6.1 Diremos que una permutacion o € Sy, fija un entero i € N, si (i) = i; en
caso contrario diremos que o cambia o mueve i, y denotaremos por M (o) al conjunto de los

enteros cambiados por o:
M(o)={i e N, :0(i) #i}.

Es claro que M (o) es vacio si y sélo si o = 1, y que M (o) no puede tener eractamente un
elemento.
Diremos que dos permutaciones o y T de S, son disjuntas si lo son los conjuntos M (o) y
M(7). Es decir, si todos los elementos que cambia una de ellas son fijados por la otra.
Cuando digamos que ciertas permutaciones o1, ...,0, son disjuntas entenderemos que lo
son dos a dos.

Lema 6.2 Si 0 y 7 son permutaciones disjuntas entonces ot = 1o y se tiene M(oT) =

M(o) U M(T).

Definicién 6.3 La permutacion o € Sy, es un ciclo de longitud s (o un s-ciclo) si M (o) tiene
s elementos y éstos pueden ordenarse de manera que se tenga M (o) = {i1,i2,...,is} Y

o(in) =12, olia) =13, ... 0o(is—1)=1s, 0(is)=11.

99
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Este s-ciclo o se denota como
o= (i1 12 i3 ... is) ] o = (i1,12,13,...,1s).
Los 2-ciclos también se llaman transposiciones.
Por ejemplo, los siguientes elementos de Sy son ciclos de longitudes 2, 3 y 4, respectivamente:
a:<1234> 52(1234> 72(1234>.
4 2 3 1 1 4 2 3 3 1 4 2
Lema 6.4 Sea 0 = (i1...is) un ciclo de longitud s en S,,.
(1) Para cadat € {1,2,...,s} se tiene o0 = (i¢...05 91 ...%—1).
(2) Para cada t € {1,2,...,5} se tiene iy = o'~ 1(i1).
(8) El orden de o (como elemento del grupo simétrico) coincide con su longitud s.

Teorema 6.5 Toda permutacion o # 1 de S, se puede expresar de forma inica (salvo el
orden) como producto de ciclos disjuntos.

Ejemplo 6.6 Factorizacion de una permutacion como producto de ciclos disjuntos.

Consideremos la permutacién de S1;

0_1
-\ 6

Elegimos un elemento arbitrario cambiado por o, por ejemplo el 1, y calculamos sus imégenes

ot N

3 4 5
1 4 2

sucesivas por o:
o(1) =6, 02(1) =0(6) =7, 03(1) =a(7) =3, o*(1) =0(3) = 1.

Entonces (1 6 7 3) es uno de los factores de 0. Elegimos ahora un elemento de M (o) que
no haya aparecido aun, por ejemplo el 2, y le volvemos a seguir la pista, lo que nos da un
nuevo factor (2 5). Empezando ahora con el 9 obtenemos un tercer ciclo (9 11 10) que agota
el proceso (el 4 y el 8 son fijados por o) y nos dice que o = (1 6 7 3)(2 5)(9 11 10).

Veamos como se puede calcular el orden de una permutacién en términos de su factorizacion
como producto de ciclos disjuntos:

Proposicién 6.7 Sea 0 = 11 -+ 7 la factorizacion de una permutacion o como producto de
ciclos disjuntos, y sea s; la longitud del ciclo T;. Entonces

o(o) = mem(sy, ..., Sk).
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Demostracién. Sea m € N. Como los 7; conmutan entre si, se tiene ¢ = 7{"*...7/". Por
otra parte, para cada i se tiene M (7]") C M (7;) y por tanto los 7" son disjuntos. Esto implica,
por la unicidad en el Teorema 6.5, que 0" = 1 precisamente si cada 7, = 1, y entonces el
resultado es claro, pues s; es el orden de 7;. 1

A continuaciéon vamos a describir las clases de conjugacién de S,.

Definicién 6.8 FEl tipo de una permutacion o # 1 de S,, es la lista [s1,...,sg] de las longi-
tudes de los ciclos que aparecen en su factorizacion en ciclos disjuntos, ordenadas en forma
decreciente. Por convenio, la permutacion identidad tiene tipo [1].

Por ejemplo, el tipo de un s-ciclo es [s], el de la permutacién (1 2)(3 4 5)(6 7) € S7 es
[3,2,2], y el de la permutacién de S1; del Ejemplo 6.6 es [4, 3,2].

Teorema 6.9 Dos elementos de S,, son conjugados precisamente si tienen el mismo tipo. En
consecuencia, cada clase de conjugacion de S, estd formada por todos los elementos de un
mismo tipo.

Observacion 6.10 La factorizacion en ciclos disjuntos de o® se obtiene sustituyendo, en la
de o, cada elemento i € N, por a~1(i).
Por ejemplo, sia=(143)(256) yo=(13)(247), entonces c®=(34)(617).

Ejemplo 6.11 Clases de conjugacion de Sy,.

Las 6 permutaciones de S3 se dividen en una permutacién de tipo [1] (la identidad), tres 2-
ciclos o permutaciones de tipo [2] (a saber, (1 2), (1 3) y (2 3)), y dos 3-ciclos o permutaciones
de tipo [3] (a saber, (12 3)y (13 2)).

En Sy hay mas variedad, y en particular aparecen permutaciones que no son ciclos. Sus 24
permutaciones se dividen en los siguientes tipos:

Tipo | Permutaciones

(1] |1

(2] |(12), (13), (14),(23), (24), (34)

B] [(123),(132),(124), (142), (134), (143), (234), (243)
[4] [(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)
22] | (12)(34), (13)(24), (14)(23)

Por tanto, cada fila de elementos a la derecha de la barra es una clase de conjugaciéon de Sjy.

Ademads de los ciclos, en S5 hay permutaciones de los tipos [2,2] y [3,2]; y en Sg las hay
de los tipos [2,2], [3,2], [2,2,2] y [3,3]. En estos casos, por el gran nimero de elementos en
los grupos, es pesado construir tablas como la que acabamos de dar para Sy, pero se puede al
menos calcular cudntas permutaciones hay de cada tipo (véase el Problema 7).

Proposiciéon 6.12 Para n > 2, los siguientes son conjuntos generadores de S, :

(1) El conjunto de todos los ciclos.
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(2) El conjunto de todas las trasposiciones.
(3) El conjunto de n — 1 trasposiciones: {(1 2),(13),(14),...,(1n—1),(1 n)}.
(4) El conjunto de n — 1 trasposiciones: {(1 2),(2 3),(34),...,(n—1n)}.

(5) El conjunto de una trasposicion y un n-ciclo: {(12),(123 ... n—1n)}.

Demostracién. 1. Es una consecuencia inmediata del Teorema 6.5.

Para demostrar el resto de apartados bastard con comprobar que los elementos del conjunto
dado en cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado
siguiente.

2. Cada ciclo ¢ = (i1 42 ... i5) puede escribirse como producto de trasposiciones (no
disjuntas):

g = (il is)(il ’L'Sfl) e (il ig)(’il ig).

3. Es consecuencia de la igualdad (i j) = (1 ¢)(1 j)(1 7).

4. Dado j > 2,seaa=(23)(34)(45)---(j—1 j). Usando la Observacién 6.10 se obtiene
(12)* = (1)

5 Sean 7= (12)yo=(12...n—1n). Comoo’ tllevalrs jy2r j+1,la
Observacién 6.10 nos dice que o/~ tral=7 = (4,7 +1). 1

Corolario 6.13 Sean p un nimero primo y H un subgrupo de S,. Si H contiene una trans-
posicion y un p-ciclo, entonces H = 5.

Demostracién. Podemos suponer que H contiene a (1 2) y un p-ciclo o = (a1 az ... ap).
Por el Lema 6.4, podemos suponer que a; = 1. Si a; = 2, entonces 0* ™1 = (12b3 ... b,) y
podemos renombrar los b; de forma que b; = i. Por tanto (1 2),(1 2 ... p) € H. Deducimos
de la Proposicién 6.12 que H = S),. ;Dénde hemos utilizado que p es primo? |

Aunque toda permutacién de S,, se puede expresar como un producto de trasposiciones,
estas expresiones no tienen las buenas propiedades que vimos en las descomposiciones en ciclos.
Por una parte, no podemos esperar que una permutacién arbitraria sea producto de trasposi-
ciones disjuntas (tendria orden 2). Por otra, tampoco se tiene conmutatividad (por ejemplo,
(13)(12)# (12)(13)) ni unicidad, ni siquiera en el nimero de factores; por ejemplo

(123)=(13)(12)=(23)(13)=(13)(24)(12)(14)=(23)(23)(13)(24)(12)(1 4).

Nétese que en todas estas factorizaciones de (1 2 3) hay un nidmero par de trasposiciones; esto
es consecuencia de un hecho general que analizaremos en la seccién siguiente (Proposicién 6.16).
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6.2 El grupo alternado

Fijemos un entero positivo n > 2 y una permutaciéon ¢ € S,,. Por la Propiedad Universal de los
Anillos de Polinomios, existe un homomorfismo de anillos 7 : Z[ X, ..., X,] — Z[X4,..., X,]
tal que (X;) = X,(;) para cada i (Ejemplos 3.33). Es decir, dado un polinomio @, su imagen
a(Q) se obtiene sustituyendo cada X; por X,; en la expresién de Q.

En lo que sigue, P designara al polinomio de Z[X1,..., X,] dado por

p= J] X;-Xx).

1<i<j<n

La condicién ¢ < j implica que cada diferencia entre dos indeterminadas distintas aparece,
en cierto orden, exactamente una vez en esa factorizaciéon. Como & es un homomorfismo de
anillos, se tiene
o(P)=[[o(X; — Xi) = [ [(Xo) — Xoi)):
1<j 1<J

Como o es una biyeccién, cada diferencia entre dos indeterminadas distintas sigue apareciendo,
en cierto orden, exactamente una vez en esta factorizaciéon. Fijados ¢ < j pueden ocurrir dos
cosas:

® Que sea o(i) < o(j), en cuyo caso el factor X, ;) — X,(; aparece en 7(P) igual que en
P.

e Que sea o(i) > o(j), en cuyo caso el factor X, (;) — Xy(;) aparece en o(P) en el orden
contrario que en P; en este caso diremos que o presenta una inversion para el par (i, 7).

Como cada inversién se traduce en un cambio de signo en ¢(P) con respecto a P, se tiene
a(P) = £P, donde el signo es + si y sélo si el numero de pares (i, ) (con i < j) para los que
o presenta una inversién es par. Esto sugiere las definiciones que siguen:

Definicién 6.14 La permutacion o € S, es par si 6(P) = P; es decir, si o presenta un
nidmero par de inversiones; y es impar si 6(P) = —P; es decir, si o presenta un nimero impar
de inversiones.

El signo de o se define como sg(o) = (=1)¥, donde k es el nimero de inversiones que
presenta o. Es decir, sg(o) = 1 si 0 es par y sg(o) = —1 si o es impar. Por el comentario
previo a esta definicion se tiene 6(P) = sg(o)P.

Proposicién 6.15 La “aplicacion signo” sg : S, — Z* = {1,—1} es un homomorfismo de
grupos.

Demostracién. Sean 0,7 € S,. Es claro que 6 o7 =7 o7, y por tanto
sg(ooT)P =0 07(P) =a(7(P)) = &(sg(r)P) = sg(1)a(P) = sg(7)sg(0) P,

y por tanto sg(o o7) = sg(o)sg(7). 1
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Proposicion 6.16 En S, se verifica:

(1) El signo de una permutacion o es el mismo que el de su inversa o~ y que el de cualquiera
de sus conjugadas o.

(2) Toda trasposicion es impar.

(8) Sio =7, donde las T; son trasposiciones, entonces sg(o) = (—1)".
(4) Una permutacion o es par (respectivamente impar) si y sélo si es producto de un nimero
par (respectivamente impar) de trasposiciones.

(5) Un ciclo de longitud s tiene signo (—1)*~!

viceversa.

; es decir, un ciclo de longitud par es impar, y

(6) La paridad de una permutacion coincide con la del nimero de componentes pares de su
tipo.

Ejemplo 6.17 Calculando la paridad en funcion del tipo.

Del Ejemplo 6.11 y del ultimo apartado de la Proposicién 6.16 se deduce que, ademas de la
identidad, las permutaciones pares de S3 son las de tipo [3]; las de Sy son las de los tipos [3] 6
[2,2]; las de S5 son las de los tipos [3], [5] 6 [2,2]; y las de Sg son las de los tipos [3], [5], [2,2]
6 [3,3].

Definiciéon 6.18 FEl grupo alternado en n elementos, denotado por A, es el nicleo del ho-
momorfismo sg : S, — Z* = {1,—1}. Es decir, es el subgrupo de S,, formado por las permuta-
ciones pares.

Proposicion 6.19 A, es un subgrupo normal de Sy, y para n > 2 se tiene:

n! Sh,
[Sn . An] - 2’ |An| - 5’ ) A7n — {17 _1} — ZQ-

Demostraciéon. Al estar definido como el nicleo de un homomorfismo, A, es normal en
Sn. El resto es consecuencia del Primer Teorema de Isomorfia si vemos que, para n > 2, el
homomorfismo sg es suprayectivo, para lo que basta notar que sg(1) =1y sg(12)=—-1. 1

Es elemental ver que As es el grupo trivial y que Az es el subgrupo ciclico de S3 generado
por el 3-ciclo (1 2 3), y por tanto As ~ C5. En el caso general, tenemos dos maneras sencillas
de describir conjuntos de generadores de A,,.

Proposicion 6.20 Los siguientes son sistemas de generadores de Ay :
(1) El conjunto de todos los productos de dos trasposiciones (disjuntas o no).

(2) El conjunto de todos los 3-ciclos.
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Demostracién. El apartado 1 es una consecuencia inmediata del apartado 4 de la Proposicién 6.16.
Por la misma proposicion, todos los 3-ciclos estan en A,; por tanto, usando 1, para ver 2 sélo
hay que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas (disjuntas o no) se puede
escribir como producto de 3-ciclos, lo que se sigue de las igualdades

@iik)=0Gkj) e  (@hHkD)=0GLE)GE)),
donde asumimos que i, j, k, [ son distintos dos a dos. |J

Obsérvese que, como el conjunto vacio genera el subgrupo trivial, la Proposicién 6.20 es
vélida incluso cuandon =16 n = 2.

A continuacion describimos los subgrupos de A4. Esto nos dard un ejemplo en el que no se
verifica el reciproco del Teorema de Lagrange: Ay tiene orden 12, pero no tiene subgrupos de
orden 6.

Ejemplo 6.21 Subgrupos de Ay.

En virtud del Ejemplo 6.17, la siguiente es la lista completa de los elementos de Ay:

1 c=(12)34) 7=(13)(24) n=(14)(23)
a=(123) B=(124) v=(134) §=(234)
a?=(132) B2=(142) ~?>=(143) ?=(243)

Por el Teorema de Lagrange, los subgrupos propios y no triviales de A4 han de tener orden 2,
3,4, 6 6. Los de orden 2 han de estar generados por elementos de orden 2, y por tanto son:

(o) ={Leoy (m={L7}  (={Ln}

Como 0% =7 ¢ (0), deducimos que () no es normal en A4, y del mismo modo se ve que no
lo son (7) ni (n). Los subgrupos de orden 3 han de estar generados por elementos de orden 3,
y por tanto son:

(a) = (0?) = {La,a?}  (B) = (8%) = {1, 8, 6%}

M =02 ={1L77  (6)=(6%) ={1,6,6}.

Un subgrupo de orden 4 no puede contener a ninguno de los elementos de orden 3; como el
resto de elementos forman un subgrupo

N = {17 o, T, 77}7

éste es el tinico subgrupo de orden 4, que ademas es normal en 5, por el Teorema 6.9. Por
ultimo, veamos que no hay subgrupos de orden 6. Un tal subgrupo H seria normal en A4 por
tener indice 2, por lo que también N N H seria normal en A4. Ademds se tendria NH = Ay
(;por qué?) y en consecuencia |[N N H| = 2 (Teorema 5.9), en contra del hecho de que ninguno
de los subgrupos de orden 2 de A4 es normal.
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6.3 El Teorema de Abel

Definicién 6.22 Un grupo no trivial G es simple si sus dnicos subgrupos normales son {1} y

G.

Como consecuencia inmediata de la Proposicion 4.9 se tiene que un grupo abeliano es
simple si y sélo si tiene orden primo. Obsérvese que Az ~ (3 es simple, pero A4 no lo es, como
muestra el Ejemplo 6.21.

Lema 6.23 Si un subgrupo normal H de A,, (n >5) contiene un 3-ciclo, entonces H = A,,.

Demostracién. Sea o un 3-ciclo en H. Por la Proposicién 6.20, basta ver que cualquier otro
3-ciclo o’ estd en H. Sabemos por el Teorema 6.9 que existe a € S, tal que o/ = 0, de modo
que si o € A, entonces o/ € H, por la normalidad de H en A,; en consecuencia, podemos
suponer que « es una permutacién impar. Como o sélo cambia 3 elementos y n > 5, existe
una trasposicién 3 disjunta con o, por lo que ¢? = ¢. Por tanto

y como PBa estd en A, por ser el producto de dos permutaciones impares, la normalidad de H
en A, implica que ¢/ € H, como queriamos ver. |

Obsérvese que la hipotesis n > 5 en el Lema anterior es superflua, pues para n < 3 es obvio
que se verifica el Lema y para n = 4 es consecuencia del Ejemplo 6.21.

Teorema 6.24 (Abel) Sin > 5, entonces A, es un grupo simple.

Demostracién. Supongamos que H # {1} es un subgrupo normal de A, y veamos que
H = A,. Por el Lema 6.23, bastard probar que H contiene un 3-ciclo.
Sea 1 # o € H tal que r = |[M(0)| sea minimo, es decir, |[M(v)| < r para todo 1 # v € H.
Ahora veremos que debe tenerse r = 3, por lo que ¢ serd un 3-ciclo en H y habremos terminado.
Desde luego, no puede ser r = 1 porque ninguna permutaciéon cambia exactamente un
elemento, ni tampoco r = 2 porque todas las permutaciones de H son pares. Supongamos
pues, en busca de una contradiccién, que r > 3. Se tienen entonces dos posibilidades:

(1) Que, en la factorizacién de o en ciclos disjuntos, aparezca alguno de longitud > 3.
(2) Que o sea un producto de (al menos dos) trasposiciones disjuntas.

En el primer caso, o debe cambiar al menos 5 elementos (si s6lo cambiase 4, como en la
factorizacion de o aparece un ciclo de longitud > 3, o serfa un 4-ciclo, lo que contradice
el hecho de que o € A,). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad (;por qué?), que
1,2,3,4,5 € M(o) y que alguno de los ciclos disjuntos que componen o es de la forma (123 ...)
(con longitud al menos 3). Sea a = (3 4 5). Como o € A, y H es normal en A,,, deducimos
que o® € H,yasi B=0"10%€ H. Sio(i) =i entonces i > 5y por tanto a(i) = i, de donde se
sigue que (i) = ¢; por tanto M(8) C M (o), y la inclusién es estricta pues o(1) = 2 mientras
que (1) = 1. En consecuencia, € H cambia menos de r elementos, asi que debe ser 8 =1,
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por la eleccién de r. Esto significa que 0 = o, y por tanto ao = oa. Pero esto es falso, pues
aoc(2) =4y oa(2) = 3, de manera que la primera de las dos posibilidades consideradas nos
lleva a una contradiccién.

Pasamos al segundo caso. Reordenando los elementos de N,, podemos asumir que o =
(12)(34)--- (puede haber més trasposiciones en el producto o no). Sea de nuevo a = (3 4 5).
Como antes, tomamos 3 = 0 10® € H. Sii # 5y o(i) = i entonces i # 3,4,5 y por tanto
a(i) = 1, de donde se sigue que (i) = i; por tanto M () € M(o) U {5}. Peroel 1y el 2 son
fijados por 5 y cambiados por o, de modo que S cambia menos de r elementos y asi 5 =1, o
sea oa = awo. Pero se tiene oa(3) = 3 # 5 = ao(3). En cualquier caso, pues, llegamos a la
contradiccién que buscabamos. |

6.4 Problemas

12345 6 7 8 9 10 11
1000 _
(1) Calcular o™ donde o = ( 3 5 96174009 11 8 )
(2) Dada la permutacién o = ( é ? 3 ;1 ; g Z 2 2 ), calcular el orden de o2.

(3) Sea 1 +# o € S,,. Demostrar que o es un ciclo si y sdlo si, para cualesquiera j, k € M (o),
existe un entero m tal que o™ (j) = k.

(4) Probar que para toda permutacién o € S, se cumple (i1 - - - i, )0~ = (o(i1) - - o (iy)).

(5) Demostrar que una permutacién tiene orden primo p si y sélo si se factoriza como un
producto de ciclos disjuntos, cada uno de longitud p.

(6) Demostrar que para todo 1 < k < n, S, tiene al menos (Z) subgrupos isomorfos a
Sk X Sn—_k v que todos son conjugados; es decir, para dos de estos grupos H y K existe
o€ G tal que H = K.

(7) Dados dos nuimeros naturales n y k con n > k > 2, se pide:

(a) Demostrar que, para cada subconjunto A de N,, de cardinal &, el nimero de k-ciclos
o de S, con M(o) =Aes (k—1)\

(b) Demostrar que el niimero de k-ciclos en Sy, es (})(k — 1),

(c) ;Cuéntos elementos de tipo [2,2] hay en S57 ;Cudntos de tipo [2, 3]?

(d) ;Cuéntos elementos de tipo [2,2] hay en Sg? ;Cudntos de tipo [2,3]? ;Y de tipo
3,3]7

(e) [*] Calcular en general el nimero de elementos de S,, de tipo [ki,. .., ky].

(8) Sea G un grupo finito de orden n, y sea g € G de orden m. Se define ¢, : G — G por
¢g(x) = gz. Viendo a ¢, como un elemento de Sy, demostrar que:

(a) ¢q4 es un producto de n/m ciclos de longitud m.
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(b) La paridad de ¢, coincide con la paridad del entero (m — 1)

n
e

(c) Si(m — 1), es impar, entonces G tiene un subgrupo normal de indice 2.

(9) (Teorema de Cayley) Demostrar que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de S,,
para algun n.

(10) Demostrar que el centralizador de la permutacién o = (1,2,...,n) en S, es (o).

(11) Demostrar que el grupo alternado A, es un subgrupo caracteristico del grupo simétrico
Sh.

(12) Sean > 2y sea f: S, — Syi2 la aplicacién dada por f(o) = o*, donde o* actiia igual
que o sobre los elementos 1,2,...,n, y o fija (respectivamente, intercambia) n + 1y
n + 2 cuando o es par (respectivamente, impar). Demostrar que f es un homomorfismo
inyectivo de grupos y que su imagen estd contenida en A,42. Deducir que todo grupo
finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo alternado.

(13) Probar que si P es un subgrupo de orden 4 del grupo alternado As, entonces P es isomorfo
al grupo de Klein Cy x (.

(14) Demostrar que D, es isomorfo al subgrupo (p,o) de S,, donde p = (1,2,...,n—1,n)y
o es el producto de las trasposiciones (i, 4+ 1 — i), donde ¢ varia desde 1 hasta la parte
entera de n/2. ;Para qué valores de n se tiene (p,o) C A7

(15) Dado f € Aut(Ss), probar que f induce una permutacién del conjunto X = {(12),(13),(23)} C
S3. Deducir que la aplicacién ¢ : S3 — Aut(S3) que lleva o € S3 al automorfismo interno
Ly €s un isomorfismo de grupos.

Demostrar que A, estd generado por los 3-ciclos de la forma (1,2,4) con i =3,...,n.

(16)

(17) Para n > 5, demostrar que S, tiene exactamente tres subgrupos normales.
(18) Para n > 2, demostrar que A, es el tnico subgrupo de indice dos de S,,.
(19)

[*] Sea p un primo impar y sea H un subgrupo propio de S, que contiene una trasposicién.

Demostrar que existen i,j € N, tales que o(i) # j para todo ¢ € H. (Indicacién:
Considerar en N, la relacién de equivalencia en la que ¢ ~ jsii = j 6si (i,j) € H, y
comparar el nimero de elementos de las clases de equivalencia.)

(20) [*] Sea S = S(N) el grupo de permutaciones del conjunto numerable N. El grupo
alternado infinito es el subgrupo A de Sy generado por todos los 3-ciclos (donde un
3-ciclo se define del modo obvio). Demostrar que Ay, es un grupo simple infinito.



Capitulo 7

Grupos Abelianos Finitos

7.1 Sumas directas

Un modo habitual de estudiar un objeto matematico consiste en descomponerlo en objetos
mas sencillos, estudiar éstos y recomponer entonces el objeto inicial. Lo que se entiende
por objeto sencillo y la manera de descomponer y recomponer un objeto dependen de cada
caso. En este capitulo el objeto estudiado serd un grupo abeliano finitamente generado A, y
los objetos sencillos serdn los grupos ciclicos, que ya conocemos bien. En este contexto, el
proyecto sugerido al principio del parrafo funciona porque existe un método muy efectivo para
descomponer A de modo que es muy facil conocer A a partir de sus componentes. Se trata de
la suma directa de subgrupos, que analizamos en esta seccién.

Proposicién 7.1 Sean {Bi,..., By} subgrupos de un grupo abeliano A. Entonces las condi-
ctones siguientes son equivalentes:

(1) El 0 se expresa de manera unica como suma de elementos de los B;. Es decir, si by +
-+« 4+ b, =0 con cada b; € B;, entonces se tiene b; =0 para cada i =1,...,n.

(2) Cada elemento de By + -- -+ B, se expresa de manera unica como suma de elementos de
los B;. Es decir, siby+---+by, = by +---+b), con cada b; € B; y cada b; € B;, entonces
se tiene b; = bl para cada i =1,...,n.

(3) Para cada j =1,...,n se verifica Bj N (3., .; Bi) = 0.

Demostraciéon. La equivalencia entre las dos primeras condiciones se deduce de un argumento
tipico que el lector conocera del dlgebra lineal, y se deja como ejercicio. Veamos pues que las
condiciones 1 y 3 son equivalentes.

Si se verifica 1y ¢ € B; N (3_,;,; Bi), entonces z € B y existen by, ..., bj—1,b0j41,...,bn
tales que v = by +---+bj_1 +bj41+---+0b,. Haciendo b; = —x se tiene by +---+b,, = 0, luego
bj = 0y asi x = 0. Reciprocamente, si se verifica 3 y se tiene by 4 - - - +b, = 0 con cada b; € B;
entonces, para cada fndice j, se tiene bj = —(bi+...+bj_1+bj41+...+by) € BiN(Y_,,; Bi) =0,
luego b; = 0. 1

La Proposicion 7.1 se puede generalizar a una familia infinita de subgrupos. Explicitamente:

109
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Ejemplo 7.2 Sea {B; :i € I} una familia de subgrupos de un grupo abeliano A. Entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:

(1) El 0 se expresa de manera tnica como suma de elementos de los B;. Es decir, siy ;1 b; =
0 con cada b; € B; y b; = 0, para casi todo © € I, entonces se tiene b; = 0 para cada
1€ 1.

(2) Cada elemento de ), ; B; se expresa de manera tinica como suma de elementos de los
B;. Es decir, siy ;b = > ,c;b; con cada b;,b; € B, b = 0 para casi todo i € I y
b, =0 para casi todo i € I, entonces se tiene b; = b, para cada i € I.

(3) Para cada j € I se verifica B; N (3, ,; Bi) = 0.

Definicién 7.3 Si se verifican las condiciones equivalentes de la Proposicion 7.1 (o del Ejerci-
cio 7.2 en el caso infinito), se dice que la familia de subgrupos {Bi,..., By} es independiente,
o que los subgrupos B; son independientes. Su suma, Y . B; = By + --- + By, se llama
entonces la suma directa de la familia {B, ..., By}, y se denota por @ B; =B ®---® B,
(o por @ic1B; en el caso infinito).

La expresion “Sea A = B1&---® B,,” quiere decir que los B; son subgrupos independientes
del grupo abeliano A y que su suma vale A.

Un subgrupo B de A es un sumando directo de A si existe otro subgrupo C de A tal que
A= B®C; es decir, tal que A = B+ C y BNC = 0. En este caso se dice que C es un
complemento directo de B.

Ejemplos 7.4 Subgrupos independientes y sumas directas.

(1) En el grupo A = Zg los subgrupos B = (2) y C = (3) son independientes y se tiene
A=BaCC.

(2) En el grupo multiplicativo R* se tiene R* = (—1) @ R*.

(3) Si Ay B son grupos abelianos, entonces el grupo producto A x B es la suma directa de
los subgrupos A x 0y 0 x B.

(4) El complemento directo de un sumando directo no es, en general, tinico. Por ejemplo, para
cualquier a € Z se tiene ZxZ = ((1,0))®{(a, 1)): la interseccién es claramente nula, y un
elemento arbitrario (x,y) de Z x Z se puede expresar como (z,y) = y(a, 1)+ (z—ya)(1,0).

(5) En Q no hay dos subgrupos no triviales que sean independientes. En efecto, si A y

B son subgrupos no nulos y elegimos elementos no nulos =~ € Ay % € B, entonces
a ., .
0 = bn— — am— nos da una expresién no trivial del 0 como suma de elementos de A y

n m
B. En Z ocurre lo mismo, por un argumento similar.

Ejemplo 7.5 Demostrar las siguientes afirmaciones sobre un grupo abeliano A.

(1) Toda subfamilia de una familia independiente de subgrupos de A es independiente. Es de-
cir, si {Bj : 1 € I} es una familia independiente de subgrupos de A y J es un subconjunto
del conjunto de indices I, entonces la familia {B; :i € J} es independiente.
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(2) Una familia de subgrupos es independiente precisamente si toda subfamilia finita suya lo
es.

(8) Si la familia {B; : i € I} de subgrupos de un grupo abeliano A es independiente y otro
subgrupo By de A wverifica By N (®ierB;) = 0, entonces la familia {Bo} U{B; : i € I}
también es independiente.

En particular, si a una familia independiente le anadimos el subgrupo trivial 0 (una o
mds veces), sequimos teniendo una familia independiente.

(4) Si A= ®ic1B; entonces cada Bj es un sumando directo de A con complemento ®;.;B;.

(5) SiA=B&Cy asuvez, B=B1 ®--- @B, yC =C1®---PC )y, entonces A =
Bi®---©B,2C1®--- & Cpy.

(6) Si A = B ® C entonces la aplicacion A — C dada por b+ ¢ — ¢ (donde b+ c es la
expresion unica de un elemento arbitrario de A conb € B yc € C) es un homomorfismo
suprayectivo de grupos con nicleo B. En particular, C = A/B.

(7) Si B es un sumando directo de A, cualquier complemento directo suyo es isomorfo a A/B.
Por tanto, aunque un sumando directo puede tener distintos complementos directos, todos
ellos son isomorfos entre si.

Cuando sélo consideramos familias finitas, existe una estrecha relacién entre los conceptos
de suma directa y producto directo de grupos, que describimos a continuacién dejando los
detalles a cargo del lector.

Supongamos primero que A = By & --- & B,. Entonces, viendo cada B; como grupo y
considerando su producto Bj X - - - X By, la aplicacién By X ---x B,, — A dada por (by,...,b,) —
b1 + -+ + by es un isomorfismo de grupos. Es decir, si A es la suma directa de los B;, entonces
A es isomorfo al producto directo de los B;.

Reciprocamente, sean By, ..., B, grupos abelianos y sea A el grupo producto, A = B X

- X By. Si denotamos por B; al subgrupo de A formado por los elementos que llevan ceros en
todas las coordenadas excepto tal vez en la i-ésima (o sea Bi=0x---x0xB;jx0x---X 0),
entonces es elemental ver que cada B; es isomorfo a B; y que A = Bl @®---®B,. Es decir, si
A es el producto directo de los B;, entonces A es la suma directa de los Bl, que son isomorfos
a los B;.

En vista de esto, a partir de ahora identificaremos By & --- @ B, con By X - -+ X B,,.

Ejemplo 7.6 Extender la discusion anterior al caso de una familia infinita independiente de
subgrupos, sustituyendo el producto directo por el grupo del ultimo apartado de los Ejemplos 4.6.

7.2 Grupos abelianos libres

Definicion 7.7 Sea A un grupo abeliano.
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Un subconjunto finito {a1,...,a,} de A se dice que es linealmente independiente si la inica
solucion, formada por numeros enteros xi,..., %y, de la ecuacion

n
E Tr;a; = 0
=1

esx1 = -+ =x, =0. Un subconjunto de A se dice que es linealmente independiente si todo
subconjunto finito suyo es linealmente independiente.

Una base de A es un sistema generador de A que es linealmente independiente. Diremos
que A es un grupo abeliano libre si tiene una base.

Ejemplo 7.8 Demostrar que un subconjunto X de un grupo abeliano A es una base precisa-
mente si cada elemento de A se puede expresar de forma tnica como combinacion lineal con
coeficientes enteros de los elementos de X. FEs decir, si para cada a € A eriste una unica
familia {a, : x € X} de enteros, casi todos nulos, tal que a =)y a,T.

Ejemplos 7.9 Grupos abelianos libres.

(1) Sea n un nimero natural y sea A = Z". Entonces el conjunto
e1 =(1,0,...,0), ex=(0,1,...,0), ... e,=(0,0,...,1)
es una base de A, llamada base candnica.

(2) En A = Z, el conjunto {2,3} es un sistema generador minimal (en el sentido de que, si
quitamos algin elemento, deja de ser sistema generador) que no es linealmente independi-
ente. Por otra parte, el conjunto {2} es un conjunto linealmente independiente maximal
(en el sentido de que, en cuanto le anadamos un elemento, dejara de ser independiente)
que no es generador.

Esto no ocurre con los espacios vectoriales: en un espacio vectorial, todo sistema gener-
ador minimal es una base (en el sentido de dlgebra lineal) y todo conjunto linealmente
independiente maximal es una base.

(3) Sea I un conjunto y consideremos el grupo A = Z! = {(a;)ies : a; € Z} con la suma
componente a componente (a este grupo se le suele llamar el producto directo de |I|
copias de Z). Para cada i € I, sea e; = (0i;)jer, donde 0;; = 0si i # jy 05 = 1 (este
simbolo se conoce como la delta de Kronecker). Entonces E = {e; : i € I} es un conjunto
linealmente independiente de A. Sin embargo, F sélo es una base si I es finito. De hecho,
el subgrupo generado por E es

70 = {(a;)ic; € Z' : a; = 0 para casi todo i € I}.

Luego ZY) es un grupo libre y F es una base suya llamada base candnica.
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(4) Sea P el conjunto de los enteros primos positivos. Entonces la aplicacién f : zP) - Qt
dada por

f((np)pep) = H p"

peP

es un isomorfismo. Luego Q7 es libre con base P.

Ejemplo 7.10 Demostrar que una familia {a; : i € I} de elementos de un grupo A es lineal-
mente independiente si y solo si cada a; tiene orden infinito y la familia {{a;) : i € I} de los
subgrupos ciclicos generados por los a; es independiente.

En realidad, el apartado 3 del Ejemplo 7.9 agota, salvo isomorfismos, todos los posibles
ejemplos de grupos libres, como muestra el siguiente ejercicio.

Ejemplo 7.11 Sea X un subconjunto de un grupo abeliano A, y sea f : ZX) — A la aplicacion

dada por f((az)eex) = D ,cx @a® (las sumas tienen sentido porque casi todos los sumandos
son nulos). Demostrar:

(1) f es un homomorfismo de grupos.

(2) f es inyectiva precisamente si X es linealmente independiente.

(3) f es suprayectiva precisamente si X es un conjunto generador de A.

(4) X es una base precisamente si f es un isomorfismo. En este caso A =2 Z(X),

(5) A es libre precisamente si A es isomorfo a Z1) para cierto conjunto I.

Los conceptos de linealmente independiente, generador y base nos recuerdan a los corre-
spondientes de algebra lineal. En el siguiente ejercicio vemos algunas relaciones entre nuestro
concepto y el de dlgebra lineal.

Ejemplo 7.12 Sea I un conjunto. Consideremos A = Z) como un grupo abeliano libre y
V = QWY como un espacio vectorial sobre Q. Demostrar las siguientes propiedades para un
subconjunto S de A:

(1) S es linealmente independiente como subconjunto del grupo A precisamente si S es lin-
ealmente independiente como subconjunto del espacio vectorial V.

(2) SiS es un sistema generador del grupo A, entonces S es un sistema generador del espacio
vectorial V.

(8) Dar un ejemplo de un subconjunto de A que sea generador de V' pero que no sea generador
de A.

(4) Demostrar que todas las bases de A tienen el mismo cardinal, a saber |I|. Deducir que
si J es otro conjunto, entonces Z\) = Z\) precisamente si |I| = |J|.
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Definicién 7.13 El cardinal de una base (cualquier base) de un grupo abeliano libre A se
llama rango de A y se denota r(A).

De los Ejercicios 7.11 y 7.12 se deduce que el rango es un invariante que caracteriza los
grupos abelianos libres salvo isomorfismos; es decir:

Proposicién 7.14 Si A y B son grupos abelianos libres, entonces A = B si y solo sir(A) =
r(B).

Los grupos abelianos libres que méas nos interesan son los finitamente generados. Obvia-
mente, los grupos de la forma Z" son grupos abelianos libres finitamente generados. De hecho
no hay mads, salvo isomorfismos, ya que si {a1 = (a1;)icr,---,an = (ani)icr} €s un conjunto
generador de A = ZUD) | entonces F = {i €I:ap #0paraalgin k=1,...,n} es un subcon-
junto finito de I. Vamos a ver que I = F. Sii € I\ F, entonces la coordenada i-ésima de todo
elemento de la forma Y, myay es 0. Como en 71 hay elementos cuya coordenada i-ésima
no es 0 (jencuentra uno!), eso nos lleva a una contradiccién, de donde deducimos que I = F'y,
por tanto I es finito. Junto con la Proposicién 7.14, esto demuestra que:

Corolario 7.15 Todo grupo abeliano libre finitamente generado A es isomorfo a Z"™, donde
n=r(A).

Un grupo abeliano libre finitamente generado también se dice que es un grupo abeliano
libre de tipo finito o de rango finito. Como consecuencia del Ejercicio 7.11 se deduce:

Proposiciéon 7.16 Sea A un grupo abeliano.
(1) A es isomorfo a un cociente de un grupo abeliano libre.

(2) A es finitamente generado precisamente si es isomorfo a un cociente de un grupo abeliano
libre de tipo finito.

(8) A es ciclico precisamente si es isomorfo a un cociente de Z.

Demostracién. Sea A un grupo abeliano, y sea I un conjunto generador de A (;existe
siempre?). Entonces la aplicacion f : Zd) - A del Ejercicio 7.11 es un epimorfismo. Por el
Primer Teorema de Isomorfia se tiene A = Z() /Ker f, lo que demuestra la primera afirmacién
y la condicion necesaria de las otras dos afirmaciones. Las condiciones suficientes son evidentes.

Del isomorfismo evidente Z" x Z™ =2 7™ ge deduce:

Proposiciéon 7.17 Si A y B son grupos abelianos libres de tipo finito entonces A x B es
también libre, y se tiene r(A x B) = r(A) + r(B).
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El lector puede probar que el producto directo de un nimero finito de grupos libres (no
necesariamente de tipo finito) es libre. No es cierto que el producto directo infinito de grupos
libres sea libre. Por ejemplo, ZN no es libre, pero la demostracién de este hecho excede los
objetivos del curso.

Las bases de los grupos abelianos libres verifican una propiedad andloga a las bases de
espacios vectoriales, en el sentido de que podemos describir homomorfismos que salgan de
un grupo abeliano libre eligiendo arbitrariamente (en el grupo imagen) las imagenes de los
elementos de la base. Explicitamente:

Proposicién 7.18 (Propiedad Universal de las Bases) Sea A un grupo abeliano libre y
sea I una base de A. Si B es un grupo abeliano y f : I — B es una aplicacion, entonces existe
un inico homomorfismo de grupos f : A — B que extiende f (es decir, tal que f(i) = f(i)
cuando i € I).

Obsérvese que, si u : I — A es la inclusion, entonces el homomorfismo f completa el
stguiente diagrama

4 f
u\K
L7

Demostracién. Por el Ejercicio 7.11 existe un isomorfismo g : A — ZU) tal que g(i) =
e;, donde {e; : i € I} es la base canénica de Z(). Sea f : ZU) — B la aplicacién dada
por f((a;)icr) = > icraif(i). Por el Ejercicio 7.11, f es un homomorfismo de grupos y la
composicién g o f : A — B satisface las condiciones requeridas. La unicidad es consecuencia
del hecho obvio de que dos homomorfismos que toman los mismos valores en un conjunto

generador son iguales. |

Lema 7.19 Un subgrupo B de un grupo A es un sumando directo de A si y sdlo si existe un
homomorfismo p : A — B que es la identidad en B; es decir, tal que p(b) = b para cada b € B.
Si tal p existe, entonces A = B @ Ker p.

Demostracién. La condicién necesaria es consecuencia del Ejercicio 7.5. Sea p: A — B un
homomorfismo suprayectivo que es la identidad en B. Entonces BNKer p =0y, sia € A,

entonces p(a — p(a)) = p(a) — pla) = 0 y
a=pla)+a—pla) € B+ Ker p.

Luego A= B @ Ker p. 1

Corolario 7.20 Sea f : A — L un homomorfismo suprayectivo de grupos abelianos. Si L es
libre, entonces existe un subgrupo B de A isomorfo a L tal que A = B & Ker f.
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Demostracién. Sea I una base de L y, para cada i € I, sea a; € A tal que f(a;) =i. Por la
Proposicién 7.18, existe un tnico homomorfismo de grupos g : L — A tal que ¢(i) = a;, para
todo i € I. Entonces fog = 1y (;por qué?); por tanto g es inyectiva y asi B = Im g = L.
Entonces, la composiciéon p = go f : A — B es la identidad sobre B, pues un elemento b € B
es de la forma b = ¢g(z) con x € L y entonces

p(b) =p(g(z)) = g9(f(g9(z))) = g(1L(x)) = g(x) = b.

Ahora el resultado es una consecuencia inmediata del Lema 7.19. |

Teorema 7.21 Sea A un grupo abeliano libre de tipo finito y sea B un subgrupo de A. Entonces
B es libre de tipo finito y r(B) < r(A).

Demostracién. Sea n = r(A). Por el Corolario 7.15, podemos suponer que A = Z". Ra-
zonamos por induccién sobre n, con el caso n = 1 resuelto por el Corolario ?7. Supongamos
pues que n > 1y que se verifica el teorema para grupos abelianos libres de rango menor que n.
Sea eq,...,e, la base canénica de A. Sean A; = (e1,...,e,—1) y B1 = BN A;. Obviamente,
Aj es libre de rango n — 1, y por la hipétesis de induccién By es libre de rango < n — 1. Sea
f+ A — Z el homomorfismo dado por f(z1,...,2,) = zp, sea C = f(B) yseag: B — C
la restriccién de f a B. Entonces C es un grupo abeliano libre de rango < 1 y Ker ¢ = Bj.
Del Corolario 7.20 se deduce que B = By & (1, donde C; es un subgrupo de B isomorfo a C.
Aplicando la Proposicion 7.17 se deduce que B es libre de rango menor o igual que n. |

7.3 Grupos de torsion y libres de torsién

Definicién 7.22 Sea A un grupo abeliano.
El subgrupo de torsién de A es el conjunto t(A) formado por los elementos de orden finito
de A:
t(A) ={a € A: existe 0 #n € Z tal que na = 0}.

Se dice que A es un grupo de torsién si t(A) = A. Es decir, si para cada a € A eziste
0#n€7Z tal que na = 0.

Se dice que A es un grupo libre de torsion si t(A) = 0. Es decir, si para cada 0 # a € A,
el inicon € Z tal que na =0 esn =0 (lo que equivale a que el conjunto {a} sea linealmente
independiente).

Si un entero n verifica na = 0 para todo a € A, escribiremos nA = 0. Si existe algin n > 1
con nA = 0, llamamos periodo de A al menor entero positivo con esa propiedad. Si no existe
tal entero positivo, decimos que A tiene periodo 0. Denotaremos con p(A) al periodo de A.

Dejamos que el lector compruebe algunas propiedades elementales de los conceptos recién
definidos, y en particular las relaciones entre ellos.

Ejemplo 7.23 Si A es un grupo abeliano, demostrar que:
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(1) El congunto t(A) es un subgrupo de A que es de torsion, y el grupo cociente AJt(A) es
libre de torsion.
(2) Si A es finito entonces p(A) # 0.
(3) Sip(A) # 0 entonces A es de torsion.
(4) Si A es libre entonces A es libre de torsion.
(5) Si A es libre de torsion y no trivial, entonces p(A) = 0.
(6) Si A es ciclico y p(A) =n entonces A = 7, (incluidos los casosn =0 yn=1).
(7) Si A es de torsion y B es un subgrupo de A entonces B y A/B también son de torsion.

(8) Si A es libre de torsion entonces cualquier subgrupo B es también libre de torsion; slo es

A/B?
(9) Si A= B® C entonces t(A) = t(B) @ t(C).
(10) Sip(A) =n#0 ym € Z entonces ma = 0 para cada a € A si y sélo sin | m.
(11) Si A= B1 & --- & B, entonces p(A) = mem(p(By),...,p(Bn))-

(12) Si A es de torsion y {a; : i € I} es un sistema generador entonces p(A) = mem{o(a;) :
iel}.

Ejemplos 7.24 Torsiones y periodos.

(1) El grupo A = Zg x Zg X - -+ (producto numerable de copias de Z3) tiene periodo 2. Esto
nos da un contraejemplo para el reciproco del apartado 2.

(2) El grupo Q/Z es de torsién, pues cada § + Z es anulado por b # 0. Ademads este grupo
tiene periodo 0, pues dado n # 0 en Z se tiene n(% +7Z) # 0, donde p es cualquier primo
que no divide a n. Esto nos da un contraejemplo para los reciprocos de los apartados 3

y 9.

(3) Existen grupos abelianos libres de torsién que no son libres; por ejemplo Q (cualquier
subconjunto linealmente independiente tiene un solo elemento, y por tanto no es un
sistema generador). Esto nos da un contraejemplo para el reciproco del apartado 4.

(4) Existen grupos abelianos que no son de torsién ni libres de torsién; por ejemplo, Q*, R*
6 C*.

(5) Si A=7Z X Zy, con n > 0, entonces t(A) =0 X Zy,.

(6) Si A = Hp Zy, donde p recorre el conjunto de los enteros positivos primos, entonces
t(A) = ®pZy. Este subgrupo t(A) es otro ejemplo de grupo de torsién con periodo 0.
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(7) Sea z € C*. Sir = |z| entonces se tiene z = re® = r(cosa + i sen «), donde « es
el argumento de z. Entonces 2" = r"e"**, con lo que 2z = 1 precisamente si r = 1y

na = 2k para algin k € Z. Por tanto
tC) = {egﬂqi qeQ, 0<g< 1}

O sea, t(C*) estd formado por los vértices de los poligonos regulares centrados en el
origen con un vértice en el punto 1 (el lector puede representar graficamente, por ejemplo,
todos los elementos de orden < 10.) Obsérvese que la aplicacién f : Q — C* dada por
f(q) = €®™ es un homomorfismo de grupos tal que ¢(C*) = Im f y Ker f = Z, con lo
que t(C*) =2 Q/Z.

Los siguientes tres resultados nos dicen que, para grupos abelianos finitamente generados,
todo lo relativo a la torsion se simplifica: Ser de torsion equivale a ser finito, ser libre de torsion
equivale a ser libre y el subgrupo de torsién es un sumando directo!.

Proposicién 7.25 Las condiciones siguientes son equivalentes para un grupo abeliano finita-
mente generado A:

(1) A es finito.

(2) p(A) #0.
(3) A es de torsion.

Demostracion. Por el Ejercicio 7.23, basta ver que 3 implica 1. Supongamos pues que A es de
torsién, con un sistema generador {ai,...,ax}, y sea n; = o(a;) < co. Obviamente, la familia
de los elementos de A de la forma ria; + -+ 4+ rpag con 0 < r; < n; paracadai=1,...,k, es
finita (tal vez incluso se repitan elementos), y las condiciones implican que cada elemento de
A es uno de esos, luego A es un conjunto finito. |

Teorema 7.26 Un grupo abeliano finitamente generado es libre de torsion precisamente si es
libre.

Demostraciéon. Todo grupo libre es libre de torsién, por el Ejercicio 7.23. Sea A un grupo
abeliano finitamente generado y libre de torsién. Sea X = {ay,...,a,} un conjunto de gener-
adores de A. Entre todos los subconjuntos de X que sean linealmente independientes elegimos
uno maximal Y; podemos suponer, reordenando los a; si es necesario, que Y = {aq,...,ax}.
Sea L = (Y'), que claramente es libre.

Sea i € {k+ 1,k +2,...,n}. Por la maximalidad de Y, el conjunto {a,...,ar,a;} es
linealmente dependiente, luego hay una relacion

tiiar + - -+ tigap +tia; =0

!Existen grupos abelianos A tales que t(A) no es un sumando directo de A. Un ejemplo de esta situacién es
el grupo Hp Zp del apartado 6 de los Ejemplos 7.24, pero no es sencillo comprobar esta propiedad.
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donde los coeficientes son enteros, no todos nulos. Como Y es linealmente independiente,
se tiene t; # 0. Sea t = tgy1---t,. Entonces cada ta; € L y la aplicacién a — ta es un
homomorfismo de grupos f : A — L. Como A es libre de torsién y ¢t # 0, la aplicacién f es
inyectiva y, por tanto A es isomorfo a un subgrupo de L. Del Teorema 7.21 se deduce que A
es libre. |

Corolario 7.27 Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Entonces A = t(A) @ L para
un subgrupo abeliano libre L de A. Ademds t(A) es finito y L es isomorfo a AJt(A), y por
tanto L es unico salvo isomorfismos.

Demostracién. A/t(A) es libre de torsién por el Ejercicio 7.23, y es finitamente generado
por serlo A, luego es libre por el Teorema 7.26. Sea m : A — A/t(A) la proyeccién candnica.
De la Proposicién 7.20 se deduce que A = t(A) @ L, donde L es un subgrupo de A isomorfo a
A/t(A), luego L es un grupo abeliano libre. Ademads ¢(A) es finitamente generado (es isomorfo
al cociente A/L por el Ejercicio 7.5) y de torsién, luego es finito (Proposicién 7.25). |

Ejemplos 7.28 La torsion como sumando directo.
(1) Si A =ZXZxZexZLse, entoncest(A) = 0xX0xZgxZss, y podemos tomar L = ZxZx0x0.
(2) Ya hemos visto que R* = (—=1) @ R™, y es claro que (—1) = ¢(R*).

(3) Sea G el subgrupo de C* generado por {2,i}. Por los Ejemplos 7.24, si z = 2™i"™ € t(G)
(con n,m € Z), entonces 1 = |z| = 2", lo que implica que n = 0. O sea t(G) = (i). Como
(2) es libre de torsién, G = (2) @ (i) es la descomposicién del Corolario 7.27.

(4) Sea R un anillo. En el anillo cociente R[X]/(X?), es claro que cada elemento tiene un
tinico representante de la forma r+sX conr, s € R. Dados 7+sX +(X?) y '+ X +(X?)
en R[X]/(X?), se tiene

[rsX + (X + [+ X + (X)) = (r+7) + (s + )X + (X?)
y
[r4+sX + (X)) [ + X + (XD = () + (rs' +1'5) X + (X?).

Por tanto, podemos identificar R[X]/(X?) con el anillo cuyo grupo abeliano subyacente
es R x R y en el que el producto viene dado por

(r,s)-(r',s") = (rr',rs’ +1's).

El elemento identidad de este anillo es (1,0).

Si (r,s) es invertible en este anillo, es claro que r € R*. Reciprocamente, si r € R*
entonces (r~!, —sr~2) es el inverso de (r,s) en este anillo. En consecuencia, el grupo
multiplicativo de sus unidades, que denotaremos con R* & R, es el conjunto R* x R con
el producto definido en el parrafo anterior.
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Vamos a determinar el orden de un elemento (r, s) € R* oc R. Sin € Z*, es facil ver (bien
por induccién o bien considerando la férmula del binomio de Newton en R[X]/(X?)) que

(r,8)" = (r",nr"Ls).

Como 7 es invertible en R, se tiene (r,s)" = (1,0) precisamente si v = 1y ns = 0.
Por tanto, (r,s) tiene orden finito en R* o« R precisamente si r tiene orden finito en
(R*,-) y s tiene orden finito en (R, +). Es decir, t(R* o< R) = t(R*) x t(R). Ademads, si
(r,s) € t(R* « R) entonces

o(r, s) = mem(op, (1), 04(5)),

donde o0,,(r) es el orden de r en el grupo multiplicativo R* y 0,(s) es el orden de s en el
grupo aditivo R.

Pasemos a un caso concreto: Sea A = Z* x Z (recuérdese que Z* = {1,—1}). Por
el parrafo anterior se tiene t(A) = {(1,0),(—1,0)}. Por otra parte, L = ((1,1)) es un
subgrupo libre de A, y el lector puede ahora comprobar que se tiene A = t(A) @ L.

Por el Teorema 7.21, todo subgrupo B de un grupo abeliano libre A es libre y r(B) < r(A).
Los resultados anteriores nos permiten determinar cudndo se da la igualdad entre los rangos.

Proposicion 7.29 Sea A un grupo abeliano libre finitamente generado y B un subgrupo de A.
Entonces r(A) = r(B) precisamente si A/B es un grupo finito.

Demostracién. Como A es finitamente generado, lo es también A/ B, asi que A/B es finito si
y sélo si es de torsién (Proposicién 7.25). Se trata pues de ver que A/B es de torsién si y sélo
sir(B) =r(A). Sean n = r(A) (por lo que podemos asumir que A = Z") y k = r(B), y fijemos
una base by, ..., b; de B. Es facil ver que, para un elemento a € A, el elemento a + B € A/B
tiene orden infinito si y sélo si los elementos by, . .., bg, a son linealmente independientes en A.
Podemos ya demostrar la equivalencia:

Si A/B no es de torsién, existe un elemento a+B en A/B de orden infinito, luego by, . .., bg, a
son linealmente independientes en Ay asi k < k+1 <n. Ysik <nyvemosaA=7Z"
dentro del espacio vectorial racional V = Q", entonces existe o € V tal que by,..., b, a son
linealmente independientes en V| y ademas existe un entero no nulo ¢ tal que a = ta € A. Como
t # 0, los elementos by, ..., bg, a son linealmente independientes en V' y, por el Ejercicio 7.12,
también lo son en A, por lo que a + B tiene orden infinito y asi A/B no es de torsién. |1

7.4 Grupos indescomponibles y p-grupos

Como hemos comentado en la introduccién del capitulo, nuestro objetivo es descomponer
un grupo abeliano finitamente generado A como suma directa de subgrupos con algunas
propiedades especiales. Con las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores, en
ésta veremos primero que A es suma directa de subgrupos que no pueden descomponerse mas
(indescomponibles), y a continuacién demostraremos que estos subgrupos indescomponibles
son ciclicos, de lo que deduciremos que A es suma directa de subgrupos ciclicos. Comenzamos
definiendo con precisién los grupos indescomponibles.



7.4. GRUPOS INDESCOMPONIBLES Y P-GRUPOS 121

Definicion 7.30 Un grupo abeliano no nulo se dice que es indescomponible si no es suma
directa de dos subgrupos propios. Es decir A es indescomponible si A= X @Y implica X =0
6Y =0 (yportanto X =AdY =A).

Ejemplos 7.31 Grupos Indescomponibles.

(1) Z y Q son indescomponibles, por un argumento usado en los Ejemplos 7.4.

(2) Por el Corolario 7.15 y el Teorema 7.26, Z es, salvo isomorfismos, el tinico grupo abeliano
libre de torsion y finitamente generado que es indescomponible.

(3) Sip es un ndmero primo entonces Z, es indescomponible, pues no tiene subgrupos pro-
pios no triviales. De hecho, Z,» es indescomponible para cada n > 1. En efecto, por
el Teorema de la Correspondencia, los subgrupos de Z,» forman una cadena (Ejemp-
los 5.5), y es claro que cualquier grupo cuyos subgrupos estén linealmente ordenados es
indescomponible.

(4) Sean n,m > 2 dos enteros coprimos; por el Teorema Chino de los Restos se tiene Z,, =
Loy X Loy, POT 1O que Zp,y, 0o es indescomponible (recuérdese la relacién entre entre suma
directa y producto directo descrita al final de la Seccién 7.1). En consecuencia, los grupos
ciclicos finitos indescomponibles son exactamente aquellos cuyo orden es p” para cierto
primo p y cierto entero r > 1.

Como consecuencia inmediata del Corolario 7.27 se obtiene:

Corolario 7.32 Un grupo abeliano finitamente generado indescomponible es de torsion (y por
tanto finito) o libre de torsion.

Proposiciéon 7.33 Todo grupo abeliano finitamente generado y no nulo A es una suma directa
de subgrupos indescomponibles.

Demostracién. Por el Corolario 7.27, y teniendo en cuenta que los grupos abelianos libres
de rango finito son sumas directas de copias de Z (Teorema 7.26) y que los grupos abelianos
finitamente generados de torsién son finitos (Proposicién 7.25), basta demostrar la afirmacién
para grupos abelianos finitos. Sea A un grupo abeliano finito. Razonamos por induccién en
|A|, con el caso |A| = 2 trivial. Si A es indescomponible no hay nada que demostrar. En caso
contrario A = B @& C' y los cardinales de B y C son estrictamente menores que el de A. Por
hipétesis de induccién, B y C son sumas directas de grupos indescomponibles, y “pegando”
las descomposiciones de B y C' como en el Ejercicio 7.5 obtenemos una descomposicién de A
como suma directa de grupos indescomponibles. |

En los Ejemplos 7.31 han aparecido dos tipos de grupos finitamente generados e indescom-
ponibles: Z y los ciclicos de orden p™ (Q no es finitamente generado por el Problema 77 del
Capitulo 4). El resto de esta seccién lo dedicaremos a ver que, salvo isomorfismos, no hay
otros. Para ello, serd importante considerar ciertos grupos que comparten una caracteristica
con Zyn, y que definimos a continuacién:
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Lema 7.34 Dados un grupo abeliano finito A y un entero positivo primo p, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) El orden de A es una potencia de p.

(2) El orden de cada elemento de A es una potencia de p.

Demostracién. Si|A| = p" entonces cada a € A tiene orden p™ con m < n por el Teorema de
Lagrange. Demostraremos el reciproco por induccién en el orden | A|, con el caso |A| = 1 trivial.
Si |A| > 1 entonces existe 0 # b € A, y si ponemos B = (b) entonces tenemos |B| = o(b) = p™
para cierto m > 1. El grupo cociente A/B tiene cardinal menor que |A|, y es elemental ver que
el orden de todos sus elementos es una potencia de p. Por la hipdtesis de induccién se tiene
|A/B| = p" para cierto n > 0, y en consecuencia |A| = |B|-|A/B| = p™™", como querfamos
ver. |

Definicion 7.35 Un grupo abeliano finito que verifique las condiciones equivalentes del Lema 7.34
se llama un p-grupo.

Esta definicién la extenderemos a grupos no abelianos en la Definicién 77.

Como en la definiciéon no se excluyen las potencias de exponente 0, el grupo trivial es un
p-grupo para cualquier primo p. Un ejemplo maés sofisticado es Zos X Zgos X Zgas, que €s un
9-grupo.

Definicion 7.36 Dados un grupo abeliano A y un entero primo p, el subgrupo de p-torsién
de A es

tp(A) ={a € A: existen €N tal que p"a =0} = {a € A:o0(a) es una potencia de p}.

Dejamos que el lector compruebe que ambos conjuntos son iguales y que forman un sub-
grupo de A. De hecho, si A es finito, t,(A) es claramente el mayor p-subgrupo de A (es decir,
el mayor subgrupo de A que es un p-grupo).

Proposiciéon 7.37 Sea A un grupo abeliano finito y sean p1,...,px los divisores primos de
|A|. Entonces
A :tm(A) @"'@tpk(A)’

con cada t,,(A) # 0.

Demostracién. Sea a € A y sea o(a) = n = pi*---p* (ipor qué no pueden aparecer
otros primos en la factorizacién de n?). Para cada i = 1,...,k sea ¢; = n/p;". Es claro que
ningun primo divide a la vez a todos los ¢;, por lo que med(qi,...,qx) = 1 y por tanto existen

mi,...,my € Z tales que myqi + - - - +mggi = 1. Como p;“g;a = 0, se tiene g;a € tp,(A), luego
a=miqia+ - +mggra € ty, (A) + - + 15, (A).

En consecuencia, A = tp, (A) + - +tp, (A).
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Para ver que la suma es directa, supongamos que aj + --- + ax = 0 con cada a; € tp,(A).
Por tanto, para cada ¢ = 1,...,k, existe f3; tal que p,‘a; = 0. Sea m = p{" -- -pf’“. Para cada
indice ¢ ponemos t; = m/pf", de modo que t;a; = 0 cuando ¢ # j, y asi

tiai = —tl' Zaj =0.
J#i
Entonces o(a;) divide a t; y a pf ‘. y como éstos son coprimos, se tiene o(a;) = 1 y por tanto
a; = 0. Esto prueba que la familia es independiente.
Por tdltimo, de la igualdad A = ¢,, (A)®- - -®t,, (A) se deduce que |A] = [t (A)|- - - [tp, (A)].
Como el orden de cada tp,(A) es una potencia de p; (Lema 7.34) y cada p; divide a |A|,
deducimos que ese orden es mayor que 1 y por tanto t,, (A) #0. 1

El siguiente corolario es inmediato:
Corolario 7.38 Un grupo finito e indescomponible es un p-grupo para cierto primo p.

Ejemplos 7.39 Descomposicion en suma directa de p-grupos

(1) Sea n = p{*---pp* una factorizacién prima irredundante del entero n. Por el Teo-
rema Chino de los Restos, Z, = szlxl X oo X szk y claramente los factores de esta
descomposicién van a corresponder con los factores t,(Z,) de la descomposicién de la
Proposicién 7.37. Mds concretamente, si ¢; = n/p;" para cada i = 1,...,k, entonces
G = ¢; + nZ genera un grupo de orden p}*, y por tanto tp,(Zy) = ().

(2) Sea A = Z7,5 x Z12 (véanse los Ejemplos 7.28 para la definicién de este grupo). Como
Zko| = 4y |Z1a] = 12, se tiene |A| = 48 = 2% . 3. Usando la descripcién del orden de
12
cada elemento que se dio en los Ejemplos 7.28, se tiene

t5(A) = {(1,0) :b=0,4,8} vy  ta(4) = {(a,b) : b=0,3,6,9}
(donde identificamos cada entero con su clase médulo 12).

Sea B un subgrupo del grupo abeliano A, y sea a € A. Si na = 0 (con n € N), entonces,
en A/B, se tiene n(a + B) = 0. Eso implica que el orden de a 4+ B divide al orden de a. En
general estos 6rdenes no coinciden; por ejemplo, no lo hacen si a es un elemento no nulo de B.
Se dice entonces que a “baja de orden” en el cociente A/B. El siguiente lema muestra que, en
algunas clases laterales, podemos elegir un representante que no baja el orden.

Lema 7.40 Sean A un p-grupo finito. Entonces:
(1) Existe a € A tal que o(a) = p(A).

(2) Si B = (a) (donde a es el del apartado anterior) entonces todo elemento del cociente
A/B tiene un representante que no baja de orden. Es decir, para todo v € A/B existe
x € A tal que x+ B = yo(x) =o(y).
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Demostraciéon. El primer apartado se tiene porque el periodo de un grupo abeliano es el
minimo comun miltiplo de los ordenes de sus elementos (Ejercicio 7.23).

Para el segundo, comenzaremos eligiendo un representante cualquiera de -, y veremos que
podemos sustituirlo por otro con la propiedad requerida. Sea pues y € A tal que y + B = .
Supongamos que o(a) = p(A) = p™, o(y) = p° y o(y) = p¥. Por el parrafo anterior al lema, se
tiene k < s < m. Si k = s, tomamos x = y y hemos terminado. Supongamos pues que k < s.
Como p*(y + B) = pFy = 0, se tiene que pFy € B = (a); es decir, p*y = qa, para algiin ¢ € Z.
Dividiendo ¢ por la mayor potencia posible de p, podemos poner ¢ = rp' con med(p,r) = 1.
Entonces

pm+k—ty — pm—tpky — pm—tqa — ,r_pma -0
y, por tanto, s < m + k — t. Por otro lado,

perkftfly _ pmftflqa _ rpmfla 7& 0’
de donde se deduce que s = m+k —t. Sea ahora x =y —rp™ ®a; entonces t+ B =y+ B =,
y por tanto o(y) = p* divide a o(x). Pero ademés, p*z = pFy — rp™t*=3q = pky — rpta = 0,
de donde se deduce que o(z) = p¥ = o(v), como querfamos ver. |

Ahora podemos caracterizar los grupos abelianos finitamente generados que son indescom-
ponibles.

Proposiciéon 7.41 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo abeliano finita-
mente generado A:

(1) A es indescomponible.

(2) A es isomorfo a Z o a Zyn con p primo yn € Z+.

Demostracién. Ya hemos observado (Ejemplos 7.31) que los grupos del apartado 2 son
indescomponibles. Supongamos pues que A es indescomponible y veamos que es isomorfo a
uno de ellos.

Por el Corolario 7.32, A es libre de torsién o de torsién. En el primer caso A es isomorfo
a 7Z por el Teorema 7.26 y el Corolario 7.15. Supongamos pues que A es de torsion, por lo
que debe ser un p-grupo finito (Proposicién 7.25 y Corolario 7.38) y en consecuencia |A| = p”
para cierto n > 1. Solo falta demostrar que A es ciclico, cosa que vamos a hacer por induccién
sobre n.

El caso n = 1 lo resuelve el Teorema ?7. En el caso general, por el Lema 7.40, A contiene
un elemento a cuyo orden coincide con el periodo de A. Sean B = (a) y C = A/B. Por
la Proposicion 7.33 se tiene C = Cy & --- @ C} para ciertos C1,...,C) indescomponibles.
Por hipétesis de induccién, cada C; es ciclico. Es decir, existen z1,...,xp € A tales que
C; = (x; + B) para cada i, y por el Lema 7.40 podemos suponer que o(z;) = o(x; + B)
para cada i. Claramente A = B + (z1) + (x2) + -+ + (xr). Vamos a ver que esta suma
es directa. Sean b € B y my,...,my € Z tales que b + mizy + --- + mpxr = 0. Entonces
0=my(z1+ B)+ - +mi(xp + B) y, por tanto, cada m;(z; + B) = 0. De aqui se deduce que
m; es multiplo de o(z; + B) = o(z;) y por tanto m;z; = 0y b = 0. Como A es indescomponible
y B # 0, deducimos que A = B = (a) es ciclico. 1
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Combinando las Proposiciones 7.33 y 7.41 se obtiene:

Corolario 7.42 Todo grupo abeliano finitamente generado es suma directa de subgrupos ciclicos
(y los que sean finitos se pueden tomar de manera que su orden sea potencia de primo).

7.5 Descomposiciones primarias e invariantes

El Corolario 7.42 va a ser fundamental para clasificar los grupos abelianos finitamente generados
salvo isomorfismos. La idea es que cada clase de isomorfia de grupos abelianos finitamente
generados estard dada por una lista de niimeros que van a representar los cardinales de los
factores que aparecen en una descomposicién de cualquiera de los elementos de la clase como
suma directa de grupos ciclicos. Vamos a elegir dos tipos de listas de ntimeros: En la primera
los nimeros que admitimos son potencias de primos y 0; en la segunda los niimeros van a
ser numeros naturales arbitrarios pero con la exigencia de que cada uno de ellos divida a los
anteriores.

Definicion 7.43 Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Una descomposicién pri-
maria o indescomponible de A es una expresion de A como suma directa de subgrupos inde-
scomponibles. Como cada uno de estos sumandos es isomorfo a Z 6 a Zyn, con p primo y
n > 1, siempre podemos reordenarlos de modo que se tenga

A = (8]014) @ (8] 4A) & @ (8] Ayy)
= A1QA D - DAD
An®Ap® - @A, ®

Apt @A @ - @ Ay,

con p(A;) = 0 (es decir, A; es ciclico infinito) y p(Ai;) = p?ij para ciertos enteros primos
positivos p1 < pa < -+ < pg Yy ciertos enteros positivos aij con a1 > Qg >t > Oy, > 1
para cada i =1,... k.

Con esta terminologia, la Proposicién 7.33 se reenuncia como:
Teorema 7.44 Todo grupo abeliano finitamente generado tiene una descomposicion primaria.

Para obtener una descomposicién primaria de un grupo abeliano finitamente generado
seguimos los pasos indicados en la seccién anterior; es decir, dado un grupo abeliano finitamente
generado A:

(1) Se calcula T' = t(A) y un subgrupo libre de torsiéon L de A tal que A = T & L
(Proposicién 7.27).

(2) Se busca una base by, ..., b, de L y por tanto se tiene L = (b1) ®--- @ (b,) = Z". Esta es
la “primera fila” en la ordenacién de los sumandos que se propone en la Definicién 7.43.

(3) Se calcula t,(T") para cada divisor primo de |T'|; entonces T' = t, (1) @& --- & t,, (T)
(Proposicién 7.37).
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Para cada divisor primo p de |T'| se calcula a € t,(T") tal que o(a) coincida con el periodo
de t,(T") (Proposicién 7.40) y pasamos a estudiar ¢,(T")/(a), que tiene orden menor que
el de t,(T). Por recurrencia vamos pasando a grupos de orden cada vez més pequeio
hasta obtener un grupo ciclico. Volvemos para atrés siguiendo la demostracién de la
Proposicién 7.41 y asi obtendremos una descomposicién primaria de ¢,(7"), que ocupara
una fila en la ordenacion de los sumandos segin la Definicién 7.43.

Ejemplos 7.45 Descomposiciones primarias.

(1)

(2)

3)

Sea A = (2,1) el grupo del Ejemplo 7.28. Ya vimos que t(A) = (i) y A = (i) & (2). Como
(1) es ciclico de orden 4, hemos obtenido una descomposicién primaria de A.

Sea A =7" < Z. Vimos que t(A4) = ((—=1,0)) y A= ((—1,0)) @ ((1,1)). Como ((—1,0))
es ciclico de orden 2, la anterior es una descomposicién primaria de A.

Sea A = Zj4 x Zi2. Como este grupo es finito, no hay que dar los dos primeros pasos, y
el tercero lo habfamos dado en el Ejemplo 7.39. Claramente t3(A) = {(1,b) : b= 0,4, 8}
es ciclico de orden 3, generado por (1,4). Sin embargo t2(A) = {(a,b) : b = 0,3,6,9}
no es ciclico ya que su cardinal es 16 y su periodo 4. Un elemento de orden 4 es (1, 3).
Pongamos

B=((1,3)) = {(1,0),(1,3),(1,6),(1,9)}

y C = A/B, que tiene orden 4. Obsérvese que 22 € B para todo z € to(A). Por tanto C' =
Zo X Zs, de donde se deduce que si 'y y Co son dos subgrupos C' de orden 2 y distintos,
entonces C' = (7 @ Cs es una descomposicion primaria de C'. Uno de estos subgrupos
puede ser ((—1,3)B) (notacién multiplicativa), pero como (—1,3) no tiene orden 2 en A,
es necesario cambiarlo, como hicimos en la demostracién del Lema 7.40, por otro elemento
de la misma clase médulo B que no baje el orden, por ejemplo (—1,3)(1,3) = (—1,0) estd
en (—1,3)B y tiene orden 2. El otro subgrupo puede ser ((5,0)B), de donde se obtiene
que C' = ((—1,0)B) & ((5,0)B) vy, por tanto,

t2(A) = ((1,3)) @ ((—1,0)) & ((5,0)).
Uniendo toda la informacién obtenemos

A=((1,3) ®((=1,0) & ((5,0)) & ((1,4)) = Zy X Ly X Lz X L3.

Definicion 7.46 Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Una descomposicién invari-
ante de A es una expresion del tipo

A= @?:1‘41'7
donde cada A; es un grupo ciclico no trivial y se verifica p(4;) | p(Ai—1) para cadai =2,...,n.
Ejemplo 7.47 Demostrar que, si A = @] C; es una descomposicion invariante A y el

subindice k es tal que p(Cy) = 0 # p(Ck1), entonces el subgrupo de torsion de A es t(A) =

n .
i=k+1 C”L :
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Utilizando el Teorema 7.44 podemos obtener también:

Teorema 7.48 Todo grupo abeliano finitamente generado tiene una descomposicion invari-
ante.

Demostracién. Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Anadiendo sumandos triviales
a una descomposicién primaria suya, tenemos

A= AigAd - A
A1 ® A ® - B App®

Ap1 @A @ - - @ Agms

donde cada sumando es ciclico y se tiene p(A4;) = 0y p(4;5) = p;l”, para ciertos primos
positivos distintos p1,p2,...,pk y ciertos enteros «;; tales que, para cada 1,

11 > 12 > ... 2 A1m > 0. (71)

Los «;j que valen cero se corresponden con los sumandos triviales que hemos afiadido para
que, en cada fila de la descomposicion de A, a partir de la segunda, haya el mismo nimero de
sumandos.

Para obtener la descomposicién primaria basta con “agrupar los sumandos por columnas”,
a partir de la segunda fila. Explicitamente, para cada j =1,...,m, sea

Bj:Alj@Azj@"'@Akj.

Entonces
A=A410A4d - A, &B ®By@---@ By,

y, por el Teorema Chino de los Restos, cada Bj es ciclico de orden d; = p®ip®2i ... p*mi. Como
consecuencia de las desigualdades (7.1) se tiene que d; | dj—1 para todo j =2,...,n. 1

La demostracion del Teorema 7.48 nos dice cémo se obtiene una descomposicién invariante
a partir de una descomposicion primaria.

Ejemplos 7.49 Descomposiciones invariantes a partir de descomposiciones primartas.

(1) Supongamos dada una descomposicién primaria de A, digamos
A= (A1 D Az) © (A1 © Ao @ Az ® Aoy) @ (A31 D A32) @ (A71 @ Arz © A7),

donde A;; = (a;j) y los ordenes de los respectivos sumandos son (por este orden) 0,0,16,
4,2,2,27,3,7,7, 7. Entonces:

e By = A9y ® A3y ® A7 = (a21 + a3 + ar1) es ciclico de orden 16 - 27 - 7 = 3.024;

® By = A9y P Az9 ® Ary = <a22 + a3z + a72> es ciclico de orden 4 - 3 -7 = 84;

e Bg = Agz @ A7z = (ag3 + azs) es ciclico de orden 2- 7= 14y
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e By = Ay es ciclico de orden 2.

Entonces
A=A1 DA OB OBy ® B3 ® By =7 X7 X L3004 X Zigy X L4 X Ly
es una descomposicién invariante de A.

(2) Sea A =Z%5 x Z12. En los Ejemplos 7.45 vimos que
A=((1,3)e((=1,0)&((5,0) &((1,4)) = Zy X Zy X L3 X Z3
es una descomposicién primaria de A. Por tanto
A={(1,7)® ((—-1,0)) @ ((5,0)) = Z1a X Za X Lo
es una descomposicién invariante de A.

También es facil sacar consecuencias de la demostracion del Teorema 7.48 para obtener
descomposiciones primarias a partir de descomposiciones invariantes.

Ejemplo 7.50 Descomposiciones primarias a partir de descomposiciones invariantes.

Sea
A = (a1) @ (az) ® (a3) ® (as) = Zo.ozs X L35 X Lo

(donde el isomorfismo es componente a componente). Observando que 2.025 = 3* - 52 y
135 = 33 - 5, definimos

Bsz = (a4) = Zy.

Entonces A = Bsg1 @ B3y ® B33 ® Bs1 @ Bss es una descomposicién primaria de A.

Por supuesto, es posible descomponer un grupo abeliano finito como suma directa de sub-
grupos ciclicos sin ajustarse a ninguno de los “formatos” de las descomposiciones primarias o
invariantes. Por ejemplo, si A = Zg X Z3 X Zs entonces la descomposicién

A =((1,0,0)) & ((0,1,0)) & {(0,0,1))
no es de ninguno de esos dos tipos, aunque no es dificil obtener una descomposicion primaria
A=((2,0,0)) ®((3,0,0)) & ((0,1,0)) & ((0,0,1)) = Zs x Zy x Z3 x Lo

y una invariante

A=1{(1,0,0)) & ((0,1,1)) = Zg x Zs.

Lo importante de estas descomposiciones es que presentan buenas condiciones de unicidad.
En efecto, como vamos a ver, cualesquiera dos descomposiciones primarias de un grupo A



7.5. DESCOMPOSICIONES PRIMARIAS E INVARIANTES 129

(abeliano y finitamente generado) son “esencialmente iguales”, lo que nos permite asignarle
a un tal grupo una lista de nimeros enteros (los periodos de los sumandos que aparecen en
una de esas descomposiciones). Otro tanto podra decirse de las descomposiciones invariantes.
Ademas, estas listas de nimeros determinan salvo isomorfismos al grupo A, en el mismo sentido
en el que la dimensién determina salvo isomorfismos a un espacio vectorial de dimensién finita.
Aunque el caso que nos ocupa es mas sofisticado, en ambos somos capaces de asociar a un
objeto (grupo o espacio vectorial) una lista de nimeros (uno sélo, la dimension, en el caso
vectorial) de tal modo que dos objetos son isomorfos si y sélo si tienen la misma lista.

Definiciéon 7.51 Sean A y B dos grupos abelianos finitamente generados.

Dos descomposiciones primarias de A y B son semejantes si los sumandos que inter-
vienen son isomorfos dos a dos. Si ordenamos las descomposiciones como se ha indicado
en la Definicion 7.43, digamos

A= ()1 4;) & (B]2,A1;) & - & (B2 Apy)

’ 4 m’,
B = (8}_1B)) & (8,241 B1;) ® - © (&, Bu;),

es claro que éstas son semejantes si y sélo sin =n', k =k, cada m; = m); y p(Ai;) = p(Bij;)
para cada posible par de indices.

Dos descomposiciones invariantes A = ®] | A; y B = 6]9?;1Bi son semejantes si los suman-
dos que intervienen son isomorfos dos a dos, lo que claramente equivale a que tengan el mismo
nimero de sumandos (n = n') y las mismas listas de periodos (p(4;) = p(B;) para todo
i=1,...,n).

Es fécil ver que, si A y B tienen descomposiciones primarias (o invariantes) semejantes,
entonces A y B son isomorfos. El siguiente teorema nos dice, esencialmente, que se verifica el
reciproco:

Teorema 7.52 Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Entonces:
(1) Todas las descomposiciones primarias de A son semejantes.

(2) Todas las descomposiciones invariantes de A son semejantes.

Demostraciéon. En vista de que se puede pasar de una descomposiciéon primaria a una
invariante y viceversa, bastard con demostrar una de las dos afirmaciones. Demostraremos la
primera.

Sea

A= (D]_14;) © (8], A1) © - © (B2 Apy)

una descomposicién primaria de A con p(A4;) =0y p(4;;) = p?” para ciertos enteros primos
positivos p1 < pa < .-+ < pj y ciertos enteros positivos «;; con a1 > o > - >y, > 1
para cada i = 1,...,k. Obsérvese que @7_;A; = A/t(A), por lo que n es el rango del grupo
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libre A/t(A) y por tanto estd determinado por A (no depende de la descomposicién particular
elegida). Por otro lado, es claro que, para cada i = 1,...,k, se tiene

By Aij = 1y, (4),

por lo que estos subgrupos también estdn determinados por A. En consecuencia, podemos
limitarnos a demostrar la unicidad asumiendo que A es un p-grupo finito.
En esta situacion, dos descomposiciones primarias de A seran de la forma

A:Al@"'@An:Bl@“'@Bm,

donde cada sumando es ciclico y, si ponemos p(A;) = p™ y p(B;) = p%, se tiene a; > an >
> apy P> Py > > By, Vamos a ver, por induccién en i, que «; = ; para cada i.

Obsérvese que p* = p(A) = PP, lo que resuelve el caso i = 1. Supongamos pues que
aj = B para cada j = 1,...,7 — 1, y veamos que o; = [3;. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que o; < f3;.

Observemos lo siguiente: Sea C' un grupo ciclico de orden p” y sea s € N. Se tiene p°C = 0
si y sblo si s > r. Por otra parte, si s < r, entonces p°C es ciclico de orden p"~*® por la
Proposicion ??. En consecuencia, si ponemos g = p™i, se tiene

gA = qA1 & D gAi
= (qB1®--®qBi—1) ®(¢Bi ©--- © qBm).

Como qA1 ®--- ®qA;—1y ¢B1 @ --- ® ¢B;_1 tienen el mismo cardinal, deducimos que ¢B; ©
-+ @ qB,, = 0. En particular 0 = ¢B; = p“B;, de modo que «; > 5;, y por tanto a; = ;,
como queriamos ver. |

Definicion 7.53 Sea A un grupo abeliano finitamente generado. Sea
A= @?:1141' (7'2)

una descomposicion primaria ordenada como en la Definicion 7.43. Entonces la lista (p(A1), ..., p(4y))
(que no depende de la descomposicion primaria elegida, por el Teorema 7.52) se conoce como
la lista de los divisores elementales de A.

Andlogamente, si (7.2) es una descomposicion invariante, entonces la lista (p(A1), ..., p(Ap))
(que tampoco depende de la descomposicion invariante elegida) se conoce como la lista de los
factores invariantes de A.

En ambas listas, cada sumando ciclico infinito aporta un 0 al principio de la lista. A
menudo se simplifica la notacion escribiendo (m;p(Am+1),-..,p(Ayn)), donde m es el nimero
de ceros en la lista original.

Ejemplos 7.54 Listas de divisores elementales y factores invariantes.

(1) Si A es el grupo del primer apartado de los Ejemplos 7.49, la lista de sus divisores ele-
mentales es (2;16,4,2,2,27,3,7,7,7), y la de sus factores invariantes es (2;3.024, 84, 14).
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(2) Para el grupo Z* « Z, las listas de divisores elementales y de factores invariantes coinci-
den, y son (0,2). jPara qué tipo de grupos coinciden ambas listas?

(3) Los divisores elementales de Zj, o< Zj2 son (4,2,2,3), y sus factores invariantes son
(12,2,2).

Todo lo visto en esta seccién se resume en el siguiente Teorema:

Teorema 7.55 (Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitamente Generados)

(1) Todo grupo abeliano finitamente generado tiene una descomposicion primaria y una de-
scomposicion invariante.

(2) Las siguientes condiciones son equivalentes para dos grupos abelianos:

(a) Son isomorfos.

(b) Tienen descomposiciones primarias semejantes.
(¢) Tienen descomposiciones invariantes semejantes.
(d) Tienen la misma lista de divisores elementales.

(e) Tienen la misma lista de factores invariantes.

Ejemplo 7.56

(1) Demostrar que, si n € Z*t es libre de cuadrados, entonces todo grupo abeliano finito de
orden n es ciclico (y por tanto isomorfo a Z,).

(2) Sip es un primo positivo, demostrar que, salvo isomorfismos, los inicos grupos abelianos
de orden p* son Ly y Ly X Ly. Ademds se puede borrar “abelianos”.

(8) Describir, salvo isomorfismos, todos los grupos abelianos de drdenes 8, 12, 16, 20 y 24.

Ejemplo 7.57 Demostrar el reciproco del Teorema de Lagrange para grupos abelianos finitos.

Es decir, demostrar que un grupo abeliano de orden n tiene un subgrupo de orden m para cada
divisor m de n.

Ejemplos 7.58 Algunas decomposiciones invariantes y primarias.

(1) Los grupos multiplicativos Zf, Z3, y Z], tienen 4 elementos (pues ¢(5) = ¢(10) = ¢(12) =
4). Los dos primeros son ciclicos (busca un generador), y por tanto isomorfos entre si.
El tercero no es ciclico (tiene periodo 2), y por el ejercicio anterior debe ser isomorfo a
Zs X Zy (da un isomorfismo explicito).

(2) Los grupos multiplicativos Z75, Z34, Z%,, Z5, y L3, tienen 8 elementos, por lo que han de
ser isomorfos a uno de estos tres: Zg, Zy X Zo 6 Zo X Zo X Zs. Considerando los 6rdenes
de los elementos se deduce que ninguno es ciclico, que Z35, es isomorfo a Zg X Zg X Za y
que los otros cuatro son isomorfos a Z4 X Zs.
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(3) Vamos a calcular todos los grupos abelianos de orden 420 salvo isomorfismos y sus de-
scomposiciones invariantes y primarias. Como 420 = 22 -3 -5 -7, las posibles listas de
divisores elementales son (4,3,5,7) 6 (2,2,3,5,7). Por tanto, salvo isomorfismos, los
grupos abelianos de orden 420 son

A:Z4X23XZ5XZ7 y B =79 X 7o X Ly X L5 X L.
Estas son sus descomposiciones primarias. Sus descomposiciones invariantes serdn

A=2Z420 y B=Zao x ZLa.

Por el Teorema de Estructura 7.55, todo grupo abeliano finitamente generado es suma
directa de ciclicos. Esto no es cierto para grupos abelianos en general, considérese Q; ni
siquiera para grupos abelianos de torsion, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.59 Un grupo abeliano de torsion que no es suma directa de grupos ciclicos.

Sea p un numero primo. El conjunto X, de los ntimeros racionales de la forma %, donde
m € Z y n es un entero no negativo, es un subgrupo de Q. Ademds Z es un subgrupo de
Xp. Se define Zy~ = X, /Z. Para cada entero no negativo n, sea A, el subgrupo de Zp~
generado por a, = p% + Z. Como a,, tiene orden p", entonces A,, es isomorfo a Zy». Ademaés
0=AyC A CAyC - yUneNAn:Zpoo.

Vamos a ver que todo subgrupo propio H de Zp~ es igual a A, para algin n € N. El
conjunto de los nuimeros naturales n tales que a, € H estd acotado (;por qué?). Sea n el
maximo de dicho conjunto. Entonces A, C H. Si 1% + 7 € H, con med(m,p) = 1, entonces
existen x,y € Z tales que xm + yp' = 1. Luego a; = %+Z:x%+y+Z:x(%+Z) €H,y
por tanto t < n, de donde se concluye que % +7Z = mp"ta, € A,. Deducimos que H = A,,,
como queriamos.

La conclusién final es que Zp~ es indescomponible y, como no es ciclico, tampoco es suma

directa de grupos ciclicos.

7.6 Presentaciones por generadores y relaciones

Sea L un grupo abeliano libre con base {a1,...,a,} y sea S un subgrupo de L. Sabemos que
S ha de estar generado por un conjunto finito {ri,...,r,} de elementos de L; es decir, cada
r; serd una combinacién lineal con coeficientes enteros de los a;, digamos

ri = kinar + - + kinanp (kij € Z).

Consideremos ahora el grupo cociente L/S. Abusando de la notacién, escribiremos a; = a;+S.
Entonces {ay,...,a,} es un conjunto generador de L/S, y para cada i = 1,...,m se tiene

kiiar + -+ kina, =0 (en L/S).

Estas igualdades se llaman “relaciones” entre los generadores ay,...,a, del grupo L/S. Es
decir, los a; son generadores “libres” (linealmente independientes, sin relaciones no triviales)
cuando los vemos en L, pero satisfacen ciertas relaciones en el cociente L/S.
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Por la Proposicién 7.16, todo grupo abeliano finitamente generado A es isomorfo a uno de
la forma recién descrita, y de hecho es usual encontrar grupos abelianos dados de esa manera.
Dados L y S en la situacién anterior y tales que A = L/S, escribiremos

A= (a1, ....,an |71, -, "m),

y diremos que ésta es una presentacion de A por generadores y relaciones.
Un resultado basico para el manejo de las presentaciones por generadores y relaciones es el
siguiente:

Ejemplo 7.60 Sea A un grupo abeliano que es suma directa de subgrupos: A = A1 & --- @

A,. Para cada i = 1,...,n, sea B; un subgrupo de A;. FEntonces la familia By, ..., By, es
independiente y, si B= B1 ®---® B, se verifica
A A Ay

— Y X e X —
B B B,

donde, si algun B; coincide con A;, el correspondiente factor es trivial y se puede eliminar del

producto. (Indicacion: Usar el Primer Teorema de Isomorfia.)

Como consecuencia, las presentaciones en las que cada relacién es un multiplo entero de
un generador nos permiten ver al grupo en cuestién como suma directa de ciclicos de modo
inmediato. Explicitamente, el hecho de que A tenga una presentacién del tipo

A= <a1,...,a7«|d1a1,...,d5a3>
(con s < ry cada d; € Z") equivale a decir que
A=Zg X XLg, XL X -+ XL,

con r — s factores iguales a Z, y podemos eliminar los factores con d; = 1. Por ejemplo, las
siguientes son varias expresiones por generadores y relaciones de grupos abelianos finitamente
generados:

7" = (a1, ...,an), Ly, = (a | na), L@ Ly ® Zs = (a,b,c|2b,3c).

Un grupo puede tener diversas presentaciones. Por ejemplo, Z = (a) = (a,b | b) o, utilizando
el Teorema Chino de los Restos, Zy @ Zs = (a,b | 2a,3b) = (c | 6¢). En esta seccién veremos
cémo conseguir, a partir de una presentacion por generadores y relaciones de un grupo abeliano
finitamente generado A, otras presentaciones més manejables, con el objetivo ultimo de obtener
una presentacion del tipo (ai,...,a, | diai,...,dsas) con dy | da | --- | ds, lo que nos daré la
descomposicién invariante de A.

La segunda herramienta béasica para la manipulacién de las presentaciones es:

Ejemplo 7.61 Sean ay,as,...,a, elementos de un grupo abeliano A. Si, o bien a| = a1 +tas,
donde t € Z, o bien a} = —a1, entonces:

(1) (a1,az,...,a,) = {d},az,... ap).
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(2) El conjunto {a1,as,...,an} es linealmente independiente siy sdlo silo es {a},as,... ,an}.

En otras palabras, si en un conjunto sumamos a un elemento un multiplo entero de otro,
o si cambiamos de signo un elemento, no cambian ni el subgrupo generado ni la dependencia
o independencia lineal. Aplicando reiteradamente el Ejercicio 7.61, vemos que la afirmacion
sigue valiendo si sumamos a un elemento una combinacién lineal (con coeficientes enteros) del
resto de elementos.

Veamos con un ejemplo cémo pueden usarse estos resultados para simplificar las presenta-
ciones:

Ejemplo 7.62 Simplificacion de una presentacion por generadores y relaciones.

Sea A = (a,b,c|2a+b+6¢c, 2a+2b+ 2c). Esto significa que A = L/S, donde {a, b, c} es base
de Ly S = (2a+ b+ 6¢,2a + 2b+ 2¢). Si hacemos V' = 2a + b + 6¢, entonces {a,b’, c} sigue
siendo base de L y se tiene 2a 4+ 2b + 2¢ = —2a + 2V’ — 10c¢, luego S = (V', —2a + 20’ — 10c¢);
restando al segundo generador el doble del primero, y cambiando luego el signo del resultado,
obtenemos S = (V,2a + 10¢). Por tanto, A = (V/,a,c |V, 2a + 10¢). Podemos simplificar més,
haciendo a’ = a + 5¢. Entonces {V/,d/,c} sigue siendo base de L y ademds S = (V,2d), de
modo que A = (V/,d/,c|V,2d") = (d/, | 2d'). Por tanto A = Zy x Z.

En lo que sigue vemos cémo las ideas usadas en el Ejemplo 7.62 son suficientes para simpli-
ficar cualquier presentacion. Lo primero que haremos serd adoptar una notaciéon matricial para
las presentaciones que las hace mas manejables. Supongamos que partimos de una expresion
de un grupo por generadores y relaciones A = (ay,...,a, | r1,...,7m), donde las relaciones
vienen dadas por las combinaciones lineales

ri = kiiar + - - - + kinan (k‘ij € Z). (73)

Representamos este conjunto de relaciones por una matriz K = (k;;). Reciprocamente, a
cada matriz K de numeros enteros con m filas y n columnas, le asociaremos el grupo cuya
presentacién por generadores y relaciones es (ay,...,an | r1,...,7m), donde cada r; viene dado
por la igualdad (7.3). En particular, una matriz m x n de la forma

d -~ 0 0 -+ 0
o (7.4)
0 -+ dy 0 -+ 0

se corresponde con el grupo abeliano A = Zg, X -+ X Zg, X Z X --- X Z, con n — m factores

iguales a Z.
Comenzaremos notando que ciertas transformaciones en una matriz no alteran el grupo
que define, y después veremos como combinar esas transformaciones para alcanzar una matriz

del tipo (7.4).

Lema 7.63 Si K es una matriz de nimeros enteros y K' es una matriz obtenida a partir de
K mediante una de las operaciones que siguen, entonces los grupos asociados a K y K' son
isomorfos.
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FO: Eliminar una fila formada por ceros.
F1: Reordenar las filas.
F2: Cambiar el signo a todos los elementos de una fila.

F3: Sumar a una fila un maltiplo entero de otra.

(Si a la fila i-ésima le sumamos la j-ésima multiplicada por t, escribiremos F; 4+ tFj).
C1: Reordenar las columnas.
C2: Cambiar el signo a todos los elementos de una columna.

C38: Sumar a una columna un miltiplo entero de otra.

(Si a la columna i-ésima le sumamos la j-ésima multiplicada port, escribiremos C;+tC} ).

Demostracién. Con la notacién L/S que venimos usando, las operaciones en las filas se
traducen en manipulaciones de los generadores de S (o sea, de las relaciones en L/S) que no
afectan al subgrupo: quitar un generador nulo, reordenar los generadores, sustituir uno por su
opuesto, o sumarle a uno un multiplo de otro.

Vemos ahora que la operaciéon C3 no afecta a L ni a S, y dejamos que el lector analice por
qué son también admisibles las operaciones de los tipos C1 y C2. Supongamos, para simplificar,

que la operacion es Cy +tCs. Si{ai,...,a,} esla base de L y ponemos a, = ag —ta, entonces
{a1,a5,...,a,} también es base de L. Si la matriz de partida es (k;;) entonces el generador 7;
es

ri = kiar + kigag + kigag + -+ - + kinay,

= kjap + kig(aé + tal) + kizaz + - - + kinan
= (ki1 + thi2)ar + kioaly + kisaz + - - - + kinan,

por lo que la matriz obtenida al aplicar C3 representa a los mismos generadores de .S, aunque
expresados en una base distinta. En conclusién, la operacién C3 no supone ningiin cambio en
LnienS. |

A continuacién describimos un método para pasar, mediante operaciones de los tipos an-
teriores, de una matriz cualquiera con coeficientes enteros a una matriz del tipo (7.4) en la
que dy | dg | -+- | dp,. Cada vez que hablemos de “la matriz K” nos estaremos refiriendo a la
dltima matriz obtenida a partir de la inicial mediante las operaciones que se hayan descrito.

Comencemos notando el siguiente hecho: Sea a una entrada no nula de K con el menor
valor absoluto (podemos suponer que a > 0, cambiando si hace falta el signo de su fila), y
supongamos que a no divide a todas las entradas de K. Entonces podemos transformar K hasta
hacer aparecer una entrada r con 0 < r < a. Para ello, comenzamos haciendo operaciones F1
y C1 para poner a en la entrada (1, 1); este paso lo damos sélo por comodidad en la notacion.
Supongamos que a no divide a cierta entrada de la primera fila, digamos ky; (con j # 1).
Dividiendo con resto, encontramos ¢q,r € Z con 0 < r < a y ki; = aq + r. Entonces la
operacién Cj — ¢C} nos da una matriz con r en la entrada (1, ), como querfamos. Si a no
divide a una entrada de la primera columna procedemos de modo anélogo, operando esta vez
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por filas. Podemos pues suponer que a divide a todas las entradas de la primera fila y a todas
las de la primera columna, pero no divide a cierto k;; con i,j # 1. Por hipdtesis, existen
enteros b y c tales que ki; = ba y ki1 = ca. Haciendo primero la operaciéon F; — cF; (para
poner un 0 en la entrada (i,1)) y después la operacién F; — F;, obtenemos una matriz con a
en la entrada (1,1) y ba + bca — kj; en la entrada (1,7). Como a no divide a esta entrada de
la primera fila, procedemos como al principio de este parrafo para obtener una entrada r con
0<r<a.

Como el valor absoluto no puede bajar indefinidamente, repitiendo el proceso anterior
llegara un momento en el que K tendra una entrada a > 0 que dividira al resto de entradas de
K, y podemos llevar a hasta el lugar (1,1). Ponemos entonces ceros en el resto de los lugares
(7,1) de la primera columna: Tomamos ¢q € Z tal que k;; = ga y hacemos la operacién F; —qF].
Hecho esto, podemos cambiar todas las entradas de la primera fila, excepto la (1,1), por ceros
(ipor qué?).

Hemos llegado pues a una matriz de la forma

0 b2 -+ bop
0 me T bmn

en la que a es positivo y divide a cada b;;. A partir de ahora no haremos operaciones con
la primera fila ni con la primera columna, por lo que ni a ni los ceros de esos lugares van a
variar. De hecho, podemos eliminar esa fila y esa columna de la matriz y “apuntar” el valor de
a (incluso olvidarlo, si a = 1). Ademds, las operaciones que podemos hacer no van a cambiar
el hecho de que todas las entradas que se obtengan sean multiplos de a (jpor qué?). Pues bien,
procediendo con la submatriz (b;;) como se acaba de describir, podremos llegar a una matriz
del tipo

a 0 0 - 0
obv 0 - 0
0 0 c33 -+ c3n
0 0 cm3 + Cmm

en la que a divide a b y b divide a los ¢;;. Continuando de este modo, y eliminando las filas de
ceros que puedan aparecer, conseguiremos la matriz que buscamos. Por supuesto, el proceso
se puede simplificar por procedimientos heuristicos.

Ejemplos 7.64 Transformaciones en la matriz de generadores y relaciones.

(1) Sea A el grupo abeliano con generadores a, b, ¢, d, e, f y relaciones:

4a + 13b + 3¢ + f =0
5a¢ — T + 6¢ + — f =0
3a + 3b + 3d + =0
3a + 6b + e =0
a + 7b + f =0
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La matriz asociada a dicho grupo es

4 13 0 0 3 1
5 =7 6 0 0 -1
3 3030 O
3 6 003 O
1 7000 1

En este ejemplo veremos que no es necesario seguir estrictamente los pasos descritos
anteriormente. Por ejemplo, el papel que antes ha representado la entrada de arriba a la
izquierda lo asumira ahora la entrada de abajo a la derecha. Observamos que la primera
fila es combinacién lineal de las dos udltimas. Luego, restando a la primera la suma de
las dos ultimas (lo que representaremos por F) — Fy — F5) obtenemos:

— W W oo
N O WO
o O O o O
OO W oo
S w o oo
_ o O = O

Eliminando la primera fila, y haciendo sucesivamente F; + Fj (con la nueva numeracién),
C1 — Cg y Cy — 7C%, obtenemos

—_ W w o
~N O w o
S OO
o O w o
o W o o
o O O
S W wWw o
o oW o
S O O
o O w o
o w o o
— o O O

Podemos eliminar la tltima fila y dltima columna, y haciendo entonces (con la nueva
numeracién) C; — C3 — Cy — C5 y Cy — Cy — 2C5, obtenemos por fin la matriz

0 0
0 0
0 0

o OO

0
3
0

w o O

de la que se deduce que A 2 Z x Z X Zg X Z3 X Z3 es la descomposicién invariante de A.
A partir de ésta podemos obtener la descomposicién indescomponible Z X Z X Zgy X Z3 X
Zg X Z3.

Sea A un grupo abeliano con matriz de generadores y relaciones dada por

0 12 24 0
4 10 12 6
4 8 0 4

Es claro que, por mas que operemos, las entradas van a ser siempre pares. Por otra parte,
no es dificil conseguir que una sea 2, por ejemplo, haciendo Fy — F3 (escriba el lector las
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matrices que se van obteniendo). De los dos “2” que aparecen, el mas comodo es de la
dltima columna. Podemos poner ceros en el resto de esa columna haciendo F3 — 2F5,
siguiendo el método descrito, pero es més facil hacer Cy — Cy. Ahora podemos poner
ceros en la segunda fila, haciendo Cy — Cy y C3 — 6C4. Pasando entonces la primera fila
al dltimo lugar, vy pasando después la ultima columna al primer lugar, habremos puesto
el 2 en la entrada (1,1). Haciendo entonces, sucesivamente, C3 — 2Cy y Cy — 2C3, se
obtiene por fin

0
0

S O N

0
4
0

o O O

1

[\)

porloqueA%ngZ4><Z12><Z.

Sea f : A — B un isomorfismo entre dos grupos abelianos. Demostrar (hasta aburrirse)
que:

(a) La familia {4;};c; de subgrupos de A es independiente si y sélo si la familia
{f(A;) }ier de subgrupos de B es independiente.

(b) Un subgrupo C' de A es un sumando directo de A si y sélo si el subgrupo f(C) es
un sumando directo de B.

(c) A es indescomponible si y sélo si B es indescomponible.

(d) La familia {a;},c; de elementos de A es linealmente independiente si y sélo si la
familia {f(a;)}ier de elementos de B es linealmente independiente.

e) A es libre si y sélo si B es libre.

(e)
(f)
(g) A es de torsion siy sélo si B es de torsion.
(h)

f) Si T es el subgrupo de torsién de A entonces f(7T') es el subgrupo de torsién de B.

A es libre de torsién si y sélo si B es libre de torsién.

Sea A un grupo abeliano libre de rango n. Decidir sobre la verdad o falsedad de las
siguientes afirmaciones:

(a) Todo subconjunto linealmente independiente de A tiene a lo sumo n elementos.

(b) Todo subconjunto generador de A tiene al menos n elementos.

(c) Todo subconjunto linealmente independiente de A con n elementos es una base de

A.

(d) Todo subconjunto generador de A con n elementos es una base de A.

Sean L, M, N grupos abelianos finitamente generados con L ® N = M & N. Demostrar
que L = M.

Determinar el subgrupo de torsién de los siguientes grupos aditivos: Z, Z,, Z® Z,,, Q/Z,
R/Z.

Determinar el subgrupo de torsién del grupo de las unidades de los anillos Z, R, C, Z][i]

y Z[V2].
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(6) Sea P un polinomio moénico de Z[X] de grado n. Demostrar que el grupo aditivo de
Z[X]/(P) es libre de rango n. ;Puede fallar el resultado si P no es ménico?

(7) Probar que si A es un grupo abeliano libre y n € N, entonces A tiene un subgrupo de
indice n.

(8) Encontrar un subgrupo B de A = Zj4 tal que A/B = Zg X Zs.

(9) Sea A el subconjunto de Z x Z formado por las parejas de nimeros enteros (a,b) tales
que a = b mod 10. Demostrar que A es un subgrupo de Z x Z y determinar una base de

A.

(10) Para un grupo abeliano arbitrario A, demostrar que la familia {¢,(A)}, donde p recorre
el conjunto de todos los enteros primos positivos, es independiente, y que su suma directa
es t(A).

(11) Demostrar que t,(Q/Z) es el subgrupo Zp~ del Ejemplo 7.59, y que Q/Z = @®pZp~,
donde p recorre el conjunto de todos los enteros primos positivos.

(12) Demostrar que el grupo aditivo (A4,+) de un anillo A es de torsién precisamente si la
caracteristica de A es diferente de 0. Si A es un dominio, demostrar que las condiciones
son equivalentes a que (A, +) no sea libre de torsién. El anillo Z[X]/(2X) muestra que,
en la segunda parte, la hipétesis de que A sea un dominio no es superflua, jpor qué?

(13) Encontrar bases para los siguientes subgrupos de grupos abelianos libres:

(a) (3a,4b,6a + 2b), siendo a,b generadores de un grupo abeliano libre de rango 2.

(b) (x+2y+4z,32+6y+12z, —12x — 24y — 48z, —2x+y+72), siendo x, y, z generadores
de un grupo libre de rango 3.

(14) Demostrar que el grupo aditivo de los nimeros racionales es indescomponible.

(15) Calcular las descomposiciones primaria e invariante de los siguientes grupos abelianos:
(a) Zao ® Zao ® Z1os
(b) Zs,.

)
)
(c) (a,b]3a+6b=9a+ 24b = 0).
(d) {(a,b,c|2a+b=3a+c=0).
(e) {(a,b,c| —4a+2b+ 6¢c = —6a + 2b+ 6¢ = Ta + 4b + 15¢ = 0).
(f) (a,b,c|la+2b+4c=3a+6b+12c=—-2a+b+T7c=0).

(16) Clasificar el grupo abeliano presentado por los generadores y relaciones dados:
(a) Generadores a,b, ¢ y relaciones

7a 4+ 8 + 9¢ = 0
4a + Hb + 6¢c =
a + 2b + 3¢ = 0

o
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(b) Generadores a, b, ¢, d, e y relaciones

a — T — 2lc + 14d = 0
5 — T — 2¢ 4+ 10d — 15 = 0
3a¢. — 3b — 2¢ + 6d — 9 = 0

a — b 4+ 2d — 3e = 0

(17) Encontrar todos los grupos abelianos, salvo isomorfismos, de 6rdenes 30, 60, 72, 90,
180, 360, 720 y 1830, calculando para cada uno de ellos las descomposiciones primaria e
invariante.

(18) Determinar salvo isomorfismos todos los grupos abelianos de orden < 30 y dar la lista
de sus divisores elementales y factores invariantes.

(19) Demostrar que la lista de factores invariantes de Z,,®Z,, es (nm) 6 (mcm(n, m), med(n, m)).

(20) Demostrar que si A es un p-grupo abeliano que es la suma directa de n grupos ciclicos
no nulos, entonces la ecuacién pzr = 0 tiene exactamente p™ soluciones.

(21) Sea G un p-grupo abeliano finito en el que la ecuacién pz = 0 tiene a lo sumo p soluciones.
Demostrar que G es ciclico. Demostrar que también es ciclico un grupo abeliano finito
(no necesariamente un p-grupo) en el que la ecuacién px = 0 tenga a lo sumo p soluciones
para todo primo p.

(22) Resolver el Problema 32 del Capitulo 4 usando los resultados de este capitulo.

(23) Del Ejercicio 7.57 se deduce que, si G es un grupo abeliano finito y p es un divisor primo
de |G|, entonces G contiene un elemento de orden p. Demostrar que este resultado sigue
siendo valido si G no es abeliano. Este es el Teorema de Cauchy que demostraremos en
el capitulo siguiente con otros métodos. (Indicacién: Usar el Ejercicio 7.57, la Ecuacién
de Clases e induccién en |G|.)

(24) Sea p primo. Demostrar que si G es un grupo abeliano finito en el que todo elemento no
nulo tiene orden p, entonces G = Z; para algin n.

(25) Demostrar que todo grupo abeliano finito no ciclico contiene un subgrupo isomorfo a
Ly, X Ly, para algin primo p.

(26) Sea B un subgrupo de un grupo abeliano finito A. Demostrar que A contiene un subgrupo
isomorfo a A/B. }Es cierto el resultado si A es infinito?

(27) Sea A un grupo abeliano finito y sea a un elemento de A orden méximo. Demostrar que
(a) es un sumando directo de A.

(28) Se pide:

(a) Encontrar un nimero natural n tal que existan exactamente 5 grupos abelianos de
orden n salvo isomorfismos.
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(b) [*] Encontrar todos los niimeros naturales n tales que, salvo isomorfismos, existen
exactamente 6 grupos abelianos de orden n.

(c) [*] Demostrar que para ningin numero natural n hay exactamente 13 grupos
abelianos de orden n salvo isomorfismos.

(29) [*] Un subgrupo propio H de un grupo G que no esté contenido en ningiin otro subgrupo
propio de G se dice que es mazimal (en G). Para un grupo abeliano finito A, demostrar:

(a) Los subgrupos maximales son precisamente los de indice primo.

(b) A tiene exactamente 2 subgrupos maximales si y sélo si A es ciclico y |A| tiene
exactamente dos divisores primos.

(30) Sea G el grupo abeliano definido por los generadores g1, . . . , g, y las relaciones Z?:l aijg;i =
0(i=1,...,n), con a;; € Z. Demostrar que G es finito precisamente si el determinante
de la matriz (a;j) es diferente de 0 y que, en tal caso, el orden de G coincide con el valor
absoluto de dicho determinante.
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