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Introduccion

En esta memoria estudiamos el Teorema de la Acotacion Uniforme de Banach y Stein-
haus, que nos permite deducir la equicontinuidad de una familia de funcionales lineales y
continuos si ésta estd puntualmente acotada. Hemos estudiado la evolucion del Teorema
con los afios. Damos distintas demostraciones y algunas notables aplicaciones que ponen
de manifiesto el enorme potencial e importancia de este resultado. Concluimos la memo-
ria recogiendo resultados de un profundo trabajo de investigacion, [16], donde se analizan
entre otras cosas posibles mejoras del teorema de Banach-Mackey, intimamente relacio-
nado con el Teorema de la Acotaciéon Uniforme. Algunos de los resultados presentados
contienen pequefias aportaciones originales.

El Teorema de Acotacion Uniforme fue publicado por primera vez utilizando la técni-
ca del Sliding-Hump creada por Lebesgue, aunque mas adelante, en una de las famosas
reuniones en el Café Escocés se demostré con la ayuda del teorema de Baire, de una

manera mas elegante: estas distintas demostraciones estdn recogidas en la memoria.
Esta memoria esta dividida en cuatro capitulos.

El Capitulo 1 se dedica a unas breves resefias historicas de Banach e Steinhaus. Nos
ha parecido importante ubicar a los autores del Teorema de la Acotacién Uniforme en su
contexto historico. A la vez, hemos incluido un epigrafe dedicado al Scotish Book, origi-
nado por Banach, donde hemos recogido algunos de los problemas alli contemplados que
marcaron el desarrollo del Andlisis Funcional durante la segunda mitad del siglo XX: en
particular recogemos los problemas concernientes al Teorema del Punto Fijo de Schauder,
Teoria de la Aproximacion y los problemas del Hiperplano y Subespacio Homogéneo de

Banach cuya resolucion vali6é a Gowers la medalla Fields en 1998.

En el Capitulo 2 recogemos distintas demostraciones del Teorema de la Acotacion

Uniforme. Nuestra idea aqui es ir de los casos particulares a los casos mas generales,
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explorando a la vez todas las técnicas que han sido utilizadas para demostrar el resultado.
Empezamos con una demostracion del Teorema de la Acotacién Uniforme en espacios
de Hilbert donde, junto a la completitud del Hilbert, utilizamos propiedades elementales
del producto escalar: no se necesita en este caso el Teorema de Baire. El Teorema de
Baire es utilizado para demostrar el Teorema de la Acotacién Uniforme entre espacios
de Banach y el método del sliding hump se utiliza para la demostracion en el caso de
espacios de Fréchet. Acabamos el capitulo estudiando la nocién de espacio tonelado que
permite demostrar las versiones mas generales del Teorema de la Acotaciéon Uniforme: se
demuestra que la clase de espacios localmente convexos tonelados estd caracterizada por
la propiedad de que en ellos se satisface el Teorema de la Acotacién uniforme (tomados

como espacios de partida).

El Capitulo 3 se dedica a diversas aplicaciones cldsicas: (a) Teorema de la Base dé-
bil; (b) estudio de aplicaciones bilineales separadamente y conjuntamente continuas; (c)
estudio de funciones holomorfas vectoriales; (d) métodos de sumabilidad; (e) existencia
de funciones continuas 27-periddicas cuya serie de Fourier es puntualmente divergente;
(f) convergencia de sucesiones de operadores polindmicos trigonométricos definidos en
espacios de funciones continuas; (g) estudio del teorema de Grafica cerrada para espa-
cios tonelados. Destacamos que en el estudio que hacemos de la relacion entre espacios
tonelados y el Teorema de la Gréfica Cerrada hemos generalizado técnicas de [24] que
nos han permitido dar un punto de vista original cuando estudiamos espacios metrizables
tonelados. También nos ocupamos de separar las distintas clases de espacios en los que
se satisface el Teorema de la Acotacion uniforme, por ejemplo los espacios de Banach y
espacios normados tonelados: al hacer esto comentamos algunas posibles aplicaciones de

estos resultados al campo de la integracién vectorial.

En el Capitulo 4 hemos estudiado en profundidad el articulo de investigacién [16].
La cuestion que estudiamos es la siguiente. El Teorema de la Acotaciéon Uniforme entre
espacios de Banach se utiliza para demostrar la siguiente equivalencia (que en el contexto

general de espacios localmente convexos se conoce como Teorema de Banach-Mackey):

Teorema A.- Un subconjunto A de un espacio normado X estd acotado en norma si solo

si x*(A) estd acotado para todo x* € Bxs.

Lo que hacemos en este capitulo, siguiendo a [16], es estudiar condiciones que asegu-

ran que se puede obtener la equivalencia anterior bajo la hipétesis mas débil de que x*(A)



estd acotado pero sé6lo para los puntos extremales x* de la bola unidad By+. Para esto
usamos el Teorema de Krein-Milman, el Teorema de inversion de Milman, el Teorema
de Rainwater y el Principo de selecion de Bessaga-Pelczynski, llegando a demostrar la
caracterizacion de Fonf de los espacios de Banach que no contienen a cq en términos que
el conjunto de puntos extremales de su bola dual tiene que ser pequeiio. Esto nos permite
demostrar que en el Teorema A de arriba se puede reemplazar Bx+ por el conjunto de

puntos extremales ExtBx+ cuando X 5 cg.

La terminologia y notacién que utilizamos es estandar y es la empleada en la inmensa
mayoria de los libros de Andlisis Funcional y topologia como [11, 29] y [28, 15]. Cuando
es necesario fijamos la notacion empleada y algunas definiciones.

Dadas las exigencias que me ha supuesto el desarrollo este trabajo, he tenido que
repasar y estudiar muchos conceptos generales y teoremas de Anélisis Funcional, algunos
de los cuales he recogido en el glosario al final. Los términos que estdn en el glosario
aparecen la primera vez en el texto resaltados en itdlica y en negrita, ejemplo Espacios de
Hilbert.

P ARA finalizar quisiera agradecer todo el apoyo y amor que me ha dado Mdnica, su

paciencia, sus silencios y sobre todo su ilusién para que trabaje. A Claudia por darme
todos los dias una pequeriita alegria. A Carlos Angosto que me ha ayudado a depurar una
parte de esta memoria. A Bernado Cascales por animarme, guiarme y apoyarme en este

mi primer trabajo.

A mi madre.

José Jesus Rosell Escolar
Murcia, 19 de Septiembre de 2007.
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por Banach en su libro [Théorie des dperations linéaires] que han

dado lugar al desarrollo de algunas de las teorias mds importantes en

& Andlisis Funcional. J

RESENTAMOS en este trabajo el teorema de la acotacién uniforme, un teorema que

fue probado por primera vez por Helly para sucesiones de funcionales lineales y
continuos en Cla,b] en su obra de 1912 Uber linearer Funktionaloperatioen. La
primera version mds general fue presentada en 1922 por Banach en Sur les operations
dans les ensembles abstraits et leur application aux equations integrales ,por Hanh en
Uber Folgen linearer Operationen y por Hildebrandt en On uniform limitedness of sets
of funtional operations. La version, quizds mds elegante, de este teorema fue publicada
por Banach y Steinhaus en 1927, en Sur le principe de condensation de la singularities
usando el teorema de la categoria de Baire en vez de la técnica de sliding hump, prueba
sugerida por Saks mientras leia una version preliminar del teorema. Durante un tiempo,

al teorema se le llamo teorema de Banach-Steinhaus.
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Comenzamos con las biografias de Banach y Steinhaus. Junto a este teorema publica-
ron muchos otros trabajos que dieron lugar al nacimiento de lo que hoy conocemos como
Andlisis Funcional. En este camino no estuvieron solos, formaron un grupo de matemaéti-
cos que se reunian en el café escocés para hablar, proponer, solucionar y premiar distintos
problemas matematicos, algunos de los cuales no se han resuelto, y que se escribieron
en el llamado Scotish Book. Terminaremos el capitulo seleccionando algunos de estos
problemas y del libro de Banach Théorie des operations linéaires.

Nuestras referencias bdsicas para este capitulo son [1, 32, 33].

1.1. Stefan Banach

TEFAN Banach naci6é en Kracovia, Polonia, el 30 de marzo

de 1892 y muri6 en Ledpidas, Ucrania, el 31 de agosto de

1945. El padre de Banach fue Stefan Greczek, funcionario

de hacienda. Banach es el apellido de la madre, de la cual sélo
se sabe que se llamaba Katarzyna Banach desconociéndose mas
sobre ella. En sus primeros afios de estudiante, Banach tomé con-

tacto con las matematicas y las ciencias, consiguiendo sus mejores

notas.
Algunos compaiieros destacaban de Banach:

“Banach fue un alumno amable de trato cordial con sus comparieros, que
estaba interesado en las matemdticas. Cuando hablaba de matemdticas, lo
hacia muy rdpido, tan rdpido como pensaba. Wilkosz era parecido, no ha-
biendo problema matemdtico que no pudieran resolver entre los dos, aunque

Wilkosz estaba interesado ademds en problemas de fisica”

Al finalizar la secundaria Banach consigui6 notas excelentes lo que le vali6 para ingre-
sar en la Universidad junto con Wilkosz; sin embargo pensaron que no habia nada nuevo
que descubrir en matematicas y empezaron carreras distintas: Banach empezé ingenieria
y Wilkosz lenguas orientales.

Banach abandoné Kracovia y se fue a Ledpidas en 1910, a la facultad de ingenieria
técnica, donde tuvo que trabajar como tutor para pagarse los estudios. Se gradué en 1914.

No se sabe con seguridad cuales eran sus planes en 1914, pero no pudo llevarlos a cabo de
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forma inmediata. En agosto de 1914, al poco de su graduacion, estalld la primera guerra
mundial. Le6pidas estuvo, en tiempos de estudiante de Banach, bajo control de Austria,
sin control de la Unién Soviética. Varsovia sélo tenia una Universidad de lengua rusa y
estaba situada en la zona llamada “Vistula”. Con el final de la primera guerra mundial,
Leopidas fue ocupada por el ejército soviético. Banach no fue alistado en el ejército por
ceguera parcial en su ojo izquierdo. Durante la guerra trabajé construyendo caminos y
también trabaj6 en Kracovia donde ganaba algtn dinero ensefiando en las escuelas locales.
Ademas acudi6 a talleres matematicos en la Universidad de Jagiellonian en Kracovia y
aunque no se puede asegurar, se cree que estuvo en la clases de Zaremba.

En la primavera de 1916, ocurrié el cambio més significativo en la vida de Banach.
Steinhaus, que estaba llevando a cabo el servicio militar, fue a una cita en la Universidad
de Ledpidas. Segin relata en sus memorias, conoci6é a Banach mientras paseaba por las

calles de Kracovia:

“Durante uno de mis muchos paseos por la ciudad, escuche las palabras
«medida de Lebesge». Aproveché la ocasion y me presente a los dos jovenes
estudiantes de matemdticas. Ellos me dijeron que tenian a otro comparie-
ro llamado Wilton Wilkosz, a quien admiraban. Los estudiantes eran Stefan
Banach y Otto Nikodym. Desde entonces nos reuniamos regularmente y deci-

dimos establecer una sociedad matemdtica.”

Steinhaus cont6 a Banach un problema en el que estaba trabajando sin éxito. Después
de unos dias, Banach tuvo la idea principal del contraejemplo y entre los dos escribieron
un articulo que fue presentado a Zaremba para su publicacién. La guerra impidié la publi-
cacion, pero el articulo, el primero de Banach, apareci6 en el boletin de la Universidad de
Kracovia en 1918. Desde ese primer articulo con Steinhaus, Banach escribié varios mas,
algunos de ellos muy importantes en poco tiempo. Es imposible decir que si no hubiese
aparecido Steinhaus, Banach no habria empezado sus investigaciones matemaéticas. Tam-
bién se sospecha que fue Steinhaus quien presenté a Banach la que seria su mujer, Lucjia
Braus. Se casaron en el complejo de montafia de Zakopane en 1920.

Por iniciativa de Steinhaus, se fundé la Sociedad Matematica de Kracovia en 1919.
Zaremba dirigi6 la sesion inaugural y fue elegido primer presidente de la Sociedad. Ba-
nach dio dos conferencias en 1919 y continué produciendo articulos de gran calidad. La

Sociedad Matematica de Kracovia se convirtiéo en 1920 en la Sociedad Polaca de Mate-
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maticas. A Banach se le ofreci6 el asesoramiento de Lommicki en la Universidad técnica
de Ledpidas en 1920: trabajé en matematicas en su disertacion bajo la supervision de
Lommicki. No es la manera usual para doctorarse, ya que Banach no tenia calificacio-
nes matematicas en la Universidad. De cualquier manera, se le hizo una excepcion con
su “Operaciones en conjuntos abstractos y sus aplicaciones en ecuaciones integrales”,
que constituy6 su tesis: algunos dicen que este trabajo “fue el nacimiento del andlisis
funcional”

En 1922 la Universidad Jan Kmizimierz en Ledpidas incorporé a Banach en su plan-
tilla. El calendario de la Universidad de 1920-21 decia:

“El 7 de abril de 1922, por resolucion del consejo de la facultad, el doctor

Stefan Banach recibe su habilitacion como docente en matemdticas.”

En 1924 Banach fue a Paris para permanecer el curso académico 1924-25. Entre las
dos guerras mundiales estuvo muy ocupado. Escribié importantes articulos sobre aritmé-
tica, geometria y dlgebra. Entre ellos destaca el Teorema de la acotacion uniforme en
1927 que dio lugar al Teorema de Banach-Steinhaus ese mismo afio. En 1929, junto con
Steinhaus, fundaron la nueva revista Studia Mathematica siendo sus primeros editores. La
revista estaba destinada a “la biisqueda y publicacion de resultados en el andlisis funcio-
nal y sus aplicaciones”. En 1931 empezaron una serie de monografias matematicas, bajo
la supervision de Banach y Steinhaus en Ledpidas, Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz y
Sierpinski en Varsovia. El primer volumen de esta serie fue Théorie des opérations linéai-
res escrito por Banach y aparecido en 1932. Era una version francesa de la monografia
que publicé Banach en polaco en 1931 y que rdpidamente se convirtié en una publicacién
clasica. En 1936 Banach expuso en el congreso internacional de matemaéticas en Oslo las
nuevas ideas en las que estaban trabajando el grupo de Ledpidas.

Otra influencia positiva para Banach fue la contrata-
cion de Kuratowski en la Universidad Técnica de Ledpidas
en 1927, en la que permaneci6 hasta 1934. Banach cola-
boré con Kuratowski y escribieron varios articulos juntos
durante ese periodo. El método de trabajo de Banach era

poco convencional. Le gustaba hacer mateméticas con sus

colegas en los cafes de Ledpidas. Ulam recuerda las sesio-

Figura 1.1: Café Escocés nes del Café Escocés:
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“Era dificil durante esas sesiones. Discutiamos problemas propuestos en el
momento, a menudo sin solucion evidente hasta después de horas pensdn-
dolos. Al dia siguiente a Banach le gustaba venir con notas que contenian

correcciones de pruebas que habia completado”

Andrej Turowicz, también profesor de matematicas en la Universidad de Kazimierz,
describe el estilo de trabajo de Banach de la siguiente forma:

“Banach estaba la mayoria del dia en los cafes, no solo en compaiiia de otros
comparieros, también él solo. Le gustaba el ruido y la miisica, no le moles-
taban para concentrarse y pensar. Habian casos, cuando los cafes cerraban
por las noches, en los que solia ir a la estacion de tren, donde la cafeteria

estaba abierta. Con un vaso de cerveza, él pensaba en sus problemas.”

En 1939, justo cuando empez6 la segunda guerra mundial, Banach fue elegido presi-
dente de la Sociedad Matemadtica Polaca. Al principio de la guerra, las tropas soviéticas
ocuparon Ledpidas. Banach, que estaba bien considerado entre los matematicos soviéti-
cos, fue bien tratado por la nueva administracion soviética gobernante. L.a ocupacién nazi
de Ledpidas en junio de 1941 signific para Banach vivir en condiciones dificiles. Fue
arrestado bajo sospecha de tréafico ilegal de divisas alemanas pero fue liberado a las pocas
semanas. El sobrevivio a esa época, cuando mataron a los académicos polacos, entre ellos
a Lomnicki durante la trdgica noche del 3 de julio 1941. Tan pronto como regresaron las
tropas soviéticas, renovo sus contactos. Se encontré con Sobolev a las afueras de Moscu,
pero estaba severamente enfermo. Sobolev dando una conferencia en memoria de Banach

dijo de este encuentro:

“A pesar de la dura etapa de aiios de guerra, y a pesar de su grave en-
fermedad, sus ojos estaban llenos de vida. Emanaba la misma sociabilidad,
amabilidad y extraordinario entendimiento del Stefan Banach que yo cono-
ci en Leopidas antes de la guerra: gran sentido del humor, energia y gran

talento”.

Banach planeé ir a Kracovia después de la guerra para tomar un puesto en la Uni-
versidad, pero murié de cdncer en Ledpidas en 1945. Banach fundo el anélisis funcional

moderno e hizo su mayor contribucion en la teoria de espacio vectorial topoldgico , ade-
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mds de la teoria de la medida, integracion, teoria de conjuntos y series ortogonales. En su
tesis, escrita en 1920, defini6é axiomaticamente lo que hoy llamamos espacio de Banach.
No fue el unico que trabajé en esa idea, Wiener introdujo esta nocién también pero no la
desarrollo.

La importancia de la contribucioén de Banach es que desarroll6 una teorfa sistematica
del andlisis funcional, donde hasta entonces s6lo habian resultados aislados que pasaron
a formar parte de esta teoria. Banach probd un nimero de resultados fundamentales en
espacios normados lineales, y de muchos otros teoremas que llevan su nombre como por
ejemplo:

» El teorema de Hahn-Banach de extensiones de funcionales lineales.
» Elteorema de Banach-Steinhaus, que desarrollaré en esta tesis.

» La teorema de Banach-Alaoglu.

» El teorema del punto fijo de Banach.

» La paradoja de Banach-Tarski, sobre la descomposiciéon de una bola mediante una

particion finita en dos bolas idénticas a la primera.

1.2. Hugo Steinhaus

UGO Dyonizy Steinhaus naci6 el 23 de Enero de 1887 en Jas-

lo, Galicia, imperio austriaco (ahora Polonia) y muri6 el 25

de Febrero de 1972 en Wroclaw, Polonia. Hugo Steinhaus
naci6 en el seno de una familia de intelectuales judios. Su ciudad
de nacimiento esta a medio camino entre Kracovia y Ledpidas. Su
tio fue un importante politico del imperio. Después de su servicio

militar en la legién de Polonia al principio de la primera guerra

mundial, Steinhaus vivié en Kracovia.

Paseando por Ledpidas en 1916, conocié a Banach y a Nikodym. Steinhaus creé la So-
ciedad de Matematicas de Kracovia, que paso después a ser la Sociedad Matematica de
Polonia. En esta época empezo su colaboracién con Banach y tomé posesion como profe-
sor en la Universidad Jan Kazimierz de Ledpidas. Kac, alumno de Steinhaus durante esos

afnos, cuenta:
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“ La influencia de Lebesgue era directa. La escuela, la sociedad mate-
mdtica,... Banach y Steinhaus concentrados principalmente en el estudio
del andlisis funcional y en sus diversas aplicaciones, la teoria general de
series ortogonales, la teoria de la probabilidad. No hay duda que algunas de
estas teorias estarian archivadas todavia si no se entendieran perfectamente

la medida e integral de Lebesgue”.

Steinhaus fue la figura principal de los matemdticos de Ledpidas hasta 1941. Fue
el primero en definir y discutir, en 1925, el concepto de estrategia en teoria de juego.
Steinhaus publicé su segundo trabajo con Banach, Sur le principle de la condensation
des singularités, en 1927. En 1929, junto con Banach creo la revista Studia Mathematica.
En la serie de monografias matemadticas —editadas por Steinhaus y Banach en Ledpidas,
Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz y Sierpinski en Varsovia— Steinhaus contribuy6 con
un volumen escrito junto con Kaczmarz en 1937 titulado Teoria de series ortogonales.

Steinhaus es también conocido por su libro Mathematical Snapshots escrito en 1937.
Como ya se ha comentado anteriormente, los matemdticos de Ledpidas hicieron un gran
trabajo de desarrollo en los cafes, en particular en el Café Escocés aunque Steinhaus
preferia, segiin Ulam, “frecuentar los salones de té que sirvieran las mejores pastas”.
Fue precisamente en el Café Escocés donde se abrié y empez06 a escribir el Libro Escocés
—Scottish Book— que llegé a ser un libro de problemas propuestos por los matematicos
que se reunian. Steinhaus propuso diez de ellos, incluyendo el dltimo de todos escrito el
31 de mayo de 1941, dias antes de la ocupacién de Ledpidas por las tropas nazis.

Cuando las hostilidades de la guerra terminaron en 1938, Steinhaus propuso a Le-
besgue para un premio honorifico de Ledpidas. Steinhaus bromeaba diciendo que “No
serd un mal recuerdo para olvidar, tener a Banach primero y a Lebesgue al final pa-
ra el premio”. La recepcion a Lebesgue, después de la ceremonia del premio, fue en el
Café Escocés pero solo fueron quince mateméticos, dada que la escuela matemética de
Ledpidas se reducia considerablemente por cuestiones politicas. Steinhaus estuvo el afio
1941 escondiéndose de los nazis, sufriendo una gran privacion y hambre, pero siempre
pensando en las matematicas.

En 1945 Steinhaus se fue a la Universidad de Wroclaw, e hizo muchas visitas a las
universidades de Estados Unidos. Después de terminar la segunda guerra mundial, el

Libro Escocés que habia sido escondido por Mazur, Steinhaus lo envié a Ulam que vivia
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en Estados Unidos. El libro fue traducido al inglés y publicado. Steinhaus, ahora en la
universidad de Wroclaw, decidi6 que era demasiado bueno para que terminara y en 1946,
Steinhaus extendi6 la tradicion del Café Escocés a Wroclaw con el New Scottish Book.
La bibliografia de Steinhaus contiene 170 articulos, su trabajo mas importante lo hizo
en andlisis funcional, pero para él su descubrimiento mas importante fue Stefan Banach.
Algunos de sus trabajos fueron en series trigonométricas. Fue el primero en dar algunos
ejemplos y contraejemplos para avances en esta materia. Fue el primero que dio un ejem-
plo de serie trigonométrica que era divergente en cada punto, a la vez que sus términos
tienden a cero. También dio un ejemplo de serie trigonométrica que convergen en todos
los puntos de un intervalo pero diverge en otro. Ademads contribuyé con estudios en series
ortogonales, teoria de probabilidad, funciones reales y sus aplicaciones. En particular a
Steinhaus se le asocia con la teoria de funciones independientes, que deriva de su trabajo
en teoria de la probabilidad, y fue el primero de dar una definicién precisa del concepto

de independencia y de distribucion uniforme.

1.3. El libro escocés

NTRE la primera y la segunda guerra mundial, la ciudad

Scottish Book de Ledpidas fue un importante centro cultural y cienti-

s
ScorTisH CAFE

fico. La vida social florecia en numerosos cafes donde
. se reunian artistas y cientificos. Algunos cafes se encontraban
cerca del Politécnico de Ledpidas, donde trabajan Banach y
Steinhaus. Los matemadticos del Politécnico se empezaron a
reunir en el Café Roma los sabados por la noche, después del
seminario semanal de Matematicas; sin embargo Banach, mo-

lesto porqué el Café no le queria dar crédito, decidi6 trasladar

las tertulias al Café Escocés, situado en la acera de enfrente.

Ademas de Banach, otros asistentes eran Steinhaus, Mazur , Kaczmarz, Auerbach,
Schauder, Kuratowski y Nikodym, entre otros. Generalmente llegaban al café entre las
cinco y las siete de la tarde y se pasaban varias horas planteando y resolviendo problemas
matematicos y anotando las soluciones en las mesas, lo cual no era del agrado del duefio
del local. Cuando alguien planteaba un problema, los miembros del grupo se quedaban

en silencio, mientras bebian tazas de café. En una ocasion una de esas reuniones durd
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diecisiete horas, dando por resultado la demostracién de un importante teorema del andli-
sis funcional; sin embargo al dia siguiente se encontraron con que la mesa donde ésta se
apunto habia sido escrupulosamente borrada. Para evitar mas problemas con el duefio y
que se perdiera el trabajo, Lucja, esposa de Banach, compré una gruesa libreta de pasta
dura, la cual encarg6 al duefio del local para que su marido y sus colegas apuntaran sus
problemas. El Libro Escocés, como comenz6 a llamarse a la libreta, estaba al alcance de
todo matematico que acudia al café. En ella se apuntaban problemas abiertos al inicio de
cada pagina impar, dejando el resto de la pigina y el reverso de esta en blanco para que
alguien después proporcionara la solucién.
El primer problema en el libro, propuesto por Banach el 17 de Julio de 1935, fue:

Problema 1

¢ Cudndo un espacio métrico (posiblemente del tipo B) puede ser metrizado por una
nueva métrica de forma que sea completo y compacto, y que todas las sucesiones
que convergian en la anterior métrica lo hagan en la nueva? ; Puede, por ejemplo, el

espacio cq ser metrizado de esta forma?

Con frecuencia la persona que apuntaba un problema en el libro, ofrecia un premio
por su solucion, el cual podia ser un café, una cerveza, una botella de vino o de cognac o
un ganso vivo. En 1936 la sombra de la guerra se cernia sobre Europa. Los matematicos
que se reunian en el Café acordaron que en caso de bombardeo, Mazur guardaria el libro
en una caja de ajedrez y lo enterraria junto a una de las porterias del campo de futbol de
la ciudad, para recuperar el libro al acabar las hostilidades. Entre 1939 y 1941, en el Libro
Escocés aparecen anotaciones de distinguidos matematicos soviéticos como Alexandrov,
Sobolev y Lusternik.

El Libro Escocés sobrevivio a la guerra en buen estado y Steinhaus mandé una copia
a Ulam que se habia exiliado en Estados Unidos. En 1957 Ulam lo tradujo al inglés y
distribuy6 unas copias entre amigos; un afio después en el Congreso Internacional de
Matematicas que se celebraba en Edimburgo, Ulam distribuy6 copias entre los asistentes.

El ultimo problema lo escribi6 Steinhaus el 31 de Mayo de 1941, en total hay 193 pro-
blemas registrados. El Libro Escocés, estuvo en posesion de Lucja, la esposa de Banach,

hasta su muerte en 1954, que pasé a Stefan, hijo de Banach.
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Steinhaus, que consideraba que un sélo libro era poco,y propuso continuar con el
espiritu de investigacion lanzando un Nuevo Libro Escocés, pero faltaban muchos compa-
fieros, entre ellos Banach, y los demds estaban exiliados en distintos paises, lo que supuso
que no se llegara a buen término el proyecto.

A continuacién recogemos unos pocos problemas del Libro Escocés, véase [32], y
también del libro de Banach [1], que han marcado el desarrollo de algunas parcelas im-
portantes en el Andlisis Funcional del dltimo siglo. Durante la década de los noventa el
matematico inglés William T. Gowers resolvié algunos problemas planteados por Banach
utilizando técnicas de andlisis combinatorio, ganando el ganso del premio. Por estas y

otras aportaciones se le concedi6 la medalla Fields en 1998.

: = 4 4 3 % A
- y 2 A

Caricatura del Café Escocés

Problema 7 (Banach y Mazur) - Clasificacién espacios de Banach por homeomorfismos

JSon dos subconjuntos convexos, compactos 'y de dimension infinita de un espacio de

Banach (del tipo B) siempre homeomorfos?

Keller prob6 que todos los subespacios compacto, convexos, infinito dimensionales de
un espacio de Hilbert son homeomorfos con el cubo [0, 1]¥0 y es extensible a espacios de
Fréchet : Anderson y Kadec, demostraron que todos los espacios de Fréchet de dimension
infinita y separables son homeomorfos y esta teoria es culminada por Torunczyk [39] al

concluir que cualquier espacio de Fréchet es homeomorfo a un espacio de Hilbert.
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Problema 49 (Banach y Mazur) - Existencia de espacios Universales
J Existe un espacio E del tipo B con la propiedad W que es universal para todos los
espacios del tipo B con la propiedad W ?
La propiedad W es la siguiente:

1. Elespacio es separable y débilmente compacto. Es decir, de cada sucesion aco-
tada podemos extraer una subsucesion débilmente convergente a un elemento.
2. El espacio contiene una base(numerable).

3. El espacio adjunto es separable.

El espacio E es isométricamente (isomorfamente) universal para los espacios de una
clase % si cada espacio de esta clase es isométrico (isomorfo) a un subespacio

vectorial del espacio E.

Este problema fue probado negativamente para la propiedad (1) en 1967 por W. Szlenk
de Varsovia, que demostré que si X es un espacio de Banach separable que contiene
isomorfismo de todos los espacios de Banach separables y reflexivos, entonces X* no
es separable: notar que en nuestro lenguaje moderno la nocion de espacié débilmente
compacto corresponde a la nocion de espacio de Banach reflexivo.

(2) fue probado por Banach y Mazur quienes demostraron que C[0, 1] es universal para
todos los espacio de Banach separables.

(3) fue probado negativamente por P. Wojtaszczyk en 1970 usando los métodos de
Szlenk

Problema 54 (Schauder) - Teoria del punto fijo
(a) Un conjunto convexo, cerrado y compacto H es transformado mediante una
aplicacion continua U (x) en una parte de si mismo. H estd contenido en un
espacio vectorial topologico metrizable y completo. ; Tiene H un punto fijo?
(b) El mismo problema que el anterior pero cuando ademds H se supone que es

localmente convexo.

Este problema ha dado lugar a una cantidad enorme de resultados concernientes al teore-

ma del punto fijo, véase el articulo de Granas en el libro [32]. Mientras que el problema
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(b) tienen solucién positiva el problema (a) todavia permanece abierto: actualmente hay
una discusién muy viva sobre la solucion que para (a) fue publicada por Cauty en [6]; han
habido congresos dedicados exclusivamente a discutir la validez de la prueba de Cauty

pero atn hoy no esta claro que esta prueba sea cierta.

Problema 153 (Mazur) - Teoria de la Aproximacion

Dada una funcion continua f(x,y) definida para 0 < x,y < 1 y el niimero positivo

€ > 0, Jexisten niimeros ay,ay,...,ay; b1,by,...,by; c1,c2,...,c, con la propiedad

n
f(xay) - Z Ckf(ak7y) _f(xabk) <€
k=1
en el intervalo 0 < x,y <172

Grothendieck probo en su tesis doctoral, 1955, que este problema es equivalente a al pro-
blema de la Aproximacidn: esta ultima cuestion fue considerada uno de los problemas
centrales abiertos en el Andlisis Funcional. El problema de la aproximacion es el siguien-
te: ;Es cada operador lineal compacto T de un espacio de Banach X en un espacio de
Banach Y el limite de operadores de Rango finito? El espacio de Banach Y se dice que
tiene la propiedad de la aproximacion si la respuesta al problema anterior es positiva para
cada espacio de Banach X y cada operador compacto 7. Cada espacio Y con una base de
Schauder tiene la propiedad de la aproximacion: asi el problema 153 estd muy relacionado
con el problema de la base (; Tiene cada espacio de Banach separable una Base de Schau-
der?). Como cada espacio de Hilbert tiene (y por tanto la propiedad de la aproximacion)
Grothendieck concluy6 que el Problema 153 tiene solucién positiva si f es Lipschitziana
con constante de Lipschitpz menor o igual que 2.

La respuesta al problema de la aproximacion (asi como al Problema 153 y al problema
de la base) es negativa. Esto fue probado por Enflo en 1972, [14]. El ganso prometido por
la solucion al Problema 153 se entregé a Enflo un afio después durante una charla de Enflo
en Varsovia.

Acabamos esta seccion recogiendo dos de los problemas mas famosos de Banach que

no estan en Scotish book pero que aparecen en [1]. Estos problemas han dado lugar a una
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enorme teoria de que fue culminada por los resultados de Gowers que le valieron una
medalla Fields en 1998.

Problema del hiperplano y del homomorfismo de Banach, [1]

(a) ;Es cada espacio de Banach infinito dimensional isomorfo a sus hiperplanos?
(b) ;Es 0? el inico espacio de Banach que es isomorfo a todos sus subespacios

infinito dimensionales?

Tsirelson [7] construyd un espacio de Banach reflexivo que no contiene subespacios
isomorfos a /7 para 1 < p < +oo. Un espacio de Banach X se llama estable si para cua-
lesquiera sucesiones acotadas {x,} e {y,} en X y para dos ultrafiltros libres % y ¥ en

N

Iim lim
ne¥ mey

pon -+ | = lim 1im |, + yin |

Krivine y Maurey [30] probaron que los espacios de Banach estables contienen, para ca-
da € > 0, un subespacio que es (1 + &)-isométrico a £, para algin p. La construccion
de Tsirelson fue modificada por Schlumprecht [37] abriendo asi la puerta para la cons-
truccién de Gowers y Maurey [20] de un espacio separable reflexivo X que no contiene
ningln subespacio infinito-dimensional con una base incondicional (ver Gowers, [17]. El
ejemplo X de Gowers-Maurey tiene la propiedad de que, para cada subespacio Z, cada
proyeccion lineal y continua P de X sobre Z es trivial, i.e., 0 dimPZ < 0 0 dimZ/PZ < oo.
Un espacio de Banach con esta propiedad se dice que es hereditariamente indescompo-
nible. Un espacio de Banach hereditariamente indescomponibe no es isomorfo a ninguno
de sus subespacios propios y esto proporciona una respuesta al problema del hiperplano
de Banach en el que se preguntaba si cada espacio de Banach infinito dimensional es
isomorfo a sus hiperplanos [18].

La siguiente dicotomia establecida por Gowers ([19]) clarifica que los espacios here-
ditariamente indescomponibles no son sélo ejemplos patolégicos, sino que son esenciales
desde el punto de vista de la estructura en la teoria general de los espacios de Banach: cada
espacio de Banach de dimension infinita tiene un subespacio hereditariamente indescom-
ponible o un subespacio con una base incondicional. La demostracion de este resultado
es combinatoria y utiliza teoria de Ransey. Como una consecuencia del resultado anterior
Gowers resolvié el “homogeneous space problem” mostrando que ¢ es el tnico espacio

de Banach que es isomorfo a cada uno de sus subespacios de dimension infinita.
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Uniforme

ﬁ «CONTENIDOS» e\

Demostracion del teorema de la Acotaciéon Uniforme en espacios d
Hilbert sin necesidad del teorema de Baire ni del método del Sliding-
Hump.

= Demostracion del Teorema de la Acotacion Uniforme en espacios de
Banach utilizando el teorema de Baire.

= Demostracion del Teorema de la Acotacion Uniforme en espacios de
Fréchet utilizando el método del Sliding-Hump.

= Introduccion de los espacios tonelados como los espacios naturales
donde sirve el teorema de la Acotacién Uniforme.

= Estudio de la relacion entre espacios tonelados y el teorema de la

K Griéfica cerrada. J

N este capitulo estudiamos el teorema de la Acotacion Uniforme yendo del caso
mads particular (espacios de Hilbert) al caso més general (espacios tonelados) para
los que el teorema es cierto. Haciéndolo asi aislamos lo esencial de las pruebas

poniendo de manifiesto como en los espacios de Hilbert no es necesario el concurso del
teorema de Baire, seccion 2.1. A partir de ahi demostramos en la seccidn 2.2 el teorema en
el caso de espacios de Banach, utilizando el teorema de Baire, y enunciando el resultado

que sigue que parece no ser la forma habitual en la que los libros lo enuncian:

Teorema 2.2.10. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach e (Y, || - ||;)ier una familia de espa-
cios normados. Sea A; : X —Y;, i € I, lineal y continua de forma que cada x € X se tiene

que supjcr||Ai(x)||i < eo. Entonces supicr||Ai|| < o.
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El método del Sliding-Hump es utilizado después, seccion 2.3, para demostrar el teo-
rema de la Acotacion Uniforme para espacios de Fréchet tal y como aparece en [3] por
vez primera para este tipo de espacios.

Finalmente introducimos los espacios tonelados como aquellos en los que de forma
natural se satisface el teorema de la Acotacion Uniforme, seccién 2.4. Esta seccidn se
completa demostrando que la clase de espacios tonelados es la clase mas general de es-
pacios localmente convexos que pueden tomarse en partida para demostrar el teorema de
Graéfica Cerrada cuando se consideran los espacios de Banach como espacios de llegada:
damos una demostracién de este resultado que es novedosa y hace intervenir las ideas
originales de Banach que estdn detrds de los conceptos de conjunto CS-compacto y CS-
cerrado en espacios metrizables tales como se introducen en [23] para espacios normados:
nuestra demostracién no es la que habitualmente se puede encontrar en los libros.

Nuestras referencias bdsicas para este capitulo son [4, 24, 26, 29].

2.1. El Teorema de la Acotacion Uniforme para Espacios
de Hilbert

Abordamos el Teorema de la Acotacién Uniforme para formas lineales definidas en
un Espacio de Hilbert, sin necesidad de utilizar el teorema de la Categoria Baire. La
demostracidn nos servird para, usando el Teorema de representacion de Riesz, demostrar

el teorema entre dos espacios de Hilbert cualesquiera. Los articulos y libros utilizados son
[22] y [8].

Como motivacién para la prueba del Teorema de la Acotaciéon Uniforme, Teore-
ma 2.1.2 debajo, empezamos por aislar el siguiente ejercicio. Siguiendo la notacion habi-
tual si (H,< - >) es un espacio de Hilbert, denotaremos por || - || 1a norma asociada dada
por ||x||? :=< x,x > para cada x € H.

Proposicion 2.1.1. Sea {y, }, una sucesion ortogonal en el espacio de Hilbert (H,< - >).

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Para cada x € H existe M(x) € R tal que

|<x,yn >| < M(x)
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para cada n € N.

(ii) La sucesion {y,}, es acotada en norma.

Demostracion. La implicacion (ii)=-(i) es clara. Sea M > 0 tal que ||y,|| < M para cada
n € N. La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

|<x,yn >] < [|x[l[|ynll < [lx[|M := M(x).

Reciprocamente, la implicacion (1)=>(i1) se demuestra por reduccidn al absurdo. Suponga-

mos que (i) es cierta y que {y, },, no estd acotada en norma. Entonces podemos seleccionar

una subsucesion, {z,}, de {y,}. tal que ||z,| > n?. Definimos ahora e, = Hi—n”, n € N.
Notamos que {ey, }, es una sucesion ortonormal. Entonces, la serie '
gy |
X= kgi £k
converge a un elemento x € H dado que ZIZ’I k% < +oo. Tenemos asi que
= | 1 n
<X,z >=< Y, kT >= Y L < zall en >= - 2| > —=n

k=1 k=1

Por lo tanto |< x,z, >| — oo lo que conlleva una contradiccién con (i) que termina la
prueba. 0

En general aunque no tengamos ortogonalidad de la sucesion {y, },, podemos todavia
hacer la prueba de la proposicion anterior en general: necesitamos una construccion mas

complicada que es recogida en el teorema que sigue.

Teorema 2.1.2 (Teorema de la Acotacién Uniforme). Sea (H,< - >) un espacio de Hil-
berty sea {yq : & € A} una familia de vectores en H. Si para cada x € H existe M(x) € R

independiente de o para el que se cumple
|<x,y0 > < M(x) (2.1)
para todo o € A, entonces existe M tal que
Vel <M (2.2)

para todo o € A.
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Demostracion. Lademostracion la hacemos por reduccién al absurdo suponiendo que (2.2)
no es cierta y que (2.1) si lo es. Si esto es asi podemos determinar {y, : n € N} una suce-
sién, elegida de entre los {yq : & € A}, tal que {||y,||}» es monétona creciente con limite
+o0 pero satisfaciendo, gracias a (2.1), que

< x,y0 >| < M(x) 2.3)

para cadan € N.

Seleccionamos ahora un ndmero natural n(1) para el que se cumpla

[ya]] = 12,

Definimos z; = y,(1) y e1 = z1/ [lz1]|-
Por hipétesis existe M(e;) € R tal que | < ej,y, > | < M(e;) para todo n € N. De-

terminamos ahora n’(2) > n(1) cumpliendo ||y, || > 22 para todo n > n’(2) y definimos la

_‘<€17)’n>’

sucesion f3, = T . Por hipétesis se tiene que,
Yn

0<p,<Me) g

—_—
[yl

y por tanto {f, }, también tiende a 0 cuando n — oo. Asfi existe n*(2) € N cumpliendo

_’<el;yn>‘

B =
[yal

< 272 para todo n > n*(2).

Tomando n(2) = méax{n'(2),n*(2)} se cumple que

| < et Yne) > |
[ya2) |

<272, ||| = 2% y n(2) > n(1)

Definimos 2o = y,(2) Y €2 = 22/ ||z2|
Procediendo recurrentemente, obtenemos una subsucesién {z, }, de {y, },, campliendo

|z || > n? y de forma que para sus vectores normalizados {e, }, = 2,/ ||za||, 7 € N, se tiene
| <epyenr1 > |+ | <exeni1 >|+...+|<enent1 >| < p—(nt+1)

para todo n.

Los vectores e, satisfacen las siguientes propiedades:
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(a)
m—1
| <en,em>|< Z |< ex,em >| <27 paratodon < m. (2.4)
k=1
(b)
%) n—1 o
Z |< er,en >|= Z |< er,en >+ 1+ Z |< ep,en >| <
k=1 k=1 k=n+1
o0 7—(n+1)
2741+ Y 2 F =142 T =427
k=n+1 1-2-

Observemos que (b) conduce de forma inmediata la desigualdad

oo

Y |<ewen>| <27 (2.5)
k=1k#n
para cadan € N.
+oo 1
Vamos a demostrar a continuacién que la serie Z 2k converge en H. Denotemos por
k=1

n
Sp = Z —ey su suma parcial n-ésima, que es un vector de H al ser combinacion lineal
k=1
de un conjunto finito de vectores. Al ser H espacio de Hilbert la convergencia de la serie

anterior equivale a que la sucesién {S,}, es una sucesién de Cauchy. Fijados 2 <n < m

al calcular ||S,, — S,_1||> tenemos

1 1 1 1
HSm_Sn_l||2 :< Sm_Sn_l,Sm_Sn_l >:< —€n+...+—€m,—€n+ ...+ _em >:
n m n m

1 1 mo1 n 1 1
(_2+"'+_2>+ Y, - <emei>t..t Y —=<eme>.
n m | At n j - m j

j=n,j#n j=n,j#m

Al tomar valores absolutos y teniendo en cuenta (2.5) se concluye que

1 1 1 1

1
k- 2k=1
temente la sucesién de sumas parciales (S,), es de Cauchy en H y por tanto converge a

. (o] 1 (o]
cuando m,n — oo dado que las series kz:l 2 y kz:l son convergentes. Consecuen-
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un punto x € H como queriamos demostrar, i.e.,
= —€L .
i1k

Para terminar la prueba demostraremos ahora que la sucesioén {| < x,z, > |}, no estd
acotada, lo que proporciona una contradiccién con (2.3) dado que {z,}, es una subsuce-

sion de {y, },. Empezamos por notar que

> 1
<Xz >=<Y, L6k T >
k=1

:(i%<ek,zn >) = < €e,Zn >
L

el ¥ 2 L < en>.
k=1

i1
»lH

8

1
< ep; ||znllen >= Z z l|znll < ex,en >

»|~

Por tanto tenemos, usando (2.5)

| <x,z,>| =
:|Z7’l|| Z <ek7en> >l’l Z <€kaen> = Z €k,€n
=n|l—|— Z —<ek,en
k= lk;aén
n{l-n 3 —<ek,en 1—n 3 l|<ek,e'n>|
_ _ k
k—l,k;én k=1,k#n
- n
n{l—n Z | < er,en > | Zn(1—2n—_]>—>+oo
k=1ksn
cuando 7 tiende a infinito, llegando a contradiccién que termina la prueba. ]

Observemos que en realidad la condicién (2.2) es de hecho equivalente a la con-
dicién (2.1) dado que claramente (2.2)=-(2.1) si utilizamos la desigualdad de Cauchy-

Schwarz tal y como ya se hizo en la Proposicion 2.1.1. Esta equivalencia la recogemos en

el siguiente Corolario.
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Corolario 2.1.3. Sea (H,< - >) un espacio de Hilbert y B C H. Son equivalentes:

(i) Para cada x € H se tiene que sup,cp | < x,y > | < +oo.

(ii) B es acotado en norma.

Este corolario nos dice que los subconjuntos acotados para las topologias débil y de
la norma de un espacio de Hilbert son los mismos: véase el Capitulo 3 donde se trata esta
cuestion en espacios mds generales.

Pudiera pensarse que el enunciado del Teorema 2.1.2 es mds débil que el cldsico teo-
rema de la Acotacién Uniforme para aplicaciones lineales y continuas en espacios de
Hilbert. Como vemos a continuacion esto no es asi: con la ayuda del teorema de repre-

sentacion de Riesz obtenemos el resultado general que se sigue del Teorema 2.1.2.

Corolario 2.1.4. Sean H; y H, dos espacios de Hilbert, y {Ty } qca una familia de opera-

dores lineales acotados de H| a Hy de manera que
1T (x)]| < M(x)
para todo x € Hy y todo o € A. Entonces existe M > 0 cumpliendo que
1 Tell <M
para todo o € A.

Demostracion. Denotamos por < - > el producto escalar en ambos espacios de Hilbert.
Sea By, la bola unidad cerrada del Hilbert H,. Para cada y € By, y o € A, definimos
Foy : Hi — K por la férmula

Foy(x) =< Tg(x),y >

que es un funcional lineal y acotado al ser composicién de dos funcionales lineales y

acotados:
Focy = (py oTy

donde ¢,(z) =< z,y > para z € H,. Por el Teorema de representacion de Riesz existe
Xqy € Hi de manera que cumple

Fay(x) =< x,xay > ¥ |[Fayl| = ||[xay ||
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La familia {xq, : @ € A,y € By, } satisface que para cada x € H|
| <x,xay > | = |Fay(x)| = < Ta(x),y > | < [|Ta@)] - [Iy]] < [[Ta(x)[]- 1 < M(x)

cota que no depende de & ni de y. Por 2.1.2 existe M > 0 tal que ||xqy|| < M para todo
o € Ay todo y € By,. Por tanto:

M >sup sup |[xgy|| = sup sup |[Fgy|| =

Q€AyEBy, €A yEBy,

=sup sup sup [Fgy(x)| =sup sup sup | <Tgy(x),y>|=
OCEAyGBH2 xGBHl OCGAyGBH2 xEBHl

=sup sup ( sup | <Toy(x),y>|) = sup( sup |[Te(x)|]) =
OCEA)CEBHl yEBH2 ocA xEBH1

= sup ||Te||
oEA

Por lo que ||Ty|| < M para todo o € A y termina la demostracion. O

2.2. El Teorema de la Acotacion Uniforme para espacios
de Banach

Abordamos el teorema de la Acotacion Uniforme en su version para espacios de Ba-
nach. Usaremos aqui como herramienta el teorema de la Categoria de Baire, definiendo
previamente los conjuntos de primera y segunda categoria. Completamos la seccion con
una pequeia variante del teorema de la Acotaciéon Uniforme, cuya demostracién es un
pequeio ejercicio, en el que se permite que las aplicaciones lineales acotadas que in-
tervienen tomen valores en espacios normados distintas, que no es la forma habitual de
presentacion en los libros. Aqui hemos utilizado como referencias basicas los libros [4],
[21]y [29].

La siguiente definicién es bien conocida en topologia.

Definicion 2.2.1. Sea T un espacio topoldgico y R un subconjunto de T. Se dice que R
es denso en ninguna parte o raro si su clausura tiene interior vacio, i. e. , intR = 0. Las
uniones numerables de conjuntos raros en T se llaman conjuntos de primera categoria en
T. Los conjuntos que no son de primera categoria en T se llaman de segunda categoria

enT.
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Obsérvese que el espacio T es de segunda categoria en si mismo si, y sélo si, la
interseccion numerable de abiertos densos es no vacia. A las intersecciones numerables

de abiertos se les da en topologia el nombre de conjuntos Gg.

Definicion 2.2.2. Un espacio topologico se llama de Baire si la interseccion de cualquier

sucesion de abiertos densos es un conjunto denso.

Todo espacio de Baire es de segunda categoria en si mismo. El siguiente teorema,
conocido como teorema de la categoria, es una herramienta fundamental para la prueba
de muchos resultados del Analisis: teorema de la Acotacion Uniforme, teorema de la
Grafica Cerrada, existencia de funciones continuas no diferenciables, existencia de puntos
de equicontinuidad para sucesiones de funciones puntualmente convergentes, etc.

Si (M,d) es un espacio métrico x € M y r > 0 utilizamos la siguiente notacién para

las bolas cerradas y abiertas en el espacio:
Blx,r|:={yeM:d(y,x) <r}
B(x,r):={yeM:d(y,x) <r}.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Baire). Si (M,d) es un espacio métrico completo, entonces

M es espacio de Baire.

Demostracion. Sea (G,), una sucesion de abiertos densos en M. Como sabemos, demos-
trar que [),cn G s denso es equivalente a demostrar que para cualquier abierto no vacio
V C M se tiene que V N ((,,eny Gn) €s no vacio. Como G es denso en M, GiNV es un
abierto no vacio. Tomemos x; € M y r; < 1 de modo que B[x,r;] C VN G;. Como G es
denso en M, existen x, € M 'y r, < 1/2 de modo que

B[XZ,FQ] CGzﬂB(xl,rl) CcGyNGINYV. (2.6)

Por induccién se construyen sucesiones (x,), en M y (r,), en (0,00) con r, < 1/n, de
modo que
B[xn,rn] C Gy, ﬂB(xn_l,rn_l) cG,N...NG,NGNV.

La sucesion (x,), asi construida es de Cauchy puesto que se tiene

B(xu,rn) C Blxu,rn] C B(xp—1,71-1)
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y lim,, r,, = 0: obsérvese que para m > n se tiene
Xm € B(xp,1n) 2.7

y por lo tanto d(x,;,x,) < r, — 0 cuando n — oo. Dado que (M,d) es métrico completo,

existe x € M que es el limite (x,),. Gracias a (2.6) y a (2.7) se tiene que
X € Blx,,ry) C G,NV para cada n.

De esta forma hemos demostrado que, x € V N (), Gr) y asi termina la prueba. [l

Conviene observar que si el espacio M no es completo el teorema anterior no es cierto.
Por ejemplo para M = Q = {g, : n € N} con la métrica inducida por la de R se cumple
que G, := M\{gy} es un abierto denso, mientras que N,G, = 0.

El teorema de Baire es herramienta béasica en la demostracion del teorema que si-

guiente.

Teorema 2.2.4 (Teorema de la acotacion uniforme). Sea {A; : i € I} una familia de apli-

caciones lineales continuas del espacio normado X en el espacio normado Y y sea
D ={x€ X :sup|A;i(x)| = oo}.
iel
Entonces

(i) Si D¢ es de segunda categoria, entonces D es vacio y sup;c; ||Ai| < oo.

(ii) Si X es de Banach, entonces, o bien sup;c; ||A;|| < oo, 0 bien D es un Gg denso en X.

Demostracion. Para cada n € N definimos
Dy = J{xeX:|Aix)| >n}.
icl
Cada D, es abierto. Efectivamente, como B(0,n) = {y € Y : ||y|| > n} es un conjunto

abierto en Y, al ser los A; continuos se tiene que A; ' (B(0,n)) es abierto; por lo tanto

D, = U;c;A;7 ' (B(0,n)) es abierto por ser unién de abiertos. Por otro lado tenemos que
D= () D,.
neN

Probamos esta igualdad: sea x € D, cumple que sup,;||Ai(x)|| = oo, que equivale a decir

que para n existe i, € I tal que ||A;, (x)|| > n y por definicién de D, se tiene que x € D,
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para todo n por lo que x € (),,ey Dy- Sea x € (), Dn, entonces x € Dy,para todo n, por lo
que existe i, € I de manera que ||A;,(x)|| > n por lo que sup;; ||A;(x)|| = e y por tanto
xeD.

Si D =, Dj, es de segunda categoria, entonces existe ng € N tal que Dy, tiene inte-
rior no vacio, es decir, existe Blxo, 7] C Dy, . Por tanto, para todo x € Blxo,r] y para cada
i €1 se tiene que [|A;(x)|| < ng por definicién de Dy, . De aqui se sigue que si y € B[0,7]
se tiene que xo —y € B[xo,r] ya que ||(xo —y) —xo|| = ||y|| < r. Consecuentemente, para
caday € B[0,r| y cada i € I tenemos

14 ) = 14i(y = x0 +x0) | < [[Ai(x0) | + [[Ai(x0 = ¥) || < 120 4120 = 2no.

De aqui se sigue que D es vacio y que sup;.; ||A;|| < c. Efectivamente, x € X se tendria

X
[l

que ﬁ € B[0,r] y por tanto para todo i se tendria ||A;()|| < 2n de lo que se deduce

que ||A;(x)|| < MOTHXH Esta ultima desigualdad conduce a que D = 0y sup;; ||A;|| < o
Veamos ahora (ii). Si X es un espacio de Banach, el teorema de Baire 2.2.3 nos pro-
porciona que la densidad de D equivale a que todos los D,, son densos. Por tanto se tiene

la siguiente alternativa:

6 algin D, no es denso, en cuyo caso D, tiene interior no vacio, y procediendo como
en el apartado anterior se obtendria que D es vacio y sup;¢; ||Ai|| < e
6 bien todos los D, son densos, en cuyo caso D es un Gg denso.

Esto termina la prueba. [

El teorema puede ser reformulado como sigue:

Teorema 2.2.5 (Teorema de la acotacién uniforme). Sea {A; : i € I} una familia de apli-

caciones lineales continuas del espacio de Banach X en el espacio normado Y. Entonces
0 {xe X :sup;; ||Ti(x)|| < +oo} es de primera categoria en X,
0 supic; || Tif| < oo

La segunda opcion se da cuando {x € X : sup;c; ||Ti(x)|| < +oo} es de segunda categoria

en X, por ejemplo cuando X = {x € X : sup;; || T;(x)|| < +oo}.

El ejemplo que sigue pone de manifiesto que el teorema anterior no es cierto si sélo
se supone que el espacio de partida X es normado: en la seccién 2.4 veremos que hay una
nocion mas débil que la completitud del espacio X que puede ser utilizada para obtener el

teorema de la Acotacion Uniforme.
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Ejemplo 2.2.6. Sean X = (oo, || - ||so) ¥ (fn)n la sucesion de formas lineales en X definidas

por

fn(x) = in donde x = (xj); € coo.
i=1

La sucesion (f,)n es puntualmente acotada y || f,|| = n, i.e.

sup | fn(x)| < 400 para cada x € cop y sup || fn|| = +oo.
neN neN

Demostracion. Sea x = (x,), € coo, existe N € N de manera que x, = 0 cuando n > N;

por tanto la sucesion

{fn(x)}nEN = {fl(x>7f2(x)v'"7fN(x>7fN(x>7fN(x>7'"}

tiene una cantidad finita de términos distintos y en consecuencia

sup{[fn(x)] : n € N} <o,

Por otro lado, dada f;, si x € xpg con ||x||« < 1 sabemos que

n n n n
L@ =Y 5 <Y k<Y xfle <Y 1=n,
i=1 i=1 i=1 i=1

por lo que
1fall = sup{[fu(x)| - [lx]le <1} <n.

Si tomamos ahora

x=(1, ,1,0,...),

n

se tiene que ||x|| = 1 y concluimos que y

n=fu(x) < | full <n.
Asi concluimos || f,|| = n 'y asf termina la prueba. O

Teorema 2.2.7 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sea {7}, una sucesion de aplicaciones
lineales continuas de un espacio de Banach X en un espacio normado Y tal que existe

T(x) =WmT,(x) para todo x € X, entonces:
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(i) La aplicacionT € L(X,Y)y
17| < Timinf [|7,[| < sup |
n

(ii) T, converge uniformemente hacia T sobre los subconjuntos compactos de X.

Demostracion. La sucesién (T,(x)), es acotada para cada x € X por ser convergente, y
por el teorema de la Acotacién Uniforme 2.2.5 podemos concluir que sup,, ||7,|| < oe.

Obviamente T es lineal y si x € Bx entonces:

17 () = T || 7, (x) [| < Timinf ||, || < sup||T,[] < ee,
n

por lo que ||T|| < sup,, ||T,|| < +e< lo que prueba el Teorema de Banach-Steinhaus.

Para probar el segundo apartado, considerando la sucesién (7, — T'),,, puede suponer-
se, sin perder generalidad, que 7 = 0. Dados un conjunto compacto A C X y € > 0, se
trata de probar que existe ng € N tal que si n > ng entonces ||T,,(x)|| < €, para todo x € A.
Desde luego esa acotacion puede conseguirse si x varia en un conjunto finito. Como A es

compacto existen x1,x2,...,Xx, en A tales que

p
A C | JB(x,e/2M)
k=1

siendo M := sup,, ||7,|| < o= —suponemos que M > 0 pues en otro caso nada hay que
demostrar. Sea ng € N tal que ||7,(x;)|| < €/2sin>npy 1 <i<p.Six€EA, entonces
existe x; tal que x € B(x;,€/2M) y, por tanto,

€ £
5,001 < ([T =]+ e < Wl o=+ 5 < b2 <.

Asi pues lim,, T;,(x) = 0 uniformemente en el compacto A. ]
El siguiente corolario generaliza en particular el Corolario 2.1.3.

Corolario 2.2.8. Sean X e Y espacios normados:

(i) Si A C X, entonces A es acotado si, y solo si, para cada x* € X*, el conjunto x*(A)
es acotado en K.
(ii) Si X es un espacio de Banach y A C X*, entonces A es acotado en norma si, y solo

si, {x*(x) : x* € A} es un subconjunto acotado de K para cada x € X.
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(iii) Si T : X — Y es lineal, entonces T es continua si, y solo si, para cada y* € Y*, la

composicion y* o T pertenece a X*.

Demostracion. Veamos la demostracion de (i). Si A C X estd acotado entonces x*(A) es
acotado para cada x* € X*: al ser A acotado, existe M > 0 tal que |la|| < M para todo
a €A, seax” € X* entonces |x*(a)| < sup{|x*(a)|:x* € X*} =||a|| < M para todo a € A,
por lo que x*(A) estd acotado para todo x*. Reciprocamente, observemos que cada a € A

determina una aplicacion lineal continua definida en el dual (X*,|| - ||) mediante

a(x*) =x*(a), para cada x* € X*;

el teorema de Hahn-Banach nos garantiza que ||d|| = ||a||, [4, Proposicién 3.1.8]. Por
tanto, si x*(A) estd acotado para cada x* € X* se tiene que la familia {d},c4 de aplica-
ciones lineales cumple las hipdtesis del Teorema 2.2.5 y por lo tanto sup{||d|| :a € A} =
sup{||a|| : a € A} < ooy queda probado el apartado (i).

El apartado (if) se obtiene de forma andloga.

El directo del apartado (iii) es inmediato, ya que si T es continua, entonces la com-
posicion de aplicaciones lineales continuas es continua. Para el reciproco, basta ver que

T (Bx) el acotado, pero se deduce de (i) y por tanto T es continua. O

El resto de esta seccién estd dedicado a recoger los resultados que necesitamos para
demostrar el Teorema 2.2.10 donde permitimos en el cldsico teorema de la Acotacién
Uniforme 2.2.5 que las aplicaciones tomen valores en espacios normados diferentes.

Recordemos que si {Y;};c; es una familia de espacios vectoriales (sobre el mismo

cuerpo K) el producto [];;Y; es un K espacio vectorial con las operaciones:

1) (vi)ier, 0i)ier € [1ic1 Yi» la suma se define como:
(vidier + ()ier = (vi+Viier
i) a € K, (yi)ier € [1ie; Vi, el producto por un escalar se define como:
a-(yi)ier = (a-yi)ier

Notemos que el vector nulo en [];;Y; es (0;);c; donde cada 0; es el elemento nulo en el

correspondiente Y;.
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Proposicion 2.2.9. Sean {Y;, || - ||i }icr una familia de espacios normados. Definimos
D Yi:={(i)icr € [ ] Yi s sup lyilli < o}
(1) icl i€l

(i) De=(1)Yi es un subespacio vectorial de []c; Y.
(ii) La aplicacion || - ||e : Dy¢=(1)Yi — K dada por

1vi)ierlleo == sup||yill;
icl

es una norma en - Y.
(iii) Sicada (Y;,||- i) es un espacio de Banach, entonces (1) Yi es espacio de Banach.
(iv) Seal;: (Y, -|l;) — @) Y: definida como

0 sii#j
y Sii=]

Li(y) = (i)ier =

Entonces I es isometria:

Demostracion. La demostracion es muy sencilla, pero para hacer autocontenida esta me-

moria la incluimos a continuacién: para simplificar la notacion escribiremos Y := @ =) Y.

Veamos como se demuestra (i). Sean a,b € K e (y;)icr(yi)icr €Y, tenemos que probar

que
a-(yi)ier +b-(Vi)ier €Y.
Por la definicion del producto por un escalar y la definicién de suma tenemos que
a-(yi)ier +b-(Vi)ier = (a-yi+b-yi)ier,
y al tomar norma en (Y}, || - ||;) tenemos:

la-yi+b-yilli < lal - yilli +[b] - [[yill: < [a] -suy||yi\li+ Iblsuyll’y?Hi
e e

pero M = sup;; ||yil|i < ooy N = sup;;||yil|i < oo, por lo tanto, para todo i € I se tiene
que
la-yi+b-yilli < lal -M +[b|-N < e
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y por tanto

sup ||a- (yi)ier +b- 3i)icr]; < oe.
iel

De esta forma hemos demostrado que a- (v;)ie; +b- (Vi)ier € Y. Asi Y es un subespacio
vectorial de [[;; Y.

Demostramos ahora (ii). Para ello comprobamos en (&),() y () debajo que || ||«
satisface las propiedades de una norma.

(OC) ” (yi)ieIHoo =0 Si, y solo Si, (yi)l‘gl = (Oi)ig]: si (yi),'g = (0,‘),‘61, por la definicién de
|| - ||l se tiene que

[(vi)ietllee = [ (Oi)ierlo = sup [|Ozf|; = 0.

iel

Reciprocamente, si || (yi)ier|| = sup;c; ||(vi)||; = O entonces se tiene que
0 < ||yilli <0 paratodo i € I, y por eso

lvi||; = 0; para todo i € I.

Como || - ||; es una norma en ¥; se cumple que y; = 0; para todo i € I, y consecuen-
temente tenemos que (v;)ier = (0;)ier-

B) llai)ierll = |al - ||(yi)ict|l~:Sea a € K e (yi)ier €Y tenemos
la- (vi)ietllo = [[(a-yi)ierllo = sup [|a-yilli = sup|a] - |lyilli =
icl i€l
= lalsup-[|yilli = lal - [|(vi)iet|o--
i€l
N [|Oi)ier + Gidietlleo < [|(vi)ietlloo + || (Vi)iet||eo: Por definicion tenemos que
|Gidier + Oidietlleo = [|(vi + Vi)t = sup [yi + yilli-
1S
Para cada i € I, por ser norma || - [|;, tenemos que
lyi+yilli < llyilli + illi < $u11€>|\yi||i+$u?|lfi||i = [[(i)ietlleo + [ (V)ier [|oo-
S 1€
Combinando las desigualdades anteriores tenemos:

| Gidier + ()il = sugllyi+iilli < [[Gidiet oo + | (i)ier [|oo-
[AS
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Esto termina la demostracién de que (Y, || - ||) es un espacio normado.

La afirmacién en (iii) se demuestra como sigue. Sea {x, } ,cn una sucesién de Cauchy
en (Y,] - ||e): para cada n € N tendremos que x, = (y})ics, y! € Yi. Al ser {x,}nen una

sucesion de Cauchy, para € > 0 existe ne de manera que si m,n > ng se tiene que
[ = %Xn[eo < &
por definicién de || - || se tiene

| Xm — Xnlleo = sup [y =¥ |li < €

iel
y por tanto tendremos que
Iy{" =i lli < € paratodoi €1, (2.8)
y para m,n > ng. Por lo tanto cada sucesion {y},en en (¥;, || - ||;) es de Cauchy. Como
(Yi,|| - |li) es espacio de Banach, cada {y/},cn es convergente a un punto y; € ;. Si x =

(vi)ier € [1ic1 Yi» afirmamos que x es el limite de {x,},cn en Y. Efectivamente, si en la
ecuacion (2.8) fijamos m > ng y tomamos limites cuando n — oo deducimos que para cada
i € [ se tiene que
17" —yilli < e.

Tomando ahora supremos en i € I la desigualdad anterior se obtiene que para m > ng
tenemos ||x,, — x|| < €. Para terminar observamos que x,, €Y y x,, —x €Y y como Y es
un subespacio vectorial de [];;Y; concluimos que x € Y y asi termina la prueba de que Y
es un espacio de Banach.

La demostracion de (iv) es elemental. A partir de las definiciones involucradas tene-

mos que para cada y € Y; se tiene
11;(9)llee = sup [[1;(y) [l = [1¥1],
iel
puesto que todos las coordenadas de /;(y) son cero salvo la j-ésima que vale y. O

Teorema 2.2.10 (Teorema de la Acotacion Uniforme). Sea (X, ||-||) un espacio de Banach
e (Yi, | - ||i)ier una familia de espacios normados y para cada i € I sea A; : X — Y; lineal
y continua. Si para cada x € X se tiene que

sup [|A4;(x) |; < ee,
i€l
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entonces
sup ||A;|| < eo.
i€l
Demostracion. Utilizando las inmersiones I; construidas en la proposicion anterior tene-
mos
A I
XD = Xl -{l:) == (¥ - [leo)-

Al componer se tiene
L;0A;
X 1D = @[ fleo)-

Obsérvese que gracias a que /; es una isometria, para cada x € X se tiene que
1(Zi 0 Ai) (%) [leo = [i(Ai(x))]|e0 = [[Ai(2)]]:-
Asi, la hip6tesis sup;c; ||Ai(x)||; < oo, para cada x € X, se lee ahora como

sup ||(Z;0A;)(x)||e < oo para cada x € X.

il
Aplicando el Teorema de la Acotacion Uniforme 2.2.5 a la familia de aplicaciones lineales
(I 0 A})ier concluimos que

sup ||Z; 0 Aj|| < oo.
icl
Esto ultimo significa que

sup [|Z; 0 A;]| = sup sup ||i(Ai(x)) || = sup sup [|A;(x)[|; = sup [|A;]]
il i€l x€By i€l x€By i€l

con lo que sup;¢; ||Ai]| < ooy la demostracién ha terminado. O

2.3. Demostracion del Teorema de la Acotacion Unifor-
me por Sliding-Hump

Abordamos en esta seccion el teorema de la acotacién uniforme utilizando la técni-
ca del Sliding-Hump. Esta técnica fue creado por Lebesgue y usado por Toeplitz para
proporcionar condiciones suficientes que asegurasen la regularidad y consistencia en los
métodos de sumabilidad de matrices. Toeplitz la usé para demostrar el principio de acota-

cion uniforme al considerar los funcionales como matrices, aunque la técnica puede usarse
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en el caso general, como demostré Steinhaus. Con la técnica del Sliding-Hump somos
capaces de llevar el teorema de la aplicacion uniforme a la categoria de los espacios de
Fréchet siguiendo la demostracion dada en [3]: como veremos aqui el teorema de la aco-
tacion uniforme lo que establece es la coincidencia de las familias de equicontinuos y
puntualmente acotados en un espacio de Fréchet.

Para esta seccion los libros utilizados son [3] y [29].

Empezamos la seccion reformulando el Teorema de la Acotacion uniforme 2.2.5 que
ya hemos demostrado para espacios normados en términos de subconjuntos puntualmente
acotados y equicontinuos: si £ y F son dos espacios localmente convexos denotaremos
por Z(E,F) el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

Recordemos la nocion de subconjunto equicontinuo.

Definicion 2.3.1. Dada una coleccion de aplicaciones lineales 7 entre dos espacios
localmente convexos E e F, se dice equicontinua en x € E cuando, para todo entorno V
de 0 en F existe un entorno U de x en E de manera que para todo T € F¢ se tiene que
T(U)CT(x)+V.

Es féacil comprobar que .77 es equicontinuo en 0 si, y s6lo si, es equicontinuo en alglin
x € E si, y sélo si, es equicontinuo en cada x € E.

Para espacios normados se tiene la siguiente equivalencia:

Proposicion 2.3.2. Sean (E,||-||) y (F,||-||) dos espacios normados. Para un subconjunto
H C ZL(E,F), son equivalentes:

(i) F es equicontinuo.

(ii) sup{||T||: T € H#} <o

Demostracion. (i) = (ii) Sea V = Br[0,1] la bola unidad cerrada de F. Al ser .# equi-
continuo existe € > 0 de manera que 7' (Bg[0,€]) C Br[0, 1] para todo T € .7 . Esto sig-
nifica que si x € E y ||x|| < € entonces ||T(x)|| < 1. En particular, si ||x|| < 1 entonces
lex|| = €||x|| < &, luego ||T (€x)|| < 1y tenemos que €| 7' (x)[| < 1 por lo que || T'(x)|| < 1
paratodo T € 7. Ahora se tiene que

1

I = sup{[ T (o)l [lxll < 1} < 2

paratodo T € 7y asi queda establecido que (i) = (ii).
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La demostracién de (ii) = (i) es como sigue. Si ||T|| < M paratodo T € ¢ entonces
T (x)|| <||T]-|lx|| <M -|x|| paratodox € E y para todo T € 7. Fijando xo, al ser cada

T lineal se tiene
|7 (x) =T (x0)|| = [T (x —x0)|| <M -[]x—xol|.

Asi para cada x € Bg|xg,€/M] se cumple
IT(x) =Txo)|| <M-[x—xol| <M-e/M =,

es decir, T'(Bg[xo,€/M]) C Br|[T (xo), €| para cada T € . Esto tltimo nos dice que 7

es equicontinuo y la prueba termina. ]
La siguiente definicién puede encontrarse en [29].

Definicion 2.3.3. Sean E y F espacios localmente convexos.

(i) Un subconjunto A C E se dice que es acotado si para cada entorno absolutamente
convexo U de 0 en E, U absorbe a A, es decir, existe r > 0 tal que A C rU.

(ii) Un subconjunto 7 C £ (E,F) se dice que es puntualmente acotado si para cada
x € E el conjunto 7€ (x) :=={T(x): T € S} es acotado en F.

Es facil comprobar que A es acotado en E si, y s6lo si, para cada seminorma continua
p en E se tiene que el conjunto p(A) := {p(x) : x € A} es acotado en R. Por otro lado
la noci6én de conjunto puntualmente acotado en .Z(E, F) corresponde precisamente a la
nocién de conjunto acotado para la topologia de convergencia puntual en .2 (E, F) que es
claramente una topologia localmente convexa.

Después de las definiciones anteriores y la Proposicién 2.3.2 el teorema de la aco-
tacion uniforme para espacios de Banach 2.2.5 puede ser reformulado en los siguientes

términos:

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y 7 C £ (X,Y)
un subconjunto de aplicaciones lineales y continuas. Si ¢ es puntualmente acotado,

entonces J¢ es equicontinuo.

El siguiente teorema es pues una generalizacion no trivial del teorema de la acotacion

uniforme para espacios de Banach.
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Teorema 2.3.5 (Teorema de la Acotacién Uniforme). Sea E un espacio de Fréchet, F un
espacio localmente convexo y 7 C L (E,F). Si A es puntualmente acotado, entonces

JC es equicontinuo.

Demostracion. Sea {q,}, una sucesién en E de seminormas continuas crecientes, en el

sentido de que para todo x € E se tiene

an(x) < g1 (x).

tal que si escribimos {x € E : g,(x) < 1} =: U,, entonces {U, }, es una base de entornos
de 0. Al ser la sucesion {g,}, creciente, se tiene que la sucesion de entornos {U,}, es

decreciente, es decir,

U>U,D...0U,D...

La demostracién es por reduccion al absurdo: suponemos que .7 no es equicontinuo.

Esto significa que existe W entorno de O en F, tal que
para todo V entorno de cero en E existe g € 57 tal que g(V) € W. (2.9)

Como F es un espacio localmente convexo, su topologia estd asociada a la familia de
seminormas continuas en F, por el teorema de caracterizacion de espacios localmente
convexos,y podemos pues suponer que para cierta seminorma continua p en F, el entorno
W ={y € F :p(y) <1}. Definimos en E el conjunto U = {x € E : p(f(x)) <1, f €
A}. Como por definicién f(U) C W para todo f € #, U no puede ser entorno de cero
en E después de (2.9): asi ningin multiplo positivo de U, puede ser subconjunto de U.
Aplicando todo esto a %U | podemos concluir que

1
existe x; € E tal que g1 (x1) < 5y existe f; € # con p(fi(x)) > 1.

Llamamos n; = 1 y M} = sup{p(f(x1)) : f € A} (observar que M| < +o0 porque S es
puntualmente acotado). Al ser f continua, para el entorno de cero W en F, existe ny > n;
tal que se cumple f(U,,) C W. De aqui se sigue que p(fi(x)) < gn,(x) para todo x en E.
Efectivamente, si x € E tenemos que

m S Unz para todo € > 0.
ny
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De ahi se sigue que
X _ p(fix)
P (fl (qn2<x)+8)) B qny (x) + € =1

p(fi(x)) < gn,(x) + € para todo x en E.

y por tanto

Tomando limites cuando € — 0 concluimos que
p(f1(x)) < g, (x) para todo x en E

Notemos que de hecho para cada p > 0 el conjunto
UP ={x€E:p(f(x)) <eparatodo f € #},

yaque U = %U Py U no es entorno de cero.

y2+Mi+l

Si repetimos los argumentos de antes con 45U y con odemos asegurar que
22

1
existe xp € E tal que g2(x) < 7Y existe fo €  con p(fa(x2)) >2+M; + 1.

Procediendo por recurrencia encontramos tres sucesiones {n;}; C N (esta estricta-
mente creciente), { fi }x C 7y {x;}x C E cumpliendo:
(@) g (i) < 3
(B) p(fi(x)) > 1+k+ X" M; siendo Mo =0y M = sup{p(f(xx)) : f € .
(7) p(fi(x)) < gn,, (x) para todo x € E.
Dado un entero positivo m existe un entero positivo s cumpliendo que ng > m. Notar que
si tomamos r > s tenemos que n, > ng > m, luego cumple que g, > g,, > gy asisit >0

es otro entero positivo arbitrario podemos concluir que:

r+t r—+t (a) r—i—tl < 1 % 1
D A S e
k=r k=r k=r -

1
k=r 2
Por lo tanto la serie en E, Z xi, cumple el criterio de Cauchy para toda seminorma

k=1
gm y s como el espacio E es de Frechet la serie es convergente a un elemento x de E, es
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decir, x = Z xx € E. Fijando un entero positivo j tenemos:
k=1

p(fj(x) =

S )

—P<Zf] Xk +f] xj + Z f] xk)

k=j+1

p(fi(x;)) (Z filxk > < i fj(xk)>
k=j+1

o)

i1
2p<fj<xj>>—:;1p<fj<xk>>— Y p(fix)

k=j+1
() -t ol °°
>14j+ Y M=) p(fita)— Y, p(fi(x))
k=1 k=1 k=j+1

-1

—1+J+2Mk— (fj(x)) Z fip((xx))

k=1 k=j+1
_ > ¥ , >
>1+j— ) p(fitw) = 1+j— Y duyy ()
k=j+1 k=j+1
o @ o= |
Zl4j= ) anlw) 2 1+j= ), =1+j=5>]
k=j+1 k=j+1

Por lo que p(fj(x)) > j — oo cuando j — oo lo que contradice la hipétesis de que JZ estd
puntualmente acotado y termina la prueba. [

El siguiente lema lo utilizaremos en el tltimo resultado de la seccion.

Lema 2.3.6. Sean E, F dos espacios localmente convexos y 7 C £ (E,F). Si F es

equicontinuo entonces ¢ es puntualmente acotado.

Demostracion. Sea V absolutamente convexo entorno de 0 en F y fijemos x € E. Por
equicontinuidad existe U entorno de 0 en E tal que T(U) C V para cada T € . Como
lim,_,orx =0, existe r > 0 tal que rx € U. Asi, T(rx) € V paracada T € S y por tanto

L%”(x):{T(x):TGL%”}C%V,
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lo que termina la prueba. []
Combinando los dos resultados anteriores tenemos:

Corolario 2.3.7. Sea E un espacio de Fréchet, F un espacio localmente convexo y 7¢ C

Z(E,F). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) € es puntualmente acotado.

(ii) ¢ es equicontinuo.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema anterior y del Teorema 2.3.5. ]

2.4. El Teorema de la Acotacion Uniforme para espacios

tonelados

En esta seccion extendemos los resultados de secciones anteriores a espacios local-
mente convexos mds generales. Para ello introducimos de forma natural la clase de espa-
cios tonelados, que a la postre es la clase de espacios de espacios localmente convexos
para la que es cierto el teorema de la Acotacion Uniforme.

Para esta seccion hemos usado como referencias los libros [13], [5], [4], [26] y [29]

Con el dnimo de hacer mas intuitiva la definicién de espacio tonelado empezamos
por analizar la relacién entre conjuntos equicontinuos y entornos del origen asi como la

relacion entre conjuntos puntualmente acotados y toneles.

Definicion 2.4.1. Sea E un espacio localmente convexo. Un subconjunto D de E se dice
que es un tonel si es cerrado, absolutamente convexo y absorbente (recordemos, D es

absorbente si para cada x € E existe py > 0 tal que x € pyD).

Todo entorno del origen absolutamente convexo y cerrado en E es un tonel, pero como
veremos mas adelante el reciproco no es verdad.

Empezamos por demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.2. Sean E y F dos espacios localmente convexos y 7 C £ (E,F). Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) € es puntualmente acotado.
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(ii) Para todo entorno del origen 'V absolutamente convexo y cerrado en F, el conjunto
W =Nren T ' (V) es un tonel en E.

Demostracion. (i) = (ii) Fijamos V un entorno de 0 en F como en (ii) y demostramos a

continuacion las tres propiedades necesarias para W ser un tonel:

(a) Como cada T € 7 es continua, T~ (V) es cerrado en E y por tanto W es cerrado
en E por ser interseccion de cerrados.

(b) Como cada T € JZ es lineal, T~'(V) es absolutamente convexo: efectivamente
seana,b € T~ (V), sean o, B € K de manera que ||+ || < 1. Aplicamos entonces

T(aa+Bb)=aT(a)+BT(b) caV+BV CV

por ser V absolutamente convexo. Luego cada T~!(V) es absolutamente convexo,
y por tanto W es absolutamente convexo.

(c) Falta ver que es absorbente. Fijemos x € E. Al ser ¢ puntualmente acotado, existe
Px > 0 de manera que S (x) = {T(x) : T € s} C p,V. Esto tltimo implica que
para cada T € 4 tenemos x € p, T~ !(V) y por tanto x € p,W, lo que prueba que

W es absorbente.

(if) = (i) Para razonar esta implicacion se vuelven atrds los pasos del razonamiento que
hemos hecho en (c) en la implicacién anterior. Efectivamente, dado un entorno del origen
V absolutamente convexo y cerrado en F, existe py > 0 tal que x € p,W. Esto significa
que para cada T € # tenemos x € p, T~ (V), o lo que es lo mismo que

H(x) ={T(x): T € A} C pV. Asi, 5 es puntualmente acotado. O

La siguiente proposicion es elemental (y de forma implicita ya la hemos utilizado en
algin razonamiento antes) pero clarificadora junto con la Proposicién 2.4.2 de cara a dar

la definicion de espacio tonelado.

Proposicion 2.4.3. Sean E y F dos espacios localmente convexos y 7 C £ (E,F). Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) F es equicontinuo.
(ii) Para todo entorno del origen'V en F, el conjunto (\pc» T~ (V) es un entorno del
origen en E.

(iii) Para todo entorno del origenV en F, existe un entorno del origen U en E de manera
que Urey T(U) C V.
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Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que .7 es equicontinuo. Sea V un entorno del
origen en F, existe un entorno del origen U en E de manera que T(U) C V para todo
T € 2#; 1o que equivale a decir que U C T~!(V) para todo T € 2 por lo que
UCNresr T V) yasi Nyrey T~H(V) es un entorno del origen en E.

(ii) = (iii) Sea V un entorno del origen en F. Por (ii) U = \re T~ (V) es un
entorno del origen en E, y por definicién de U, T(U) C V para todo T € S, por lo que
Utejf T(U> cV.

(iii) = (i) Sea V un entorno del origen en F. Por (iii) existe un entorno del origen U
en E de manera que | J;c 5 T(U) C V. Asi para cada T € .7 se tiene que
T(U) CUrenr T(U) CV,porlo que la familia 77 es equicontinuo. O

A la vista de las dos proposiciones anteriores es facil dar ahora un ejemplo de un

espacio localmente convexo donde hay un tonel que no es entorno del origen.

Ejemplo 2.4.4. Sea (coo,|| - ||) ¥ la familia de aplicaciones { f, } nen definidas como

fn(x) = ixi.

Entonces

w=f"(-11])

neN
es un tonel que no es entorno del origen.

Demostracion. En el Ejemplo 2.2.6 se razon6 que { f, },en es una sucesion de aplicacio-
nes lineales continuas en (coo, || - ||-) que es puntualmente acotada y no es uniformemente
acotada. Si utilizamos la Proposicion 2.4.2 obtenemos que W es un tonel, pero utilizando

las Proposiciones 2.3.2 y 2.4.3 se concluye que W no puede ser entorno del origen. [
La definicién que sigue aparece ahora de forma natural.

Definicion 2.4.5. Un espacio localmente convexo E se dice tonelado si todo tonel en E

es un entorno del origen.

El ejemplo 2.4.4 nos dice que cop con su norma del supremo es un espacio normado
no tonelado. Es claro también a la vista de las Proposiciones 2.4.2 y 2.4.3 que la nocién de
espacio tonelado estd introducida ad hoc para que se cumpla el Teorema de la Acotaciéon

Uniforme tal y como recogemos en el siguiente resultado.
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Teorema 2.4.6 (Teorema de la Acotacién Uniforme para Espacios Tonelados). Sea E un
espacio localmente convexo tonelado y F un espacio localmente convexo 7 C £ (E,F).

Si F€ es puntualmente acotado entonces F es equicontinuo.

Demostracion. Sea V un entorno del origen absolutamente convexo y cerrado en F' y

escribamos

W= T'(V).

TesxX
Dado que .77 es puntualmente acotado la Proposicion 2.4.2 nos asegura que W es un tonel
en E. Al ser un espacio tonelado, W es un entorno de 0 en E, y ahora la Proposicion 2.4.3

nos dice que es .77 es equicontinuo. [

La version que acabamos de demostrar del Teorema de la Acotacién Uniforme contie-
ne como casos particulares los casos que ya hemos demostrado para espacios de Hilbert,

Banach y de Fréchet. Eso es consecuencia del siguiente resultado.
Teorema 2.4.7. Todo espacio localmente convexo de Baire es tonelado.

Demostracion. Sea D un tonel en E espacio de Baire. Al ser D absorbente, se tiene que
E=|JnD
neN

Al ser espacio de Baire, E es de segunda categoria y por lo tanto dado que D es cerrado
existe un ng € N de forma que int(noD) es no vacio. Fijemos @ € int(noD); entonces

existe un entorno abierto de @, U, de manera que
wcelUCD.

Seay= nQO entonces se tiene que
1
yeV:=—UCD.
no

AsiV es abierto y como D es absolutamente convexo se tiene que

1 1
0eV—-—=-VCD.
62 5 -

El conjunto %V — %V es un abierto (por ser suma de abiertos) que contiene a 0 y por tanto

D es un entorno del origen y la demostracion queda terminada. 0
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Corolario 2.4.8. Los espacios de Banach y los espacios de Fréchet son tonelados.

Demostracion. Por el teorema de Baire 2.2.3, todo espacio de Banach y de Frechet son
espacios de Baire, y por el resultado anterior, tonelados. ]

Vamos a continuacién a demostrar que la clase de los espacios tonelados se caracteri-

zan porque en ellos se satisface el Teorema de la Acotacion Uniforme.

Definicion 2.4.9. Sea E un espacio localmente convexo y sea E' su dual topoldgico. Si U
(resp. V) es un subconjunto de E (resp. de E'), se define la polar (absoluta) de U (resp.
V') como

U°={xXe€E :|X¥(x)| <1 paratodoxecU}

(resp. V° = {x € E : |x'(x)| < 1 para todo x' € V}).
El siguiente lema bien conocido sera utilizado en la prueba del Teorema 2.4.12.

Lema 2.4.10. Sea E un espacio localmente convexo, y sea U un subconjunto de E abso-

lutamente convexo y cerrado. U es entorno del origen si 'y sélo si U° es equicontinuo.

Demostracion. Supongamos que U es un entorno del origen. Sea € >0y x € €U. Se tiene
que x = €xy para cierto xy € U y asi

W' ()| = ¥ (exv)| = el (xv)| < €

Lo que nos quiere decir es que si V es entorno de 0 en K existe un € > 0 de manera
que B(0,&) C V y por lo anterior, como €U es entorno del origen en E, tenemos que
X'(eU) C B(0,¢€) y por definicién, U° es equicontinua.

Para probar el reciproco, usaremos teorema del bipolar y 1a coincidencia de clausuras
para topologias compatibles. Supongamos que U° es equicontinuo, con U un subconjunto
absolutamente convexo y T—cerrado. Si consideramos la topologia débil 6(E,E’) en E y
la coincidencia de clausuras para topologias compatibles sabemos que un conjunto es
cerrado en la topologia original de E si, y s6lo si, es 6(E,E")—cerrado. Por el teorema
del bipolar sabemos que
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donde aco(U) es la envoltura absolutamente convexa de U. Ahora bien, si U° es equi-
continuo entonces U°° es un entorno del origen: efectivamente, como U° es equicontinuo
existe un entorno del origen V C E de manera que |x'(x)| < 1 para cada x € V y para todo
x' € U°. Por definicién de polar, se tiene que V C U°° y asi U°° es entorno del origen. Por
lo tanto, U = U°° es entorno del origen y termina la demostracién de la proposicién. [

Para toneles tenemos la siguiente caracterizacion.

Lema 2.4.11. Sea E un espacio localmente convexo, U C E un subconjunto de E abso-

lutamente convexo y cerrado. U es un tonel si y sélo si U° estd puntualmente acotado.

Demostracion. Supongamos que U es un tonel, es decir, U es absorbente. Si x € E existe

px > 0 de forma que x € p,U; si tomamos ahora x’ € U° se tiene que
¥ ()] = ¥ (paxw)| = pal¥’ ()| < px para todo X' € U,

y por tanto U° estd puntualmente acotado.

Reciprocamente, supongamos que U° estd puntualmente acotado. Como U es abso-
lutamente convexo y cerrado, para demostrar que es un tonel sélo falta demostrar que es
absorbente. Si x € E, existe M, > 0 de manera que |x'(x)| < M, para todo x’ € U°. Por
lo tanto, - cumple que X’ (3)| < 1y ast - € U*. El Teorema del bipolar nos dice
ahora que U°° = U y concluimos que Mix € U. Esto significa que x € MU y asi U es
absorbente. [

Llegamos por fin a la caracterizacion de los espacios tonelados como aquellos en los

que se verifica el Teorema de la Acotacion Uniforme.

Teorema 2.4.12. Para un espacio localmente convexo E las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

(i) E es tonelado.

(ii) El Teorema de la Acotacion uniforme es vdlido para cualquier familia de aplica-
ciones de E en otro espacio localmente convexo, i.e., para todo espacio localmente
convexo F todo subconjunto 7 C £ (E,F) puntualmente acotado es equicontinuo.

(iii) El Teorema de la Acotacion uniforme es vdlido para cualquier familia de aplicacio-
nes de E en el cuerpo K, i.e., todo subconjunto 7 C £ (E,K) = E' puntualmente

acotado es equicontinuo.
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Demostracion. La implicacién (i) = (ii) es el Teorema 2.4.6. Como claramente (ii) =
(iii) lo tnico que nos queda demostrar es que (iii) = (i). Sea D C E un tonel, por le-
ma 2.4.11, sabemos que D° estd puntualmente acotado, luego D° es equicontinua por
hipétesis, y por el lema 2.4.10, D es un entorno del origen, por lo tanto el espacio E es
tonelado. []

A continuaciéon damos otro ejemplo de espacio normado no tonelado un poco mas
sofisticado que el exhibido en el Ejemplo 2.4.4: 1o que hacemos, en la practica, es utilizar

en nuestra construccion las proposiciones 2.4.2 y 2.4.3.

Ejemplo 2.4.13. Sea E = {f : [0,1] — R} que son continuas y existe un entorno de 0,

que depende de f, de manera que f se anula en dicho entorno. Si E se dota con la norma

«, entonces el conjunto

:{f@E:‘f(%)‘S%:neN}

es un tonel que no es un entorno de 0. Consecuentemente (E,|| - ||) es un espacio nor-

del supremo || - |

mado que no es tonelado.

Demostracion. Vemos en primer lugar que D es un tonel:

- D es absolutamente convexo. Sean f,g € D'y o, 3 € K de manera que ||+ |B] <1

entonces
s 801 ()| = s () + 86 )| < el )] 81 5]
<lal; + 1Bl <.

Por tanto ot f + Bg € D y asi D es absolutamente convexo.
-D es cerrado. Sea {fi}nen una sucesion de funciones de D que convergen a f € E. En
particular para todo x € [0, 1] se tiene que f,,(x) converge a f(x). Si € > 0 existe un

me € N de manera que |f(,11) —fmg(rll)| < & por lo tanto

) =) = ()t (D) = ) = e () e (B [ 24

Como € se puede tomar tan pequefio como se quiera, nos queda que |f (%)| < %, por

tanto f € Dy asi D es cerrado.
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-D es absorbente. Sea f € E y fijemos € tal que f(x) =0six < €. Sea N € N tal que si
n > N entonces % < &. Por otra parte como f estd acotada en [0, 1], existe M > 0 tal
que | f(x)] <M paratodo x € [0, 1]. En estas condiciones, si definimos A = W >0
afirmamos que A f € D. Efectivamente, se tiene dos casos:

(a) Sin> N entonces [Af(1)|=|1-0]=0<1i.
(b) Paran=1,2,...N tenemos que

() =4l (D)] <2

Porlo que Af € Dy asi D es absorbente.

1 1
— <.
N ™ n

A continuacion vemos que D no es un entorno de 0. Probaremos que para cualquier
€ > 0 existe una funcién fe € Bg(0,€) tal que fe ¢ D. Efectivamente, sea 0 < § < € fijo
y no € N tal que

1
0< —<eE.
no
Definamos la funcién
0 si0<x<é
fe= S(jis) six<6< %
no
€ Si ni <x<1
0
Graficamente:
Y
8 —_—— —

| |

| |

| |

] I
0I 5&8 lX

n,

o

De esta manera tenemos una funcion fe contenida en Bg (0, €) porque || f¢|| = € pero,
para ng se tiene que fg(%) =£> % y por tanto no pertenece a D. Hemos establecido por
tanto que el espacio (E, || - ||«) es un espacio normado que no es tonelado.

Vamos a continuacién a reinterpretar lo demostrado hasta ahora para ver directamente
queen (E,||-||) no se cumple el Teorema de la Acotacién Uniforme, es decir, proporcio-
naremos un subconjunto de E’ que es puntualmente acotado pero que no es equicontinuo

(uniformemente acotado).
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Para cada n € N sea {A, : E — R la aplicacion lineal dada por

Anf)=n ),

para f € E. Es claro que cada A, es || - ||-continua y por tanto A, € E’.
Comprobamos ahora que la sucesién {A,},cn estd puntualmente acotada. Si f € E

existen My y €7 de manera que cumplen
(a) |f(x)] <My paratodo x € [0,1].
(b) Six < & se tiene que f(x) =0.
Fijemos ny € N de forma que si n > ny se tiene que % < €. Tenemos dos casos:
(i) Sin > ny, entonces nf(rll) =n-0=0
(ii) Sin <ny, entonces [n- f(3)|=n-|f(1)| <n-My<n; M;

En definitiva, la sucesion

{An(f>}n€N = {Al(f)7A2<f)a .- 7Anf(f)a0507 . }

estd acotada por ny - My.
Obsérvese, por otro lado, que para cada n € N se tiene

AL = {F B0 < )

y por tanto D = (,,¢;A, ' ([—1,1]). Ya hemos probado que D es un tonel que no es entorno
de 0. La Proposicién 2.4.3 nos dice que la familia {A, },cn no es equicontinua, es decir,
no es uniformemente acotada. Notamos para terminar que esta ultima afirmacion puede

demostrarse directamente sin apelar a la Proposicion 2.4.3. Ciertamente, se tiene:
||An|| = n para todo n € N.

Por un lado, si f € E de manera que || f||- < 1 entonces se tiene que

AN =Inf(=) <n-|[flle<n-1=n

1
n
para todo n € N, de donde se deduce que

1Al = sup{|An(F)] = [If]lo < 1} <.
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Para demostrar la desigualdad contraria, sea n € Ny fijemos 0 < 6 < % y definamos:

0 si0<x< o

flx)= x"; sid<x<i

Es claro que || f]| = 1 y que

1
Anf(f> = I’lf(;) =n,
Quedando asi establecido que ||A,|| = n como queriamos demostrar. O

Terminamos la seccidn y el capitulo demostrando el Teorema de Ascoli, y alguna con-
secuencia, para subconjuntos equicontinuos de espacios localmente convexos: el Teorema
de Ascoli en espacios de funciones es una potente herramienta en Andlisis Matemético
que se utiliza por ejemplo en el estudio de la existencia de soluciones de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y en el estudio de las familias normales de funciones holomorfas

(Teorema de Montel).

Definicion 2.4.14. Sea F un espacio localmente convexo, T un conjunto y sea & una
familia de subconjuntos de T dirigida por la inclusion C. Consideramos el espacio vec-
torial de aplicaciones de T en F, FT y sea B una base de entornos del origen en F.
Definimos, cuando S € & yV € B la familia

M(S,V)={feFT:f(S)cV}

Esta familia es un base de entornos del origen de FT para una iinica topologia, llamada
la topologia de convergencia uniforme en & o también &-topologia. En particular, si
E.F son espacios localmente convexos y tomamos T := E en las definiciones de antes,

podemos definir en £ (E | F) las siguientes &-topologias:
(i) Cuando & es la familia de subconjuntos finitos de E, la &-topologia en £ (E,F)

denotada por t,(E) se denomina de convergencia simple o puntual. Notamos que
los subconjuntos ty-acotados de £ (E,F) son los conjuntos puntualmente acota-
dos en el sentido que hemos utilizado en las distintas versiones del Teorema de la

Acotacion Uniforme.
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(ii) Cuando & es la familia de subconjuntos precompactos de E, la &-topologia en

Z(E,F) denotada por t,.(E) se denomina de convergencia precompacta.

Teorema 2.4.15 (Teorema de Ascoli). Sean E y F dos espacios localmente convexos y
sea H un subconjunto equicontinuo de £ (E,F). Las restricciones a H de las siguientes

topologias son idénticas:

(i) La topologia de convergencia simple en un subconjunto total de E.
(ii) La topologia de convergencia simple en E.

(iii) La topologia de convergencia precompacta.

Demostracion. Sea A un subconjunto total de £ y denotemos por 7,(A) la topologia en
Z(E,F) de convergencia puntual sobre A.

Como la topologia de convergencia precompacta 7,.(E) estd generada por los sub-
conjuntos precompactos de E, y como todo conjunto finito es compacto, en particular es
precompacto, se concluye que topologia de convergencia precompacta T,.(E) es m4s fina
que la topologia de convergencia simple 7,(E). Como los subconjuntos finitos de A son
subconjuntos finitos de E se tiene que 7,(E) es mds fina que 7,(A).

Para terminar la prueba vamos a establecer que la restriccién de la topologia 7,(A) a H
en mas fina que la topologia 7,.(E) inducida en H. Demostraremos que para cada ug € H,
cada V entorno del origen absolutamente convexo en F y cada S(# 0) un subconjunto
precompacto de E, existe un subconjunto finito Sy de A y un entorno Vjy del origen en F
de manera que

[uo+M(S,,Vo)|NH Cug+M(S,V).

Sea W un entorno del origen absolutamente convexoen F talque W +W +W4+W CV'y
sea U entorno del origen absolutamente convexo en E de forma que 7/(U) C V para todo
T € H (aqui utilizamos que H es equicontinuo). Al ser S precompacto existen elementos
yi €S .,=1,2,...m de manera que S C J,(yi+U). Como A es total tenemos que
M:E, para cada y; existen x;; € A y escalares A4;; coni=1,2...n;j=1,2...mde

forma que y; € Z’]’-’Zl Aijxij+U. Consecuentemente

scly (ixijxijJrUJrU) :

i=1 \Jj=1
Elegimos un entorno del origen absolutamente convexo Vp en F de manera que }; ;(4;;Vo) C

W'y fijamos el conjunto finito So = {x;;:i=1,...m,j=1,...n}. Sive M(Sy, Vo) tenemos
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que v(x;;) € Vo y ademds

Zn: (AijVo) +v(U) +v(U) CW+v(U)+v(U).

IIC§

Sea up € H y sean w € H N [ug + M(Sp,Vp)]. Tendremos que w = ug + v para cierto
v € M(So,Vp). Como v =w —ug se tiene que v(U) C w(U) +up(U) C W+ W al ser
U equilibrado. Por lo tanto v(S) C V y en particular w = ug+v € ug "NM(S,V). O

Cuando F = K y consideramos el dual .Z(E,F) = E’ de el espacio localmente con-
vexo E, la topologia de convergencia puntual en E’ se llama topologia débil* y se denota
por o(E"E).

El siguiente resultado es bien conocido en Andlisis Funcional.

Teorema 2.4.16 (Alaoglu-Bourbaki). Sea E un espacio localmente convexo. Todo equi-

continuo H de E' es o (E',E)- relativamente compacto.

Demostracion. Sea H C E' un subconjunto equicontinuo. Consideremos el espacio local-
mente convexo E'[0(E’, E)] como subespacio de (KE,#,(E)). Para ver que H es o (E’,E)-
relativamente compacto es suficiente, después del teorema de Tychonoff, probar que se

o(ELE) _ gnE) - g y que H es puntualmente acotado. Ahora bien, H” ()

tiene H estd
formado por aplicaciones lineales y continuas, porque sus elementos son limites puntuales
de redes equicontinuas de aplicaciones lineales. Por otro lado H es puntualmente acota-
do: se puede hacer un sencillo razonamiento directo o utilizar las Proposiciones 2.4.2

y 2.4.3. ]
Como consecuencia inmediata de lo anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.4.17. Sea (X,| - ||) un espacio normado. La bola dual Bx+ es ¢(X*,X)-

compacta en X*.
Una combinacidn de los resultados anteriores nos permite concluir:

Corolario 2.4.18. Sea Sean E un espacio localmente convexo y sea H un subconjunto

equicontinuo de E'. Se tienen las siguientes propiedades:

(i) H es relativamente compacto para la topologia de convergencia uniforme sobre

precompactos de E.
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(ii) Si E es separable, la topologia 6(E',E) inducida en H es metrizable.

Demostracion. La afirmacion en (i) es consecuencia del Teorema de Ascoli 2.4.15 y del
Teorema de Alaoglu-Bourbaki 2.4.16. La afirmacién en (i) es consecuencia también del
Teorema de Ascoli utilizando ahora que si A C E es un conjunto numberable y denso

entonces la topologia metrizable 7,(A) coincide con o (E’,E) al restringirla a H. O

En particular para espacios tonelados se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.4.19. Sea Sean E un espacio localmente convexo tonelado y sea H un sub-
conjunto puntualmente acotado (i.e. 6(E',E)-acotado) de E'. Se tienen las siguientes

propiedades:

(i) H es relativamente compacto para la topologia de convergencia uniforme sobre
precompactos de E.

(ii) Si E es separable, la topologia o (E',E) inducida en H es metrizable.



Aplicaciones del Teorema de la
Acotacion Uniforme

Capitulo

«CONTENIDOS
ﬁ Teorema de la Base débili " N

= Aplicaciones bilineales separadamente y conjuntamente continuas.

» Funciones holomorfas vectoriales (Teorema de Dunford).

= M¢étodos de sumabilidad permanentes (Teorema de Toeplitz)

= Convergencia puntual de series de Fourier de funciones continuas.

= Convergencia de sucesiones de operadores polindmicos trigonomé-

tricos definidos en espacios de funciones continuas.

& Espacios tonelados y el Teorema de la Gréfica cerrada. j

STE capitulo estd dedicado al estudio de las aplicaciones del Teorema de la Acota-
cién que se han detallado en el listado de contenidos un poco mds arriba. Como se
observard al leer el capitulo las aplicaciones que hemos estudiado son de lo més va-

riadas: esto pone de manifiesto el gran alcance del Teorema. Quizds, vale la pena comentar
que segun circula en el boca a boca que Banach-Steinhaus demostraron el Teorema de
la Acotacion uniforme para demostrar la existencia de funciones continuas 27-periddicas
cuya serie de Fourier no converge en todos los puntos. Destacamos también que en el
estudio que hacemos de la relacion entre espacios tonelados y el Teorema de la Grafica
Cerrada hemos generalizado técnicas de [24] que nos han permitido dar un punto de vista
original cuando estudiamos espacios metrizables tonelados.

Nuestras referencias basicas para el capitulo han sido [13], [24], [29], [27], [4] y [40].
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3.1. El Teorema de la base débil en espacios tonelados

Empezamos por generalizar el Corolario 2.2.8 para espacios localmente convexos ar-

bitrarios.

Teorema 3.1.1 (Banach-Mackey). Sea E un espacio localmente convexo. Para un con-

junto A C X las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es débil acotado, i. e., X' (A) es acotado en K para cada X' € E'.

(ii) A es acotado en E.

Demostracion. Es facil comprobar que las aplicaciones lineales continuas llevan conjun-
tos acotados en conjuntos acotados y por tanto (i) = (i). Para la implicacién (i) = (ii)
razonamos como sigue. Supongamos que (i) es cierto. Tenemos que demostrar que para
cada entorno absolutamente convexo U de O en E se tiene que A C pU para algtin p > 0.
Esto udltimo es equivalente a que

sup sup ¥'(x)| < p,
xeAx'eU°

es decir, probar que A es acotado equivale a demostrar que A estd uniformemente acotado
sobre U° para cada entorno absolutamente convexo U de 0 en E. Utilizando el lema 2.4.10
U° es equicontinuo y asi el Teorema de Alaoglu-Bourbaki 2.4.16 nos asegura que U°
es 0(E',E)-compacto. Por otro lado como U° es absolutamente convexo tenemos que
Ej;. :=span U° = U>>_,nU°. Una aplicacién de la Proposicién [29, §20. 11. (2)] nos dice

que Ej;. es un espacio de Banach dotado la norma

||| :=inf{p > 0:x" € pU°},

para x’ € E'. Es fdcil comprobar que la bola unidad cerrada de (Ej., || - ||) es precisamente
U°. Por otro lado cada x € A puede mirarse como una aplicacion lineal £ : Ej,. — K dada
por £(x') := x/(x) para cada x’ € E[;. que es || - ||-continua. La hipétesis (i) implica que
el conjunto A := {£: x € A} es puntualmente acotado como subconjunto de .Z(Ej,.,K).
Una aplicacion tel teorema de la Acotacion Uniforme 2.2.5 nos permite concluir que

sup sup |£(x)| = sup sup [x'(x)| < +oo.
x€EA X' eU° x€EA X eU°

y termina la prueba. [
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La siguiente definicion generaliza el concepto de Base de Schauder que es bien cono-
cida en espacios de Banach.

Definicién 3.1.2. Sea E un espacio localmente convexo. Una sucesion {ey}, se dice que

es una base débil de Schauder en E si:

(i) Para cada x € E, se tiene .
x= Z e, (x)e,
n=1
para unos tinicos coeficientes e, (x) € K, siendo la serie convergente en la topologia
débil 6(E,E’) de E (en otras palabras, X' (YI'_, el,(x)e, — x) — 0 cuando m — oo
para cada X' € E’).
(ii) e, € E' para cadan € N.
Cuando en (i) la convergencia de la serie es en la topologia del espacio entonces se dice

que la base es una base de Schauder sin especificar la topologia.

Es bien conocido que si E es un espacio de Banach entonces toda base débil es una
base de Schauder. En general podemos probar este resultado como consecuencia del Teo-

rema de la Acotacion Uniforme en espacios tonelados.

Teorema 3.1.3 (Teorema de la base débil). Sea E un espacio tonelado. Si {e,}, es una

base débil de Schauder en E, entonces {e, }, es una base de Shauder.

Demostracion. Para cada n € N consideremos
n
/
up(x) = Z e, (x)en — x.
m=1

Observemos que dado que cada ¢], € E' se tiene que u, € £ (E,E). Por otro lado, la

hipétesis {ey, }, es una base débil significa que para cada x € E se tiene que
X (un(x)) — 0

y en consecuencia el conjunto x’ ({un (x):neN }) es acotado en K. Utilizando el teorema
de Banach-Mackey 3.1.1 concluimos que {u,(x) : n € N} es acotado en E, y ahora el
Teorema de la Acotacion Uniforme para espacios tonelados 2.4.6 nos permite concluir

que el conjunto {u, : n € N} es equicontinuo en .Z(E,E).
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Observar que si Ey = span {e, : n € N} entonces para cada x € Ey se tiene que u,(x)
converge a 0 para la topologia original en E. Al ser {e, },, una base débil el subespacio Ey
es denso débilmente en E y por la coincidencia de clausuras para topologias compatibles
concluimos que Ej es denso en E.

Por la equicontinuidad de {u, : n € N}, dado un entorno absolutamente convexo V de
0 en E, existe un entorno U de 0 en E de forma que u,(U) C %V para todo n. Dadox € E
podemos elegir xo € Ey tal que x —xp € U. Tenemos que u,, (x —xo) = u, (x) —up(xo) € %V,
luego u,(x) € uy(xo) + 3V para todo n. Pero como xq € Ej, existe ny de manera que
un(xo) € %V para todo n > ng. Por lo tanto u,(x) € V para todo n > ng y asi la serie
converge en la topologia original de E y termina la prueba. ]

3.2. Aplicaciones bilineales

Sean E, F,G espacios vectoriales sobre K; una aplicacion f de E X F en G se dice
bilineal si para todo x € E y todo y € F, las aplicaciones parciales f, : y — f(x,y) y
fY 1 x — f(x,y) son lineales. Si E,F,G son espacios localmente convexos, es sencillo
demostrar que una aplicacion bilineal f es continua si y s6lo si lo es en (0, 0); de acuerdo
con esto, una familia Z de aplicaciones bilineales es equicontinua si y sélo si lo es en
(0,0). Una aplicacién bilineal f se llama separadamente continua si todas las aplicaciones
parciales f, y f7 son continuas; es decir, si fy € Z(F,G) paratodox € Ey f € Z(E,G)
para todo y € F. Andlogamente, una familia % de aplicaciones bilineales de E x F en G es
separadamente equicontinua si son equicontinuas las familias {f,: f € Z} y {f”: f € B}
para todo x € E y todo y € F. Finalmente, si G = K, entonces una aplicacion bilineal de
E X F en G se denomina forma bilineal en E X F.

Es facil poner ejemplos de aplicaciones bilineales separadamente continuas que no
son continuas.

Ejemplo 3.2.1. Sea (E, || - ||) un espacio normado de dimension infinita y sea F := E' su

espacio dual. Entonces la aplicacion de dualidad
f(E ) < (E',o(E"E)) - K

dada por f(x,x') := x'(x) es bilineal, separadamente continua y no es continua.
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Demostracion. Es claro que f es bilineal y separadamente continua. Si f fuera continua
existirfa € > 0 y un subconjunto finito x1,x,,...,x, € E tal que para el 6(E’, E)-entorno
de O dadopor V = {x' € E" :sup;_; 5,

x'(x;)| < 1} tendremos

f(BE(o,s) xv)  Bx[0,1]. 3.1)

Ahora bien, como E es de dimension infinita siempre podemos encontrar x € Bg(0,€)
linealmente independiente de x;,x,,...,x, € E. Asi el teorema de Hahn-Banach nos ga-
rantiza la existencia de x' € E' con x'(x;) =0, parai=1,2,...,ny x'(x) = 2. Asi las cosas,
(x,x") € Bg(0,€) x V pero |f(x,x’)| = 2. Obtenemos asi una contradiccién con (3.1) que

termina la prueba. O

Bajo hipétesis mds restrictivas en E' y F si puede derivarse continuidad de la continui-

dad separada para aplicaciones bilineales.

Teorema 3.2.2. Sean E,F y G espacios localmente convexos con E y F metrizables. Si E
es un espacio tonelado, entonces toda familia 9 de aplicaciones bilineales de E X F en

G separadamente equicontinua es equicontinua.

Demostracion. Teniendo en cuenta que para cada f € Z se tiene la identidad

JF(x,y) = f(xo —yo) = f(x —x0,y —yo) + f(x —x0,¥0) + f (x0,y — o)

y la equicontinuidad separada de 4, es suficiente demostrar la equicontinuidad de % en
(0, 0). Designemos por {U,}, y {V,}» sucesiones decrecientes formando base de entor-
nos de 0 en E y F respectivamente; {U, x V,} es una base de entornos de 0 en E X F.
Si suponemos que % no es equicontinuo en (0,0), existird un entorno Wy de O en G y
sucesiones {x, }n,{vn}n, con x, € Uy, y, € V,(n € N) tales que para todo n se tiene que
Sn(Xn,yn) & Wo, para una cierta sucesion { f, }, tomada en %. Demostraremos que esto
es imposible y de esta forma terminard la prueba. Como para todo x € E fijo, la familia
{fc: f € A} el teorema de Asoli 2.4.15 nos dice que { fy : f € A} estd acotada en uni-
formemente en los subconjuntos compactos de F. En particular {f,(yv,) : f € B,n € N}
serd acotado en G, ya que al ser {y, }, una sucesién nula de F es relativamente compacta.
En particular, el subconjunto {f;" : n € N} de Z(E,G) esta puntualmente acotado. Por
tanto, como E es tonelado el Teorema de la Acotaciéon Uniforme para espacios tonela-

dos 2.4.6 nos permite concluir que {f;," : n € N} es equicontinuo. De esto dltimo se sigue
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la existencia de un entorno U de 0 en E para el que f;"(U) C Wy para cada n € N. Esto
tltimo, contradice la hipétesis de que fi,(x,,y,) & Wo para cada n € N, ya que {x,} — 0
en E y asi para cierto N € N se tiene que x, € U paracadan > N. O]

Corolario 3.2.3. Sean E,F y G espacios localmente convexos con E y F metrizables. Si
E es un espacio tonelado, entonces toda aplicacion bilineal de f : E X F — G separada-

mente continua, es continua
Demostracion. Basta aplicar el teorema anterior para la familia % := {f}. []

Utilizando otra vez el Teorema de la Acotacién Uniforme 2.4.6 pero en .2 (F,G) po-
demos demostrar cuando F es también tonelado el siguiente resultado.

Corolario 3.2.4. Sean E,F espacios localmente convexos metrizables y tonelados y G
un espacio localmente convexo. Si 9 es una familia de aplicaciones bilineales de E x F
en G separadamente continuas, tales que {f(x,y) : f € B} es acotado en G para todo

(x,y) € E X F, entonces & es equicontinuo.

3.3. Funciones holomorfas vectoriales

Las funciones holomorfas vectoriales y el teorema de Liouville para ellas son la he-
rramienta para demostrar que el espectro de un operador entre espacios de Banach es no

vacio.

Definicion 3.3.1. Sean Q un subconjunto abierto de C, (X,||-||) un espacio de Banach
complejoy f: Q — X una funcion. Se dice que f es:
(i) Débilmente holomorfa en Q si x* f es holomorfa en Q para cada x* € X*.

(ii) Holomorfa en Q si para cada a € Q existe el limite lim M.
7—a z7—d

Utilizando que los funcionales x* € X* son lineales y continuos se ve facilmente que
toda funcién holomorfa f : Q — X es débilmente holomorfa. El reciproco también es
verdad, y para demostrarlo se utiliza el teorema de la acotacién uniforme y la férmula de

Cauchy para funciones holomorfas complejas.

Teorema 3.3.2 (Dunford). Sean Q C C abierto, X un espacio de Banach complejo, y f :

Q — X una funcion. Entonces f es holomorfa en Q si y solo si, es débilmente holomorfa.
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.. .. o . . <) — J & .
Demostracion. Es claro que si existe el limite 1im M := f’(z0) entonces existe

. ) =20 220
o ¥ ) ¥ fa)

x—a z7—a
x* f es holomorfa para cada x* € X*.

:= x*f'(x0) para todo x* € X*, y por tanto si f es holomorfa entonces

f(2)—f(z0)
=20
cumpla la condicién de Cauchy, y por tanto, basta probar que existen un entorno V de zg

Para el reciproco utilizamos que la existencia de lim,_., equivale a que se

y una constante M > 0 tales que la funcién

Gle.0) = fz)—fz0) fl®)—f(z0)
T 7—20 ®— 7

verifica la acotacién ||G(z,0)|| < M|z — ®| para todo z,® € V. Sea B[zg,r] C Q y sea

z € B(zp,r) fijo; como x* f es holomorfa en €, la formula de Cauchy nos permite escribir

" L[ x"f(s)
xf(Z):z—m./rs—_ZdS,
siendo I'(8) = z9 + re’®, 0 € [0,2x]. Utilizando las correspondientes férmulas para zo y
o € B(zp,r), se obtiene
cotpw = L [ XI0G0

2wi Jr (s—2z)(s— ) (s —20)
Al ser {I'(0) : 6 € [0,27]} compacto, también lo es {x*f(I'(0)) : 6 € [0,27]} para cada
x* € X* vy, por tanto, {f(I'(0)) : 6 € [0,2x]} es un conjunto acotado en X: sea o :=
sup{||f(I'(8))|| : @ € [0,27]} < oo. Por otra parte, fijados zy @ € B(zp,r/2) la ecuacion
anterior conduce

ds.

P Sl P S VTSP

S — = — —

=21 (r/2)(r/2)r At

lo que prueba que G(z,®) — 0 cuando z,0 — 7o y asi se tiene que f es holomorfa en
Q. O

1G(z, @) || = |¥"G(z, @)

El teorema de Liouville se satisface para funciones holomorfas vectoriales, i. e. , si

f: C — X es holomorfa y acotada entonces f es constante.

Corolario 3.3.3. Sean (X,||||) un espacio de Banach complejo y f : C — X una funcion

holomorfa para la que x* f es acotada para cada x* € X*. Entonces f es constante.

Demostracion. Para cada x* € X*, x* f es una funcion entera acotada. Por el teorema de
Liouville x* f es constante y asi x* f(z) = x* f(0) para cada zC. Como X * separa los puntos
de X se obtiene f(z) = f(0) para cada z € C. O
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3.4. Métodos de sumabilidad

Como es bien conocido, si una sucesién (x,) converge entonces la sucesién de sus

x1+X2+...xn
n n

converge al mismo limite. A pesar de que el reciproco no es verdad, la convergencia de

medias de Césaro

Césaro es a veces una herramienta adecuada para obtener algunos resultados relevante.
Por ejemplo, se sabe que hay funciones continuas en [0,27], 27-periddicas, cuya serie
de Fourier es puntualmente divergente en un Gg-denso de [0,27], como veremos en la
siguiente aplicacion, pero sin embargo, las medias de Césaro de las sumas parciales de
su serie de Fourier convergen uniformemente. Obsérvese que si (x,), es una sucesion,
entonces la sucesion de sus medias de Césaro (yy), se obtiene como resultado de la mul-

tiplicacién de una matriz infinita por la sucesién (x,), del siguiente modo

1 0 X1 Y1
1 1

5 3 0 X2 2
1 1 1 1

nonon n n Yn

Es natural estudiar transformaciones en el espacio de sucesiones a través de matrices

infinitas.

Definicion 3.4.1. Sea M = (kn,m)‘;:m: | una matriz infinita, kn , € K. Una sucesion (Xp,)m
en K se dice que es M-convergente a x en K si para cada n € N la serie Y, _| ky mXm
converge, digamos a yy, y la sucesion (y,), converge a x. Se dice que es un método se
sumabilidad permanente cuando transforma cada sucesion convergente (X)), en una

[}

sucesion (Yn)n = (L1 knmXm),, que es convergente y cumple 1im,, x,, = 1imy, y,.

La matriz de Césaro es un método de sumabilidad permanente. El siguiente teorema

caracteriza cudndo una matriz infinita es un método de sumabilidad permanente.

Teorema 3.4.2 (Toeplitz). Una matriz infinita M = (knn ), ,— s un método de sumabi-

lidad sty solo si se satisfacen las siguientes condiciones:
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1. s=sup{Y,_ilkpm| :n=1,2,...} <oo.
2. lim, k, ,» = 0 para cada m € N.
3. lm, Y kym = 1.

Demostracion. Veamos en primer lugar que si M es un método de sumabilidad perma-
nente, entonces se satisfacen las condiciones 1,2,3 anteriores. Para cada x = (x,);, € ¢
y para cada n y k naturales consideremos las sumas f}'(x) := Y knmXm y f(x) =
Y on—1kn, mxm (Ia convergencia es parte de la hipétesis). Claramente f}', f" : ¢ — K son
aplicaciones lineales y, como se puede comprobar facilmente, se tiene que f7' € (c, ||-||.,)*
y (1A = Xz Vonm
Steinhaus 2.2.7 nos dice que f" es continua y que sup; Hf,?H =Y |knm| < eo. De aqui

. Dado que f}'(x) — f"(x) para cada x € c, el teorema de Banach-

se sigue que || f"|| = X |knm|. Dado que M que es un método de sumabilidad perma-
nente, para cada x € ¢, la sucesion (f"(x)), es convergente, y una nueva aplicacién del

teorema de Banach-Steinhaus nos da ahora que:

sup{||f"]| : n € N} :sup{Z |knm| :n=12,...} =s<oo

m=1
con la que queda establecida la validez de 1. La propiedad 2 se obtiene aplicando M a cada
elemento ¢, = (0,0,...,0,1,0,...) donde 1 estd en la coordenada n-ésima; 3 se obtiene
aplicando M a la sucesion constante igual a 1.
Reciprocamente, supongamos que M es una matriz que satisface las propiedades 1, 2

y 3. Sea x = (x)m € c. Paran =1,2,--- tenemos

Z |kn,mxm‘ < Z ’kn,m’ ][ oo < 5[] oo -
m=1 m=1

Como s < o concluimos que Y ;°_ | k, mX, converge en K, digamos a y,, para cadan € N.
Escribamos ahora Mx := (y,), = y. Tenemos que demostrar que y € ¢ y que lim,y, =
lim,,; x,,,. Sea A := lim,;x,,, y € > 0. Tomemos my € N de forma que se cumpla que
sup{|x, — A| : mop < m € N} < €. Tomemos ahora n tal que para n > ny,

mgo oo
m=1 m=1
Entonces
|Yn_l|: an,mxm_l < an,m(xm_l) +‘/U an,m_l
m=1 m=1 m=1




@ Aplicaciones del Teorema de la Acotacion Uniforme

mgo oo
< Z kpm(Xm—A)| + Z knm(Xm—A)|+|A]e
m=1 m0+1
<cie+se+|Ale
para una constante ¢ adecuada, y la prueba queda terminada. O]

3.5. Convergencia puntual de la serie de Fourier de fun-

ciones continuas

Sabemos que cualquier funcién f € L?([—7,7]) queda determinada en L*([—7, 7t]),

por sus coeficientes de Fourier

T

Fln) o= 2 [ swear nez

:g .

en el sentido de que las sumas n-ésimas s, definidas mediante

n
sn(f)(x) = Z f(k)eikx, n=0,1,2,...
k=—n
verifican que lim,, s, = f enlanorma |-||,. Cuando f es una funcién continua 27-periddica
también lo son las funciones s, (f) y cabe preguntarse si s, (f) convergerd a f(x) para cada
x. El teorema de Banach-Steinhaus permite dar una respuesta negativa a esa cuestion en
la forma que pasamos a exponer.

En primer lugar es sencillo comprobar que

salfi) =500 =5 [ FODu(c— 1),

=32/
donde
Dn(l‘) — zn: eikt,
k=-—n
(D,, son los llamados niicleos de Dini). Sea X = {f € C([-=,x]) : f(—n) = f(7)}: cla-
ramente X es un subespacio cerrado de (C([0,27]), || - ||)- El problema es determinar si

lim,, s,,(f;x) = f(x) para cada x € [—m, ] y cada f € X. Fijado x € [— &, 7] definimos para
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cadan € N, el funcional lineal 7;, : (X, ||-||..) — K mediante T,, f := s,,(f;x). El funcional

T, es continuo ya que

2w/

1 [= 1
T.(F)] < —/ 1fllee 1D e =)t = S [[Duly [l.£1l-o -
T Y[
De hecho, se verifica que ||7;,|| = (1/27) || Dy, y que || Dy||; > (8/7) ¥Xi_, 1/k para cada

n € N como se demuestra en [31, p. 77 y p. 30]. Se obtiene que para x € [—7, 7] existe un

G denso Fy de X con la propiedad de que

*(3x) 1= sup{Jsu ()| :n € N} = oo,

para cada f € Fy. Asi, para cada f € F, la serie de Fourier de f no converge en x. Mas

aun, es cierto el resultado mas fuerte:

Proposicién 3.5.1. Sea X = {f € C([-n,7]): f(—7) = f(x)} con la norma inducida
por || - ||~ de C([—m,x)). Existe un Gg denso F C X con la siguiente propiedad: para
cada f € F, el conjunto

Qp :={x € [-7, 7] : 57 (f;x) = o0}
es un Gg denso en [—m, 7]

Demostracion. Sea {x; : i € N} un subconjunto denso en [—7m, 7] y para cada i € N sea
F; C X un G5 denso en X con la propiedad de que s*(f;x;) = o para cada f € F;. Defina-
mos F := N;enF;. El conjunto F es un intersecciéon numerable de abiertos densos, y por
el teorema de Baire 2.2.3, es un G denso en X. Fijado f € F considerando el conjunto
Qf :={x:5"(f;x) = oo}. Por la definicion de F es claro que x; € Q paracadai € Ny por

tanto Q es denso en T'. Pero ademds Q¢ es un G ya que
{x:s5"(fix) =0} = [ {x:m <s*(f30)}
meN

y {x:m < s*(f;x)} es abierto, puesto que las sumas de Fourier s,, de una funcién continua

f son funciones continuas y

{x:m<s*(fix)} = U {x:m <|sp(f;x)|}.

neN

De hecho puede probarse que F' y los conjuntos O son no numerables. 0
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3.6. Operadores polinémicos trigonométricos

Podemos obtener una generalizacion introduciendo el concepto de operador polind-
mico. Sea X el espacio de funciones continuas 27-periddicas y sea H, el subespacio de
los polinomio trigonométricos de grado n a lo sumo. Un operador continuo linear U en X

se llama operador trigonométrico polinomial de grado n si :

1. U(f) € H, paratodo x € X

2. U(f) = x para todo f € H,
En otras palabras, un operador polinémico que asigna a cada funcién 27-periddica a un
polinomio trigonométrico de grado a lo sumo n, y dejando fijos a éstos polinomios. Si
y=U(f), el valor de y para un valor dado s, lo denotamos por U(f;s) = y(s), podemos
definir para una funcién f(¢) en X a la funcién f"(¢) := f(t +h) € X para todo 4. Como

f € X es uniformemente continua,

f™(#) = f(t)] — 0 cuando h — 0 (3.2)

1" = £l = mix

Lema 3.6.1. Si U es un operador polinomico de grado n, entonces tenemos la identidad:

1 21

5m | UUTs=Dde=5,(1)(s)
Identidad de Zygmund-Marcinkiewicz-Berman
Demostracion. Supongamos que f € H,, tal que ' € H, también. Entonces
U(ffis—1)=x"(s—1) = f(s)
pero, como s, es un operador polindmico de grado n, tenemos que

sn(f35) = f(5)

lo que prueba la identidad en este caso. Supongamos que f(¢) = cos(mt) o f(t) = sen(mt)
donde m > n en este caso:

f¥=cosm(t+ 1) = cosmt cosmT — sinmt sinmT = x1(t) cosmT + x, () sinmt
Por lo tanto, si y; = U(f1) y y2 = U(f>) obtenemos (siendo y;,y, € H,)

U(f%s—1)=y1(s—T)cosmT +ys(s — T) sinmt.
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Pero yi (s — 7) e y2(s — T) son polinomios trigonométricos en 7 de grado a lo sumo n, por
lo que son ortogonales a las funciones cosm7 y senmt, de aqui se sigue ﬁ 02 TU(f%s—
T)dt = 0 y claramente también el término de la derecha de la identidad, en este caso
también es cero. Consideramos el término a la izquierda de la identidad, que denotamos
para abreviar Fy(f), tenemos

U(fTs—t—h)—U(ffi5—1)| <
U(fTs—t—h)—U(fSs—t—h)|+|u(fS5—T1—h)—U(fT5—1)| <
< U= O +U(fSs—t—h)—U(fT5—17)| <
U || fo = £o|| + U (ffs—T—h) —U(fi5 — 7))

Para h suficientemente pequefio, el primer término es tan pequefio como queramos ,
por (3.2), y por tanto también en el segundo término, por lo que U(f7,s) es continuo.

. ... 1 2w . 1 2w _
El funcional F; es aditivo y |Fy(f)| < 52 Jo" [U(f* :s—=1)|dt < 52 [57 |U|| || f¥]ldT =
IU|| || ], 1o que nos da un funcional acotado. Escribiendo g,(f) = s,(f), Fs = gs en el
conjunto denso de polinomios trigonométricos en X, y son continuas, por tanto coinciden

en todo el espacio X y la identidad se cumple [

Teorema 3.6.2 (Norma minima). De todos los operadores polinémicos trigonométricos

de grado n, el operador s, es el que tiene la menor norma.

Demostracion. Por identidad anterior tenemos
) 1 21 ) .
s £) 1| = mix o ()| < 5 [ max U (7= 7) dw < U] 1]
X TJo s
lo que no da ||s,|| < ||U]|. O
En general tenemos ||U|| > ||s,|| > Aln(n).

Teorema 3.6.3 (Lozinskii-Kharshiladze). Sea {U,} una sucesion de operadores polino-
micos trigonométricos, donde U, tiene grado n, entonces la norma de esos operadores

tienden a infinito. En particular, no existe sucesion convergente en el espacio X.

Demostracion. La primera parte se deduce de el teorema anterior 3.6.2, la segunda usan-
do el teorema de Banach-Steinhaus, ya que de existir, estaria acotada y por el teorema de
Banach-Steinhaus los operadores U, estarian acotados también, lo que es una contradic-
cion. [
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3.7. Espacios tonelados y el teorema de la grafica cerrada

Cuando una aplicacién lineal es continua, sabemos que su gréifica es cerrada, pero
en general no podemos decir lo mismo del reciproco, basta tomar un espacio topoldgico
T y dos topologias distintas 7T estrictamente mas gruesa que p, la aplicacion identidad
I:(T,t) — (T,p) tiene la grifica cerrada pero no es continua. El Teorema de la grafi-
ca cerrada garantiza el reciproco en ciertas condiciones del espacio de partida, cuestion
importante porque se da a menudo que es mds ficil demostrar que una aplicacion tiene
la grafica cerrada que probar la continuidad de forma directa. Para aplicaciones lineales
T entre espacios de Banach E y F, T es continua si, y s6lo si, T tiene grafica cerrada,
[24]. En esta seccién vamos a demostrar que la clase de espacios localmente convexos la
tonelacion equivale a que se satisfaga el teorema de grafica cerrada para la familia de los
espacios de Banach en llegada.

Vamos a utilizar aqui definiciones de [24] combinadas con algunas ideas de [41]: las
demostraciones que damos aqui de estos resultados son mas simples que las tradicionales
que se pueden encontrar en diversas monografias y suponen una aproximacién personal a

la cuestion.

Definicion 3.7.1. Sea E un espacio localmente convexoy A C E

(i) Se dice que A es CS-compacto, si para toda sucesion {x,},en en Ay cualquier
sucesion {Ap}nen en [0,1] tal que Y, | A, = 1, se verifica que la serie Y, | AnXy,
converge a un punto de A.

(ii) Se dice que A es CS-cerrado, si para toda sucesion {x,},cn en A y cualquier su-
cesion {Ay}nen en [0,1] tal que Y, | Ay, = 1, para las cuales la serie Y, | Anxp
converja, se verifica que su suma pertenece a A.

El siguiente lema nos proporciona ejemplos naturales de conjuntos CS-compactos.
Lema 3.7.2. Sea E un espacio normado, {x, }ncn sucesion en B la bola unidad de E, y
sea {0y } nep una sucesion en K cumpliendo que Z lo,| < 1. Entoncesz OpXx, converge

n=1 n=1

y pertenece a Bg. Es decir, Bg es un CS-compacto.

Demostracion. Tomamos un n'y comprobamos que Y ;' ; Oi,x, estd en Bg:

n n n n o
Z OpXp || < Z | otnxn || = Z Q| - [ || < Z a1 < Z la| <1
k=1 k=1 k=1 k=1 n=1
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Al tender n a infinito se obtiene el resultado deseado. O]

En la demostracion del Lema 3.7.3 utilizamos el siguiente hecho elemental: sea E un
espacio vectorial topolégico metrizable, y sea {U, },cn base de entornos decrecientes del
origen e {y, } neny de manera que y, € U, para todo n, entonces {y, },cn converge a 0.

Notamos que el lema que sigue generaliza el correspondiente resultado que se de-

muestra en [24] para espacios normados.

Lema 3.7.3. Sea E un espacio localmente convexo metrizable y U un subconjunto de E

absolutamente convexo y CS-cerrado. Entonces int(U) C U.

Demostracion. Supongamos que int(U) # 0, pues en otro caso no tenemos nada que

probar. Fijemos x € int(U). Observamos que

1 1 S
0= EX—EXE Elnt(U)—Elnt(U) C U,
y asi U es un entorno del origen en E. Fijemos una base de entornos del origen en E,

{Bn}nen de manera que cumplan que

B, C U paratodon € N.

Como x € int(U) podemos tomar A > 1 tal que Ax € int(U). Para Ax tenemos que
A—1
Ax—

B es entorno de Ax. Por la definicién de adherencia de U sabemos que

(Ax— 15131> U #0

por lo que existe y; € B1 y x1 € U de manera que

Ax—y1 =X
es decir
—1
yi=Ax—x; € B
Como ademads se tiene que
A—1 A—1_

Bt
; P1CT3
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Tomo y; — 3

B, entorno de y, y repitiendo argumento sabemos que:

()’1—1_132)(]%17#0

22

A—1
existe y, € » B> y x, € U de manera que
A—1

Yi—Y2= > X2

por lo que tenemos
A—1 c A— lB
=y — X
y2=n 5 %2 »n b2

Por recurrencia tenemos
A—1 A—1 A—1_
Bn+1 C 2}’1 U

Ynt1 = Yn =~ Xnt1 € Ton

La sucesion {y, },en converge al origen en E. Reescribiendo y, se obtiene:

A—1

A A—1
Yn = AX— X1 — ) xz—...—Fxn
y al tender 7 a infinito se tiene que
A—1 A—1
Ozlx—xl— ) X2—...—2n_1xn
y se obtiene
1 A—1 A—1
X:IX1+WX2+...+FX,1+...
con {x,} € U para todo n, y ademds
1 A-1 1 A-1 3 1 A-1
- = = —_— = — —:1
D T vl S v Sl R
]

Al ser U CS-cerrado, obtenemos que x € U

El siguiente resultado pone de manifiesto la relacién entre conjuntos CS-compactos y

CS-cerrados con aplicaciones lineales con grafica cerrada.
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Lema 3.7.4. Sean E,F dos espacios localmente convexos, y T : E — F una aplicacion
lineal con grdfica cerrada. Si A C F es un conjunto CS-compacto, entonces T~'A es
CS-cerrado en E.

Demostracion. Sea {A,},cn de manera que Z An =1y sea {x,},en en T~ 'A de manera

n=1
n

que Z AnX, converge a un elemento x € E. Sea z,, = Z Aexk, con n € N es una sucesion
n=1 k=1
en E que converge a x por lo tanto

TZn =T <i lkxk> =
k

k=1

n
lkak

=1

Cada Tx; estdn en A y al ser CS-compacto, sabemos que la sucesion {7z, },en converge

auny € A. En el espacio producto E X F la sucesién (z,,Tz,) converge al punto (x,y),

pero como T tiene la grafica cerrada, la sucesion (z,,7Tz,) converge a un punto del grafo,

porloque Tx=yyportantox € T~ 'A O

Podemos demostrar ahora el Teorema de Grafica cerrada tomando como espacios de
partida espacios localmente convexos metrizables y tonelados (extendiendo asi el teorema

de la Gréfica Cerrada de Banach) y damos una demostracién autocontenida y original.

Teorema 3.7.5 (Teorema Grafica Cerrada para espacios metrizables y tonelados). Sea
E un espacio localmente convexo metrizable y tonelado, F un espacio de Banach y sea

T : E — F una aplicacion lineal con grdfica cerrada. Entonces T es continua.

Demostracion. Sea B = {y € F : ||y| <1} y seaU = T~'(Br). Entonces U es absolu-
tamente convexo y absorbente: sean x,y € U; sean ¢, B € K de manera que ||+ |B| <1,

entonces
1T (ax+ By)|| =T (ox) + T (By) || < e[| T ()| + BT W) < |ee|- 1+ [B]- 1 < 1.

lo que demuestra que es absolutamente convexo. Sea x € E, entonces Tx € F por lo que
existe p > 0 de manera que 7x € pBF, por lo tanto T(%) € Br y significa que % cUyse
deduce que x € pU. Lo que demuestra que es absorbente. Entonces U es un tonel, y al ser
E tonelado U es un entorno del origen.

Por 3.7.2 sabemos que Br es un CS-compacto, y por 3.7.4 tenemos que U = T~! (BF)
es CS-cerrado, aplicando ahora 3.7.3 obtenemos que 0 € int(U) C U, lo que demuestra

que U es entorno del origen y por tanto 7 es continua 0
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Notamos que existen de hecho espacios normados tonelados que no son espacios de
Banach, por lo que el teorema anterior tiene mds alcance que el cldsico teorema de la

Grafica Cerrada entre espacios de Banach: en [40, p. 133] se demuestra que
g :={x:N->R:xel”y#x(N)) < oo}

dotado de la norma || - || es un espacio tonelado que no es un espacio de Banach.
El siguiente lema es el dltimo resultado de tipo técnico que necesitamos para demos-
trar el Teorema 3.7.7 donde se establece la caracterizacién de los espacios tonelados via

el Teorema de la Grafica Cerrada.

Proposicion 3.7.6. Sean E.F dos espacios localmente convexos. Sea f : E — F una
aplicacion lineal. Si hay un sistema fundamental de entornos cerrados y absolutamente
convexos {U;}icy del origen en F tales que f~'U; es cerrado en E para todo i € I, entonces

f tiene grdfica cerrada.

Demostracion. Sea G la clausura de f(E) en F, es suficiente probar que el grafo de f es
cerrado en E x G. Sea V; = U;N G, para todo i € I. Consideramos f una aplicacion de E
en Gy sea
g:G'o(G,G)] — E*[o(E*,E)]

donde g = f*. Si u € G/, existe un indice j en I de manera que u € W}, siendo W; el polar
de V; en G'. Como g es continuo, tenemos que g(W;) es un subconjunto compacto de
E*[o(E*,E)]. Sean P; y Q; los conjuntos polares de f~!(V;) en E' y en E* respectiva-
mente. Como f~!(V;) es cerrado y absolutamente convexo, tenemos que Q; es la clausura
de Pj en E*[c(E*,E)]. Tenemos que g(W;) coincide con Q; y entonces hay un red

{vp:heH,>}

en P; que 6(E*,E)-converge a g(u). Como f(E) es denso en G, entonces g es inyectiva y

se tiene que g~ ! (P;) estd contenida en W; y por tanto la red
{gv):heH,>}

tiene un punto adherente v en el subconjunto compacto W; de G'[6(G’,G)]. Como g es
continua tenemos que g(v) coincide con g(u) y consecuentemente v coincide con u. En-
tonces g~ ! (E’) es denso en G'[6(G’,G)]. Tenemos que T = 6(G, g~ ! (E’)) es una topolo-
gia Hausdorff en G. Como f : E — G]7] es continua, obtenemos que f : E — G tiene la

gréfica cerrada. [
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Teorema 3.7.7. Sea E un espacio localmente convexo, son equivalentes:

(i) E es tonelado.
(ii) Para todo espacio de Banach F vy toda aplicacion lineal cerrada T : E — F, T es

continua.

Demostracion. Demostraremos primero la implicacion (if) = (i) se razona por reduccion
al absurdo. Supongamos que E no es tonelado, existird U un tonel de E que no es entorno

de cero. Sea Py : E — K el funcional asociado a U definido como
Py(x)=inf{p >0:pxeU}

Sea F = {x € E : Py(x) = 0} que es un subespacio cerrado de E que ademds cumple que
F C U y consideramos la aplicacion

fu:E—EJF

1
Consideramos en E/F la familia {—fy(U)},cn que es un sistema fundamental de en-
n
tornos cerrados el origen para una topologia localmente convexa 7. Tomamos ahora la
completacién de (E/F, T) que denotaremos G = (E /F, T), este espacio es de Banach. Sea

G 1 .
V = fy(U) ,laclausurade fyy(U) en G, tenemos que {—V },cn es un sistema fundamen-
tal de entornos cerrados del origen en G. Considerando ahora a fy como una aplicacién

de E en G tenemos que

' GV = f7' o) = 5 (o) = Ui =12,
n n n n

Por la Proposicion 3.7.6 tenemos que fy tiene la grafica cerrada. Si fy fuera continua
U=fy ! (V') seria un entorno de origen lo que proporciona una contradiccién que termina
la prueba.

Reciprocamente, hemos demostrado en el Teorema 3.7.5 la implicacién (i) = (if)
cuando E es un espacio metrizable tonelado. Técnicas estindar que se pueden encon-
trar en [40, 41] permiten reducir el caso de un espacio tonelado E al caso metrizable ya

demostrado. O]

Una subclase importante de espacios tonelados es la clase de espacios ultrabornoldgi-

cos que cuya definicion se da a continuacion.
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Definicién 3.7.8. Sea E un espacio localmente convexo.

(i) Un conjunto D C E es un disco de Banach si es absolutamente convexo, acotado y
Ep :=span (D) es un espacio de Banach con la norma || - ||p dada por su funcional
de Minkowsky.

(ii) Se dice que E es ultrabornologico si cada subconjunto absolutamente convexo de

E que absorbe todos los discos de Banach es un entorno del origen.

Proposicion 3.7.9. Si E es un espacio localmente convexo ultrabornologico, F un espacio
de Banachy T : E — F una aplicacion lineal con grdfica cerrada entonces T es continua.

En particular E es tonelado.

Demostracion. Sea D un disco de Banach en E. La inmersién natural jp : Ep — E es
continua. Consecuentemente 7 o jp : Ep — F tiene gréfica cerrada. Como Ep y F son es-
pacios de Banach, el Teorema de la Grafica cerrada para espacios de Banach nos permite
concluir que T o jp es continua. Esto dltimo implica que 7' (D) es acotado en F y por tanto
T (D) C pBr. Esto implica que D C pT~!(Br). En otras palabras, el conjunto absoluta-
mente convexo T~ (Br) absorbe todos los discos de Banach. Por hipétesis 771 (Br) es
entorno del origen y por tanto 7" es continua.

El Teorema 3.7.7 nos dice que E es tonelado. [

Vamos a terminar esta seccion y el capitulo recogiendo, sin demostracién, otro ejem-
plo de un espacio normado tonelado que no es de Banach: el espacio de las funciones

integrables Pettis.

Definicion 3.7.10. Sea X un espacio de Banach, X* su dual, sea (2,2, L) un espacio
de medida. Una funcion f : Q — X se dice que es integrable Dunford si la composicion
t — x*(f(t)) es un funcion en L (1) para cada x* € X*.

Dunford probd, usando el teorema de la gréfica cerrada entre espacios de Banach, que
si f es integrable Dunford entonces para cada conjunto medible A € X existe un elemento

en X** llamado la integral de Dunford de f sobre A y denotado por [, fdu de manera que

. ( / fdu) = [ (@)ant)

Una funcién f : Q — X débilmente u-medible se dice que es integrable Pettis si es inte-
grable Dunford y la integral [, fdu estd en X para todo A € X. En este caso [, fdu se
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llama integral de Pettis de f sobre A. Denotamos por Z(u,X) el espacio de clases de
funciones escalarmente equivalentes a funciones integrables Pettis, dotado con su norma

dada por
T sup{ [ e < 1}.

En general, & (u,X) no es completo, como ya se puso de manifiesto en [2] y [34]. Tho-
mas [38], Janicka y Kalton [25] mostraron que no es completo si X es de dimension
infinita y 4 no tiene dtomos (en particular para T = [0, 1] con la medida de Lebesgue).
Sin embargo Drewnowski, Florencio y Padl [12] probaron que &2 (u,X) es tonelado. Mds
aun Ferndndez, Florencio y Pail [9] probaron el siguiente resultado como consecuencia
de un principio general que afirma que un espacio normado dotado de un tipo especial de

algebra de Boole de proyecciones continuas es ultrabornolégico.
Teorema 3.7.11. Z(u,X) son ultrabornolégicos para cualquier espacio de Banach X.

Una consecuencia de lo anterior es que el Teorema de la Acotacién Uniforme se ve-
rifica en & (u,X) y también el teorema de Gréfica cerrada para aplicaciones lineales de
Z(u,X) en un espacio de Banach F. Notamos que este ultimo resultado ha sido la clave
para la extension de resultados como el recogido en el Teorema 3.7.13 que sigue que se
han realizado en la Tesis Doctoral [35] y en [36].

Recordemos que:

Definicion 3.7.12. Una funcion f : Q — X se dice integrable Bochner si es fuertemente

medible y existe una sucesion f, : Q — X de funciones simples tal que

tim [ |1/ flldu =0.
n Jo

En tal caso, para cada E € X existe lim, [ fudu. Este limite es independiente de la

sucesion { fn }nen y serd denotado como / fdu.
E

Toda funcidn integrable Pettis es integrable Bochner pero el reciproco no es cierto.

Un operador u : X — Y se dice absolutamente sumante si, para cada serie incondicio-
nalmente convergente Y, x, en X, la serie Y, u(x,) es absolutamente convergente. Como

los operadores absolutamente sumantes mejoran las propiedades de sumabilidad de las
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sucesiones, cabe esperar que también mejoren la integrabilidad de las funciones vectoria-
les. Aparentemente, el primero en considerar este tipo de cuestiones fue Diestel [10], que
probd el siguiente resultado. Escribimos P, (1, X ) para denotar el espacio de las (clases de

equivalencia escalar de) funciones fuertemente medibles e integrables Pettis de Q en X.

Teorema 3.7.13 (Diestel). Si un operador u : X — Y es absolutamente sumante, enton-

ces:

(i) para cada funcion fuertemente medible e integrable Pettis [ : Q& — X, la compo-
sicion uo f es integrable Bochner;

(ii) la aplicacion lineal

@ (Pu(p,X), - lp) — LN, Y), -1, frouof,

es continua.

Reciprocamente, si [L(Q) > 0, W no tiene dtomos y u : X — Y es un operador que satis-

face (i) y (ii), entonces u es absolutamente sumante.
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= Una mejora del Teorema de rainwater
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T ODOS los espacios que consideramos en este capitulo son espacios reales. En el Co-
rolario 2.2.8 se ha utilizado el Teorema de la Acotaciéon Uniforme para demostrar la

siguiente equivalencia:

Teorema A.-Un subconjunto A de un espacio normado X estd acotado en norma si solo

si x*(A) estd acotado para todo x* € Bx-.

Lo que haremos en este capitulo, siguiendo a [16], es estudiar condiciones que ase-
guran que se puede obtener la equivalencia anterior bajo la hipdtesis mas débil de que
x*(A) estd acotado pero sélo para los puntos extremales x* de la bola unidad By+. Como
motivacion para lo que sigue vamos a dar una nueva demostracién del Teorema A en la
que ahora utilizamos el teorema de la Categoria de Baire en la bola dual de un espacio
normado.

Demostracion Teorema A. Siendo claro que si A estd acotado en norma entonces x*(A)

estd acotado para cada x* € X*, s6lo nos ocupamos de ver el reciproco. La bola unidad
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dual By+ se puede expresar como

By = | J{x" € Bx- s sup |x*(x)| < n}

n=1 XEA

Como (X*,|| - ]|*) es un espacio métrico completo y Bx+ un subconjunto cerrado de este,

tendremos que By+ es un espacio de Baire. Denotemos
B, = {x* € By~ : sup|x* (x)| <ng}.
X€EA

Cada B, es un conjunto cerrado absolutamente convexo y By = |J;_ By. Asi, el Teorema
de la Categoria de Baire nos garantiza que existe ng tal que intB,, es no vacio. Como
intB,, es abiertoy 0 € %intBnO - % intB,, C By,, existe r > 0 de manera que B(0,7) C By,.
En otras palabras, B,,, es normante, o lo que es lo mismo existe ot > 0 de manera que para
todo x € X,

oflx]| < supyep, [x*(x)] < [lx]]-

Para x € A tendremos

acsup||x]| <sup sup |x*(x)| <n

XEA XEA x* GBnO
por lo que
no
sup x| < —,
xX€EA x
con lo que queda demostrado que A estd acotado en norma. ]

Obsérvese que en la demostracion anterior hemos visto que la acotaciéon en norma
de A se obtiene del hecho que si ponemos Bx+ = |J,._; B, con {B,}, creciente, entonces
existe n € N tal que B, es normante. Por el teorema de Krein-Milman sabemos que el
conjunto de puntos extremales de la bola unidad nos proporciona informacién sobre toda
la bola. Ello nos invita a estudiar qué condiciones deben cumplir dichos puntos para que
se verifique el teorema de la acotaciéon uniforme cuando sustituimos la bola dual por el
conjunto de puntos extremales de la misma. La idea de este trabajo viene de la nocién
de conjunto normante antes descrita: si podemos escribir los puntos extremales de la bola
unidad como la unién de una sucesion de subconjuntos creciente, ;serd alguno de ellos

normante?
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Utilizaremos en esta ocasion el Teorema de Krein-Milman, el Teorema de inversion
de Milman, ¢l Teorema de Rainwater, el Principio de Bauer y ¢l Principo de selecion
de Bessaga-Pelczynski. Las referencias [16, 4, 5, 11] han sido bdsicas para el estudio que
hemos realizado en este capitulo.

4.1. Preliminares sobre puntos extremales

Definicion 4.1.1. Sea E un espacio vectorial y K C E un conjunto. Un subconjunto no

vacio S C K se llama conjunto extremal de K cuando se satisfacen la siguiente condicion:
six,y€K,0<t<1lytx+(1—1t)y€ S entonces x,y € S.

Un punto e € K se dice que es un punto extremal si el conjunto {e} es extremal de K. Al

conjunto de puntos extremales de K se denotard como Ext(K)

Lema 4.1.2. Si S| C K es un conjunto extremal de K y So C S es un conjunto extremal
de Sy, entonces S, es un conjunto extremal de K.

Demostracion. Sean x,y € K, 0 <t <1ytx+ (1—1t)y €S,. Como S; es un conjunto
extremal de K y tx+ (1 —t)y € Sy, entonces x,y € S;. Si utilizamos ahora que S, es un

conjunto extremal de S, por el mismo razonamiento podemos concluir que x,y € S,. [l

Lema 4.1.3. Sean E un espacio vectorial y A C E un conjunto. Sea ademds [ : E — R
una forma lineal de tal forma que s = sup{f(x) :x €A} <oo. SiAy={x€A: f(x) =s}

es no vacio, entonces Ay es un conjunto extremal de A.

Demostracion. Sean x,y € A,0 <t <1 tales que tx+ (1 —1)y =z € A;. Supongamos que
x ¢ Ay. Entonces f(x) < sy por tanto

f@)=tf)+ (1 =0)f(y) <ts+(1-1)s=s,
es decir, z ¢ Ay. De forma similar se razona que siy ¢ Ay, entonces z ¢ Ay O

El siguiente lema nos proporciona la existencia de puntos extremales en conjuntos

compactos convexos y es la clave para demostrar el teorema de Krein-Milman.

Lema 4.1.4. Sea E un espacio localmente convexo y sea K un conjunto compacto de E.

Entonces K contiene, al menos, un punto extremal.
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Demostracion. Sea & la coleccién de todos los conjuntos extremales compactos de K.
& es no vacia, puesto que K € &2. Se ordena parcialmente & mediante la inclusién
hacia abajo, es decir, si K1,K; € & entonces K| =< K3 siy s6lo si Ky C Kj. Sea entonces
2 una subcoleccion de & totalmente ordenada, y escribamos S := (), 4 B. Como % estd
totalmente ordenada, & es una familia de subconjuntos cerrados con la propiedad de la
interseccion finita. Como K tendremos entonces que el conjunto S es no vacio, compacto
y se comprueba facilmente que es un conjunto extremal de K. Ahora, en virtud del Lema
de Zorn, existe un elemento maximal A de 2. Utilizando el Lema 4.1.3, para cada f € E’,
el conjunto compacto A es un conjunto extremal de Ky, dado que A es maximal, Ay = A.
Esto significa que cada f € E’ es constante en A. Por tltimo, como E’ separa los puntos
de E, obtenemos que A contiene un s6lo punto, y por lo tanto, dicho punto serd un punto
extremal de K. O]

Lema 4.1.5. Sean E, F dos espacios localmente convexos y sea M C E un conjunto com-
pacto 'y convexo. Sea T : E — F un funcional lineal. Si f € Ext(T(M)), entonces existe
e € Ext(M) de manera que f =T (e).

Demostracion. Consideremos el conjunto 7! (f)NM C M. Dicho conjunto no vacio al
ser f € T(M), y ademds compacto y convexo. Por el Lema 4.1.4 existe e € T~ (f)NM
un punto extremal de 7! (f) N M. Tenemos que

{e}cT Y f)nM c M.

Para demostrar que e es un punto extremal de M, probaremos que T~ !(f) M es un
conjunto extremal de M y aplicando el Lema 4.1.2 obtendremos el resultado buscado:
Sean x,y € M, 0 < t < 1 de manera que tx+ (1 —t)y € T~!(f) N M, aplicando T se tiene

f=Tlx+(1=1)y) = 1T(x)+ (1= OT()
pero f es extremal, por lo que T'(x) = f = T(y) y por tanto x,y € T~ (f) N M. ]
Recordemos la siguientes definiciones:

Definicién 4.1.6. Un subconjunto B de Bx+se dice:

(i) Total, si para cada x € X\{0} se tiene sup{|f(x)|: f € B} > 0.
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(ii) Normante, si se tiene que

inf sup|f(x)|>0
xeS(X)fGB‘ ( )’

donde S(X) son los puntos de la esfera unidad en X.

Como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach se tiene que B es total si, y s6lo
si, el subespacio span B es débil*-denso en X*. En la proposicién que sigue caracteriza-
mos los subconjuntos normantes. Como es habitual en los libros de Anélisis Funcional
denotaremos por ®* la topologia ¢ (X*,X) débil* de X*.

Proposicion 4.1.7. Dado un subconjunto B de Bx+. Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

(i) B es normante
(ii) Existe 8 > 0 tal que co(:l:B)w D 0Bx-+.

Demostracion. La implicacién (ii) = (i) es inmediata. Para la implicacién (i) = (ii)
razonamos como sigue. Sabemos por definicién que

6:= inf su x)| > 0.
ot supl ()

Procedamos por reduccién al absurdo: supongamos que existe x* € By-tal que ox* ¢
mw . Tendremos que dx* ¢ £B y por lo tanto los conjuntos {0x*} y +B son dis-
juntos. Por el teorema de separacién de Hahn Banach, existen x € X con ||x|| =1y & >0
tales que |(0x™)(x)| > & > [y*(x)| para todo y* € £B. Tomando supremos a la derecha
tendremos que

|(8x7)(x)| > & = sup |y"(x)| = 6,
y*eB

donde la dltima desigualdad se obtiene de la definicién de . Dividiendo entre § tendre-
mos que
Ix*(x)] > a/d > 1.

Por otro lado tenemos que 1 = |[x*|| - ||x|| > |x*(x)| > &/ > 1 lo que nos lleva a contra-

diccién y con ello obtenemos que 8 By C co(iB)w . O

En la demostracion del teorema central de la seccidn anterior utilizaremos que en
los espacios de dimension finita los subconjuntos acotados son relativamente compactos.

También utilizaremos el resultado que sigue en un caso particular.
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Proposicion 4.1.8. Sea (X, 1) un espacio vectorial topolégico y sea A un subconjunto

Relativamente compacto de X. Entonces A es totalmente acotado.

Demostracion. Sea A un subconjunto relativamente compacto de (X, 7), y sea V un en-
torno simétrico de cero. Sea y € A, tendremos entonces que (y +V)NA = 0 y por lo tanto
existe x € A tal que y € x+ V. De aqui deducimos que
Ac |J@x+V).
X€EA
Teniendo en cuenta que A es un conjunto compacto tendremos que existe un conjunto
finito {x1,x2,...,X,} C A de maneraque A C U"_,(x;+V) y porlo tanto A C U™, (x; +V)
con lo que queda demostrado que A es totalmente acotado. ]

4.2. Espacios de Banach sin copias de ¢

Las definiciones y resultados anteriores son el punto de partida podemos probar el
siguiente teorema que nos va a permitir mejorar el Teorema A de la introduccién cuando
sustituimos la bola dual por el conjunto de sus puntos extremales siempre y cuando el
espacio de Banach no contiene una copia isomorfa de cg. Usaremos aqui el teorema de
Kreim-Milman, el principio de Bauer, el teorema de Rainwater y el teorema de inversion
de Milman. En lo que sigue, los espacios vectoriales estdn definidos en el cuerpo de los
numeros reales. En la demostracion del siguiente teorema, dado un subconjunto A de X

denotaremos [A] = span A.

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio de Banach y sea Ext(Bx+) el conjunto de puntos ex-
tremales de la bola unidad en X*. Supongamos que Ext(Bx+)=U_,B, donde {B,}, es
una sucesion creciente de conjuntos no-normantes. Entonces el espacio X contiene un
subespacio isomorfo a cy.

Reciprocamente, si X es separable y contiene un subespacio vectorial isomorfo a c,
entonces existe en X una norma equivalente tal que el conjunto de puntos extremales de
la bola unidad dual, es la union de una sucesion creciente de conjuntos no-normantes (0

también una sucesion creciente de conjuntos no-totales).
Demostracion. Dado que cada B, no es normante, tendremos que

inf sup [f(x)| =0.
e
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Por lo tanto, para cada n € N existe x,, € S(X) cumpliendo que

sup [ f(xa)| <27
fE€By

Veamos ahora que si f €Ext(Bx+) entonces

lim f(x,) = 0. 4.1)

n—oo

Como f €Ext(Bx+), existe un m € N tal que f € B,, C B, para todo n > m. Por cons-
truccién de la sucesion {x,}, se tiene | f(x,)| < suprep,|f(x,)| < 27" paran > m por lo
que

0 < Iim |/ (x,)| < 1im 27" =0
y por lo tanto lim f(x,) = 0 con lo que queda probado (4.1).

El Teoremande Rainwater nos dice ahora que como para cada f €Ext(Bx+) se tiene que
lim, f(x,) = O entonces la sucesion {x,}, converge débilmente a 0. Ademas la sucesion
es normalizada ya que cada x, estd en la esfera unidad, para poder usar el principio de
seleccion de Bessaga-Pelczynski y poder extraer una subsucesion bdsica, tenemos que
demostrar que {x,}, converge débilmente a 0; pero el Teorema de Rainwater nos asegura
ahora que si para cada f €Ext(Bx+) se tiene que 1im,, f(x,) = 0 entonces la sucesion {x, },
converge débilmente a 0. Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar el principio de
seleccion de Bessaga-Pelczynski y poder sacar una subsucesion bdsica. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que la sucesion {x, }, es en si misma basica.

Denotamos por X; = [x,]>_,. Para cada n € N sea x;, : X; — R el funcional lineal
y continuo dado por x (Y., A,x,) = A,. Dicho funcional estd bien definido ya que todo

x € X; se puede expresar de forma tinica como x = Y, A,,x,,. Tendremos entonces que

Denotemos ahora X, el subespacio de X* generado por {x; },, es decir, X = [x;]>"_,. Por
definicién de x}, tenemos que {x}, es un sistema dual de {x,},. Definimos los espacios

[}

feent 1 Sea ahora S, : X1 — E,, el funcional

E, = [x];_,(finito dimensional) y E" = [x]
definido como

500 = ¥ 5t (o)
k=1
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y R, : X1 — E" el funcional definido como
Ru(x)= ), x(x)xe.
k=n+1
Tendremos que
x = Sp(x) + Ru(x).

Ademds, como los funcionales x*(x) son continuos, tendremos que cada S,(By,) estd
acotado y como x = lim S, (x) podemos aplica el teorema de Banach-Steinhaus y deducir
que C = supy ||| < o=

Sea T la inmersion natural de X; en X. Podemos definir

T*: X* X}
como
T*(x*) = Xy,

Por el teorema de extensién de Hahn-Banach sabemos que 7™ es sobreyectiva. Conside-

ramos los conjuntos A, := T*(B),), tendremos que
T*(ExtBx+) =T*(Bn) = JT*(Bx) = UnA,.
n n

Como T es sobreyectiva tendremos que 7*(Bx+) = Bx;. Sea f € Ext(Bx;), por el
Lema 4.1.5 existe g € Ext(Bx+) de manera que f = T*(g), por lo que g € B, par algtn n.
Por lo tanto f € T*(B,) = A, C U, Ax. De aqui se deduce que

Ext(By;) C | JAn.
n

Tomemos ahora un sucesién decreciente de ndimeros positivos { &, }, tendiendo a cero
y0<eg, <1.
AFIRMACION.- Para cada n € N, A,, tiene una €, /2-red finita, i.e. existe

N, = {f?af?»afr’;;n}

en A, de manera que A, C U'_B(dl!,€,/2).
Procedamos ahora a probar la afirmacién. Veamos primero que fijando n te tiene que

sup{|f(xm)| : f €Ay} <27 param > n. 4.2)
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Si f €A, =T*(B,) se tiene que existe f* € B, de manera que f&* = f.Lasucesion {B, },
1

es creciente por lo que si f € B, entonces f € B, para m > n. Tendremos entonces que

| Com)| = 1 (Gom) | < sup{|f (xm)| - f € B} <27 param >n

con lo que queda probado (4.2). De aqui se deduce

sup{|f(x)| : f €An,x € S(E™)} < sup{ Z )] f(x))] 2 f € Anyx € S(E™)}

j=m+1
< sup{ Z 27/ x e S(E™)}
Jj=m+1
=sup{ Y, [xj(x)xjll-277 s x € S(E™)}
Jj=m+1

< sup{ Z (IS5 + 1S-1(x)1) - 277 = x € S(E™)}

j=m+1
< ) (ISilI+1I8-1lh-27
Jj=m+1
o0 . oo . C
< Y Cc+0)2i=Cc ) 27/t =
j=m+1 j=m+1 2

que tiende a cero si m tiende a infinito, de donde se deduce que para n € N existe m € N
tal que

sup sup {|£(1)]} < g @3

x€E™ feA, (1 + C)

Vamos a ver ahora que para cada A,, existe una familia finita de funcionales
N%::{f;}221C:An

de manera que la familia {f}' |, } " g1 €s una € /4C-red para A,|g,.
Como E, es finito dimensional también lo es E,;. Como B, C Byx+ es un conjunto
acotado y A, = T*(B,) tendremos que A, |, es relativamente compacto asi que por la

Proposicion 4.1.8 también totalmente acotado. Asi que para g, /4C existen
f?>f§7“~>f%ne‘4nh%

tales que
Ay |E,C UM B( i”,e,l/4C).
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Para cadaﬁ’ existe f!' € A, tal que f!' |g,= fN” Sea N, = {f{' ..., fm,} C An, vamos a ver

que efectivamente {f; |E, }m” | esuna g, /2-red para A,

Sea f € A, y denotemos f = f |g,€ A, |, Existe f" de manera que || f — f”|| <%

VTl
es decir
~ o~ g
sup {[(f =M@} < 5
xeS(Ey) 4c
y por tanto
&
sup f— fl < — “4.4)
o (1= D < 3¢

con lo que queda demostrado que {f;' |, }," g1 €S una & /2-red para A,. Para terminar la
prueba de la afirmacién veamos ahora que N, es una g, /2-red de A,,. Por lo que acabamos
de ver, dado f € A, podemos tomar f;' € N, cumpliendo (4.4). Nos basta con demostrar

que || f — f7'|| < &,/2. Por un lado tendremos que

If =l = sup {[(f = /) &)}

xeS(Xp)

= sup {[(f = fi")(Sn(x) + Ra(x)[}
xeS(Xy)

< sup {[(f =) (Sa(x) [} + sup {[f(Ra(x))[}+ sup {[f"(Ra(x))][}-
xeS(X) xeS(Xy) xeS(Xy)

4.5)

Acotemos ahora cada sumando del miembro de la derecha de la desigualdad anterior. Si
x € S§(X;) tendremos que Sy,(x) = yn(x)||Sx(x)|| con y,(x) € S(E,). Teniendo en cuenta
ahora que ||S,|| < C tendremos que

sup |(f = f1)(Su(0)[ = sup [(f = f7") () [Sa ()]

xeS(X;) xeS(X)
<C sup |(f—f")(nlx
o 107700 w
( &,
<C sup |(f—f")(x C—:—.
S =MW g =

Acotemos ahora el segundo sumando. Si x € S(X;) tendremos que R, (x) = yn(x)||Rn(x)|]
para algtin y,(x) € Sg,. Por otro lado tendremos que

[Rn(x)[| = llx = Sp ()| < llxll + [[Su(x) [ < 1T+C
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y por lo tanto

sup [f(Ru(x))| = sup [f(ya(x))[[[Ra(x)]]

xeS(Xp) xeS(Xy)
<(14+C) sup [f(ya(x)| < (1+C) sup [£(x)] 4.7)
xeS(Xp) XES(En) '
<(1+0) 1wl (o) = o
sup su X 1L
= xeS(g,a Jeh, B (1+€) 8

Acotemos finalmente el tercer sumando. De forma similar a como hemos razonado con el

sumando tendremos

sup |7 (Rm) (x)| < (14+C) sup [ f7(yn(x))|

xeS(Xy) x€S(X1)
<(1+C) sup sup |f(x)|
xGS(En)fGAn (48)
4.3) &, &,
< (1 _ = —,
= U+0%050 = 3

Finalmente combinando (4.5) con (4.6),(4.7) y (4.8) tendremos que
&n
If- <
con lo que la afirmacion queda probada.
Denotemos

*

V* = col J£(1 +&)N,
n

Definamos una nueva norma en Xj, que denotaremos por ||| - ||| como

[x[I] := sup{|f(x)| : f € V"}.

Veamos que ||| - ||| es equivalente a || - ||:

Sea x € X; tal que [[|x|[| < 1y tomemos f € ExtBy,. Tendremos entonces que existe
neNy f' € N, tales que ||f — f"|| < &,/2. Observemos que |(1+&,)f"'(x)| <1 ya que
||x]|| < 1. Por lo tanto

" &, 1 &,
<|f hld < Ml
FEI < 1A @)+ Sl = e 2 x|



@ Propiedades extremales en espacios de Banach

Tomando supremos en ExtBy+ la desigualdad anterior nos da

1
1+¢,

&n
< |-
[x[| < + x|

De lo anterior se sigue que

< —— <
I < 5p =52 <
donde la ultima desigualdad se da porque 0 < g, < 1. Con esto queda demostrado que
||lx|| < |||x]|| para todo x € X;. Por otro lado

x| = sup{|f(x)| : f € V*} = sup{|f(x)| : f € [JE(1 +&n)Na}

<sup{|f(x)]: f € J£(1+e)Nu} <sup{|f(x)]: f € (1+&1)Bx;} = (1+&1)]x]].

Asi que
[l < X[l < (1 +&) 1]

por lo que ambas normas son equivalentes.

Con el Teorema de inversion de Milman obtenemos que

*

ExtV* C Up£ (11 )N,
Vamos a demostrar que de hecho

ExtV* C Uy £ (1+€,)N, :

Seahe U, +(1+ em)N,,W*\Un +(1+&y)N,. Existe una sucesion { f,, }, C U, £ (1+€,)N,
de manera que converge 4. Observemos que la sucesion no puede tener infinitos términos
en ningtn (1 + &,,)N, ya que en caso contrario, su w*-limite estaria en dicho conjunto
lo que es imposible. Por lo tanto existe una sucesién {n;} creciente de enteros y una
subsucesion {g }x de { fi }« tal que gx € (14 &, )N,,. Por lo tanto

Il = i ] = tim lge]| < tim(1+&,) = 1

es decir, 1 € BXI"
Supongamos ahora ademds que h € ExtV*, como h € Bx: C V* por el Lema 4.1.5

aplicado a la identidad en X; y M = By obtenemos que & es un punto extremal de By:.
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Ahora bien, ExtBx: C U,A, asi que existe n € N tal que h € A,, y por tanto existird un
funcional f} € A, tal que [ — f}|| < %. Por el teorema de extensién de Hahn-Banach,

existe un funcional F € S(Xy, || - ||)** de manera que F(h) = 1 y de aqui se sigue que

F((1+&)fy) = A+ &)F(fy) = (1 +&)(F(h) = F(h— fy))

> (L&) (1= |F]|- b= 1) > (1 + &) (1= 2) > 1.

De aqui se deduce que |||(1+&:) f7[|| > [ (1+&) f7 || > 1 pero (1+&,)f7 € V* CBx, 1)+
por lo que se llega a una contradiccion.

Por lo tanto se deduce que ExtV* C U, & (1 + &,)N, asi que sélo tiene una cantidad
numerable de puntos. Por otro lado, se tiene que By |||+ = V= por lo que B(x j||.)*
sOlo tiene una cantidad numerable de puntos extremales. Por el Teorema de Fonf, [11,
Theorem 12, p. 164] se concluye que X D ¢p.

Reciprocamente, si X es separable contiene un subespacio Y isomorfo a cg, enton-
ces co es complementado en X gracias al Teorema de Sobczyk, [11, Theorem 4, p. 71]

entonces X =Y + Z. Definimos una norma en X de la manera siguiente:

[l = max{lyll, lll}

donde x=y+zcony€Y,z€ Zydonde ||-||; denota la norma en Y. Se comprueba que
ExtBx |- = ExtBz- U{=%e,}, donde {e,} es la base natural de ¢; = cg, y por tanto
Bx |||-|))* = Un(ExtBz« U{e;}}_) que son conjuntos no totales O

4.3. El teorema de Banach-Mackey para puntos extre-

males

Acabamos esta memoria utilizando el Teorema 4.2.1 para demostrar la siguiente me-

jora del Teorema A.

Corolario 4.3.1. Sea X un espacio de Banach que no contiene un subespacio isomorfo a

co YA C X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) x*(A) estd acotado para todo x* € ExtBx.

(ii) A es acotado en norma.
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Demostracion. Sélo tenemos que demostrar que (i) = (ii), 1o que hacemos por reduccién
al absurdo. Razonamos ahora como hicimos en la prueba del Teorema A en la pagina 73.

Para cada niimero natural m formamos el conjunto

By, = {x" € ExtBx~ : sup |x*(x)| < m}.
X€A

La sucesién {B, }, es creciente y gracias a (i) se tiene que

ExtBy~ = UB”‘
n

Como X 2 co, por Teorema 4.2.1 tenemos que existe un g de manera que B, es normante,
por la Proposicién 4.1.7 existe & > 0 de manera que co quw D 0Byx+. Paracadax € X

se tiene

sup{|x*(x)] : x* € coj:qu*} = sup{|x"(x)| : x* € By}

Asi para todo x* € By+ tenemos que

¥ ()] < s supfl’ (9] € By},

Al tomar supremos en x € A se obtiene

1
sup x| = sup sup |x*(x)| < < sup sup |x*(x)| < L.
X€EA XEA X*EByx X€A X*E€By 0

y asi queda terminada la demostracion. ]

La siguiente proposiciéon pone de manifiesto que dentro de la clase de espacios de

Banach separables la equivalencia (i) < (ii) caracteriza a aquellos que no contienen a cg.

Proposicion 4.3.2. Si X es un espacio de Banach separable y X D cy, existe una sucesion

{xn }n no acotada, pero que para todo x* € ExtBx+ la sucesion {x*(x,) }, si lo estd.

Demostracion. Si X es separable y X D ¢, el Teorema de Sobczyk, [11, Theorem 4, p.

71] nos asegura que X =Y + ¢, introducimos la norma

[}x[1] := max{{lyll, llz][} con x =y +2, y € ¥,z € co
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Con esta norma ExtBy+~ = ExtBy+ U {e, }, donde {e,}, es la base natural para {; = cj.
Denotando por {u,}, la base natural de ¢y, podemos construir la sucesién {x,}, como
Xp := nu, cumpliendo 1im,, ||x,|| = e y sin embargo para todo x* € ExtBx+ se tiene que
sup,, {x*(x,) } < oo. O

Terminamos con la siguiente mejora del teorema de Rainwater para espacios de Ba-

nach sin copias de cg.

Teorema 4.3.3. Sea X un espacio de Banach que no contiene a c. Si (x,), es una suce-
sion en X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) x*(x) — 0 cuando n — oo para cada x* € Bx~.

(ii) x*(x,) — 0 cuando n — o para cada x* € Ext(Bx+).

Demostracion. Sélo tenemos que demostrar que (ii) = (i) lo que se sigue del clésico
Teorema de Rainwater teniendo en cuenta que (x;), es acotada en norma gracias a que la

hipétesis X 2 co hace que podamos utilizar el Corolario 4.3.1. U

El articulo de Fonf [16] y el capitulo IX del libro de Diestel [11] son dos buenas

fuentes donde se recogen distintas aplicaciones del Teorema 4.2.1.
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Glosario

C

coincidencia de clausuras para topologias compatibles Sean E un espacio vectorial
y Ty v dos topologias localmente convexas separadas en E tales que (E[t]) =
(E[v])'. Entonces los conjuntos convexos T—cerrados y v—cerrados son los

mismos., pag. 42.

E

espacio de Fréchet Un espacio vectorial topolégico localmente convexo que sea metri-
zable y completo, pag. 35.

Espacio de Hilbert Un espacio dotado de un producto escalar no degenerado, que co-
mo espacio vectorial normado con la norma asociada a dicho producto, es
completo., pag. 16.

espacios localmente convexos Un espacio localmente convexo es un espacio vectorial
topoldgico cuya topologia tiene una base de entornos del origen formada por
conjuntos convexos., pag. 33.

F

formula de Cauchy Sea f una funcién holomorfa en un conjunto A abierto del plano
complejo y sea ¥ un camino cerrado de clase C! a trozos cuya imagen I” estd

contenida en A y que es A-homdlogo a 0. Si zg € A, zp ¢ I, se tiene que
1 z )

f(z0)n(v.20) = Tfmdz ., pag. 57.
Tl ¥Z—20
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fuertemente medible El limite en casi todo punto de una sucesién de funciones sim-
ples., pag. 71.

L

Lema de Zorn Sea A un conjunto con orden parcial tal que cada subconjunto B de A
totalmente ordenado tiene un elemento maximal. Entonces A tiene, al menos,

un elemento maximal, pag. 76.

|

Principio de Bauer Sea (E, T) un espacio localmente convexo y K C E un conjunto con-
vexo compacto no vacio. Supongamos que f : K — R es una funcién convexa
y superiormente semicontinua. Entonces, existe un punto extremal de K (no
necesariamente unico) en el que f alcanza el supremo., pag. 75.

Principo de selecion de Bessaga-Pelczynski Sea {x,} una sucesién normalizada, nula
en la topologia débil, del espacio de Banach X. Entonces {x,} admite una

sucesion bdésica., pag. V.

R

Relativamente compacto Un conjunto A de un espacio topoldgico (X, ) es relativa-

mente compacto si A es compacto., pag. 78.

T

teorema de caracterizacion de espacios localmente convexos Sea E[.7] un espacio
vectorial topoldgico. La topologia .7 estd asociada a una familia de seminor-
mas si y s6lo si, E[.7] es un espacio localmente convexo., pag. 35.

Teorema de inversion de Milman Sea K un subconjunto compacto de E. Si K es la en-
voltura convexa cerrada de un conjunto X, entonces los puntos extremales de

K pertenecen a X, pag. V.
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Teorema de Krein-Milman Sean E[7] un espacio localmente compacto y K C E un con-
junto compacto y convexo. Entonces K es la envoltura convexa y cerrada del
conjunto de sus puntos extremales., pag. V.

Teorema de Rainwater Si una sucesion {x,},cny C X cumple que f(x,) converge a 0
para cada f € ExtBy entonces {x,} converge débilmente a 0, pag. V.

Teorema de representacion de Riesz Si L : H{ — K es un funcional lineal, entonces
existe un tnico vector kg en I tal que L(h) =< h,hy > para todo h € K.
Ademds ||L|| = ||ho||, pag. 16.

teorema de Tychonoff EIl producto de espacios compactos es compacto, pag. 49.

teorema del bipolar Sean < F,G > un par dual y A C E un subconjunto. Entonces A°°
el la envoltura absolutamente convexa o (F, G)—cerrada de A ., pag. 42.

totalmente acotado Un conjunto A de un espacio topolégico (X, T) es totalmente aco-
tado (o precompacto) si para todo entorno V de 0, existe un coleccion finita
X1,X2,...,X, €n X de manera que X C U;_ x; + V., pag. 78.

U

ultrafiltros  Sea X un conjunto y sea .% € (X ). Diremos que .% es un filtro si:
iHo¢ .7
(ii) Si A € @(X) y contiene a algin elemento de .% entonces A € .F
(iii) Si Fy,F> € %, entonces F1NF, € .F
La familia de filtros de un conjunto X esta parcialmente ordenada por inclu-

sion, luego se tiene un elemento maximal, que llamaremos ultrafiltro, pag. 13.
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