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1.4. Ejercicios

Resueltos

n
1.4.1 El numero combinatorio < ) se define mediante la formula
m

<n>:n(n—l)(n—2)...(n—m+1)7 donden,meNyO<m<n
m m!

siendo m! = m(m — 1)(m — 2)...1. Asi pues, en la fraccion que define (:L)
tanto el numerador como el denominador tienen m factores; en el denomina-
dor el primer factor es m y va decreciendo cada vez una unidad, por lo que el
ultimo es 1, mientras que en el numerador empiezan en n y van decreciendo
cada vez una unidad, con lo que el ultimo esn —m + 1.

(1) Demuestre que

n n n
()zl, ( )z( )pam()<m<n.
n m n—m

Por conveniencia, para que la sequnda formula sea vdlida también para

m =0, se define
n
=1.
()

() () = ()

(8) Demuestre la formula del binomio de Newton:

(2) Demuestre que

i=0 \J

siendon € Nya,be K

(4) Aplicando la férmula anterior, deduzca las igualdades:

S0)- g

SOLUCION:
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(1) Es claro que

<n> nn—1)..n—n+1)

= ' [el numerador tiene n factores].
n n!

Su pongamos ahora 0 < m < n entonces

<n> n(n—1)(n—2)...(n—m+1)

m m!
n! n!

ml(n —m)!  (n—m)!m!

B <n—m>!<nni (n—m)! (nf m)

(2) Se obtiene como consecuencia de la siguiente cadena de igualdades.

() *(o50) =

_nn—-1)(n—-2)...(n—m+1)

| o= o - 2(7)7;;+(711)'— (m+1)+1)

_n(n -1 - 2)(.%.4(:11; m+ Dm+1) 1 due. comin denom)
| nln =1 - 2)(.%.311; m+1)(n — m)

_ = Din <_m2)+ 1)5” =M+ 1) ) 4 1) [sacar factor comin]

_ (n+1nn—1)n—-2)...(n—m+1) im + 1 factores

(m+1)!
B n+1
N <m+1>

(3) La férmula del binomio de Newton se demuestra por induccién sobre
n € N. Comencemos por ver el significado del sumatorio.

> <n> b = <n> a®b" + <n> a't"t + <n> a’b" 4+ <n> a™b’
= \J 0 1 2 n

Para n = 1 la féormula significa

L . . 1 1
(a+b)' = Z <T,L>ajbnj = <O>aobl + <1>albo =b+a
i=0 \J
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y por tanto es cierta.

Aplicando el procedimiento de induccién supongamos que la féormula
también es cierta para n, es decir que se cumple

(a+b)"=>" (?) a’b"? siendon € Ny a,be K
=0

Vamos a demostrar, apoyandonos en la férmula para n (hipétesis de
induccion) y haciendo algunos célculos que la formula también es cierta
para n + 1.

(a+b)"™ = (a+ b)"(a + b) [hipStesis induccion]

= (Z ( )a] b ] (a + b) [distributival
Jj=
( )aﬁlb” I+ Z( )ajb” I*1 [desarrollando]

7=0

(

) 1bn < ) an—l + ( >a3bn—2 ot <n>an+1b0+
2 n
Obn+1 1bn an—1+‘_‘+ n anbl —
1 2 n

[agrupando los de igual potencia]

o
e Qe -
)

n

S

)

3

+
=)

o 3

+
I/
S

)a”“bo [propiedades de los nim. combinatorios]

n+1 Ot 4 n+1 oS L n+1 a0
0 1 n+1
<n+1> G-

0 J

Lo que prueba que la férmula

(a+0b)" Z()a]bnj

Il
/‘\

I

J

es cierta también para n + 1 y, en consecuencia, aplicando el principio
de induccién, es cierta para cualquier nimero natural n.
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Por otra parte

(a+b)" = (b+a)" i()b]a"j—iC,L)an_jbj

7=0

lo cual prueba la segunda version de la férmula que aparece en el enun-
ciado.

(4) Si en la férmula

(a+0b)" Z()a]bnj

j=0

hacemos a = b = 1 obtenemos

»-2()

y si hacemos a =1y b = —1 obtenemos

()=

iSe acabd! O

1.4.2 Sean A y B subconjuntos acotados de niimeros reales estrictamente positivos
tales que inf B > 0.

(1) Sea 1/B := {1/b;b € B}. Pruebe que 1/B estd acotado superiormente
y que sup(1/B) = 1/(inf B).
(2) Sea A/B = {a/bja € A b € B}. Pruebe que A/B estd acotado supe-

riormente. ;Cual es el supremo de A/B? Justifiquelo.

SOLUCION: Pongamos (3 := inf B > 0. De acuerdo con la definicién de infimo
eso equivale a

» b > [ para todo b € B (3 es cota inferior de B)

» si para algin (' se cumple que b > [’ para todo b € B, entonces
necesariamente es 3’ < 3 ([ es la cota inferior més grande para B).

Los supremos vienen caracterizados de forma enteramente analoga cambian-
do el sentido de las desigualdades.

(1) Perosi b> 3 > 0 entonces 1/b < 1/ para todo b € B; lo que significa
que 1/ es cota superior del conjunto 1/B. Vamos a probar que esa
cota es la mas pequena entre las cotas superiores de 1/B, y de ese
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modo habremos probado, de acuerdo con la definicién de supremo, que
1/ es el supremo de 1/B.

Para demostrar esto ultimo procederemos por reduccion al absurdo,
es decir, supongamos que existiera una cota superior para 1/B que
llamamos « que cumpla o < 1/5. Entonces para todo b se tendria

1/b<a<1/p
de donde se obtiene que
b>1/a> 3, paratodo b€ B
y habriamos obtenido asi una cota inferior ' = 1/a > 3, lo cual con-

tradice la definiciéon de § como infimo de B.

Un instante de reflexién muestra que el cociente a/b crece si aumenta-
mos a o disminuimos b (o ambas cosas). Esto nos lleva a la conjetura
de que el supremo del conjunto A/B debe ser sup A/ inf B. Vamos a
demostrar que eso es lo que ocurre.

Pongamos a = sup A. Entonces
a < « para todo a € A; b > [ para todo b € B

por tanto
o
< B’ acAbe B

Sall RS

lo que significa que /3 es cota superior de A/B.

Necesitamos probar ahora que es la minima. Para probarlo utilizaremos
de nuevo reduccion al absurdo, suponiendo que hay una cota superior
v < a/f de A/B, siendo necesariamente v > 0 (;por qué?). Entonces
se tendria

a/b <~ equivalentemente a <by a€ AbeE B.

Si tomamos un valor fijo para b € B, pero arbitrario, entonces la ecua-
cién anterior puede interpretarse como que by es una cota superior de
A ya que la acotacion es cierta para todos los a € A y utilizando la
definiciéon de supremo eso implica que

. Q@
a < by equivalentemente — <0b.
Y

Donde b ha estado fijo en el razonamiento anterior, pero puede ser
cualquiera, lo cual permite interpretar «/+y como una cota inferior de
B, pero acudiendo a la definicién de infimo ello obliga a que

a ) Q@
— < [ equivalentemente — <~
~

en contra de lo que habiamos supuesto.
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Con esto la conjetura esta demostrada y el ejercicio acabado. 0l

1.4.3 Se dice que un subconjunto T de nmimeros reales es denso® en R cuando,
para cualesquiera x,y € R con x < vy, existe unt € T tal que v <t < y.

Sea C' C R un subgrupo aditivo de R (es decir, si x,y € C entonces x —y €
C), C # {0}. Pruebe que entonces:

(1) o bien existe a € R tal que C' = oZ := {an : n € L},
(2) o bien C es denso en R.

SOLUCION: Sea Ct = {z € C: > 0}. C" es no vacio y acotado inferior-
mente, por tanto podemos considerar o = inf C*.

Ahora probemos que si a > 0 entonces C' = aZ. Para ello, en primer lugar,
probemos que o € C'.

Tomemos € > 0. Segun el ejercicio 9, existe 1 € CT tal que a < 11 < a+ ¢,
pero razonando por reduccién al absurdo, si o € C™T, entonces realmente
a < 11 < a+ e. De la misma forma, tomando ¢ tal que o + 0 < z1, existe
T € Cttalque a < 29 < @+ 0 < 21 < o + €. Por tanto,

O<zy—12< €

y x5 —x1 € C'F por ser positivo y ser C' un subgrupo. Asi hemos probado que
para cada € > 0 existe un ¢ € C'" tal que 0 < ¢ < ¢, es decir, que inf C* = 0,
que es una contradiccion.

Una vez probado que o € C, por ser C' subgrupo, tenemos que aZ C C.
Ahora debemos probar la igualdad. Supongamos que aZ esta estrictamente
contenido en C, es decir, existe ¢ € C'\ aZ. Utilizando la propiedad arqui-
mediana de R, existe n € N tal que na < ¢ < (n+ 1)« (para ello debemos
recurrir también a la existencia de primer elemento de todo subconjunto de
N). Entonces 0 < ¢ —na < a'y ¢ —na € CT, lo que contradice la definicién
de a.

Si a = 0 entonces debemos probar que C' es denso en R. Para ello, sean =,y €
R, z < y. Puesto que a = 0 existe ¢ € C" tal que 0 < ¢ < y —x. Recurriendo
al argumento ya utilizado, existe n € N tal que nc < y < (n+ 1)c. Entonces:

nc=n+l)jc—c>y—c>y+r—y==x

y asi hemos obtenido un elemento nc € C' tal que z < nc < y, es decir, C' es
denso. O

2Los corolarios 1.2.13 y 1.2.17 afirman que los niimeros racionales y los niimeros irracionales

son densos en R. En el ejercicio 12 de la pagina 38 se dan otros ejemplos de conjuntos densos en
R.
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1.4.4 Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion no decreciente. Pruebe que existe un
numero real x € [0, 1] tal que f(z) = x.
Sua: Razone sobre a := sup{z; f(x) > x}.

SOLUCION: Se trata de probar que f(a) = .

Si fuera f(a) —a =¢ > 0 serfa f(a) — (a+3e) > 0y al ser f no decreciente
también serfa f(a+ 2e) — (o + 3¢) > f(a) — (o + 3¢) > 0 lo que contradice
que « sea supremo.

De forma andloga se prueba que f(a) —a =€ < 0 es contradictorio. jVerifi-
quelo! O

1.4.5 Pruebe que si a y b son numeros reales, entonces

lab| < a® + b?.

SoLUCION: Como |ab| = |a||b] se trata de probar que
lal[b] < laf® +[b]*.
Pero es claro que |a||b| < 2|al|b|, de modo que si conseguimos probar que
2lallb] < |af* +[b]*
la cuestion esta resuelta. La desigualdad anterior puede ser reescrita como
0 < lal*+ |b* — 2|a||b| = (|a| — |b])* [binomio de Newton]

y en el formato
2
0 < (la — [b])
la desigualdad es trivialmente cierta, lo cual acaba la demostracion.

Observe que en realidad hemos demostrado algo mas fuerte que lo propuesto:

se ha demostrado que
a’® + b?

|ab] <

1.4.6 Resuelva la inecuacion siguiente, donde v € R:

(x—1)(x—=3) >0

SOLUCION: Obtener la solucién de una inecuacién consiste en identificar el
conjunto de nimeros (en este caso numeros reales) que verifican la inecua-
cién dada; en concreto se trata, pues, de identificar de forma explicita (més
descriptiva) el conjunto

A={zeR: (z—1)(x—3)>0}.
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Para abordar este problema podemos considerar que el primer miembro de
la inecuacion corresponde a la grafica de una funcién y queremos saber para
qué valores de x la correspondiente grafica se sitia por encima del eje OX
de ecuacion y = 0.

Podemos utilizar MAXIMA para realizar las graficas y de ese modo ayudarnos
a resolver la cuestion. Para que MAXIMA dibuje la grafica de una funcién es
necesario especificar el rango de valores en el que se mueve la variable. Lo
razonable es empezar con un rango «amplio» e ir modificAndolo, si fuera necesario,

hasta concentrarse en la parte significativa.
160 T T

3

(x3)*(x-1) —— (x-3)*(x-1)
140 0—— | 95 0

20 L I I 1 I I I L I I I
-10 -5 0 5 10 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Aqui hemos utilizado dos gréaficas que nos permiten aventurar una respuesta.
plot2d( [(x-1)*(x-3),0], [x,-10,10] );
plOth( [(X_l)*(x_s):o:ly[x’oy4] );

Un razonamiento analitico puede ser como sigue. Para que el producto
(x —1)(x—3)

sea mayor que cero ambos factores han de ser positivos o bien ambos nega-
tivos, es decir, debe ocurrir una de las dos situaciones siguientes:

A)z—1>0yx—-3>0,0
B)z—-1<0yz—-3<0.

Las condiciones anteriores pueden formularse, de forma equivalente, como:

A) xz — 3> 0 (puesto que si z > 3 entonces, a fortiori, z > 1), 6

B) x —1 < 0 (puesto que si < 1 entonces, a fortiori, z < 3).

El resultado es concordante con el grafico y obtenemos, finalmente, que la
solucion de la inecuacién propuesta es el conjunto

A={rzeR;z<léx>3}={recR:z<1l}U{zeR:a2>3}
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Ejercicios propuestos

1.1) Discuta la veracidad de las siguientes afirmaciones acerca de nimeros reales

a)r <y,z<w=xz<yw br<y+eVe>0=zx<y
Ar+y)P=0cz=y=0 A +y*=0r=y=0
)e>0,2>0=3IneN: 2 <ecVm>n

e
flr>0,e>0 =3dneN:ne<z<(n+1)
g)x>0,e>0 =IneN:ne<z<(n+1)
Rae>1ly>0=3Ine€Z:a"<y<z"!

1.2) Utilizando el método de induccién pruebe las siguientes afirmaciones:

a) Pruebe que >0 ;i = @
b) J 0] _ n(n+1)6(2n+1)'

. n(n+1
¢) Yjoj* = M)
)

d) Dados ag,ay,...,a, tales que a;41 = ra;, parai =0,1,...,n—1 (pro-

gresion geométrica), se verifica:
n

g = 20T

= 1—7r

Deduzca de lo anterior la identidad algebraica (ecuacion ciclotémica):

n—1
a”—b" = (a—0) Z akpn—i-k

e) Dados ay,as,...,a, tales que a;11 —a; = d, para i = 1,...,n — 1
(progresion aritmética), se verifica:

n ay + a,
E a; =n
i=1 2

1.3) Pruebe que se cumple la siguiente desigualdad de Bernoulli para todo entero
positivo n
(I+2)">14nx siendox#0y —1<ux.

1.4) Pruebe por induccién la siguiente desigualdad.

(I4+e)"<1+4+3% sineN y 0<e<l;

1.5) Pruebe por inducciéon que no hay ningin nimero natural entre 1y 2.
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1.6) Pruebe por induccién las siguientes igualdades

x nx (n+1)x
sen 5 [senz + sen 2z + - - - + sennx] = SerL - sen ————

x 1
sen [1+4 2(cosz + cos2x + - - -+ cosnx)] = sen(n + 5)1‘

1.7) Sea P(n) una propiedad en la que interviene un nimero natural genérico n,
y sea k € N un nimero fijo. Si se cumple que:

a) P(k) es cierta, y
b) P(n+ 1) es cierta supuesto que P(n) es cierta y que k < n.
Entonces P(n) es cierta cualquiera que sea el nimero natural n € N, k < n.
1.8) Sean b;,1 <i < n,n > 1, nimeros reales positivos cuyo producto es 1.

a) Demuestre que si no todos los b; son iguales y se suponen ordenados de
forma creciente, by < by < ... < b, entonces b, > 1 > by.

b) Utilizando induccién en n, pruebe que

<bl+b2+...+bn

biby...b, =1

n
y que solo se tiene la igualdad cuando todos los b; son iguales.

¢) Deduzca que si a; > 0,1 < i < n, son nimeros reales entonces

ap+as+ ...+ a,
- .

(aras ... a,)"" <

SUGERENCIA. Para el apartado b) escribalo en la forman < by +by+...+b,.
Luego utilice induccion, agrupando los términos primero y ultimo.

1.9) Sea A C R un conjunto acotado superiormente. Sea o € R. Demuestre que
a = sup A si y solo si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) « es una cota superior de A;

b) Para cada e > 0 existe a € A tal que a —¢ < a < a.

Si A es acotado inferiormente y 3 € R, demuestre que § = inf A si y sélo si
se verifican:

a) [ es una cota inferior de A;

b) Para cada ¢ > 0 existe a € A tal que f < a < f+e.
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1.10) Sean Ay B dos subconjuntos no vacios de R. Se definen
A+B={r=a+b:ac Abe B}, —A={r=—-a:a€ A}
Pruebe que:

a) Si Ay B estan acotados superiormente entonces también lo estan AU B
y A+ B siendo

sup(A U B) = sup{sup A,sup B} y sup{A + B} =sup A + sup B.
b) Si f,g: R — R son funciones acotadas entonces

sup{f(z) + g(z) : x € R} <sup{f(x):x € R} +sup{g(z):z € R},
y la desigualdad puede ser estricta. Ponga un ejemplo.
¢) Enuncie y demuestre resultados analogos para el infimo
d) Sea AB={x =ab:a € Abe B}y A, B subconjuntos de R cuyos
elementos son nimeros positivos. Pruebe que
sup AB = sup Asup B.
e) Sean Ay B dos subconjuntos de R, tales que A C B. Probad que
supA <supBy infA>infB

1.11) Si a es racional y b es irracional jes a + b necesariamente irracional? Si a es
irracional y b es irracional jes ab necesariamente irracional?

Pruebe que /3, y v/6 irracionales.

Sean n,m,p € N tales que n = mp. Pruebe si n y m son cuadrados (e.d.
n=a?y m = b? con a,b € N), entonces p también es un cuadrado.

Pruebe que d € N, V/d es racional si, y sélo si, d = k? para algin k € N.
Pruebe que v/6 — v/3 — v/2 es irracional.

1.12) Pruebe que

a) Ty = {rv3 :7 € Q} es denso en R;
b) Ty = {m + n+/3 : m, n ntimeros enteros } es denso en R;

c¢) si Ty = {m + nv/2 : m,n ntimeros enteros }, entonces para cualquier
a € R se cumple a = sup{t: ¢t € T3, t < a}.

INDICACION: Para los apartados 2 y 3 véase el ejercicio 1.4.3.
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%Iy*rl " De una

1.13) Pruebe que méx{x,y} = y que min{z,y} = Hy;‘yiw‘

férmula del mismo tipo para max{z,y, z}.

1.14) Demuestre que para cada dos nimeros reales a > 1 b > 0 existe un tnico
nimero entero n tal que a® < b < a™*L.

1.15) Pruebe que la funcion [z]| parte entera de z verifica

{%]: [@] abc #0 a,bcRceN

1.16) Resuelva las siguientes inecuaciones en R:

i)b—a? <8 i) (x—1)(x—3)>0; i) 2° <8

w) x4+ 3" <4 v) L <1 vi) lax + b < ¢, a #0,¢c > 0.
vit) L <15 i) a4 | @ |< 1 ir) x— | x| > 2

1.17) Sean z e y dos numeros reales, z < y. Pruebe que para cada A, 0 < A < 1,
se cumple

<+ (1-=Ny<uy.
Reciprocamente, pruebe que si r es un numero real, x < r < y, entonces
existe un A, 0 < A < 1, tal que r = Az + (1 — A)y.

1.18) Determine a,b € R verificando:

7T+ a+ bi

3+4i 4—i

1.19) Demuestre que |z +i| = |z —i| <= z € R

1.20) Resuelva las ecuaciones siguientes.

3224+2244=0 224(2-20)z2+1+2i=0
5224+224+10=0 2>+ (-3+2i)z+5—-i=0
22 —16=0 21416 =0

Y =4+ 4 (1+10)22—2i=0

& Compruebe que Maxima también sabe resolver esas ecuaciones.
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1.21) Exprese los siguientes ntiimeros complejos en forma binomial.

1 — i)
IR A [ AR A o M (1+1)
X i (=1 —1)°
/=8 T (2+3i)(3—4d) @+ (1+44)?
5 .
jSz ;175 (14 )10

& Compruebe con Maxima los resultados que obtenga por si mismo.

1.22) Pruebe que para todo niimero complejo z = x + yi con x,y € R se verifica
1
Zlel+lyl) < o < fof + Jyl.

1.23) Si z,w € C, pruebe que 2(|z + w|* + |z — w]?) = |2z|* + |2w|*. Interprete
geométricamente esta identidad.

Sabiendo que |z| = 1, calcule |1+ z|* + |1 — z|%.

1.24) Pruebe que todo niimero complejo z tal que |z| = 1 con z # —1 se puede
1o i
representar de la forma z = (“,, con a € R
1+a1
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