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2.9. [Ejercicios

Resueltos

2.9.1 Con la axtomadtica que hemos empleado para R hemos podido demostrar la
propiedad arquimediana y el principio de Cantor de los intervalos encajados
utilizando la existencia de supremo en los conjuntos acotados. Pruebe que,
reciprocamente, si tenemos un cuerpo totalmente ordenado en el que la pro-
piedad arquimediana y el principio de Cantor de los intervalos encajados son
ciertos, entonces cualquier conjunto acotado superiormente A tiene supremo.

SOLUCION: Sea A un conjunto no vacio acotado superiormente. Queremos ver
que tiene supremo. Sea K una cota superior de A. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que K — 1 no es cota superior (si lo fuera cambiarfamos K
por K — 1 repitiendo el proceso en caso necesario). Sea K —1 < a; < by = K
con a; € A. Tomemos el punto medio m; del intervalo Iy := [ay, b1]. Si my es
cota superior de A definimos ay := a1 y by = my. Si my no es cota superior de
A existe ay € A con my; < as < by y entonces definimos by := b;. En ambos
casos el intervalo I := [ag, bs] estd contenido en I; y su longitud es menor o
igual que 1/2 de la longitud de I;. Procediendo recursivamente construimos
una sucesioén de intervalos encajados [a,, b,] siendo a,, € Ay b, cota superior
de A y longitud de I,, menor o igual que (1/2)"~! veces la longitud de I, con
lo que, por la propiedad arquimediana dicha longitud tiende a cero. Entonces,
por el principio de encaje de Cantor (), I,, posee un tnico elemento, digamos

N, I, =: {a}.

Afirmamos que o = sup A, lo cual requiere probar dos cosas:

(1) « es cota superior de A. En efecto, si para algun a € A fuese a < a
entonces habria de ser b, < a para algin n ya que en caso contrario se
tendria a < b, para todo n, de donde se llegaria a

O<a—a<b,—«

lo cual es absurdo puesto que a = lim,, b,,. Pero, por otra parte, al ser
b, cota superior de A se tiene a < b,, lo cual es también contradictorio.
En consecuencia « es cota superior de A.

(2) « es la menor cota superior de A. En efecto si 5 < « fuese cota superior
de A se tendria a, < # < a y por tanto tomando limites a < § < « lo
cual es absurdo.

Resumiendo, la propiedad de que los conjuntos acotados superiormente po-
seen supremo es equivalente a que se verifiquen la propiedad arquimediana
y el principio de encaje de Cantor. U
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2.9.2 Una sucesion (a,), se dice que es contractiva si existe 0 < ¢ < 1 tal que
para todo n € N se verifica |an1 — a,| < cla, — an_1|. Demuestre que las
sucesiones contractivas son de Cauchy.

SOLUCION: Sea m > n entonces haciendo uso de la desigualdad triangular y
de la estimacion |a, 1 — a,| < cla, — a,_1| se tiene

|an - am| S |an - an+1| + |an+1 - an+2| + |am—1 - am|
<lan — an1|(1+c+c® + -+ ™ ™) [progresién geométrica]
1— Cm—n—l—l 1
1 — §|an_an+1|1_c

= |an - an+1|

Por otra parte |az — a3| < clay — aa|, laz — as| < claz — az| < c*la; —ag| y en
general es sencillo obtener por induccién que

|t — | < ¢ Hag — ay

de donde se tiene

a, - a,,| < ot 1=l

siempre que m > n.

Como lim,, ¢" = 0, fijado € > 0 existe ng € N tal que si ng < n se tiene

1—

<o

a1 — as]

y por tanto

a; —a a;—ay l—c

|an—am|§cn_1| : 2|<€| ] =€

1—c l—c |a; — as|

siempre que n,m > ng + 1. Asi pues (a,), es de Cauchy. O

2.9.3 Demuestre que para cualquier sucesion (T,)nen de numeros reales que con-
verja hacia 0, siendo |z,| <1 y x, # 0, se cumple

log(1 + @» ]
T k) B S Pl S (2.3)

n—o0 Tn n—oo .
Aplique lo anterior para probar que silim,(z,) =1 ylim, y, = +00 entonces
lirrln(xn)y” — elfmnyn(@n—1) (2.4)
supuesto que el sequndo limite exista.
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SoLUCION: Comencemos por el primero de los limites de (2.3) y supongamos
que 0 < x, < 1 para todo n. Se tiene

log(1 + z, -
tim 8L T) o g (14 )
n—00 Tn n—00
1\
= lim log <1 + —) [haciendo 1/x,, = y,]
1\
= log lim (1 + —) [usando la prop. 2.5.7 |
n—oo yn
=loge =1 [usando la prop. 2.7.1]
Cuando 0 > x,, > —1 la prueba es idéntica (en esta situacién lim,, y,, = —00).

Para el caso general en el —1 < x,, < 1 los términos de la sucesion se reparten

en dos sucesiones disjuntas, una, (z/,),, que contenga los términos positivos

y la otra, (z7),, los negativos. Entonces puesto que

log(1 + 7)) lim log(1 + zI)

lim p =1, - =1
n—00 T, n—o0 x
se llega a la conclusion de que
log(1+ z,
li 08+ _
n—oo ',I;n

El segundo limite de la férmula (2.3) puede reducirse al primero mediante el
cambio de variable y,, = e¢* — 1 ya que entonces

7 e’ —1 ; Yn
lim = lim ———

puesto que lim,, y, = 0.

Pasemos a la aplicacion. Como

(z,)¥" = e¥n logzn _ oyn log(1+(zn—1))

usando la proposicion 2.5.4 se tiene

lim(xn)y” — elimn yn log(1+(zn—1))
n

supuesto que este segundo limite exista. Pero sabemos que

log(1+ (z, — 1))
(o —1)

ya que lim,(z, — 1) = 0. Se tiene asi probada la féormula (2.3). O

lim y, log(1 + (2, — 1)) = imyy (2, — 1) = lim y, (z, — 1)
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2.9.4 Fstudie el limite de la sucesion (s,)nen cuyos términos son:

H =1H,=1+1/2/H;=1+1/2+1/3,...H, =1+1/2+1/34+---+1/n

SOLUCION: Esta sucesiéon es conocida como la serie armdnica (en inglés
«Harmonic»).

Es claro que se trata de una sucesion mondétona creciente. En consecuencia
o estd acotada superiormente, en cuyo caso tiene por limite un niimero real
(proposicion 2.2.2); o no lo estd, en cuyo caso su limite es +oo. {Como
determinar cual de los dos casos se da? El primer caso se da si y solo si la
sucesion es de Cauchy (teorema 2.4.3). Por tanto el limite serd +oo si y sélo
si la sucesién no es de Cauchy, que es lo que ocurre como vamos a ver.

Recordemos que una sucesién es de Cauchy si para cada ¢ > 0 existe un
no € N tal que siempre que n, m > ng se cumple |H,, — H,,| < . Por tanto,
negar que la sucesion es de Cauchy significa demostrar que hay al menos un
g9 > 0 de manera que para cada ny que tomemos siempre existen nimeros
n,m > ng de modo que

|Hn — Hm| Z 0.

Veamos que tomando €y = 1/2 se cumple la tltima desigualdad para ciertos
n,m > ng cualquiera que sea el ng elegido. Tomemos n = ng y hagamos
m = ng + k para cierto k € N que luego determinaremos. Entonces

1 . 1 + 1 4y 1 S k
77,0—|—1 n0+2 n0+3 n0+k_n0+k

|H n HM| =
y si la sucesion fuera de Cauchy habria de ser

k
<|H,—-H,|<1/2
— < <1

para todo k, pero eso es imposible puesto que lim =
k' ng+ k

Conseguido nuestro objetivo, queremos advertir al lector que este resulta-
do no debe hacerle llegar a la conclusion de que una suma con «infinitos
sumandos» da siempre como resultado oo. Por ejemplo, la sucesion

Sp=1/24+1/22 +1/22 +1/2" + .-+ 1/2"
tiene por limite 1 (es la suma de una progresién geométrica infinita). O
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pesar de que en las férmulas para MAXIMA no podemos escribir los puntos

& MaximA le han dicho cual es el limite de esta sucesién (H,)nen. Pero a
suspensivos ... que contiene la férmula de H,,, y por ello no podemos usar el

comando limit, si podemos hacer uso de un comando que hace sumas. Por ejemplo,

sum(1/n, n, 1, 100);

sum(1/n, n, 1, 100),numer;

permiten calcular el valor de Higg de forma exacta como fraccién, o en forma decimal
aproximada, respectivamente. El limite de (H,,),en se obtiene mediante

sum(1/n, n, 1, inf),simpsum;

Aqui inf denota a co, como puede suponerse, y simpsum es un parametro técnico que
viene a significar algo asi como «simplifica la sumay. Pero jcuidado! no debe pensarse
que MAXIMA sabe hacer cualquier suma infinita... jlos humanos no somos capaces de
hacerlo!

2.9.5 Calcule el siguiente limite, donde suponemos que a, b y ¢ son constantes

positivas.
lfm (g log((n + a)(n+b)(n+c)) — log n")

SOLUCION: Puesto que

(5 log((n + a)n + D)(n + ) — logn" ) =
n. (n+a)(n+b)(n+c)

3 log n3 -

1
= - (nlog <1+ ﬁ) +nlog <1+§) +nlog <1+ E))
3 n n n

hemos de calcular lim,, nlog(1l 4+ a/n) (también para by c). Pero usando el
ejercicio 3 de esta misma seccién se tiene

log(1
lim nlog(1 + a/n) = limn 2 28T _
" noon a/n

En consecuencia el limite buscado es (a + b+ ¢)/3. O

1 limite anterior sirve para mostrar que MAXIMA puede calcular algunos limites
de sucesiones que dependan de pardmetros (a, b, ¢ en nuestro caso). Asi ante
el comando

limit( (1/3)*n*log( (n+a)*(n+b)*(n+c) ) - log (n”n),n,inf );

MAXIMA pregunta sucesivamente en tres ocasiones si a, b y ¢ son positivos o negativos;

respondiendo en cada ocasiéon con

positive;

proporciona finalmente que el valor del limite es (a + b+ ¢)/3.

2.9.6 Sea (¢p)nen una sucesion arbitraria. Pruebe que existen sucesiones (ap)nen

Y (bp)nen (b # 0) tales que lim, a,, = 0 =1im,, b, y ¢, = a,/by,.
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SOLUCION: Basta tomar a, = > Y observar que

T v =
cfl+n2y 2+n

lan| =

para obtener el resultado. O
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Ejercicios propuestos

2.1) Demuestre, aplicando las definiciones correspondientes, que la sucesién de

termino general z, =

5n — 3

o 1 converge hacia 5/2.

2.2) Utilizando el concepto de limite resuelva las siguientes cuestiones

a)

b)

Una sucesion es convergente y sus términos son alternativamente, posi-
tivos y negativos. ;Cual es su limite? Razone la respuesta.

Pruebe que si
lim x, = lim y, = A,
n—oo

n—oo

la sucesion xq, Y1, T2, Y2, - - - Ty Yn, - - - también tiene limite A.

2.3) Pruebe que lim z,, = a equivale a lim z, = 0, siendo z, = |z, — al.

2.4) Sea (z,), una sucesién de ntimeros reales o complejos tales que existe el
limite de las subsucesiones (22, )n, (T2n41)n,

a)
b)

JExiste lim x,,7

Si ademas lim x3,, jexiste lim x,,?

2.5) Si a > 0 tomamos z; > /a y definimos la sucesién recurrente (z,)nen
mediante la férmula

a)

b)

1 a
Tp4+1 = 5 <xn + SL’_)

Demuestre que (x,)nen €s una sucesion mondtona decreciente y que
lim,, z,, = V/a.
Sea &, := x, — y/a. Demuestre que

€n _ _En

Enp1 = -2 <
T2, T 2Va

y en consecuencia que

€1

271
5), n=123...

Ent1 < 5<

en donde 3 := 2y/a.

La sucesién (x,), proporciona un buen procedimiento para calcular
aproximaciones decimales de una raiz cuadrada. Por ejemplo, tome a =
3y x1 = 2 y calcule el una estimacién para c5, es decir, el error maximo
que se comete al tomar el término x5 como aproximacién de v/3 jcuantas
cifras exactas proporciona x;?
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2.6) Sea (z,), la sucesion que tiene por términos

1 1 1 1

BRI L U el i Wl prap——
1+1 I+ —L—

)

a) Encuentre una férmula recurrente para los términos x,, de la forma
Tpy1 = f (xn)
b) Calcule el limite de la sucesion.

INDICACION: estudie por separado la subsucesién de los indices pares e im-
pares.

27) Sixpyy =1—+/1—x,, paran > 1y 0 < z; < 1. Pruebe que z, es una
x
sucesion decreciente con limite 0. Pruebe también que

1/2.

1 .
converge hacia

n

2.8) Calcule los siguientes limites:

& MAXIMA puede ayudarle a obtener los resultados.

lfmy,_oo(n? + n) 72

a) lim,, ., SoE;=n
b) 1m0 Lot
¢) limy, oo(VAN? =1 — (20 — 1))
d) 1fm,, oo n-L
e) limy oo (V12 +n? +1—/n2 —n? —1)
£) 1y, o M/ TE20E)
) litm,, o (B e o
h) lim, o, TS
T —7
nt/n+v/n
§) limy (/= a)"
k) lim, e ¥/n3 —1
1) 1y, oo (YE2)VT
m) lim,, oo (L20ER )
)
)

lim,, (2 + n2)$
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log(n+a) )n logn

0) Mmoo (Fhes

2.9) Estudie si son de Cauchy las siguientes sucesiones

n34+2n+1.
a) Qp = 2 n—:’i—_2i_2+17
_ =Dt 4 (=nn,
b) b" T oon + 2 )

__senl sen 2 senn
C) Cn = 9 "‘ 922 ++2—n

2.10) Analice la convergencia de la sucesién (s,)nen definida por la formula
Sp=1-+1/22+1/32 4 1/4% + .-+ 1/n?

SUGERENCIA: Compare con el ejercicio 4 de la pagina 83 y tenga en cuenta
la siguiente desigualdad

1 1
n—1 n

1
>ﬁ paral <neN

2.11) Calcule el limite de la siguiente sucesion:

1 1 1
RN CES | ERR T

2.12) Este ejercicio presenta un resultado importante que constituye un criterio
util a la hora de calcular limites
Sea (a,), una sucesién de nimeros reales con limite a € R. Pruebe que
N e
lim =a

n n

INDICACION: Comience suponiendo que a = 0.

2.13) Este ejercicio presenta un resultado importante que constituye. . .
Sea (@n)nen una sucesién de nimeros reales, con a, > 0y lim,a, = a.

a) Demuestre que lim,, {/a1as ... a, = a.

b) Demuestre que si existe
;. Qng1
lim =b

n an

entonces lim,, &/a,, = b.

INDICACION: Para el primer apartado si a = 0 razone directamente y si a > 0
calcule logaritmos y utilice el ejercicio anterior.
Para el segundo apartado, sea by = a; y b, = an41/a, para n > 2. Estudie

la sucesién /biby ... b,.
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2.14) Sea (ay), una sucesién acotada superior e inferiormente. Supongamos que
existe a := lima,, — a,_1. ;Cuanto vale a? Justifique la respuesta.

Suponga ahora que a = 0. {Es la sucesion (a, ), necesariamente convergente?
Justifique la respuesta.

2.15) Sobre la constante de Euler

1 1
a) Deduzca las siguientes desigualdades 1 <log(l+ —) < —
n n. o n

b) Pruebe que la sucesién

1 1 1
Tp=14+—-4+=-+---4+——1logn
2 3 n
es convergente. A su limite se le denomina la constante de Euler y es
usualmente denotada como v (més sobre el tema en wikipedia). Utilice

MAXIMA para obtener las primeras cifras decimales de ~.

2n 1
c¢) Calcule lim »  —.
" k=n+1 k

2.16) Sea A C R no vacio y acotado superiormente (resp. inferiormente) y sea
a = sup A (resp. o = inf A). Pruebe que existe una sucesién (a,),en de
elementos de A tal que a = lim,, a,,.

2.17) En caso de que sean convergentes, calcule el limite de las siguientes sucesio-

nes:
a) lim,_. 2V7"
. sen(nm/2)
b) lmy, o ZH5
c) lim, . nsen(%")
’ Vn24+1+4n)?
e) lim, %
£) lmp, o Vs 12— /211

3/ n442—/n3+1

(n+2)14(n+1)!
(n+3)!

)

) lity oo V2 — 20+ 1 —vVnZ —Tn + 3
1) lmy, oo Vn2[Vn3 +1—/n3 — 1]
)

)

)

lim,, o

lim,, o, n(0.9)"

lim, oo Va;a>0

, log(n
lim,, o %
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124224 4+(n—1)?
n3

lim,, oo V312 +n

lim,, o v/1+ e

m)
)
)
) limy, oo 25
)
)
)

lim,, o0

s B

=)

_2 )2/(2+1n n)
n+1

limy, oo (2520 ) 4 (2

; (n+1)? - 105n343n2
hmTHOO( 2 ) T U - 2wi-ion3

1im,, oo (

L T

T

& MAXIMA puede serle de utilidad para verificar sus calculos.
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