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7.7. Ejercicios

Resueltos

A lo largo del capitulo han ido apareciendo varios ejemplos en los que se ana-
lizaba la convergencia de una serie numérica o de una integral impropia. En este
apartado de ejercicios resueltos nos ocuparemos tunicamente de la utilizacién de la
constante de Euler en el calculo de la suma de ciertas series numéricas.

En el ejercicio 15 del capitulo 2 establecimos que si H,, = >}_; 1/k entonces
x, = H, —logn es una sucesion monotona decreciente acotada inferiormente por 0
y por tanto convergente cuyo limite recibe el nombre de constante de Euler I'. Asi
que H, =logn +I' + ¢, siendo lime,, = 0. Podemos dar ahora otra demostracion
de este hecho. Para ello basta considerar la funciéon escalonada g que toma el valor
L en el intervalo [n,n + 1). Evidentemente se verifica que f(z) = 1 < g(z) en
[0,00) y, por tanto logn < log(n + 1) = [ f < [I'g = H,. Por otra parte la
sucesion H,, — logn es mondtona decreciente ya que

(Hn+1—log(n+1))—(Hn—logn—l—l):n_li_l+1g( il)
:%Hg(l—%)
! 1 11
Tn+l n+1 20-62n?
11
"o <Y

como consecuencia de la férmula de Taylor, y al estar acotada inferiormente por 0
es convergente..

Llamemos _ . .
Pyi==+-4+---4+—=-H,
mi= gttt T g Y
1 1 1 1
Ly =1+5+c+-+ = Hony1 — Poy = Honp1 — 5 Hye

3 9 2n+1 2

7.7.1 Estudiar la convergencia de la serie Y00 (—1)"+14

suma.

y calcular el valor de la

SOLUCION: La serie Y02 (—1)""< es convergente (criterio de Leibniz) y
Sont1 = Ionp1 — Pon = Hon1 — 5 Hy — 5 H, = log(2n+1) +T 42,41 —logn —
I' — ¢, de donde la suma de la serie es log 2. O

7.7.2 Estudiar la convergencia de la serie

i 3n—1
nn+1)(n+2)

n=1
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y calcular su suma en caso de ser convergente.

SoLUcION: La serie

> 3n—1
n;l nn+1)(n+2)

es absolutamente convergente pues el término general de la misma es equi-
valente a 3/n?. Para calcular su suma utilizaremos una descomposicién en
fracciones simples andloga a la utilizada para el calculo de primitivas (v. la
seccion 6.2.1) y obtenemos que

3k — 1 B T4 1
k(k+1)(k+2)  2(k+2) Ek+1 2k
Por tanto
n 3k —1 7 1 1
W= = ——(Hpys—1— =)+ 4(Hypy — 1) — =H,
5 ,;k(k+1)(k+2) 3 (s y) T4 = 1) =3

7 1
= —gllog(n+2) =1 — o+ T + i)
+4(log(n+1) = 1+T +¢e,11)

1
— 5(10gn+ I'+¢,)

y tras realizar las correspondientes simplificaciones se obtiene facilmente que
la suma de la series es 5/4 = lim,, S,,. O

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



7.7 Ejercicios 299

Ejercicios propuestos

7.1) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias:

+00 _ada oo 2341 oo oo cos®x

y “ 2 5+1d (2+Senx)da —00 1+4cosx+coshzx
___da / __da +00 1—coszx 1 a

fO 3 22(1—x)2 fO (1—cosz)« 0 :1:5/2 da fO xT 10g.rda,

IOOOO coshxdx fO (1- (5:‘(3:51;3)3/4 X fO m

7.2) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando
aquellas que sean convergentes:

+oo 235(1, + 3x)da 1—l—c>o zda 0+oo e"da  Nota: fOOO 6—t2 dt — @

1+t \/5
+1 da f
-1 22 0 J:2+2x 2

! Erdr [T ame T dr

f—11 ﬁ dx Jo

& Compruebe con MAXIMA, cuando sea posible, los resultados obtenidos.

7.3) Determine el drea de la regién situada entre las curvas

@) e (@)=
x) = x) =
@+2)@+3)x+4a) 7 41
para r > 2.
& Compruebe con Maxima el resultado obtenido.
7.4) Estudie el caracter de convergencia de las series
400 1 +oo VnFl eroo 2+cosn
n=1 (2n+1)! n=1 n\/n42
En 1 n2+ En 1 n})’-l- Z:O? (72:
400 n! +oo 1 400 1.3.5...(2n—1)
2ol Tgm n=1 T/ 2n=1"369.3n)
+o0 1 +o0 1 +o0 1
n=1 nlog(1+1) n=1 (logn)" n=1 n(logn)(logn)!'0t
POt QTn' > g()Tg(:) P W
D on>2 o ogn Y on>2 log(1 + 5) 2 on>2 Togn)™
n: 2 n
Zn21(10gn+1) , aeR anlgg—g,) Z >1 1(Y/n—1)
Zn22ma peR 2@1210% Yas1(vVn+1—+/n)
n2
Yon>1(1 —cos(1/n)) Yon>1 (,L::W >1(1— H, e

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



300 Series numéricas e integrales impropias

7.5) Analice la convergencia de la serie Y, log"'

7.6) Sea 3/ a, una serie convergente de términos positivos. Si (z,), es una
sucesion numérica tal que

[Tt — xn| < ay Vn € N,
pruebe que (x,), es una sucesiéon convergente.

7.7) Pruebe la convergencia y calcule las sumas de las series telescopicas siguien-

tes: )
400 on—1 +oo SN TaTy
n=1 (14+2n)(142n-1) n=1 cos l cos nL-H :

7.8) Si la serie de términos posmvos ST a, converge. Pruebe que también con-

S

vergen las series 3% a2, X UGt Yy 22 \/;T" > oY
7.9) Criterio logaritmico. Sea la serie Y a,, con a,, > 0. Supongamos que existe
lim 28d/an) — 1 Pryebe que:

logn
a) Si L > 1 la serie converge.

b) Si L <1 la serie converge.

. +o0 gen x s . . .
7.10) Sabiendo que / da = 5 demuestre, mediante un cambio de varia-
0 x
+%° sen x cos
ble, que / SRTERT g =T,
0 T 4

Usando integracion por partes, pruebe también que

2

too gen” x T
5 da = —.
0 T 2

& Compruebe que Maxima también sabe hacer estas cuentas.

7.11) Determine la convergencia y convergencia absoluta de las siguientes integra-

les ; 11 1
% gen
/0 372 dt /0 ;cos;dt

7.12) Calcule el valor de la integral siguiente:

™ 1
/ ——dx
0o 1+ cos?2x

& Verifique con Méaxima el resultado.

*Hn = 22:1 %
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7.13) Sea k un nimero real. Estudie la convergencia de la integral impropia

1k 1
/ dt
o logt

segun los valores de k.

7.14) Estudie la convergencia o divergencia de las series siguientes. En caso de que
sean convergentes estudie si la convergencia es o no incondicional.

Z?O(—l)n(l — nsen %) i)o 10(gz11_,)_n%)
Zcfo(—l)"(l — Cos %) Z‘f"(—l)”(g — arctg(log n)) Zfo(—l)"—@
Se=D"e— 1+ Syt SR (-1

7.15) La serie que sigue es una reordenada de la serie arménica alternada en la que
aparecen alternativamente tres términos positivos seguidos de dos negativos:

Demuestre que la serie converge y que su suma es log 2 + %log %
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