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8.4. Ejercicios

Resueltos

8.4.1 Clalcule las sumas de las siguientes series:

3 5 7 .1’3 1’5 1,7 .1’9

) s+ -2 42 b) +
a x —_— = — —_ — ... — —
3 5 7 1-3 35 5-7 7-9

SOLUCION: La primera operacién a realizar es calcular el radio de conver-
gencia de la serie para determinar el dominio de la funcién que define la
correspondiente serie. El radio de convergencia viene dado por la férmula

1
lim sup,, {/|an| .

a) En el caso de la primera serie,

R=

1/n sinesimpar
ap, = )

0 si n es par
Observése que no existe lim,, {/|a,|, ya que los términos pares tienen limite
0 mientras que los impares tienen limite 1. Afortunadamente la férmula del
radio de convergencia solo requiere el limite superior, que siempre existe.
Recordemos que el limite superior es el supremos de los puntos que sean limite
de alguna subsucesién, y eso en este caso significa que limsup,, {/|a,| = 1.
Por tanto el radio de convergencia es 1 y la serie a) define una funcién
f:(=1,1) — R que se nos pide determinar. Sabemos que f es continua
y derivable en (—1,1) viendo su derivada dada por la derivacién término a
término, es decir,

f’(;z:):1—1—:1:2—:L’4—|—336+-~-+(—1)"+1x2"—|—~-~:1—i—g(:L’)

siendo

1’2

g(l’)ZISL’Q—1’4+.T6—|—"'+(—1)n+1l’2n—|—"':1+x2

pues el calculo de suma de la serie que define g es inmediato al tratarse de

una serie geométrica de razén —z2.

En consecuencia 1
!
= 2 —

y por tanto, mediante integracién, obtenemos que

f(x) =2z — arctgx + K,
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siendo K una constante, cuyo valor es 0 ya que f(0) = 0 (sustituir en la serie
correspondiente).

Para acabar analicemos el comportamiento de la serie en los extremos del
intervalo. Para * = 1 la convergencia de la serie estd garantizada por el
criterio de Leibniz. Y lo mismo ocurre para x = —1, pero, por otra parte,
siendo la funciéon f impar, esto también se obtiene como consecuencia de lo
anterior. Asi que el dominio de f es el intervalo [—1, 1] siendo f continua en
dicho intervalo como consecuencia del criterio de Abel 8.1.9 de convergencia
en el borde. Resumiendo la serie de potencias es convergente si x € [—1,1] y
el valor de la suma es 2x — arctg x.

b) El radio de convergencia de la segunda serie es

1 1
R_ pum

T . I
n 2n+1
limsup,, {fla.| My "/ GrmEa

=lim *%/(2n+1)-lim *{/2n—-1)=1-1=1

Para ver que ambos limites valen 1 observemos que el primero de ellos es una

subsucesion de (/n),, y sabemos que lim,, /n = 1; el segundo puede ser visto
L4 m _ z. m _ _ z m+1—2 _

como una subsucesion de ( {/m — 2),, y lim, ¥m —2 = lim,, "5 = 1.

2
La funcion

z3 z° x’ zd
IO =13 35 57 79
estd definida en (—1,1) y es derivable siendo
x? a2t 2% 2B
I _— —_— e —_— —_— —
fe)=T-3+5 -7+
r 23 2 T
—:L’(I——+€—7.. ) =: xg(x)
La funcién ¢ definida por
(2) r 23 2 T
x‘ _ — — — e —
=173 5 7

también tiene radio de convergencia 1, como es facil comprobar, y puede
calcularse facilmente derivando (para obtener una geométrica) e integrando
sucesivamente como en el apartado anterior obteniendo que g(z) = x/(1+x?).

Entonces

IL‘2

fa@) = 1

1
siendo C' = 0 porque f(0) = 0 (haciendo z = 0 en la serie que define f).

— f(x) =x —arctgz + C
Siguiendo las pautas del apartado anterior es sencillo ver que f(zx) = = —
arctg z para todo x € [—1,1]. O

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



8.4 Ejercicios 325

MAXIMA puede ser de utilidad para realizar calculos como los anteriores. Es

sumamente conveniente cargar el paquete simplify_sum y hacer uso del co-

mando del mismo nombre implementado en el paquete. También resulta de
utilidad la variable booleana simpsum.

1

8.4.2 Escriba el desarrollo de la funcion f(r) = 5 log®(1 + x) como serie de po-

tencias de x y determine el intervalo de convergencia del desarrollo.
Indicacion: calcule el desarrollo de f.

. log(1
SOLUCION: La derivada es f'(z) = log(1 + 2) siendo
1+
0 anrl 1 o]
log(1 = -1 = —1)"ax".
(L +0) = ST g = X

El radio de convergencia de ambas series es 1. Asi pues para cada z € (—1,1)
es
log(1 + ) S BEAAYES
- (BT ()

debido a que ambas series son absolutamente convergentes en [—z,z] y a la
proposicion 7.5.2.

El coeficiente de grado n de la serie producto es

i— 1 n— 1 n— 1 n—
= > (=1) 1;(—1)] = > (-1 1; = (=" ) - =01 'H,
i+j=n i+j=n 1<i<n
1<i<n 1<i<n
0<j<n 0<j<n
Asi f/(z) =30 (-1)" ' H,z" y por tanto
> H
— _1\n—1 n__n+l
oy = S (-ayr T g,

Para calcular el radio de convergencia de esta serie hacemos

H,_ H,
lim sup {/ L — ltm /H,_, = lim T o= 1,
n n n n n—1

con lo que el radio de convergencia es 1. O

8.4.3 Dada la serie

(1) Determine el radio de convergencia de la serie.
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(2) Sea f(x) el valor de la suma de la serie en los puntos en que converja.
Analice justificadamente el dominio y la continuidad de f. Calcule f(x).

(3) Demuestre que
o 1
§ -1 n+l - —
(=1) 2n —1

n=1

=] 3

(4) Analice razonadamente la convergencia y convergencia absoluta de la
serie siguiente

1 1
2-3-4 4-5-6

1 1
6-7-8 8-9-10

+

+ ...

Utilice el apartado anterior, entre otras cosas, para calcular la suma de
esta serie.

SoLucION: El radio de convergencia de la serie viene dado por

1 1
lim sup,, {/|ay| - lim,, >*7Y/1/(2n — 1)

puesto que la sucesién anterior es una subsucesion de {/n cuyo limite sabemos
que es 1. Utilizando teoremas generales sabemos que la serie converge en
cada punto de (—1,1) y es una funcién continua e infinitamente derivable en
ese intervalo, cuyas derivadas se calculan derivando formalmente término a
término la serie propuesta. También converge en x = 1 como consecuencia
del teorema de Leibniz, porque la serie Zfbo:l(—l)"“ﬁ es alternada y el
valor absoluto del término general es una sucesion mondtona decreciente.

Para z = —1 se trata de

i(_l)w(;)—n; - i(_l)n ;n -1 i(_l)nzn —1

=1

y con la misma argumentacién anterior también es convergente. Por tanto
el dominio de f es [—1,1] ademds utilizando el teorema de Abel sobre con-

vergencia en el borde, sabemos que f es continua no sélo en (—1,1) sino en
[—1,1].

Para calcular f derivaremos formalmente la serie en un punto arbitrario
x € (—1,1) obteniendo

00 2n—2 o) 1
1o — 1) o — 1) _ _qyntlg2n-2 &
) = S en - g = S =

por tratarse la ultima de una serie geométrica cuya suma sabemos calcular.
Asi pues f es una primitiva de 1/(1+ z?), es decir, f(z) = arctgz + C. Para
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determinar C' hemos de conocer el valor de f en algin punto; pero a partir
de la serie que define f es inmediato que f(0) = 0, de modo que C' =0y

f(z) = arctgx para cada x € (—1,1).

Pero como [ y arctg son ambas continuas en [—1,1] y, segin acabamos de
ver, coinciden en (—1,1) necesariamente coinciden también en z = +1. En
particular

i 1 1 1 1 m
St 1S = f(1) = o
n;( AT 37577 f) =7

Esta féormula permite calcular aproximaciones decimales de 7 con la precision
deseada, ya que al tratarse de una serie alternada el criterio de Leibniz 7.6.7
determina que el error cometido al tomar una suma n-esima es inferior al
valor absoluto del sumando inmediatamente posterior. Aunque teéricamente
la cuestion de obtener valores aproximados para ese nimero 7w introducido
de forma abstracta en 8.2.1 esta zanjada, el calculo de 7 con esta serie no es
muy eficaz debido a que la convergencia es lenta.

ximados para 7 con bastante comodidad. Concretamente

sum ( (4x(-1)"(n+1))/(2%n-1), n,1,1000) ,numer; proporciona el valor
3.14158265358972.
En cambio utilizando la serie (véase el ejercicio 11)

& Puesto que maxima puede hacer sumas finitas podemos obtener valores apro-

o0

1

= 1
=16 )
i ;( ) G s

42 G g

n=0

que tiene una convergencia mas rapida, el resultado para
sum ( (16*(-1)"n)/((2*n+1)*57 (2*n+1))

- (4%x(-1)"n)/((2*n+1)*239~(2*n+1)), n,0,4) ,numer;
es 3.141591772182178

La serie propuesta en el ultimo apartado puede escribirse en la forma
i (_ 1 ) k+1 1
= 2k(2k + 1)(2k + 2)

y el estudio de la convergencia absoluta de la misma equivale a estudiar la

convergencia de

i 1 i 1
= (2k)3 8 kB

que resulta ser convergente por tratarse de una armoénica de orden 3.

Para hacer la suma realizaremos la descomposicion en fracciones simples
obteniendo (con unas sencillas cuentas) que

1 11 1
Mk + )2k +2) 4k 2k+1 202k +2)
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Ahora podemos escribir la serie en la forma

i 1 B
fet 2k(2k + 1)(2k + 2)
° 1 1 1
A -
20" g 21g+1+ 202k + 2)
1 1 e 1
- _1 k+1 — _ _1 k+1 k:+1 —
122 FrTt Z 1
1 T 1 T 3
—log2+——1—-(log2 —1)=— — —
198277 glog2 =1 =7-7
obteniendo asi la suma buscada. Ol

8.4.4 Desarrolle en serie de potencias la funcion f(x) = log 1T 1” y pruebe que si
n es un entero con n > 0 se tiene

n+1 i 1

= (2k +1)(2n 4 1)1

log

Utilizando dicha serie determine cuantos términos hay que tomar para obte-
ner una aprozimacion del valor de log?2 con error inferior a 1073.

¢ Conoce otra serie paralog2? ; Cuantos términos hay que tomar para obtener
el mismo tamano de error?

SOLUCION: Sabemos que si |z| < 1
log(1+a) =2 —a2/2+2%/3 4+ + (—1)" 1 4= S (1)

n n>1 n

Lo cual nos permite escribir el desarrollo de log(1 — x) = log(1 + (—z)) para
|z| < 1y, por tanto, el desarrollo de

1
log 1 T log(1 4 z) — log(1 — x)

:(SL’—$2/2—|—SL’3/3—|—~-~+(—1)n+1%—|—...)
(cr—a?)2— 23— )
n
3 5 l‘2k+1 l‘2k+1

2420 42T 442 +o=2%
PN CARNP A . ,
35 775 2k +1 k1

En particular la suma
s 1

2
lg) (2k + 1)(2n + 1)2k+1
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o 1 . .
corresponde a hacer z = - 7, que ciertamente cumple |z| < 1 siempre que
n > 1. Por tanto la suma de esta serie es

14 52 1
log 2L _ 1oe M
1— 2n+1

En particular, tomando n = 1 se obtiene la férmula

1
log2 — 2
8 ,;) (2k + 1)(3)2+1

(8.15)

que permite calcular log 2 de forma aproximada sumando un cierto ntimero
de términos. Otra formula para calcular log 2, como ya sabemos es

1 1 1

log2=1— =+ -+ + (= 1)"+1 = (= "H (8.16)
2 3 n>1

Para obtener una aproximacion a log 2 podemos sumar los primeros p térmi-

nos en dichas series. El error que cometemos es, exactamente, |log2 — S|,

que coincide con la suma >,,>,1 ay,. Si deseamos que el error sea menor que

103, podemos:

(1) Utilizar la féormula (8.16): en cuyo caso al tratarse de una serie alter-
nada sabemos (teorema de Leibniz) que el error cometido al sumar los
primeros p términos es menor que el valor absoluto del término p + 1
y por consiguiente habremos de realizar jjla suma de los 999 primeros
términos!!

(2) Utilizar la formula (8.15): en cuyo caso para estimar el error cometido
no nos sirve el teorema de Leibniz y tendremos que elegir p para que se
tenga

> 1

2 kal 2k + )32

Pero la convergencia de la serie es muy rapida ahora

< 10°

5 i 1/3)2k+1 2 i (1)2k+1_ 2 9(1)2p+3
(2k +1) (2p+1)k:p+1 3  (2p+1)81\3 '

2p+3

Definimos R(p) := (2p2+1) 9 (%) .
Conseguir determinar un nimero entero positivo p tal que R(p) < 1073
puede hacerse facilmente con ayuda de MAXIMA definiendo la funcién
R(p) :=9/ (4% (2*p+1)*3~ (2*p+3)); y dando a p valores enteros crecientes
hasta conseguir el objetivo. Pero ya R(2) nos proporciona 1/4860. Asi que log?2 es
aproximadamente sum (2/((2¥k+1)*3~(2xk+1)), k, 0, 2),numer; cuyo valor se-

gin MAXIMA es 0.69300411522634 con error inferior a 1/1000.

Realizadas de forma manual, la dificultad de las cuentas en uno y otro caso
es muy significativa. O
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Ejercicios propuestos

8.1) Determine el radio de convergencia de las series de potencias cuyo término
general se sefiala a continuacion.

ne® n n)?2 n "n! n a+n\, .n
e o S (“3)a
n n?, .n .2.5...n n n!)3 n

log, nz"™ h"a" 0 <h<1 (3.5%72...?22n+1))2x E?m))!x

& MAXIMA puede serle de utilidad para abordar algunos de los ejercicios
propuestos en esta seccién. Trate de utilizarlo cuando sea posible..

8.2) Desarrolle en serie de potencias la funcion log(x + /1 + 22), arctgzx y
calcule el radio de convergencia de la serie obtenida.

2x+3
x+1

Desarrolle en serie de potencias de x — 1 la funcion

8.3) Estudie el dominio de convergencia y la suma de las series
3n n

PRl Dy TR

n=1 n n=1

8.4) Estudie la convergencia y calcule las sumas de las series siguientes.

fo'e) 1,471—1 [e%s} :L,Qn
iyt
7;471— 1 nz::l< ) 2n(2n — 1)
> n2 4+ 2n +3 0 0 nx™t!
n 3n2_n+1 xn _1 n+1
S D Pt R | Oy

8.5) Determine el radio de convergencia de la serie de potencias

)

Sea f(z) el valor de la suma de dicha serie. Demuestre que f'(z)(1 + z) =
af(x) y determine f(x).

8.6) Calcule las sumas de las siguientes series:

) 1+x+x2+x3 b) 1 N x?
a) — T
2 15} 8 11 -2

Indicacién: Para el primero haga el cambio variable z = 3
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8.7) Sea la serie
2t

Z(_Un@n +1)(2n—1)

n>1

a) Determine el radio de convergencia de la serie

b) Sea f(x) el valor de la suma de la serie en los puntos en que converja.
Estudie el dominio de f y la continuidad. Calcule f(x).

c) Deduzca la suma de la serie

8.8) Es conocido que las calculadoras nos proporcionan el valor de ciertas fun-
ciones a través del calculo interno de unos pocos términos de las series de
potencias que las representan. Asi, por ejemplo, podrian ofrecernos los valo-
res de las funciones arctgz o log(1 + x) a través de sus representaciones:

0o :L,2n+1 0o

arctgx=2(—1)"2n+1 log(1 +z) = Z on

n=0 n=1

Sin embargo el radio de convergencia de dichas series es 1 y, por tanto, las
representaciones dadas sdlo tienen sentido en el intervalo (—1, 1) (incluyendo,
quizés, alguno de los extremos). ;Puede idear algtin procedimiento por el cual
sea posible evaluar aproximadamente dichas funciones en puntos que no estén
en dicho intervalo?

8.9) Se considera la serie ano(—l)"%—lﬂ.

a) Estudie la convergencia.

b) Pruebe que

S (1) —/171 dz
3n+1 Jo 1+a23

n>0

c) Calcule el valor de la suma de la serie.

8.10) Sea la serie Z;’OZO(—I)"MEA.

a) Discuta justificadamente la convergencia y convergencia absoluta de

dicha serie.

b) Pruebe la siguiente igualdad
s 1 11
144 —1)t'—= / ——d
* ;( s il S L
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c) Calcule la suma de la serie >25° o(—1)" 1.

8.11) El objetivo de este ejercicio es obtener la siguiente férmula

e 1 e 1
=16 B [ [/ —1)"
4 nzzo( ) an 3 D5 nzzo( Ve O

para el calculo aproximado del ntimero 7, que como sabemos es irracionall.

a) Six = arctg(1/5) compruebe que

tg 22 = 5/12, tgdr = 120/119, tg(dx — %) — 1/239

b) Siy:4x—£muestreque0<y<g

¢) Concluya que

m = 4(4x — y) = 16 arctg(1/5) — 4 arctg(1/239)

es decir, que la férmula (*) es cierta.
d) Sean

k 1 k 1
=1 E B — | E 1)
S 6n:0< ) (2n 4 1)52+1 S (=1) (2n + 1)2392n+1

Utilice el teorema de Leibniz de acotacién de error en una serie alternada
para probar que

1
W—(Sg—Si)<—

102 < 106

y obtenga que 3,141592 < 7 < 3,141593.

Véase el ejercicio 6.5.5
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