UNIVERSIDAD
DE MURCIA Anilisis Matematico I.
Examen Final (9-7-2002)

Depart. de Matematicas

Primer Parcial: Responda a las preguntas 1, 3, 4, 5 y 6.

Segundo Parcial: Responda a las preguntas 2, 7, 8, 9, 10 y 11.

Todo: Responda a las preguntas 2, 5, 6, 7, 9, 10 y 11.

En el examen con la opcion “Todo” la calificacién final se multiplicard por el coeficiente adecuado
para obtener una calificacion final sobre 10 puntos.

1.

[3P]
a)

Sea f : I — R continua donde I un intervalo arbitrario de R. Pruebe que:

= f es inyectiva si y sélo si es estrictamente monotona.
= Si f es estrictamente monétona, también lo es su inversa f~! que, ademds, es conti-
nua.

Sea {(I,)n : n € N} una sucesién de intervalos cerrados de R tales que:
[ C Ina
s La longitud de I, tiene por limite cero.

Pruebe que existe un tnico nimero real comun a todos los intervalos.

Sea f: (a,b) — R n veces derivable en (a,b) y sean xg,x € (a,b). Sea

ur (n—1 T
f (1‘0) (x —20) + -+ f(n_<1)(:) ($_m0)n—1].

Ry_1(w;30) == f(x) — [f(z0) +

Demuestre que para cada £ € N 1 < k < n, existe ¢ estrictamente contenido entre
(x — 20)f(x — )" F
(n—1)k

z'y xo de modo que R,,_1(x,zp) = f™(¢) (expresién del resto en la

forma de Schomilch).

an+1
an

An+1
an

Sea Y a, una serie de términos no negativos y sea a = liminf , b = limsup
Pruebe las siguientes afirmaciones:

1) Sib < 1 entonces la serie converge.

2) Sia > 1 entonces la serie diverge.

., Qué ocurre si a = 1 o b = 17 Ilustrelo con ejemplos.

[1'5P] Si A y B estén acotados superiormente entonces también lo estd A + B siendo
sup{A + B} = sup A + sup B.

Si f,g: R — R son funciones acotadas entonces

sup{f(z) + g(z) : x € R} <sup{f(z): x € R} +sup{g(z) : x € R},

v la desigualdad puede ser estricta. Poned un ejemplo.



4.

10.

11.

[1'5P]
a) Se considera la sucesién

Tn—1(1+ Xp_1)

T T 1+ 22,1 n )
Pruebe que la sucesion es convergente y calcule su limite.
b) Calcule
i vn—3 VR
lim | ——
n—oo \ \/n + 1

[2P] Sea f : [0,1] — R una funcién continua tal que f(0) = f(1). Pruebe que existe ¢ € [0, 3]

tal que
re) =1 (et )

a) Pruebe que toda funcién uniformemente continua sobre un intervalo acotado es acotada.

[2P]

L Es cierta la conclusion si el intervalo no es acotado? ;Y si el conjunto es acotado y la
funcién es continua?

b) Estudie la continuidad uniforme de la funcién 1/22 en los intervalos (0, +o00)y [1, +00).
[1'5P] Calcule:

) senx — arctgx
a m—a
a—0 (log(1+x))3

_ _ _ (a—1)/n
b) lim [<1+a 1) <1+2a 1)-.-<1+n“ 1)]
n—oo n n n

siendo a > 1. Explicite el valor en el caso particular a = e.

[1'5P] Demuestre que la funcién f(z) = e” + x es estrictamente creciente en todo R.

a) Demuestre que para cada z € R la ecuacién eV + y = x tiene una tnica solucién y(x).

b) Responda razonadamente a las siguientes cuestiones: ;jEs continua la funcién y(x)? {Y
derivable?

¢) En caso de que la tltima cuestién tenga respuesta afirmativa, calcule y/(1).

b

b
[1P] Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas tales que / f= / g. Demuestre que
a

existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c). ‘
[1'5P] Estudie la convergencia y convergencia absoluta de:

a) f03 \/;V (3;:; ) dz, seguin los valores de a

b) X
c) Zﬁcos((i}%n + %)

[1'5P] Se considera la serie >, ~q(—1)

n__1
3n+1°

a) Estudie la convergencia.

b) Pruebe que

S (1) —/11 da
3n+1  Jy 1+23

n>0

c) Calcule el valor de la suma de la serie.



