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Introducción

Este documento persigue dar a conocer soluciones a los problemas del examen de
Análisis I en la licenciatura de F́ısica 2006-2007.

En lugar de escribir yo las soluciones he optado por entresacar soluciones aportadas
por los alumnos en el examen. El resultado es menos formal y académico, pero más real
y tiene ventajas:

1. Se constata que los problemas eran accesibles para los alumnos. Ninguno quedó sin
respuesta en el colectivo y las soluciones en algunos casos estaban muy bien, en
otros bastante bien.

2. Incluir respuestas erróneas también ayuda a aprender; porque muchos de los errores
que aqúı aparecen no fueron excepcionales.

3. Los alumnos tienen que aprender a leer y escribir matemáticas. En clase hemos
hecho ocasionalmente ejercicios de lectura pública comprensiva de los apuntes
multicopiados que se les proporcionan. Los ejercicios y trabajos dirigidos que se
han propuesto (en torno a quince) para que los alumnos entregen por escrito y que
luego se revisan en su presencia persiguen, además de estimular y evaluar el trabajo
continuado, mejorar su capacidad de escribir matemáticas. Con las soluciones que
aqúı aparecen es posible ver como escriben otros compañeros (y uno mismo en su
caso), y los eventuales comentarios del profesor, presentes en todos los exámenes
para una revisión individualizada y no sólo en los que aqúı se muestran.

4. Las identidades están ocultas y el ámbito es restingido. No se pretende, en modo
alguno, ensalzar o descalificar a nadie, ni hacer antoloǵıas de nada. Simplemente
se trata de buscar nuevos métodos para mejorar el aprendizaje.

5. Durante el examen fue posible utilizar Maxima, un instrumento de cálculo numéri-
co, gráfico y simbólico potente, usado transversalmente en clase y en los apuntes
de clase. Puede ser un instrumento de apoyo, pero pocas personas lo usaron en
el examen. Si los alumnos lo usaran habitualmente, como un instrumento más, se
habŕıan evitado algunos errores. Esto parece indicar que tampoco lo usan en casa
y que todav́ıa es percibido más como artefacto que como instrumento. Referencias
a Maxima aparecen en los comentarios del corrector.
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Pruebe la siguiente desigualdad utilizando la fórmula de Taylor

0 ≤ tan x− sin x ≤ 3x3 para x ∈ [0, π/4].

Una de las técnicas útiles para probar desiguadades es utilizar la fórmula de Taylor
con resto de Lagrange o Cauchy. En este caso se dice expĺıcitamente que esta técnica
producirá los resultados buscados. Varios alumnos utilizaron resto en términos de o(xn)
que no permite alcanzar las conclusiones buscadas
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xxx
Callout
Las ideas están. Falta un poco de "oficio"   y cuidado para terminar de escribir bien las cosas.Querido lector, haga el esfuerzo de complementar su trabajo y escribirlo bien. Le será útil



Pruebe que la función definida por

g(x) =

∫ x

0

tf(t) dt∫ x

0

f(t) dt

para x 6= 0 y g(0) = 0

es creciente.
La forma más natural para probar que una función es creciente es: 1) estudiar si es

derivable y si lo es, 2) probar que su derivada es positiva. Es lo que trataron de hacer la
mayor parte de las personas. Pero para derivar una fórmula con integrales es necesario
usar con cuidado el teorema fundamental del cálculo.
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Analice la convergencia y en caso de ser convergente calcule el valor de integral∫ ∞

0

x2e−x dx.

En esta solución hay un error de cuentas que produce un resultado descartable a
priori. La metodoloǵıa es adecuada.
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xxx
Callout
Aunque no discute la convergencia de la integral impropia como tal, en este caso sale adelante porque se puede calcular una primitiva. Pero no siempre se puede calcular una primitiva y conviene habituarse a razonar la convergencia, sin necesidad de usar la primitiva, para cuando no podamos calcularla.



Calcule la siguiente primitiva ∫
dx

sin3 x

Para calcular la primitiva de una función trigonométrica racional impar en seno
como la que nos ocupa, el cambio de variable t = cos x es generalmente el más adecuado
porque da origen a funciones racionales en t más sencillas que las producidas por el cam-
bio gennérico t = tan x/2, que es la otra alternativa estándar. Ejemplos de utilización
de dichos cambios aparecen en los siguientes exámenes.
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xxx
Callout
El cálculo de primitivas es algo muy pautado. La creatividad puede ser útil en alguna ocasión... pero antes de aventurarse campo a través es mejor dejarse aconsejar por un buen mapa

xxx
Callout
Uno de los cambios aconsejables
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xxx
Callout
El otro cambio aconsejado



Estudie el dominio de la función definida mediante la fórmula

f(x) =
∞∑

n=1

x2n

(2n− 1)(2n + 1)

y calcule su suma. Calcule también la suma de la serie

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
.

La primera cuestión a abordar en una serie de potencias es calcular su radio de conver-
gencia, que permite determinar el intervalo de mayor tamaño en el que la serie converge;
a continuación analizar la convergencia en los extremos del intervalo para decidir si en
éstos la serie es o no convergente. Una vez clarificadas esas cuestiones tenemos definida
de forma precisa (pero abstracta) f en un cierto intervalo. Calcular la suma de la serie
significa expresar f en términos de funciones elementales, mejor conocidas por nosotros.
En el curso hemos presentado a las series geométrica y exponencial como modelos muy
muy especiales de series sumables. Y hemos desarrollado estrategias (descomposiciones,
derivadas, integrales...) para ((desmontar)) otras series más complejas en piezas simples
cuyos elementos sean esas series especiales que sabemos sumar. Una vez conseguido ese
objetivo recorremos el camino inverso para obtener la suma de la serie inialmente pro-
puesta. No cualquier ((despiece)) es leǵıtimo y ser ordenados en el etiquetado de las piezas
hace más sencillo la recomposición del mecano y evita errores.
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xxx
Callout
Sabe donde está el norte y que tiene que desmontar la serie en elementos conocidos. Tiene las ideas... y eso se sabe porque a pesar de que matemáticamente está mal escrito, consigue no perderse (algo mucho más difícil para el lector). Continua en la página siguiente, donde algún error de cuentas le impide llegar al resultado correcto.
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xxx
Type Writer
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xxx
Callout
La solución está escrita de forma mucho más ordenada en este caso y se puede leer sin dificultad.
Una buena escritura es un complemento perfecto para las buenas ideas 

xxx
Callout
Sigue dos páginas más
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xxx
Callout
Aquí se plantea la resolución del segundo apartado de forma independiente de la obtenida en el primero. Se pueden utilizar los Hn para hacer la suma... Pero hay que hacerlo bien.
El lector debería tratar de utilizar las ideas que aquí aparecen, con más cuidado y sosiego, para llegar a buen puerto. Es un entrenamiento excelente.


