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Lo que estudiaremos en este tema. MURCIA

1. Elmodelo de regresion multiple

2. Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO
2.1 Introduccion
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple
2.3 Estimacion MCO. Modelo de regresion multiple
2.4 Estimacion MCO. Interpretacion
2.5 Propiedades algebraicas del estimador MCO
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado
2.7 Bondad del ajuste: R-cuadrado ajustado

3. Unidades de medida y forma funcional
3.1 Unidades de medida
3.2 Formas funcionales
Bibliografia basica: Wooldridge, 2008, cap. 2, 3y 6
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El modelo de regresién mdltiple

Y =B, +BX +... +B X, +€

y: variable dependiente, variable explicada o regresando

* X4...,. X variables independientes, variables explicativas o regresores

Bo:B1s---:Pyk : son los K=(k+1) coeficientes del modelo

. término de error, perturbacion o shock
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* 7z 24 UNIVERSIDAD DE
El modelo de regresion multiple

Y =B, +PBX +... +B X, +E

 Los coeficientes son efectos ceteris paribus, si se cumple el
supuesto de media condicionada nula:

E(e/X,,X,,....%,)=E(g)=0
Dos implicaciones:

— E(&/%;,%,,..., %, )=E(¢)
Es un supuesto clave. Implica que el valor esperado de & sea
independiente de los valores de Xg,...,X

- E(g)=0
No es restrictivo, cumpliéndose lo anterior, siempre que el modelo
incluya término constante
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* 7z 24 UNIVERSIDAD DE
El modelo de regresion multiple

Y =B, +PBX +... +B X, +E

« Esun modelo lineal en parametros

e Lainterpretacion de B, es:
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El modelo de regresién mdltiple

« Un caso particular: el modelo de regresidon simple
y:Bo+B1X+8

 El modelo de regresion multiple es mas util que el simple porque:

— permite controlar explicitamente los diversos factores que afectan a la
variable dependiente

— permite generalizar relaciones funcionales entre variables: por
ejemplo, una funcion cuadratica

y =Py +BX+BX" +e
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MC

., UNIVERSIDAD DE
2.1 Introduccion MURCIA

Y =B, +PBX +... +B X, +E

Objetivo: estimar B,,B4,...,p, de la funcidn de regresion poblacional

E(Y/X,.- X, ) =Bo +BiX +... 4 BiX,

Necesitamos una muestra de la poblacion

B,.B:s---,B, son los valores estimados de los coeficientes y definen la
funcidon de regresion muestral

Vi =Bo +PuXy .-+ B Xy
La diferencia entre el valor verdadero y el ajustado es el residuo
& =Yi=Yi =Y =By —BXy = —BiXy
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

llustracion grafica en modelo de regresion simple: y=8,+p3,X+¢€

Funcion de regresion
y 1 poblacional

E(y/x) !
E(Y/X) 7z Bo +le

E(y/x = Xs)
E(y/x = Xz)
E(y/xle)

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8

Funcion de regresion
y poblacional

E(y/x) !
E(Y/X) 7z Bo +le

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8

Funcion de regresion
poblacional

l

E(Y/X) 7z Bo +le

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

En general, para la observacion “i”

=P, +tPpP.X+E
y =PBo+B, Funcién de regresion
y poblacional

E(y/x) |
E(Y/X) S Bo +B1X

& =Y, _E(y/xi):yi _BO—lei

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8
yA

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCQO e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8

y S\/i — Bo + lei

|

Funcion de regresion
muestral, que tenemos
que obtener a partir de

lAae AatAac AAa la mAriAackra
1IVS Ualtuos uc ia lliucola

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y= Bo + le +&
y A ) )
Yi =By +BX;
Yi . Funcion de regresion
e, Z¢€ muestral
Yi
e, =Y, VY=Y, —Bo —BiX

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

y:Bo+B1X+8

y 9i — Bo +[§1Xi

""""
,,,,
"""
""""
----

E(Y/X) 7z Bo +le

-~ ¢ Residuo “g;" vs. error ‘g, *“

-z
e

-
el
el

‘dato i-ésimo de la
muestra

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), regresion simple:
Y. =B, +BX +¢&;Vi=1...,N

Buscamos Yy, =, +B,X;

« MCO escoge ﬁo y Bl para minimizar la suma de los cuadrados de los
residuos: N
Min >’ (y, —b, —b,x;)* =MinQ(by,b,)

bo.by 4= bo by
« Las condiciones de primer orden son
6Q(by,b) 0
o, bo=Bo by =By
0Q(by. b,) 0
ob, bo=Bo by =Py

Econometria (32 GADE) Tema 2 17



Funcionamiento e interpretacion del estimador MCC e
2.2 Estimacion MCO. Modelo de regresion simple MURCIA

« De las condiciones de primer orden obtenemos el sistema de
ecuaciones normales:

e Resolviendo:

BO=Y—[§1Y
L 2N D FH)
1 iZ::xi(xi—Y) iZ::x,(x,—Y) iZ::(xi—Y)z S,

—\2
 =>una condicidn necesaria para estimar por MCO es: Z(Xi —X) >0
i=1
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.3 Estimacion MCO. Modelo de regresion multiple MURCIA

« Regresion mualtiple: Yy, =B, +BX; +...+B X +¢& Vi=1...,N

e Buscamos: Y; =By +BXy + ..+ B Xy

~

« MCO escoge BO, Bl""’B para minimizar la suma de los cuadrados de

los residuos: ‘
N
Min 3 (y, —by ~byx, ——bx) = Min Q(by,b,,..b,)
0Dy by S Jbysby

e Condiciones de primer orden:

0Q(by, by,-...1, ) 0
abo bo=Bg 0=y DL =Py
8Q(bo1b1""’bk) =0

ob,
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.3 Estimacion MCO. Modelo de regresion multiple MURCIA

e Elsistema de ecuaciones normales es:

N

Z(Yi _Bo _ﬁlxli —...—kaki ) =0

Xy (Yi _Bo _leli _"'_kaki) =0

)
N
=1
Xyi (Yi _Bo _ﬁlxli _"'_kaki): 0
i1

Fa

» Resolviendo obtenemos Bo,ﬁl,...,ﬁk
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.3 Estimacion MCO. Modelo de regresion multiple MURCIA

En modelos sin termino constante: Y =0,X, +...+B,X,

* El sistema de ecuaciones normales es:

N

lei (Yi _ﬁlxli _"'_ﬁkxki ) =0

i=1

ZN:in (yi _leli _"'_kaki): 0

* Resolviendo obtenemos ,,...,B,
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.3 Estimacion MCO. Modelo de regresion multiple MURCIA

» Expresion algebraica del estimador MCO:

Y =B, +BX +...+B.X,

ZN:rliyi r, es el residuo de la regresion

[gl: =L de X, sobre X,....X, Yy una

32 constante. E§ la parte de x,

el que no esta explicada con
Xoy o Xk

B, mide la relacion muestral entre y y X, una vez tomado en cuenta el
efecto de x,,..., X,

— estimacion del efecto céteris paribus
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.4 Estimacion MCO. Interpretacion MURCIA

V. =By +PBXy + .+ BXy Vi=l,...,N

 B,: Matematicamente, es el valor estimado de y cuando todas las
variables explicativas valen cero. Pero ojo con la interpretacion
econdmica.

e PBy....B¢ : Efectos parciales o efectos céteris paribus

Fa

~ Ay Variacién estimada en y ante cambios unitarios en Xx;,
BJ T AX cuando el resto de variables explicativas no cambian
I (=1,2,...,k)

* La regresion ofrece informacion céteris paribus aungque los datos no
hayan sido recogidos de forma céteris paribus, si se cumple:

E(e /Xy XX, ) =E(g,)=0 Vi
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.5 Propiedades algebraicas del estimador MCO MURCIA

Derivan del sistema de ecuaciones normales

1. En modelos con término constante;

« Lasumay la media muestral de los residuos MCO es nula:

ZN:e, 0=¢e=0

i=1

 Las medias muestrales de y y de y son iguales:

ey
=Y, -V, :>§:y_§:>y y

 Elpunto (V,X,,X,,--,X,) siempre esta sobre la funcién de regresion
MCO: L R R
e=0=Y =By +B,X; +B,X; +--- + B X
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.5 Propiedades algebraicas del estimador MCO

Modelo de regresion simple con término constante: Y =3, +53,X

Graficamente

A

y N Pa
N

¥

><V
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.5 Propiedades algebraicas del estimador MCO

2. Con o sin término constante:

 Losregresoresy los residuos MCO son ortogonales:
N
D xe=0;j=1....k
i=1

e Implica que y y los residuos MCO son ortogonales:

N N ~ ~
Demostracion: Zyiei — Z(BO +B Xy + ..+ P X, )€ =

i=1 i=1

N N N
= Bozei +Blleiei +"'+Bkzxkiei =0
=) =) =)

« SI  e=0 =>las covarianzas muestrales entre cada regresor y el
residuo y entre y y el residuo son nulas.
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado MURCIA

e El coeficiente de determinacion es:

R2=1 SCE RZS].

N
SCE = Zelz en modelos con
= constante
2 ,/N

N
. ~ = A —\2
ademas : SCR = Z(yi — y) =>(¥,-Y)
i=1 i—
STC: Suma total de cuadrados
SCE: Suma de cuadrados de los residuos

SCR: Suma de cuadrados de la regresion
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado

« En modelos con término constante STC= SCR+SCE

STC STC

Interpretacion: Es la fraccion de la variacion muestral de y explicada
por la funcion de regresion muestral

« Tambien se puede demostrar que R? = Sy
S,S;

e Sino existe término constante STC#SCR+SCE

« El R? puede ser negativo s6lo en modelos sin término constante
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado

« Un R? bajo no implica que la regresién MCO no sea Uutil

- El R® nunca disminuye cuando se afiade otro regresor

— NOo permite comparar modelos con distinto numero de regresores

En efecto, sea cual sea la calidad de los regresores, ocurre que

Si K=N=R*=1
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado

Graficamente

Modelo de regresion simple: y=p,+BX+e=>K=2

A

y
Bo + By

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado MURCIA

Bo + By

v
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.6 Bondad del ajuste: R-cuadrado MURCIA

Entonces, K=N y R*=1

A

y
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Funcionamiento e interpretacion del estimador MCO———  — -
2.7 Bondad del ajuste: R-cuadrado ajustado

 El coeficiente de determinacion ajustado es:

; (N-K) STC N - K

» Penaliza la inclusion de variables independientes

« Permite comparar algo mejor que el R* modelos con distinto niimero
de regresores

« El R?puede ser negativo incluso en modelos con término constante
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.1 Unidades de medida

Modelo poblacional:  y =8, +B,x, +...+ B X, +¢

Modelo estimado: Y =B, +BX +...+B X, +¢€

« Los cambios de origen en las variables solo afectana B,y a B,

« Si y se multiplica por una constante ¢ (cambio de escala), entonces
todos los coeficientes  (B,,B,,...,p,) Y sus estimaciones MCO
_(By.By»-.-,B,) Se multiplican por c.

« Siuna x; se multiplica (divide) por una constante c, entonces f3; y ﬁj se
dividen (multiplican) por c

e Si las variables estan en logaritmos los.cambios de escala en las
unidades de medida sélo afectana B,y a Bo

» El R-cuadrado es invariable a los cambios de unidades en las variables
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.1 Unidades de medida

Ejemplo: Cambio de origen eny

y'=c+y

A. Efectos en el modelo poblacional: y=B,+pB,X+¢

« Elnuevo modeloes: Yy =B;+pX+¢

 Deshaciendo el cambio de origen:

y+Cc=B,+B X+ =>y=(B,—C)+pX+¢

Bi=B. Bo=c+B
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.1 Unidades de medida

y =c+y

B. Efectos en el modelo estimado: y=[§0 +[§1x+e

« El nuevo modelo estimado es: Y =B, +p;Xx+¢€’

*

Bo=Y -BX Bi=—2

SZ
 Deshaciendo el cambio de origen:
~ S, o~ A, oA -
Bl = Szy :B1 Bo :C+y_B1X :C+Bo

ectara a x?
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.1 Unidades de medida

Ejemplo: Cambio de escalaeny

A. Efectos en el modelo poblacional: y=p,+BX+¢

e Elnuevo modelo es: Yy =B, +pX+¢"

e Deshaciendo el cambio de escala:
C-Y=B,+PX+¢ :>y=&+B—1x+s
C C

B=c-By Bp=C-By
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.1 Unidades de medida

y'=c-y

B. Efectos en el modelo estimado: y=f30 +[§1x+e

« El nuevo modelo estimado es: Y =P, +px+€"

N N £

Bi=y -pXx Py =-2

SZ

» Deshaciendo el cambio de escala:
Al CSXy A AL A A
Blz 2 :CB1 Bo:Cy_Clecho

ectara a x?
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

* Modelo lineal en parametros y variables: y=0,+B,X+¢

. d .
Derivando: B; = % es el efecto marginal de x sobre y

Tomando incrementos: Ay =f,AX Si Ae=0
Por ser el modelo

Ay dy lineal en parametros y

Bl - = variables
AX dX

« Modelos lineales en parametros, pero no en variables:

- modelos que incluyen variables en logaritmos
- funciones cuadraticas
- otros
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

Modelos que incluyen variables en logaritmos:

 Modelo log-log: Iny=p,+pB,InXx+¢

diny dy/y
dinx dx/x

Derivando: B, =

Aproximando a incrementos (valido sélo para AX pequefios)

_Ay/y 100-Ay/y ~ %Ay

~ = = = elasticidad
AX/x 100-Ax/X  %AX

By

= B, es una elasticidad
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

Modelos que incluyen variables en logaritmos:

e« Modelo log-nivel: Iny=p,+B,X+¢

diny dy/y
dx dx

Derivando: P, =

Aproximando a incrementos (valido sélo para AX pequefos)

g ~ VY
" AX
Multiplicando por 100 para expresar la variacion de y en %

. 0
100-Ay/y —100-B, ~ YAy
AX AX

100-B, = =semielasticidad
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

Modelos que incluyen variables en logaritmos:

 Modelo nivel-log: y=8,+p,InX+¢

dy __dy
dinx dx/x

Derivando: P, =

Aproximando a incrementos (valido sélo para Ax pequeinos)
Ay
B, =
AX/X
Dividiendo por 100 para expresar la variacion de x en %

B oy B Ay
100 100-Ax/x 100 %AXx

=semielasticidad
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

Eiemplo numérico:

* Iny=2+0,05x

Si Ax =1=> AY% ~ (0.05-100)% = 5%

. ¥=2+70Inx
Si AXx% =1% = Ay ~(70/100) =0.7 unidades

Iny =2-2Inx

Si AX% =1% = AY% ~ —2%
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Unidades de medida y forma funcional UNIVERSIDAD DE
3.2 Formas funcionales

Funciones cuadraticas:

y:Bo+le+BZX2+8

* Permiten captar efectos marginales crecientes o decrecientes

 El efecto marginal de x sobre y es:

d
d_z::Bl"‘szX

Es creciente cuando [B,>0 Yy decreciente cuando 3, <0

) . . Ay
Aproxmando a Incrementos: R ~ Bl + ZBZX
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) UNIVERSIDAD DE
Lo que hemos aprendido: MURCIA

> Definir e interpretar el modelo de regresion multiple

> El método de los Minimos Cuadrados Ordinarios para estimar los
coeficientes del modelo

> Interpretar las estimaciones

> Propiedades algebraicas de los estimadores MCO

> Utilizar el R-cuadrado y el R-cuadrado ajustado para medir la bondad del

ajuste

> Cambio en las estimaciones MCO cuando cambian las unidades de
Iicuiua uc ia valiavit UcpycliiuiClilc U Ut ias valiavito IHIUTpCIliuITIIlES

> Utilizar el modelo de regresion lineal para modelizar relaciones no lineales
entre las variables:

o el logaritmo neperiano permite trabajar con modelos de elasticidad
constante y de semielasticidad constante

o las funcionales cuadraticas permiten captar efectos marginales crecientes
o decrecientes
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