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1.

Definiciones

Derivada de una funcién: Sea la funcién f(z), si el limite siguiente
existe

/ g Ay Y f(.TO + Aﬂf) — f(iL'o) Y f(x) — f(;go)
P = ae =™ & T e

se dice que la funcién es derivable en zo y f'(x¢) es el valor de la
derivada de f en el punto x.

Recta tangente: Sea y = f(x) una funcién derivable en xy € Dom(f),
la recta tangente a la funcién en el punto zg, es la recta que pasa por
el punto (xo, f(x¢)) y cuya pendiente es f'(zg).

Punto critico: Sea y = f(z) una funcién derivable en xy € Dom(f).
Se dice que z( es un punto critico de f cuando f'(x¢) = 0.

Miaximo relativo: Una funcién y = f(z) tiene un méaximo relativo o
local en zg cuando para puntos x proximos a xz se verifica que

f(@) < fxo).

Minimo relativo: Una funcién y = f(x) tiene un minimo relativo o
local en xy cuando para puntos x préximos a xg se verifica que

f(z) > f(xo).
Extremo relativo: Es un maximo o un minimo relativo.

Maéximo absoluto: Una funcién y = f(x) tiene un méximo absoluto
(o global) en zy cuando para cualquier x € Dom(f) se verifica que

f(x) < f(xo).

Minimo absoluto: Una funcién y = f(z) tiene un minimo absoluto
(o global) en zy cuando para cualquier x € Dom(f) se verifica que

f(z) > f(xo).

Primitiva de una funcién: F(z) es una primitiva de una funcién
continua f(x) si F'(z) = f(z).

Integral indefinida: La integral indefinida de una funcién continua
f(z) es el conjunto de todas sus primitivas. Si F'(x) es una primitiva
de f(z), la integral indefinida de f(x) se escribe

/f(:v)da: = F(z) + cte.
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» Integral definida: Si f(x) es una funcién continua en un intervalo

2.1.

. Derivada de la funcién constante: y = f(z) = K = ¢’ = f'(z) = 0.

[a,b] y F(x) una primitiva cualquiera de f(z), la integral definida de
f(z) entre a y b es el nimero real

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) (Regla de Barrow).

Herramientas

Reglas de derivacion

. Derivada de la funcién potencia: y = f(z) = 2", n € R = ¢ =

f'(z) = nz" L.

1
Derivada de la funcién logaritmo: y = Inz = ¢/ = f'(z) = —.
x

Derivada de la funcién exponencial: y = ¢ = ¢/ = f'(z) = €”.

Si f(z) es una funcién derivable, entonces la funcién y = Af(z) es
derivable y su derivada vale y' = A f/(x).

. Derivada de la suma: Si f(z) y g(z) son funciones derivables, entonces

(f + g)(z) es derivable y
(f +9)(x) = f'(z) + g'(x).

Ejemplo 2.1 Hallar la funcién derivada de la funcion f(x) =z + 1.

La funcion derivada es f' (z) = 1, pues f(z) = g(x)+h(z), con g(z) = =
y h(xz) = 1.Y como la derivada de una suma es la suma de las corre-
spondientes derivadas, f'(x) = ¢'(x)+h'(x), con ¢'(x) =1y W (x) = 0.

Derivada del producto: Si f(z) y g(x) son funciones derivables, entonces
(fg)(x) es derivable y

(f9)'(z) = fi(x)g(x) + f(2)g'(x).

Ejemplo 2.2 Hallar la funcion derivada de la funcion
f(z) = (x + 2)e”.
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f(x) =D (z+2)e® + (x+2)(e*) =P e + (x4 2)e” = e®(z + 3). La
igualdad (1) resulta de utilizar la regla de derivacion de un producto,
y la igualdad (2) se obtiene simplemente sustituyendo el valor de las
derivadas ( que se conocen por las reglas de derivacion).

8. Derivada del cociente: Si f(x) y g(z) son funciones derivables, entonces
(f/g)(x) es derivable cuando g(x) # 0, y

<f>' (2) = f'(z)g(z) - f(2)g'(z)

g (9(x))?
)
Ejemplo 2.3 Hallar la funcion derivada de la funcion f(x) = o
e(lf
, I LT . z\/ LT . pT 1 —
£ (z) = (5x) - e* — bz - () _b-et—bw-e” 5( 93); donde la
(eac)Z 6230 et

igualdad (1) resulta de aplicar la regla de derivacion de un cociente.

9. Regla de la cadena: Sean f(z) y g(x) funciones derivables, entonces

(g0 f)(z) =g (f(2)f (2).
Como consecuencia de la regla de la cadena, se obtiene que:

a) Derivada de la potencia de una funcién:
y=(f@)", neR=y =n(f(x))""f(2).
b) Derivada del logaritmo de una funcién:

=In f(x ’:w
y=Inf(z) =y o)

c¢) Derivada de la exponencial de una funcion:
y f— ef(m) i y/ — f/(l')ef(m)

Ejemplo 2.4 Hallar la funcion derivada de las siguientes funciones:

= f(x) = (2* = 10)".
» g(z) =In(2% +4).
s h(z) =’

s f(z) =W 7(22—10)%(22—10)" = 7(2%>—10)%(2x), donde la igualdad
(1) resulta de aplicar la regla de derivacion de la potencia de una
funcion ( la funcién (z* — 10) en este caso).

3
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2.2  Crecimiento y extremos Matemaéticas Cero
214y 2
g (z) =0 <22i4) — xzf—4’ correspondiendo la igualdad (2) a
la derivada del logaritmo de una funcion.
n W(z) =0 (23 = 322", la igualdad (3) corresponde a la

deriwada de la exponencial de una funcion.

2.2. Crecimiento y extremos
Condicion de crecimiento o decrecimiento

Sea f(x) una funcién derivable en xg, se cumple que:

a) Si f'(xo) > 0, entonces f(x) es creciente en .
b) Si f'(x¢) < 0, entonces f(z) es decreciente en x.

c¢) Si f'(z9) = 0 caso dudoso.

Condicion de primer orden de extremo relativo
Sea una funcién y = f(z) derivable en z.

Si f(x) tiene un extremo relativo en g, entonces f'(zq) = 0.

Condicion de segundo orden de extremo relativo

Sea xy un punto critico de una funcién y = f(x) dos veces derivable.
Entonces:

» Si f”(xg) < 0, entonces en z( la funcién tiene un méximo relativo.

» Si f”(x¢) > 0, entonces en xq la funcién tiene un minimo relativo.

Otro método
Sea xp un punto critico de una funcién derivable y = f(x). Entonces:

1. Si f'(z) > 0 para puntos x préximos a xg, * < xo (por la izquierda) y
f'(x) < 0 en puntos x préximos a xg, x > xq (por la derecha) , entonces
f(z) tiene un méximo relativo en x.

2. Si f'(xz) < 0 para puntos x préximos a o, © < o (por la izquierda) y
f'(x) > 0 en puntos x préximos a xg, x > xy (por la derecha) , entonces
f(z) tiene un minimo relativo en x.

3. Si f'(z) tiene el mismo signo para puntos x préximos a zy ,entonces
f(z) no tiene un extremo relativo en .
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2.3.

Representacion grafica

La representacién grafica de una funcién real y = f(x) requiere:

1.
2.

2.4.

Determinar el dominio donde la funcién esta definida.
Identificar los puntos de corte con los ejes coordenados.

Estudiar la existencia de asintotas (su definicién se da en el tema de
limites y continuidad de funciones).

Estudiar la existencia de puntos de corte con las asintotas:

las curvas y = f(x) no cortan a las asintotas paralelas a OY; pero
si pueden cortar a las asintotas horizontales y oblicuas.

Identificar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Determinar (si existen) los maximos y los minimos relativos.

Calculo de primitivas

INTEGRALES INMEDIATAS

n+1
1—|—Ksin7é—1

ng. T
fxdx—n

1
[ =dx =In(z)+ K
x

[etde =e* + K

Propiedades

1.

2.

Dadas dos funciones f y g :
[ 1t@ +g@)de = [ s+ [ gy

Ejemplo 2.5 Calcular [(2® + e*)dx.
[(@®+e")dz = [2%dx + [ e¥dr = ja* + ¢ + K.

Dada una funciéon f y A una constante:

/ M(z)dz = A / f(a)da.



nr

OFEN COUREEWRARE

UNIVERSIDAD DE MURCHA

2.5

Célculo de areas Matemaéticas Cero

3. Cambio de variable en una integral indefinida:

2.5.

t/ﬂﬂwwwmxz/f@ﬁ
siendo t = g(x).

Ejemplo 2.6 Calcular [ ~/Tx + 2dzx.
Mediante el cambio de variable t = Tx + 2, se tiene que dt = Tdx, y

1 1
la integral se reescribe en términos de t como [ ?tl/‘r’dt, y [ ?t1/5dt =

1 1 15 5)
Z /544 — Z246/5 + K = 7 216/5 K.

Ejemplo 2.7 Deducir que para toda funcion derivable f(x), se cumple
que:

n g _ Sl :
a) [ flz)"f(x)de = — + K sin# —1.
b) ff(m)dlen(f(x))—kK.

(@)
c) [e/@f(z)dx = e/ + K.

a) Mediante el cambio de variablet = f(x), se tiene que dt = f'(x)dx,
y la integral se reescribe como [ f(x)"f'(x)dz = [t"dt, que es in-

n+1
mediata y vale + K.
n+1
n+1
Al deshacer el cambio, queda /() + K .
n—+1
b) Igual que antes, con el cambio de variable t = f(x), se tiene que
!/
1
dt = f'(z)dz, y la integral se reescribe como [ ‘]}éx)) de = [ ;dt,
x

que es inmediata y vale Int + K =1In(f(x)) + K.

c) Con el mismo cambio que en los anteriores apartados, t = f(z),
[ef@ f(z)de = [eldt = et + K = @ + K.

Calculo de areas

» El drea bajo una curvay = f(z) y sobre el intervalo [a, b] (para f(z) > 0

six € [a,b]) es .
| #a)da = F) - Fla)

con F'(x) una primitiva cualquiera de f(x)

8
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= Si la funcién no fuese positiva en el intervalo, el area limitada por la
curva el eje de abscisas y las recta x = a y x = b es

b
/ f(x)dx = —F(b) + F(a).

» Sic € [a,b], se cumple

/abf(z)dx = /acf(:c)d:v + /cb f(x)dx.

3. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1 Hallar las funciones derivadas de las siguientes funciones:
a) f(z)
b) f(x)
c) flx) =+/bx — 2.
d) f(zx) = Va2 + 2z —

xt,

5a3.

1
e

)
e) f(x) =z +52% + 322 — —.
T

f) f(x) =xInzx.
9) fla) = (&% = 22%)e”.

xt + 22

h) fz) =

i) f(x) = e 5,
j) flz) = (32° —2) e T,

Inz

2

A
3z 45

) f(z) =In (gii) |

k) f(x)
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Solucién
a) f(x)=4a®.
b) f(z)=5-(2%) =5-32% = 1522,

ya que la derivada de un nimero por una funcién es el nimero por la
derivada de la funcién, y la derivada de 2% es 322.

5
————— vya que
ovir —2 T4

F(@) = (War—2) = [w —2)2)' = L (52 ~2)7V%,

donde se ha utilizado la derivada de la potencia de una funcién, pues

y =5 — 2 = (5z — 2)'/2
/ 2 1
:_5 2 _3
d) f(x) Ve —|—3I\/2x+

¢) f(z) =

1
Txy/r’
que se obtiene escribiendo f(z) como f(z) = 2%° 4 (22)Y/% — 2717,

con lo que

2 1 1
’ _ (2/5Y 9 1/3\ _ (.—1/7\/ _ 2/5 92,)1/3 —1/7
f(@) = @) + ((20)2) = (@77 = =2 4 —(20) 4 a7V,

donde las derivadas de los distintos sumandos resultan de aplicar la
derivada de la funciéon potencia.

/ 5
e) f(x)=4a®+ 1527 + 6z — —, lo que resulta de sumar las derivadas de
T

los distintos sumandos, que a su vez se calculan en la forma indicada
en los anteriores apartados.

f) Aplicando la regla de derivaciéon de un producto,
/ 1
f(x)=a'"Inz+z(lnz) =lnr+z—=Ihz+1.
x

g) Por la regla de derivacién de un producto,
fi(z) = (z* = 22%)e® + (2t — 22%)(e”) =
(4a® — 6z)e” + (a* — 22°)e” =
e (xt + 423 — 6x).

h) Aplicando la regla de derivacién de un cociente,

oo (@t+ ) ine — (' +2?)(Inz)
f (x) - (IIIIL’)2 -

10
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(42 + 2x) Inx — (2* + 2?)(1/2) _
(Inz)?
(423 +2z)Inx — 23 — o

(Inx)?

i) La funcién que hay que derivar es de la forma e"® = (g o h)(z) siendo
g(x) =e® y h(z) = 23 — 5z, y por la regla de la cadena,

fla)= (") =(goh)(z) = g'(h(x)) - W(zx) = ") - }(x).
Luego, f/(x) = e* =5 . (23 — 5x) = " =57 . (322 — 5).

j) Utilizando la regla de derivacién de un producto y expresion la derivada
de la funcién exponencial obtenida en i),

f,(:(:) _ (3x2 _ 2)’ ™ HTT | <3x2 —2) (6x3+7x>l _
Gre®’ 7T 4 (322 — 2) 6x3+7x(3m2 +7) =
e (61 + (322 — 2) (322 +7)).
, (22)(v/3x + 5) — (22)(v/3x + 5
k) f(z)= (V3r + 5 =
(22)v3z + 5 — (27)32
(V/3z + 5)? N

L (33t +5).

sz+1\" 8
D) f(x) = E?;ZJrll)) - ((535+113 __(3x—1)8(5x+1)‘
3z — 1 3z — 1

S5r+1
3z —1

Alternativamente se puede escribir f(z) = In ( ) =In(bz+1)—
In(3z — 1),
D 3 8

b+l 3r—1  (Br—1)(a+1)

con lo que f'(x)

Ejercicio 2 Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los puntos
indicados:

a) f(z) =22 — 12+ 3z, enz =1y 2z =0.

11
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b) g(x) =€ —4lnaz*, enaz =5 yx =1
In(222 —
c) h(x)zu,enx:—lyle.
T
Solucién

a) f'(x) =22%—x+ 3, luego f'(1) =4y f'(0) = 3.
b) ¢ (z) = 5e>® — ;, con lo que ¢/(3) = 5¢2 — 16 y ¢'(1) = 5¢e° — 8.

1 142 —1
c) W(x)= —ﬁln(2x2—x) et

luego h'(—1) = —In3+5/3 y h'(1) = 3.

Ejercicio 3 Para las funciones siguientes, estudiar su crecimiento y sus ex-
tremos relativos:

a) f(r)=2*—x+5.

b) flz) =32 —a® — 4o + 1.

2t —1

c) f(x) =

23
Solucion

a) Sea f(x) =% —1z+5,

= su dominio es R, y es continua y derivable en su dominio.
» La funcién derivada es f'(x) = 2z — 1.

= Para obtener los puntos criticos se resuelve la ecuacién
fl(x)=2x—-1=0,
cuya tnica solucién es x = 1/2. Por tanto, la funcién solo tiene

un punto critico en z = 1/2.

» Para estudiar el crecimiento y el decreciomiento se analiza el signo
de f'(z). Es facil obtener que f'(z) > 0 para z € (1/2,400) y
f'(x) < 0 para x € (—o0,1/2). Por tanto, f(z) es creciente en
(1/2,400) y decreciente en (—oo,1/2).

12
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= Como se ha obtenido que f(x) es creciente en (1/2,+00) y decre-

ciente en (—o0, 1/2), se puede utilizar la correspondiente propiedad
que permite afirmar que en x = 1/2, la funcién tiene un minimo
relativo.

1
b) Sea f(x) = -3 — §x2 —4x 41,

c) Sea f(x) =

3 2

su dominio es R, y es continua y derivable en su dominio.

Para obtener los puntos criticos se resuelve la ecuacién

flx)=2> -3z —-4=0,
cuyas soluciones son r = —1 y x = 4.

Escribiendo ahora f'(z) como f'(z) = (x + 1)(x — 4), se observa
que f'(z) > 0 ( y por tanto f es creciente) para x € (—oo, —1) U
(4,4+00) y f'(x) <0 ( f decreciente) para z € (—1,4).

El comportamiento de crecimiento y decrecimiento de la funcion
indica que en x = —1, la funcién tiene un maximo relativo y tiene
un minimo relativo en z = 4.

2 —1

3

Su dominio es R — {0}, donde es continua y derivable.
—a2?+3
f'(@) = ——

24
La funcién derivada se anula en z = —/3 yr = V3. Por tanto,
éstos son los puntos criticos de la funcion.

(. —V3)(z +/3)
4
observa que f'(x) < 0 (y por tanto f es decreciente) para x €
(—o00, —v3) U (v3,+00) v f'(x) > 0 ( f creciente) para = €
Esto permite afirmar que la funcién tiene un minimo relativo en

r = —/3 y un maximo relativo en z = v/3.

Escribiendo ahora f'(x) como f'(z) = — , se

Ejercicio 4 Calcular los extremos relativos de la funcion f(z) = z*(z — 3).

13
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Solucion

Ejercicio 5 Dada la funcion f(x) =

La funcién derivada es f'(z) = 32 — 6z.

322 — 62 = 0 & x = 0 o v = 2. Por tanto, los posibles extremos
relativos son x =0y x = 2.

La confirmacion o no de extremos relativos en x = 0 y x = 2, se puede
hacer observando el signo de la derivada.

f'(z) >0six e (—00,0)U(2,4+00)y f(z) <0size(0,2).

Luego, f es creciente en (—o0,0) U (2,4+00) y decreciente en (0, 2).

Esto indica que en x = 0, hay un maximo relativo y en x = 2 un
minimo relativo.

O bien se calcula la derivada segunda, f”(z) = 6z — 6, obteniéndose
que f7(0) <0y f"(2) > 0.

El comportamiento en cuanto al crecimiento indica también que en
x = 2 tiene un minimo absoluto y no tiene maximos absolutos.

32 ,
———, determinar:
441
Dominio.

Maéaximos y minimos.

Intervalos de crecimiento.

Asintotas.

Solucion

La funcién es una fraccién, y se puede calcular la imagen de cualquier
numero real puesto que ningin nimero real anula el denominador. Por

tanto, Dom(f) = R.

Puntos criticos:

6
< =0 x=.

f’(i):m—

Entonces:

14
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Siz € (—00,0), f'(x) < 0, por tanto, f(z) decrece.
Six € (0,+00,0), f'(x) > 0, luego f(x) crece.
Por tanto, la funcién tiene en = 0 un minimo relativo de valor f(0) = 0.

= No tiene asintotas verticales.
» Asintotas horizontales

32

1m =
r—+oo ;U2 + 1

La recta y = 3 es una asintota horizontal de la funcién.

Ejercicio 6 Hacer la representacidn grdfica de la funcion f(z) = 2> —2x+1.

Solucion
= Dom(f) = R puesto que la funcién es un polinomio.
= No tiene asintotas verticales.
= No tiene asintotas horizontales, pues:

lim 22 — 22+ 1 = +00 lim 22 — 22+ 1 = +o0.

T—>—00 T—+00

= Al no tener asintotas horizontales, puede tener asintotas oblicuas.

» Asintotas oblicuas:

o2 —2x 41
m= llm —m— =

r—Foo x

0.
Por tanto, no tiene asintotas oblicuas.
= Puntos criticos, crecimiento y extremos

fllxy=22—-2< =1

Siz € (—oo, 1), f'(x) <0, por tanto f(x) crece.

Siz € (1,400), f'(x) > 0, entonces f(z) crece.

Luego, en « = 1 la funcién tiene un minimo relativo de valor f(1) = 0.
La representacion grafica se da en la figura 1.

1’3

x2—1

Ejercicio 7 Hacer la representacion grifica de la funcion f(x) =

15



OFEN COUREEWRARE
UNIVERSIDAD DE MURCHA

Matemaéticas Cero

Figura 1: Representacién grafica de la funcién del ejercicio 6

Solucion
» Dom(f)=R—{-1,—1},puestoque 2> -1 =0z = 1,2 = —1.

» Asintotas verticales:

/ x3 v 1/'3
lim 5 =400 lim 5 = —00.
zo—1—x% — 1 ro—1+x4 — 1
La recta z = —1 es una asintota vertical de la funcion.
.t .2
lim 5 = —00 lim 5 = +00.
z—=1-x% — 1 z—=1+x? — 1

La recta z = 1 es una asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales:

3 3
, , X

lim = —00 lim
m—)—oo;L‘2 —1 x—H—oo:L‘Q —1

X

= +00.

La funcion no tiene asintotas horizontales, puede tener asintotas oblicuas.

Asintotas oblicuas:

x3 x3

m= lim —— =1 n= lim

z—>:toox<x2 — 1) x—):l:oox2 -1 —z=0.

La recta y = x es asintota oblicua de la funcién.

16
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= Puntos criticos, crecimiento y extremos

r?(x* — 3)

f’(I>: (@2 —1)2 =0 r=0,r=— 3,$:\/§,

Size (1,V3),f
e Sixc (V3,+00), f(x )>0,con10 que f(x) crece.

, luego f(z) decrece.

e Siz e (—o0,—V3), f'(xr) >0, entonces f(x) crece.
e Sixc (—v3,—1), f'(x) <0, entonces f(z) decrece.
e Siz e (—1,0), f'(x) <0, por tanto f(x) decrece.
e Siz e (0,1), f'(x) <0, entonces f(x) decrece.

( f'(x) <

(

Por tanto, en x = —v/3 la funcién tiene un méximo relativo de valor
f(=V3) = —%\/g y en £ = /3 tiene un minimo relativo de valor

F(V3) =3V,

La representacion grafica se presenta en la figura 2.

b

A

Figura 2: Representacién grafica de la funcién del ejercicio 7

Ejercicio 8 Dada la pardbola y = x* — 6x + 10, hallar el punto en el que la
recta tangente es paralela al eje de abscisas.
Solucion

» La pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto (xg, f(zo))
es el valor de la derivada de la funcién en el punto xg, es decir f'(x).

= Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. Por tanto, una
recta paralela al eje de abscisas tiene que tener pendiente igual a 0.

17
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Como y =2z — 6 =0 < x = 3, el punto buscado es el (3, f(3)) = (3, 1).

Ejercicio 9 Se divide un alambre de longitud 42 c¢cm en dos partes, de modo
que cada una de ellas sea la base de dos rectingulos cuyas alturas sean el
triple y el cuddruple de la base considerada respectivamente. ;Como habrd de
hacerse la particion para que la suma del drea de los rectdngulos sea minima?

Solucion

La base de un rectangulo, se denota como x y su altura 3zx.
La base del otro rectangulo es y y su altura 4y.
La suma x +y = 42.

La suma de las dreas de los rectangulos es A = 322 + 4y2. Se sustituye
y = 42 — x y se obtiene la funcién a minimizar:

A(x) = 3% + 4(42 — z)*.

A'(z) = 14z — 336. Por tanto, la funcién A(x) tendrd un punto critico

336
dox = — = 24.
cuando z = —

Como A”(xz) = 14 > 0, se trata de un minimo relativo. Ademds, si
x <24, A'(z) < 0, la funcién A(z) decrece y si x > 24, como A’(z) > 0,
A(z) crece. Luego la funcién A alcanza su menor valor cuando = = 24.

La suma de las areas de los rectangulos serd minima cuando x = 24 e
y = 18.

Ejercicio 10 Hallar las dimensiones que ha de tener un campo rectangular
de superficie 2500 m? para poder cercarlo con una valla de longitud minima.

Solucion

La base de un rectangulo, se denota por x y su altura por y.
El area del rectangulo es 2500 = xy.
La longitud de la valla es el perimetro del campo, por tanto P = 2z+2y.

250
Se sustituye y = —— y se obtiene la funcién de  a minimizar:
x

2500
P(z) =2z +2——.
x

18
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s Puntos criticos:

5000
P'(z)=2— — =0 2 =>50,2=-50.
x
x = —50 no tiene sentido, por tanto se considera solo el punto critico
x = 50.
10000
= Como P"(z) = ———, se tiene que P"(50) > 0 y en = 50 hay un
x

minimo relativo. Ademds, si z < 50, P'(x) < 0, la funcién P(x) decrece
y si & > 50, como P'(x) > 0, P(x) crece. Luego la funcién P tiene un
minimo absoluto en x = 50. Por tanto, para x = 50 e y = 50, la
longitud de la valla es minima.

Ejercicio 11 Realizar las siguientes integrales indefinidas:
a) [(z* —42* + 4z — 2)du.
b) [(Vz+ Va)dz.
1
o) [(= + V2z)dx.
2x
d) [+/3z—1dz.
e) [e*dx.
f) [ V2x + 1dz.

1
g) f\/ﬁdﬂf-
h) [2%(22% + 14)*dx.

, dx

) r+4
D (22 + 8x)1/4

k) [(Vz+1)(Vx -2z + 1)dz.

) [ (lg? dz.

m) [ e "2xda.

dx.

19
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n) [ 573 dx.

o) [ 3 —2r+1
x4 —Ax2 + 40 — 2

1

P J x[3+ lnm]g'dx'

dz.

¢ dz.
+ 2

Q)f\/r

1
r) f—\/f(\/f—i—Q)dx‘

1
9 J z(3+1n :v)dw'

Solucién

a) [(a* —4a? +4a — 2)de = 12’ — 2% + 227 — 20 + K,
pues [(z* —42? + 4z — 2)dx = [2'dx — [4a?dx + [dzdr — [ 2dx =

Jatde —4 [2?de+ 4 [ade — [2dx =

%x5—§x3+2x2—2x+[(.

b) J(YE +VE)de = [ Yade + [ \/ade = [ 2V0de + [ aVde =

227 + 325 + K.
1 1
c) f(% +V2z)de = [ %dx + [ V2xdx.

1 1.1

[V2zdx = [(22)Y2dx = %f2(2x)1/2d:r = %(2@3—1-}(, vaque [ 2(2x)2dx =
[ f'(x)(f(z))"dx con f(xz) =2xyn=1/2.

Una forma alternativa de resolver esta ultima integral es mediante cam-
bio de variable. Haciendo el cambio de variable t = 2z, se tiene que
dt = 2dx, y la integral se reescribe en términos de ¢t como

1 1 1

20
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Njw

1 1
Luego, f(% +V2x)de = L lnz + 5(21’) + K.

d) [V3z = ldo = %j’:a\/sx ~Tdz = g(?m —1)% 4 K,
va que [ 33z —1dz = [ f'(z)(f(z))"dx con f(z) =3z—1yn=1/2.

Alternativamente, mediante cambio de variable t = 3z — 1, se tiene que
dt = 3dx, y la integral se reescribe en términos de ¢ como
2

1 3 2 3
[t Pdt="t2 + K=>(3r—1)> + K.
3f ot? T 5 (3z —1)2 +
1 1
e) [e*dr = 1 [ 4e*dr = Ze‘” + K,

pues [4e**dr = [ /@ f/(x)dr = /@ 4+ K.

También se puede hacer el cambio de variable t = 4x, con lo que dt =
1

dde, y [4etdr = [edt = e + K = ¢ + K, luego 7 [4e'*dr =

1
Z€4x + K.
1 1
f) [ 2z + ldz = 3 [ 222+ 1dx = 3 [ 202z + 1)Y%dx =
16

5?(2:1: + 1)+ K = %(2:5 +1)7/% + K.

Alternativamente, mediante el cambio de variable ¢ = 2x + 1, se tiene

1
que dt = 2dz, y la integral se reescribe en términos de ¢ como [ étl/ 6dt,
1 1 16 3
~tV0dt = = [tV/0dt = — T + K = —(22 +1)"/% + K.
v J3 2 o7t TE =@ )

1 2 11

1
— dr = - | ——d :__2_31/2+K:

S Ry Ll By rae LT 1C )

1 2

—(2z - 3)1/2 + K, ya que f ———dx es una integral inmediata del

4 V2zr —3

tipo

1
J P (@) de con f(x) =20~ 8y 0=~

Alternativamente, se puede hacer uso del cambio de variable t = 2z — 3.
1 11
h) [2%(22% + 14)*dx = 6 [ 62%(22% + 14)*dx = 65(2x3 + 14 + K =

1
%(2953 +14)° + K,
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ya que [622(22° + 14)*dz = [ f'(z)(f(z))"dx con f(z) = 22° + 14y
n = 4.

Una forma alternativa de resolver la integral es mediante cambio de
variable. Haciendo el cambio de variable t = 2x% 4 14, se tiene que

1
dt = 62°dx, y la integral se reescribe en términos de ¢ como [ 6t4dt’ y

1 1 11 1
“tdt == [t*dt ===t + K = 2 14 K.
IS 6/ 65° T 50 (22" +14)°+
J _dr J(5z —1)3dx = 1f5(5x —1)3dx =
(br —1)3 5 B

11 —1

-— — 1?2+ K=— —1)?+ K.

F (5x )7+ 10 (5x )%+

El mismo resultado se obtendria a través del cambio de variable ¢t =

S5 — 1.

xz+4 1 22+8

1 2rx +8
f(x2+8x)1/4 x_fﬁ(x2+8x)1/4

dr = - [—22 "%
=5 sy

dx

1
= f(2m + 8)(2? + 8x)V4dx =

1 4 2

55(1 +82)¥4 + K = 3(x2 +82)%* + K.

Mediante el cambio de variable t = 2% + 8x, dt =22 + 8, v
x+4

14 2
——————drv =< [t7Vdt = -3/ + K = Z(2? + 82)¥* + K.
J s ®™ f o3t TR =3 80

JWz+1)(Vr—2z+1)de = [(—x+ 2z —22/x + 1)de =
J(=x 4221 = 2252 4 )dur =
1 4 4
—§$2+§x3/2—5935/2+x+[(.
In z)* 1 . (Inz)* 11 1
f%d$:§fwd$—35(ln )° +K=1—5(lnm)5+K, ya que
1
f(nx = [ f(x)(f(z))"dx con f(xz) =Inzyn=4.

Alternativamente se puede hacer el cambio t = Inz, con lo que dt =

—d{E,y

(Inz)* 1 11 1 1
dr==[tdt==-=tP+ K=—t'+ K = Inz) + K.

J gy de=3 350 T 5T o)+
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1 1
m) [e”2adr = ifexz_QQxdx = §e$2_2 + K, pues [e”~22zdx es in-

”m

mediata, de la forma [ ef@) f(z)dx, que es igual a /@) + K.

También se puede hacer el cambio de variable t = 22 — 2, con lo que
1 1 1
dt = 2xdz, y fe$2_2xdx =3 [eldt = §et + K = 5612—2 4 K.

3z

J w—f

T2 4+ 2

3 2
xzﬁln(x2+2)+K,yaquef 233 dx es
T

f'(x)
f(z)

2 + 2
una integral inmediata de la forma [~
K, con f(z) =2%+2.

También puede utilizarse el cambio de variable t = 22 4 2, con lo que

“——2dx, que es igual a In(f(z))+

dt = 2xdx, y
J 5 d:p——f dt 3ln(t)+K—§ln(x2+2)+K
2242 2 S 2 '
5/x 1 -5 5/x 1 _5 5/x
fzxgdl“:—l—o ;2 dx:—l—o 5/””—1—[( pues [ © iz es una
integral inmediata de la forma [ f'(z) ?dx, que es 1gual ael® 4+ K,

con f(x)=5/x.

Otra forma de resolverla es hacer uso del cambio de variable ¢t = 5/x.

J

1
1 In(z* — 42% + 42 — 2) + K, de forma similar a la integral h).

3 —2r+1 1 4o — 8x + 4
de ==~ r =
x4 —Ax2 + 40 — 2 47 g4 — 42?2 + 4o — 2

El cambio de variable ¢t = 2% —42%+4x —2, conduce al mismo resultado.

1 1 _2
————dr=—-[3+Inz] "+ K,
/ z[3 4 Inx]? 2 | |
ya que es una integral inmediata del tipo [ f/(z)(f(z))"dz con f(x) =
3+Inzyn=-3.

También se puede hacer el cambio de variable t = 3 + In x.

dr = 2(e* +2)12 + K,
pues es una integral inmediata del tipo

1
[ [z ”dxconf()*e“‘+2yn:—§

De forma alternativa, resulta adecuado hacer el cambio t = e* + 2.
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1 1

Ya que j‘mdl’

es una integral inmediata de la forma

f ]}’((;)) dx, que es igual a In(f(x)) + K, con f(z) = /z + 2.

También se puede hacer el cambio de variable t = \/z + 2.

1
) J z(3+Inx)

dr = In(3 + Inx) + K, porque es una integral inmediata

de la forma [ S dz, con f(zr) =3 +Inz.
f(x)
El mismo resultado se obtiene mediante el cambio de variable

t=3+Inzx.

Ejercicio 12 Calcular las siguientes integrales definidas:

a) z(2x3 — 2% — z)dz.

2
dz.
2+ 2 v

)]

In* z

dx.
x

c)lf3

Lor+1

Solucién
a) 5(2:103 —2? —x)dr = %x‘* — %xS - %3132 ;1 = ?
b) oflej‘ de = In(22+2)|; =In3 —In2.
c) lfgln:;$dx = %11151' j = %11053.

121"”]. 2 1

d) f de = —e 77

-1

=1—e2

-1
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Ejercicio 13 Calcular el darea comprendida entre la recta y = 2x + 4, el eje
OX y el eje OY.

Solucion

En primer lugar se dibuja la recta y la correspondiente representacion
grafica del area, que se da en la figura 3. Los puntos de corte de la recta con

Figura 3: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 13

los ejes son: (—2,0) y (0,4), con lo que el drea que se pide es:

0
/ (22 + 4)dr = 2* + 4o (12 =4 u.a.

-2

Ejercicio 14 Calcular el drea que encierra la recta y = 4, el eje OX y las
rectas v = —2 y x = 3.

Solucion
La representacion grafica del area buscada aparece en la figura 4, y vale:
3

/ 4dx = 4z, = 20 v.a.

2

Ejercicio 15 Hallar el drea limitada por las curvasy = 2> —3 ey = 5 — 22
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Figura 4: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 14

Solucion

Para calcular esta area hay que dibujar ambas parabolas y calcular sus
puntos de interseccion. Estos puntos se obtienen a continuacion:

. o }8—2x2<:>x—2,x——2.

La grafica de estas parabolas aparece en la figura 5, con lo que el area es:

2 2 372 3 2
/ (5 —2%)dw — / (2% — 3)dx = [5:6 — x_] — [x_ — 31:] _u u.a.
9 i 3], 3 5, 3

Figura 5: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 15

Ejercicio 16 Hallar el drea de la region del plano limitada por las grificas
fle)=2—az+1ygx)=2?+1.
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Solucion

En primer lugar hay que dibujar ambas funciones, lo que aparece en la
figura 6. Una vez representadas se calculan los puntos donde se cortan.

y=a2+1
y=a>—x+1

Se aplica la aditividad respecto del intervalo:

0 0
Ay :/ (2 —:v~|—1)dx—/ (% +1)dx = 0,772 54 — 0,696 72 = 0,075 82
1-5 1-5

2 2

S

145 1+

2 2 !
= [T @ [ @ et i [ @ -k nde = 10075
0

0 1

de modo que el area buscada es A = A; + A,.

f

Figura 6: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 16

1 3
Ejercicio 17 Calcular el drea limitada por la curva y = §x2 — 5:1: +1 el eje
OX vy las rectas t =0 y x = 3.

Solucion

La gréafica de la parabola se encuentra en la figura 7, y los puntos de corte
de la curva dada con el eje OX son:

L2 3 +1=0< 2 1
A = r=2,x=1
2 2 :
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Entonces el area pedida es:

1 1 3 2 1 3 3 1 3
A= / (z2? — Z2+ 1)dx — / (z2% — sz + 1)dz + / (52° = o+ 1)de =
0 2 2 n 9 2 2

2 2
z3 32+ 1+ z3 32+ 2+ 3 32+ S|
== -2+ — —-z'+z — — -z’ +z| =—ua.

Figura 7: Representacién gréfica del area correspondiente al ejercicio 17

Ejercicio 18 Culcular el drea del recinto limitado por la pardbola de ecuacion

y=4—12% yla recta y = x+2. Hacer una representacion grdfica aprozimada
de dicha drea.

Solucién
Los puntos de corte de la parabola y la recta son:

322 +2x — 16 =y

42—y }<:>x:—2,:v:1.

Y la representacién grafica del area se encuentra en la figura 8. Entonces el
area pedida es:

! ! 237! 7 Yoy
A:—/ (4—x2)d1:—/ (x+2)de = |40 — —| +|= +22| =2 ua.
-2 2 3], 2 Ly 2

Ejercicio 19 Calcular el drea comprendida entre la curva y = 3%+ 2z — 16,
el eje OX y las rectas x = —2 y x = 4. Hacer una representacion grdfica
aproximada de dicha drea.
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Figura 8: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 18

Solucion

Los puntos de corte de la curva dada con el eje OX son:

8
3x2+2x—16:0<:>37:2,x:—§.

Y la representacion grafica se encuentra en la figura 9. Asi, el area pedida es:

2 4
A:—/ (3$2+2x—16)dx—|—/ (32 + 22 — 16)dx =
_ 2

2
= — [+* +2* — 162]", + [+7a? — 162], = 84 u.a.

Figura 9: Representacién grafica del area correspondiente al ejercicio 19

Ejercicio 20 Calcular el drea del recinto limitado por la pardbola de ecuacion
y=—22+8z y el eje OX.
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Solucion

Los puntos de corte de la curva dada con el eje OX:
— 2?48 =02=0,z=_8.

Y la representaciéon gréafica de la parabola se da en la figura 10, con lo que el
area pedida es:

f

Figura 10: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 20

4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1 Hallar las funciones derivadas de las siguientes funciones:

a) f(z) =a°.
b) f(z) =3z
c) f(w):2.754—|—:v3—23:2—%

d) f(z) =3z — 1.
e) f(x) =2*Inz.
) f(x) = (@ = 3at)e”.
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3 + 222
9) f(2) = ———
h) f(z) = =T+l
i) f(z) = (522 — 2z) e”" 3%,
B
J) fz) = NeTES I
20 —1
k) f(x) =In (530 " 1) .
Solucién
a) f'(z) =5zt

b) f(z) = 1223

¢) fl(z) =83+ 32 —da + %

d) f(z) = 2\/%

e) f'(x) =x+2xInz.

f) f'(z) = e*(3z% — 112® — 3z%).

9 f) = LR

h) f'(z) = e’ T (322 — 7).

i) f(x) = e 3 (102 — 2) 4 €737 (522 — 22) (42° — 3).
3 x3 22

D= e e VT

k) flw) = 2x2—1 B 5x5+1'

Ejercicio 2 Para las funciones siguientes,

tremos relativos:

a) f(x)=22% -3z + 1.

31
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1 )
b) f(x) = 59{:3—1— 51’2 — 6z + 7.

x2 =2

c) flx) = :

T

Solucién

a) f(x)es creciente en (3/4,400) y decreciente en (—o0,3/4).En x = 3/4,
la funcién tiene un minimo relativo.

b) f(x) es creciente siz € (—o0, —6)U(1, +00) y decreciente si z € (—6,1).

¢) f es decreciente para x € (—00, —v/2) U (v/2,400) y creciente para
z € (—v/2,0) U (0,4/2).Tiene un minimo relativo en 2 = —/2 y un
méximo relativo en z = /2.

Ejercicio 3 Realizar las siguientes integrales indefinidas:
a) [(a°+4a® — x + 5)dx.
b) [(Vz +2y/x)dx.
1
¢) [(=— + Vbx)du.
3z
d) [Tz + 4dz.
e) [eSdux.
f) [ V4z + 2dz.

1
g) f\/ﬁdf&
h) [23(32* +1)°dz.
i) [ 4z — 2dz.

. dx
D Gogay

x+3
v e

) f(VT - 1)(VE — a)dr.

dz.
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o) [ 2 dz.

) 203 —dx + 2
P x4 —Ax2 + 40 — 2

1
W J 2x [2 + Inz]* !

dz.

Solucion

o

1

) —————— + K
J) 9(3z+3)°

-~
~—
oojut

(2% 4 62)Y° + K.
1) —La7 (6 — 15y/x +10) + K.

m) 4 I’z + K.
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2
%ex +5 + K

)
n) 2In (2 —7)+ K.
) —ie/"+ K.

)

1
—— + K.
) 6 (Inz + 2)°

Ejercicio 4 Calcular las siguientes integrales definidas:

3
a) [(22° — 32% — 3)du.
1

In° 2

dx.

e)lf2

X

Solucion

y 62
2

b) In2.

) 207
C 4

d) 2In3 —41In2.
e) 1n®2.

Ejercicio 5 Calcular el drea comprendida entre la curva y = x> — x — 2, el
eje OX y las rectas x = =2 y x = 2.
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Solucion
12667
1000 °

Ejercicio 6 Calcular el drea comprendida entre las curvas y = 222 — 2x — 4,
el eje OX ey = —a® — 4o+ 12.

Solucion

1372
27
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