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UNIVER SIBAD DE MURCIA 1 . D eﬁni cione S
» Derivada de una funcién: Sea la funcion f(x), si el limite siguiente existe
Ay

'(zo) = i _ g @0+ A2) = fzo) _ . f(@) = fl20)
Foo = ae =d% ™ a& R o—w

se dice que la funcién es derivable en xy y f'(x¢) es el valor de la derivada de f en
el punto z.

Contenidos = Recta tangente: Sea y = f(z) una funcién derivable en o € Dom(f), la recta
tangente a la funcion en el punto zy, es la recta que pasa por el punto (zo, f(z¢)) y
cuya pendiente es f'(xg).

Ir Pagit
o Punto critico: Sea y = f(x) una funcién derivable en zo € Dom(f). Se dice que

x( es un punto critico de f cuando f'(x) = 0.
Full Screen = Maximo relativo: Una funcién y = f(z) tiene un maximo relativo o local en g

cuando para puntos x proximos a x se verifica que
Regresar f(ZE) < f($0)

= Minimo relativo: Una funcién y = f(z) tiene un minimo relativo o local en
cuando para puntos x proximos a x se verifica que

f(x) = f (o).

s Extremo relativo: Es un maximo o un minimo relativo.

Imprimir

R

Salir
» Maximo absoluto: Una funcién y = f(z) tiene un maximo absoluto (o global) en
xo cuando para cualquier x € Dom/( f) se verifica que f(z) < f(xo).



R = Minimo absoluto: Una funcién y = f(x) tiene un minimo absoluto (o global) en z
cuando para cualquier z € Dom/( f) se verifica que f(z) > f(x).

= Primitiva de una funcién: F'(x) es una primitiva de una funcion continua f(z) si

F'(z) = f(x).

= Integral indefinida: La integral indefinida de una funcién continua f(z) es el con-
junto de todas sus primitivas. Si F'(x) es una primitiva de f(x), la integral indefinida
de f(x) se escribe

Contenidos /f(x)dac = F(z) + cte.

It Péging = Integral definida: Si f(z) es una funcion continua en un intervalo [a, b] y F'(x) una
primitiva cualquiera de f(z), la integral definida de f(x) entre a y b es el nimero
real )

Full Screen / f(z)dz = F(b) — F(a) (Regla de Barrow).

Regresar

Imprimir

R

Salir



ORERSA B e 2. Herramientas

2.1. Reglas de derivacion
1. Derivada de la funcién constante: y = f(z) = K =y’ = f'(z) = 0.

2. Derivada de la funcién potencia: y = f(z) = 2", n € R = ¢/ = f'(z) = na"" L.
1

3. Derivada de la funcién logaritmo: y = Inx = ¢/ = f'(z) = —.
x

Contenidos
4. Derivada de la funcién exponencial: y = ¢* = ¢/ = f'(z) = €.

5. Si f(x) es una funcién derivable, entonces la funcién y = A\f(z) es derivable y su
derivada vale ¢y = \f'(z).

Ir Pagina

6. Derivada de la suma: Si f(z) y g(x) son funciones derivables, entonces (f + g)(z)

Ful S :
L >ereen es derivable y

(f +9)(x) = f(z) + ¢'(2).

Regresar

Ejemplo 2.1 Hallar la funcion derivada de la funcion f(z) = x + 1.

La funcion derivada es f (v) = 1, pues f(z) = g(x) + h(x), con g(z) = zy
Imprimir h(z) = 1.Y como la derivada de una suma es la suma de las correspondientes
derivadas, f'(x) = ¢'(x) + W (x), con ¢'(x) =1y W' (x) = 0.

R

Salr 7. Derivada del producto: Si f(x) y g(z) son funciones derivables, entonces (fg)(z) es

derivable y
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(f9) () = f'(x)g(x) + f(2)g ().

Ejemplo 2.2 Hallar la funcion derivada de la funcion

f(z) = (x + 2)e”.

f(x) =W (z+2)e” +(x+2)(e?) =@ e*+ (x+2)e” = e*(x+3). La igualdad (1)
resulta de utilizar la regla de derivacion de un producto, y la igualdad (2) se obtiene

simplemente sustituyendo el valor de las derivadas ( que se conocen por las reglas
de derivacion).

. Derivada del cociente: Si f(x) y g(x) son funciones derivables, entonces (f/g)(x)

es derivable cuando g(x) # 0,y

(j)' (2) f'(z)g(z) - f(2)g'(z)

9 (9(x))?
)
Ejemplo 2.3 Hallar la funcion derivada de la funcion f(x) = o
e.r
/ bx) e —bx-(e*) 5-e*—bxr-e* 51—
f(z) =W (Bo) € Qx () —2° 5 SRR ( x),donde la igualdad
er e ex

(1) resulta de aplicar la regla de derivacion de un cociente.

. Regla de la cadena: Sean f(z) y g(z) funciones derivables, entonces

(g0 f)(x) =g (f(x))f'(2).

Como consecuencia de la regla de la cadena, se obtiene que:



B a) Derivada de la potencia de una funcién:
y=(f(@))",n e R=y =n(f(z))"""f'(=).
b) Derivada del logaritmo de una funcion:
,_ @)
f (@)
c¢) Derivada de la exponencial de una funcion:
y — ef(x) :> y/ — f’(x)ef($).

y=1Inf(r) =y

Contenidos
Ejemplo 2.4 Hallar la funcion derivada de las siguientes funciones:

Ir Pagina " f(.CE) = ('%2 - 10>7
v g(z) =In(2? + 4).
s h(z) =€’

Full Screen
o f(z) =0 7(2? — 10)5(2® — 10) = 7(2% — 10)%(2z), donde la igualdad (1)

resulta de aplicar la regla de derivacion de la potencia de una funcion ( la
Regresar funcion (z* — 10) en este caso).

gy A 2
24+4 244
Imprimir del logaritmo de una funcion.

correspondiendo la igualdad (2) a la derivada

s 1(z) =@ (23)e”’ = 322", la igualdad (3) corresponde a la derivada de la
exponencial de una funcion.

R

Salir
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2.2. Crecimiento y extremos

Condicion de crecimiento o decrecimiento
Sea f(x) una funcion derivable en xg, se cumple que:

:

a) Si f'(zo) > 0, entonces f(z) es creciente en x.

4 44
b) Si f'(zg) < 0, entonces f(z) es decreciente en x.

¢) Si f'(x¢) = 0 caso dudoso.

Contenidos

Condicion de primer orden de extremo relativo

Sea una funcién y = f(z) derivable en x.
Ir Pagina
Si f(z) tiene un extremo relativo en x, entonces f'(xy) = 0.

Condicion de segundo orden de extremo relativo
Full Screen Sea xy un punto critico de una funcién y = f(x) dos veces derivable. Entonces:

= Si f”(z9) < 0, entonces en z; la funcién tiene un maximo relativo.

Regresar . ., . 5 0 o
= Si f”(x9) > 0, entonces en z la funcién tiene un minimo relativo.

— Otro método

mprimir s .z .

i Sea x un punto critico de una funcién derivable y = f(z). Entonces:

1. Si f'(z) > 0 para puntos = proximos a o, = < xo (por la izquierda) y f’'(z) < 0 en
puntos = préximos a xg, z > o (por la derecha) , entonces f(z) tiene un maximo
relativo en x.

RN

Salir
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2.3.

Si f'(z) < 0 para puntos x proximos a zy, © < xo (por la izquierda) y f'(z) > 0 en
puntos x proximos a zo, £ > o (por la derecha) , entonces f(x) tiene un minimo
relativo en xg.

. Si f'(x) tiene el mismo signo para puntos x préximos a x, ,entonces f(z) no tiene

un extremo relativo en xg.

Representacion grafica

La representacion grafica de una funcién real y = f(z) requiere:

1.
2.
3.

Determinar el dominio donde la funcién esta definida.
Identificar los puntos de corte con los ejes coordenados.

Estudiar la existencia de asintotas (su definicion se da en el tema de limites y con-
tinuidad de funciones).

Estudiar la existencia de puntos de corte con las asintotas:

las curvas y = f(x) no cortan a las asintotas paralelas a QY; pero si pueden cortar a
las asintotas horizontales y oblicuas.

Identificar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

. Determinar (si existen) los méximos y los minimos relativos.
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2.4. Calculo de primitivas
INTEGRALES INMEDIATAS

n+1

ng. T
fxdx—n+1

+ Ksin # —1

1
[ =dx=In(z)+ K
77

[e*de =e"+ K
Propiedades

1. Dadas dos funciones f y g :
/[f(x) + g(z)] dr = /f(:c)d:c—l— /g(:c)d:c.

Ejemplo 2.5 Calcular [(2* + ¢*)dx.
[(2®+ e")dx = [23dz + [ e"dx = z2* + e + K.

2. Dada una funcién f y A una constante:

//\f(x)dx = /\/f(x)dx.
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3. Cambio de variable en una integral indefinida:

‘/ﬂaww@sz/f@ﬁ
siendo t = g(x).

Ejemplo 2.6 Calcular [ ~/7x + 2dx.

Mediante el cambio de variable t = Tz + 2, se tiene que dt = 7dz, y la integral se

. 1 1 1 15
Loy reescribe en términos de t como [ ?tl/‘r’dt, y [ ?tl/g)dt =z ftl/Sdt = ?6t6/5 +

5
K=— 2)6/5 + K.
42(7x + 2)°/° 4+

Ir Pagina

Ejemplo 2.7 Deducir que para toda funcion derivable f(x), se cumple que:

R

Full Screen " (Vd f ( )”"’1 K si !
@) 1y f@ye =T K sing -1
[z
Regresar b) f f((l')) dr = ln(f(m)) + K.
c) [ef@f(z)dx = /@ + K.
Imprimir a) Mediante el cambio de variable t = f(x), se tiene que dt = f'(x)dz, y la
integral se reescribe como [ f(x)"f'(x)dx = [¢"dt, que es inmediata y vale
tn+1
, K
Salir n+1 +
. fl@)m
Al deshacer el cambio, queda L + K
n
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b) Igual que antes, con el cambio de variable t = f(x), se tiene que dt = f'(x)dxz,
f'(z)
f(z)

1
y la integral se reescribe como [ de = [ ;dt, que es inmediata y vale

Int+ K =In(f(x)) + K.

¢) Con el mismo cambio que en los anteriores apartados, t = f(x), [ e@ f/(z)dx =
[eldt =e'+ K =e/@ + K.

2.5. Calculo de areas

= El drea bajo una curva y = f(x) y sobre el intervalo [a,b] (para f(x) > 0siz €
[a, b]) es

b
| #@te=F) - Fl@
con F'(x) una primitiva cualquiera de f(z)

= Si la funcién no fuese positiva en el intervalo, el drea limitada por la curva el eje de
abscisasy lasrectaz =ayx =bes

b
/ f(z)dx = —F(b) + F(a).

» Sic € [a,b], se cumple

/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.
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3. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1 Hallar las funciones derivadas de las siguientes funciones:
a) f(z) =z
b) f(x) =523
c) f(z) =51 —2.

d) f(x):\%l?—l-%—%.

e) f(z) =a*+52° + 3% — 5
xZ

f flx)=xInz.
o) f(z) = (2" — 229"

4 2
W f@) =

i) f(z) =e*"52,
i) F(@) = (32 = 2) =+

2

95
3z 45

o5r +1
) f(x)=1In <3x— 1) :

k) f(z)




UNNERSIDAD DE MUREMA s Olllci 6 n
a) fl(x) = 413,
b) f(z) =5 (23 = 532> = 1522,

ya que la derivada de un nimero por una funcidn es el nimero por la derivada de la
funcién, y la derivada de z3 es 3z2.

/ 5
©) f(z) = ;F——=.yaque
Contenidos 2v/5x =2
/ 1
f@) =5z —2) =[5z —2)V?] = 5 (52 2)~1/25,
Ir Pagina donde se ha utilizado la derivada de la potencia de una funcién, pues y = v/bx — 2 =
(5 — 2)1/2.
Full Screen d) f'(z)= E\f’/ﬁ + i;“’/gx + ;’
Sz 3x Tx/x

que se obtiene escribiendo f(z) como f(z) = x?/° + (22)'/3 — 2= /7,

Regresar
con lo que

2 1 1
' _ (2/5Y 22)1/3 ONES V) AV 2/5 2,)1/3 —1/7
7/(s) = (@) + (@)% = (@Y = Za¥ + (28 + a7V,
donde las derivadas de los distintos sumandos resultan de aplicar la derivada de la

funcidn potencia.

Imprimir

R

Salir , 5
e) f(z) =4a®+152%+ 6z — — lo que resulta de sumar las derivadas de los distintos

sumandos, que a su vez se calculan en la forma indicada en los anteriores apartados.



il f) Aplicando la regla de derivacién de un producto,

/ 1
f(@)=aInz+z(lnz) =lnx+2r— =Inz+ 1.
i

g) Por la regla de derivacion de un producto,
f(z) = (z* — 22%)e® + (x* — 22%)(e®) =
(42 — 6z)e” + (z* — 223)e” =
e®(zt + 423 — 6x).

Contenidos
h) Aplicando la regla de derivacion de un cociente,

(@' +2)Inz — (2" 4+ 2*)(Inz)

Ir Pégina fla)= (Inz)? =
(42° 4+ 2z)Inz — (z* + 2%)(1/z)
Full Screen (Inz)? B
(42° + 2z)Inx — 2° — x
(Inx)?

Regresar
i) La funcién que hay que derivar es de la forma e"®) = (g o h)(z) siendo g(x) = €”
y h(z) = 2® — 5z, y por la regla de la cadena,

£ (@) = (@) = (g0 Y (z) = ¢ (h(z) - H(z) = 1) - H(z).
Luego, f'(x) = e**~5 . (¢® — 5z) = e*°~5% . (322 — 5).

R

Salr j) Utilizando la regla de derivacién de un producto y expresion la derivada de la funcion

exponencial obtenida en 1),
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f(z) = (322 — 2) =+ 4 (322 — 2) (e +72) =
6xe” T 4 (332 — 2) = 172(332 4 7) =
e* 7 (6x + (322 — 2) (322 4 7)).

(2%) (V32 +5) — (2*)(v3z +5)' _

k) f(z)= V3o 150
(20)V3s+5— (a?);%
(v/3z +5)2 B
m<%ﬁx§+5>'
<5x+1)’ 8
O eV Rt .
7 T 3z —1)(bxr+1
(3a:j—L1) (3xi—1> ( e

or + 1
3r—1
5 3 8
T bz4+1 3z—1  (Bz—1)56z+1)

Alternativamente se puede escribir f(z) = In ( ) = In(5z+1)—In(3z —1),

con lo que f’(x)

Ejercicio 2 Calcular las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) f(z) =322 — 32> +3z,enz=1yz =0.



S b) g(z) = e —4lna? enz = % yr=1.
In(222 —
¢) h(x) = M,enx: —lyz=1.
Solucion

a) f'(r) =2x%—x+3,luego f'(1) =4y f'(0) = 3.
8
Contenidos b) gl(m) = 56533 - E’ con lo que gl(%) = 565/2 — 16 y g/(l) - 565 - 8.

1 1 4z —
) W(z) =-S5’ —x)— = vl

b
e x x T — 222

luego W/(—1) = —In3+5/3y R/(1) = 3.

Full Screen Ejercicio 3 Para las funciones siguientes, estudiar su crecimiento y sus extremos rela-
tivos:
Regresar a) f(l') = ZL‘2 —x+5.

b) f(z) =32 —2? — 4z + 1.

Imprimir
P |

) f@) =

R

Salir
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Solucion

a) Sea f(z) =2* —z +5,

su dominio es R, y es continua y derivable en su dominio.
La funcién derivada es f'(z) = 2z — 1.

Para obtener los puntos criticos se resuelve la ecuacion

fl(x)=2z—-1=0,
cuya unica solucién es z = 1/2. Por tanto, la funcién solo tiene un punto critico
enz =1/2.
Para estudiar el crecimiento y el decreciomiento se analiza el signo de f'(x).
Es facil obtener que f'(x) > 0 paraz € (1/2,+00)y f'(z) < 0 parax €
(—o00,1/2). Por tanto, f(x)es creciente en (1/2,+00)y decreciente en (—oo0,1/2).
Como se ha obtenido que f(z) es creciente en (1/2,+00) y decreciente en
(—o00,1/2), se puede utilizar la correspondiente propiedad que permite afirmar
que en x = 1/2, la funcion tiene un minimo relativo.

1

. 3
b) Sea f(z) = §x3 — §x2 —dx +1,

su dominio es R, y es continua y derivable en su dominio.

Para obtener los puntos criticos se resuelve la ecuacion

fl(x)=2°>—-3x—4=0,

cuyas soluciones sonz = —1y x = 4.



OCy

= Escribiendo ahora f’(x) como f’(x) = (z+1)(xz—4), se observa que f'(x) > 0
(y por tanto f es creciente) para x € (—oo, —1) U (4,+00)y f'(z) < 0 ( f
decreciente) para z € (—1,4).

= El comportamiento de crecimiento y decrecimiento de la funcién indica que en

xr = —1, la funcién tiene un maximo relativo y tiene un minimo relativo en
r = 4.
2
¢ —1
c) Sea f(z) = .
(2) =5

Contenidos

= Su dominio es R — {0}, donde es continua y derivable.

2
Ir Pagina | f/((E) = ﬂfT‘i‘?)

= La funcién derivada se anulaen z = —/3 yxr = V/3. Por tanto, éstos son los
Full Screen puntos criticos de la funcion.

— V3 3
» Escribiendo ahora f'(x) como f'(z) = — (E=/3) i:zc +3) , se observa que
x
Regresar f'(x) < 0 (y por tanto f es decreciente) para x € (—o0, —v/3) U (v/3, +00) y
f'(z) > 0 ( f creciente) para z € (—+/3,0) U (0,/3).
» Esto permite afirmar que la funcién tiene un minimo relativo en © = —/3 y un

Imprimir
maximo relativo en x = \/§

R

Sali Ejercicio 4 Calcular los extremos relativos de la funcion f(z) = z*(z — 3).
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Solucion
= La funcién derivada es f'(z) = 3z* — 6z.

» 322 —6x =0 < x = 00x = 2. Por tanto, los posibles extremos relativos son z = 0
yr=2.

= La confirmacién o no de extremos relativos en x = 0y z = 2, se puede hacer
observando el signo de la derivada.
f'(x) >0siz e (—00,0)U(2,+00)y f'(x) <0siz € (0,2).
Luego, f es creciente en (—o00,0) U (2, +00) y decreciente en (0, 2).
Esto indica que en x = 0, hay un maximo relativoy en = 2 un minimo relativo.
O bien se calcula la derivada segunda, f”(x) = 6x — 6, obteniéndose que f”(0) < 0
y f"(2) > 0.

= El comportamiento en cuanto al crecimiento indica también que en z = 2 tiene un
minimo absoluto y no tiene maximos absolutos.

2

2+ 1

Ejercicio 5 Dada la funcion f(x) = , determinar:

= Dominio.
= Maximos y minimos.
m Intervalos de crecimiento.

= Asintotas.
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Solucion

= La funcién es una fraccion, y se puede calcular la imagen de cualquier niimero real
puesto que ningdn nimero real anula el denominador. Por tanto, Dom(f) = R.

s Puntos criticos:

Entonces:

Siz € (—00,0), f(z) <0, por tanto, f(z) decrece.
Siz € (0,400,0), f'(x) > 0, luego f(z) crece.
Por tanto, la funcién tiene en 2 = 0 un minimo relativo de valor f(0) = 0.

= No tiene asintotas verticales.

m Asintotas horizontales
, 322

11m =
r—+o0 J,’Q —+ 1

La recta y = 3 es una asintota horizontal de la funcion.

Ejercicio 6 Hacer la representacion grdfica de la funcion f(z) = 2% — 2z + 1.
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= Dom(f) = R puesto que la funcién es un polinomio.

No tiene asintotas verticales.

= No tiene asintotas horizontales, pues:

lim 22— 224+ 1 =400 lim 22 — 22+ 1 = +o0.
Tr——00 T—r—+00
Contenidos = Al no tener asintotas horizontales, puede tener asintotas oblicuas.

= Asintotas oblicuas:

Ir Pagina
o 2 —-2z+1
m= lim —— = 0.
r—+oo 9B
Full Screen Por tanto, no tiene asintotas oblicuas.
= Puntos criticos, crecimiento y extremos
Regresar f/(ZL’) =2r—2<x=1.

Siz € (—o0,1), f'(x) <0, por tanto f(x) crece.
Imprimir Siz € (1,+00), f'(x) > 0, entonces f(x) crece.
Luego, en « = 1 la funcidn tiene un minimo relativo de valor f(1) = 0.

sai La representacion grafica se da en la figura 1.
allr

R

1.3

x2—1

Ejercicio 7 Hacer la representacion grdfica de la funcion f(x) =
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Figura 1: Representacion gréfica de la funcion del ejercicio 6
Ir Pagina

Solucion
Full Soreen » Dom(f)=R—{-1,—1},puestoque 2> —1=0&z=1,2=—1.

m Asintotas verticales:

Regresar 3 3

R

2 X , €
lim ——— =10 lim ——— = —00.
zo—1-x% — 1 zo—1+x4 — 1
Imprimir Larecta x = —1 es una asintota vertical de la funcion.
, P , @
Salir lim ——— = -0 lim —— = +o0.
z—1-x4 — 1 z=1txd — 1

m [arectax = 1 es una asintota vertical de la funcion.
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Asintotas horizontales:

3 3
, , X

lim = —00 lim
x—)—ool'z —1 x—>+oo(L’2 —1

X

= +00.

La funcién no tiene asintotas horizontales, puede tener asintotas oblicuas.

Asintotas oblicuas:

$3 3

m= lim —— =1 n= lim —
x—>:tooI(ZL’2 — 1) z—toox? — 1

z = 0.

La recta y = x es asintota oblicua de la funcion.
Puntos criticos, crecimiento y extremos

r?(x? — 3)

@21 =0er=0r=— 3,95:\/5.

f'(x) =

00, —V/3), f'(z) > 0, entonces f(x) crece.
V3, —1), f'(z) < 0, entonces f(x) decrece.
(

Siz e

Siz e

Siz e

—1,0), f'(z) < 0, por tanto f(x) decrece.
e Siz e (0,1), f'(x) <0, entonces f(z) decrece.
1,v/3), f'(x) < 0, luego f(z) decrece.

e Siz e (v3,400), f'(z) > 0, conlo que f(x) crece.

Siz e

(
(
(
(
(
(
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Por tanto, en © = —+/3 la funcién tiene un méximo relativo de valor f(—+/3) =
—24/3y en x = /3 tiene un minimo relativo de valor f(v/3) = 2/3.

La representacion grafica se presenta en la figura 2.

b g

A

Figura 2: Representacion grafica de la funcién del ejercicio 7

Ejercicio 8 Dada la pardbola y = x*> —6x+ 10, hallar el punto en el que la recta tangente
es paralela al eje de abscisas.
Solucion

= La pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto (xg, f(zq)) es el valor
de la derivada de la funcién en el punto z, es decir f'(zo).

= Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. Por tanto, una recta paralela
al eje de abscisas tiene que tener pendiente igual a 0.
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Como ¢y = 2z — 6 = 0 < x = 3, el punto buscado es el (3, f(3)) = (3,1).

Ejercicio 9 Se divide un alambre de longitud 42 cm en dos partes, de modo que cada una
de ellas sea la base de dos rectdngulos cuyas alturas sean el triple y el cuddruple de la
base considerada respectivamente. ; Como habrd de hacerse la particion para que la suma
del drea de los rectdangulos sea minima?

Solucion
Contenidos = La base de un rectdngulo, se denota como x y su altura 3z.

= La base del otro rectangulo es y y su altura 4y.

e La suma x + y = 42.
= La suma de las dreas de los rectangulos es A = 322 + 412, Se sustituye y = 42 — x
Full Screen y se obtiene la funcién a minimizar:

A(z) = 322 + 4(42 — ).
Regresar

w A'(x) = 14z — 336. Por tanto, la funciéon A(z) tendrd un punto critico cuando
336

T =— =24

Imprimir 14

= Como A”(x) = 14 > 0, se trata de un minimo relativo. Ademas, si z < 24, A'(z) <

0, la funcién A(z) decrece y si « > 24, como A’(z) > 0, A(z) crece. Luego la

funcién A alcanza su menor valor cuando x = 24.

R

Salir

= [a suma de las areas de los rectdngulos serd minima cuando x = 24 e y = 18.
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Ejercicio 10 Hallar las dimensiones que ha de tener un campo rectangular de superficie
2500 m? para poder cercarlo con una valla de longitud minima.

Solucion
= [a base de un rectangulo, se denota por x y su altura por y.
= El drea del rectangulo es 2500 = zy.
Conten = Lalongitud de la valla es el perimetro del campo, por tanto P = 2z + 2y.
ontenidos

. 2500 ) . C
Se sustituye y = —— y se obtiene la funcién de x a minimizar:
x

Ir Pégina 2500

P(z) =2x +2—.

x
Full Screen = Puntos criticos:
2000
P(r)=2-—— =0& 2z =50,r =-50.
Regresar v
x = —50 no tiene sentido, por tanto se considera solo el punto critico z = 50.
10000

Imprimir = Como P’(x) = , se tiene que P”(50) > 0y en z = 50 hay un minimo

3
relativo. Ademds, si x < 50, P'(x) < 0, la funcién P(x) decrece y si z > 50, como
P'(z) > 0, P(x) crece. Luego la funcién P tiene un minimo absoluto en = = 50.

Por tanto, para x = 50 e y = 50, la longitud de la valla es minima.

R

Salir

Ejercicio 11 Realizar las siguientes integrales indefinidas:
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a) [(z* —42® + 4z — 2)d.
b) [(¥z+ x)dx.

9 [ +VIm)dz.

d) [ /37— 1da.

e) [edz.

f) [V2z + 1da.

1
g) f\/ﬁdm
h) [ 22223 + 14)*dx.

) dx
D S

. r+4
J) fmdw

k) [(Vz+1)(yz — 2z + 1)dz.
Inz)*

D [ (?)—I)dx.

m) [ e* 2xdz.



3z
x2 + 2

dz.

OPEM CL
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i) [ 2x2da:.

3 —2x+1

“i2 O)fx4—4x2+4x—2

dz.

1
p) f ——dux.

4 | >
Contenidos T [3 +1n x]s
) [ ¢ dx
Ir Pagina b vV er + 2 .
1
1) [ ———dx.
Full Screen \/E(\/E T 2)
1
9 J z(3+1In x)dl"
Regresar
Solucion
Imprimir a) [(z* —4a?+ 4z —2)dz = 125 — 323 + 22 — 22 + K,
pues [(z* —42? + 4z — 2)dz = [z'dx — [42?dz + [4xdx — [ 2dz =
Sali [atde —4 [2?de + 4 [zdx — [2dx =

%x5—§x3+2x2—2x—|—K.
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b) [(Vz+ Va)de = [ Yade+ [ ede = [2Y3dz + [2'%dz =

d) [3z—1dx = %fS\/?)x—ldx:g(?)x—l)

233 4+ 375 4 K.
1 1

f(2— +V2z)dx = [ Q—dm + [ V2zdx.
x x

1 1.1
f%dx:§f;dx:%1nx+l(.

1 1
[V2xdz = [(22)Y?dz = > [2(22)2dx = 5(2@% + K, yaque [2(22)Y2dx =

[ f'(z)(f(z))"dx con f(x) =2z yn=1/2.

Una forma alternativa de resolver esta dltima integral es mediante cambio de vari-
able. Haciendo el cambio de variable ¢ = 2z, se tiene que dt = 2dz, y la integral se

reescribe en términos de ¢ como
1 1 1
5 J 1t = gt% + K= g(29;)% + K.

1 1
Luego, f(% +V2z)dz = 1lnz + 5(2@%

+ K.

Njw

+ K,

yaque [ 33z — 1dx = [ f'(x)(f(x))"dz con f(x) =3z —1lyn=1/2.

Alternativamente, mediante cambio de variable ¢t = 3x — 1, se tiene que dt = 3dx, y

la integral se reescribe en términos de ¢ como

| 2 . 2
§ftl/%it:§1t%+K:5(390—1)3+K.
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1 1
e) [e*dr = i [ 4e**dr = 164:” + K,

| pues [4e**dz = [ /@ f'(z)dr = @ + K.
También se puede hacer el cambio de variable ¢ = 4z, con lo que dt = 4dx, y
1 1
[de**dr = [e'dt = ' + K = e* + K, luego ~ [ 4e**dx = —e** + K.
«|» 4 4

1 1
f) [V2z+ 1dz = 3 [ 232z + 1dx = 3 [2(2z + 1)V8dz =

Contenidos 1 6

5?(2:15 + 1)+ K = %(295 +1)7/6 + K.

Alternativamente, mediante el cambio de variable ¢ = 2x + 1, se tiene que dt =
Ir Pagina

1., 1
2dz, y la integral se reescribe en términos de ¢ como [ §t1/ Sdt, y [ §t1/ 6dt =

1 16 3
— [ttt = 4T K =222 4+1)/5 + K.
2f S 7( x+1)7% +

Full Screen
1 1 2 11
—dl':— —d$:——2$—31/2—|—K:
Regresar g) f sz_g 2f\/2$—3 22< )
1 2
S22 =3)"? + K, yaque | ————=dx es una integral inmediata del tipo
4 V2 —3
Imprimir 1
= [ #a)(f(@))de con f(@) = 20 —~3yn =~

Alternativamente, se puede hacer uso del cambio de variable t = 2z — 3.

RN

Salir

1 11
h) [2?(22% + 14)*dx = 6 [ 622 (22° 4+ 14)*dx = 65(2x3 + 14 + K =
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— (223 + 14 + K

30( >+ 14)° + K,

yaque [ 622(223 + 14)*dz = [ f'(z)(f(z))"dx con f(x) = 223 + 14y n = 4.

Una forma alternativa de resolver la integral es mediante cambio de variable. Ha-
ciendo el cambio de variable ¢t = 223 + 14, se tiene que dt = 6x?dz, y la integral

1 1 1 11

se reescribe en términos de ¢ como [ 6t4dt, y [ 6t4dt = [ ttdt = ggt‘r’ +K =
1 3 5

Contenidos %(2:6 + 14) T %

. dx -3 1 -3
r Pagina

L1 5z —1)2+K _1(5 D2+ K
- xr — = — T — o
5—2 10

Full Screen El mismo resultado se obtendria a través del cambio de variable { = 5x — 1.

r+4 1 2z+8 1 2x + 8

1) f(x2-|—8:v)1/4 * f2(x2—|—8:70)1/4 . Qf(x2+8x)1/4 o

Regresar

1
3 [(2x + 8)(2? + 8z)~Y4dx =

R

imi 14 2
Imprimir §§($2 +8:13)3/4 +K — g(:L,2 +8ZE)3/4 +K.
Mediante el cambio de variable ¢t = x> + 8z, dt = 2z + 8,y
Salir $+4

1 14 2
ot L rvag Y g _ 202 st i
f(x2—|—8x)1/4 r=5J a3l HE =gt 8
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K [(Vz+1)(yVz—22+1)de = [(—x+2\/x — 2z/x + 1)dz =

[(—z + 2212 — 2232 + 1)dx =

1 4 4
—§x2+ §x3/2 - g$5/2 +z+ K.
(In z)*

(Inz)* 11

1 1
1) f—)d:v = ngdx = gg(lnx)5+K = E(lna})5+K, yaque [

3x
J f'(@)(f(z))"dz con f(x) =Inzyn = 4.

(Inz)*

T

. . 1
Alternativamente se puede hacer el cambio ¢ = In x, con lo que dt = —dz, y
T

(In z)* 1 11

1
I = dx:§ft4dt:§gt5+K:—t5+K:

15

1 1
m) [ e 2pdy = > i e”’~220dx = Eer_Q + K, pues fex2_22xdx es inmediata, de la

forma [ ef@ f(z)dzx, que es igual a e/ ™®) 4 K.

También se puede hacer el cambio de variable ¢t = 22 — 2, con lo que dt = 2xdx, y

1 1

1
fe“"Q_Qxd:L’ =5 Jetdt =-et+ K = —er* 2 L K.

2 %

3z 3 2z
=5 2
f'(z)
f(z)

n) [

inmediata de la forma [

También puede utilizarse el cambio de variable t = 22 + 2, con lo que dt = 2xdx, y

3z
2 + 2

J

1
—5(1111:)5 + K.

3
dz = —In(2?+2)+ K, yaque [

1
dr = gfzdt:;ln(t)+K:gln(x2+2)—|—K.

dr =

dz es una integral

dr, que es igual a In(f(z)) + K, con f(z) = 2 + 2.



RS A e eb/ 1 . —5ed/= —5ed/®

T 1 5
n d = dl’ o /:E K ]Dllf
) f 23}’2 v 10 f .CEQ 10 ’ ) f

inmediata de la forma [ f'(z)e/(®dz, que es igual a /®) + K, con f(z) = 5/.

dz es una integral

Otra forma de resolverla es hacer uso del cambio de variable ¢t = 5/x.

3 —2r+1 1 4o — 8x + 4
dz = =
O)fx4—4a:2—|—4x—2x 4‘[;54—43:24—493—2

xr =

1
—In(z* — 42% + 42 — 2) + K, de forma similar a la integral h).

4
Mk El cambio de variable ¢t = z* — 422 + 42 — 2, conduce al mismo resultado.
1 1 .
) [—————de=—[3+Ihz] "+ K,
Ir Pagina E f T [3 + In .T]g 2 [ ]

ya que es una integral inmediata del tipo [ f/(z)(f(z))"dx con f(z) =3 +1Inzy
n=—3.

Full Screen También se puede hacer el cambio de variable ¢t = 3 + In .

L — x 1/2
Regresar Q) f \/mdx = 2(6 - 2) + K,

pues es una integral inmediata del tipo
1
[ F'@)(f(@)ds con f(z) = e +2yn = —.
De forma alternativa, resulta adecuado hacer el cambio ¢ = e* + 2.

1 1
Salir n J m? =2/ mdx =2In(y/z+2) + K,

ya que fmd,r

Imprimir

R
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es una integral inmediata de la forma

i f/(x)dx, que es igual a In(f(x)) + K, con f(z) = /x + 2.

()
También se puede hacer el cambio de variable t = /x + 2.
1
s) [ mdm = In(3 + Inx) 4+ K, porque es una integral inmediata de la forma
f'()
dx,con f(r) =3+ Inz.
El mismo resultado se obtiene mediante el cambio de variable
t=3+Inx.

Ejercicio 12 Calcular las siguientes integrales definidas:

4
a) [(22® —2* — z)dx.
2

1 9%

b) [

dx.
0$2+2x

31nt gz
o) [

1

dz.

120 +1



OCHy

UNIVERSIDAD DE MURCIA SOluci(/)n
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b) fmdﬂ? = 1H($2+2>’0 =In3 —In2.

«|» 0
3 In* 1 P
C)fnxdx:—hf’x =_In’3
Contenidos 1 T ) 1 i)
Lor+4+1 o It
d ———drx = —e 7" =1—e2
) i e x e ) e

Ir Pagina

Ejercicio 13 Calcular el drea comprendida entre la recta y = 2x + 4, el eje OX y el eje
OY.

Full Screen

Solucion

Regresar En primer lugar se dibuja la recta y la correspondiente representacion grafica del area,

que se da en la figura 3. Los puntos de corte de la recta con los ejes son: (—2,0) y (0,4),

con lo que el area que se pide es:
Imprimir

0
/ (22 + 4)dr = 2* + 4z (12 =4 ua.

=%

RN

Salir
Ejercicio 14 Calcular el drea que encierra la recta y = 4, el eje OX y las rectas x = —2

yr =3.
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Figura 3: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 13

Solucion

La representacion grafica del area buscada aparece en la figura 4, y vale:

3
/ 4dz = 4z)>, = 20 v.a.

—2

Ejercicio 15 Hallar el drea limitada por las curvas y = x> — 3 ey = 5 — z°.
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Figura 4: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 14

Solucion

Para calcular esta drea hay que dibujar ambas parabolas y calcular sus puntos de inter-
seccion. Estos puntos se obtienen a continuacion:

9 }8:2x2(:)x:2,x:—2.

La grafica de estas parabolas aparece en la figura 5, con lo que el area es:

2 2 372 3 2
4
/ (5 — z%)dx — / (2% — 3)dz = {5x — x_} — {:U— — 34 _ u.a.
i 2 31, 3 ., 3

Ejercicio 16 Hallar el drea de la region del plano limitada por las grdficas f(x) = x® —

r+1yg(x) =22+ 1
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Solucion

Full Screen En primer lugar hay que dibujar ambas funciones, lo que aparece en la figura 6. Una

vez representadas se calculan los puntos donde se cortan.

_1-v5 145

Regresar Yy = 2 +1
T

y=x3—x+1

}x(xQ—x—l):O@x

Imprimir Se aplica la aditividad respecto del intervalo:

R

0 0
A = / f(x?’ —z+ 1)dz — / f(a:Q + 1)dz = 0,772 54 — 0,696 72 = 0,075 82
1-+v5 1—-v5
2 2

Salir
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1+2\/3 % 1
= [ @i [T @i [ ot ae=1.005
0 1 0

de modo que el drea buscadaes A = A; + A,.

Figura 6: Representacion grafica del area correspondiente al ejercicio 16

1 3
Ejercicio 17 Calcular el drea limitada por la curva y = 5:62 — 5:1: + 1lelejeOX ylas

rectast =0y x = 3.
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La gréafica de la pardbola se encuentra en la figura 7, y los puntos de corte de la curva
dada con el eje OX son:

123 +1=0%& 2 1
2 2 )
Entonces el drea pedida es:
1 9 5
Contenidos A= /O (§Q3 §LE + 1)d$ /1 (§L€ 51’ + 1)d$l? + /2 (§l’ 517 + 1>d;€ =
|:3§'3 3 2+ :|1+|:.f173 3 2+ :|2+[x3 3 2+ :|3 11ua
16 ¥ 77 = oL T — —-z+z| =—ua
Ir Pagina 6 4 0 6 4 . 6 4 , 12

Ejercicio 18 Calcular el drea del recinto limitado por la pardbola de ecuacion y = 4 — x>
Full Screen v la recta y = x + 2. Hacer una representacion grdfica aproximada de dicha drea.

Solucion
Regresar

Los puntos de corte de la pardbola y la recta son:

3z2+2x —16=y

Imprimir $+2:y }<:>J,’:—2,ZL‘:1.

Y la representacion grafica del drea se encuentra en la figura 8. Entonces el area pedida es:

Salir L ! 31! 2 !
A:—/ (4—x2)d:r—/ (x+2)dx = 4z - L IF x—+2x zgu.a.
- - 3 =% 2 —3) 2

2 2

R
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Figura 7: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 17
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Ejercicio 19 Calcular el drea comprendida entre la curva y = 3x* + 2z — 16, el eje OX

ol e v las rectas x = —2 y x = 4. Hacer una representacion grdfica aproximada de dicha drea.

Solucion

Regresar g
Los puntos de corte de la curva dada con el eje OX son:

8
Imprimir 3x2+2$—16:0<:>x:2,1’:—§

Salir
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Figura 8: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 18

Y la representacion grafica se encuentra en la figura 9. Asi, el area pedida es:

2 4
A:—/ (3x2+2x—16)dx+/ (3z° + 2z — 16)dx =
2

2
=— [ +2° - 16x}2_2 + [zt - 16:70}; = 84 u.a.

Ejercicio 20 Calcular el drea del recinto limitado por la pardbola de ecuaciony = —x°+
8 yelejeOX.
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__reioia_|
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e |

Figura 9: Representacion gréfica del drea correspondiente al ejercicio 19
Ir Pagina

Solucion

Full Screen Los puntos de corte de la curva dada con el eje OX:

— 2 +8=0z=0,z=_8.

Regresar
Y la representacion grafica de la parabola se da en la figura 10, con lo que el area pedida

€S

8 3 8
256
A= —/ (—2% + 8z)dx = {—x— + 4:1:2] = — ua.
) 3 .3

Imprimir

Salir
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Figura 10: Representacion grafica del drea correspondiente al ejercicio 20



4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1 Hallar las funciones derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = 2°
b) f(z) = 3z
c) flx) =2a*+ 2% — 222 — %

Contenidos

RN
| » |
s
[Cin |
[
[ e
[ |
e

d) f(z) =3z 1.

Ir Pagina e) f(r)=2’Inz.

P f@) = (2 - at)er.
Full Screen $3 + 21:2

g) f(z) =~ ——
Regresar h) f(l') = 61377x+1.

i) f(z) = (5x% — 2z) e** 32,

Imprimir 3

—X

V3r+1-1
Salir Y f(z)=1n <2a: — 1) '

5r +1

J) fz) =
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a) f'(z) =5zt
b) f'(z) = 1223

¢) f'(z) =8x>+ 32 — 4z + %
T

3

A W

Contenidos

e) f'(x) =z +2zxInzx.
Ir Pégina f) f'(x) = e*(32% — 1123 — 3z%).

3x24+4x 242z
g) fl(z) =

Full Screen ln 4 (ln T ) 2

h) f’(l’) — eac3—7ac+1 (3372 _ 7) ]

Regresar 1) f’(ﬂ?) = 6364_3:6 (1OLU — 2) + 6554_33: (5&32 — 2%) (4&33 — 3) .
. 3 i x?
D f)=5 3 -3 :
Imprimir 2(V3z+1-1)"V3z+1 V3r+1-1
2 5
k) f(z) = —~ .
) @) =5 T 5T

Salir

R

Ejercicio 2 Para las funciones siguientes, estudiar su crecimiento y sus extremos rela-
tivos:



NSRS BE e a) f(z) = 212 — 3x + 1.

1
b) f(z)=-2®+ 2 6z + 7.

3 2
2 —2
9 ) =222,
Solucién
Contenidos a) f(z)escreciente en (3/4, +00) y decreciente en (—o0, 3/4).En x = 3/4, 1a funcién

tiene un minimo relativo.
Ir Pégina b) f(x) es creciente si x € (—o0, —6) U (1, +00) y decreciente si x € (—6,1).

c) f es decreciente parax € (—o0, —v/2)U(v/2, +-00) y creciente para z € (—v/2,0)U
(0,/2).Tiene un minimo relativo en z = —+/2 y un maximo relativo en 2 = /2.

Full Screen
Ejercicio 3 Realizar las siguientes integrales indefinidas:
Regresar a) f(xs + 4$3 — x4+ 5)d$.
b) [(¥z + 2y/x)dx.

1
o) [(— + Vbz)dx.

3w
Salr d) [Tz + 4dx.

e) [e%dz.

Imprimir

R
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Contenidos

Ir Pagina

Full Screen

Regresar

Imprimir

Salir

R

f) [ VAx + 2dz.

1
g) f\/ﬁdl’
h) [23(3z* +1)5dz.

) [ V4z —2dz.

) dx
k) [ x—%dz.

(z2 + 62)1/5

) [(VE - 1)(VE - 2)d.

In x)°

m) [ %dm.

n) [e+xdr.

. 4x
i) [ o 7dx.

62/90

0) f3x2d:v.

213 — 4z + 2

dx.
P) fx4—4x2+4x—2 v




B S e ) [ 1
———dx
a 22 [2 + Inz]*

4 ’ 4
—I—‘ Solucion

2) 32°+ 2t — 322 + bz + K.

« | »
b) x5 + dz7 + K.
1 2 3
Contenidos c) 3 Inz + 5\/5x2 + K.
d = (Tz +4)? + K.
Ir Pagina e) %664” n I

f) %(4x+2)3+K.
g 2V6r -2+ K.

Full Screen

RN

Regresar h) %(3134 + 1)6 + K
i) 2(4z —2)/ + K.
Imprimir ) 1 .\ K
Y 9Gr+ 3y
Salir k) g(lj +6{L‘)4/5 + K.

) —$a2 (6 — 15y/Z + 10) + K.



wRERSioAR BE WRe m) i n®z+ K.
n) %ea:2+5+K'
fi) 2In (22— 7) + K.
0) —ie¥*+ K.
p) tln(z* — 42+ 42— 2) + K.
1
EPTIRR

Contenidos q) _

\ pc Ejercicio 4 Calcular las siguientes integrales definidas:
r P4gina

3
a) [(22° — 32% — 3)dx.

1

Full Screen
2 ]
b) [ —dx.
1 3./17
Regresar
8

o) [(Vx+ 2z)dx.

1

R

Imprimir 9
4x
d dz.
) Of 21
Salir
2] 5
e) [ L

1
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<4

Contenidos

Ir Pagina

Full Screen

Regresar

Imprimir

IR NN o

Salir

Solucion
a) @

3

4

o 297
1

d) 2In3 —41In?2.
e) 1ln°2.

Ejercicio 5 Calcular el drea comprendida entre la curva y = x* — v — 2, el eje OX y las
rectast = —2yxr = 2.

Solucion
12667

1000

Ejercicio 6 Calcular el drea comprendida entre las curvas y = 2x° — 2x — 4, el eje OX
ey=—x— 4z +12.

Solucion
1372
27
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