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He preferido hablar de lo imposible, porque de lo posible se sabe demasiado.
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Introduccion

En la escuela aprendimos a resolver ecuaciones lineales
aX+b=0 (0.0.1)

y cuadraticas
aX?4+bX +c=0. (0.0.2)

donde a,b y ¢ son nimeros y suponemos que a # 0. Es bien sabido que la tinica solucién de la ecuacién
(0.0.1) es fg y que la ecuacién (0.0.2) tiene a lo sumo dos soluciones que se obtienen al elegir el signo
de la raiz cuadrada en la siguiente expresién:

—b+Vb? — dac

o (0.0.3)

En realidad, si b2 = 4ac, entonces la ecuacién (0.0.2) tiene una tnica solucién y, si nos restringimos a
los niimeros reales, entonces la ecuacién no tiene solucién si b — 4ac es negativo.

Las ecuaciones (0.0.1) y (0.0.2) aparecen naturalmente en multitud de problemas y sus soluciones
son conocidas desde tiempos de los babilonios. Sin embargo, hasta el Renacimiento no se descubrieron
férmulas para resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado, conocidas con el nombre de cubicas y
cuérticas respectivamente. Al parecer Scipione del Ferro (14657-1526) fue el primero en descubrir una
férmula para resolver ecuaciones de tercer grado. Los descubrimientos de del Ferro no fueron divulgados
y fueron redescubiertos més tarde por Nicolo Fontana (15007-1557), conocido con el nombre de Tartaglia
(“El Tartamudo”). El método para resolver la cibica fue guardado en secreto por Tartaglia hasta que
se lo comunicé a Gerolamo Cardano (1501-1576) con la condicién de que no lo hiciera publico. Sin
embargo, Cardano rompié su promesa con Fontana y en 1545 publico la férmula de Tartaglia en su
libro Artis Magnae sive de Regulis Algebricis, mas conocido con el nombre de Ars Magna. En este libro
Cardano no sélo publica la férmula de Tartaglia, sino también la solucién de la cudrtica que entretanto
habia sido descubierta por Ludovico Ferrari (1522-1565).

El método para resolver la cibica

aX34+bX?2+cX +d=0 (a#0). (0.0.4)

comienza dividiendo la ecuacién por a, para que el término principal del polinomio sea 1, y continiia
completando el cubo con el cambio de variable X =Y — % que transforma la ecuacién en una del
siguiente tipo:

Y3 4 pY +q=0. (0.0.5)

cuya soluciéon viene dada por la Formula de Cardano:
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En la Seccién 1.1 veremos con méas detalle como deducir y usar la Férmula de Cardano.

La solucién de la cuartica encontrada por Ferrari usa un truco para reducirla a la cibica que veremos
con detalle en la Seccién 1.5. Una vez descubiertas férmulas para las soluciones de las ecuaciones de se-
gundo, tercer y cuarto grado, resultaba natural buscar férmulas para resolver las ecuaciones polindmicas
de grado mayor que cuatro. Doscientos anos después de que Cardano publicara las soluciones de la
cubica y la cuértica encontradas por del Ferro, Tartaglia y Ferrari, seguia sin encontrarse una férmula
para la ecuacién de quinto grado a pesar de que primero D’Alembert en 1746 (de forma incompleta)
y mas tarde Gauss en 1799 habian demostrado el Teorema Fundamental del Algebra, que afirma que
todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una raiz. El Teorema Funda-
mental del Algebra muestra que el problema no es si un polinomio tiene raices o no, sino si sus raices
son expresables en términos de los coeficientes mediante operaciones algebraicas elementales. ;Cudles
son estas operaciones algebraicas elementales? Si observamos las expresiones (0.0.3) y (0.0.6) parece
natural considerar como operaciones algebraicas elementales las sumas, restas, productos, cocientes y
extracciones de raices n-ésimas. Una expresion de las soluciones de una ecuacién algebraica de este tipo
es conocido como solucidén por radicales. En 1770 Lagrange publicé un trabajo titulado Réflexion sur la
résolution algébrique des equations en el que estudiaba cémo podrian permutarse las soluciones de una
ecuacién polindmica. Si aq, e, ..., ay, son las soluciones de una ecuacién polinémica P(X) = 0, donde

PX)=X"4ap, 1 X" '+ Fa X’ + a1 X +ag

entonces

P(X) = (X — a1)(X —az) - (X — an).

Desarrollando el producto de la derecha e igualando coeficientes se obtienen unas relaciones entre las
soluciones ay,ag,...,a, y los coeficientes del polinomio P(X). Por ejemplo, la primera y udltima
relacién son
ap = (—1)"a1ag---ay
n—1 = —(a1+as+-ay).

Estas férmulas ya habian sido observadas por Cardano y Vieta y son conocidas con el nombre de
Férmulas de Cardano-Vieta. Como es natural el orden en que se escriban las raices no afecta al
polinomio, lo cual se refleja en que las expresiones de los coeficientes en términos de los coeficientes del
polinomios en las Férmulas de Cardano-Vieta son simétricas, es decir, el resultado no se ve afectado por
permutar el orden en que se escriben los coeficientes. Como veremos la idea para resolver la ecuacién
(0.0.5) pasa por comenzar por resolver una ecuacién del tipo X¢ 4+ aX?3 + b que se llama resolvente
de la ecuacién (0.0.5). La razén por la que podemos calcular las soluciones de la resolvente es que
en realidad se puede considerar como una ecuacién de grado 2. Lagrange observé que la solucion de
Ferrari de la ecuacién de cuarto grado consistia en encontrar otra ecuaciéon de grado 3 cuyas soluciones
estaban conectadas con las soluciones de la ecuacién de cuarto grado original. Lagrange observé que
para pasar de una solucién de la resolvente a otra bastaba con permutar los papeles representados por
las tres raices oy, as y a3 de la ecuacion original que se pretendia resolver. La observacién de Lagrange
es notable porque muestra un método general para encontrar ecuaciones resolventes que no depende de
una idea feliz.
Consideremos la cuértica

Xt pX3 4 gX?—rX +5=0 (0.0.7)

y sean «aq, e, a3 y ay las soluciones de (0.0.7). Las raices cuartas de la unidad, o sea las soluciones de
la ecuacién X4 =1, son 1,4,i2 = —1 e i® = —i. Consideremos los 24 niimeros

1
Wikl = 1(0%' +ia; + P +i’ay) (0.0.8)



donde (1, 7, k,1) es un elemento del conjunto Sy de todas las permutaciones de 1,2,3 y 4. Definimos la
resolvente de (0.0.7) como

oX)= ] X—uijrs)

(i,5,k,1) €54

La ecuacién ¢(X) = 0 parece ser mas complicada que la de grado cuatro original porque tiene grado 24,
sin embargo una vez que desarrollamos el producto de los X — u; ;1 en términos de las desconocidas
rafces q; y utilizamos las Férmulas de Cardano-Vieta observamos que ¢(X) = P(X?) para un polinomio
de P de grado 6. Ademads el polinomio P resulta ser el producto de dos polinomios de grado 3. O sea
#(X) = P (X*)Py(X*), donde P, y P> son polinomios de grado 3 cuyos coeficientes dependen de
los coeficientes p, q,r,s. Resolviendo las ecuaciones P;(X) = 0 y P>(X) obtenemos los valores de los
24 elementos u; j k1, con lo que utilizando las férmulas (0.0.8) obtenemos las cuatro soluciones de la
ecuacién (0.0.7).

Aunque Lagrange no consiguid ir mas alla en el camino de la bisqueda de la solucién de la ecuacién
de quinto grado, marco el camino a seguir. La resolvente de la ecuacién de quinto grado conduce a una
ecuacién de grado 120 que es una ecuacién de grado 24 en X5. Inspirado en los trabajos de Lagrange, en
1799 Ruffini (1765-1822) publicé un trabajo titulado Teoria generale delle equazioni que contenia una
demostracién, poco rigurosa, aunque esencialmente correcta, de que la ecuacién general de quinto grado
no es resoluble por radicales. Una demostracién completa y correcta fue publicada por Abel (1802-1829)
en 1826. El resultado de Abel parece cerrar definitivamente el problema de buscar una férmula para
resolver ecuaciones polinémicas. Sin embargo, no es asi ya que obviamente hay algunas ecuaciones de
quinto grado o superior que si son resolubles por radicales. La més obvia es la ecuacion X™ = a cuya
soluciones son las raices n-ésimas de a, que claramente se pueden expresar por radicales como X = {/a.
El problema que quedaba por resolver es encontrar un método que sirviera para decidir qué ecuaciones
son resolubles por radicales y cuales no lo son, y para las primeras, obtener una expresiéon que describa
por radicales las soluciones en términos de los coeficientes. Este es el problema en el que Abel estaba
trabajando cuando murié en 1829 con sélo 27 anos. La respuesta definitiva al problema fue obtenida
por Galois (1811-1832) mostrando la conexién entre la Teoria de Ecuaciones Algebraicas y la Teoria
de Grupos, o mejor dicho introduciendo el concepto de grupo y relaciondndolo con la resolubilidad por
radicales de una ecuacién. Los resultados de Galois fueron escritos de forma precipitada la noche del 29
de mayo de 1832, antes de un duelo que le costé la vida a los 21 anos y constituyen uno de los diamantes
mas brillantes de la historia de las matemaéticas y la mayor parte del contenido de este curso.

En realidad la forma de exponer la Teoria de Galois es muy diferente a la expuesta por Galois
y sigue el camino marcado por Artin (1898-1962) en la que la Teorfa de Galois toma la forma de
conexion entre la Teoria de Cuerpos y la Teoria de Grupos. Esta método de exposicién puede resultar
algo abstracto al principio pero proporciona un lenguaje algebraico muy apropiado para exponer la
Teoria de Galois. Ademads permite conectar el problema de estudiar ecuaciones algebraicas con otros
problemas clasicos como son los problemas de construcciones con regla y compas, incluyendo los tres
problemas de la antigiiedad, triseccién del dngulo, duplicacién del cubo y cuadratura del circulo, y
el de la constructibilidad de poligonos regulares. Por otro lado la Teoria de Cuerpos proporciona
los fundamentos teéricos de otros campos de actualidad por sus aplicaciones en Teoria de Cédigos y
Criptografia, que es el estudio de cuerpos finitos. Sin embargo, estas aplicaciones no se incluirdn en el
curso por falta de tiempo.






Capitulo 1

Ecuaciones de grado pequeno

1.1 Las ecuaciones de grado menor o igual que 3

En esta secciéon K es un cuerpo de caracteristica 0 y vamos a resolver las ecuaciones de grado menor o
igual que 3 con métodos elementales. En realidad todo funcionaria igual si la caracteristica no es ni 2
ni 3.

Grado menor o igual que 2

Sean a,b € K con a # 0. Entonces la tnica raiz del polinomio aX + b es —g.

Consideremos ahora un polinomio P de grado 2 con coeficientes en K, o sea P = aX? 4+ bX + c con
a,b,c € K y a # 0. Claramente sus raices son las mismas que las de X2 + gX + £. Por tanto vamos a

poner p =2y g = <. Por otro lado X2 + pX + ¢ = (X + £)? + ¢ — %. Por tanto, las raices de P son

a
P p? —pE/p?2—4q —bEVb%—4ac
—q: .

2 4 2 2a

Esto proporciona la férmula escolar de solucién de las ecuaciones de segundo grado y un truco para
considerar otras ecuaciones de grado superior, sugerido por la completacion del cuadrado cuando se ha
puesto X2 +p= (X2 + %)2 — %. Otra idea menos relevante es la de que siempre podemos considerar
polinomios moénicos.

La ecuacién X" —a =0

Antes de considerar polinomios de grado 3 vamos a considerar la ecuacién X™ — a = 0. Podriamos
expresar las soluciones de esta ecuacién como {/a pero esto serfa bastante ambiguo. De hecho estamos
acostumbrados a usar ++/a para representar las dos rafces cuadradas de a, en el caso en que a sea
distinto de 0. Si @ es un ntimero real positivo, entonces y/a suele representar la raiz cuadrada positiva
de a y —+/a la rafz negativa. Sin embargo, si a es un ntiimero real negativo no estd claro quién es v/a
y quién es —y/a, aunque solemos considerar que i es una de las dos raices cuadradas de —1 y, entonces
—i representa la otra. Ademads representamos i en la parte superior del eje de abscisas y —i en la parte
inferior. De la misma manera si ¢ es un nimero real negativo, entonces las raices cuadradas de a son
Vay —/a de forma que v/a representa +/Jali y —/a representa —4/|ali. Sin embargo, si a es un
ntiimero complejo no real, no estd claro quién es v/a y quién es —/a. Esta ambigiiedad desaparece si
utilizamos la forma polar, pues si a = r, es decir a es un nimero complejo de médulo r > 0 y argumento
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0 << 2m, oseaa=r(cosa+isen ), entonces las raices cuadradas de a son

2 2
ﬁ%:ﬁ<cosg+isen%> y \/;a-;}rr:\/;(COSa—i_ W-l—isena—i_ ﬂ—).
Maés en general, si a = r, = r(cosa + isen ) € C\ {0}, entonces las raices de X" — a son los

elementos de la forma

{l/;a+2k7r = yr (COS
n

2k 2k
W+isenw>, con k=0,1,...,n—1.

La cibica

Vamos a ver como resolver ecuaciones de grado 3. Dividiendo el polinomio por su coeficiente principal
podemos suponer que el polinomio es ménico, es decir el coeficiente de X3 es 1. Ponemos pues

P=X3+aX?+0bX +ec.

Comenzamos usando la idea de completar cuadrados que aparecié en la solucién de la ecuacion de

segundo grado, que en este caso se convertirfa en completar X3 + aX?2 a un cubo, o sea escribimos esto
a 3 . .

como (X + ¢)° + @ para un polinomio Q. Entonces

a\3 a? a’ a? a’
:P—(X f) X aX? 4 bX +e— (X +ax?+ L x+ 8 ) = (oL ) x4 L,
Q +3 +aX”+bX +c taX"+ =X+ o0 b 3 te- o

Esto nos sugiere el cambio de variable Y = X + £, o sea X =Y — g, de forma que en términos de Y’
tenemos que

- a? a a’ a? 2a%  ab
P=v31(p-L (Yff) ST sy (b y o 9w
+( 3) 3) T o7 + 3) et T3

Por tanto ponemos
a? 2a®  ab
3 27 3

y podemos concentrarnos en las ecuaciones de la siguiente forma:
X3+ pX +q=0. (1.1)

La ecuacién (1.1) no tiene misterio si p = 0 pues, en tal caso, la solucién serd — ¢/gq. Como pasa con la
rafz cuadrada, en realidad si ¢ # 0 entonces ¢ tiene 3 raices ctibicas pues si

2 —1++v-3

= 27Ti+,
w=e€e3 =cos— +isen —
3 3 2

entonces w3 = 1 y las raices de z2 + ¢ son
~Va, —wit, W'Y

Supongamos que p # 0. La idea para considerar este caso proviene de del Ferro y Tartaglia y
consisten en poner
X=u+v

con lo que la ecuacién (1.1) se convierte en

ud + 3uv 4+ 3uv? + 02 + pu+pv+ ¢ =0,
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que reescribimos como
u® + 03 + (Buv +p)(u+v) +q=0.

Como hemos cambiado una variable por otras dos, es natural imponer alguna condicién adicional entre
las dos variables u y v. Por ejemplo, la tltima ecuacién se simplifica bastante si ponemos 3uv + p = 0.
Obsérvese que como estamos suponiendo que p # 0, de la igualdad 3uv + p = 0 se deduce que u # 0 y
obtenemos el siguiente sistema

ud + 03 4+q=0, e
Ju
Eliminando v, nos quedamos con
3
3 D
— =0
o7as 1
Multiplicando por u? obtenemos
3
u® + qu® — (g) =0 (1.2)

que parece mas complicada que la ecuacién original de grado 3 ya que tiene grado 6. Sin embargo la
ecuacién (1.2) es una ecuacién de grado 2 en u® de donde deducimos que

s —qE/q*+4(p/3)3 q @ P
- SR Y
Y 2 2 T

En este momento es muy tentador concluir que

2 3
3[4 q p
= —_ = :l: — —_—
“ \/ 2 V7 o
lo que proporciona 6 soluciones de la ecuacién (1.2), ya que si ug y u; son raices ctibicas de —24-4/ % + %

_q_ /4 . p® £ " t 2 . ibi de —4 @2 | p
Yy —3 I + 57 respectivamente, entonces ug, wug, w=up son raices cibicas de —F+1/ I + 5 y ui, wuy

y w?u, son raices ctibicas de -4 —/ ‘14—2 + %. Por tanto, una vez calculado v = —Z-, obtenemos una
solucién X = u + v para cada uno de los seis valores obtenidos de u. Esto no puede ser correcto ya
que una ecuacion de grado tres tiene a los sumo tres soluciones. A pesar de esto sélo obtendremos tres
soluciones. En efecto, obsérvese que

q ¢ P q e W
<2+ 4+27>< 2 FRET T A

. S 2 3 M
Por tanto, si u es una raiz ctibica de —4 + (/%4 + &=, entonces v = —Z>- es una rafz ctibica de —2 —
2 3 .« . .
\/ 4 + 5. En conclusién, las seis soluciones de (1.2) son U, wi, W, v = — g, WUy w?v, pero como

hemos impuesto que uv = fg, tenemos que unir cada una de las las tres primeras aquella de las tres

segundas que multiplicadas de —g. O sea, las tres soluciones siguientes de la ecuacién (1.1) son:
2 2
uU—+v, wu-+wv, wu-+w.

Esto no tiene el aspecto de una féormula. Teniendo en cuenta la relacién obtenida entre los cubos de u
y v nos gustaria poner algo asi como

sl q @  pP sl oq @ p3
V=2 +4/>+ = —S e 1.
\/2+ 4+27+\/2 1 Top (1.3)
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lo que efectivamente nos servird para calcular las tres soluciones de (1.1), si tomamos la siguiente
precaucién: Si u es la primera rafz ciibica y v es la segunda, entonces uv = —£. La féormula (1.3) se
conoce con el nombre de Formula de Cardano.

Ejemplo 1.1 Vamos a calcular la longitud de las aristas de un cubo cuyo volumen sea seis unidades
mayor que el area total de las caras exteriores. Si X es la longitud de una arista, entonces el volumen es
X3 y cada una de las seis caras exteriores tiene una drea igual a X2. Por tanto, X satisface la ecuacién

X?—6X*—-6=0.
Poniendo Y = X — 2 la ecuacién original se convierte en
Y3 —12Y —22=0

O sea se trata de la ecuacién (1.2) con p = —12 y ¢ = —22 con lo que

Y = {/11+\/M+ §/11—m= §/11+¢57+ {/11—\/5.

y por tanto el lado del cubo buscado es

X:2+§/11+\/ﬁ+€/11—\/ﬁ

ya que no debemos considerar soluciones complejas. Obsérvese que los sumandos u = v/11 4+ /57 y

v = v/11 — /57 cumplen la igualdad uv = —£ =4 pues
3 3 3 3
uv:\/11+\/ﬁ\/11—\/§:\/12175 = V64 =4.

Si nos olvidamos de que la solucién que buscamos es un niimero real y queremos encontrar todas
las soluciones complejas de la ecuacién X3 — 6X2 — 6 = 0 las tres soluciones serian

/ 4 /
24u+v, 24+wutwi y 2+4w?utwv, con u:311+\/57€Ryv:7:311—\/57.

u

1.2 Polinomios en varias indeterminadas

En esta seccién A es un anillo. Denotamos por A* el grupo de las unidades de A, o sea A estd formado
por los elementos invertibles de A considerado como grupo con el producto de A como operacion.
Recordemos que si X es una indeterminada, entonces A[X] denota el anillo de polinomios con coeficientes
en A. Recordemos también la

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en una variable: Para todo homo-
morfismo de anillos f : A — By todo elemento b € B existe un tinico homomorfismo de
anillos f : A[X] — B que extiende f y tal que f(X) =b.

Para cada entero positivo n, definimos el anillo de polinomios en n indeterminadas con coeficientes
en A, denotado por A[X7,...,X,], mediante la férmula recurrente

AlXy, .., Xn] = A[Xy, ., X[ X

Los elementos X1, ..., X, de A[Xy,..., X, ] se llaman indeterminadas y los elementos de A[X7,..., X,]
se llaman polinomios en n indeterminadas con coeficientes en A.

A partir del Corolario 3.2, la Proposicién 3.13 y el Teorema 3.17 de GyA, se obtienen ficilmente
por induccién las siguientes propiedades:
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Proposicion 1.2 Para un anillo A y un entero positivo n se verifican:
(1) A[Xq,...,X,] nunca es un cuerpo.
(2) AlX1,...,X,] es un dominio si y solo si lo es A.
(3) Si A es un dominio, entonces A[Xy,..., X,|* = A*.
(4) A[X1,...,Xy) es un DFU si y solo silo es A.
(5) AlX1,...,Xy) es un DIP siy solo sin=1y A es un cuerpo.
Convenio: 0 € N.

Siac A\ {0} ei=(i1,...,i,) € N" entonces el elemento a X' --- Xi» de A[X1,...,X,] se llama

monomio de tipo i y coeficiente a. Entenderemos que 0 es un monomio de tipo (0,...,0) y coeficiente
0.
Lema 1.3 Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo elemento p de A[Xy,...,X,] se

escribe de forma unica como suma de monomios de distinto tipo. Es decir, se tiene una unica expresion
p=>_ piX{- Xir (1.4)
ieNn
con p; € A para todo i y p; = 0 para casi todo i = (i1,...,i,) € N™.
Demostracion. Aplicamos induccién en n, con el caso n = 1 obvio por la propia definicién de anillo
de polinomios en una variable. Cuando n > 1, un elemento de A[Xy,..., X,] es, por definicién, de la

forma ZteNO pe X! con cada p; € A[X1,...,X,_1]y casi todos los p; nulos. Por hipétesis de induccién,
cada p; se expresa como

. il in—l
bt = § (pt)(ilg-<~7i'n—1)X1 T Xn—l ’
(14eyin—1)ENG T
donde cada (pt)(il ,,,,, in_1) estd en Ay casi todos son nulos. Definiendo p; = (pi")(il ,,,,, in_1), Dara
i =(i1,...,1y), tenemos la expresién deseada.
Reciprocamente, una expresiéon como (1.4) puede reescribirse como un polinomio en X,, con coefi-
. . [ . . - i A

cientes en A[X71,...,X,_1] sin méds que definir cada coeficiente como p; = > p; X7'--- X,"7', con la
suma extendida a todos los i = (iy,...,4,) € Nj con i, = t. Usando esto es sencillo demostrar que

estas expresiones son tnicas, asumiendo que lo son en A[X7,..., X,_1]. O

Usando la Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en una variable y razonando por induccién
en el nimero de indeterminadas, se demuestra facilmente la siguiente generalizacion.

Proposicién 1.4 Sean A un anillo, n un entero positivo y u: A — A[X1,...,X,] la inclusion.

(1) (PUAP en n indeterminadas) Dados un homomorfismo de anillos f : A — B y n elementos
bi,...,bn € B (no necesariamente dz'gfintos), existe un unico homomorfismo de anillos f de
AlXq,..., X, a B tal que fou=fy f(X;)=0b; para cada j =1,...,n.

(2) Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[Xq,...,X,] = B coinciden sobre A y en X; para cada
j=1,...,n, entonces son iguales.
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(8) La PUAP en n indeterminadas determina A[X1, ..., X,] salvo isomorfismos, en el siguiente sen-

tido: Supongamos que existen un anillo P con elementos Ty, . .., T, y un homomorfismo de anillos
v: A — P tales que, dados un homomorfismo de anillos f : A — B y elementos by,...,b, € B,
eziste un 1inico homomorfismo de anillos f : P — B tal que fov = f y f(Tj) = b; para cada
j =1,...,n. Entonces, el inico homomorfismo ¢ : A[X1,...,X,] — P tal que pou =v y
&(X;) =T, para cada j =1,...,n, es un isomorfismo.

Como en el caso de una indeterminada, se tiene:

Ejemplos 1.5 Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas.

(1)

Dados anillos A C B y elementos by, .. .,b, € B, existe un homomorfismo S : A[X,..., X,] = B
que es la identidad sobre A y tal que S(X;) = b; paracada j =1,...,n. Dadop € A[Xy,..., X,],
escribiremos a menudo p(by, ..., b,) en lugar de S(p). Sip=>, \n pi X1 ... Xin es la expresién
de p como suma de monomios, entonces

iEN™

O sea, p(b1,...,b,) es el resultado de sustituir las variables Xi,...,X,, por b1,...,b, respec-
tivamente. Por eso este homomorfismo se llama homomorfismo de sustitucion o evaluacion en

(b1,...,bp).

La imagen del homomorfismo de evaluacién en (bq,...,b,) es el subanillo de B generado por
AU{by,...,b,}, que denotaremos por Alby,...,by].

Supongamos que f,g: Alb,...,b,] — C son dos homomorfismos de anillos. Entonces f =g siy
solo si fla = glay f(b;) = g(b;) para todo i. Para demostrar esto basta aplicar la Proposicién 1.4
para deducir que f oS = go.S y concluir que f = g, pues S es suprayectiva.

Sea A un anillo y sea o una biyeccién del conjunto N,, = {1,...,n} en s{ mismo con inversa
7 = 0. Sien el ejemplo anterior tomamos B = A[X1,...,X,] ¥y bj = X,(;), obtenemos un
homomorfismo @ : A[X7,...,X,] = A[X1,...,X,] que “permuta las indeterminadas”. Es claro
que & es de hecho un automorfismo con inverso 7. Usando estos isomorfismos y la definicién de

los anillos de polinomios en varias indeterminadas, es facil establecer isomorfismos
AXy, o X, Y, Y =2 AX, L XY, Y] = AV, L Y[ XL X
por lo que, en la practica, no hay que distinguir entre estos anillos.

Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo o AX, X =
B[X1,...,X,] que coincide con f sobre A y verifica f(X;) = X; para cada j = 1,...,n. Si
p= ZiGN" piX;' - Xin es la expresién de p como suma de monomios, entonces

fo)= > floo) Xt X,

i€EN™

En el futuro este homomorfismo lo denotaremos por f.

Por definicién, el grado de un monomio aXf1 c- Xin de A[Xq,...,X,] esi; + - +i,. El grado
gr(p) de un polinomio p # 0 de A[X7,...,X,] se define como el mayor de los grados de los monomios
que aparecen con coeficiente no nulo en la expresion de p como suma de monomios de distinto tipo
(Lemma 1.3).
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Es claro que, dados dos polinomios p y ¢, se tiene

gr(p +q) < max{gr(p),egr(q)} vy  gr(pg) <egr(p) +gr(q).

Sin embargo, no es tan facil como en el caso de una indeterminada ver que, cuando A es un dominio, la
segunda desigualdad es de hecho una igualdad. Para esto, y para otras cosas, es interesante considerar
el siguiente concepto:

Un polinomio p # 0 de A[X1,...,X,] se dice homogéneo de grado n > 0 si es suma de monomios
de grado n. Por ejemplo, de los polinomios de Z[X,Y, Z]

XY +Y3-3XYZ+6YZ%, XC4+YS4+Z0 4+ X3V X3Z234Y32Z3, XYZ+X+Y +2Z,
los dos primeros son homogéneos (de grados 3 y 6, respectivamente) y el dltimo no lo es.

Proposicién 1.6 Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo polinomio de A[X1,..., X,]
se escribe de modo unico como suma de polinomios homogéneos de distintos grados.

Demostracién. Sip =), . pinl .-+ Xin es la expresiéon de p como suma de monomios y ponemos
hj =i gpiy—y PiX1 - Xy, es claro que p = hg + hy + -+ + hy (donde k = gr(p)) es la expresién
buscada. La unicidad es consecuencia inmediata del Lema 1.3.[]

Corolario 1.7 Si D es un dominio y n > 1, se tiene gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera p,q €
D[X1,..., X,].

1.3 Polinomios simétricos

Vamos a denotar por Sim,, al grupo de permutaciones en n indeterminadas.

Sea A un anillo arbitrario y consideremos n indeterminadas Xi,...,X,,. En el Ejemplo 2 de 1.5
vimos que para cada permutacién o € Sim,,, existe un unico automorfismo & de A[X7,..., X,], tal que
&(a) = a, para todo a € Ay 7(X,) = Xy(,,). Obsérvese que 567 =7 oT.

Un polinomio p € A[X7,...,X,] se dice que es simétrico, en las indeterminadas Xi,...,X,, si

& (p) = p para todo o € Sim,,. Por ejemplo, los polinomios en dos indeterminadas X; + X5 y X; X5 son
polinomios simétricos. Sin embargo estos polinomios no serian simétricos como polinomios en mas de
dos variables. Obsérvese que el conjunto de todos los polinomios simétricos de A[X7q, ..., X,] forma un
subanillo de A[X},..., X,].

Para cada p € A[X1,...,X,], sean

Ou(p) ={7(p) ;0 €Sim,} vy Tulp)= Y, ¢

q€0,(p)

Obsérvese que si o € 3, entonces 7 se restringe a una biyeccién de O, (p) en si mismo pues claramente
7(On(p)) C On(p), On(p) es finito y 7 es inyectiva. Luego

F(Sa(p) = Y, Fla)= > q=23u),

q€0n(p) q€0n(p)

es decir X,,(p) es un polinomio simétrico.
Por ejemplo,
O0,.(X1) = {X1,Xq,..., Xy}
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y por tanto
Y.(X) = Xi+Xeo+ -+ X,
Y.(X1Xe) = Zl§i<j§nXin'
Los polinomios de la forma
S = L.(X)=X1+Xo+ -+ X,,
Sy = Tu(X1Xp)= Y XX,
1<i<j<n
Sy = Yn(X1X9X3) = Z XiX; Xy,
1<i<j<k<n
Sp = Zp(XiXe X)) =X1Xe - Xy

se llaman polinomios simétricos elementales en n indeterminadas. Obsérvese que sii < n < m, entonces
S; tiene significados distintos segin que consideremos n 6 m indeterminadas. Por ejemplo para dos
indeterminadas los polinomios simétricos elementales son

S = X1+ Xy,
S = X1Xo
y para tres son
ST = X1+ X5+ Xs,
Sy = XiXo+ X1 X3+ X2 X5,
Sy = X;X»Xs.

Lema 1.8 Se verifican las siguientes propiedades para f € A[Xy,...,X,] y o € Sim,,.
(1) Si f es homogéneo de grado n, entonces o(f) es homogéneo de grado n.

(2) Un polinomio es simétrico si y solo si sus componentes homogéneas son simétricas.

Demostracion. (1) es obvio.

(2) Seap =po+p1+...+pm un polinomio en n variables X1, ..., X, con coeficientes en el anillo A,
donde p; denota la componente homogénea de grado i. Como el conjunto de los polinomios simétricos
es un subanillo de A[X7q,..., X,] estd claro que si pg,p1,...,p, son simétricos, entonces p también es
simétrico.

Reciprocamente, supongamos que p es simétrico y sea o € Sim,,. Entonces

p=0(p) =7(po) +o(p1) + - +0(pm)

y cada &(p;) es homogéneo de grado 7, por (1). Como la descomposicién de un polinomio en suma de
polinomios homogéneos de distintos grados es tnica, deducimos que p; = 7(p;) para todo i. Por tanto
p; es simétrico para todo ¢. [

Si a denota un elemento de N”, entonces a; denotard la i-ésima coordenada de a, es decir a =
(a1,...,ayn). Sip € A[Xy,...,X,] vy a € N" entonces vamos a denotar por p, al coeficiente de
X{t - X2 en p. De esta forma cada polinomio p € A[X7, ..., X,] se expresa como

p= Y paXPIXE X1
aeN”
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Vamos a denotar por < al orden lexicografico en N™. Es decir, dados dos elementos a y b de N,
diremos que a < b si o bien a = b o existe un ¢ tal que ag = by, a1 = b1,...,a;-1 = b;_1 y a; < b;. Por
ejemplo

(1,1,2) < (1,3,1) < (2,0,0) < (2,0,1) < (2,1,0) < (3,0,1).

Este orden es un orden total en N™ y por tanto todo subconjunto finito de N™ tiene un minimo y un
maéximo respecto de este orden. Por ejemplo, si

X ={(2,2,1),(3,3,1),(2,0,2),(3,0,2),(2,1,0),(2,1,1),(3,0,0) }

entonces
(2,0,2) £ (2,1,0) < (2,1,1) £ (2,2,1) < (3,0,0) £ (3,0,2) < (3,3,1)
y por tanto, el minimo de X es (2,0,2) y su méximo es (3,0,0).

De hecho < es un buen orden, es decir todo subconjunto no vacio X C N” tiene un minimo en N".
En efecto, es ficil ver que el minimo de X es el elemento a = (ay, ..., a,) definido de la siguiente forma:
a1 es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuya primera coordenada es m,
as es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas dos primeras coordenadas
son (a1, m), ag es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas tres primeras
coordenadas son (ag,az, m). En general, a; es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento
de X cuyas i primeras coordenadas son (ay,...,a;—1,m).

Si0#peAXy,...,X,], entonces denotamos

d(p) = max{a € N" : p, # 0},
donde el maximo es respecto del orden <. Por ejemplo,
S(XTX3 + X1 X + X§ + X7 Xo + X9) = (3,1),

o (0,6) < (1,1) £ (2,2) 5 (3,0) < (3,1).

De forma andloga a como se hizo para el grado habitual ponemos que §(0) = —oo y consideramos
—00 < a para todo a € N™.

Obsérvese que § satisface propiedades similares a gr. En efecto se verifica el siguiente lema cuya
demostracién dejamos como ejercicio.

Lema 1.9 Sip,q € A[X4,...,X,], entonces

(1) d(p+q) < max{d(p),d(q)} y d(p+q) < max{d(p),d(q)} siy solo sid(p) =d(q) Y Psp) +ds5(q) = 0-

(2) 6(pq) < 6(p) + (q) y se verifica la igualdad si y solo si se verifica una de las tres siguientes
condiciones: (a) p=0, (b) ¢ =0, (c) p y q son diferentes de 0 y ps(p)qs(q) 7 0-

(3) Si A es un dominio, entonces §(pq) = d(p)d(q).

Teorema 1.10 Todo polinomio simétrico en n variables se puede escribir de forma unica como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales. Mds precisamente, si Sy, ...,Sy son los polinomios
simétricos elementales en las variables X1, ..., X,, entonces el homomorfismo de sustitucion

QDZA[Xl,...,Xn] — A[X1,7Xn]
F — F(Sl,...,Sn)

es inyectivo y su imagen es el conjunto de los polinomios simétricos.
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Demostracién. En primer lugar observemos que §(.5;) es el elemento de N™ que empieza con i unos
y acaba con ¢ ceros. Es decir

0(51) =(1,0,...,0), 4(S2)=(1,1,0,...,0), ..., 0(Sp)=(1,1,...,1).
Por tanto, utilizando la propiedad (2) del Lema 1.9 se tiene que
(ST Sam)y=(a1+aztaz+--+ap,aztaz+--+an, a3+ -+ an, ..., 0n_1 + an,ap).
Obsérvese que la aplicaciéon ¢ : Q™ — Q™ dada por
v(ay,...;an) = (a1 +as+az+---+an,as+as+--+an, a3+ -+ an, ., @1+ an,an)

es lineal y su matriz asociada en la base candnica es

1 1 1 - 1 1

0 1 1 - 1 1

A 0 0 1 e 11

0o 0 0 1 1

0O 0 O 0 1

La matriz A es invertible y

1 -1 0 0 O
0 1 -1 -+ 0 0
Al 0 0 1 -~ 0 0
o o o - 1 -1
o o o - 0 1

Ademés, ¥(N*) = {(a1,...,a,) EN" a3 > ag > -+ > a,}. En efecto, (a1,...,a,) € P(N") si y solo
si (ay,...,a,) =Y(by,...,b,) para algin (by,...,b,) € N* siy solo si ¥y "!(ay,...,a,) € N" siy solo si
(a1,a2 —ay,...,ap —ap—1) € Nsiysolosi(ay,...,a,) EN"ya; >as--->a, >0.

Por tanto, para todo polinomio P € K[X1, Xa,...,X,], si 6(P) = (a1,...,an) y a1 > ag- - > a, >
0, entonces §(P) = §(S% .. S%) donde b = (by,...,b,) = A~15(P).

© es inyectiva. Sea 0 #p € K[Xy,...,X,] v sea X el conjunto de elementos a € N tales p, # 0.
Como la aplicacién 9 es inyectiva existe un elemento a € X tal que §(S¢* --- §%) > §(S% ... §bn) para
todo b € X \ {a}. Como

P(p) = paST - Sim kD Sy S
beX\{a}

aplicando la propiedad (1) del Lema 1.9 se tiene que §(p(p)) = 6(S7* - - - S%) y, en particular ¢(p) # 0.
Como ¢ es un homomorfismo, esto demuestra que ¢ es inyectiva.

La imagen de ¢ es el conjunto de los polinomios simétricos. Esta claro que todo elemento de la
imagen de ¢ es un polinomio simétrico. Demostramos la otra inclusiéon por reduccién al absurdo.
Supongamos que hay un polinomio simétrico que no esta en la imagen y elegimos uno de dichos poli-
nomios p para el que a = §(p) sea minimo con respecto a la relacién de orden <. Como p es simétrico,
a; > as > -+ > a, >0y por tanto existe a € N” tal que ¢(b) = a. Eso implica que 5(5’?1 <80y =q
y, de la propiedad (1) del Lema 1.9 se deduce que si ¢ = p — paSi71 .- 8% entonces §(q) < §(p). Por la
eleccién de p, se tiene que g estd en la imagen de ¢, es decir existe r € K[Xq,..., X,] tal que ¢(r) = q.
Entonces p = (1) + @(pa X2 - X0) = @(r + po X --- Xb), en contra de que p no estd en la imagen
de . O
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A pesar de que la demostracién del Teorema 1.10 es por reduccién al absurdo, en realidad es con-
structiva, es decir, proporciona un método efectivo para escribir un polinomio simétrico dado como
polinomio en los polinomios simétricos elementales. En concreto, si la entrada del siguiente algoritmo
es un polinomio simétrico p en n indeterminadas, entonces la salida seria otro polinomio f en n inde-
terminadas, que cumple p = f(S1,...,S,).

Algoritmo 1. Polinomio simétrico como polinomio en los polinomios simétricos elementales

Entrada: Un polinomio simétrico p.
q:=p;f:=0.
Mientras que g # 0:
a:=0(q); b=2y"Ya); f:=f —paX{t - X0y q = q+paSyt - Shr
Salida: f.

Ejemplo 1.11 Seap = X{+X3+X3, un polinomio simétrico en tres variables. Entonces §(p) = (3,0,0)
y por tanto ¥»~1(3,0,0) = (3,0,0). Sea

qQq = p*S:f :X?+X§’+X§’7(X1 +X2+X3)3
= *3(X12X2 +X1X22 +X12X3 +X1X§ +X22X3 +X2X§) —6X1 X2 X5.

Entonces §(q1) = (2,1,0) y ¥»~%(2,1,0) = (1,1,0), por lo que ponemos

@ = q +3515
= 3(X1+ Xo+ X3) (X1 Xo + X1 X3+ X0 X3)
—3(XP Xy + X1 X7 4+ X{ X35+ X1 X3 + X3 X3+ XoX3) — 6X1 X, X5
— 3X,X,Xs = 35s.

Por tanto
X34+ X3+ X3=p=S} +q =5} — 3515 +q2 = S} — 35159 +35;.

La siguiente formula, es muy facil de demostrar y es conocida con el nombre de Férmula de Cardano-
Vieta ) )
(T = X)(T = Xa) (T = X)) =T" + 3700 (-1)'SiT" " =
T — ST+ ST 2 — o (=1)"728, oT? + (=1)" 1S, 1T + (—=1)"S,,
donde S7,.5,...,5, son los polinomios simétricos elementales en las variables X1, X5, ..., X,,.

La Férmula de Cardano-Vieta, junto con el Teorema 1.10 permite obtener el resultado de sustituir
las raices de un polinomio en un polinomio simétrico. Veamos un ejemplo.

(1.5)

Ejemplo 1.12 Supongamos que queremos calcular la suma de los cubos de las raices a1, as y as del
polinomio 72 — T + 1. Aplicando las Férmulas de Cardano-Vieta obtenemos

T3 —T+1=(T—a))(T - ) (T —a3) =T —s,T? + 53T — s3,

donde s; = S;(a1, a9, a3). Es decir,

s1 = art+as+az3=0
Sy = i+ ajaz+ agsag = —1
S3 — Q1003 = -1

Entonces
St ad+ad=53—3s15+3s3 =3
aq (05 Q3 = S7 5182 S3 = .
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Podemos utilizar las Férmulas de Cardano-Vieta en sentido contrario para resolver sistemas de
ecuaciones en polinomios simétricos.

Ejemplo 1.13 Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

l‘1+l’2+1’3 = 2
2+azi+a2i = 4
3+ad+as = 5

Si ponemos s1 = Sy(x1,22,23) = 1 + To + X3, S2 = So(x1,%2,%3) = T 1T + T1X3 + ToT3 ¥ S3 =
Ss(z1x223), entonces de las Férmulas de Cardano-Vieta se deduce que x1,x2 y x3 son las raices del
polinomio T2 — 5172 + 59T — s3. Sabemos que s; = 2. Ademds 4 = x% + x% + x% = s% — 289 =4 — 259,
con lo que s =0,y 5 = xzf + x% + xi = szf — 35182 + 3s3 = 8 + 3s3 y, por tanto, s3 = —1. Luego
x1,T2 ¥ T3 son las raices del polinomio T3 — 272 4 1. Claramente una de estas raices es 1 y tenemos
T8~ 272 4 1= (T~ 1)(T* = T~ 1). Por tanto {z1,zz,23} = {1,245, 155},

1.4 Otra vez la cubica

Vamos a volver a resolver la ciibica con las herramientas que hemos aprendido. Ahora escribimos un
polinomio ménico genérico de grado 3 en la forma

P=X?—5X%+5X —s3 € K[X]

y vamos a llamar a1, as, a3 a las raices de P, cada una repetida tantas veces como sea su multiplicidad
como raiz de P, o sea P = (X — a1)(X — a2)(X — as). Por las Férmulas de Cardano-Vieta,

s; = Si(a1, ag, as).

Si volvemos por un segundo al polinomio ménico X2 + bX + ¢ de grado 2 y oy y a son sus raices,
entonces o) —ag = Vb2 —4dey (o —042)2 =b%?—4c € K. Esto lo llamamos discriminante de la ecuacién.
Vamos a hacer algo parecido llamando discriminante de P al cuadrado del producto de sus raices o
sea:
D = (Otl — 012)2(&1 — 013)2(0@ — 03)2.
Si consideramos los «; como variables independientes, observamos que D es un polinomio simétrico y
por tanto es un polinomio en s1, S2, s3. En concreto

D = (041 - 0&2)2(051 - 0&3)2(052 - 0&3)2
= a‘llag + a%o/zl + o/llag + a§a§ + a%ag + a%ag
—2(ajo3 + afog + aje)
—2(afasas + ajasas + ajasad)
+2(afazas + afasas + afazal + arasal + afasal + ajazal)
—6alazas

= Y3(afad) —2%3(adad) — 25383(a3) + 2538 3(atas) — 653

Aplicando el algoritmo explicado en la Seccién 1.3, o la solucién del Problema 1.16, tenemos

Y3(atald) = s?s% —2s3 — 2ss3 + 4815083 — 32,
Y3(adal) = s3—3sisas3 + 3s3,

Y3(a3) = s —3s18 + 3s3,
Eg(a%ag) = 8182 — 383
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con lo que
D = 5252 —2s5 — 25353 4+ 4515083 — 352
—2(s5 — 3515983 + 38%) — 253(5% — 35159 + 3s3)
—|—283(5182 - 383) - 65§
= 5753 — 455 — 45353 + 18515983 — 27s3.
Sea w = 71% V=3 que ya aparecié en la Seccién 1.1, y pongamos
To = Q1 -+ (6%) -+ (6 %3
r = ]+ was+ w2a3
ro = o1+ w2a2 + was

Estos r; se llaman resolventes de Lagrange. El nombre de resolvente proviene de que podemos resolver
la cubica en términos de los r; simplemente resolviendo en los «; el sistema de ecuaciones lineales que
define los r;. Por ejemplo,

To 1 1
r ow w?
2
Ty w w ro+ 11+ T2
o = = . 1.6
' 11 1 3 (1.6)
w W
1 w? w
Claramente rg = —s; y 71 y 72 van a tener un papel similar al de u y v en la solucién que vimos de la

ecuacion (1.2). Primero observamos que

3 2 2 2 2 2, 2 2
i =af + aj + af + 6arazas + 3w(aias + ajas + a1a3) + 3w (a1as + afas + aza3).

Escribiendo X f’ + X23 + X g’ 4+ 6.X7 X2X3 en términos de los polinomios simétricos elementales deducimos
que
a‘I’ + ag + ag + 6oy = s:f — 35182 + 9s3.

con lo que

r3 = 5% — 35159 + 953 + 3w(aias + Adas + a102) + 3w (a0 + atas + axa?).
Anélogamente

73 = 87 — 35182 + 983 + 3w? (aFag + asas + a1a3) + 3w(aias + afas + azad).
Sumando las dos expresiones tenemos

3 13 = 253 — 65150 + 1853 + 3(w + w?) T3 (afag)
Teniendo en cuenta que w + w? = —1 y Y3(afay) = s152 — 3s3 obtenemos
ri’ + r% = 28:1)’ — 68152 + 18s3 — 3(s182 — 3s3) = 25‘;’ — 98189 + 27s3.

Por otro lado

(alag + alag +adaz) — (a3 + atas + agag) = (a1 — ao) (a1 — a3)(as — a3),

y por tanto
P — 13 = 3(w —w?) (a1 — @) (g — az)(ag — az) = 3v/=3D.
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Luego
3+ 13 = 28} —9s180 + 27s3,

r? — r3 = 3v-3D

y resolviendo el sistema tenemos

o= {288 - 95150 — 2755 + 3v/=3D),
ro = i/%(QS% — 98182 — 2753 — 3\/ —3D).

Sustituyendo en (1.6) los valores obtenidos para 7,71 y 72 obtenemos

1 1 1
=g (—sl + §/2(2s:1” — 95189 — 2753 + 3V —3D) + \3/2(25% — 95159 — 2783 — 3\/—3D)> :

Esto proporciona una de las raices de G3, excepto que ya sabemos que tenemos tres posibilidades para
elegir las raices ctbicas, con lo que tenemos tres posibilidades para r1 y r2, lo que podria dar lugar a
seis raices distintas de G3 que sabemos que es imposible. Es realidad r; y 72 se determinan una a la
otra por la siguiente férmula:

rire = (a1 +was +w?az)(ag +w?ag + was)
(0F + az 4+ a3) + (w+w?)(a102 + aras + azas)
= (a1 +as +a3)? — 3(a1az + ajasz + azaz)
2 _
s7 — 3s2.

Por tanto las tres raices cibicas que se pueden elegir como valores para r; determinan el valor de r5 y esto
proporciona tres posibles valores para a;. Obsérvese que en realidad estos son los tres valores de aq, as
y a3. En efecto, supongamos que r; es una de las tres raices cibicas de %(25? — 05189 —27s3+3v/—3D)
de forma que la primera opcién para a; es W con r1ry = s7 — 3s9. Entonces las otras dos rafces
son wr, y w?ry. Con lo que los otros dos valores para ay serfan

1 To 1 1 1 To
1 m w? 1 w
rotwri+wiry |1 2w | ro+wir +wrs | 1w |
3 711 1|y 3 1T 1 1|0
1 w w? 1 w w?
1 w? w 1 w? w

En resumen, cambiando de nuevo s1,s2 y s3 por —a,b y —c obtenemos:

Teorema 1.14 Las raices de X2 + aX? + bX + ¢ son los tres elementos de la forma

1 1 1
3 (—a + </2(—2a3 + 9ab — 27¢ + 3v—-3D) + §’/2(—2a3 + 9ab — 27¢ — 3V —3D)>

donde
D = a®b? + 18abc — (4b° + 4a’c + 27¢2).

y las dos raices cibicas hay que elegirlas de forma que el producto sea a® — 3b.
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1.5 La cuartica
Consideremos ahora un polinomio de grado 4
X' =51 X3 4+ 59X — 53X + 54 = (X —a1)(X — ) (X — a3)(X — ay) € K[X].

y ponemos
fi =g +azou,  fo=ogas+asay,  f3 =i+ asas.

Los f; son las raices del siguiente polinomio
R = (X — fl)(X — fg)(X — fg) = )(3 — 52X2 + (8153 — 454)X + (452 — S%)S4 — S%,

que se conoce como resolvente cubica. La clave de la resolucion de la ecuacion de grado 4 por radicales
consiste en que podemos calcular fi, fo, f3 utilizando el Teorema 1.14 y es facil expresar las raices
a1, o, a3, a4 en términos de los f;. En efecto, si ponemos

B = o +ax—as—as=2(m +az)+ s,
BQ = 061—0424-043—044:2(0414—063)4—81,
Bs = o —as—oag+as=2(c +as)+ s

concluimos que (aq, az, ag, ay) es la solucién del siguiente sistema lineal de ecuaciones

1 1 1 1 (&3] S1
1 1 -1 -1 a9 o Bl
1 -1 1 -1 (6%} o /BQ
1 -1 -1 1 o Bs

Observando que si A es la matriz de los coeficientes del sistema anterior tenemos que A% = 41, tenemos
que
o1 = g(s14 P+ P2+ Bs)

(s1+ 1 — P2 — P3)

=

g =
ag = f(s1—P1+ P2—Bs)

s = 1(s14B1— B2+ B3)

y solo falta calcular los ;. Para ello calculamos primero sus cuadrados:

Bi = sf—dsy+4fi,
ﬂ% = S% — 482 =+ 4f2,
5% = 5%7452+4f3.

Esto determina los §; salvo el signo. Obsérvese que tenemos dos elecciones posibles para los signos de
cada uno de los ;. Combinando estas tres parejas de elecciones tenemos ocho elecciones posibles de
los signos de los (3;. Pero, aplicando una vez més el método de escribir un polinomio en términos de los
polinomios simétricos elementales obtenemos

Br1B2fs = s — 4s152 + 8s3

lo que muestra que el signo de dos de los 3; determina el del tercero. De forma que en realidad solo
tenemos cuatro elecciones para la eleccion del signo. Cualquiera de las cuatro que satisfacen la condicién
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es valida pues al cambiar de una a otra lo tinico que cambia es el orden en el que se obtienen las raices
a1, Qg, a3, oy del polinomio original.

Si ahora partimos de un polinomio de cuarto grado p = X*+aX?+bX?+cX +d € K[X], podemos
encontrar sus raices cambiando en las cuentas anteriores los coeficientes de la ecuacién general de grado
cuatro por los de este polinomio y obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.15 Las raices del polinomio X* + aX?® +bX? + cX +d € K[X] son

a1 = Y(Bi+Be+Bs—a),
ar = 2(B1—P2—PBs—a),
a3 = i(—51+62—53—a),

s = (=B —Ba+Bs—a);

para
B1=+a%2—4b+401, Po=+/a?—4b+40y y f3=+/a?—4b+ 463

donde 01, 05,05 son las raices de la resolvente cibica
X3 —bX? + (ac — 4d)X + (4b — a®)d — 2.
con una eleccion de los signos de B; de forma que se cumpla

1825 = dab — a® — 8¢

Problemas

1.1 Sea P = X3+ aX? + bX + ¢ € R[X]. Demostrar las siguientes afirmaciones:
(1) P tiene al menos una raiz real.
(2) Sia? < 3b, entonces P tiene exactamente una rafz real.

(3) Sia? > 3by sean o = —2tva=3b W’ y = —2=t== W. Entonces el nimero de raices reales de P es

1si P(a)P(B) >0, 2si P(a)P(B) =0, 3si P(a)P(B) <O.
(4) Si P tiene una raiz no real, entonces su conjugada también es raiz de P.
1.2 Calcular las raices de los polinomios X% — i, X2 +4, X34+ X —iy X3 4+i— 1.
1.3 Sea P=pyg+p1 X + -+ p, X" € Z[X] con pop,, # 0.

a

(1) Demostrar que las raices racionales de P son todas de la forma ¢ con a divisor de po y b divisor
de py,.

(2) Calcular las raices racionales de los siguientes polinomios

X3 —7X +6, 36X-19X+5, X3—-X+2.

1.4 Seanw:%\/j?’yaE(Ctalquea3:10if9\/§.
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(1) Demostrar que las rafces de X3 — 7X + 6 son

1 1
—(a+a), —=(wa+w?a), —(wa+wa).

V3 V3 V3

(2) Encontrar a de forma que estos valores sean las raices encontradas en el Problema 1.3. Indicacién:

%Re(a) es la parte real de una de las raices.

(3) Hacer lo mismo con las raices del polinomio 36 X3 — 19X + 5.

2 3
1.5 Sea P= X2+ pX +q€R[X] con q#0ysead= =+ %. Demostrar que si d > 0, entonces P
tiene exactamente una raiz real, si d = 0, entonces tiene dos raices reales, y si d < 0, entonces tiene tres
raices reales. Dar una explicacién de esto usando la Férmula de Cardano.

1.6 Calcular las raices de los polinomios X% + X2+ 1y X3 +3X2 —2X — 1.

1.7 Comprueba que la férmula (1.3) que proporciona las raices de la ecuacién X>+pX +q es equivalente
al Teorema 1.14

1.8 Demostrar las Proposiciones 1.2 y 1.4, el Lema 1.9 y la Férmula de Cardano-Vieta (1.5).

1.9 Sea A un anillo. Demostrar que si P € A[X7,...,X,] tiene grado 1 y uno de los coeficientes de P
distinto del término constante, es una unidad de A, entonces A[ X1, ..., X,]/(P) ~ A[X1,..., Xn-1].

1.10 Sea K un cuerpo y sea P € K[X,Y]. Supongamos que P(1,Y) es irreducible en KI[Y] vy,
considerado como polinomio en la variable en Y con coeficientes en K[X], P es primitivo y su coeficiente
principal no es divisible por X — 1. Demostrar que P(X,Y) es irreducible en K[X,Y]. Encontrar tres
polinomios no irreducibles P;, Py, P; € K[X,Y] de forma que cada uno de ellos cumpla dos de las tres
hipdtesis.

1.11 Demostrar que si K es un cuerpo y P, @ € K[X,Y] son coprimos, entonces el conjunto
{(a,b) € K? : P(a,b) = Q(a,b) =0}
es finito. (Indicacién:K(X)[Y] es un DIP donde K(X) es el cuerpo de cocientes de K[X].)
1.12 Sea f € A[X1,...,X,]. Llamamos estabilizador de f en Sim,, al siguiente subconjunto de Sim,,:
Estabgiy, (f) = {0 € Sim, : o(f) = f}.
Demostrar que Estabg;, (f) is un subgrupo de Sim,,.

1.13 Demostrar que si S es un conjunto de generadores de Sim,,, el grupo simétrico en n simbolos y
f e A[Xy,...,X,], entonces f es simétrico si y solo si o(f) = f para todo o € S.

1.14 Expresar los siguientes polinomios simétricos como polinomios en los polinomios simétricos ele-
mentales: Yo(X?), B,(X?), X2(X3X2), B3(X7X3).

1.15 Haz un programa que dado un polinomio p en n variables X1,...,X,,, decida si se trata de un
polinomio simétrico y en tal caso calcule un polinomio ¢ en n variables tal que ¢(S1,S52,...,5,) = p,
donde Si,S53,...,5, son los polinomios simétricos elementales en las variables dadas. (Indicacién:

Observa que no basta dar el polinomio p como entrada del programa, sino que también es necesario
dar las variables en los que lo consideramos. Por ejemplo, X; + X5 y X7 X3 + X2X3 son polinomios
simétricos en las variables X; y X5 pero no lo son en las variables X7, Xo, X3.
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1.16 Expresar los siguientes polinomios en simétricos como polinomios en los polinomios simétricos
elementales: ¥3(X?), X3(X7X3), U3(X1X3), (z1 — 22)*(z1 — 23)%*(z2 — x3)%. Los resultados de este
programa se utilizan en la Seccién. Si has hecho el programa del problema anterior, te aconsejaria que
en lugar de usarlo para hacer este ejercicio sin mas, hagas las cuentas a mano y compares lo que te
dicen las cuentas a mano con lo que lo que sale del programa para comprobar tanto que tus cuentas
estan bien como que el programa funciona bien.

1.17 Sea T un conjunto no vacio cuyos elementos llamaremos indeterminadas, y sean A y P dos anillos.
Decimos que P es una anillo de polinomios en las indeterminadas de T' y coeficientes en A si existen
un homomorfismo de anillos f : A — P y una aplicacién ¢ : T — P tal que se cumple la siguiente
propiedad que llamaremos Propiedad Universal del Anillo de Polinomios: Para todo homomorfismo de
anillos g : A — B y toda aplicacion ¢ : T — B existe un tinico homomorfismo de anillos g : P — B tal
que g(f(a)) = g(a) para todo a € Ay g(¢(t)) = ¥(t) para todo t €, es decir que hace conmutativo el
diagrama

f

A——=P~<~—T

o]
\
7|

g gv%
B

Demostrar:
(1) SiT ={ay,...,a,}, entonces el anillo de polinomios Alay, .. ., a,] satisface la Propiedad Univer-
sal del Anillo de Polinomios para las aplicaciones naturales A — Alaq,...,a,] v T — Alaq, ..., ay,].

(2) Existe un anillo de polinomios en las indeterminadas de T con coeficientes en A.

(3) Todos los anillos de polinomios en las indeterminadas de T' con coeficientes en A son isomorfos.
Denotaremos A[T] a cualquiera de ellos.

(4) Si aj es otro conjunto con el mismo cardinal, entonces A[T] = Afay].



Capitulo 2

Extensiones de cuerpos

2.1 Extensiones de cuerpos

Definicién 2.1 Sea K un cuerpo. Una extension de K es un cuerpo L que contiene a K como sub-
cuerpo. En tal caso decimos que L/K ¢ K C L es una extensién de cuerpos o simplemente una
extension.

Obsérvese que si L/K es una extensién de cuerpos, entonces L tiene una estructura natural de
espacio vectorial sobre K, en la que la suma de vectores (elementos de L) es la suma en L y el producto
de escalares (elementos de K) por vectores (elementos de L) se obtiene multiplicando en L. Denotaremos
este espacio vectorial como Lg y una base de la extension L/ K es simplemente una base de este espacio
vectorial. La dimensién de L se llama grado de la extensién L/K y se representa por [L : K]. O sea

[L: K] =dimg(L).

Decimos que L/K es una extension finita si [L : K] < oo. Obsérvese que si L/K es una extensién de
grado n entonces Ly ~ K™. Por tanto, |L| = |K|™. Eso implica que si K es finito de orden ¢, entonces
L es finito de orden ¢™ y si K es infinito entonces L tiene el mismo cardinal que K.

Ejemplos 2.2 (1) Si L/K es una extensién de cuerpos, entonces [L : K] =1 siy solo si K = L.
(2) C/R es una extensién finita de grado 2.

(3) R/Q y C/Q son extensiones de grado infinito pues Q es infinito y R y C tienen mayor cardinal
que Q.

(4) Sin € Q, entonces Q(y/n) = {a+by/n : a,b € Q} es una extensién que tiene grado 1 si n es un
cuadrado de un nimero racional y grado 2 en caso contrario pues, en el segundo caso, {1,y/n} es

una base de Q(1/n)/Q.

(5) El cuerpo de fracciones K(X) del anillo de polinomios K[X] es una extensiéon de K de grado
infinito.

Una torre de extensiones de cuerpos es una sucesion
KiCK,C---CK,

de extensiones de cuerpos. Cada extension K;11/K; se llama subextension de la torre.

23
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Una clase C de extensiones de cuerpos se dice que es multiplicativa si para cada torre K1 C Ko C K3,
la extension K3/K; estd en C siy solo si Ky/K; y K3/K; estan en C.

Si Ly y Lo son dos extensiones de K, entonces un homomorfismo de L1/K en Ls/K (también
llamado K-homomorfismo) es un homomorfismo de cuerpos f : L1 — Lo tal que f(a) = a para todo
a € K. Un endomorfismo de una extension L/K es un homomorfismo de L/K en si misma. Un
isomorfismo de extensiones (o K-isomorfismo) es un homomorfismo de extensiones que es isomorfismo
de cuerpos y un automorfismo de extensiones (o K-automorfismo) es un isomorfismo de una extensién
de K en si misma. Obsérvese que el conjunto de los automorfismos de una extensién L/K es un grupo
que llamaremos grupo de Galois de L/ K, en el que el producto es la composicién de aplicaciones, y que
denotaremos por Gal(L/K).

Una subextension de una extensién de cuerpos L/K es un subcuerpo de L que contiene a K. Dos
extensiones Ly y Lo de un cuerpo K se dice que son admisibles si existe un cuerpo L que es extensién
de L1 y Lo, o lo que es lo mismo, si ambas son subextensiones de una extensién comun L/K.

Por convenio, en todos los cuerpos suponemos que 0 # 1. Eso implica que todos los homomorfismos
entre cuerpos son inyectivos. Ademads los K-homomorfismos son homomorfismos de K-espacios vecto-
riales. De esta forma siempre que exista un homomorfismo de cuerpos f : K — L, el cuerpo L contiene
un subcuerpo isomorfo a K, la imagen f(K) de f. Por otro lado K admite una extensién isomorfa a
L, a saber el conjunto K U (L \ f(K)), en el que se define el producto de la forma obvia. Abusaremos a
menudo de la notacién y cada vez que tengamos un homomorfismo de cuerpos f : K — L, simplemente
consideraremos K como subcuerpo de L, identificando los elementos de Ky f(K), a través de f.

Proposicién 2.3 (1) Sean Ly y Lo extensiones de K. Si existe un homomorfismo de L1 /K en Ly /K,
entonces [Ly : K] < [Lg : K].

(2) Todo endomorfismo de una extension finita es un automorfismo.

(8) Sea K C E C L una torre de cuerpos y sean B una base de Ex y B’ una base de Lg. Entonces
A= {bt : b e B,b € B'} es una base de Lx. En particular la clase de extensiones finitas es
multiplicativa y si L/ K es finita entonces

[Propiedad Multiplicativa del Grado] [L:K]|=[L: E|E: K].

(4) Si Ly y Ly son admisibles y L es un cuerpo que contiene a Ly y Ly como subcuerpos, entonces

a1by + -+ apb,
LILZ_{aib’i—i—---—i—a’b’ :aiva;Ethivb;EL27a/1b,1+"'+afnb;L7AO}

es el menor subcuerpo de L que contiene a L1 y Lo. FEste cuerpo se llama compuesto de L1 y Lo.
(5) Sean L/K una extension de cuerpos y S es un subconjunto de L. Entonces el menor subanillo
de L que contiene a K y a S estd formado por los elementos de la forma p(si,...,s,) con

p € K[Xy,....,X,] ys1,...,8, € S. Ademds, el menor subcuerpo de L que contiene a K y a S
estd formado por los elementos de la forma

p(sla 82,00y sn)
q(s1, 825, 8n)
donde n es un nimero natural arbitrario, p,q € K[X1,...,Xp], $1,---,50 € Sy q(s1,82,...,8n) #

0.

Demostracién. (1) y (2) son una consecuencia inmediata de que todo K-homomorfismo de cuerpos
Ly — Ly es un homomorfismo inyectivo de espacios vectoriales sobre K y de que todo endomorfismo
inyectivo de un espacio vectorial de dimension finita en si mismo es un isomorfismo.
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(3)Sil € L, entonces | = ", e;b} para ciertos e; € E'y b; € B'. Cada e; es una combinacion lineal
e = Z;nzl kijbij, con k; € K y b; € B. Por tanto

| = Z i ki;bi b,

i=1 j=1

lo que muestra que A es un conjunto generador de L.

Supongamos que ZbeB,b,GB, Ky 0 =0, con kypy € K y kyp = 0 para casi todo (b,0') € B x B’.
Para cada 0 € B’, ponemos ey = ), kppb € E. Como kyp = 0, para casi todo (b,0') € B x B', se
tiene que e, = 0 para casi todo b € B. Ademés, ), .z eyb’ = 0. Como B’ es linealmente independiente
sobre E, se tiene que ey = 0 para todo b’ € B’. Utilizando que B es linealmente independiente sobre K,
deducimos que kp i,y = 0 para todo (b,b') € B x B’, 1o que muestra que A es linealmente independiente.

(4) v (5) Ejercicio. O

Si L/K es una extensién y S es un subconjunto de L, entonces K[S] denota el menor subanillo de
L que contiene a K y lo llamamos subanillo de L generado por K y S. El subcuerpo K(S) descrito
en el apartado (5) de la Proposicién 2.3 se llama extension de K generada S. También diremos que
K(S) es el cuerpo que se obtiene adjuntando a K los elementos de S. Observando que la interseccién
de subcuerpos de un cuerpo L es otro subcuerpo de L, se tiene que K(S) es la interseccién de todos
los subcuerpos de L que contienen a K y a S. Obsérvese que si S; y S son dos subconjuntos de L,
entonces

K(Sl)K(Sg) = K(Sl @] Sg)

De la misma forma, si L1 /K y Lo/K son dos subextensiones de L, entonces L1 Lo es la interseccién
de todos los subcuerpos de L que contienen a L; U Ly y por tanto

L1Ly = K(L1 U Lg)

El concepto de compuesto de dos subextensiones se puede generalizar de forma obvia a una familia
arbitraria de subextensiones: Si C es una familia de subextensiones de L/K entonces el compuesto de C
es el menor subcuerpo de L que contiene a todos los elementos de C y coincide con la interseccién de todos
los subcuerpos de L que contienen todos los elementos de C y con K(UgecE). SiC = {L,/K,...,L,/K},
entonces el compuesto de C se denota por Ly --- L,, y estd formado por todos los elementos de la forma

m

Zi:l A1 Ans
m

Zi:l bli e bnz

con m arbitrario, a;i,bj; € L; y Y i bii - bui # 0.

Si S = {a1,...,an}, entonces escribimos K[S] = Kloq,...,a,] y K(S) = K(a1,...,a,). Decimos
que L/K es una extensidn finitamente generada si existen aq,...,a, € L tales que L = K(aq,...,a,)
y que es simple si L = K(a) para algin a € L. En este tltimo caso decimos que a es un elemento
primitivo de L/ K.

iCuidado! No confundir extension finita con extension finitamente generada. ;Cudl es la diferencia?

Lema 2.4 Sea L/K una extension. Si o € L es una raiz de un polinomio irreducible p de grado n
K[X] entonces

(1) Kla] = K(«).
(2) Siq e K[X], entonces q(a) = 0 si y solo si p divide a q en K[X].

(3) 1,a,02,...,a"" 1 es una base de K(a) . En particular, [K(a) : K] = n.
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Demostracién. (1) y (2) Consideremos el homomorfismo de evaluacién en o, S = S, : K[X]| — L, y
sea I = Ker S = {q € K[X]: ¢(a) = 0}. Como obviamente I es un ideal propio de K[X] y « es raiz de
p se tiene (p) C I C K[X]. Pero (p) es un ideal maximal de K[X], pues K[X] es un DIP. Concluimos
que I = (p) y, del Primer Teorema de Isomorfia deducimos que K[a] = Im S ~ K[X]/(p), que es un
cuerpo pues (p) es un ideal maximal de K[X]. Esto implica que K[a] = K(«) y que para todo ¢ € K[X]
se verifica g(«) = 0 si y solo si plg en K[X].

(3) Si B € Kla], entonces b = f(a) para algin f € K[X]. Como el grado define una funcién
euclidea en K[X], existen ¢,r € K[X] tales que f = gp+r y m = gr(r) < gr(p) = n. Entonces
B = f(a) =r(a) =ro+ra+ra® -+ rpa™. Esto prueba que 1,q,...,a" ! genera K(a)x. Para
demostrar que son linealmente independientes ponemos Z;:Ol a;a’ = 0, con k; € K. Entonces a es
raiz del polinomio a = Y7~ a; X?, es decir a € KerS = (p). Como n = gr(p) > gr(a), deducimos que
a = 0, es decir a; = 0 para todo 7. [

2.2 Adjuncién de raices

El siguiente teorema muestra que todos los polinomios no constantes tienen alguna raiz en algiin cuerpo.

Teorema 2.5 (Kronecker) Si K es un cuerpo y p € K[X]\ K, entonces existe una extension L de
K que contiene una raiz de p.

Demostracién. Como p es un elemento no nulo ni invertible de K[X] y este es un DFU, p es divisible
en K[X] por un polinomio irreducible y todas las raices de este divisor son raices de p. Por tanto
podemos suponer que p es irreducible. Eso implica que (p) es un ideal maximal de K[X], pues este
ultimo es un DIP. Entonces L = K[X]/(p) es un cuerpo. La composicién de la inclusién K — K[X] y
la proyeccién K[X] — L = K[X]/(p) es un homomorfismo (inyectivo) de cuerpos y por tanto podemos
considerar L como una extensién de K. Para acabar la demostracién basta ver que a = X + (p) es una
raiz de p. En efecto, p(a) = p(X + (p)) = p+ (p) = (p), que es el cero del anillo L. O

Por tanto, si p € K[X] es un polinomio no constante, entonces existe una extensién L/K que
contiene una raiz a de p y K(a) es la menor subextensién de L/K que contiene a .

Decimos que un polinomio p € K[X]\ K es completamente factorizable sobre K si es producto de
polinomios de grado 1, o lo que es lo mismo si p = a(X —ay) - - - (X — v, ) para ciertos a, aq, ..., a, € K.
En tal caso las raices de p son «,...,a,. Por ejemplo

X = (X —1)(X24 X +1) = (X —1) (Xm> (X1\/73>

2 2

es completamente factorizable sobre C, pero no sobre Q ni R. El Teorema de Kronecker afirma que
cada polinomio no constante tiene una raiz en alguna extensién. De hecho podemos decir algo maés.

Corolario 2.6 Si K es un cuerpo y p € K[X]\ K, entonces p es completamente factorizable en alguna
extension de K.

Demostracién. Por induccién sobre el grado de p. Si el grado de p es 1, no hay nada que demostrar.
Si el grado de p es mayor que 1 entonces p tiene una raiz « en alguna extensiéon E de K. Entonces
p = (X — a)q para algin ¢ € F[X]|\ E. Por hip6tesis de induccién ¢ es completamente factorizable en
alguna extensién L de E, es decir ¢ es producto de polinomios de L[X] de grado menor o igual que 1.
Por tanto, también p es producto de polinomios de L[X] de grado menor o igual que 1. OJ
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Nuestro objetivo principal es establecer un criterio de cudndo un polinomio es resoluble por radicales
que es precisamente cuando sus raices se puedan expresar en sucesivas extensiones en las que en cada
paso se adjunta una raiz n-ésima de elementos del cuerpo anterior. Para formalizar esto introducimos
las siguientes definiciones:

Definicién 2.7 Una torre radical es una torre de cuerpos
EgCELC---CE,

tales que para cada i =1,...,n, existen n; > 1 y a; € E; tal que E; = E;_1(o;) y o™ € E; 1.
Una extension de cuerpos L/K se dice que es radical si existe una torre radical

K=FCFE C---CFE,=1L.

Una ecuacidn polinémica P(X) =0, con P € K[X], se dice que es resoluble por radicales sobre K
si existe una extension radical L/ K tal que P es completamente factorizable en L. En tal caso también
se dice que el polinomio P es resoluble por radicales sobre K.

O sea si suponemos que P € K[X] entonces P es resoluble por radicales sobre K si K tiene una
extensiéon radical que contiene todas las raices de P y queremos descubrir cudando pasa eso. Para llegar
a ello tenemos que recorrer un largo camino que se completard en los dos tltimos capitulos.

Recordemos que si 0 : K — E es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ tiene una tnica extensién
a un homomorfismo entre los anillos de polinomios, que seguiremos denotando por o : K[X]| — E[X],
tal que o(X) = X. Este homomorfismo se comporta bien sobre las raices.

Lema 2.8 Sean o : E — L un homomorfismo de cuerpos y p € E[X]. Si « es una raiz de p en E
entonces o(a) es una raiz de o(p).

Si E/K y L/K son extensiones de un cuerpo K, p € K[X]| y o es un K-homomorfismo entonces o
se restringe a una aplicacion inyectiva del conjunto de las raices de p en E al conjunto de las raices de
pen L.

En particular, si E = L (es decir, si 0 € Gal(L/K)), entonces esta restriccion de o es una per-
mutacion del conjunto de las raices de p en L.

Demostracién. Sip=po+p1 X +---+ p, X", entonces

o(p)(o(@) = (o(po) +o(p1)X +0o(p)X*+--- +0a(pn)X")
a(po) + o(p1)o(a) +o(pr)o(@)® + -+ o(pn)

o(po +pra+pro? + - + ppa™)

o(p(a)) =0(0) =0.

Esto prueba la primera afirmacion. Las otras dos afirmaciones son consecuencias inmediatas de la
primera. [

Lema 2.9 (Lema de Extension) Sea o : K1 — Ko un homomorfismo de cuerpos y sea p € K1[X]
un polinomio irreducible. Sean L1/K1 y La/Ks dos extensiones de cuerpos y sean oy € Ly y ag € Lo
con a1 una raiz de p.

Entonces existe un homomorfismo & : Ki(ay) — Ka(aw) tal que 0|k, = 0 y d(a1) = ag si y solo si
ag es una raiz del polinomio o(p). En tal caso sélo hay un homomorfismo & que satisfaga la condicidn
indicada y si ademds, o es un isomorfismo, entonces también & es un isomorfismo.
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Demostracién. Si existe el homomorfismo & satisfaciendo la propiedad indicada entonces del Lema 2.8
se tiene que ay = 7(aq) es una raiz de o(p) = o(p).

Reciprocamente, supongamos que «y es una raiz de o(p). Consideremos los homomorfismos de
sustitucién en oy y ao: Sy, @ K1[X] = Ki(a1) y Sa, @ K2[X] — Ko(ag). Por el Lema 2.4, Kq[oy] =
Ki(aq), [K(aq) : K] = gr(p) y (p) = Ker S,,. Ademds, por el Lema 2.8, o(p) € Ker S,,. Todo esto
implica que la aplicacién ¢ : Ki(a1) = Ka(asg), dada por a(f(aq)) = o(f)(a2), para f € K;[X], estd
bien definida pues si f(a1) = g(ai), con f,g € K1[X], entonces f — g € Ker S,,, con lo que p divide
a f—gen Ki[X]. Luego o(p) divide a o(f) — o(g) en Ko[X] y por tanto o(f) —o(g) € Ker S,,, es
decir o(f)(a2) = 0(g)(a2). Una vez que hemos visto que & estd bien definida, es trivial ver que es un
homomorfismo de cuerpos y que satisface las condiciones del Lema.

Para la unicidad supongamos que 7 : Kj(a1) — Ka2(as2) es un homomorfismo que cumple las
condiciones, es decir T|x =0y (1) = ag. Si f = fo+ X+ -+ f,X", entonces

T(flan)) = 7(fo+ fiaa + -+ fual) = 7(fo) + 7(f1)7(c1) + -+ 7(fn) ()"
= o(fo) +o(fi)ae+ - +o(fu)ay =7(f)(a2).

Por tanto 7 =&
Si ademads o es un isomorfismo, entonces & es un isomorfismo pues todo homomorfismo de cuerpos
es inyectivo y ademés Ko y ap estédn en la imagen de &, lo que muestra que & es suprayectivo. [

Si aplicamos el Lema anterior al caso en que o es la aplicacién identidad o : K — K entonces
obtenemos que si « es una raiz de un polinomio irreducible p de K[X] en una extensiéon de K entonces
la extensién K (a)/K es unica salvo K-isomorfismos. Mds atn, si 5 es ora raiz de p entonces K(a) y
K(B) son K-isomorfos.

Proposicién 2.10 Sea p € K[X] un polinomio irreducible y o y B son dos raices de p en dos exten-
siones de K (tal vez dos extensiones diferentes). Entonces existe un dnico K-isomorfismo f : K(a) —
K(B) tal que f(a) = B. En particular las dos extensiones K(«a)/K y K(8)/K son isomorfas.

Obsérvese que la hipétesis de que el polinomio p sea irreducible en la Proposicién 2.10 es imprescin-
dible. Por ejemplo, si p = X (X? + 1), entonces 0 e i son dos raices de p y obviamente Q(0) = Q no es
isomorfo a Q(z).

A la vista de la Proposicién 2.10, si p € K[X] es irreducible, hablaremos de la extensidn de K
obtenida adjuntando a K una raiz del polinomio irreducible p, como la extensiéon K (a)/K donde « es
cualquier raiz de p es una extensién arbitraria de K.

2.3 Extensiones algebraicas

Definicién 2.11 Sea L/K una extensidn de cuerpos. Un elemento a € L se dice que es algebraico
sobre K si existe un polinomio no nulo 0 # p € K[X] tal que p(a) = 0. En caso contrario se dice que
« es trascendente sobre K.

Decimos que L/ K es una extension algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K. En caso
contrario decimos que la extensién es trascendente.

La siguiente proposicién caracteriza cudndo un elemento es algebraico.

Proposicién 2.12 Si L/K es una extension de cuerpos y a € L, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) « es algebraico sobre K.
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(2) El homomorfismo de sustitucion

no es inyectivo.
(3) Kla] = K(a).
(4) Kla] es un subcuerpo de L.
(5) K(a)/K es finita.

Demostracién. Que (1) y (2) son equivalentes y que (3) implica (4) son obvios.

(1) implica (3) y (5). Supongamos que « es algebraico sobre K y sea 0 # f € K[X] tal que
f(a) = 0. Si f = p;---p, es una factorizaciéon de f es producto de irreducibles de K[X], entonces
p1(a) - pp(a) = f(a) = 0 y por tanto p;(a) = 0 para algin i. Eso implica que « es una raiz de un
polinomio irreducible de K[X] y del Lema 2.4 se deduce que K|a] = K(a) y que K(a)/K es finita.

Para demostrar (4) implica (2) y (5) implica (2) supongamos que el homomorfismo de sustitucién
S =S, : K[X] = K]a] es inyectivo. Entonces K[X] = K(a) y por tanto K[a] no es cuerpo, ni de
dimensién finita sobre K. Por tanto no se verifican ni (4), ni (5). O

Sean L/K una extensién y a un elemento de L algebraico sobre K. Entonces el nicleo I del
homomorfismo de sustitucién S = S, : K[X] — L es un ideal no nulo que es primo pues K[X|/I ~ K|a]
es un dominio. Por tanto I = (p) para un polinomio irreducible p de K[X]. De todos los generadores
de I, hay uno sélo que sea moénico. Se llama polinomio irreducible 6 minimo de « sobre K, denotado
Ming (), al tinico generador ménico de I = Ker S,. Estd claro que Ming () es el tnico polinomio
moénico de grado minimo de I. Del Lema 2.4 se deduce que si Ming(«) tiene grado n, entonces
La,a?,...,a" ! es una base de K(a)/K. En resumen:

Lema 2.13 Si a es algebraico sobre K, entonces [K(a) : K| = gr(Ming(«)) y si este grado es n,
entonces 1,a,a2,...,a" 1 es una base de K (o).

Ejemplos 2.14 (1) Ming(v/2) = X? — 2, Ming(v/2) = X — v/2 y Ming(i) = Ming(i) = X2 + 1. Més
generalmente, si ¢ € Q y /g ¢ Q, entonces Ming(y/q) = X? — q.

(2) Si a=+/5+ V5, entonces o —5 = /5, con lo que 5 = (a? — 5)? = a* — 1002 + 25, es decir a es
una raiz del polinomio X# — 10X + 20. Aplicando el Criterio de Eisentein a este polinomio para
el primo 5, deducimos que es irreducible sobre Q y por tanto Ming(a) = X4 — 10X + 20.

(3) El cuerpo de fracciones de K[X] es K(X) y K(X)/K es una extensién de grado infinito pues las
potencias de X son linealmente independientes sobre K. Por tanto X es trascendente sobre K.

(4) Decidir si un ntmero real o complejo es algebraico sobre el cuerpo de los nimeros racionales es un
problema normalmente muy dificil. El caracter algebraico o trascendente del nimero 7 sobre Q
fue un problema sin resolver durante muchos anos hasta que Lindemann demostré en 1882 que es
trascendente. También es trascendente la base e del logaritmo neperiano, lo que fue demostrado
por Hermite en 1873.

Una consecuencia de la Proposicién 2.12 es el siguiente corolario que caracteriza las extensiones
finitas.

Corolario 2.15 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos.
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(1) L/K es finita.
(2) L/K es algebraica y finitamente generada.

(3) Existen ay,...,an € L algebraicos sobre K tales que L = K(aq, ..., an).

Demostracién. (1) implica (2). Supongamos que L/K es finita. Entonces [K(a) : K] < [L: K] < 0o
para todo a € L. De la Proposicién 2.12 se deduce que « es algebraico sobre K. Por otro lado, si
ai,...,ap es una base de Lk, entonces L = K(ay,...,a,) y por tanto L/K es finitamente generada.

(2) implica (3) es obvio.

(3) implica (1). Si a1, ..., o, satisfacen las condiciones de (3), entonces cada «; es algebraico sobre
K(aq,...,a;—1). Por tanto K(a1,...,a;)/K(aq,...,a;—1) es una extensién finita por el Lema 2.12.
Aplicando que la clase de extensiones finitas es multiplicativa deducimos que L = K(ay,...,a,)/K es
finita. O

Corolario 2.16 La clase de extensiones algebraicas es multiplicativa.

Demostracién. Sea K C F C L una torre de extensiones. Es obvio que si L/K es algebraica entonces
E/K y L/K son algebraicas. Reciprocamente, supongamos que E/K y L/E son algebraicas y sea
a € L. Entonces « es algebraico sobre E. Sea p = Ming(«) y sean pg, p1, ..., pn los coeficientes de p.
Por hipétesis pg, p1, - . ., pn que son algebraicos sobre K, lo que implica que F' = K (pg, p1,...,pn)/K es
finita, por el Corolario 2.15. Ademds, « es algebraico sobre F y por tanto F(a)/F es finita. Entonces
[K(a) : K] < [K(o,po,p1,---,0n) : K] = [F(a) : F][F : K] < oo. De la Proposicién 2.12 deducimos
que « es algebraico sobre K. [J

Corolario 2.17 Si L/K es una extensidn de cuerpos, entonces el conjunto C de los elementos de L
que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K, llamado clausura algebraica de
L/K, o clausura algebraica de K en L.

En particular, si S es un subconjunto de L formado por elementos algebraicos sobre K, entonces
K(S) es algebraico sobre K.

Demostracién. Obviamente K C C. Si a,8 € C, entonces 8 es algebraico sobre K(«a) y por
tanto K(a)/K yv K(a, 8)/K(«), son algebraicas lo que implica que K(«, 8)/K es también algebraica
(Corolario 2.16). Por tanto todo elemento de K (a, 8) es algebraico sobre K y en particular o + 3, o —
B,aB € Cy,siB#0, entonces 37! € C. Esto prueba que C es un subcuerpo de L. [

Decimos que una clase C de extensiones de cuerpos es cerrada para levantamientos si para cada dos
extensiones admisibles L1 /K y Lo/K tales que L1/K esté en C se verifica que L1Lo/Lo también estd
en C.

Proposicién 2.18 Cada una de las clases de extensiones finitas, algebraicas, finitamente generadas y
sitmples, son cerradas para levantamientos.

Demostracién. Sean L /K y Ly/K dos extensiones admisibles. Estd claro que si L1 = K(aq, ..., ap),
entonces Lol = Lo(L1) = La(aa,...,a,), lo que muestra que las clases de extensiones finitamente
generadas y de extensiones simples son ambas cerradas para extensiones. Por otro lado si L1/K es
algebraica, entonces todo elemento de L es algebraico sobre K y por tanto también sobre Lo, lo que
implica que LiLy = Lo(Lq) es algebraico sobre K, por el Corolario 2.17. Esto prueba que la clase
de extensiones algebraicas es cerrada para levantamientos. Como una extension es finita si y solo si
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es algebraica y finitamente generada (Proposicién 2.12) deducimos que la clase de extensiones finitas
también es cerrada para levantamientos. [

Recuérdese que todo endomorfismo de una extensién finita ha de ser un automorfismo (Proposi-
ci6n 2.3). Esta propiedad se verifica de hecho para toda extensién algebraica.

Proposicién 2.19 Si L/K es una extensidn algebraica, entonces todo K-endomorfismo de L es un
automorfismo.

Demostracion. Sea ¢ un K-endomorfismo de L. Como todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo,

s6lo hay que probar que o es suprayectivo. Sea a € Ly sean p = Ming (o), a = aq, aa, . .., ay, las raices
de p en L. Del Lema 2.8 se deduce que o permuta {a1,...,a,} y por tanto @ = o(a;) para algin i. O
Problemas

En los siguientes ejercicios K es un cuerpo, L/K una extensién de cuerpos y X es una variable.

2.1 Sea « una raiz real del polinomio X3 +3X2—3X +3. Expresar cada uno de los siguientes elementos
como combinacién lineal de 1, o, &? con coeficientes en Q:

a’, at+a+2, (a+1)7L
2.2 Calcular los grados y una base de las siguientes extensiones.
Q(v2)/Q Q(H)/Q, Qi:v2)/Q, QG V2)/QM), Q(V2V3)/Q, QV2)/Q Q(V2+V3)/Q.
2.3 Demostrar que si n € Z, entonces [Q(y/n) : Q] < 2 y decidir cudndo es 1 y cudndo es 2.
2.4 Calcular el grado y una base de las siguientes extensiones
K(X)/K, K(X)/K(X?), K(X)/K(X + 1), K(X)/K(X), K(X)/K(X? + X +1), K(X)/K(X9),
donde K (X) es el cuerpo de fracciones de K[X].
2.5 Calcular [K(X) : K(p)], donde p € K[X].
2.6 Demostrar que Q(i, v2) = Q(i+v/2). Calcular Ming (i +v/2), Ming;) (i +v2) y Ming /5, (i+ V2).
2.7 Demostrar que si carK # 2y a,b € K con a # b, entonces K (y/a, Vb) = K(\/a + Vb).

2.8 Demostrar que si p y ¢ son dos nimeros primos distintos, entonces el polinomio X4 —2(p+q) X2+
(p — q)? es irreducible sobre Q. (Indicacién: El ejercicio 2.7.)

2.9 Calcular el polinomio minimo sobre Q de los siguientes niimeros complejos.

V241, V3-1, V24, V24 V2+1,V3+ V3, V23,
V2432, 2+ V2+ V2, VT+4V3— VT —4V3.

2.10 Demostrar que si carK # 2 y K contiene raices cuadradas de todos los elementos de K, entonces
todos los polinomios de grado 2 sobre K son reducibles. Mostrar que esto no es asi si carK = 2.
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2.11 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Dados a,b € K*, demostrar que K (v/a) = K (/)
si y solo si K(vab) = K. Mostrar que esto no se verifica en general si K tiene caracteristica 2. Utilizar
esto para calcular [Q(y/n, /m) : Q] para dos niimeros enteros arbitrarios n y m.

2.12 Calcular el grado y una base de Q(v/2,/3,+/5) sobre Q.

2.13 Demostrar que si nq, ..., n son enteros distintos de 0 y 1, libres de cuadrados y coprimos dos a

dos, entonces dimg(Q(y/n1, - - ., /7x) = 2F.
2.14 Demostrar que si pi,...,Pn,q son primos distintos, entonces /g & Q(/p1,---,+/Pn)-

2.15 Sea K un cuerpo y sean P, ..., P, polinomios de K[X]. Demostrar que existe una extensién de
cuerpos K’/K tal que cada P; se descompone totalmente en K'[X].

2.16 Encontrar un polinomio irreducible p € Q[X] y una raiz a € R de p tal que p no es completamente
factorizable sobre Q(«).

2.17 Demostrar que un polinomio f € K[X] tiene una raiz doble en alguna extensién de K si y solo
si f y su derivada f’ no son coprimos en K[X].

2.18 Sea q = p", con p primo y n un entero positivo y sea L una extensién de Z, en la que el polinomio
X7 — X factoriza completamente. Demostrar:

(1) El conjunto de las raices del polinomio X% — X en L forman un subcuerpo de L de orden gq.

(2) Sim es un entero positivo entonces existe un cuerpo de orden m si y solo si m es una potencia de
un primo.

(3) Para todo n existe un polinomio irreducible de grado n en Z,[X].
(4) Dos cuerpos finitos del mismo cardinal son isomorfos.

De este problema deducimos que para cada potencia de un primo ¢ existe al menos un cuerpo con q y
que todos los cuerpos con g elementos son isomorfos. Denotaremos por F, al cuerpo con ¢ elementos
(nico salvo isomorfismos). En particular, si ¢ es primo, entonces F), = Z,,.

2.19 Construir cuerpos de 4, 8, 16, 9, 27 y 121 elementos.

2.20 Sea ¢ una potencia de un primo y sean n y m un enteros positivos. Demostrar que Fgm tiene un
subcuerpo de orden ¢" si y solo si n|m.

2.21 Calcular cuantos subcuerpos tiene un cuerpo de order p”, con p primo. Construir un cuerpo
Fgq con 64 elementos y calcular todos sus subcuerpos. jCuantos elementos a de Fgq verifican que
Fg [0{] = F64?

2.22 Demostrar que si p es primo y K es un cuerpo con p” elementos, entonces cada elemento de K
tiene exactamente una raiz p-ésima.

2.23 Sean E = Zs[X]/(X?2+ X +1) y F = Z[X]/(X? + X +1). Calcular los polinomios minimos de
todos los elementos de E'y F sobre Zs. Construir un cuerpo de orden minimo que contenga subcuerpos
isomorfos a E'y F.

2.24 Calcular las raices complejas del siguiente polinomio X# —2X?2 4+ 2 y la extension de Q generada
por cada dos de ellas.
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2.25 Demostrar que si [L : K] es impar y o € L, entonces K (a?) = K(a).

2.26 Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las afirmaciones
verdaderas y dando un contraejemplo de las falsas.

Existe una extensiéon de K de grado mayor que 1.

Existe una extension algebraica de K de grado mayor que 1.
Toda extension simple es algebraica.

Toda extension es simple.

Todas las extensiones trascendentes simples son isomorfas.

)
)
)
)
)
6) Si E y F son dos subextensiones K-isomorfas de L/K entonces E = F.
) Si a € L es trascendente sobre K y p € K[X], entonces p(«) es trascendente sobre K.
) Sipe K[X]y p(a) es trascendente sobre K, entonces a € L es trascendente sobre K.
) El cardinal del conjunto de nimeros complejos que son algebraicos sobre Q es numerable.
) Si L/K es una extensién finita, entonces L y K tienen el mismo cardinal.
)

Si L/K es una extensién algebraica y K es infinito, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

2.27 Demostrar las siguientes afirmaciones para F/K y F/K dos extensiones admisibles.
1) [EF : K] es finito si y solo si [E : K] y [F : K] lo son.
2) Si [EF : K] es finito, entonces [E : K| divide a [EF : K]y [EF : K] < [E : K]|[F : K].

(1)
(2)
(3) Si[E: K]y [F: K] son finitos y coprimos, entonces [EF : K] = [E : K|[F : K].
(4) Si [EF: K] =[E: K][F : K], entonces ENF = K.

(5)

5) El reciproco de (4) es cierto si [E : K] 6 [F : K] es 2 pero no lo es en general.

L, 27 .
2.28 Para cada ntimero entero n sea (,, = e n = cos (27”) + 7 sen (27”)

1) Calcular Ming(¢,), para n < 6.

2) Demostrar que si p es primo, entonces Ming((,) =1+ X + X2 + -+ + XP~L.

(1)
(2)
(3) Encontrar todos los automorfismos de Q({g).
(4)

4) ;Existe un automorfismo de Q(¢s) que lleve (5 a (27

2.29 Encontrar todos los automorfismos del cuerpo Q(v/5 4 2v/5).

2.30 Utilizando el Teorema de Lindeman que afirma que 7 es trascendente sobre Q demostrar que si
p es un polinomio no constante con coeficientes en Q, entonces p(m) es trascendente sobre Q.

2.31 Probar que L/K es algebraica si y solo si para toda subextensiéon F de L/ K, todo K-endomorfismo
de E es un automorfismo.
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Capitulo 3

Cuerpos de descomposicion

3.1 Cuerpos algebraicamente cerrados
Una consecuencia del Teorema de Kronecker es la siguiente proposicién.
Proposicion 3.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.
(1) Todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en K.
(2) Los polinomios irreducibles de K[X] son precisamente los de grado 1.
(8) Todo polinomio no constante de K[X] es completamente factorizable sobre K.

(4) K contiene un subcuerpo Ky tal que K/ Ky es algebraica y todo polinomio de Ko[X] es completa-
mente factorizable sobre K.

(5) Si L/K es una extension algebraica, entonces L = K.

(6) Si L/K es una extensidn finita, entonces L = K.

Demostracién. (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (4) son obvios. (5) implica (6) es
consecuencia inmediata de la Proposicién 2.15.

(4) implica (5). Supongamos que K contiene un subcuerpo Ky satisfaciendo la propiedad (4). Si
L/K es una extension algebraica, entonces L/Kj es también algebraica, por el Corolario 2.16. Sia € L,
entonces por hipdtesis p = Mingk, (o) es completamente factorizable sobre K, con lo cual todas las raices
de p pertenecen a K. En particular o € K y esto prueba que L = K.

(6) implica (1). Supongamos que se verifica (6) y sea p € K[X]\ K. Por el Teorema de Kro-
necker, existe una extensiéon L/K que contiene una raiz « de p. Entonces K(«)/K es finita por la
Proposicién 2.12. Por hipétesis K(«) = K y deducimos que « es una raiz de p en K. O

Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado cuando verifica las condiciones equivalentes de
la Proposicion 3.1.

Es fécil encontrar ejemplos de cuerpos que no son algebraicamente cerrados. Por ejemplo, Q y R no
lo son porque el polinomio X2 + 1 no tiene raices reales y Zs tampoco lo es porque X2+ X +1 no tiene
raices en Zs. Si p > 3 es un entero primo entonces Z, no es algebraicamente cerrado, pues X?~1 + 1
no tiene raices en Z, por el Teorema Pequeno de Fermat. M4és generalmente, ningtin cuerpo finito es
algebraicamente cerrado (Problema 3.1). Sin embargo, se tiene:

Teorema 3.2 (Teorema Fundamental del Algebra) C es algebraicamente cerrado.

35
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Demostracion. se trata de ver que, dado un polinomio
p(X) :Cl0+a1X—|—a2X2+..._|_anxn

de grado n > 1 (a, # 0) con coeficientes complejos (a; € C para cada i = 0,1,...,n), existe un nimero
complejo z tal que p(z) = 0.
Usaremos propiedades elementales de los niimeros complejos, como las desigualdades entre médulos

|z1] = [22] <21 + 22| < |21 + |22

o el hecho de que todos ellos tienen raices m-ésimas para cualquier entero m > 1 (esto se demuestra
considerando la forma polar, o forma mddulo-argumento, de un complejo, y aplicando el Teorema de
Bolzano al polinomio X™ — r en el intervalo [0, r + 1] para demostrar que todo ndmero real positivo r
tiene una raiz m-ésima).

También emplearemos los conceptos de limite y continuidad. En particular, el hecho de que toda

funcién continua C — R, por ejemplo, z — |p(z)| = 4+1/p(2)p(2), alcanza su minimo en cualquier
subconjunto cerrado y acotado de C, y por tanto en cualquier “bola” {z € C : |z| < r}, donde r es un
numero real positivo (Teorema de Weierstrass).

El esquema de la demostracién, que desarrollaremos de inmediato, es el siguiente: Comenzamos
viendo que la funcién z — |p(z)| alcanza su minimo absoluto en C; para ello, se demuestra que |p(z)]
“se hace grande” fuera de cierta bola {z € C : |z] < r}, y entonces el minimo que alcanza |p(z)| en
esa bola es de hecho un minimo absoluto en C. Bastard entonces ver que ese minimo vale 0, y esto lo
hacemos por reduccién al absurdo: si el minimo no es 0, construimos una funcién C — R cuyo minimo
absoluto vale 1, y sin embargo encontramos un punto en el que la misma funcién vale menos de 1.
Vamos con los detalles:

Veamos, por induccién en el grado n, que |p(z)| se hace més grande que cualquier niimero real
positivo fuera de cierta bola; es decir, veamos que:

Para cada real k > 0, existe un real r > 0 tal que |p(z)| > k para cada complejo |z| > r.

En efecto, la expresién de p(X) se reesecribe como
p(X) =ag + Xq(X), donde ¢(X)=a;+ax X+ +a, X",

y entonces
p(2)] = |24(2) + aol = [2] - la(2)| = lao| ~ para cada 2 € C.

k
Si n = 1 entonces ¢ = a; es constante y distinto de cerpo y podemos tomar r = ———. Sin > 1

entonces la hipétesis de induccién aplicada al polinomio ¢ y a k' = k + |ag| asegura que existe un
real s > 0 tal que |g(2)] > k + |ao| cuando |z| > s, y entonces es claro que |p(z)| > a¢ cuando
|z| > r = max{s,1}.

En particular, tomando k = |ag|, encontramos r > 0 con |p(z)| > |ag| cuando |z| > r. Como la
funcién |p(z)| es continua, alcanza un minimo en la bola B = {z € C : |z] < r}; es decir, existe zgp € B
tal que |p(zo)| < |p(2)| para cada z € B. La misma desigualdad se tiene cuando z ¢ B, pues entonces
|z| > ry asi p(z) > |ag| = p(0) > |p(20)|- En consecuencia, |p(z)| alcanza un minimo absoluto en zp; es
decir, |p(z0)| < |p(2)| para cada z € C.

Es claro que p(X) tiene una raiz si y solo si la tiene p(X + zp), y éste tiene la ventaja de que su
mddulo alcanza un minimo absoluto en el 0. Por tanto, sustituyendo p(X) por p(X + zp), podemos
suponer que zg = 0, y por tanto que |p(z)| > |p(0)| = |ag| para cada z € C. Si ap = 0 hemos terminado,
asi que se trata de ver que la condicién ag # 0 nos lleva a una contradiccién.
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En este caso, dividir p por ag no va a cambiar el punto en el que se alcanza el minimo, por lo que
podemos suponer que ag = 1. Excluyendo monomios con coeficiente nulo, podemos escribir

pX) =14 amX™ + apa X"+ + 0, X" (con a, #0)

para cierto entero m con 1 < m < n. Sea ahora w una raiz m-ésima de —a,,! (es decir, w € C verifica
w™ = —a,!). Entonces p(wX) =1— X™ + (términos de grado mayor que m); es decir,

pwX) =1— X"+ X™h(X),

donde h(X) es cierto polinomio con h(0) = 0.

Finalmente, vamos a encontrar un nimero real ¢ tal que |p(wt)| < 1, lo que nos dar4 la contradiccién
buscada puesto que 1 es el minimo absoluto de |p(z)|. Consideremos la funcién R — R dada por
t — |h(t)|]. Considerando su limite en z = 0 (que vale 0 por continuidad) encontramos un nimero ¢
en el intervalo (0,1) tal que |h(t)] < 1 (haciendo € = 1 en la formulacién usual del limite). Entonces
también ™ y 1 — t™ estdn en el intervalo (0, 1), por lo que

[plwt)] < [L— 7] + |7 h(B)] < L— ™ + ¢ 1= 1,

como queriamos ver. [

3.2 Clausura algebraica

Por el Teorema Fundamental del Algebra, C es un cuerpo que contiene las raices de todos los polinomios
no constantes de K[X] para cualquier subcuerpo K de C. Por otro lado el Corolario 2.6 muestra que
para un cuerpo arbitrario K y un polinomio cualquiera p de K[X], se puede encontrar una extensién
L de K en la que el polinomio p factoriza completamente, es decir, en lo que atane al polinomio p,
L se comporta como si fuera algebraicamente cerrado, aunque para que lo fuera todos los polinomios
con coeficientes en L tendrian que ser completamente factorizables sobre L, lo que no tiene por qué ser
cierto. En vista de esto es natural preguntarse si, todo cuerpo K tiene una extension algebraicamente
cerrada. Por otro lado tenemos la siguiente proposicién que nos va a garantizar que si K es subcuerpo
de un cuerpo algebraicamente cerrado entonces también va a poderse incluir en un cuerpo que ademas
de ser algebraicamente cerrado es algebraico sobre K.

Proposicién 3.3 Sea L/K una extension con L algebraicamente cerrado y sea C' la clausura algebraica
de K en L. Entonces C/K es algebraica y C es algebraicamente cerrado.

Demostracién. Que C/K es algebraica, es consecuencia de la definicién de clausura algebraica de K
en L. Por otro lado, si p € C[X], entonces p tiene una raiz o en L. Eso implica que C(«a)/C es finita
y, como la clase de extensiones algebraicas es multiplicativa, se tiene que C(«)/K es algebraica, lo que
implica que o € C. Esto prueba que C' es algebraicamente cerrado. [

Definicién 3.4 Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extension algebraica L de K formada
por un cuerpo algebraicamente cerrado.

Obsérvese la diferencia entre una clausura algebraica de un cuerpo K y la clausura algebraica de una
extensién L/K. La primera es una extensién de K que ha de ser algebraica sobre K y algebraicamente
cerrada y la segunda es el mayor subcuerpo de L que es algebraico sobre K, pero no tiene que ser
algebraicamente cerrado, a no ser que L sea algebraicamente cerrado (Proposicién 3.3).
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Teorema 3.5 Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

Demostracion. Por la Proposicién 3.3, basta demostrar que todo cuerpo esta contenido en un cuerpo
algebraicamente cerrado. En primer lugar vamos a ver que si K es un cuerpo, entonces existe otro
cuerpo E tal que todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en E. Para eso tenemos que
considerar anillos con infinitas indeterminadas.
Si A es una anillo y S es un conjunto de simbolos entonces se define el anillo de polinomios en S
con coeficientes en A como la unién
A[S] = Urer AT

donde F es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de S y para cada T' € F, A[T] es el anillo de
polinomios con coeficientes en A, con indeterminadas los elementos de T. Si Ty, Ty € F, entonces A[T}]
y A[T%] son dos subanillos de A[T} UT3]. Por tanto cada subconjunto finito de A[S] estd dentro de A[T]
para algin T € F, lo que nos permite sumar y multiplicar elementos de A[S] simplemente sumandolos
o multiplicindolos en el anillo en un nimero finito de indeterminadas que los contenga.

Para construir el cuerpo E que contiene raices de todos los polinomios no constantes de K[X]
razonamos de la siguiente forma. A cada polinomio no constante p € K[X] le asociamos un simbolo
X, y construimos el anillo K[S] donde S = {X,, : p € K[X]\ K}. Sea I el ideal de K[S] generado por
todos los elementos de la forma p(X,,).

Vamos a empezar mostrando que I es un ideal propio de K[S]. En caso contrario existirfan
g,y 9n € K[S] y p1,....pn € K[X]\ K tales que g1p1(Xp,) + -+ + gnpn(Xp,) = 1. Para sim-
plificar la notacién vamos a poner X; en lugar de X,,, con lo que tenemos

G1p1(X1) + -+ gupn(Xn) =1 (3.1)

Aplicando el Teorema de Kronecker repetidamente deducimos que existe una extensién F' de K en la
que cada uno de los polinomios p1,...,p, tiene una raiz «;. Sustituyendo X; por «; en la ecuacién
(3.1) obtenemos 0 = 1, una contradiccién.

Una vez que sabemos que I es un ideal propio de K[S] deducimos que I estd contenido en un ideal
maximal M de K[S] (Proposicién 2.8 de GyA). Entonces E = K(S)/M es un cuerpo y la composicién de
la inclusién K — K(.5) con la proyeccién K (S) — K(S)/M proporciona un homomorfismo de cuerpos,
con lo que podemos considerar E como una extensién de K. Ahora observamos que p(X, + M) =
p(Xp) + M =0, pues p(X,) € M, con lo que X,, + M es una raiz de p en E para todo p € K[X]\ K.

Utilizando que para cada cuerpo K existe una extension E de K que contiene raices de todos los
polinomios no nulos de K[X] construimos de forma recursiva una sucesién de extensiones

K=FE CEyCEjs...

tal que todo polinomio no constante de F;[X] tiene una raiz en E;;1. Entonces E = U;>1 E; tiene una
estructura de cuerpo en el que la suma y el producto de cada dos elementos se calcula en un FE; que
contiene a ambos. Si f es un polinomio no constante de E[X], entonces f € E;[X] para algin ¢ y por
tanto f tiene una raiz en F;41 que, por supuesto, pertenece a E. Esto prueba que E es algebraicamente
cerrado. [

Teorema 3.6 Si o : K — L es un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado y F/K
una extension algebraica, entonces existe otro homomorfismo de cuerpos F' — L que extiende o.

Demostracién. Sea

0_ {(E,T) : E/K es una subextensién de F/K y }

7: F — L es un homomorfismo que extiende o
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y consideremos el siguiente orden en €:
(ElaTl) S(E277'2) & By gE2y7’2|E1 =T

Es facil ver que (2, <) es un conjunto ordenado inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un elemento
maximal (E, 7).

Basta con demostrar que FF C E. Sean a € F 'y p = Ming(a). Como L es algebraicamente
cerrado, el polinomio o(f) tiene una raiz 8 en L. Del Lema 2.9 deducimos que existe un homomorfismo
7' : E(a) — L que extiende 7 y tal que /(o) = 5. Entonces (FE(a),7) € Qy (E,7) < (E(a), 7). De

la maximalidad de (F,7) deducimos que E = F(«), es decir € E. Esto prueba que F C E. O

El siguiente corolario del Teorema 3.6 muestra que la clausura algebraica de un cuerpo es tnica salvo
isomorfismos, por lo que a partir de ahora utilizaremos el articulo definido para hablar de la clausura
algebraica de un cuerpo.

Corolario 3.7 Si o : K1 — Ky es un isomorfismo de cuerpos y L1 y Lo son clausuras algebraicas de
K, y Ks, respectivamente, entonces existe un isomorfismo L1 — Lo que extiende o.

Demostracion. Por el Teorema 3.6 hay un homomorfismo L1 — Lo que extiende 0. Como L; es
algebraicamente cerrado y & induce un isomorfismo entre L; y &(L1), este tltimo también es alge-
braicamente cerrado. Como Lo/K> es algebraica, Lo/ (L) es algebraica y por tanto Ly = &(Lq), lo
que muestra que & es un isomorfismo. [J

3.3 Cuerpos de descomposicién y extensiones normales

Definicién 3.8 Sean K un cuerpo y P un conjunto de polinomios no constantes de K[X]. Se llama
cuerpo de descomposicién de P sobre K a un cuerpo de la forma K(S) donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica de K.

Para cada clausura algebraica L de K hay un cuerpo de descomposiciéon de P sobre K dentro de L
pero la unicidad de la clausura algebraica salvo isomorfismos va a implicar la unicidad del cuerpo de
descomposicién de una familia de polinomios sobre K. Eso es lo que dice la siguiente proposicion.

Proposicién 3.9 Sea o : K1 — Ky un isomorfismo de cuerpos y sean P1 un conjunto de polinomios
no constantes de K1[X] y Po = {o(p) : p € P}. Si Ly es un cuerpo de descomposicidn de P sobre K
y Lo es un cuerpo de descomposicion de Py sobre Ko, entonces existe un isomorfismo @ : Ly — Lo que
ertiende o.

Demostracién. Para cada i = 1,2 sean K; una clausura algebraica de K; y S; el conjunto formado
por las raices de los elementos de P; en K;. Del Corolario 3.7 se tiene que existe un isomorfismo
7 : K| — Ks, que extiende 0. Si a € S;, entonces existe p € Py tal que « es raiz de p. Del Lema 2.8
se deduce que 7(«) es una raiz de o(p). Esto prueba que 7(S;) C Sy y el mismo argumento muestra
que & 1(S3) C 51, de donde deducimos que 7(S;) = Sy y por tanto 7(K(S;)) = K(Ss2), con lo que la
restriccién de 7 a K(S1) — K(S2) es el isomorfismo buscado. [

Ejemplos 3.10 (1) El cuerpo de descomposicién de X2 —2 sobre Q es Q(v/2) y el de X2 +1 es Q(i).
Maés generalmente, si ¢ € Q, entonces el cuerpo de descomposiciéon de X2 — ¢ es Q).
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(2) El cuerpo de descomposicién X2 —1 = (X —1)(X?+ X +1) sobre Q, coincide con el de X2+ X +1
que es Q (71%‘/?3)

Pongamos w = _1% V=3 Entonces w? = _1% V=3 v w3 =1, lo que muestra que 1, w y w? son las
tres raices del polinomio X3 — 1, es decir las tres raices terceras de la unidad. Obsérvese que si
a® = a, entonces (aw)® = (aw?)3 = a, con lo que las tres raices de X3 — a son o, aw y aw?. Por

ejemplo, el cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q es Q(v/2,wv/2,w?V/2) = Q(V/2,w).

(3) Més generalmente, si n es un entero positivo, entonces las raices complejas del polinomio X™ — 1
se llaman raices n-ésimas de la unidad y son los nimeros complejos de la forma

F=e"n (k=0,1,...,n—1),
donde (,, = e’ . Estén situadas en los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en
una circunferencia de radio 1. Por ejemplo, la Figura 3.1 representa las raices sextas de la unidad
Como las raices de X™ — 1 son las potencias de (,, el cuerpo de descomposiciéon de X" — 1 sobre

Qes Q(Cn)

@G G
=1 1
G @
Figura 3.1:

Si a es un numero complejo diferente de 0, entonces las raices complejas del polinomio X™ — a se
obtienen multiplicando una de ellas, digamos «, por las n raices n-ésimas de la unidad. Por tanto
el cuerpo de descomposicién de X™ — a es Q(«, () donde « es una raiz n-ésima arbitraria de a.

Una extensidn de cuerpos L/K se dice que es normal si satisface cualquiera de las condiciones
equivalentes del siguiente teorema:

Teorema 3.11 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensién L/K.
(1) L es un cuerpo de descomposicion sobre K de una familia de polinomios no constantes de K.

(2) L/K es algebraica y para toda clausura algebraica F de L y todo K-homomorfismo o : L — F, se
verifica (L) = L, es decir, o € Gal(L/K).

(3) L/K es algebraica y existe una clausura algebraica F' de L que satisface (2).
(4) L/K es algebraica y para todo o € L, el polinomio Ming () factoriza completamente en L.

(5) L/K es algebraica y todo polinomio irreducible p de K[X] que contenga una raiz en L factoriza
completamente en L.

Demostracién. (1) implica (2). Sea F una clausura algebraica de L y sea 0 : L — F un K-
homomorfismo. Supongamos que L es el cuerpo de descomposicién de P sobre K, es decir L = K(.5),
donde S es el conjunto de las raices de los elementos de P en F'. Claramente L/K es algebraica. Ademds
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del Lema 2.8 se deduce que o permuta las raices de cada elemento de P y por tanto o(S) = S. Esto
implica que ¢ es una automorfismo de L.

(2) implica (3) es obvio.

(3) implica (4). Supongamos que F' es una clausura algebraica de L que satisface las condiciones
de (3). Si a € L, entonces p = Ming («) factoriza completamente en F (jpor qué?) y por tanto
p=(X—aq) (X —ay,) para ciertos ay, ..., a, € F. De la Proposicién 2.10 se deduce que para cada
it =1,...,n, existe un K-isomorfismo o : K(a) — K(«a;) tal que o(a) = «;. Podemos considerar o
como un homomorfismo de K(«) en F y aplicar que la extensién L/K («) es algebraica para concluir,
con el Teorema 3.6, que o se puede extender a un homomorfismo L — F, que denotaremos también
con o. Por hipétesis a; = o(a)) € L y concluimos que p factoriza completamente en L.

(4) y (5) son equivalentes pues los polinomios irreducibles de K[X] que tienen raices en L son los
de la forma a Ming(a), con 0 #a € K y a € L.

(5) implica (1). Si se cumple (6), entonces L es el cuerpo de descomposicién de los polinomios
irreducibles de K[X] que tengan una raiz en L. OJ

Corolario 3.12 Una extension finitamente generada es normal si y solo si es el cuerpo de descom-
posicion de un polinomio.

Demostracién. Una implicacién es obvia y para demostrar la otra, obsérvese que si L = K(aq,...,ay)/K
.z sz n .
es una extensién normal, entonces L es el cuerpo de descomposicién de []; ; Ming (o;). O

Corolario 3.13 Si L es una clausura algebraica de K entonces L/K es normal.

Ejemplos 3.14 (1) Todas las extensiones que aparecen en los Ejemplos 3.10 son normales pues se
trata de cuerpos de descomposicién de un polinomio.

(2) En particular Q(¥/2,w)/Q es una extensién normal, donde w = 71%\/53 Sin embargo la extensién
Q(¥/2)/Q no es una normal pues Ming(¥/2), Q) = X> — 2 que tiene tres raices V/2, v/2w y v/2w?.
Como todos los elementos de Q(+/2) son niimeros reales y w no lo es, deducimos que el polinomio
Ming(+/2) no factoriza completamente en Q(+/2) y, por tanto, la extensién Q(+/2)/Q no es normal.

(3) Toda extensién de grado 2 es normal. En efecto, si L/K es una extensién de grado 2y o € L\ K,
entonces L = K(«) y por tanto p = Ming () tiene grado 2. Como p tiene una raiz en L, p es
completamente factorizable en L y por tanto L es el cuerpo de descomposicién de p sobre K.

(4) Del ejemplo (3) se deduce que las dos extensiones Q(v/2)/Q y Q(+v/2)/Q(+/2) son normales y sin
embargo la extensiéon Q(+/2)/Q no lo es, pues p = Ming(v/2) = X* — 2 tiene una rafz en Q(v/2)
y no es completamente factorizable en Q(v/2), ya que X% —2 = (X2 — v2)(X2+V2) y X2 +/2
no tiene ninguna raiz en Q(v/2).

Los Ejemplos (2) y (4) de 3.14 muestran que la clase de extensiones normales no es multiplicativa en
torres pues si K C E C L es una torre de extensiones, puede ocurrir que L/K sea normal sin que lo sea
E/K y también puede ocurrir que E/K y L/E sean normales y no lo sea L/K. Para compensar estas
propiedades negativas, veamos algunas de las propiedades positivas de la clase de extensiones normales.

Proposicién 3.15 (1) Si K C E C L es una torre de extensiones de cuerpos y L/K es normal,
entonces L/E es normal.

(2) Si {E;/K : i € I} es una familia de extensiones normales admisibles, entonces (NicrE;)/K y
(ILic; Ei)/ K son normales.
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(8) La clase de extensiones normales es cerrada para levantamientos.

Demostracion. (1) es obvio.

(2) Por hipdtesis todos los E; son subcuerpos de un cuerpo L. Si E;/K es el cuerpo de descomposicién
de la familia de polinomios P; y S; es el conjunto de raices de los elementos de P; (en L), entonces
E = []¢; Ei es el menor subcuerpo de L que contiene a K y a todos los S;, es decir que E' = K (U;erS;)
y por tanto E es el cuerpo de descomposicién de U;e;P; sobre K. Esto prueba que E/K es normal.

Si p es un elemento irreducible de K[X]y a € N;er E; es una raiz de p, entonces, por el Teorema 3.11,
p factoriza completamente en cada FE;, con lo que p factoriza completamente en L y las raices de p estan
en todos los F;, es decir en N;erE;. Eso implica que N;erE;/K es normal por el Teorema 3.11.

(3) Sean E/K y F/K extensiones admisibles con E/K normal. Sea P un subconjunto de K[X] tal
que E es el cuerpo de descomposicién de P sobre K, es decir E = K(S), donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica que contenga a EF. Entonces EF = F(S) y
por tanto EF/F es normal. [J

Teorema 3.16 (Clausura Normal) Sea L/K una extension algebraica. Entonces
(1) Eziste una extension N/L que verifica:

(a) N/K es normal.
(b) Si E es una subextension de N/L y E/K es normal, entonces E = N.

En tal caso se dice que N/K es una clausura normal de L/K.
(2) Todas las clausuras normales de L/K son L-isomorfas.

(3) Si L/K es finita y N/K es una clausura normal de L/ K, entonces N/K es finita.

Demostracién. (1) Sea L una clausura algebraica de L. Como L/K es una extensién algebraica, L
también es una clausura algebraica de K. Sea

Q= {E : E es una subextensién de L/L tal que E/K es normal}.

Como L es algebraicamente cerrado, L € Q y por tanto  # (). De la Proposicién 3.15 se deduce que
N = NgeqF es una extensién normal de K y claramente N verifica (a) y (b).

(2) y (3) Sean N1/K y Ny/K dos clausuras normales de L/K. Sea B una base de L. Para cada
a € B sean p, = Ming (). Sea P = {po : « € B} y para cada i = 1,2 sea R; , el conjunto de raices de
Pa en N;. Sea F; = K(UpepRi o) (1 =1,2). Como N;/K es normal y N; contiene una raiz de p,, este
polinomio es completamente factorizable en IV; y por tanto F; es el cuerpo de descomposicion sobre K
de P (en una clausura algebraica de N;). Por tanto F;/K es normal de donde se deduce que F; = N;
pues N;/K es una clausura normal de L/K. Luego N7 y Na son dos cuerpos de descomposicién sobre
K del mismo conjunto de polinomios. Como ademas K C L C N; también N; y N> son cuerpos de
descomposiciéon de P sobre L. Deducimos que Ni y Ns son L-isomorfos de la Proposicién 3.9. Esto
prueba (2) y también prueba (3) pues si L/K es finita, entonces B es finito y por tanto UaepR; o €S
finito, con lo que cada N;/K es una extension finita. [
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Problemas

3.1 Demostrar que, si K es un cuerpo, entonces K[X] tiene infinitos elementos irreducibles. Deducir
que:

(1) Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

(2) Si K es finito, entonces en K[X] existen polinomios irreducibles de grado arbitrariamente grande
(es decir, para cada n € Z™, existe un polinomio irreducible de grado mayor o igual que n).

3.2 Demostrar que la clausura algebraica de un cuerpo numerable tiene cardinal infinito numerable.

3.3 Demostrar que si K/Q es una extension finita y K es un clausura algebraica de K, entonces
[K : Q] = cc.

3.4 Calcular el cuerpo de escisién sobre Q contenido C de cada uno de los siguientes polinomios.
X441, XP—2, X4+ X%241, XP—-8X2+4+15, X041, X2+ X3+1.

3.5 Sea K un cuerpo arbitrario y a una raiz del polinomio p = X3 — 3X + 1 en una extensién de
K. Demostrar que o — 2 también es raiz p y utilizar esto para demostrar que K (a) es un cuerpo de
escisiéon de p sobre K.

3.6 Calcular un cuerpo de escisién L sobre K (con K tanto Zs como Zs) y el grado [L : K| para cada
uno de los siguientes polinomios:

X244 X411, X34X+1, X34+X2+X+1, X'+ X241,

3.7 Sea a un numero racional que no es un cubo de un niimero racional y sea K el cuerpo de descom-
posicién de X3 — a sobre Q, determinar [K : Q] y calcular una base de K sobre Q.

3.8 Dar un ejemplo de dos polinomios irreducibles sobre Q que tengan el mismo cuerpo de descom-
posicién.

3.9 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos. Demostrar que el cuerpo de descomposicién
sobre K del polinomio X* — (a + b)X? + ab, donde a,b € K, tiene grado 4 sobre K si y solo si a, b y
ab no son cuadrados en K.

3.10 Demostrar que si « es transcendente sobre K, entonces K () no es algebraicamente cerrado.

3.11 Sea p € K[X]| y L un cuerpo de descomposicién de p sobre K. Demostrar que si F es una
extensiéon de K admisible con L, entonces LFE es un cuerpo de descomposicién de p sobre F.

3.12 Para cada una de los siguientes subcuerpos K de C, calcular un subcuerpo N de C que sea una
clausura normal de K/Q y calcular también [N : KJ:

Q(%% Q(\g/i \4/5)7 Q(\g/i\/g)a Q(CS)’ Q(\/i \3/§, \4/5,...).

3.13 Demostrar que si a es un nimero complejo que cumple o = 1 + 4, entonces Q(a, v/2) es una
clausura normal de Q(a)/Q.

3.14 Sea K C L C N una torre de extensiones y supongamos que N/K es normal. Demostrar que
L/K es normal si y solo si o(L) C L para todo K-automorfismo o de N.
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3.15 Probar que si p € K[X] tiene grado n y L es un cuerpo de descomposicién de p sobre K, entonces
[L: K] divide a nl.

3.16 Demostrar que si [L: K] =n y N es la clausura normal de L/K entonces [N : K| divide a n!

3.17 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para dos extensiones normales finitas
Nl/K y NQ/K

(1) Existe un K-homomorfismo L; — Lo.

(2) Existen polinomios p1, ps € K[X] tales que p2|p1 en K[X]y N; es la clausura normal de p; sobre
K parai=1,2.

3.18 Demostrar que toda extensién de cuerpos finitos es normal.

3.19 Sean N/K una extensién normal, p € K[X] irreducible y g,h dos divisores irreducibles de p
en N[X]. Demostrar que existe o € Gal(N/K) tal que 5(g) = h. Dar un ejemplo mostrando que el
resultado no es valido si la extension no es normal.



Capitulo 4

Extensiones ciclotomicas

4.1 Raices de la unidad

Las raices del polinomio X™ — 1 se llaman raices n-ésimas de la unidad.

Obsérvese que hay un polinomio P = X™ — 1 para cada posible caracteristica que puede ser 0
6 un numero primo. Si la caracteristica considerada no es divisor de n (lo que incluye el caso de
caracteristica 0), entonces la tnica raiz de P’ = nX""! es 0, que no es raiz de p. En tal caso, P no
tiene raices miltiples y por tanto el polinomio X™ — 1 tiene n raices distintas en cualquier clausura
algebraica del cuerpo original. Sin embargo, si la caracteristica considerada es un divisor primo p de
n, entonces P’ = 0, con lo que todas las raices son multiples. De hecho como p divide a (’Z) para todo
1=1,2,...,p—1,siay bson elementos de un anillo de caracteristica p, entonces (a+b)? = a? +bP. En
particular si consideramos X™ — 1 como un polinomio con coeficientes en Zy[X] y n = p*m, entonces

k

X" _1= (Xm _ l)p

con lo que, si p { m, entonces las raices de X —1 son simples y las raices de n tienen todas multiplicidad
p*. En resumen

Lema 4.1 Consideremos X™ — 1 como un polinomio con coeficientes en un cuerpo K.

(1) Si K tiene caracteristica 0, entonces X™ — 1 tiene n-raices distintas en cualquier cuerpo de de-
scomposicion de X™ — 1.

(2) Sila caracteristica de K es p yn = pFm, con pfm, entonces X™ — 1 tiene m raices en un cuerpo
de descomposicion suyo, todas con multiplicidad p*.

Obsérvese que las raices m-ésimas de la unidad son los elementos de orden finito del grupo de
unidades de un cuerpo algebraicamente cerrado. Las raices n-ésimas (en una caracteristica fijada) son
precisamente los elementos de orden divisible por n y forman un subgrupo finito del grupo de unidades
del cuerpo al que pertenecen. De hecho este grupo es ciclico.

Lema 4.2 Todo subgrupo finito del grupo de unidades de un cuerpo es ciclico.
Demostracion. Sea GG un subgrupo finito del grupo de unidades K* de un cuerpo K. Del Teorema
de Estructura de los Grupos Abelianos Finitos (Teorema 7.55 de GyA) se deduce que G ~ C,,, x Cy,, X

-+ x Cp, para ciertos enteros mayores que 1 tales que nj|nz|---|ng. Si p es un divisor primo de ny,
entonces cada C,,, tiene un subgrupo de orden p, con lo que G tiene un subgrupo isomorfo a Cj’,f. Por

45
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tanto la ecuacién X? = 1 tiene al menos p”* soluciones en el cuerpo K, lo que implica que k = 1. Por
tanto G ~ C),,, es decir G es ciclico. [

Por tanto, el grupo de la raices n-ésimas de la unidad (en una caracteristica) es un grupo ciclico finito.
Si la caracteristica es 0, entonces el orden de este grupo es n. Si por el contrario la caracteristica es p > 0,
entonces el orden de este grupo es el mayor divisor de n que no es multiplo de p. Reciprocamente, si G
es un subgrupo finito de orden n del grupo de unidades K* de un cuerpo K entonces, por el Teorema
de Lagrange, todos los elementos de G satisfacen la ecuacién X™ = 1, con lo que G esté formado por
las n-raices n-ésimas de la unidad, lo que implica que la caracteristica de K no divide a n. En tal caso
G es un grupo ciclico y los generadores de G se llaman raices n-ésimas primitivas de la unidad. Es
decir, una raiz n-ésima primitiva de la unidad es un elemento de orden n de K*, para algin cuerpo
K. Obsérvese que hay raices n-ésimas primitivas de la unidad en una caracteristica si y solo si n no es
multiplo de la caracteristica. Recuérdese también que si g es un elemento de orden n en un grupo y r
es un entero positivo entonces el orden de g" es m (Férmula (4.2) en GyA). Por tanto,

Lema 4.3 Supongamos que £ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Entonces £ es una raiz

(T—"n)-ésima primitiva de la unidad. En particular las raices n-ésimas primitivas de la unidad son los
,

elementos de la forma £, con ged(r,n) = 1.

Por tanto, si n no es multiplo del primo p, entonces, en un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p, hay ¢(n) raices n-ésimas primitivas de la unidad, donde p(n) = |Z%|, es decir, ¢ es la
funcién de Euler.

4.2 Extensiones ciclotomicas

Definicién 4.4 Sea K un cuerpo y n un entero positivo. Se llama n-ésima extensién ciclotomica de K
al cuerpo de descomposicion de X™ —1 sobre K (que es inico salvo isomorfismos por la Proposicidn 3.9).

Como el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad forma un grupo ciclico, la extensién n-ésima
extension ciclotémica de K es K (&) donde £ es un generador del grupo de raices n-ésimas de la unidad.

Supongamos que la caracteristica de nuestro cuerpo no divide a n y sean &1, . . ., &, las raices n-ésimas
primitivas de la unidad. Entonces el polinomio

=X -&)(X=¢&)

se llama n-ésimo polinomio ciclotomico.

Recordemos que el subcuerpo primo de un cuerpo K es el menor cuerpo contenido en él. El cuerpo
primo de K es isomorfo a Q si car(K) = 0 e isomorfo a Z, si car(K) = p. Ademés el subanillo primo
de K es el menor subanillo primo contenido en K, que es isomorfo a Z si car(K) = 0 e igual al cuerpo
primo si la caracteristica es diferente de 0. Obsérvese que un anillo primo es o bien un cuerpo o bien
isomorfo a Z y, por tanto, es un DFU.

Sea D un dominio de factorizacién uinica y K su cuerpo de cocientes. Vamos a recordar los conceptos
de polinomios primitivos y de contenido de un polinomio P € K[X]\ {0}. Un polinomio @ € D[X]
decimos que es primitivo si el maximo comun de sus coeficientes es 1. Se llama contenido de P a un
elemento a € K tal que P = aP; con P; € D[X] primitivo. Observa que P tiene al menos un contenido
pues existe un a € D\ 0 tal que aP € D[X]. Si ahora d es un maximo comun divisor de los coeficientes
de aP entonces Py = § P es primitivo y P = gPl. Por tanto % es un contenido de P. Observa que no
estamos diciendo “el contenido” pues si a es un contenido de P, de forma que P = aP;, con P; € D[X]
primitivos, y u es una unidad de D, entonces P = ua% y % es también primitivo. Luego au es otro
contenido de P. Pero todos los contenidos son asi, pues si b es otro contenido entonces P = aP; = bP»
y P1 y P» son polinomio primitivos en D[X]. Si ponemos a y b como fracciones de elementos de D, o
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sea a = Z—; yb= g—; con ay,az,b1,ba € Dy agbs # 0, entonces a1bo Py = asb; Py y como Py y P» son

primitivos tanto a;1bs como asb; son maximos comun divisores de los coeficientes de este polinomio, con
lo que son asociados en D, o sea existe una unidad u de D tal que a1bsu = asby, de donde deducimos que
b = au. O sea el concepto de contenido de un polinomio es “Unico salvo unidades de D”. Denotamos
el contenido de P como ¢(P).

Lema 4.5 (Lemma de Gauss) Si K es el cuerpo de cocientes de un dominio de factorizacion inica
y P,Q € K[X]\ {0} entonces c¢(P)c(Q) = ¢(PQ).
En particular PQ es primitivo si y solo si P y QQ son primitivos.

Demostracién. Sean a = ¢(P) y b = ¢(Q) entonces P = aP; y Q = bQ1 con P; y @1 polinomios
primitivos en D[X]. Luego PQ = abP;Q; y solo hace falta demostrar que P;(@); es primitivo. Para
ello suponemos que no es primitivo, con lo que hay un divisor irreducible p de todos sus coeficientes.
Ponemos Py = ag+ a1 X +... y Q1 =bg+ 60X +.... Como P; y @ son primitivos, existen i y j
tales que p{a; y p{b;. Tomamos i y j minimos con esta propiedad. Por tanto p no divide a a;b; pero
si divide a agbit+; + a1birj—1 + ... a;—1bj41 ¥ & aj41bj—1 + -+ + a;4bo. Eso implica que p no divide
ay. kebl—inti arb;. Pero este es uno de los coeficientes de P;(Q; de donde obtenemos la contradiccion
buscada. [

Lema 4.6 Sean D un DFU, K el cuerpo de fracciones de D y sean p € D[X] y g € K[X] conp y q
polinomios mdnicos tales que q divide a p en K[X]. Entonces q € D[X] y q divide a p en D[X].

Demostracion. Sea r € K[X] con p = gr. Como p es ménico y tiene coeficientes en D, p es primitivo
y por tanto también lo son ¢ y r. Pero eso implica que ambos estdn en D[X], lo que termina la
demostracion. [J

Proposicién 4.7 Sean P y K el anillo primo y el cuerpo primo en una caracteristica y sea n un entero
positivo que no es maltiplo de car(P). Entonces

(1) gr(®n) = p(n) = |Z7].

(2) X" =1=1Tly, Pa-

(3) ®, € P[X].

(4) Si & es una raiz de la unidad en una extension de K, entonces Ming (€) € P[X].

Demostracion. (1) es consecuencia del Lema 4.3.

(2) Si G es el grupo de la n-raices n-ésimas de la unidad, entonces X" —1 = [[;c5(X —§). Los
ordenes de elementos de G son divisores de n y para cada divisor d de n, los elementos de orden d de
G son las raices d-ésimas primitivas de la unidad. Por tanto, si G4 denota el conjunto de las raices
d-ésimas primitivas de la unidad, entonces {Gy : d|n} es una particién de G, con lo que

xt—1=[] [I &-9=]] @

dln £€Gq d|n

(3) v (4) Razonamos por induccién sobre n. Sin = 1, entonces (, =1y &1 =X —1 = Ming((,) €
P[X]. Supongamos que n > 1y que (3) y (4) se verifican para todo niimero menor que n. Entonces de
(2) se tiene que

X"—1=a, [[ ®a
n#d|n
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y tanto X™ — 1 como q = Hn;ﬁd‘n ®, son polinomios mdénicos que estdn en P[X], por la hipdtesis de
induccién. Si P es un cuerpo, entonces esto implica que ®,, € P[X]. En caso contrario la caracteristica
es 0, P =7y ®, es un polinomio ménico de Q[X] que divide a X™ — 1 en Q[X]. Por el Lema 4.6,
o, € Z[X]. O

La Proposicién 4.7 proporciona un método recursivo para calcular ®,, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.8 &, =1, &, = X;f = %:X+l, Oy = X;—l :% =X24+X+1,04= éif;j =
X*-1 _ y2
x—nxFn) — X+l )
Si ¢ es primo (diferente de la caracteristica), entonces @, = X(I’—:l =14+X+X?+---+X7! Por
ejemplo ®5 = 1+ X + X2 4+ X3 + X4,
Podemos continuar calculando polinomios ciclotémicos:
d _ Xx%-1 _ X1 —X2_X+1
6 = ®18:05 — (X-DXHD(ILX+X?) — o .
Oy = =L = X1 X1 Xl X4 - X34+ X2 -X+1.

D1P,%5  (X-D(X+DAFX+X2+X71XT) — (X°-1)(X+1) ~ X+1

Obsérvese que la expresiéon de ®,, no depende de la caracteristica, siempre que esta caracteristica
no divida a n. Sin embargo, que ®,, sea irreducible o s{ que depende de la caracteristica.

Teorema 4.9 Los polinomios ciclotomicos en caracteristica 0 son irreducibles sobre Q.

Demostracién. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ y sean f = Ming(§) y ® = ®,,.
Tenemos que demostrar que ® es irreducible y, como £ es raiz de ® y ® es monico eso equivale a
demostrar que f = ®, o lo que es lo mismo a demostrar que toda raiz n-ésima primitiva de la unidad
(es decir todo elemento de la forma & con med(r,n) = 1) es raiz de p. Eso estd claro si n = 1.

Supondremos primero que 7 = p es primo. Sean g = Ming(£P) y g1 = ¢(XP?). Como &P es raiz
de g, £ es raiz de ¢g; y por tanto f divide a g; en Q[X]. Pero, como g; € Z[X] y tanto f como ¢;
son ménicos, del Lema 4.6 deducimos que f divide a g; en Z[X]. Pongamos g1 = fg2 con g2 € Z[X].
Considerando el proyeccién canénica Z — Z,, que extendemos de forma canénica a un homomorfismo
de anillos Z[X] — Z,[X]. Denotamos por f a la imagen de f € Z[X] por este homomorfismo. Entonces
utilizando el Pequeno Teorema de Fermat y el hecho de que elevar a p es un homomorfismo en un anillo
de caracteristica p deducimos

g(X)P =9(XP) =g1 = [ga-

Por tanto si g es un divisor irreducible de f en Z,[X], entonces ¢ divide a g. Si &P no es raiz de f,
entonces f y g son coprimos en Z[X] y por tanto fg divide a X™ — 1 en Z[X] lo que implica que fg
divide a X™ — 1. Entonces ¢? divide a X™ — 1, en contra de que X™ — 1 no tiene raices multiples en
una extensién de Z, pues ged(p,n) = 1.

Consideremos ahora un caso arbitrario, con r = p; - - - pg con py, ..., px Primos y argumentemos por
induccién en k. El caso en que k = 1 es el caso considerado en el parrafo anterior. Por hipdtesis de
induccién n = £PPE-1 es una rafz de f, con lo que Ming(n) = f. Aplicando ahora el caso visto en el
parrafo anterior a 1, deducimos que £" = nP* es raiz de f. [

Corolario 4.10 Si & es una raiz n-ésima primitiva de la unidad en caracteristica 0, entonces [Q(§) :

Q] = ¢(n).

Ejercicio 4.11 El Teorema 4.9 no se verifica en caracteristica positiva. Por ejemplo, en caracteristica

2 tenemos @7 =14+ X + X?+ X3+ X'+ X5+ X6 = (X3 4+ X +1)(X3+ X%+ 1).
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Problemas

Para cada entero positivo, (,, denota una raiz n-ésima primitiva de la unidad en la clausura algebraica
del cuerpo considerado. Por tanto, implicitamente cada vez que aparezca (, estamos suponiendo que n
no es multiplo de la caracteristica del cuerpo

4.1 Calcular ®,, para todos los niimeros enteros entre 1 y 16.
4.2 Dar una férmula general para ®5, para p un nimero primo.

4.3 Demostrar que si n es par, entonces Q((,) tiene exactamente n raices de la unidad y en caso
contrario tiene 2n. ;jCudles son las raices de la unidad en cada caso?

4.4 Demostrar que si n < m, entonces Q(¢,) = Q(¢,) si y solo si n =m & n es impar y m = 2n.

. , . n—1 , , . .
4.5 Demostrar que si p es un nimero primo y o? = (, entonces que « es una raiz p"-ésima primitiva
de la unidad.

4.6 Calcular las raices de la unidad que pertenecen a Q(\/ﬁ) donde d es un ntmero entero.

4.7 Demostrar las siguiente igualdades para ¢ = (,.
() [ (X —¢)=X"~1.

) 1, sin=1;
) n_—l i ) 3
(2) 2o € {0, sin > 1

(3) H:.:ll(l — (%) = n. (Por convenio, el producto vacio es 1.)

@ msaso={ ] 53k

4.8 Sean m y n dos nimeros naturales y d = mcd(m,n). Demostrar que ®,, es el producto de ¢(d)
polinomios irreducibles de Q(¢,) de grado ¢(m)/¢(d).

4.9 Demostrar que F, = Q((,) NR = Q(¢n 4 ¢, ) = Q(cos 22). Calcular [Q(¢y) : F] y Ming, (¢,) en
funcién de n.

4.10 Demostrar que toda extension de cuerpos finitos es una extension ciclotémica.

4.11 Demostrar que si F/K es una extensién normal y L/E es una extensién ciclotémica entonces
L/K es normal.

4.12 Sea F = F, un cuerpo finito de cardinal ¢ y n un nimero natural coprimo con ¢q. Demostrar
(1) [F(¢n) : F] es el menor entero positivo r tal que ¢" = 1 mod n.

2) Demostrar que q)n el n-ésimo pOliIlOIIliO ciclotémico en caracteristica p) es el pI‘OdUCtO de @n) /7
pOlil’lOHliOS irreducibles de F[X] de grado r, donde r es como en el apartado anterior.

(3) Simn es primo, entonces Ming((,,) = 1+ X + X2+ -+ X" ! si y solo si n no divide a HZL:_IQ(qi —1).

(Indicacién: Aplicar propiedades de los grupos ciclicos.)
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4.13 Sea F =T, un cuerpo con ¢ elementos y para cada entero n sea Iq el conjunto de los polinomios
moénicos e irreducibles de grado d en F[X]. Demostrar que X9 — X = g I,er, P

4.14 Demostrar que si n es un entero mayor o igual que 2 y p es un ndmero primo, entonces la

clausura normal de Q( ¢/p)/Q es Q( 1/p, e?™/™), ;Para que niimeros n y p se verifica que Q( v/p)/Q es
una extensién normal?

4.15 Demostrar que la aplicacién Z — Gal(Q(¢,)/Q) dada por i + o;, donde 0;(¢,) = ¢ es un
isomorfismo de grupos.

4.16 Sea ¢ = (, € C, con p primo y sea A un generador de Z;. Para cada i € Z,, sea ¢; = Cxi.
Demostrar

(1) €o,€1,...,€p—2 son las p — 1 raices primitivas de la unidad y forman una base de Q(¢) sobre Q.

(2) El grupo de Galois Gal(Q(¢)/Q) es ciclico generado por el automorfismo o de Q(¢) dado por
o(¢) = e

(3) o7 (€;) = €45, donde el subindice hay que leerlo médulo p — 1.

(4) Para cada k y cada divisor d de p — 1 se verifica 0%(wy,4) = wi a4, donde
Wk,d = €k + €g4+d + €gyr2a + -+ ot (22 -1)

pero ot (Wk,d) # Wk,4, para todo divisor d; de p—1 menor que d. Los elementos de la forma wy, 4,
se llaman periodos de Gauss.

4.17 Demostrar las siguientes propiedades de los polinomios ciclotémicos ®,,.

(1) &p(X)=14+X+X2+- 4+ XP 1y d, = <I>p(XpT71) donde p es primo y r es un nimero natural.
(2) D,(X) = Dp,..p, (szlil"'pgsfl), donde n = pi* -+ p%s, p1,...,pr son primos distintos y r1,...,7s
son numeros naturales.

(3) Sin es impar entonces ®g, (X) = @, (—X).
(4) Sip es un primo que no divide a n, entonces ®,, (X)®,(X) = &, (X?).

(5) ®,(X) = Hd‘n(X"/d — 1)) donde p es la funcién de Mébius definida de la siguiente férmula
sobre los niimeros naturales:

1, sin=1,
u(n) = ¢ (=1)", sin es el producto de r primos distintos,
0, en cualquier otro caso.

4.18 Sea p un ndmero primo impar. Para cada entero n, ponemos

n
= 1 sin =220 mod p para algiin entero z,

( > 0 sin=0mod p,
—1 sin # 220 mod p para todo entero x.

p

Demostrar:

(1) {n =1,...,p—1: (%) = 1} tiene 251 elementos.
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(2) Sin=m mod p, entonces (ﬁ> = (m)

5=
® ()= () (%)

(4) Si§=yr! (g) " entonces 52 — (—71) p.

(5) Q(¢p) contiene a Q(y/p) 6 a Q(v/—p). (Cudndo se da cada caso?
(6) Q(\/p) esté contenido en Q(Cyp)-

(7) Toda extension cuadrética de Q estd contenida en una extensién ciclotémica.
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Capitulo 5

Extensiones separables

5.1 Grado de separabilidad

Definicién 5.1 Sean E/K una extension algebraica y o : K — L un homomorfismo de cuerpos con
L algebraicamente cerrado. Sea S el conjunto de las extensiones de o a un homomorfismo de E a
L, es decir SE estd formado por los homomorfismos 7 : E — L tales que T|x = o. Se llama grado
de separabilidad de la extension E/K al cardinal de SE. Denotamos el grado de separabilidad de la
extension E/K por [E : K;.

Para que la anterior sea una buena definicién el cardinal de SZ no debe de depender de L ni de o.

Proposicién 5.2 Si E/K es una extension algebraica entonces el cardinal SE es el mismo para todos
los homomorfismos de cuerpos o : K — L, con L algebraicamente cerrado.

Demostracion. En primer lugar vamos a ver que podemos suponer que L es una clausura algebraica
de o(K). Obsérvese que si 7 € S¥, entonces 7(E) es algebraico sobre 7(K) = o(K). Por tanto 7(E)
est4 incluido en la clausura algebraica de o(K) en L, con lo que SE no se ve afectado si cambiamos L
por estd clausura algebraica, que también es algebraicamente cerrada por la Proposicién 3.3. A partir
de ahora supondremos que L es una clausura algebraica de o(K).

Sea ¢/ : K — L’ otro homomorfismo con L’ una clausura algebraica de o’'(K). La aplicacién
o(K) — o'(K) dada por z — o’ o 0~ !(z) es un isomorfismo. Por la Proposicién 3.7, existe un
isomorfismo A : L — L' tal que A(o(k)) = o’ (k) para todo k € K. La aplicacién de SZ en SZ dada por
T — Ao T es biyectiva pues su inversa es la aplicacién en sentido contrario dada por 7/ — A~! o 7'. Por

tanto, |SE| = |SE|. O

Ejemplo 5.3 Supongamos que « es algebraico sobre K y sea L una clausura algebraica de K que
contenga a a. Sea p = Ming(w). Por el Lema de Extensién (Lema 2.9) si 7 : K(a) — L es un
K-homomorfismo (es decir 7 € S (a), donde o : K — L es el homomorfismo de inclusién) entonces
7(a) es una raiz de p y, reciprocamente para cada raiz 8 de p, existe un isomorfismo K(«) ~ K(3),
que podemos considerar como un K-homomorfismo de K(«) en L. Por tanto [K(«) : K], es igual al
ntimero de raices de p.

Las raices de Ming («) (en L) son llamadas también conjugados de a sobre K y, como hemos visto son
las imagenes de a por los K-automorfismos de L. Obsérvese que con esta terminologia los conjugados
de un nimero complejo « sobre R son exactamente o y su conjugado complejo @.

En muchos aspectos el grado de separabilidad se comporta como el grado.
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Proposicién 5.4 (Propiedad Multiplicativa del Grado de Separabilidad) Si K C E C F es
una torre de cuerpos, entonces
[F:K|s=I[F:E|4E: K.

Demostracion. Sea ¢ : K — L un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado. Como
todo elemento de SE es una extensién de un elemento de SZ, a saber de su restriccién a E, se tiene que

U s

TeESE

Claramente los conjuntos SI son disjuntos. Ademaés, por la Proposicién 5.2, S& = [F : E], para todo
7 € SE. Concluimos que [F Kl =3 g5 |SF] = [F :Els[E: K]s. O

Lema 5.5 Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0 entonces la aplicacion ¢ : x — zP de K en
st mismo es un homomorfismo de cuerpos (llamado homomorfismo de Frobenius. Si ademds K es
algebraico sobre su cuerpo primo (por ejemplo, si K es finito), entonces ¢ es un automorfismo de K
(conocido con el nombre de automorfismo de Frobenius.

Por tanto, si o = BP con o, € K, entonces a = 3.

Demostracién. Claramente (1) =1y ¢(ab) = ¢(a)¢(b). Por otro lado, si 1 <4 < p entonces (?) es
multiplo de p. Por tanto p(a+b) = (a+b)? = >0 (P)aP~ib" = aP + b = ¢(a) + ¢(b). Esto demuestra
que ¢ es un homomorfismo de cuerpos, que como todos los homomorfismos entre cuerpos serd inyectivo.

Supongamos ahora que K es algebraico sobre su cuerpo primo P = Z,. Por el Pequefio Teorema de
Fermat, ¢ es un Z,-homomorfismo. Aplicando la Proposicién 2.19, deducimos que ¢ es un automorfismo
de K. O

Lema 5.6 (Uniformidad de la Multiplicidad) Sea f € K[X] irreducible.
(1) Todas las raices de f (en un cuerpo de descomposicion de f) tienen la misma multiplicidad.
(2) SicarK =0 entonces f no tiene raices maltiples.

(3) SicarK = p # 0 entonces la multiplicidad de las raices de f es una potencia de p y la multiplicidad
es p" si y solo sin es el mayor nimero no negativo tal que f = g(X?") para algin g € K[X].

Demostracion. Podemos suponer que f es ménico.
(1) Sean «g,...,q, las raices de f y sea m; la multiplicidad de a; como raiz de f. Fijemos 1 <
i,7 < n. Porel Lema de Extensién (Lemma 2.9), existe un K-isomorfismo o : K (a;) — K(¢y;) tal que
o(e;) = aj. Ademés o permuta los ay. Por tanto

n n
—« — mr
L= = Il =oton)

De la unicidad de la factorizacién deducimos que m; = exponente de X — o, en la expresiéon de la
izquierda = Exponente de X — o(a;) = X — o es la expresién de la derecha = m;. Esto termina la
demostracion de (1).

Para demostrar (2) y (3) recordemos que las raices multiples son las raices comunes de f y f’. Como
gr(f') < gr(f), se tiene que f|f’ si y solo si f/ = 0y en caso contrario med(f, f') = 1y f no tendrd
raices multiples.

(2) SicarK # 0, entonces f’ # 0 y por tanto f no tiene raices multiples.
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(3) Supongamos que carK = p > 0 y sea n el mayor entero no negativo de forma que f(X) = g(X?")
para algin g € K[X]. Para ver que este nimero existe, obsérvese que para n = 0, tomando g = f se
cumple la igualdad y por otro lado si se cumple la igualdad entonces grf = p™grg con lo que n esta
acotado superiormente. Eso garantiza la existencia de n. Ademds g estd univocamente determinado
por fysif=> fiX? entonces n > 0 si y solo si f; = 0 para todo i que no sea miltiplo de p si y solo
si f/ =0 siy solosi f tiene raices multiples.

Como f es irreducible, g también lo es. Si ¢’ = 0 entonces g = h(X?) para algin h € K[X] y por
tanto

f=g(X?") = h((X”")?) = h(x*"")

en contra de la eleccién de n. Por tanto g es irreducible y ¢’ # 0, lo que implica que g no tiene raices
multiples. Si aq, ...,y son las distintas raices de f, entonces of ,...,a son raices de g y todas son
distintas, por el Lema 5.5. Vamos a ver que estas son las unicas raices de g. En efecto si aparte de

éstas, g tuviera otras raices 31, ..., 3;, entonces

g=(X-af" ) (X —al )X = B1)- (X - B)

y por tanto . .

f=(" —al ) (X7 — o )X = Br) - (X = ).
Si v es una rafz de (X?" — B;)--- (XP" — B;), entonces 7 es una raiz de f. Por tanto, v = «; para algin
i=1,...k y~y" = Bp para algin j =1,...,l. Eso implica que o;; = v = 3;, en contra de que los «
y los ﬂ son diferentes. En resumen,

g=X—af ) (X —ay)

y por tanto

n n

F=(XP" =) (X o) = (X —ag)? (X — )P

lo que implica que todas las raices de f tienen multiplicidad p™. O

Definicién 5.7 Si f € K[X] es irreducible, entonces se llama grado de separabilidad de f sobre K al
numero de raices distintas de f (en un cuerpo de descomposicidn de f) y grado de inseparabilidad de
f a la multiplicidad de cualquiera de las raices de f.

Los grados de separabilidad e inseparabilidad de f los denotamos por gr, (f) yer;(f), respectivamente.

Obviamente
gr(f) = grs(f)eri(f) (5.1)
Del Ejemplo 5.3 se deduce que

Proposicién 5.8 Si a es algebraico sobre K, entonces [K(«) : K]s = gry(Ming («)).
Ademas:
Proposicién 5.9 Si E/K es una extensidn finita de cuerpos, entonces [E : K|s divide o [E : K].

Demostracién. Razonamos por induccién sobre n = [E : K], con el caso n = 1 trivial. Supongamos
que n > 1 y la hipétesis de induccién. Sea v € E\ K. Entonces [E : K(«a)] < n y, por la hipdtesis
induccién, [E : K(«a)]s divide a [E : K(«)]. Pongamos k = [E : K(«a)]/[E : K(a)]s. Sip = Ming (),
entonces aplicando la Proposicién 5.8 y la férmula (5.1) se deduce que

Js gr(p) =k [E: K(a)]s gry(p) gr;(p)

[E:K] = [E:K(a)] [K(o): K]=Fk[E: K(a)
=kg ()[EK]S

kgry(p) [E: K(a)]s [K(a) : K]
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Se llama grado de inseparabilidad de una extensién finita E/K al cociente

. _ [E: K]

5.2 Extensiones separables

Definicién 5.10 Un polinomio f € K[X] no constante se dice que es separable si no tiene raices
maltiples en ninguna extension de K, o lo que es lo mismo si med(f, f/) = 1.

Si « es un elemento de una extension L de K entonces se dice que o es separable sobre K si es
algebraico y Ming («) es un polinomio separable.

Una extension L/K se dice que es separable si todo elemento de L es separable sobre K. FEn
particular una extension separable es algebraica.

Una extension L/K se dice que es puramente inseparable si los unicos elementos de L que son
separables sobre K son los elementos de K.

Claramente si f es un irreducible de K[X], entonces f es separable si y solo si gr (f) = gr(f) siy
solo si gr;(f) = 1. Por otro lado como consecuencia del Lema 5.6 se tiene:

Proposicién 5.11 SicarK = 0 entonces todo polinomio irreducible de K[X] es separable y por tanto
toda extension algebraica de K es separable.

Ademsds de la Proposicién 5.8 se deduce que un elemento algebraico « sobre K es separable si y sélo
si [K(a): K] =[K(«a): K]s siysolosi [K(a): K]; =1.

Teorema 5.12 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/K :
(1) L/K es separable.
(2) [L:K|=[L: K.
(3) [L: K], =1.

Demostracién. La equivalencia entre (2) y (3) es obvia.

(2) implica (1) Supongamos que [L : K] = [L : K|, y sean « € L y E = K(«). Entonces, de las
propiedades multiplicativas del grado y del grado de separabilidad (Proposicién 5.4) deducimos

[L:E|[E:K|=[L:K|=[L:K|s=[L:E|s[E: K]s.

Como los dos factores de la derecha son menores o iguales que los de la izquierda y todos son enteros
positivos, deducimos que [L: E] =[L: E]; y [K(a) : K] = [K(«) : K]s. Lo tltimo es equivalente a que
« sea separable sobre K.

(1) implica (2) Supongamos que L/K es separable y razonemos por induccién sobre n = [L : K]. No
hay nada que demostrar en el caso en que n = 1. Supongamos que n > 1 y la hipdtesis de induccién.
Elegimos a € L'\ K. Como Ming4)(8) divide a Ming (3), para todo 3 € L, tenemos que L/K(«a) es
separable y como [L : K(«)] < n, de la hipétesis de induccién, tenemos que [L : K(«)] = [L : K(a)]s.
Ademds, como « es separable sobre K se tiene que [K(«a) : K] = [K(a) : K]s. Uniendo estas dos
igualdades obtenemos

[L:K]=[L: K(o)][K(a): K] =[L: K(a)]s[K(x) : K]s = [L : K]s.

Veamos varias consecuencias del Teorema 5.12.
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Corolario 5.13 La clase de extensiones separables es multiplicativa.

Demostraciéon. Sea K C E C L una torre de cuerpos. Supongamos primero que L/K es separable.
Claramente E/K es separable. Ademds, si o € L entonces Ming(a) divide a Ming («) y el segundo no
tiene raices multiples, con lo que tampoco las tiene es primero. Luego, « es separable sobre E. Esto
prueba que L/E es separable.

Reciprocamente, supongamos que E/K y L/E son separables y sea o € L. Sean P = Ming(a), A
el conjunto de coeficientes de Py F'= K(A) C E. Como P es irreducible sobre E también lo es sobre
F, con lo que P = Ming(a). Como « es separable sobre E, también lo es sobre F' lo que implica que
[F(a): F] =gr(P)=gr,(P)=[F(a): Fls, y por tanto F'(«)/F es separable. Como E/K es separable,
también lo es F//K. Aplicando las propiedades multiplicativas del grado y del grado de separabilidad
(Proposiciones 2.3 y 5.4) y el Teorema 5.12 tenemos que

[F(a) : K] = [F(a) : F] [F : K] = [F(a) : FI, [F : K], = [F(a) : K]..

Aplicando una vez més el Teorema 5.12 deducimos que [F(«) : K] es separable. En particular « es
separable sobre K. Esto demuestra que L/K es separable.

Corolario 5.14 Si L = K(A) y todos los elementos de A son separables sobre K entonces L/K es
separable.

Demostracién. Si a € L, entonces existe B C A finito tal que a € K(B), lo que implica que en la
demostracién podemos suponer que A es finito. Si A = {ay,...,a,} entonces cada «; es separable
sobre K y por tanto también sobre K(aq,...,a;—1). Aplicando que la clase de extensiones separables
es multiplicativa, basta demostrar el corolario para el caso en que A tiene un dnico elemento «. Pero
esto estd claro pues si « es separable sobre K, entonces [K(a) : K] = [K(«) : K]s, es decir K(«)/K es
separable. [J

Una consecuencia inmediata del Corolario 5.14 es el siguiente

Corolario 5.15 Si L/K es una extensidn de cuerpos entonces el conjunto de los elementos de L que
son separables sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K. FEste subcuerpo se llama clausura
separable de K en L.

El primero de los dos siguientes corolarios es obvio:

Corolario 5.16 Si L/K es una extension finita y S es la clausura separable de L/K entonces [L :
Kls=1[5:K].

Corolario 5.17 La clase de extensiones separables es cerrada para levantamientos.

Demostracién. Sean F/K y F/K extensiones admisibles con E/K separable. Cada elemento de E es
separable sobre K y por tanto también es separable sobre F', con lo que del Corolario 5.14 deducimos
que EF/F = F(E)/F es separable. O

Proposicién 5.18 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension algebraica L/K.
(1) [K(a) : K]s =1 para todo o € L.

(2) Todos los K-homomorfismos de L a un cuerpo algebraicamente cerrado dado son iguales.
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(3) L/K es puramente inseparable.
(4) K(a)/K es puramente inseparable para todo o € L.

(5) L =K 6 la caracteristica de K es p > 0 y para todo o € L existe un n > 0 tal que o € K.

Demostracién. (1) implica (2) Si 0y y o2 son dos K-homomorfismos distintos de L a un cuerpo
algebraicamente cerrado entonces existe a € L tal que o1(a) # o2(a). Luego [K () : K]s > 1.

(2) implica (3) Si « € L es separable sobre K y a ¢ K entonces [K(a) : K]s; > 1y por tanto hay més
de un K-homomorfismos de K («) a un cuerpo algebraicamente cerrado. Pero como L/K es algebraica
esos homomorfismos extienden a K-homomorfismos de K a dicho cuerpo.

(3) implica (4) es obvio.

(4) implica (5) Supongamos que K(«)/K es puramente inseparable para todo o € K. Si la car-
acteristica de K es cero entonces K («)/K es separable y puramente inseparable y por tanto L = K.
Supongamos que p = car(K) > 0y sean « € K y f = Ming(«). Sea p™ la multiplicidad de @ como
raiz de f y sean a1, ..., ay las distintas raices de f. Entonces f = (X —ap)P" --- (X — ap)?" = g(XP)

con g = (X — ozpn) (X —aP") € K[X]. Como f es irreducible sobre K también lo es g. Pero los

o son distintos dos a dos por el Lema 5.5. Luego ¢ es un polinomio separable y por tanto su raices

son separables sobre K. En particular of” es separable sobre K. Como, por hipétesis, K (a)/K es
puramente inseparable deducimos que o?" € K. Como deseabamos.

(5) implica (1). Supongamos que se verifica (5) y car(K) = p > 0. Sea a € L. Por hipétesis a = a?"
para algtin n. Por tanto « es rafz del polinomio X?" —a = (X — a)?". En particular Ming () tiene
una tnica rafz, a saber a y por tanto [K(a): K|s=1. O

5.3 Elementos primitivos

Recordemos que una extensién L/K se dice que es simple si L = K(«) para algin o € L. En tal caso
se dice que « es un elemento primitivo de la extensién L/K.

Teorema 5.19 (Teorema del Elemento Primitivo) Toda extension separable finita es simple (es
decir, tiene un elemento primitivo).

Demostracién. Sea L/K una extensién separable finita. Si K es finito, también lo es L y por tanto
L* es ciclico, digamos generado por a. Entonces L = K ().
Supongamos que K es infinito y sea n el menor nimero de elementos de L necesarios para generar L

sobre K. Tenemos que demostrar que n = 1, con lo que suponemos n > 2. Pongamos L = K(aq, ..., ap)
y m = [K(a1,az2) : K]|. Sea o la inclusién de K en una clausura algebraica de L. Como K(ay,as)/K
K(aho@) . . . .
es separable, S, tiene m elementos, o1, ...,0,,. Consideremos el polinomio
p=[](oilar) = oj(a1) + X (oi(02) — 0(a2))).
i#]

Obsérvese que si i # j, entonces o; # o, lo que implica que 0;(a1) # 0j(a1) 6 0;(a2) # oj(as2). Eso
demuestra que los factores lineales que aparecen en la definicién de p son diferentes de 0 y por tanto
p # 0. Como K es infinito existe a € K tal que p(a) # 0, o lo que es lo mismo, si f = a3 +aas, entonces
0i(B) # 0;(B) para todo i # j. Esto muestra que [K(3) : K]; > m y, como todas las subextensiones de
L/K son separables, tenemos m < [K(5) : K]s = [K(8) : K] < [K(aq,a2) : K] = m. Concluimos que
K(a1,a9) = K(B) y por tanto

L=K(a,ag,...,an) = K(ag,a2)(as,...,an) = K(B)(as,...,an) = K(B,as,...,a,)
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en contra de la minimalidad de n. O

Lema 5.20 Sean o y B elementos de una extension L de K y sean a y b elementos distintos de K. Si
E=K(a+aB)=K(a+0bp), entonces E = K(a, 3).

Demostracién. Supongamos que E = K(a + af) = K(a + bf3). La inclusién E C K(a, 8) es obvia.
Para ver la otra inclusién observemos que (a —b)3 € E'y por tanto 8 € E, lo que implica que o € E. [

Vamos a denotar con Sub(L/K) al conjunto de las subextensiones de L/K, es decir Sub(L/K) es el
conjunto de los subcuerpos de L que contienen a K.

Teorema 5.21 (Artin) Una estension finita L/ K es simple si y solo si Sub(L/K) es finito.

Demostracién. Si K es finito, entonces L es finito (jpor qué?) y por tanto Sub(L/K) es finito.
Ademds L* es ciclico (Lema 4.2) y si « es un generador de L* entonces L = K(«). Esto muestra el
Teorema para el caso en que K es finito, por lo que a partir de ahora supondremos que K es infinito.

Supongamos primero que Sub(L/K) es finito. Como K es infinito y Sub(L/K) es finito, aplicando
el Lema 5.20, deducimos que para todo «, € L existen dos elementos distintos a y b de K tales
que K(a+ af) = K(a+ b8), en cuyo caso del Lema 5.20 se tiene que K(«, ) es simple. Si n es el
menor nimero de elementos de L tales que L = K(aq,...,ay) vy n > 2 entonces existe 8 € L tal que
K(a1,a9) = K(B) y por tanto

L=K(ay,ag,...,a,) = K(aj,a)(as,...,an) = K(B8)(as,...,an) = K(B,as3,...,0)

en contra de la minimalidad de n. Por tanto n = 1, es decir L/K es simple.

Reciprocamente, supongamos que L/K es simple y sea a@ € L con L = K(a). Para cada E €
Sub(L/K) sea pgp = Ming(«). Como L = K(a) tenemos que L = E(a) para todo E € Sub(L/K) y por
tanto [L : E] = gr(pg). Si P es el conjunto de los divisores ménicos de px en L(X) entonces P es finito
pues si aq, ..., q, son las raices de px en una clausura algebraica de L, entonces cada elemento de P
es de la forma (X — o) -+ (X — )% con >, e, < gr(pk). Ademds E — pp define una aplicacién
de Sub(L/K) a P y para acabar la demostracién basta demostrar que esta aplicacién es inyectiva. Para
ver esto vamos a demostrar que E esta generado sobre K por los coeficientes de pg. En efecto, sean
E € Sub(L/K) y F el elemento de Sub(L/K) generado sobre K por los coeficientes de pg. Entonces
F C FEypg € F[X]. Como pg es irreducible en E(X) también es irreducible en F[X] y por tanto
pe = Ming(a) = pp. Luego [L: E] =[L: F]=[L: E][E: F]y por tanto E = F. [

Problemas

5.1 Para cada uno de los siguiente polinomios y los siguientes cuerpos decidir qué polinomios son
separables sobre qué cuerpos. Polinomios: X2 4+ 1, X% +2X — 1y X3 — 21X? 4 147X — 343 sobre
@7 ZQ? Z37 Z7~

5.2 Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las verdaderas y
dando un contraejemplo de las falsas.

(1) Todo polinomio irreducible de K[X] es separable.
(2) Toda extension separable en normal.

(3) Toda extensién normal es separable.
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(4) Toda extensién de cuerpos finitos es separable.
(5) Toda extensién finita es separable.

(6) Sila caracteristica de K no divide al grado de la extensién L/K, entonces la extensiéon L/K es
separable.

(7) Sip e K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K no
divide a n, entonces L/K es separable.

(8) Sip € K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K no
divide a n!, entonces L/K es separable.

(9) Sip e K[X] es separable sobre K entonces el cuerpo de escisién de p sobre K es normal sobre K.
5.3 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.

(1) Todo polinomio irreducible en K[X] es separable.

(2) Toda extension algebraica de K es separable.

(3) carK =06 carK =p#0y K = K?.
Un cuerpo que satisface estas condiciones se dice que es perfecto.

5.4 Demostrar:

(1) Todo cuerpo finito es perfecto.
(2) Si K es perfecto y L/K es una extension algebraica, entonces L es perfecto.
(3) Si L es perfecto y L/K es una extension separable, entonces K es perfecto.
(4)

4) Si L es perfecto y L/K es una extension finita, entonces K es perfecto.

5.5 Demostrar que el cuerpo de fracciones K(X) del anillo de polinomios K[X] es perfecto si y solo
si carK = 0.

5.6 Sea K un cuerpo de caracteristica p y K una clausura algebraica de K. Sea
VK ={zeK:2” € K}
De forma recursiva definimos E,, para todo n > 0 poniendo Ey = K y E, 41 = {/E,. Demostrar que
EyCE CEYC...

es una sucesién de subextensiones de K /K y que la unién de estos subcuerpos es la menor subextensién
de K/K que es un cuerpo perfecto. Esta unién se llama clausura perfecta de K.

5.7 Construir una extensién finita que no sea simple. (Indicacién: F,(X,Y)/?.)
5.8 Dados dos nimeros racionales a y b, encontrar un elemento primitivo de Q(+/a, \/I;) sobre Q.
5.9 Encontrar un elemento primitivo de la extensién Q(v/2, v/2)/Q.

5.10 Sea L/K una extensién separable de grado n y sea a € L. Demostrar que « es un elemento
primitivo de L/K si y solo si « tiene n conjugados.
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5.11 Demostrar que si K un cuerpo de caracteristica p # 0 y X e Y son dos indeterminadas, entonces
la extensién K ({/X, ¢/Y)/K(X,Y) tiene infinitas subextensiones pero no es simple.

5.12 Sea K = F3(T') el cuerpo de funciones racionales sobre el cuerpo con dos elementos Fy, en la
variable T'y sean F = X? — Ty G = X? — (T?+T%) y a 'y B raices de F y G en una extensién de K.
Demostrar que K(a, §)/K es una extensién de grado 4 que no es simple.

5.13 Sea f un elemento irreducible de K[X] de grado n. Demostrar que si la caracteristica de K no
divide a n entonces f es separable sobre K.

5.14 Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K y un elemento «
algebraico sobre K.

(1) [K(a) : K]s =1, es decir, la extensién K(a)/K es puramente inseparable.
(2) a?" € K para algiin n > 0.
(3) Ming (o) = X?" — a, para algtin n > 0 y algiin a € K.
Decimos que a es puramente inseparable sobre K si se cumplen las condiciones anteriores.

5.15 Demostrar que una extensién algebraica de cuerpos L/K es puramente inseparable, si todo
elemento de L es puramente inseparable sobre K.

5.16 Demostrar que si K es un cuerpo de caracteristica p > 0 y n > 0, entonces K?" = {apn ca € K}
es un subcuerpo de K y K/ KP" es una extensién puramente inseparable.

5.17 Demostrar que la clase de extensiones puramente inseparables es multiplicativa en torres y estable
por levantamientos.

5.18 Demostrar que si L = K(A) y los elementos de A son puramente inseparables sobre K, entonces
L/K es puramente inseparable.

5.19 Sea L/K una extensién de cuerpos. Demostrar que el conjunto P de los elementos de L que
son puramente inseparables sobre K es un subcuerpo de L. Este cuerpo se llama clausura puramente
inseparable de L/K (o de K en L).

5.20 Demostrar que si L/K es una extension finita y puramente inseparable, entonces [L : K] es una
potencia de la caracteristica de K. (Se entiende que 0° = 1.)

5.21 Sea L/K una extensién algebraica y sean S y P las clausura separable y puramente inseparable
de L/K. Demostrar las siguientes afirmaciones para una subextensién E de L/K:

(1) E/K es separable si y solo si E C P.
(2) E/K es puramente inseparable si y solosi E C Psiysolosi ENS =K.

(3) L/E es puramente inseparable si y solo si S C E.

5.22 Seap = Y% — X € K[Y], con K = F3(X), y sea a una rafz de p, en un clausura algebraica
de K. Estudiar la separabilidad de a™ sobre K, para cada n > 1 y calcular las clausuras separable y
puramente inseparable de K(a)/K.
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Capitulo 6

Extensiones de Galois

6.1

La correspondencia de Galois

Recordemos que si L/K es una extension de cuerpos, entonces el grupo de Galois de L/K es el grupo
Gal(L/K) formado por los automorfismos de L/K, es decir los K-automorfismos de L.

Ejemplos 6.1 (1) Claramente Gal(K/K) = 1 pero no son éstas las inicas extensiones con grupo de

Galois trivial. Por ejemplo, si a es un niimero racional positivo que no es el cubo de un ntimero
racional, entonces p = X3 — a es irreducible en Q[X]. Las raices de p son a = ¥a,wa y w?a,
donde w es una raiz tercera primitiva de la unidad. Como w no es un numero real, la Unica raiz
de p que pertenece a K(a) es o'y por tanto Gal(K(«)/K) =1 (;por qué?).

Si L/K es una extensién de grado 2 y carK # 2, entonces Gal(L/K) tiene dos elementos. En
efecto, si @« € L\ K, entonces L = K(«) y por tanto p = Ming («) tiene grado 2. Pongamos
p=X>4+aX+b= (X—&—%)Q—i—b—”ff ysean f = a+§yc= ‘%f—b. Entonces ¢ = Ming (3) = X2 —c
y L =K(8) = K(y/¢). Como las raices de ¢ son =0, si o € Gal(L/K) entonces o(8) = £, con
lo que efectivamente Gal(L/K) tiene dos elementos. (Seguro que tiene dos?).

En particular, Gal(C/R) tiene orden 2 y de hecho estd formado por la identidad y la conjugacién.

Como un automorfismo de R ha de ser una aplicacién creciente (;por qué?), necesariamente
Gal(R/Q) =1 y por tanto Gal(R/K) = 1 para todo subcuerpo K de R (jpor qué?). De hecho el
unico automorfismo de R es la identidad (;por qué?).

Sean K = Q(v/2,V3) y 0 € Gal(K/Q). Entonces 0(v2) = £v/2 vy 0(v/3) = £V/3 y por tanto
Gal(K/Q) tiene a lo sumo 4 elementos. De hecho Gal(K/Q) tiene exactamente cuatro elementos.
En efecto, en el Ejemplo (2) hemos visto que Gal(Q(v/2)/Q) tiene 2 elementos. Por otro lado
V3 & Q(v/2) (ver Ejercicio 2.11 del Capitulo 2). Por tanto K/Q(v/2) es una extensién separable
(;por qué?) de grado 2, con lo que cada uno de los dos elementos de Gal(Q(y/2)/Q) tiene dos
extensiones a un homomorfismo de K en una clausura algebraica de K que, como ademds K/Q
es normal (jpor qué?), estas dos extensiones son elementos de Gal(K/Q). Por tanto Gal(K/Q)
tiene cuatro elementos: oy, ,0,_,0_1,0__ dados por Jab(\/i) =aV2y O’ab(\/g) = by/3.

Sea ¢ una rafz n-ésima primitiva de la unidad y sea L = K(§)/K una extensién ciclotémica. Si
o € Gal(L/K), entonces o(§) = & para algtin entero i, coprimo con n y o estd completamente
determinada por el resto de ¢ mdédulo n. Por tanto tenemos una aplicacién ¢ : Gal(L/K) — Z,
que asocia 0 € Gal(L/K) con la tnica clase Z} que contiene a i (con (&) = £%). Entonces v

63
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es un homomorfismo inyectivo de grupos (comprobarlo) y por tanto Gal(L/K) es isomorfo a un
subgrupo de Z}. En particular el grupo de Galois de toda extension ciclotémica es abeliano.

Si ademds K = Q, entonces Ming(§) = @, el n-ésimo polinomio ciclotémico (Teorema 4.9). Por
tanto para cada i coprimo con n existe un elementos o € Gal(L = Q(£)/Q) con o(§) = ¢, En
otras palabras, Gal(Q(£)/Q) es isomorfo a Z? y un isomorfismo 7 : Z; — Gal(Q(£)/Q) viene dado
asociando i € Z? con el tinico automorfismo 7; de Q(¢) tal que 7;(&) = £

Obsérvese que si ¢ : L — L* es un K-isomorfismo, entonces la aplicacién Gal(L/K) — Gal(L*/K)
dada por o +— ¢pod~! es un isomorfismo.

Si L/K es una extensién algebraica y L es una clausura algebraica de L, entonces podemos ver
cada elemento de Gal(L/K) como un elemento de S¥ = {0 : L — L : 0| = 1g}. Por tanto de la
Proposicién 5.9 deducimos:

Proposicién 6.2 Si L/K es una extension finita entonces | Gal(L/K)| < [L: K], <[L: K].

Recordemos que Sub(L/K) denota el conjunto de las subextensiones de L/K. Si G es un grupo,
entonces vamos a denotar por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G y si H es un subgrupo
de G, entonces Sub(G/H) es el conjunto de los subgrupos de G que contienen a H. En realidad esta
ultima notacién es ambigua pues si N es un subgrupo normal de G, entonces Sub(G/N) tiene dos
significados: El conjunto de los subgrupos de G que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de
G/N. El Teorema de la Correspondencia (Teorema 5.4 de GyA) nos muestra que esta ambigiiedad no
es muy grave.

Consideramos Sub(L/K) y Sub(G/H) como conjuntos ordenados por la inclusién. Una aplicacién
f: (4, <) = (B, <) entre conjuntos ordenados se dice que es un homomorfismo de conjuntos ordenados
si conserva el orden, es decir si para cada x,y € A tales que x < y se verifica que f(z) < f(y); y se dice
que es un anti-homomorfismo de conjuntos ordenados si f(x) > f(y) para todo x,y € A con z < y.

Si L/K es una extensién de cuerpos entonces tenemos dos aplicaciones

(=)° = Gal(L/—) : Sub(L/K) = Sub(Gal(L/K)) : (—=)° = L(7).
La aplicacién que va para la derecha, asocia F' € Sub(L/K) con
F°=Gal(L/F)={o € Gal(L/K) : o(x) = = para todo x € F}
y la que va para la izquierda, asocia H € Sub(Gal(L/K)) con
H°=L" ={a€ L:o(x)=x, paratodo o € H}.

El par formado por estas aplicaciones se llama correspondencia de Galois de la extensiéon L/ K. Veamos
algunas propiedades de la correspondencia de Galois.

Recordemos que tanto la unidad de un anillo, como el neutro de un grupo como el el subgrupo trivial
del grupo lo denotamos siempre como 1. Por el contexto no deberia haber confusién. En la siguiente
proposicién 1 siempre denota el subgrupo trivial de Gal(L/K).

Proposicién 6.3 Sea L/K una extension de cuerpos y sea G = Gal(L/K). La correspondencia de
Galois (—)° : Sub(L/K) 2 Sub(G) satisface las siguientes propiedades:

(1) L° =1, K° =G y1° = L.

(2) (=)° = Gal(L/=) y (=)° = L) son antihomomorfismos de conjuntos ordenados, es decir si
X CY entonces Y° C X°.

(3) X C X y X° = X°°°, tanto si X € Sub(L/K) como si X € Sub(G).
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(4) Las dos aplicaciones que forman la correspondencia de Galois inducen un anti-isomorfismo de
conjuntos ordenados entre sus dos imdgenes.

Demostracion. (1) y (2) y la inclusién X C X°° son sencillos ejercicios. Por tanto X° C X°°° C X°,
lo que prueba la igualdad de (3). Finalmente (4) es consecuencia inmediata de (2) y la igualdad de (3).
O

Los elementos de las imdgenes de las dos aplicaciones de la correspondencia de Galois se dice que
son respectivamente subextensiones cerradas en L/K y subgrupos cerrados en L/K. Obsérvese que de
la propiedad (3) de la Proposicién 6.3 se tiene que

X es cerrado si y solo si X = X°°.

y la propiedad (4) se puede reescribir como

Corolario 6.4 Las aplicaciones de la correspondencia de Galois de una extension de cuerpos L/K se
restringen a un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre las subextensiones cerradas en L/K y
los subgrupos cerrados en L/K.

Obsérvese que L, 1 y Gal(L/K) son cerrados en L/K, pero K no tiene porque serlo. Por ejemplo,
si L#K y Gal(L/K) =1 (ver Ejemplos 6.1) entonces K°° =1° =L # K.

Proposicién 6.5 Sea L/K una extension de cuerpos.
(1) Si By C Ey son subextensiones de L/K con Ez/E; finita entonces [EY : ES] < [Eq : Ey].
(2) Si Hy < Hy son subgrupos de Gal(L/K) con [Hy : Hi] < 0o, entonces [H{ : HY] < [Hs : Hy].

Demostracién. (1) Razonamos por induccién sobre n = [Es : Ej], con el caso n = 1 obvio. Supon-
gamos pues que n > 1 y la hipdtesis de induccién. Sean a € Ey \ E1, p = Ming, (o) y s = gr(p) > 1.
Entonces [Es : E1(a)] < n. Si s < n, entonces por la hipétesis de induccién tenemos

[EY : B3] = [EY : Ex(@)°][Er(a) : B3] < [Ex(a) : Erl[Es : Er(a)] = [Ey : Eq.

En caso contrario, Fs = Ej(a). Sean R el conjunto de raices de p y ¢ : EY/ES — R la aplicacién
dada por ¢(cES) = o(a). Es fécil ver que esta aplicacién estd bien definida y es inyectiva. Por tanto
[EY : E3] < |R| < gr(p) = [E2 : En].

(2) Pongamos Ho/Hy = {11 Hy,...,7nHy} con 7y = 1y razonemos por reduccién al absurdo, es decir,
supondremos que [Hf : H3] > n. Entonces existen oy, ..., a,, ant1 € Hy, linealmente independientes
sobre H3. Consideremos la matriz

mi(a1) Ti(a2) 71 (Qnt1)
A= Ta(on)  T2(02) T2 (Qny1)
Ta(ar) malag) ... Ta(apt1)

y sea r el rango de A. Reordenamos los a;; para que las primeras r columnas sean linealmente independi-
entes. Entonces la columna r+ 1 es combinacién lineal de las r primeras (obsérvese que r <n <n-+1 <
nimero de columnas de A) y por tanto existe a = (ay,...,a,,1,0,...,0) € L™*! tal que Aa = 0. Como
71 = 1 tenemos

ajar + -+ opar +arypr =0

y, como los a; son linealmente independientes sobre HS existe 1 < i < r tal que a; € HS. Reordenando
ai,...,a, podemos suponer que a; ¢ HS, es decir o(a1) # a1 para algin o € H,.
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La aplicacién Ho/H; — Hs/H; dada por 7H; — o7rH; es inyectiva pues si ooy Hy = oooHy,
entonces 05101 = (009)"Y(001) € Hy, luego o1 Hy = ooH;. Por tanto existe una permutacién p € S,

tal que o7y = Toi) Para todo i =1,...,n, con lo que la matriz
0717'1(041) 0'717'1(0[2) A 0'7171(0[”4_1)
B = 0717'2(&1) 0'717'2(0[2) 0—717—2(an+1)
ol (1) o7 lm(ae) ... ol (anar)

se obtiene permutando las filas de la matriz A. Eso implica que Ba = 0 y por tanto Ac(a) = 0, donde

o(ar)

o(ar)
ola) = 1
0

Luego A(a —o(a)) =0y

a1 —o(ay)

ar —o(a,)
a—o(a)= 0

0

con a; — o(ay) # 0. Eso implica que las r primeras columnas de A son linealmente dependientes en
contra de la eleccién, lo que proporciona la contradiccién deseada. [

Corolario 6.6 Sea L/K una extension de cuerpos.

(1) Si K C By C Ey C L es una torre de cuerpos, con [Ey : E1] < oo y Ey cerrado en L/K entonces
Es es cerrado en L/K y [EY : ES] = [E2 : E4].

(2) Si Hi < Hs < Gal(L/K) son subgrupos de Gal(L/K) con [Hy : H1] < oo y Hy cerrado en L/K
entonces Hy es cerrado en L/K y [HY : HS| = [Hs : Hq].

Demostracién. (1) Aplicando el primer apartado de la Proposicién 6.5 a E; < F5 obtenemos que
[EY : ES] < [Es : Fq] y aplicando el segundo apartado a ES C EY obtenemos [ES° : ES°] < [EY : E3).
Como E; es cerrado tenemos que [ES° : Ej| = [ES° : ES°] < [Es : E1] y como Ey C ES°, concluimos
que Ey = E3°, es decir E5° es cerrado.

(2) Es completamente ansloga. [
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6.2 Extensiones de Galois
Definicién 6.7 Una extensiéon de Galois es una extension de cuerpos que es normal y separable.
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.15 y 5.17.
Proposicién 6.8 La clase de extensiones de Galois es cerrada para levantamientos.
El siguiente Teorema caracteriza las extensiones de Galois.

Teorema 6.9 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos L/K, con
G = Gal(L/K):

(1) L/K es una extension de Galois.

(2) L/E es una extension de Galois para todo E € Sub(L/K).

(3) L/K es algebraica y toda subextension de L/K es cerrada.

(4) L/K es algebraica y K es un subcuerpo cerrado de L/K.

(5) L/K es algebraica y para todo o € L\ K existe 0 € Gal(L/K) tal que o(a) # .

(6) L/K es algebraica y G° = K o sea, si a € L satisface o(a)) = a para todo o € G entonces, o € K.

Demostracién. (1) implica (2) es consecuencia de la Proposicién 6.8.

(2) implica (3). Supongamos que L/K satisface (2) y sea E € Sub(L/K). De la Proposicién 6.3 se
tiene que F C E°° y tenemos que demostrar que se verifica la igualdad, o lo que es lo mismo tenemos
que demostrar que si & € L\ E entonces existe o € Gal(L/FE) tal que o(a) # . Sia € L\ E,
entonces p = Ming(«) tiene una raiz en L y, como L/E es normal, p es completamente factorizable
en L. Como ademds L/FE es separable y a ¢ E, existe « # € L tal que 8 también es raiz de p.
De la Proposicién 2.10 se deduce que existe un E-isomorfismo o : E(a) — E(8). Sea L una clausura
algebraica de L. Como L/E es algebraica (y por tanto también lo es L/E(«)) o se extiende a un
homomorfismo L — L, que también denotaremos por o, y como L/E es normal, (L) C L, con lo que
o € Gal(L/FE). Deducimos que « # 8 = o(«).

(3) implica (4), (4) implica (5) y que (5) y (6) son equivalentes esté claro.

(5) implica (1). Supongamos que L/K verifica (5). Sea a € L y sean p = Ming (o) y n = gr(p).
Tenemos que demostrar que p factoriza completamente en L (para demostrar que L/K es normal) y
que p no tiene raices multiples (para mostrar que L/K es separable) o lo que es lo mismo que p tiene n
raices (distintas) en L. Sea R = {& = a1,...,a,} el conjunto de las (distintas) raices de p en L y sea
g=(X—-a1) (X —ay). Sio € Gal(L/K), entonces o(a;) es una raiz de p en L, lo que implica que o
induce una permutacién de R y por tanto o(q) = ¢, es decir o(a) = a para cada uno de los coeficientes a
de ¢. Como estamos suponiendo que L/K satisface la propiedad (5), concluimos que cada uno de estos
coeficientes pertenece a K, es decir ¢ € K[X]. Como r = gr(q) < n = gr(p) y p tiene grado minimo
entre los polinomios de K[X] que tienen a « como raiz deducimos que p = ¢, y por tanto r = n. O

La siguiente proposicién muestra criterios para decidir si una extensién es de Galois para el caso de
extensiones finitas.

Proposicién 6.10 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/ K.
(1) L/K es una extension de Galois.
(2) [L: K] = | Gal(L/K)|
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(8) [L: E]=|Gal(L/E)| para todo E € Sub(L/K).

Demostracién. (1) implica (3) Supongamos que L/K es de Galois y sea E € Sub(L/K). Entonces
L/E es de Galois (Teorema 6.10). De que L/E sea normal se deduce que si L es una clausura algebraica
de E, entonces Gal(L/FE) coincide las restricciones a L de los elementos del conjunto S¥ de extensiones
de la inclusién £ — L a un homomorfismo L — L, con lo que |Gal(L/E)| = |SE| = [L : E]s y este
nimero coincide con [L : E] por ser L/E separable.

(3) implica (2) es obvio.

(2) implica (1) Supongamos que |Gal(L/K)| = [L : K]. De la Proposicién 6.3 tenemos [L : K] =
|Gal(L/K)| = |K°| = |K°°°| = | Gal(L/K®°)| < [L: K°°] < [L: K] y como K C K°° deducimos que
K = K°°, es decir K es cerrado en L/K y por tanto L/K es de Galois (Teorema 6.9). O

Teorema 6.11 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois) Sea L/K una extension de Ga-
lois finita y sea G = Gal(L/K). Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(1) La correspondencia de Galois es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre Sub(L/K) y

Sub(Gal(L/K)).
(2) Si E € Sub(L/K) entonces [L: E] = |E°| y [E: K| =[G : E°].
(8) Si H € Sub(G) entonces |H| = [L: H°] y [G: H] = [H° : K].
(4) Si E € Sub(L/K) entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) E/K es de Galois.

(b) E/K es normal.

(c) o(E) C E para todo o € Gal(L/K).
(d) Gal(L/E) es normal en Gal(L/K).

Ademds, si estas condiciones se satisfacen, entonces

Gal(E/K) ~ (m.

Demostracién. (1) A la vista de la Proposicién 6.3 y el Teorema 6.9 para demostrar (1), sélo falta
demostrar que todo subgrupo H de G es cerrado, pero eso es consecuencia inmediata del Corolario 6.6.

(2) v (3) Por el Teorema 6.9, L/E es de Galois, luego [L : E] = |Gal(L/E)| = |E°| por el Teo-
rema 6.10, de donde se deduce que

[L:K] |Gal(L/K)|

K= 078~ [Gal(L/B)

=[G : E°].

Aplicando esto a E = H® tenemos que |H| = |H®°|=[L: H°]y [G: H]=[G: H*°]=[H°: K].

(4) La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia inmediata de que la clase de extensiones separables
es multiplicativa (Proposicién 5.13).

(b) implica (c¢) Supongamos que E/K es normal y sean o € E'y 0 € Gal(L/K). Entonces p =
Ming (a) es completamente factorizable en E, o seap = (X —aq)--- (X —ay) con ay,..., 0, € E.
Entonces o(«) es rafz de p y por tanto o(a) = o; € E, para algtn i. Esto prueba que o(E) C E.

(c) implica (d) Supongamos que se verifica (¢) y sean o € Gal(L/K) y 7 € Gal(L/FE). Entonces
o(E) C E y por tanto 7o(a) = o(a), es decir 0~ '70(a) = o, para todo o € E. Esto prueba que
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o~170 € Gal(L/E) para todo o € Gal(L/E) y todo 7 € Gal(L/E), es decir Gal(L/E) es normal en
Gal(L/K).

(d) implica (b) Supongamos que Gal(L/E) es normal en Gal(L/K). Sea p : E — L un K-
homomorfismo. Como L/E es algebraica, p extiende a un K-homomorfismo o : L — L. Como
L/K es normal, o(L) = L (Teorema 3.11), y por tanto podemos considerar o como un elemento de
Gal(L/K). Por hipétesis, 0170 € Gal(L/E) para todo 7 € Gal(L/E), con lo que T7o(a) = o(a), para
todo 7 € Gal(L/E) y todo a € E. Esto muestra que p(a) = o(a) € Gal(L/E)° = E°° = E. Como
L/E es algebraica, L es una clausura algebraica de F con lo que hemos comprobado que E/K satisface
las condiciones del Teorema 3.11, es decir E/K es normal.

Supongamos ahora que las condiciones (a)-(d) se verifican. Entonces la aplicacién de restriccién

f:Gal(L/K) — Gal(E/K)
o +— OEg

es un homomorfismo de grupos cuyo nucleo es Gal(L/FE). Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y
que todas las extensiones L/K, E/K y L/FE son de Galois deducimos que
|Gal(L/K)| |[L:K]

lo que implica que f es suprayectiva y Gal(E/K) ~ % O

Sea K C L C F una torre de extensiones de cuerpos y supongamos que L/K es normal. Entonces
para todo o € Gal(F/K) la restriccién o|;, de o a L pertenece a Gal(L/K) y la aplicacién

Rest : Gal(F/K) — Gal(L/K)
o +—= o

es un homomorfismo de grupos cuyo niicleo es Gal(F/L). Adem4s, si F es otra subextensién de F/K,
entonces ResiT se restringe a un homomorfismo

Resk? : Gal(LE/E) — Gal(L/L N E).

Teorema 6.12 (Teorema de las irracionalidades accesorias de Lagrange) Sean L/K y E/K dos
extensiones admisibles y supongamos que la primera es finita y de Galois. Entonces LEJE y L/LNE
son extensiones de Galois finitas y el homomorfismo de restriccion

Rest® : Gal(LE/E) — Gal(L/LN E)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Como L/K es de Galois, del Teorema 6.9 se deduce que L/LN E también es de Galois
y de la Proposicién 6.8 que lo es LE/E. Que la primera es finita es obvio y que lo sea la segunda es
consecuencia de la Proposicién 2.18. Que Rest sea inyectiva es obvio ya que un elemento del nicleo
es un automorfismo o de LE que verifica o(z) = x para todo € L y todo x € E. Finalmente, si
H =Tm Rest”, entonces LN E = Gal(L/LN E)° C H°. Por otro lado, si a € H°, entonces para todo
o € Gal(LE/E) se verifica o(a) = or(a) = «, con lo que a € Gal(LE/FE)° = E, pues LE/E es de
Galois. Eso prueba que H° C LN E. En resumen L N E = H° C L y del Teorema Fundamental de la
Teorfa de Galois se deduce que Gal(L/L N E) = (LN E)° = H® = H, es decir Rest” es suprayectiva.
O
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Problemas

6.1 Demostrar que toda extension de grado 2 de cuerpos de caracteristica distinta de 2 es de Galois.
Encontrar una extension de grado 2 de cuerpos de caracteristica 2 y una de grado 3 de cuerpos de
caracteristica 0 que no sean de Galois.

6.2 Demostrar que toda extensién ciclotéomica es de Galois con grupo de Galois abeliano.
6.3 Sea L/K una extensién finita de Galois y sean E y F subextensiones de L/K. Demostrar que
Gal(L/EF) = Gal(L/E)NnGal(L/F) y Gal(L/ENF)=(Gal(L/E)U Gal(L/F)).

6.4 Sea a = /5 + 2V/5.

) Calcular Ming(«).

(1
(2) Demostrar que V5 —2V5 € Q(«a) y deducir que Q(«)/Q es una extensién de Galois.
(3) Calcular Gal(Q(a)/Q).
(4) Calcular las subextensiones de Gal(Q(a)/Q) y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.
6.5 Sea n un numero entero libre de cuadrados, es decir, n no es divisible por el cuadrado de un entero.
Calcular el cuerpo de descomposicién L de X* — n sobre Q.

(1)
(2) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo al grupo diédrico de orden 8, excepto en el caso en que
n = £1. Calcular Gal(L/Q) en el caso en que n = £1.

(3) Calcular todas las subextensiones de L/Q y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

(4) Calcular Gal(L/K) y Gal(K/Q) para cada subextension K de L/Q.

6.6 Calcular el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X* — 2 sobre F3 y Fr.

6.7 Sean ¢ = (3 € C una raiz tercera primitiva de la unidad, p un nimero primo y L = Q(¢, \/p)/Q.
(1) Demostrar que L/Q es una extensién de Galois.

(2) Calcular Gal(L/Q) y cada uno de sus subgrupos.

(3) Calcular las subextensiones de L/Q.

6.8 Calcular todas las subextensiones de Gal(Q(¢,)/Q), donde (,, es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad, para n = 3,5,7,8,11 y 16.

6.9 Sea L/K una extensién de cuerpos y G un subgrupo finito de Gal(L/K). Demostrar que T (a) =

Y peco(a) y Ng(a) =[],eqo(a) pertenecen a LY.
Interpretar los Periodos de Gauss del Problema 4.16 del Capitulo 4 en términos de estos elementos.

6.10 Utilizando el Problema 4.16 del Capitulo 4 describir todos las subextensiones de Q({,)/Q, donde
p es un nimero primo y ¢, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Demostrar que cada uno estas
subextensiones estd generada por uno de los periodos de Gauss. Utilizar esto para mostrar que las
subextensiones de Q(¢17)/Q forman una cadena de la forma

Q= Lo C L1 = Lo(vao) C L2 = L1(y/a1) C Lz = La(y/az) C Ly = L3(y/a3) = Q(C17)

con a; € L;.
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6.11 Sea K un cuerpo finito de caracteristica p y cardinal ¢ = p™. Identificamos su cuerpo primo con
F,. Demostrar

(1) La aplicacién o : K — K dada por o(z) = 2P es un automorfismo de K. Este automorfismo se
llama automorfismo de Frobenius de K.

(2) Gal(K/F,) es ciclico de orden n, generado por el automorfismo de Frobenius.

(3) Si L/K es una extension finita, entonces Gal(L/K) es ciclico generado por el automorfismo de L
dado por o(z) = z1.

(4) Si « es algebraico sobre K y [K(«) : K] = m, entonces
1

Ming (@) = (X —a)(X —af)--- (X —ad" ).

(5) Describir las subextensiones de L/K donde L es una extensién de grado m de K.

(6) Demostrar que la aplicacién « — 2 es un endomorfismo no suprayectivo de F,,(X).

6.12 Sea L una subextensién de una extensién ciclotémica K (¢)/K. Demostrar
(1) L/K es una extensién de Galois.

(2) Gal(L/K) es abeliano.

(3) Si (P =1, con p primo, entonces Gal(L/K) es ciclico.

6.13 Sea P € K[X] de grado n y L el cuerpo de descomposicién de P sobre K. Demostrar que
Gal(L/K) es isomorfo a un subgrupo G de Sim,, el grupo simétrico en n simbolos. Demostrar que G
es transitivo si y solo si P es irreducible y separable. (Un subgrupo G de Sim,, se dice que es transitivo
si para todo 1 < i,j < n existe o € G tal que o(i) = j.)

6.14 Sea L/K es una extensién de Galois con Gal(L/K) es abeliano. Demostrar que F'/K es de Galois
para todo cuerpo intermedio F' de la extensién L/K y Gal(F/K) también es abeliano. Demostrar
también que si F/K es una extensién admisible con L/K entonces LE/E es de Galois con grupo de
Galois abeliano.

6.15 Dos subgrupos H; y Hs de un grupo G se dice que son conjugados en G si existe g € G tal que
Hy = g~ 1Hyg. Dos cuerpos intermedios Fy y F» de una extensién L/K se dice que son conjugados en
la extensién L/K si existe g € Gal(L/K) tal que g(F1) = Fy. Sea L/F una extensién de Galois y sean
Fy y F5 dos cuerpos intermedios de L/K. Demostrar que F; y F5 son conjugados en L/K si y solo si
F? y F3 son conjugados en G.

6.16 Sea L/K una extensién de Galois finita y sean Fy y Fs cuerpos intermedios tales que Fy Fy = L.
Demostrar que si F1 /K es de Galois entonces L/ F; es de Galois y Gal(L/Fy) es isomorfo a un subgrupo
de Gal(F1/K) y que si Fy N Fy = K entonces Gal(L/F») es isomorfo a Gal(Fy/K).

6.17 Sean L1 /K y Ly/K extensiones admisibles de Galois finitas y consideremos la aplicacién

®: Gal(L1L2/K) — Gal(L1/K) x Gal(Le/K)
o +— (on,,0L,)

Demostrar

(1) @ es un homomorfismo inyectivo de grupos.



72 CAPITULO 6. EXTENSIONES DE GALOIS

Si L1 N Ly = K, entonces ® es un isomorfismo de grupos.
Calcular el grupo de Galois de L = Q(/p1, .- .,+/Pn)/Q, donde p1,...,p, son primos diferentes.

Calcular todas las subextensiones de Q(\/i, V3, \/5)
Calcular el grupo de Galois de L = Q(i, v/'2, v/3)/Q(i) = K.
Calcular las subextensiones de L/K.

Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo a un subgrupo de Dg x Dg, donde Dsg es el grupo diédrico
de orden 8.

6.18 Dar extensiones de Galois L/Q para las que Gal(L/Q) sea isomorfo a cada uno de los siguientes
grupos: Cg, Cig, C15, C2 X Cz.

6.19 Sean a un entero libre de cuadrados diferente de 1 y —1, m = p;---pg con pi,...,px primos

distintos, (,;, una raiz m-ésima primitiva de la unidad compleja y K el cuerpo de descomposicion de
(XP1—qa)---(XPk—qa) sobre Q. Demostrar que [K : Q)] es divisor de m¢(m) y miiltiplo de mem(m, ¢(m)).
Dar un ejemplo en el que [K : Q] = mem(m, $(m)) # me(m) y otro en el que [K : Q] = m¢p(m) #
mem(m, p(m)).

6.20 Sean L un cuerpo, G' un subgrupo finito del grupo de automorfismos de Ly K = L% = {z € L :
o(z) = x, para todo o € G}. Demostrar que L/K es una extensién de Galois y G = Gal(L/K).

6.21 Sean Xy, ..., X, variables independientes sobre K y Sy, ..., .S, los polinomios simétricos elemen-
tales en las variables X1,...,X,. Sea K(Xi,...,Xp,) el cuerpo de fracciones de K[X;,...,X,]. Para
cada permutacién o € S,, sea 7 el automorfismo de K[X7, ..., X, ] definido en la Seccién 1.3. Demostrar

(1) Para cada o € S,, 7 se extiende de forma tnica a un automorfismo de K(Xi,...,X,), que
también denotaremos por @.

(2) K(X1,...,Xn)/K(S1,...,S,) es una extension de Galois.

(3) El homomorfismo S,, — Gal(K(X1,...,X,)/K(S1,...,Sn)) que asocia cada permutacién o € Sy,
con @ es un isomorfismo.

6.22 Sea K un cuerpo y X una indeterminada. Denotamos por GLy(K) el grupo de las matrices

invertibles
a b
a=( 1)

(1) Seaa = f/ge K(X)\ K con f,g € K[X]y (f,g) =1. Demostrar que X es algebraico sobre
K(a) y que [K(X) : K(a)] = maz{0(f),0(g)}. (Indicacién. Observa que a es transcendente
sobre K).

con entradas en K.

(2) Mostrar que para cada matriz invertible A € GLy(K) existe un nico o4 € Gal(K(X)/K) tal que

aX +b
7a(X) = cX +d

y que la aplicacién o : GLo(K) — Gal(K(X)/K), dada por o(A) = 04 es un homomorfismo de
grupos.
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(3) Demostrar que o es suprayectiva y que su nucleo es el conjunto de las matrices escalares ol con

a #0.

(4) Demostrar que Q(X?) es un cuerpo intermedio cerrado de la extensién Q C Q(X) y que Q(X?)
no lo es.

(5) Demostrar que K(X)/K es de Galois si y solo si K es infinito.

(6) Demostrar que si K es infinito, entonces los inicos subgrupos cerrados de Gal(K (X)/K) son él
mismo y sus subgrupos finitos.

(7) Calcular K(X)* para cada uno de los siguientes subgrupos H de Gal(K(X)/K):

) H:<0A>dondeA:((1) 1)

OH:<UB>dODdeB:( 0 1).
-1 1
-1 1 0 1
oH(oc,0D>dondeC’< 0 1>yD 1 0>'
(Observa que (X% — X +1)3/(X% - X)?2 € K(X)H))

¢ H={(o¢,0p) donde E = ( _01 (1) >

6.23 El objetivo de este problema es hacer la demostracién de Emil Artin del Teorema Fundamental
del Algebra usando, solo el Teorema Fundamental de la Teor{a de Galois (Teorema 6.11), y el Primer
Teorema de Sylow (Teorema B.5). También hay que usar dos resultados muy conocidos, uno de funciones
de una variable y otro de grupos.

Se trata de razonar por reduccién al absurdo, por tanto a partir de ahora debes suponer que C no
es algebraicamente cerrado y debes acabar con una contradiccién.

(1) Demostrar que existe una extensién de Galois finita L/R que contiene a C propiamente.

(2) Demostrar que existe una subextensién F//R de L/R tal que [F : R] es impar y [L : F] es potencia
de 2.

(3) Demostrar que en realidad F' = R.

(4) Demostrar que L/C tiene una subextensién de grado 2 y concluye una contradiccién.
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Capitulo 7

Extensiones ciclicas

7.1 Polinomio caracteristico, norma y traza

En esta seccién L/K va a ser una extensién finita y vamos a definir tres aplicaciones
kLo K[X], Ni:LoK TL.LoK

de la siguiente forma: Para cada o € L consideramos la aplicacién

oL — L
T = ax

como un endomorfismo del espacios vectorial Lx. (Obsérvese que también podemos considerar pk
como endomorfismo de Lj, é como endomorfismo de Lg para cualquier subcuerpo de F, pero nosotros
lo consideramos como endomorfismo de Lg.) Entonces x%(a), Nk (a) y TL («) son respectivamente
el polinomio caracteristico, la norma y la traza de este endomorfismo y se llaman respectivamente
polinomio caracteristico, norma y traza de « en la extension L/K. (Recuérdese que el polinomio
caracteristico, el determinante y la norma de un endomorfismo f del espacio vectorial de dimensién
finita V' son respectivamente el polinomio caracteristico, el determinante y la traza de A, donde A es
cualquiera de las matrices asociadas a f en una base de V', y que el resultado de este cdlculo no depende
de la base elegida.)

Obsérvese que la norma y la traza coinciden con dos de los coeficientes del polinomio caracteristico,
salvo en el signo. Més concretamente

NE(a) = (=1l Término independiente de x% (o)

Th(a) = - Coeficiente de X51=1 en L (a). (7.1)

La siguiente proposicién retine las propiedades principales del polinomio caracteristico, la norma y
la traza.
Proposicién 7.1 Sea L/K una extension de cuerpos finita y sean o, € L, a € K y E € Sub(L/K).
(1) TL : L — K es una aplicacion K-lineal y T% (a) = [L : K]a.
(2) NE(ap) = NL(a)NL(B) y Tk (a) = all*K].
(8) Sia€ E, entonces

xi(@) = xg (@ P Ni(a) = Ng ()" y Ti(a) = [L: E] TE(a).

75



76 CAPITULO 7. EXTENSIONES CICLICAS

(4) x%(a) = Ming (o) BE@L En particular o es una raiz de x% (o) y a es un elemento primitivo
de L si y solo si x% = Ming (o).

(5) Sioi,...,0n son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K, entonces

n [L:K]; n [L:K];
x%(@(H(Xm(a))) , N@(a)(_ﬂaxa)) v Th(e)=[L: K], Zaz )

=1

En particular, si L/ K es separable, entonces
xi(@) =[(X —0i(a)), Ni(a)=][[oil@) y Tk(a Zaz
' i=1

(6) Sio:L— L' es un K-isomorfismo de cuerpos, entonces
X () = xk (0(e),  Ni(a) =Ni(o(a)) y Ti(a)=Tg (o(a).
(7) (Transitividad de la norma y la traza) Si E € Sub(L/K), entonces

Ni(a) =NE(NE(a)  y  Tik(a) = TE(TE().

Demostracion. (2) y (1) son consecuencias inmediatas de las propiedades del determinante y la traza
de una matriz.

En las demostraciones de (3) y (5) basta comprobar las propiedades sobre el polinomio caracteristico
pues las propiedades sobre la norma y la traza son consecuencias inmediatas de las del polinomio
caracteristico y de la relacién (7.1).

(3) Si By = {b1,...,b,} es una base de Fx y Bs = {c1,...,¢n} es una base de Lg, entonces
B ={bcj :i=1,...,n,5 =1,...,m} es una base de L/K. Si A = (a;;) es la matriz asociada a
pEZ . E — E en la base B entonces

ab; = pE (b Zakzbk

Por tanto

(b ¢j) = abje; = Zaklbkcj

con lo que la matriz asociada a p% en la base B tiene siguiente la forma en m x m bloques de matrices
cuadradas de tamano n,
A
A

A
donde la matriz A aparece m = [L : E] veces en la diagonal y donde no se escribe nada es por que hay
ceros. Por tanto x%(a) = det(XI — A) = [~ det(XI — A) = xE(a)™.

(4) En vista del apartado (3), s6lo hay que demostrar que XK( )( ) = Ming(«). Pongamos p =
Ming(a) = po +p1 X + -+ pp_1 X" 1 + X" Entonces 1,a,a?,...,a,_; es una base de K(a)x y la
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. . K(a
matriz asociada a pa( ) es

—Po
1 —P1
A= 1 —p2

1 —Pn-1

Esta matriz se llama matriz de compania del polinomio p y vamos a ver que su polinomio caracteristico
es p por induccion sobre el grado. Esto es obvio para grados pequenos por lo que podemos suponer que
n > 1 y la hip6tesis de induccién. Entonces

X Po
-1 X P1
(@) = det(XI—A) = -1 X P2
-1 X""pnfl
X D1 1 X
—1 X P2 _1 X
- X -1 X p3 + (=1)"*pg .
: 1
-1 X+pn—1
X P1
-1 X b2
-1 X+pn71

Obsérvese que el determinante que aparece multiplicada por X es el de la matriz de compania del
polinomio ¢ = p; + poX + -+« + pr_1 X" 2 + X" 1. Aplicando la hipétesis de induccién tenemos que

K(o
Xi ™ =po+Xq=p.

(5) Sean p = Ming (a), ai,...,q, las diferentes raices de p en una clausura algebraica K de K.
Por la Uniformidad de las Raices (Lema 5.6), se tiene que p = J[/_;(X — ;)M @):EL - Ademds el
nimero de K-homomorfismos de K(a) en K es r = [K(«a) : K]s y estos r homomorfismos 71, ..., 7,
vienen dados por 7;(a) = ;. Cada uno de estos 7; tiene s = [L : K(a)]s extensiones a homomorfismos
pij: L — K,conloque{o1,...,00} ={p;i; :i=1,...,r,j=1,...,s} y cada o; aparece s veces en la
lista o1(c),...,o0n (). Por tanto, aplicando (3) tenemos

Kl r a):K1s [L:K ()]
k(o) = plE@I = (TTI_ (X — ) K (@)K

(I (X — )RR R R
'lf: ‘ s\[L:K];
= (Hi:l(X i) )[ [L?K]'
(T (X = i)

(6) Es consecuencia inmediata de (5).
(7) Sea L una clausura algebraica de L y sean F' la clausura normal de L/K.
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T, ..., 7 E — K los K-homomorfismos de F a L,
01,...,05: L = K, los E-homomorfismos de L a L,
T1,...,7r : F — L donde 7; es una extensién de 7;.
Entonces 0;(L) C F'y 7; es un automorfismo de F para cadai = 1,...,r (;por qué?). Los elementos
de X ={70;:i=1,...,r, J=1... } son K-homomorfismos y de hecho es el conjunto de los diferentes

K-homomorfismos de L en K ya que si p: L — K es un K-homomorfismo, entonces p|gp = 7; = 74|g,
para algun 4, con lo que ?;1 p es un E-homomorfismo y por tanto ?;1 p = 0, para algun j. Entonces

L _ = (ALKl _ TT = e EEL
NK(a) - H'L"j T;0 (Oé) = H’L Ti (HJ o (Oé) )
= JL;7(NB()#H5: = NE(NE(a))

Esto muestra la transitividad de la norma y la transitividad de la traza se demuestra de forma similar.
O

7.2 Teorema 90 de Hilbert

En esta seccién veremos un teorema fundamental de Hilbert para cuya demostracién utilizaremos el
siguiente teorema.

Teorema 7.2 (Artin) Si K y L son dos cuerpos, entonces el conjunto de los homomorfismos no nulos
K — L es linealmente independiente sobre L.

Demostracién. Sean o1,...,0, : K — L homomorfismos distintos (y diferentes de 0). Tenemos que
demostrar que la dimensién d de V' = Lo + - -+ 4+ Lo, coincide con n. Razonemos por reduccion al
absurdo, suponiendo que d < n y reordenemos los o; para que los d primeros formen una base de V.
Entonces o = ¢, es distinto de 0 y de g; parai=1,...,d y existen ay,...,aq € L tales que

o=a101+ -+ aq04.

Como o # 0, algin a; # 0 y reordenando los o1, ...,04, podemos suponer que a; # 0. Sea o € K tal
que o(«) # o1(«). Entonces para todo 5 € K tenemos

o(a)(aro1(B) + -+ + aqgoq(B)) = o(a)o(B)
= CT(O[B) = alal(aﬂ) + -+ adad(aﬂ)
= alal(a)al(ﬁ) + -+ adO'd(CE)O'd(ﬂ)

y por tanto
[(0(a) = o1(a))aror + -+ + (0(a) — ga(@))aqoa] () = 0

para todo B € K, es decir
(o(a) —o1(a))aror + -+ + (0(a) — oa())aqoq =0

y como el primer coeficiente de la anterior combinacién lineal es diferente de 0, esto contradice la
independencia lineal de {o1,...,04} sobre L. O

Lema 7.3 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/K :

(1) TE (a) # 0 para algin « € L.
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(2) Tk (a) =1 para algin o € L.
(8) L/K es separable.

Demostracion. (2) implica (1) es obvio.
(1) implica (2) Si TL («) # 0, entonces TL (%) =1.

(3) si y solo si (1) Elegimos una clausura algebraica L de L. Si o1, ..., 0, son los K-homomorfismos
de L en L, entonces o1, ..., 0, son linealmente independientes por el Teorema 7.2 y T = [L : K];(0; +
.-+ +0y,), por la propiedad 5 de la Proposicién 7.1. Por tanto T% = 0 si y solo si [L : K]; es cero en el
cuerpo L, es decir, si ponemos t = [L : K];11,. Entonces T = 0 si y solo si t = 0 siy solo si [L : K]; es
multiplo de la caracteristica de L. Recordando que [L : KJ; es una potencia de la caracteristica de K,
resulta que L/K es separable si y solo si [L: K]; =1, si y solo si t # 0 si y solo si Tk # 0. O

Definicién 7.4 Una extensién ciclica es una extension de Galois cuyo grupo de Galois es ciclico.

Ejemplos 7.5 (1) Toda extensién de Galois de grado primo es ciclica pues todo grupo de orden
primo es ciclico.

(2) Si p es un numero primo y ¢, es una raiz compleja p-ésima primitiva de la unidad, entonces
Q(¢p)/Q es una extensién de Galois y su grupo de Galois es isomorfo al grupo de unidades Z,, del
cuerpo Z,. Del Lema 4.2 se deduce que Q(p)/Q es ciclico. De hecho si K es cualquier cuerpo y ¢,
es una raiz p-ésima primitiva de la unidad en una extensién de K entonces K((,)/K es también
una extension ciclica pues su grupo de Galois es isomorfo a un subgrupo de Z;.

Supongamos que L/K es una extension ciclica de grado n con grupo de Galois G y sea o un generador
de G. Entonces para cada divisor d de n, G4 = (c?) es el tinico subgrupo de G de orden 7Y, del Teorema
Principal de la Teorfa de Galois, Ly = LY = {x € L : 0%(x) = '} es el tinico elemento de Sub(L/K)
tal que [Lq : L] = d.

Teorema 7.6 (Teorema 90 de Hilbert) Sea L/K una extension ciclica finita con Gal(L/K) = (o)
y sea o € L. Entonces

(1) TE(a) =0 si y solo si o = B — o(B) para algin B € L.
(2) NE(a) =1 siy solo si a« = Bo(B)~! para algin B € L*.

Demostracién. Para simplificar la notacién pondremos N = N& y T = TL. La condicién suficiente
es obvia en ambos casos pues T(8) = T(o(8)) y N(B8) = N(a(B)).
(1) Supongamos que T'(«) = 0 y para cada i = 1,...,n consideramos
vi=ato(a) 4+ )

Podemos considerar los ; como trazas parcial donde la primera seria v; = « y la dltima v, = Tf((a),
la traza total. Consideremos un elemento 6 € L tal que T'(f) = 1 cuya existencia estd garantizada por
el Lema 7.3. Vamos a ver que, si n = [L : K], entonces

B = 710(9) + 720-2(9) 4+ ’Yn—lo'n_l(@)

cumple la propiedad deseada, o sea « =  — o(8). Teniendo en cuenta que, para i =1,...,n — 1, se
tiene que o(v;0'(0)) = vir10°T(0) — ac'*1(#) deducimos que
B—o(B) = m0o(0) +70°O) + - +ym-10"""(6)
—720%(0) =+ — V10" H(0) — Y0 (0)

+a(a?(0) + -+ 0™(h))
a(d(0) + -+ 0" 1(0) + o™(0)) = a T(6) = a.
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(2) Supongamos ahora que N(«a) = 1y consideremos ahora normas parciales
% =ao(a)- o' (a)
de forma que
Y=1Lvm=a...,7m=N(a)=1.
Por el Lema de Artin (Teorema 7.2) el siguiente endomorfismo de Lg es diferente de 0
f=rl+mo+r+o?+ +mo10"!
y por tanto existe # € K tal que
B=1(0)=0+10(0) +720"(0) + -+ + 10" (0) £ 0.
Como ao(7;) = 7i+1 tenemos
ao(B8) =m10(8) +720%(0) + - + 10" (0) + 0" (0) = B

pues " =1. 0O

7.3 Caracterizacion de las extensiones ciclicas

Proposicién 7.7 Sean n un entero positivo, K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad y a € K. Si L es el cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K, entonces L/K es una
extension ciclica.

Demostracion. Si a = 0 entonces L = K y no hay nada que demostrar. Por tanto supongamos que
a # 0. Como K tiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad, n no es multiplo de la caracteristica de
K y por tanto el polinomio X™ — a es separable, lo que implica que L/K es una extensién de Galois.
Sea a una raiz de X" — a. Entonces las raices de X™ —a son o, (a,...,(" ‘o, donde ¢ € K es una raiz
n-ésima primitiva de la unidad. Por tanto L = K(«a) y o(a) = (", para un i, € Z,. Esto implica
que la aplicacién o — i, es un homomorfismo de grupos inyectivo de Gal(L/K) al grupo aditivo de Z,.
Como este tltimo es ciclico, también Gal(L/K) es ciclico. O

Teorema 7.8 Sean n un entero positivo y K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la
unidad. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension L/K de grado n.

(1) L/K es ciclica.

(2) Existe a € K tal que p = X™ — a es irreducible en K[X] y tiene una raiz en L.
(3) Existe a € L tal que L = K(a) y a™ € K.

(4) L es un cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K para algin a € K.

Demostracion. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad ¢ € K.

(1) implica (2) Supongamos que L/K es ciclica y o es un generador de Gal(L/K). Como ¢ € K, se
tiene que N(¢) = (" = 1 y del Teorema 90 de Hilbert se deduce que existe o € L tal que o(a) = (. Si
p = Ming («), entonces

a,0(a) = Ca,0?(a) = Ca,...,0" Y a) =" a
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son raices de p, y todas son distintas. Como gr(p) = [K(«) : K] < n, estas son las n raices de p y por
tanto
p=(X—a)(X ~Ca)(X ~(a) - (X - (" a)

Aplicando la Férmula de Cardano-Vieta deducimos que el coeficiente de X% (i = 1,2,...,n) de p es

Pn—i = (_l)n—le(a7 Caa CQOéa RS Cn_la) = al‘s’l(lv Ca <27 s )Cn_l)

donde S; es el i-ésimo polinomio simétrico elemental en n variables. Como 1,¢, (2, ¢! son las raices
de X™ — 1, aplicando de nuevo la Férmula de Cardano-Vieta obtenemos que p,—; = 0, sii # ny
pn = —a™, con lo que p = X™ — a™. Por tanto, a = a™ € K, p = X™ — a es irreducible en K[X] y tiene
una raiz en L.

(2) implica (3) Supongamos que p = X" — q es irreducible en K[X] y « es una raiz de p en L.
Entonces a” =a € K yn=I[L: K] > [K(a): K] =gr(p) =n, con lo que L = K ().

(3) implica (4) Si a = o™, entonces las raices de X™ — a son «, a, (2a,...,(" a y por tanto L es
es cuerpo de descomposicién de X™ — a sobre K.

(4) implica (1) es consecuencia de la Proposicién 7.7. O

Problemas
7.1 Demostrar que la traza de la extensiéon K (v X)/K = Fy(X) es idénticamente nula.

7.2 Sea ( = (, € C con p primo. Demostrar que si agp,ai,...,a,—2 € Q, entonces

o -2
Tg(o (”Z ai(i> =(p—1ag— pZai.
i=0 i=1

7.3 Decir cudles de las siguientes extensiones son ciclicas.

1) L/K, donde L es el cuerpo de descomposicién de X? — 1 sobre K para un primo p.
2) Una extensién de cuerpos finitos.
3) Q(¢n)/Q, para cada uno de los ntimeros n < 25.
4) Q(v2,v3)/Q.
5) Q(v2,V2)/Q

6) Los cuerpos de descomposicién de X3 — 2 sobre Q, F3 y Fs.

(
(
(
(
(
(

7.4 Sea K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y L/K una extension ciclica
de grado n. Demostrar que si L = K(81) = K(B2) con ' € K, entonces existe un entero m, coprimo
con n tal que B257" € K.

7.5 Sea L/K una extensién ciclica de grado p de cuerpos de caracteristica p. Demostrar que si
L =K(f1)=K(B2) con ¥ — ; € K , entonces existe un entero 0 < m < p tal que B2 —mp; € K.

7.6 Sea L/K una extensién ciclica de cuerpos de caracteristica p # 0 y sea o un generador de L/K.
Demostrar que para todo elemento 3 € L tal que T%(3) = 0 existe a € L tal que o(a) — o = P — 3.

7.7 Sea K un cuerpo de caracteristica p #0y f = XP — X —a con a € K. Demostrar:



82 CAPITULO 7. EXTENSIONES CICLICAS

(1) Si « es una raiz de f, entonces o + 1 también es raiz de f.
(2) f es o irreducible o completamente indescomponible sobre K.

(3) Si f es irreducible sobre K y « es una raiz de f en una extensién de K, entonces K (a)/K es una
extensién ciclica.

(4) (Teorema de Artin-Schreier) Si L/K es una extension ciclica de grado p, entonces existen a € K y
una rafz a de f = X? — X —a tal que L = K(«). En tal caso L/K es el cuerpo de descomposicion
de f sobre K.

7.8 Demostrar que si L/K es una extension ciclica de grado p™ con p primo y E/K es una subextensién
de grado p"~! de L/K entonces L = K(«a) para todo o € L\ E.

7.9 Sea L/K una extension ciclica de grado p™ de cuerpos de caracteristica p, sea o un generador
de Gal(L/K) y sea E/K una subextensién de grado p"~! de L/K. Demostrar que existen a € E y
B € L\ E tales que:

(1) pr=B=a

(2) L=K(B).

(3) o (B) =B+ 1

(4) a? —a=o0(a) — a, para a = o(f8) — .

7.10 Sea L/K una extension finita de grado n. Para cada «, 3 € L sea

(v, B) = T% ().

Para cada lista aq, ..., a, de elementos de L ponemos
(a1,01) (o,00) oo (o1, 0m)
g, o g, o oo (ag,

Ab(ay,...,0n) = Alay, ..., a,) = ( 2 1) 2 2) ( 2")

(an,a1) (ap,a2) ... (an,on)

Demostrar

(1) (=, —) es una forma bilineal simétrica del espacio vectorial L, es decir, satisface las siguientes
condiciones.

(a) Para todo a € L, la aplicacién (a, —) : L — K, dada por (o, —)(8) = (a, 5), es K-lineal.
(b) (a,8) = (B,) € K, para todo «, 5 € L.

(2) Si A(aq,...,an) # 0 entonces {ay,...,a,} es una base de L.

(3) Si{ai,...,an}v{P1,...,0n} sondosbases de L, entonces existe A € K* tal que A(aq,...,ap) =
MNA(BL, ..+, Bn)-

(4) Sea s =[L: K], y sean 01, ...,0, los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K.
Paracadai=1,...,nseat;, =0, con 1 <r <sei=rmods. Entonces
2
T1(a1)  71(ae) 71 (o)
A, yag) = | POV (0] (o)
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(5) Sean p € K[X] un polinomio irreducible separable de grado n, « una rajz de p y L = K(«).
n(n—1)

Demostrar que A(1,q,...,a" 1) = (=1)" 2z Nk(a).

(6) Las siguientes condiciones son equivalentes, donde ¢ : L — Hompg (L, K) es la aplicacién que
asocia « € L con la forma lineal («, 0).
(a) (—,—) es no degenerada, es decir ¢ es inyectiva.
(b) ¢ suprayectiva.
(¢) ¢ biyectiva.
(d) A(aq,...,an) # 0, para alguna base {a1,...,a,} de L.
(e) Aaq,...,an) # 0, para toda base {a1,...,a,} de Lk.
(f) T4 (a) # 0, para algtin « € L.
(g) L/K es separable.

7.11 Sea L/K una extensién finita. Una base normal de L/K es una base de L de la forma {o(«) :
o € Gal(L/K)}, para un a € L. En tal caso se dice que « genera una base normal de L/K.

(1) Demostrar que si L/K tiene una base normal, entonces es de Galois.

(2) Decir cuéles de los siguientes elementos generan bases normales de las extensiones que se indican.
(a) v/a de K(y/a)/K paraa e K\ K2.
(b) 1+ +/a de K(y/a)/K paraa € K \ K2
(¢) Cn para Q(¢n)/Q-

(3) Sea Gal(L/K) = {o1,...,0,} y @ € L. Demostrar que « genera una base normal de L/K siy
solo si el determinante de la siguiente matriz es diferente de cero.

o toi(a) ortoa(a) ... oplton(a)

oytoi(a) oytoa(a) ... oy lon(a)
o o S

o tor(a) o tos(a) ... o ton(a)

(4) Supongamos que « € L genera una base normal de L/K y sean G = Gal(L/K), H un subgrupo
de Gy F=L" ={z € L:o(x) =, para todo o € H}. Recordemos que T&(x) =Y. . 0(x),

para cada z € L. Supongamos que o1,...,0,, es un conjunto de representantes de las clases
laterales por la derecha de H en G, es decir cada elemento de H\G contiene exactamente un o;.
Para cada i =1,...,m ponemos H; = oleai. Demostrar

(a) TE(a) es un elemento primitivo de E sobre K.
(b) {o1(trm, (@), ...,om(trm,, (a))} es una base de F.
(c) Si H es normal en G, entonces try(«) genera una base normal de F/K.
7.12 Sea P € K[X] irreducible de grado primo p # car(K) y « una raiz de P. Demostrar que si K («)

contiene una raiz de P diferente de «, entonces K(«) es el cuerpo de descomposicién de P sobre K y
Gal(K(a)/K) es ciclico.
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Capitulo 8

Grupos resolubles

8.1 El subgrupo derivado y la serie derivada

Definicién 8.1 Sea G un grupo. Si x,y € G, entonces el conjugado de x por y es

¥ =y oy

y el conmutador de x e y es

1 1

(x,y) =a a¥ = cly ey,

Se llama subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G al subgrupo G’ de G generado por los con-
mutadores de los elementos de G. O sea

G ={(z,y): z,y € G).
Ejemplo 8.2 Si (a; as ... ag) es un k-ciclo en S,, y o € S, entonces
(a1 ag ... ap)” = (0" a1) o Yag) ... o7 (ap)). (8.1)
Si a,by ¢ son tres elementos distintos de {1,2,...,n} entonces
(a b),(a ¢)) = (a b)(a )@ = (b c)ac) = (abo).

Eso implica que todos los tres ciclos de S, estdn en A,, y como A, estd generado por los 3-ciclos
tenemos que A, C S/,. De hecho se verifica la igualdad pues si 0,7 € S,, entonces o7 tiene la misma
paridad que o y 071, lo que implica que (0,7) =0~ 10" € A,.

El siguiente lema recopila las propiedades fundamentales de los conmutadores y el subgrupo derivado.
La demostracién es un sencillo ejercicio.

Lema 8.3 Dados un grupo G y elementos a,b € G, entonces
(1) (a,b) =1 siy solo si ab = ba.
(2) G es abeliano si y solo si G' = 1.
(3) (a,b)~! = (b,a).

(4) G' es el conjunto formado por los productos finitos de conmutadores.

85
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(5) Si f: G — H es un homomorfismo de grupos entonces f((a,b)) = (f(a), f(b)).
(6) En particular, si N es normal en G, entonces (a,b)N = (aN,bN) en G/N.
(7) (a,b)* = (a®,b") para cada x € G.

Teorema 8.4 Dado un grupo G, su subgrupo derivado G’ es el menor subgrupo normal de G que da
un cociente abeliano; es decir, se verifican:

(1) G' es un subgrupo normal de G.

(2) El cociente G/G' es abeliano.

(8) Si N es un subgrupo normal de G tal que el cociente G/N es abeliano, entonces G' C N.

Demostracion. (1) Veamos que, si g € G' y © € G, entonces g° € G’'. En efecto, por el Lema 8.3, se
tiene g = (a1,b1) - - - (an, by,) para ciertos elementos aq, ..., an,b1,...,b, de G, y por tanto

gx = ((11, bl)x T (anv bn)w = (afa bglﬂ) T (aia bﬁ) eqd.

(2) Es una consecuencia inmediata de los apartados (2) y (6) del Lema 8.3.
3. Si N es como en el enunciado y a,b € G, entonces (a,b)N = (aN,bN) = N, luego (a,b) € N. Es
decir, N contiene a cada conmutador de G y en consecuencia contiene a G'. O

El Teorema 8.4 nos dice que, en cierto sentido, G’ convierte a G en un grupo abeliano perdiendo la
menor informacién posible (si entendemos que al hacer el cociente por un subgrupo normal N se pierde
la informacién sobre N, pues sus elementos representan al neutro en el cociente). En consecuencia,
cuanto més pequeno es G’, més cerca estd G de ser abeliano. En la préxima seccién consideraremos
una manera mas precisa de medir lo lejos que esta G de ser abeliano. Concluimos ésta con un ejemplo.

Ejemplo 8.5 EIl subgrupo derivado del grupo diédrico D,,.

Si ponemos D,, = {1,a,a?,...,a" b,ab,...,a" b}, entonces A = (a) es un subgrupo de indice 2 de
D,,, con lo que A es normal en D,, y D,,/A es abeliano. Por tanto D!, C A. Adem4s (b,a) = (a,b)~! =
(a=ta®)~! = a2, con lo que B = (a?) C D!, C A. Si n es impar, entonces B = A, con lo que en tal caso
D! = A. Supongamos que n es par. Entonces B = (a?) es un subgrupo normal de orden n/2 (;por

qué?) y por tanto D, /B es también abeliano (;por qué?). Luego D] C B (;por qué?). En resumen

;_f (@) si2fn
Dy = { (a®) si2n

8.2 Grupos resolubles

Recordemos que N < G (6 G &> N) significa que N es un subgrupo normal de G, mientras que N < G
(6 G > N) significa que N es un subgrupo normal propio de G.

Definicién 8.6 Sea G un grupo. Se define por recurrencia el t-ésimo subgrupo derivado de G, denotado
G® (donde t € ZF) del modo siguiente:

e G =@, el derivado de G.

o G = (GWY | el derivado de G.
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La cadena de subgrupos
G>G' >G> ...

se conoce como la serie derivada de G, y se dice que G es resoluble si su serie derivada alcanza al grupo
trivial; es decir, si existe t > 1 tal que G®) = 1.

Es evidente que todo grupo abeliano G es resoluble pues G’ = 1. Un ejemplo de grupo resoluble
no abeliano es el grupo diédrico D,,, con n > 3, pues D/, es abeliano como vimos en el Ejemplo 8.5 y
por tanto D!/ = 1. En los siguientes ejemplos veremos otros grupos resolubles, y también otros que no
lo son. Usaremos el hecho obvio de que, en cuanto un término se repite en la serie derivada, ésta se
estabiliza en ese término; es decir, si G = G+ entonces G = GUHF) para cualquier k > 1.

Ejemplos 8.7 Resolubilidad de los grupos simétricos

(1) Por el Ejemplo 8.2, tenemos que S;, = A,,. Cuando n < 3 tenemos A,, es abeliano. Por tanto, si
n < 3 entonces S/ =1, con lo que S1, 55 y S3 son resolubles.

(2) A4 tiene orden 12 y aplicando (8.1) es facil ver que el siguiente es un subgrupo normal de Ag:
V= {1, 121, 131, 149 3)).

Como A4 no es abeliano y A4/V si lo es (tiene orden 3), del Teorema 8.4 se deduce que V = A} =

)

2 . . 3 . .
Si ). Como V es abeliano, deducimos que Si = 1. En consecuencia, S; es resoluble con serie

derivada Sy > Ay >V > 1.

(3) Sin > 5, por el Teorema de Abel (Teorema 6.24 de GyA) A, es simple, es decir no tiene ningin
subgrupo normal propio no trivial. Por tanto A}, =16 A/, = A,,. Pero como A, no es abeliano,
necesariamente A/ = A,,. Es decir, la serie derivada de S,, se estabiliza en A,, y nunca alcanza al
grupo trivial. En consecuencia, ni S, ni A,, son resolubles cuando n > 5.

Vamos a estudiar las propiedades basicas de los grupos resolubles, y comenzamos con un lema.

Lema 8.8 Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces:

(1) fF(G®)YC H® para cada t > 1.

(2) Si f es suprayectiva entonces f(G) = H® para cada t > 1.
Demostracién. 1. Razonamos por induccién en ¢t. Como f((a,b)) = (f(a), f(b)) para cualesquiera
a,b € G, se tiene f(G') C H'. El caso general lo vemos por induccién en ¢, con el caso t = 1 resuelto por
lo anterior. Si el resultado vale para cierto entero positivo ¢ entonces f se restringe a un homomorfismo
f:GY — H® vy aplicando a éste el caso t = 1 deducimos que f(G*TY) = f((GM)) C (HDY =
H® 1o que completa la demostracion.

2. Supongamos ahora que f es suprayectiva, y sea (u,v) un conmutador en H. Tomando a,b € G con

fla) =uy f(b) =wv se tiene f((a,d)) = (u,v), lo que prueba que (u,v) € f(G'); es decir, H C f(G"),
y el apartado anterior nos da la igualdad. El caso general se demuestra por induccién como antes. [

Proposicién 8.9 Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N. Se verifican:
(1) Si G es resoluble entonces H es resoluble (los subgrupos de resolubles son resolubles).
(2) Si G es resoluble entonces G/N es resoluble (los cocientes de resolubles son resolubles).

(8) Si N y G/N son resolubles entonces G es resoluble.
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Demostracién. (1) Aplicando el Lema 8.8 a la inclusién H < G, tenemos H") C G*) para cada
t > 1. Si G es resoluble entonces existe un ¢ tal que G®) = 1 y por tanto H® = 1, por lo que H es
resoluble.

(2) El Lema 8.8 aplicado a la proyeccién canénica p : G — G /N nos dice que p(G®)) = (G/N)®
para cada t > 1. Si G es resoluble entonces existe un ¢ tal que G*) es trivial, y por tanto (G/N)(®*) =
p(GM) = p(1) = 1 también es trivial, por lo que G/N es resoluble.

(3) Supongamos que N y G/N son resolubles. Como G/N es resoluble, existe ¢ > 1 tal que
(G/N)® = 1. Aplicando como antes el Lema 8.8 deducimos que p(G®) es trivial, lo que significa que
G C Ker p= N. Como N es resoluble, por el apartado 1, G®) es resoluble; es decir, existe s > 1 tal
que (GM)(®) = 1. Como es claro que (GM)(®) = G(+9) | deducimos que G es resoluble. [J

Esto nos permite encontrar otros ejemplos de grupos resolubles:
Proposicién 8.10 Todo p-grupo finito G es resoluble.

Demostracién. Razonamos por induccién sobre el orden de G. No hay nada que demostrar si |G| = 1,
con lo que supongamos que G no es trivial y la hipétesis de induccién. De la Proposicién 5.15 de GyA,
se deduce que Z(G) # 1 y de la hipédtesis de induccién que G/Z(G) es resoluble. Como Z(G) también
es resoluble, del tercer apartado de la Proposiciéon 8.9 deducimos que G es resoluble. [J

La serie derivada de un grupo resoluble sugiere la siguiente definicion mas general:

Definicién 8.11 Sea G un grupo arbitrario. Una serie subnormal de G es una cadena de subgrupos de
G de la forma
G:GOEGllZGQ‘ZEGn—llZanl

(es decir, es una cadena finita que empieza en G y termina en 1 (o viceversa) y en la que cada subgrupo
es normal en el anterior). Los grupos G; se llaman términos de la serie, el nimero n es la longitud de
la serie, y los grupos cociente G;—1/G; (parai=0,1,...,n) se llaman un factores de la serie.

Obsérvese que la longitud n mide el nimero de factores, y no el de términos (que esn+1).

Si cada G; es normal en G entonces se dice que se trata de una serie normal.

Una serie abeliana es una serie subnormal cuyos factores son abelianos y una serie ciclica es una
serie subnormal con factores ciclicos.

Obsérvese que la serie derivada es una serie de G solo si G es resoluble. En tal caso es una normal
abeliana. Por definicién un grupo es resoluble si su serie derivada es una serie de G, que resulta ser
normal y abeliana. De hecho esta propiedad caracteriza los grupos resolubles.

Teorema 8.12 Un grupo G es resoluble si y solo si tiene una serie abeliana si y solo si tiene una serie
normal abeliana.

Demostracién. Si G es resoluble entonces su serie derivada es una serie normal abeliana. Obviamente
si G tiene una serie normal abeliana, tiene una serie abeliana.

Finalmente, supongamos que G tiene una serie subnormal como la de la Definicién 8.11 abeliana, y
veamos que G es resoluble por induccién en la longitud n de la serie. Si n = 1 entonces G es el Unico
factor de la serie, por lo que es abeliano y en consecuencia resoluble. En el caso general, la hipdtesis
de induccién aplicada a G1 nos dice que éste es resoluble pues tiene una serie subnormal abeliana de
longitud n — 1. Como ademds G/G; también es resoluble (de hecho es abeliano, por ser un factor de la
serie inicial), la Proposicién 8.9 nos dice que G es resoluble, como querfamos ver. [

Teorema 8.13 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo finito G.
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(1) G es resoluble.
(2) G tiene una serie abeliana.
(38) G tiene una serie ciclica.

(4) G tiene una serie subnormal con todos sus factores de orden primo.

Demostracién. Ya sabemos que (1) y (2) son equivalentes. (3) implica (2) es evidente y (4) implica
(3) es consecuencia de que todo grupo de orden primo es ciclico. Sélo falta demostrar (1) implica (4).

Supongamos pues que G es resoluble y razonamos por induccion sobre el orden de G, con el caso en
que este orden es 1 trivial. Supongamos pues que G # 1 y la hipétesis de induccién. Distinguiremos
dos casos.

Supongamos primero que G es simple. Por tanto G’ = G 6 G’ = 1. En el primer caso G = G
para todo n y como G es resoluble, G = 1. Si G’ = 1 entomces G es abeliano simple y por tanto tiene
orden primo. Luego G = Gy > GG; = 1 es una serie normal con factores de orden primo.

En caso contrario G tiene un subgrupo normal propio no trivial N. De la Proposicién 8.9 deducimos
que N y G/N son resolubles y por tanto admiten series subnormales con factores de orden primo:

N=NEN BNy B---BN, =1

G/N:GO/N‘ZGl/NEGZ/NIZ "'EGm/N: 1.

Entonces
G=G2G1>2G>--Gpr=N=NgEN BN >--->N, =1

es una serie subnormal con factores de orden primo. O

Problemas

8.1 Obtener una expresién para los conmutadores (a,bc) y (ab, c) en términos de los conmutadores
(a,b), (a,c) y (b,c), donde a,b y ¢ son elementos de un grupo

8.2 Recuérdese que un subgroup H de un grupo G se dice que es caracteristico si o(H) = H para todo
automorfismo de G. Demostrar que el subgrupo derivado de un grupo G es un subgrupo caracteristico
de G. Deducir que todos los términos de la serie derivada de G son caracteristicos, y por tanto normales,
en G.

8.3 Probar que si G es resoluble y no trivial entonces G’ # G.
8.4 Probar que si G es simple y resoluble entonces G es ciclico de orden primo.
8.5 Formar todas las series con factores de orden primo para un grupo ciclico de orden 20.

8.6 Probar que, si H y K son dos subgrupos normales de G, entonces (H, K) = ((h,k) : h € H,k € K)
es un subgrupo normal de G que esta contenido en H N K.

8.7 Dados un grupo finito G y un entero positivo primo p, demostrar la equivalencia de las siguientes
condiciones:

(1) El orden de G es una potencia de p.
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(2) El orden de cada elemento de G es una potencia de p.

8.8 Sea m > 5 un entero. Encontrar 0,7 € A, tales que (o,7) = (1,2,3), y usar esto para demostrar
que A, no es resoluble sin utilizar el Teorema de Abel.

8.9 Demostrar que G X H es resoluble precisamente si G y H lo son.

8.10 Demostrar que para cada n € N existe un grupo resoluble G tal que G™ # {1}. Utilizar esto
para mostrar que el producto directo infinito de grupos resolubles puede no ser resoluble. (Indicacién:
En la primera parte, usar el isomorfismo S3 >~ Aut(S3)).

8.11 Probar que si un grupo G es resoluble y G/Z(G) es simple entonces G es abeliano.

8.12 Probar que si G es un grupo no abeliano de orden p? (con p primo), entonces G’ = Z(G) y
G/G ~ Ly X L.

8.13 Demostrar que un grupo finito abeliano tiene una tinica serie con factores de orden primo si y
solo si es un p-grupo ciclico, para algin primo p. ;jEs cierto esto si el grupo no es abeliano?

8.14 Sean H y K dos subgrupos normales de un grupo G. Demostrar que si G/H y G/ K son resolubles,
entonces G/H N K es resoluble.

8.15 Demostrar que si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo, entonces G es resoluble.

8.16 Sea G un grupo. Para cada n € N definimos el n-ésimo centro Z,(G) de G por recurrencia de
la siguiente forma: Zp(G) = {1}. Supongamos que hemos definido Z,(G) que resulta ser un subgrupo
normal de G. Entonces Z,41(G) es el inico subgrupo (normal) de G que verifica

ZnJrl(G)/Zn(G) = Z(G/ZH(G))~
En particular, Z;(G) es el centro de G. La cadena de subgrupos
{1} = Zo(G) 2 Z1(G) 2 Z,(G) Q- -

se conoce como la serie central mazimal de G. Se dice que G es nilpotente si Z,,(G) = G para algun n;

es decir, si la serie central alcanza al grupo G en algtin paso. Demostrar:
(1) Todo grupo abeliano es nilpotente.

(2) Z,(G) ={z € G: (x,y) € Z,_1(G) para todo y € G}.
(3) Todo p-grupo finito (p primo) es nilpotente.
(4)

4) Un grupo G es nilpotente precisamente si tiene una serie normal

{1} =Gy <G 9 <Gp1 <G, =G

tal que G;/G;—1 C Z(G/G;—;) para todo i = 1,2,...,n. Una serie que cumple esta propiedad se
dice que es una serie central

(5) Todo grupo nilpotente es resoluble.
(6) Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea nilpotente.

(7) Si G es nilpotente y H es un subgrupo de G, entonces H es nilpotente.
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(8) Si G es nilpotente y N es un subgrupo normal de G, entonces G/N es nilpotente.

(9) Dar un ejemplo de un grupo G con un subgrupo normal N tales que N y G/N sean nilpotentes
y G no lo sea.

(10) Demostrar que si Gy H son dos grupos entonces G X H es nilpotente si y solo si lo son G y H.

8.17 Sea n un entero positivo. En lugar de la habitual interpretacién del grupo simétrico S,, como
el grupo de las permutaciones de {1,2,...,n} lo vamos a ver como el grupo de las permutaciones del
anillo Z,, = {0,1,...,n — 1} de restos médulo n.

(1) Demostrar que A,, = Z; X Z,, es un grupo con el siguiente producto.
(a1,b1)(az,b2) = (araz, a1by + by).

(2) Demostrar que si n = p es primo y (a,b) € A, tiene orden p, entonces a = 1.
(3) Demostrar que para cada (a,b) € A, la aplicacién o, : Z,, — Z,, dada por
Oap(x) =ax +b
es un elemento de S,,. (Las operaciones suma y producto son las operaciones en el anillo Z,,.

(4) Demostrar que si o € S, y b € Z,, verifican 01 10 = 001, entonces o(x) + 1 = o(x + b). Utilizar
esto para demostrar que si n = p es primo, entonces b € Z,, y 0 = 0p-1 4(0)-

(5) Mostrar que la aplicacién (a,b) — 04, es un homomorfismo inyectivo A, — S,,.

(6) Consideramos el grupo GL2(Z,,) de matrices invertibles cuadradas de tamano 2 con entradas en
Z,, es decir:

GLQ(Zn){< ‘é Z > ca,b,c,d € Zn,ad — be # 0}

(a,b)—>(g ’1’>

es un homomorfismo inyectivo de A,, en GLy(Z,,).

Demostrar que la aplicacion

En el resto del ejercicio vamos a identificar A, con las imdgenes de los dos homomorfismos
inyectivos A, — S, y A, — GL2(Z,). Este grupo (visto de cualquiera de las tres formas) lo
llamamos n-ésimo grupo afin. Un subgrupo de S,, se dice que es un grupo afin si es conjugado
en S, de un subgrupo de A,,, es decir, un subgrupo afin de S,, es un grupo de la forma ¢~ 'Ho,
donde o € S,, y H es un subgrupo de A,.

(7) Demostrar que si o es un n-ciclo, entonces (o) es un subgrupo afin de S,,.

(8) Demostrar que todo grupo afin es resoluble.

8.18 Sea G un subgrupo de Sim,. Llamamos G-6rbitas a los subconjuntos de N,, = {1,...,n} de la
forma G -z = {o(z) : 0 € G}. Observa que las G-érbitas forman una particién de N,,.

Recuerda que G es transitivo si para todo z,y € Z, existe o € G tal que o(z) = y.

Demostrar:

(1) G es transitivo si y solo si hay una tnica G-6rbita.

(2) Si G es transitivo, entonces n es un divisor de |G|.
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(3) Si G es transitivo y N es un subgrupo normal de G, entonces cada N-6rbita tiene un cardinal
divisor de n.

(4) Supongamos que n = p es primo y
G:G()DGlDGQD...Dszl

es una serie subnormal con factores de orden primo para todo ¢ = 1,2,...,n. Demostrar que si G
es transitivo, entonces Gy, ..., Gi_1 son transitivos y Gi—_1 tiene orden p. (Indicacién: Razonar
por induccién sobre i, para demostrar que G; es transitivo, si i < n.)

(5) Demostrar que si p es primo y G es un subgrupo transitivo de .Sy, entonces G es resoluble si y
solo si G es afin.



Capitulo 9

Extensiones radicales

En este capitulo sentamos las bases para poder resolver el problema que nos planteamos desde el princi-
pio o sea jes posible obtener una expresion de las raices de un polinomio en términos de los coeficientes
utilizando solamente las cuatro operaciones aritméticas elementales, suma, producto, divisién y resta,
ademds de la extraccién de raices n-ésimas? Si llamamos K a un cuerpo que contenga los coeficientes
del polinomio las raices buscadas estarian en un cuerpo L de forma que se podria pasar desde K hasta
L en un numero finito de pasos de forma que en cada paso pasamos de un cuerpo mas pequeno E a
otro de la forma E(a) con a™ € F para algtin entero positivo n. Esto es la base del siguiente tipo de
extensiones que vamos a estudiar.

9.1 Extensiones radicales

Comenzamos recordando la definicién de torre radical y polinomio resoluble.
Definicién 9.1 Una torre radical es una torre de cuerpos
EcCELC---CE,

tal que para cada i =1,...,n, existen n; > 0 y o; € E; tales que E; = E;_1(oy) y o™ € E;_q.
Una extensién de cuerpos L/ K se dice que es radical si existe una torre radical

K=Fy,CE C---CE, =L. (9.1)

Una ecuacion polindmica P(X) =0, con P € K[X], se dice que es resoluble por radicales sobre K
si existe una extension radical L/ K tal que P es completamente factorizable en L. En tal caso también
se dice que el polinomio P es resoluble por radicales sobre K.

Veamos algunas propiedades elementales de las extensiones radicales.
Lema 9.2 Sea L/K una extension de cuerpos y sean E, F € Sub(L/K).
(1) Si E/K y L/E son radicales entonces L/ K es radical.

(2) Si E/K es radical, entonces EF/F es radical, es decir, la clase de extensiones radicales es cerrada
para levantamientos.

(8) Si L/K es radical, entonces L/E es radical.
(4) St E/K y F/K son radicales, entonces EF/K es radical.

93
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(5) Si L/K es radical y N es la clausura normal de L sobre K, entonces N/K es radical.

Demostracién. (1) es obvio.
(2) Si E/K admite una torre radical como en (9.1) entonces

F=FEFCEFC.---CE,F=FEF

es una torre radical, pues si E; = F;_1(a;) y ;' € E;_1, entonces E;F = E;_1F (o).

(3) es consecuencia de (2), pues L = LE.

(4) es consecuencia de (1) y (2).

(5) Supongamos que L/K es radical con torre radical como en (9.1). Para cada i = 1,...,n sean
Bits - -, Pik, las raices de Min(a;, K) en una clausura algebraica de L. Entonces N = K(f;; : 1 <i <
n,1 < j <k;) es una clausura normal de L/K. Entonces F;_1(8;;) es E;_1-isomorfo a E;_1(o;) = E;
y Bif = ;" € E;j—1 para todo j y por tanto la torre

K =Fy C Fi1 = Fo(B11) € Fi2 = Fu1(Br2) € .- Fig, = Fige,—1)(Biry) C
Foy = Fiy, (B21) € -+ € Fog,, = N

es una torre radical. Luego N/K es una extensién radical. [

9.2 Caracterizacion de extensiones radicales

Lema 9.3 Si L = K(«a) con a separable sobre K y " € K para algin entero positivo r, entonces existe
un entero positivo s tal que o® € K y s no es maltiplo de car(K).

Demostracién. Sicar(K) = 0 no hay nada que demostrar, con lo que podemos suponer que car(K) =
p # 0. Pongamos r = pls, con p{s, a=a" € Ky =a* Entonces a = Bpt, es decir 8 es raiz
del polinomio f = X?" — a. De hecho 8 es la tnica rafz de f pues f = xr' - Bpt = (X — B)pt.
Si g = Min(p, K), entonces g divide a f, con lo que g sélo tiene una rafz. Sin embargo, como « es
separable sobre K, K(«)/K es separable (Corolario 5.14), con lo que 8 es separable sobre K y por
tanto [K(8) : K] =[K(8): K] =1, es decir a* = € K. [J

Teorema 9.4 Si L/K es una extension radical, entonces Gal(E/K) es resoluble para todo E € Sub(L/K).

Demostracién. Supongamos que L/K es una extensién radical y sea E € Sub(L/K). Vamos a
considerar varios casos cada vez mas generales y utilizaremos repetidamente las propiedades de los
grupos resolubles que vimos en la Proposicién 8.9.
Caso 1. E=L y L/K es de Galois.
Sea
K=FECFE C---CFE.=1L

una torre radical y supongamos E; = E;_1(«;) con «;* € E;_1. Por el Lema 9.3, podemos suponer que
s; no es multiplo de la caracteristica de K. Entonces n = s7---s, no es multiplo de la caracteristica
de K y por tanto existe una raiz n-ésima primitiva de la unidad & en una extensién de L. Entonces
L(&)/K () es una extensién radical de Galois (Lema 9.2) y de hecho

K=K =E=E()CE=E(()CCE=E(=L¢=L

es una torre radical. Como L /K es de Galois, de la Proposicién 3.15 y el Corolario 5.14 deducimos que
L/K es de Galois. Por otro lado, E; es el cuerpo de descomposicién de X* — ;" sobre E;_; y de la
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Proposicién 7.7 deducimos que E;/E;_; es una extensién ciclica para todo . Por tanto la tltima torre
de cuerpos da lugar, por el Teorema Principal de la Teoria de Galois, a una sucesién de subgrupos de
Gal(L/K):

Gal(L/K) = Gal(L/Ey) > Gal(L/E,) > --- > Gal(L/E,) = 1.

Como E;/E;_; es de Galois, Gal(L/E;) < Gal(L/E;_;), . Ademés
Gal(L/E;_1)/ Gal(L/E;) ~ Gal(E; /E;_1)

es ciclico. Esto demuestra que Gal(L/K) es resoluble. Como Gal(L/K)/Gal(L/K) ~ Gal(K/K) y
K/K = K(¢)/K es de Galois, con grupo de Galois abeliano, de la Proposicién 8.9 deducimos que
Gal(L/K) es resoluble. Por otro lado L/K es de Galois, por hipétesis, y aplicando una vez més
el Teorema 6.11 deducimos que Gal(L/L) < Gal(L/K) y Gal(L/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/L), que es
resoluble por serlo Gal(L/K).

Caso 2. E = L.

Sea F' = {x € L : o(z) = z, paratodo 0 € Gal(L/K)}. Entonces L/F es de Galois, por el
Teorema 6.9, y radical, por el Lema 9.2. Por el Caso 1, Gal(L/K) = Gal(L/F') es resoluble.

Caso 3. E/K es de Galois.

Sea N la clausura normal de L sobre K. Del Lema 9.2 deducimos que N/K es radical, con lo que
del Caso 2, deducimos que Gal(N/K) es resoluble. Por otro lado, como E/K es normal, para todo
o € Gal(N/K) se verifica que la restriccién o|g de o a E es un elemento de Gal(E/K) (Teorema 3.11)
y la aplicacion

¢: Gal(N/K) — Gal(E/K)
o — ol

es un homomorfismo de grupos. Ademas, como N/K es normal, todo elemento de Gal(E/K) extiende
a un elemento de Gal(N/K), o lo que es lo mismo ¢ es suprayectiva. Esto muestra que Gal(E/K) es
isomorfo a un cociente de Gal(N/K) y como este iltimo es resoluble, aquel también lo es.

Caso General. De forma similar a como lo hicimos en el Caso 2, ponemos F = {x € E : o(z) =
x, para todo o € Gal(E/K)}. Entonces E/F es de Galois y L/F es radical. Por el Caso 3 deducimos
que Gal(E/K) = Gal(E/F) es resoluble.

El siguiente teorema es una especie de reciproco del Teorema 9.4.

Teorema 9.5 Si L/K es una extension finita de Galois con grupo de Galois resoluble y [L : K| no es
maltiplo de la caracteristica de K, entonces existe una extension R de L tal que R/K es radical.

Demostracién. Vamos a razonar por induccién sobre n = [L : K], con el caso n = 1 trivial. Suponga-
mos pues que L/K satisface las hipStesis del teorema con n = [L : K] > 1 y la hip6tesis de induccién.
Pongamos G = Gal(L/K). Como G es resoluble, del Teorema 8.13 se deduce que G tiene un subgrupo
normal N de indice primo p. Como n no es multiplo de la caracteristica de K, p es diferente de esta
caracteristica, y por tanto una extension de L contiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad £&. Como
L/K es de Galois, también lo es L(€)/K(§) (jpor qué?). Ademds, la restriccién o — ol induce un
homomorfismo de grupos
®:G = Gal(L(¢)/K(¢)) —» G = Gal(L/K)

que es inyectivo, pues si 0,7 € G satisface o|;, = 7|1, como ademds, o (£) = 7(£) = ¢ se tiene que o = 7.
Si ® no fuera suprayectiva tendriamos [L(£) : K(¢)] = |G| < |G| = [L : K] y, por la hipétesis
de induccién deducimos que L(§)/K(€) es radical. Como K (£)/K también es radical, deducimos que
L(&)/K es radical y en este caso ya hemos acabado.
En caso contrario, ® es un isomorfismo de grupos, con lo que N = ®~1(N) es un subgrupo normal
de fndice p de G. Por tanto F = L(&)N = {z € L(¢) : o(z) = x, para todo 0 € N} es un subcuerpo
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de L(&) tal que Gal(L(£)/F) = N. Por tanto, por el Teorema 6.11 se tiene que L(§)/F es de Galois y
Gal(L(¢)/F) = N es resoluble y tiene orden n/p. Por hipétesis de induccién L(€) tiene una extensién
R tal que R/F es radical. Por la misma razén, como N es normal en G, F/K() es de Galois y
como su grupo de Galois tiene orden primo, F'/K({) es una extension ciclica, de donde se deduce que
F = K(¢)(«) para algin « € F tal que of € K(§) (Teorema 7.8). Por tanto F/K () es radical. Como
K (¢)/K también es radical, deducimos que R/K es radical. O

9.3 El Teorema de Galois

Esta seccion culmina los resultados principales de Evariste Galois que caracterizan las ecuaciones res-
olubles por radicales. Aunque se pueden obtener resultados algo mas generales sin suponer que la
caracteristica del cuerpo sea 0, nos vamos a restringir a est caso que simplificard algunos argumentos e
hipétesis.

Definicién 9.6 Si P € K[X], entonces se llama grupo de Galois de P sobre K al grupo de Galois de
L/K, donde L es un cuerpo de descomposicion de P sobre K.

Obsérvese que el grupo de Galois de P sobre K, en principio depende del cuerpo de des-composicion
de P elegido, sin embargo, como todos los cuerpos de descomposicién de P sobre K son K-isomorfos
(Proposicién 3.9), el grupo de Galois de P sobre K, estd bien definido salvo isomorfismos y lo deno-
taremos por Galg (P).

Teorema 9.7 (Galois) Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y P € K[X]. Entonces P es resoluble por
radicales sobre K si y solo si Galg (P) es resoluble.

Demostracién. Supongamos que P es resoluble por radicales sobre K. Entonces P es completamente
factorizable en una extensién radical L de K. Por tanto, L contiene un cuerpo de descomposicién E de
Py Galg(P) = Gal(E/K) es resoluble por el Teorema 9.4.

Reciprocamente, supongamos que Galg (P) es resoluble y sea E un cuerpo de descomposicién de P
sobre K. Entonces Gal(E/K) = Galg(P) es resoluble y, del Teorema 9.5, se deduce que E tiene una
extension R tal que R/K es radical. Entonces P factoriza completamente en R, lo que muestra que P
es resoluble por radicales. [J

9.4 La ecuacién general de grado n

Si X1,..., X, son variables independientes, entonces el cuerpo de fracciones de K[X, ..., X,] se llama
cuerpo de funciones racionales de K en n indeterminadas y se denota K(X7,...,X,). Si L/K es una
extension de cuerpos y aq, ..., a, € L. Se dice que aq, . . ., ay, son algebraicamente independientes sobre
K si el homomorfismo de sustitucién

S St KX1,..., X5 — L
f — f(Oél,...,Ozn)

es inyectivo. En tal caso S se puede extender de forma tnica a un homomorfismo de cuerpos
S:K(Xy,...,X,) — L.

;Por qué?
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Definicién 9.8 Sean X,C1,...,C,, n+ 1 variables independientes. El polinomio general de grado n
es el siguiente polinomio en la variable X con coeficientes en E = K(Cy,...,Cy)

Gn=X"—C1 X" 1 4 CoX" 2 ()" 2C, o X2+ (- )" IC 1 X + (—1)"C,
y la ecuacién general de grado n es la ecuacion G, = 0.

Obsérvese que hay un polinomio general de grado n, para cada caracteristica y que los coeficientes
de G,, estdn en Ky[Ci,...,C}], donde Ky es el cuerpo primo de la caracteristica dada. Pongamos
E=K(C,...,Cy), Th,...,T, las raices de G,, en una clausura algebraica de F, es decir

Gn=(X-T))...(X —T})

y F=K1T,...,.T,) = E(T1,...,T,). Es decir, F es el cuerpo de descomposicién de G,, sobre E.
En principio pudiera darse que dos de los T; fueran iguales, pero de hecho eso no se da, lo cual es
consecuencia de la siguiente proposicién que dice todavia maés.

Teorema 9.9 El polinomio general G,, = X" —C1 X" 1 4-Co X" 2. . - (=1)"2C, o X2+ (-1)" 10, 1 X+
(=1)*C,, de grado n es separable y Gal(G,,, K(C1,...,Cp)) =~ S,.

Demostracién. Consideremos variables independientes arbitrarias X1, ..., X, sobre K, sean S1,..., Sy,
los polinomios simétricos en estas variables y sea

w=298s..s,: K[Ci,....C] — F=K(X1,....X,)
f = f(SlvaSn)

el homomorfismo de sustitucién. Como S, ..., S, son variables independientes sobre K, el Teorema 1.10
asegura que  es inyectiva y su imagen que es claramente K[S1, ..., S,], es el conjunto de los polinomios
simétricos en las variables X1, ..., X, con coeficiente en K. Por tanto K[Cy,...,C,] ~ K[S1,...,S.],
con lo que ¢ se extiende a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones ¢ : E = K(C4,...,C,) ~
E' =K(Sy,...,S,), por la Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones. Aplicando la Proposicién 3.9
deducimos que ¢ se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos de descomposiciéon de G,, sobre E y
de ¢(G,) sobre E'. Como Ti,...,T), son las raices de G,, y X1,..., X, son las raices de ¢(G,,), estos
cuerpos de descomposicién son F = K(T,...,T,) y F' = K(X1,...,X,). Por tanto Gal(F/E) ~
Gal(F'/E'"). Por el Ejercicio 6.21 del Capitulo 6, la extensién F'/E' es de Galois y su grupo de
Galois es isomorfo a S,,. Por tanto F//E es una extensién de Galois (en particular G,, es separable) y
Gal(E/F) ~ S,. O

Sea
P=pn AP X +0n 2 X?+ A X" X" = (X —aq) (X —ay) € K[X]
con a4, ...,q, en una extensién L de K. Consideremos el homomorfismo de sustitucion
S=8a, a,: KT,....,T] — L
f(Th,.... 1) —  flag,...,an)
Entonces la restriccién de S a K(C4,...,Cy) es el homomorfismo de sustitucién
S=58, . .p.: KCi,...,Cp] — K

f(Ch"’an) = f(plavpn)

y por tanto p = S(G,). Eso implica que si cada T; se puede poner como una expresién radical de
elementos de F, entonces S(7;) se podra obtener como una expresién radical de elementos de K. Por
tanto resolver por radicales sobre K todas ecuaciones de grado n equivale a resolver sobre K la ecuacién
general de grado n. Por desgracia la conclusion del Teorema 9.9 es que esto sélo es posible en pocos
casos.
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Corolario 9.10 Si K tiene caracteristica 0, entonces el polinomio general de grado n sobre K es
resoluble por radicales sobre K si y solo st n < 4.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 9.7 y 9.9 y de que .S, es resoluble si
y solo si n < 4 (Ejemplos 8.7). O

Corolario 9.11 Si K tiene caracteristica 0, entonces todo polinomio de K[X| de grado < 4 es resoluble
por radicales sobre K. De hecho todo polinomio que sea producto de polinomios de grado < 4 de K[X]
es resoluble por radicales sobre K.

El Teorema 9.10 proporciona un ejemplo de ecuacion que no es resoluble por radicales: La ecuacién
general de grado n > 5. Sin embargo este ejemplo es algo artificial, pues se trata de ecuaciones con
coeficientes en el cuerpo de fracciones racionales en n variables. Cuando Lagrange, Ruffini, Abel 6 Galois
consideraban el problema de resolver ecuaciones por radicales, las ecuaciones solian tener coeficientes
racionales y éstas son las ecuaciones que se pretendia resolver por radicales sobre Q. Por tanto, esta
introduccién artificial de variables, no resuelve el problema que interesaba a los cléasicos y, por tanto,
todavia cabria la esperanza de que esto fuera posible. Sin embargo vamos a ver que esto no es asi.

SiPe K X|]yA={o,...,an} es el conjunto de las raices de P, entonces o(A) = A para todo
o € Galg(P). Ademas cada o € Galg (P) estd completamente determinado por la restriccién de o a A.
Por tanto Galk (P) es isomorfo a un subgrupo de S4 y a partir de ahora vamos a identificar Galg (P)
con este subgrupo de S4, que a menudo identificaremos con S,,.

Sea G un subgrupo del grupo de permutaciones S4 de un conjunto finito A (por ejemplo, G puede
ser el grupo de Galois de un polinomio sobre K y A el conjunto de raices de este polinomio en una
clausura algebraica). Se dice que G es transitivo si para todo a,b € A, existe o € G tal que o(a) = b.

Lema 9.12 Sip es primo y G es un subgrupo transitivo de S, que contiene una trasposicion, entonces
G=25p.

Demostracién. Definimos en N, = {1, ..., p} la relacién de equivalencia siguiente:
i~ j < la trasposicién (i,j) pertenece a G.

(Aqui entendemos que (i,i) = 1, para simplificar la notacién). Vamos a ver que es efectivamente
una relacién de equivalencia. Si i ~ j y j ~ k, entonces (i,7),(j, k) € G y, por tanto, (i,k) =
(4,k)(4,7)(J, k) € G. Esto prueba que la relacién es transitiva y que es reflexiva y simétrica es obvio.

Vamos ahora a ver que todas las clases de equivalencia tienen el mismo ntimero de elementos. En
efecto, si A y B son dos clases de equivalencia con a € A y b € B, entonces de la transitividad de
G se tiene que b = o(a) para algiin o € G. Si a; € A, entonces (a,a;) € G y por tanto (b,o(ay)) =
o(a,ar)o™! € G. Esto muestra que o se restringe a una aplicacién de A en By, claramente o~ 1(B) C A.
Luego 0(A) = B y concluimos que |A| = |B].

Por tanto, si n es el cardinal de cada una de las clases de equivalencia, entonces n|p y n # 1, pues,
como (G contiene una transposicion, al menos una de las clase de equivalencia tiene méas de un elemento.
Luego n = p, es decir, para todo ¢,j € N, se tiene que (¢,j) € G. Esto muestra que G contiene todas
las trasposiciones y por tanto G = S, (Proposicién 6.12 de GyA). O

Lema 9.13 Si P € K[X] es separable, entonces Galg(P) es transitivo si y solo si P es irreducible
sobre K.
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Demostracién. Si P no es irreducible y P = fg, entonces ninguna de las raices de f puede ser raiz
de g, con lo que si « es raiz de f y [ es raiz de g, entonces o(«) # 3, para todo o € Galg(P). Esto
muestra que Galg (P) no es transitivo.

Por otro lado, si Galg(P) es irreducible y a y S son dos raices de Galg(P), entonces, por la
Proposicién 2.10, existe un K-isomorfismo K (o) — K(8) que, como L/K es normal, donde L es el
cuerpo de escisién de Galg (P) sobre K, se puede extender a un elemento o de Gal(L/K) = Galg (P).
Por tanto o(a) = 8y esto prueba que Gal(L/K) es resoluble. [J

Proposicién 9.14 Sean K un subcuerpo de los nimeros reales y P € K[X]| un polinomio irreducible
de grado primo p. Si P tiene p — 2 raices reales y 2 no reales, entonces Galg (P) ~ S,.

Demostracién. Identificamos G = Galg (P) con un subgrupo del grupo S de permutaciones de las
p raices de P en C (que forman el conjunto A). Como G es transitivo, para demostrar que G = Sy (y
por tanto isomorfo a S),) basta ver que tiene una trasposicién y aplicar el Lema 9.12. Pero esto esta
claro pues la conjugacién compleja es un elemento o de Galg (P), ya que K C R y este elemento deja
invariantes exactamente p — 2 elementos de A, es decir es una transposicién. [

40 +

20 1

—90 4+

—40 +

Figura 9.1: Gréfica de la funcién f(z) = 22° — 10X + 5.

Ejemplo 9.15 La Figura 9.1 representa la gréfica de y = P(x) con P(X) = 2X° — 10X + 5, un
polinomio irreducible sobre Q (Eisentein). La derivada de p es p’ = 10X* — 10, que tiene dos raices
reales: 1y -1, que son respectivamente un méximo y minimo relativo de p. Por otro lado f(1) = -3 y
f(=1) = 13. Eso implica que la gréfica de la curva y = p(z) corta al eje real en al menos tres puntos,
uno en cada uno de los tres intervalos (—oo, —1), (=1,1) y (1,00). Como ninguna de las raices de P es
raiz de P’, entre cada dos raices de P hay un extremo relativo con lo que si hubiera mds de tres raices al
menos P’ tendria tres raices reales que no es el caso. Por tanto, P tiene exactamente tres raices reales.
De la Proposicién 9.14 se deduce que Galg(p) ~ S5 y por tanto P no es resoluble por radicales sobre Q.
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Problemas

9.1 Demostrar el Teorema 9.7 y el Corolario 9.11 cambiando la hipétesis de que K tenga caracteristica
0 por la de que la caracteristica de K no divide a n!

9.2 Demostrar que si L/K es una extensién de Galois finita cuyo grado es potencia de un primo y que
ese primo no es la caracteristica de K, entonces L esta contenido en una extensién radical de K.

9.3 Sea L/K una extensién de Galois finita cuyo orden no es miltiplo de la caracteristica de K y tal
que para cada dos subcuerpos intermedios E, F' € Sub(L/K) se verifica que E C F' 6 F' C E. Demostrar
que L estd contenido en una extension radical de K.

9.4 Sea P € Q[X] irreducible de grado 3 y L el cuerpo de descomposicién de P sobre Q.

1) Demostrar que Gal(L/K) es ciclico de orden 3 o isomorfo a Ss.

2) Demostrar que L estd contenido en una extension radical R de K.

4

(1)

(2)

(3) Demostrar que si R C R, entonces R/K no es normal.
(4) Demostrar que si L C R, entonces L/K no es radical.
()

5) Dar un ejemplo de una extensién L/K que no sea radical pero que esté contenida en una extensién

radical de K.

9.5 Sea P un polinomio irreducible de grado 4 sobre un cuerpo K de caracteristica 0 y sea o una raiz
de K en una extensién de K. Demostrar que K y K(«) son las unicas subextensiones de K(a)/K siy
solo si Galg (P) is isomorfo a A4 6 Simy.

9.6 Demostrar que si K es un subcuerpo del cuerpo de los nidmeros reales, P € K[X] es irreducible
de grado 4 y R tiene exactamente dos raices de P, entonces Galy (P) ~ Simy 6 Ds.



Capitulo 10

Resolubilidad de ecuaciones por
radicales

10.1 Resolucion efectiva

El Teorema 9.7 resuelve de forma tedrica el problema de la resolubilidad por radicales de las ecuaciones
polinémicas pero en la practica no proporciona las soluciones en los casos en los que sea posible ni una
forma efectiva de decidir sobre la resolubilidad. Eso es lo que vamos a ver en este capitulo en el que
para simplificar argumentos vamos a suponer que la caracteristica de todos los cuerpos es 0. De esta
forma garantizamos que todas las extensiones son separables. En realidad podriamos no utilizar esta
hipétesis, pero eso nos obligaria a imponer la condicién de que la caracteristica no dividiera al grado
de ninguna de las extensiones consideradas. En la préactica las extensiones que consideramos en este
capfitulo son subextensiones de L/ K donde L es el cuerpo de descomposiciéon de un polinomio p € K[X].
Sin es el grado de p, entonces [L : K| es un divisor de n!, con lo que para garantizar la separabilidad de
las extensiones consideradas a partir de un polinomio de grado n, bastaria exigir que la caracteristica
no dividiera a n!. La razén de imponer como hipdtesis que la caracteristica sea siempre 0 es evitar
resultados sobrecargados de hipdtesis. Los alumnos deberian hacer el ejercicio de comprobar en cada
caso que se puede cambiar la hipétesis de que K tiene caracteristica 0, por la de que la caracteristica
de K no divide a n!.

Por otro lado supondremos que K tiene “suficientes” raices de la unidad, que en la préctica significa
que contiene una raiz n!-ésima primitiva de la unidad.

El Teorema 9.7 transfiere el problema de la resolubilidad de ecuaciones por radicales a un problema
de Teoria de Grupos e indica el camino para resolver una ecuacién por radicales si es que esto es
posible. Los pasos serfan los siguientes para un polinomio P € K[X] con K un cuerpo de caracteristica
0. Recordemos que estamos suponiendo que K tiene tantas raices de la unidad como sea necesario.

(1) Calcular G = Galg(P) y decidir si G es resoluble o no. Si la respuesta es negativa concluimos
que el polinomio no es resoluble por radicales sobre K, por el Teorema 9.7.

(2) En caso contrario calculamos una serie ciclica (tal vez con factores de orden primo)
G=Gy> G >G> ---> G =1.
(3) Aplicando la correspondencia de Galois a esta serie obtenemos una torre de extensiones ciclicas
K=Ly=L¢=1%cL =L%CcL,=L%cCc-..CcL,=L¢%=L"'=1L

donde L es el cuerpo de escision de P sobre K.

101
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(4) Si[L;: L;—1] = n,, entonces, como estamos suponiendo que K contiene tantas raices de la unidad
como sea necesario, tendremos que L; = L;_1( %/a;), para algin a; € L;_; (Teorema 7.8).

(5) Los elementos de L, y en particular las raices de P, se pueden expresar en la forma

bo + b1 "@4* by "@2 N ernk—l n@nk_l’

con bg,by,...,bn,—1 € Lr_1. Entonces ay,bo,b1,...,b,,—1 son expresables de una forma similar
a partir de nmrv-¢/arp_1, y repitiendo el proceso se podrd obtener las raices de I mediante una
expresiéon radical de elementos de K.

Obsérvese también que los radicales ¥/a no estdn univocamente determinadas pues ya sabemos que
una ecuacién del tipo X™ — a tiene n raices: a,&,q,...,&" ta. Por tanto, las expresiones radicales
tienen un cierto grado de ambigiliedad y serd necesario a menudo indicar en una expresiéon radical cual

, ya . . . , — /b2 —
de las raices n-ésimas es la que estamos eligiendo. Por ejemplo, en la formula escolar W de

la resolucién de la ecuacién de segundo grado, la expresién vb? — ac toma los dos valores posibles y
la expresién + que aparece en la férmula, implica que podemos elegir cualquiera de los dos posibles
valores. Sin embargo en las expresiones radicales que obtuvimos en el Capitulo 1 para las ecuaciones
de tercer aparecen raices terceras, que suponen una ambigiiedad de eleccién entre tres raices terceras y
es necesario precisar cuales son las que hay que usar pyeus a diferencia de la solucién de la ecuacién de
segundo grado, no es cierto que las tres raices terceras sean validas.

Parece obvio que, a pesar de que tedricamente el proceso estd claro, no tiene porque resultar facil
obtener la expresion radical de las raices de p. Esta seccion se dedica a resolver ecuaciones por radicales
de forma efectiva.

Vamos a considerar un polinomio ménico arbitrario

P=X"—5; X" 4 8o X" 2 4o (= 1)" 25 o X2+ (1) sy 1 X + (—=1)"s, € K[X],

cuyas desconocidas raices llamamos aq,...,a,. Es decir L = K(aq,...,a,) es el cuerpo de descom-
posicién de P sobre K. Como estamos suponiendo que la caracteristica es 0, L/K es una extensién de
Galois. Vamos a considerar G = Galg (P) como un subgrupo de Sim,,, identificando la restriccién de

cada o a {aq,...,a,} con una permutacién de los subindices, es decir de N,, = {1,2,...,n}. Para cada
o € Sim,, consideramos el K-automorfismo & de K[X1,...,X,] dado por o(X;) = X,(;). Obsérvese
quesic € Gy f € K[Xy,...,X,], entonces
U(f(al, s ;an)) = E(f)(ala BERE) O[n) = f(ao(l)a BRRE) aa(n))~ (101)
Si fijamos 6 € L, entonces 0 = f(aq,...,a,) para algun f € K[X;,...,X,] y vamos a poner
Estabgiy, (f) = {0 €Sim,:7(f)=f}
Estabg(f) = {oceG:a(f)=f}.
Como consecuencia de (10.1) se tiene que si 8 = f(a,. .., a,), entonces
Estabg(f) = G N Estabg;y, (f) € {0 € G:0(f) =0} = Gal(L/K(0)). (10.2)

Resolventes de Galois

Sean
feK[Xy,...,X,], E=Estabgy, (f) v Sim,(f) ={7(f): 0o € Sim,}.

Es facil ver que la aplicacién
Sim,/E — Sim,(f)
oF —  a(f)
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estd bien definida y es una biyeccién. Por tanto [Sim,(f)| = [G : Estabg;, (F)].
Se llama resolvente de Galoisde fy P a

Rpp= [ (X—glor,....an)).

QGSimn(f)
Lema 10.1 Si P es un polinomio monico de gradon y f € K[X1,...,X,], entonces Ry p € K[X].

Demostracién. Para cada o € Sim,, la aplicacién 7 — o7 es una biyeccién de Sim,, en si mismo y por
tanto

& (Sim, (f)) = {o7(f) : 7 € Sim,, } = {F(f) : 7 € Sim,, } = Sim,,(f).
En particular, si ¢ € G, entonces
o({q(a1,...,an) : ¢ € Sim,(f)}) = {o(¢lai,...,an)):q € Sim,(f)}

= {o(q)(a,...,an) :q € Sim,(f)}
= {qla,...,an) : g € Sim,(f)},

es decir, o permuta las raices de Ry, p, lo que implica que o(Ry p) = Ry p y como L/K es una extensién
de Galois tenemos que Ry p € K[X]. O

Teorema 10.2 Sea P € K[X] un polinomio separable de gradon con raices ay, . .., oy en una extension
de K, y sean G = Galg (P), f € K[X1,...,X,], B = Estabg;, (f), 0 € Sim,, y 0 = f(a1,..., o).
Entonces

(1) o(0) es una raiz de Ry p.
(2) Si o~ 'Go C E, entonces o(0) € K.
(3) Sia(f) € K y es raiz simple de Ry p, entonces 0~ *Go C E.

Demostracién. (1) es consecuencia de la propia definicién de Ry p.

(2) Supongamos que 0~ !Go C E. Entonces G C cEo~! = Estabgiy, (a(f)). Aplicando esto y
(10.2) tenemos G = G N Estabg;y, (@(f)) € Gal(L/K(0())) € G. Luego Gal(L/K(0(0))) = G =
Gal(L/K) y aplicando el Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois tenemos que K = K (o ()).

(3) Supongamos ahora que o(f) € K y que su multiplicidad en Ry, es 1. Como o(f) € K, se tiene
que 70(0) = o(0), para todo 7 € G. Si 7o (f) # o(f), entonces

Rt7f = ngSimn(f)(X—g(al,...,an))
= (X—of ))gX - TJ(G))ngSimn(f)\{a(@),ro(&)}(X —g(a1,...,an))
= (X -0(0) ngSimn(f)\{a(e),'rg(G)}(X —glar,...,an))

en contra de que o(6) es una raiz simple de Ry ,. Por tanto 7o(f) = o(f), para todo 7 € G, o lo que
es lo mismo o0~ !70 € E, para todo 7 € G, es decir 0 'Go C E. O

Ejemplo 10.3 (Discriminante) Sea A =[],; ;. (X; — Xj). Claramente Estabg;, (A) = 4,, el
grupo alternado y se tiene que Sim,,(A) = {A, —A}. Por tanto, si P(X) = (X —aq) -+ ,(X —ay) €
K[X], entonces

Rap=(X—Aar,...,an))(X + Ala,...,an)) = X? = Alay,...,an)* = X? - D.
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Si K tiene caracteristica diferente de 2, entonces Ra ;, no tiene raices multiples. Aplicando el Teorema
de Factorizaciéon de Resolventes (Teorema 10.2) deducimos que si P es separable y G = Galg(P),
entonces G C A, si y solosi 0 'Go C A, siysolosi G C A, siy solo si Ra p tiene una raiz en K siy
solo si D es un cuadrado en K.

El elemento D = A(ay,...,q,)% = [Ticicjcn(oi — a;)? se llama discriminante de P. Obsérvese
que D # 0 siy solo si P es separable. En tal caso, la extensién L = K(ay,...,a,)/K es de Galois y, si
G = Galg (L) = Gal(L/K), entonces L4 = K(1/D), es decir, la correspondencia de Galois asocia
G N A, con K(vD).

Supongamos que n = 3. Sabemos que la serie normal Simgz > Az > 1 se corresponde mediante la
correspondencia de Galois con

KCK(A)CL

y que D = A? ¢ K. Como estamos suponiendo que K contiene una raiz tercera primitiva de la unidad
& = &3, y por tanto L/K(A) es una extension ciclica de grado 1 6 3. Si ademds P es irreducible sobre
K, G es un subgrupo transitivo de Simg y por tanto es As o Sims. Por tanto [L : K(A)] = 3 y se tiene
que G = Az siysolosi A € K. En caso contrario, G = Simg. Ademads, en el Capitulo 1 obtuvimos una
expresion de D en términos de los coeficientes

D = 5752 — 453 — 45353 + 18515953 — 2753,
Ejemplo 10.4 (Resolvente cubica) Supongamos que n = 4 y consideremos ahora el polinomio
f=X1Xo+ X3X, € K[X1, X5, X3, Xy].

Entonces
Estabgipy, (/) = ((12), (3 4), (13)(24))

que es un subgrupo de orden 8 de Simy y
Simy(f) = {fi = f, fo = X1 X5 + Xo Xy, f3 = X1 Xy + X2 X3}

Por tanto si
0; = fi(a1, a2, a3, 04)

entonces

Rip=(X—01)(X—02)(X —65)
que es precisamente la resolvente cubica de la cuartica:
Rip=(X—-—01)(X—0)(X —063) = X3 — 59 X%+ (5183 — 454) X + (489 — 57)54 — 53,

Es fécil ver que si P es separable, entonces S también es separable. En tal caso, la extensién L =
K(a1,a0,as,a4)/F = K(61,62,03) es de Galois pues L es el cuerpo de descomposicién de P sobre K
(y sobre F'). Por tanto, o(0;) € F, para todo o € Simy. Aplicando el Teorema de Factorizacién de
Resolventes (Teorema 10.2) deducimos que si H = Gal(L/F) entonces

o 'Ho C Estabgiy,, (f1) N Estabgyy, (f2) N Estabg;y, (f3) =V = ((12)(34),(13)(24)).
y, como V <1Simy tenemos que H C V' y, de hecho H = VN Gal(L/K) (;por qué?), o en otras palabras,
la correspondencia de Galois entre las subextensiones de L/K y los subgrupos de Gal(L/K) asocia

K(01,603,03) con VN Gal(L/K). Luego la serie derivada de Simy es

Simy > Ay, >V i1
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se corresponde con la correspondencia de Galois con la siguiente torre de extensiones de Galois
K<K(HVD)<F<L.

La primera tiene grado divisor de 2, la segunda grado divisor de 3, y por tanto dos primeras son ciclicas.
Sin embargo la tercera no tiene por qué serlo, pero H = Gal(L/F) = Cy x C5. Luego tiene que haber un
subcuerpo entre F' y L correspondiente a uno de los subgrupos de orden 2 de V. De hecho si ponemos

Bl = a1+a2—a3—a4:2(a1+a2)+81,
Ba = o —as+oaz—as=2(c +az)+ s,
Bs = o —as—oag+as=2(c +as)+ s

tenemos que
2 2
Bi = S51 — 482 + 4f1
lo que proporciona la torre de extensiones ciclicas:

K <K(VD)<F<F(3)<L.

Esto nos sirvié en la Seccién 1.5 para obtener la solucién de la cuartica en el Teorema 1.15.

Resolventes de Lagrange

Supongamos que L es una extension ciclica de grado n con Gal(L/K) = (o). Suponemos que K tiene
una raiz n-ésima primitiva de la unidad & = &,, y queremos obtener una expresién radical de un elemento
«a € L en términos de K. Se llaman resolventes de Lagrange de « a los elementos de L de la forma

n—1
€)=Y €70 ().
i=0
Dados A1,..., A, vamos a denotar por V(Aq,...,A,) a la matriz de Vandermonde definida por
Aly.. oy A, €s decir
1 1 - 1
A1 Ao oo A
VAL, An) = A2 A3 A2
PP VD
Recuérdese que el determinante de V(A1,...,\,) es invertible si y solo si los A; son diferentes dos a

dos, ya que su determinante es J[; ;(Ai — Aj).

Proposicién 10.5 Sea L/K es una extension ciclica de grado n, con Gal(L/K) = (o) y supongamos
que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad € =&, € K. Sean o € L y

ro=(La), m=(Ea), ..., m1=(E"1a)
las resolventes de Lagrange de o. Entonces
(1) v € K para todo i y
(2) (a,0(c),...,0" 1(a)) es la solucion (inica) del siguiente sistema de ecuaciones de Cramer
X1 0
V(LEE,...,.e )] 1 | = :
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Demostracién. Como 1,&,£62, ..., "1 son distintos dos a dos, el sistema es un sistema de Cramer
y por la propia definicién de las resolventes de Lagrange, se tiene que (a,o(a),...,0" *(a)) es la
solucién del sistema de ecuaciones dado. Por tanto, sélo falta demostrar que r}* € K. Cémo L/K
es una extensién de Galois y Gal(L/K) = (o) demostrar que 7 € K es equivalente a demostrar que

o(r?) =rP. Pero

o(r) = ola+Eo(a) + o)+ €0 Vion1(a)
= ola) +£'0%(a) + §%0%(a) + -+ €7 Vig" a).

Como ¢" =1y =D = ¢~ pasando el dltimo sumando al principio tenemos

o(r;)) = &latola)+Eo?(a)+--+ g(n=2)ign—1 a)
— ffi(a + fia(a) + £2i02(a) 4o+ f(nfl)ignfl(a)) _ ffiri .
Por tanto, _ |
o(rf) = o(r)" = ()" =& =1,
(]

Ejemplo 10.6 Supongamos que n = 3. Ya hemos visto que [L : K(A)] tiene grado 3 y por tanto
L/K(A) es una extensién ciclica de grado 3. Sea ¢ un generador de G = Gal(L/K(A)). Si oy es una
de las rafces de P entonces las otras raices son ay = o(a) y ag = 0?(a) y las resolventes de Lagrange
son

ro = Qa1+ a2+ag
r = ] +woas + w2a3
ro = a1+ w2a2 + was

Las cuentas que hicimos en la Seccién 1.4 nos proporcionaron las siguientes igualdades:

o = S1,
r = i/%@s? — 95189 — 27s3 + 3v/—3D),
ry = i/%(Zs% — 95182 — 27s3 — 3v/—3D).

a partir de las cuales se obtuvo la solucién de la ctibica del Teorema 1.14.

10.2 Resolubilidad de las ecuaciones de grado primo

Sea n un nimero natural. En esta seccién vamos a identificar Sim,, con el conjunto de las permutaciones
del conjunto Z, de clases de restos médulo n.
Para cada (a,b) € Z} x Z,, sea 04 : Ly, — Zy, la aplicacion dada por o, 4(z) = ax + by sea

Afy ={0ap:a €Z),beZy,}.

Obsérvese que Af,, es un subgrupo de Sim,,. En efecto, por un lado o1 o es la aplicacién identidad, con
lo que 1 € Af,. Por otro, si aj,as € Z, y b1,bs € Z,,, entonces a1a2 € Z, y

Tay by Tan by (T) = ar(a2x + ba) + by = aragr + arbe + b1 = 0ayay,a1b5+b, (T)

con lo que
Oay1,b10as,b2 = Tajaz,arba+b € Afn.
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Finalmente, si (a,b) € Z} X Z,,, entonces existe a1 € Z; tal que aa; = 1, con lo que
0a,b0a;,—a1b = Oaa;,—aa1b—b — 01,0 = 1

y
Oay,—a1b0a,b = Oaja,a1b—a b = 01,0 = 1.

Es decir a;(l) = 0gy,—ab € Afn.

Un subgrupo de Sim,, se dice que es afin en Sim,, si es conjugado en Sim,, de un subgrupo de Af,.
En otras palabras los subgrupos afines de Sim,, son los de la forma 0 ~!Go para G un subgrupo de Af,
y o € Sim,,.

Ejemplo 10.7 Todo subgrupo de Sim,, generado por un n-ciclo es afin. En efecto, si o es un n-ciclo,
entonces o es conjugado en Sim,, de 011 = (0,1,2,...,n — 1) (Teorema 6.9 de GyA). Por tanto (o) es
conjugado de {(o1,1) en Sim,,.

Proposiciéon 10.8 Todo subgrupo afin de Sim,, es resoluble.

Demostracién. Como dos grupos conjugados son isomorfos y un subgrupo de uno resoluble es resol-
uble, para demostrar que todo grupo afin de Sim,, es resoluble basta demostrar que Af,, es resoluble.
Consideremos el subgrupo N = (oy,1) de Af,,. Obsérvese que 011”1 = 01, para todo b € Z,, y por tanto
N={o1p:b€Z,}. Ademds N es normal en Af, pues

—1
00b01,10ab = Oq=1 —a=1p0a,b+1 = Og=Lla,a=1(b+1)—a—1b = O1,a-1 € N

Por otro lado H = {0, : a € Z}} es un subgrupo abeliano de Af,, pues es isomorfo a Z;. Ademés
la aplicacién @ : Af, — H dada por ®(0,4) = 04,0 es un homomorfismo suprayectivo cuyo nicleo es
precisamente N. Por tanto Af,/N = H y por tanto Af, /N es abeliano. Como N también es abeliano,
de la Proposicién 8.9 deducimos que Af,, es resoluble. [

Recordemos que el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable es transitivo (Lema 9.13).
Nuestro siguiente objetivo es caracterizar los subgrupos transitivos resolubles de Sim, para p primo.
Pero antes necesitamos alguna notacién y un lema.

Si o € Sim,, entonces

Flo)y={z€Zy:0(x)=2} vy M(o)=2Z,\ F(o).

Sea G un subgrupo de Sim,,. Consideramos G actuando en Z,, de la forma obvia, es decir o - = o(x).
Entonces
G-z={o(zx):0€G} y Estabg(z)={c € G:0o(x) =1z}

Llamaremos G-6rbitas a las érbitas G - « de esta accién que forman una particiéon de Z,,, y para todo
T € Z, tenemos
|G - x| = |G : Estabg(z)].

Obsérvese que G es transitivo si y solo si G - ¢ = Z,, para todo x € Z; si y solo si G - ¢ = Z,, para
algin = € Z,.

Lema 10.9 Sea G un subgrupo de Sim,, y o € Sim,,.

(1) Si o lGo = G y x € Zy, entonces Estabg(o(x)) = oEstabg(z)o~t, y en particular, |G - z| =
|G- o(x)].

(2) Si G es un subgrupo transitivo de Sim,, y N es un subgrupo normal de G, entonces todas las
N-orbitas tienen el mismo cardinal.
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(3) Si G es un subgrupo afin de Sim,, con p primo y 1 # o € G, entonces |F(o)| < 1.
(4) Sio~lo110 € Af,, con p primo, entonces o € Af,.

Demostracién. (1) se deja como ejercicio.

(2) Si z,y € Z,, entonces existe ¢ € G tal que y = o(z). Como N <G, 0 ' No = N y por tanto
N -al = [N - o{x)] = N - ], por (1).

(3) Sea o € G con G un subgrupo afin de Sim,, y supongamos que F(o) tiene al menos dos elementos
distintos. Tenemos que demostrar que o = 1. Como G es afin, 7~ o7 = 0, para algtin (a,b) € Loy X Ly
y 7 € Sim,. Luego ¢ y 0, son permutaciones del mismo tipo (Teorema 6.9 de GyA) y por tanto
|F(oap)| = |F(0)| por tanto F,, , tiene dos elementos distintos = e y. Entonces

ar+b=x y ay+b=y.

Luego (a — 1)(x — y) = 0, lo que implica que a = 1 y por tanto b = 0. Es decir 77!

concluimos que o = 1.

(4) Sea (a,b) € Zy, x Zy tal que 0710110 = 04p. Como o1 tiene orden p, o, también tiene
orden p. Del Pequeno Teorema de Fermat tenemos que a? = a y, como o, tiene orden p deducimos
1= O'S’b = Ogp,c = Oq,c, Para algin c € Z,. Eso implica que a = 1, y por tanto b # 0. En resumen

0110 =001 para b € Z;;. Si x € Z, entonces

or=010=1y

o(z+0b) =oco1p(z) =01,10(x) = o(x) + 1.
Por tanto, para todo k € Z, tenemos que o(kb) = o((k — 1)) + 1 y para k = zb~' tenemos que
o) = a(kb) = o((k — 1b) +1 = (k= 2)b) + 2 = - = 0(0) + k = b~ + 0(0) = oy 1 50 (a)

es decir 0 = 041 5(0) € Afp. O

Teorema 10.10 Las siguientes condiciones son equivalentes para un subgrupo transitivo G de Simy,
con p un nimero primo.

(1) G es resoluble.

(2) G es afin.

(3) |F(o)] <1 para todo 1 £ 0 € G.

(4) G tiene un subgrupo normal de orden p.
(5) 1G] < plp — 1).

(6) p divide a |G| y |G| < p?.

Demostracién. (2) implica (1) es consecuencia de la Proposicién 10.8.
(1) implica (2). Sea G un subgrupo resoluble de Sim,, y sea

G=Goy> G >Gyp>--->G,=1

una serie normal con factores de orden primo.

Empezamos demostrando por induccién sobre ¢, que G es transitivo en Sim, para todo ¢ < n. Esto
es cierto para i = 0 por hipdtesis. Supongamos que 0 < ¢ < n y G;_1 es transitivo. Aplicando el
Lema 10.9 a N = G;, un subgrupo normal de G;_1, se deduce que los conjuntos de la forma G; - z,
tienen todos el mismo cardinal y forman una particién de Z,, con lo que el cardinal de estos conjuntos



10.2. RESOLUBILIDAD DE LAS ECUACIONES DE GRADO PRIMO 109

es un divisor de p. Como G; # 1, |G;- x| > 1 para algin x (y por tanto para todos), de donde se deduce
que G; - x = Z,, es decir G; es transitivo.

Luego G,,—1 = (o) es ciclico y transitivo y por tanto ¢ es un p-ciclo (;por qué?). Como o7 1 es otro
p-ciclo, 77'oT = 011 para algin 7 € Sim,. Sea H = 77!G1 ~ G. Como G es resoluble, H también es
resoluble y

H=Hy>H,>Hy>--->H,=1

es una serie normal con factores de orden primo, donde H; = 7~ 1G;7 para cada i.

Vamos ahora a demostrar que H,—; C Af, por induccién sobre i. Esto es obvio si ¢ = 0 y también
se verifica para i = 1, pues H,_1 = 771 {0)7 = (t7'o7) = (011) C Af,. Supongamos que 1 <i<ny
que H, ;-1 € Afp. Seao € H,,—;. Como 011 € H,—1 € Hy_(;—1) < H,—;, tenemos que 0_101’10 S
H,_i—1 € Af,. Del Lema 10.9 deducimos que o € Af, y esto demuestra que H,_; C Af,.

(2) implica (3) es consecuencia del Lema 10.9.

(3) implica (4). Supongamos que |F(0)| < 1, paratodo 1 # o € G, o lo que es lo mismo |Estabg (x)N
Estabg(y)| = 1, para cada dos elementos distintos z,y de Z,. Como G es transitivo, p = |G - z| = [G :
Estabg(x)], es decir |Estabg(x)| = |G|/p para todo z € Z,. Pongamos

n=|G|, Q= U(Estabg(:t)\{l}) y N=G\Q.

TELyp

Entonces () es la unién de p subconjuntos disjuntos de G, cada uno de cardinal % — 1. Luego |[N| =

n—op (% — 1) = p. Por tanto existe 1 # o € N, es decir G tiene un elemento o tal que F, = (.

Supongamos que o es de tipo [k1,..., k], 0sea 2 < k; < ky < ...k, 0 =77, cOn 7,...,7; ciclos
disjuntos y 7; de longitud k,.. Entonces p = k1 +. ..k, con lo que o bien ¢ es un p-ciclo o no todos los k;
son iguales. En el segundo caso F(o*1) > 2y o1 # 1, en contra de la hipétesis. Por tanto o es un p-ciclo
y N = (o) tiene orden p. Del Lema 10.9 deducimos que si g € G entonces g~ 'Estabg(7)g = Estabg(g-)
y como G es transitivo g~ '8g = Uyez, (Estabg(g - 2) \ {1}) = Naez, (Estaba(g - ) \ {1}) = X y por
tanto N es un subgrupo normal.

(4) implica (2). Si G tiene un subgrupo normal N de orden py 1 # o € N, entonces del Lema 10.9.(2)
se deduce que o es un p-ciclo. Por tanto existe 7 € Sim,, tal que 7o =011 € Af,. Si G; = 771G,
entonces Ny = (07 1) es un subgrupo normal de Gy y del Lema 10.9.(4) deducimos que G; C Af,.

(2) implica (5) es obvio pues |Af,| = p(p — 1).

(5) implica (6). Supongamos que |G| < p(p — 1). Entonces |G| < p?. Por otro lado aplicando el
Lema 10.9 y que G es transitivo deducimos que p = |G - z| = [G : Estabg(x)] un divisor de |G|.

(6) implica (4). Esta parte de la demostracién utiliza los Teoremas de Sylow.

Supongamos que n = pm < p?. Entonces p{m y, por el Tercer Teorema de Sylow (Teorema B.10),
el niimero n, de p-subgrupos de G de orden p (p-subgrupos de Sylow) satisface n,|m y n, =1 mod p.
O sea n, = 1 + kp|m < p para algin entero k, de donde se deduce que n, = 1. Por tanto, G tiene un
unico subgrupo de orden p, que ha de ser normal en G. [J

Corolario 10.11 (Galois) Si f € K[X] es irreducible de grado primo entonces f es resoluble por
radicales sobre K si y solo si K(a, 8) es un cuerpo de descomposicion de [ para cada dos raices distintas
de o, B de f en una extension de f.

Demostracién. Sea L el cuerpo de descomposicién de f sobre K. Obsérvese que G = Gal(f/K) =
Gal(L/K) es un subgrupo transitivo de Sim,4, donde A es el conjunto de las raices de f. De los
Teoremas 9.7 y 10.10 se deduce que f es resoluble por radicales sobre K si y solo si G es resoluble
por radicales si y s6lo |F(o)| < 1, para todo 1 # o € G, si y solo si Gal(L/K(«a,3)) = 1, para cada
elementos diferentes o, 5 € A siy solosi L = K(a,8). O
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10.3 Calculo efectivo del grupo de Galois

Si intentamos enfrentarnos al problema de si un polinomio p es resoluble por radicales sobre un cuerpo
K de caracteristica 0 nos encontraremos con que la soluciéon proporcionada por el Teorema 9.7 no
termina de ser satisfactoria pues necesitamos calcular Galg(p) = Gal(L/K), donde L es el cuerpo
de descomposicion de p sobre K, y a primera vista puede parecer que esto requiere calcular L, lo
que nos lleva a calcular las raices de L, que es el problema inicial. Por tanto, tenemos la impresién
de encontrarnos en un circulo vicioso. En esta seccién vamos a ver un algoritmo que tedéricamente
proporciona un método para calcular el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable arbitrario.

Sea P=X"—p1 X" 14+ po X" 2. .. 4 (=1)""1p,_1 + (—=1)"p, € K[X], un polinomio irreducible
y separable sobre K. Supongamos que aj,...,a, son las raices de Py L = K(ay,...,a,), el cuerpo
de descomposicién de P sobre K. Vamos a considerar

ﬁ:Tlal ++Tnana
donde T7,...,T, son variables independientes y, para cada o € Sim,,, ponemos

O—T(B) = Ta’(l)al + -+ To(n)an
UQ(/B) = Tlaa(l) +F Tnaa(n)'

Obsérvese que hemos vuelto a la version clasica en la que los elementos de Sim,, son permutaciones
de N, = {1,2,...,n}. Por otro lado para cada o € Sim,, or denota el unico automorfismo de
L[T,...,T,, X] que actia como la identidad en L[X] y or(T;) = T,(;) para todo i = 1,...,n. Esto
define una accién de Sim,, en L[Ty,...,T,,X]. O sea or(8) no es méds que la aplicacién de este
automorfismo a . Sin embargo, no es verdad que o — o, se pueda considerar como una accién de
Sim,, en L[T4,...,T,, X] pues no es verdad que tenga por qué existir un automorfismo de L que permute
los «; como o. Pero si o € Gal(L/K) entonces o permuta los «; con lo que consideramos G como un
subgrupo de Sim,, y cada o € G se extiende a un automorfismo de L[T1,...,T,, X] que denotaremos
como o, de forma que 0,(T;) =T; y 0a(X) = X.

Obsérvese que o7 () = o, 1(8) con lo que el siguiente polinomio podemos calcularlo de las dos
siguientes formas alternativas que se indican

Q= J] &X-orB)= [ (X-0a(8).

oeSim,, oeSim,,
Si desarrollamos la segunda forma y lo ponemos como un polinomio en X, 77, ...,7T,, observamos que
cada uno de sus coeficientes se obtiene al sustituir aq, ..., a, en un polinomio simétrico en n variables

y por tanto dichos coeficientes estdn en K. Vemos esto primero con un ejemplo y més adelante en
general.

Ejemplo 10.12 Si n = 2, entonces
Q = (X — (T1a1 +T2a2))(X — (T1a2 + Tgal))
= X?— (a1 4 a)(Th + 1o)X + ara2(I7 + T5) + (aF + a3)Th T»
= X*—pi(T1 + o)X +po(T + T3) + (9T — 2p2) W T
Para ver la afirmacién anterior en general observamos que cada factor X — o,(8) es un polinomio

homogéneo de grado 1 en las variables X,Ty,...,T,, de lo que deducimos que ) es un polinomio
homogéneo de grado n!. Por tanto, cada monomio de @) en dichas variables tiene la forma

n
1— n .
ay Tt Tin X™ Xisie con Zei <nl y 0<e.
i=1



10.3. CALCULO EFECTIVO DEL GRUPO DE GALOIS 111

Para describir a(.) denotamos por Q(e) el conjunto de las aplicaciones f : Sim,, — N, U {co} donde
|f~1(i)| = e; para todo i. Entonces

Ae) = Z H Qo (f(i))-
feQ(e) cef—1(N,)
Por tanto a(.) = Aey(aa, ..., o) donde
A= > II Xocau)€KolXy,. .. Xal,
feQ(e) ocef~1(Ny)

donde K es el anillo primo de K. Sea p € Sim,, y f € Q(e) y sea f* : Sim,, — N, U {co} dada por
f?(c) = f(p~to). Entonces (f?)~1(i) = {o € Sim,, : p~to € f~1(i)} y por tanto o — p~lo define
biyeccién de (f?)~1(i) a f~1(i). Eso implica que f* € Q(e). Como ademds f*™ = (f*)" y f! = f,
deducimos que f — f* define una biyeccién de 2(e) en si mismo. Entonces

p(Ae) = >, II Xeevin= D, I X

feQ(e) oef~1(Ny) feQ(e) p=toef=1(Nn)
= > I[I XYoo= 2 11 Xewwn =40
feQ(e) oe(fr)=*(Ny) feQ(e) cef—1(N,)
Es decir A() es un polinomio simétrico en las variables Xi,..., X,. Luego A(ey es un polinomio
simétrico en los polinomios simétricos elementales en dichas variables, o sea A(.) = f(¢)(Simy, ..., Sim,,)

con P € Ko[X1,...,X,]. Entonces

aey = Aeey(a, ..., an) = foy(Simy(aq, ..., an),...,Sim, (a1, ..., an)) = P(p1,...,0n)-

En resumen

n!

Q=2 S oM )T T | XY,
J=0 \(e),j+37, ej=n!

donde cada fe)(p1,...,pn) es calculable en términos de los coeficientes de P. Esta expresién es

tedricamente calculable, utilizando el método de expresién de un polinomio simétrico en términos de los

polinomios simétricos elementales, por tanto tedricamente podemos calcular () sin necesidad de conocer

las raices ay,...,a, de P, como lo hemos hecho en el Ejemplo 10.12.
El siguiente paso consiste en factorizar Q) en el anillo K[X,T1,...,T,]:
Q=0Q1...Q.

Como el conjunto de las raices de @, como polinomio en X, es A = {or(8) : 0 € Sim, }, hay una
particiéon Sim, = A; U---U A de forma que

Qi = ] (X —ox(8):
gEA;

Supondremos que 1 € A;. Si consideramos Sim,, actuando en las variables T7,...,T,, se tiene que
or(Q) = Q y por tanto cada o € Sim,, produce una permutacién de los @;. El siguiente teorema
proporciona la clave para calcular el grupo de Galois de P sobre K.

Teorema 10.13 Si P € K[X] es irreducible y separable sobre K, entonces Galy (P) ~ Estabjsﬂimn(Ql),

donde Q1 es como antes y Estabgim (Q1) corresponde a la accion de Sim,, en las variables T;.
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Demostracién. Obsérvese que

Ay = {o€Sim,: X —op(B) divide a @1} = {0 € Sim,, : X — § divide a UEl(Ql)}
= {o€Sim,: Q1 =07'(Q1)} = Estabg;, (Qv).

Sean G = Galg (P) y
Qc =[] (X —0a(8)) = [T (X —or(B)).
ceG ceG

Entonces Q¢ divide a @, con lo que Q¢ es el producto de algunos de los @);. Ademéas [ es una raiz de
Q¢, con lo que uno de los divisores irreducibles de Qg es Q1. Por tanto )1 divide a Q¢. Esto prueba
que A1 C G.

Reciprocamente, si 7 € G, entonces 771(Q1) = Q1 pues Q1 € K[X]. Luego

(Q1) = Ilyea, (X —m707(8)) =l e, (X =75 '0r(8)) = 75" (Il ea, (X — 07(8)))
o1 (Q1) = Q1,

es decir 7 € Estabgimn (@) O

Esta claro que el método proporcionado a pesar de ser algoritmico es poco satisfactorio ya que
requiere unos calculos enormes. Sin embargo, para el caso en que P sea un polinomio irreducible
separable de grado primo el Teorema 10.10, junto con el Teorema de Factorizacién de Resolvente
proporciona un método alternativo para estudiar si P es resoluble.

Proposicion 10.14 Sean P sea un polinomio irreducible de grado primo p sobre un cuerpo K de
caracteristica 0, f € K[X1,...,X,] un polinomio tal que EstabSimp(f) =Af, y R= Ry p.

(1) Si K no contiene ninguna raiz de R, entonces P no es resoluble por radicales sobre K.
(2) Si K tiene una raiz simple de R, entonces P es resoluble por radicales sobre K.

Demostracién. Sean oy, ..., a, las raices de P en un cuerpo de descomposicién de P sobre K y sea
0= fla,...,qp).

1. Si P es resoluble por radicales sobre K, entonces G = Galg(P) es resoluble (Teorema 9.7) y
por tanto G es afin (Teorema 10.10), es decir existe ¢ € G tal que 0~ 'Go C Af, = EstabSimp(f).
Aplicando el Teorema de Factorizacién de Resolventes (Teorema 10.2) deducimos que o(f) es una raiz
de R que pertenece a K.

2. Si B € K es una rafz simple de R entonces § = o(f) para algin ¢ € Sim,. Del Teorema de
Factorizacién de Resolventes deducimos que o~ !Go C Af,, con lo que G es un subgrupo afin de Sim,,.
Del Teorema 10.10 deducimos que G es resoluble y, del Teorema 9.7, concluimos que P es resoluble por
radicales sobre K. [

Para fijar ideas supongamos que P tiene grado 5 y sea

f= 2oecas o(zfades)
= .’Ei’(ﬂ%l’g + :rw%x% + x%x%m + x%x%m + xi{’xgxi + xlxgxi + x%xgxi—i—
xga:gxi + x%x%xg) + xi’x%azs + m%xixs + .’L'%(Eil‘{) + x%mgmg + xggcga:g—l—
xi‘mx% + xlxixg + m%xgxg + xlxgxg + x%ux%’ + xgxixg
Entonces EstaubSim5 (f) = Afs. Podemos ahora calcular Ry p, que es un polinomio de grado 6 cuyos
coeficientes son polinomios en los coeficientes de P, observando que los coeficientes de Ry p son poli-

nomios simétricos en las raices de P. Por tanto Ry p es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes se
pueden expresar en términos de los coeficientes de P. Mas concretamente, si

P=X°4+a1 X*+ axX?+ a3 X?+ as X + as
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entonces Ry p es igual a un polinomio de grado 6 en X cuyos coeficientes dependen de los de P. Por
desgracia este polinomio que se puede ver en el Apéndice ocupa varias paginas. Puede parecer que esto
es bastante inutil por dos razones. En primer lugar por la longitud del polinomio y en segundo lugar
porque reducimos el problema de decidir sobre la resolubilidad de una ecuacion de grado 5 a la bisqueda
de una raiz de un polinomio de grado 6. Sin embargo, el polinomio proporciona un método réapido para
descubrir si un polinomio de grado 5 es resoluble por radicales en algunos casos. Por supuesto serd
necesario utilizar un ordenador para calcular la resolvente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 10.15 Si P = X°+ X2 —1, entonces aplicando la expresién en el apéndice podemos obtener
que Ry p=1+6T + 1572 + 2072 4+ 157* + 6T° + T5. Como este polinomio no tiene ninguna raiz en
Q, de la Proposicién 10.14 deducimos que P no es resoluble por radicales sobre Q.

Sin embargo si ponemos P = —1 45X +10X2 + 10X> +5X* + X®, entonces Ry p = —256000000 —
608000007 — 56000007 — 2400007 — 4000T* 4 20T° + T°¢ = (T — 80)(T + 20)®. Como Ry p tiene una
raiz simple en Q, de la Proposicién 10.14 deducimos que P es resoluble por radicales sobre Q.

Problemas

10.1 Demostrar los Teoremas 1.14 y 1.15 para cuerpos de caracteristica diferente de 2 y 3; y el
Corolario 10.11 para cuerpos de caracteristica mayor que el grado de f.

10.2 Sean K un subcuerpo de los nimeros reales, p € K[X] irreducible de grado 3. Demostrar que el
discriminante de p es negativo si y solo si p tiene una tnica raiz real y que en caso contrario p tiene 3
raices reales.

10.3 Demostrar que para todo cuerpo K el polinomio X2 — 3X + 1 es irreducible o se descompone
completamente sobre K.

10.4 Sean K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y p € K[X] un polinomio separable irreducible
con discriminante D tal que Gal(p/K) es ciclico. Demostrar que vD € K si y solo si | Galg (p)| es
impar.

10.5 Sea L el cuerpo de descomposicién de X3 — X 4 1 sobre Q. Hacer un diagrama de los subcuerpos
de L y describir el grupo de Galois de L sobre cada uno de estos cuerpos.

10.6 Sea L el cuerpo de descomposicién de un polinomio irreducible de grado 3 sobre un cuerpo K de
caracteristica 0. Demostrar que L/K tiene tres o ninguna subextensién de indice 2.

10.7 Sean K un cuerpo de caracteristica 0, P € K[X] irreducible de grado 4, L el cuerpo de de-
scomposicién de P sobre K, F' el cuerpo de descomposicién de la resolvente ctibica de P sobre K,
m=[F: K]y G = Gal(L/K). Demostrar

1) m=1,2,366.

2) Si m = 6, entonces G ~ Simy.

3) Sim = 3, entonces G ~ Ay4.

4) Sim =1, entonces G ~ Cy x Cy (el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 2).

5) Sim =2y P es irreducible sobre F, entonces G =~ Dg, el grupo diédrico de orden 8.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) Sim =2y P es reducible sobre F', entonces G es ciclico de orden 4.
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10.8 Sean K un cuerpo de caracteristica cero, P = X% +aX?+b € K[X] irreducible y G = Galk (P).
Demostrar

(1) Sibesun cuadrado en K, entonces G ~ Cy x Cs.

(2) Si bmno es un cuadrado en K pero b(a? — 4b) es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden
4.

(3) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica entonces G ~ Dsg.

10.9 Sean K un cuerpo de caracteristica cero, P = X* 4+ bX? + ¢X? + bX + 1 € K[X] irreducible,
G =Galg(P),a=c*+4c+4—4by B =b? — 4c + 8. Demostrar

(1) Si a es un cuadrado en K, entonces G ~ Cy x Cs.
(2) Sia no es un cuadrado en K pero af es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden 4.

(3) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica, entonces G ~ Dsg.

10.10 Determinar el grupo de Galois del polinomio X* — 5 sobre cada uno de los siguientes cuerpos:

Q, Q(v5) y Q(iv5).

10.11 Determinar el grupo de Galois sobre los cuerpos indicados de cada uno de los siguientes poli-
nomios:

X3 42X + 2 sobre Zs. X*4+6X2+9 sobre Q. X4 —4X? 4 2 sobre Q.
X5 +4X3 + X sobre Q. X*+ X? — 6 sobre Q. X* —4X? 416 sobre Q.
X% — X? -2 sobre Q. X6 — 9 sobre Q. 4X* —8X? +1 sobre Q.
X5 — 323 — 2X? + 6 sobre Q. X3 — 10 sobre Q(v/=3). X* — 5 sobre Q(v/5).

X* — 2 sobre Q(4).

10.12 Demostrar que si P € K[X] es irreducible y de grado primo p, K tiene caracteristica 0 y P es
resoluble por radicales, entonces | Galg (P)| divide a p(p — 1).

10.13 Sean K un subcuerpo de R, P € K[X] y p un nimero primo p impar. Supongamos que P
irreducible y resoluble por radicales sobre K. Demostrar que el niimero de raices reales de P es 1 6 p.
Dar ejemplos que muestren que esto no se cumple para p = 2.

10.14 Demostrar que el discriminante del polinomio p = X* + aX? +bX?2 4+ cX + d es

D = a?b%c? — 4b3¢2 — 4a3c® 4 18abc® — 27¢* — 4a?b3d + 16b*d + 18a3bed — 80ab3ed
—6a?c?d + 144bc*d — 27a*d? + 144a2bd? — 128b%d? — 192acd? + 256d°

y que si p es irreducible y separable sobre K entonces Galg (p) es isomorfo a Ay 6 Cy x Cy siy sélo si
D es un cuadrado en K.

10.15 Sea P un polinomio separable con coeficientes reales y n el numero raices no reales de P.
Demostrar que el discriminante de P es positivo si y solo si n es muiltiplo de 4. (Indicacién: Obsérvese

que si « y 8 son dos raices de P que no son iguales ni conjugadas, entonces (o — 8)(@ — ) € Ry que
(e« —@)?<0.)

10.16 Demostrar las siguientes propiedades para F/K una extension de cuerpos (no necesariamente
finita) y P € K[X] un polinomio irreducible de grado primo p > 5.

(1) Si P es resoluble por radicales sobre K, entonces el nimero de raices de P en E es p o menor o
igual que 1. (Indicacién: Utilizar el Teorema 10.11.)
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(2) Si P=XP —aX +be Q[X] con (p—1)P"1aP > pbP~! entonces P no es resoluble por radicales
sobre Q.

(3) SiE=R,p=1mod 4y el discriminante de P es negativo entonces P no es resoluble por radicales
sobre K. (Indicacién: Utilizar el Ejercicio 10.15).

10.17 Sean P = Z?:o piXty Q= Z?:o ¢; X" dos polinomios de grado n tales que ¢; = p,_; para
todo 4. Demostrar que P es resoluble por radicales si y solo si lo es Q.

10.18 Decidir cudles de los siguientes polinomios son resolubles por radicales sobre Q y si es posible
encontrar una extensién radical que contenga su cuerpo de escision.

X5 —2X* 42, X5 —4X%?+42, X°—4X+2, 2%-102245 X" —10X° +15X +5.
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Apéndice A

Construcciones con regla y compas

A.1 Construcciones con regla y compas

Definicién A.1 Sea A un conjunto de puntos del plano euclideo R2 y P € R2. Decimos que P es
constructible con regla y compds a partir de A en un paso si se verifica una de las dos siguientes
situactones.

(1) P estd en la interseccidn de dos lineas diferentes, cada una de las cuales pasa por dos puntos
distintos de A. (En particular, las lineas no son paralelas).

(2) P estd en la interseccion de una linea L y una circunferencia C tales que L pasa por dos puntos
diferentes de A, el centro de C estd en A y el radio de la C coincide con la distancia entre dos
puntos de A.

(8) P es uno de los puntos de interseccion de dos circunferencias cuyos centros estin en A y cuyos
radios son las distancias entre puntos de A.

Decimos que P es constructible con regla y compéas a partir de A si existen
P17P27"'aPrL:P
de forma que para todo i, P; es constructible con regla y compds en un paso a partir de AU{Py, ..., P;_1}.

Para acortar nuestro discurso la expresién “constructible con regla y compas” la reduciremos a con-
structible, y todas las conjugaciones del verbo construir se entenderdn como conjugaciones de construir
con regla y compds. Diremos que un punto es constructible (con regla y compds), sin especificar el
conjunto de partida, si lo es a partir de dos puntos que identificaremos con (0,0) y (1,0).

Obsérvese que para poder construir, a partir de los elementos de un conjunto A es necesario que A
tenga al menos dos puntos. Si partimos de exactamente dos puntos {O, P}, podemos considerar que
O es el origen de coordenadas, fijar el eje de abscisas como la recta que pasa por O y P y la distancia
unidad como la distancia entre O y P de forma que en la practica cuando A tiene exactamente dos
puntos podemos suponer que esos puntos son (0,0) y (1,0).

Abusando de la notacién diremos que un elemento geométrico del plano es constructible a partir de
un conjunto de puntos A (o constructible a secas si A = {(0,0),(1,0)}) si estd determinado por un
conjunto de puntos constructibles a partir de A. Por ejemplo una recta se dice que es constructible con
regla y compds a partir de A si pasa por dos puntos distintos constructibles a partir de A y se dice que
una circunferencia es constructible con regla y compés si el centro es constructible a partir de A y el
radio coincide con la distancia entre dos puntos constructibles a partir de A.

Veamos algunas construcciones elementales con regla y compas.

117
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Proposicién A.2 (1) Si P y Q son constructibles a partir de A, entonces la circunferencia con
centro P que pasa por Q es constructible a partir de A.

(2) El punto medio y la mediatriz entre dos puntos constructibles a partir de A son constructibles a
partir de A.

(8) Si un punto P y una recta L son constructibles a partir de A entonces también son constructibles
a partir de A las rectas perpendicular y paralela a L que pasan por P.

(4) Las bisectrices de dos rectas constructibles a partir de A son constructibles a partir de A.

Demostracion. En esta demostracién constructible significa constructible a partir de A.
(1) es obvio (Figura A.1).

Figura A.1: Circunferencia con centro P que pasa por Q.

(2) La mediatriz entre dos puntos (es decir el conjunto de puntos equidistantes de ambos) es la recta
que pasa por la interseccién de las dos circunferencias centradas en uno de los puntos y que pasan por
el otro y el punto medio es la interseccién de la mediatriz con la recta que pasa por los dos puntos
(Figura A.2).

Figura A.2: Punto medio (m) y mediatriz (M) entre dos puntos Py Q.

(3) Empecemos construyendo la perpendicular a L que pasa por P (Figura A.3). Como la recta L
es constructible, al menos contiene dos puntos constructibles y uno de ellos ) es distinto de P. Si P
no esta en L entonces la circunferencia C centrada en P que pasa por () corta a L en uno o dos puntos
y uno de ellos es Q. Si sélo lo corta en ) y entonces la recta que pasa por Py @ es la perpendicular
buscada. En caso contrario los dos puntos de corte, Q y Q’, son equidistantes de P y por tanto la
mediatriz entre estos dos es la perpendicular a L que pasa por P. Si P estd en L entonces construimos
la circunferencia centrada en P que pasa por () y la mediatriz entre los dos puntos de interseccién de
esta circunferencia y la recta es la perpendicular buscada.

Para construir la paralela simplemente observamos que la recta que pasa por P y es perpendicular
a la perpendicular a L por P es paralela a L.

(4) Ejercicio. O
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Figura A.3: Recta M perpendicular a una recta dada L que pasa por un punto dado P.

Corolario A.3 Si(0,0),(1,0) € A C C entonces (a,b) es constructible a partir de A si y solo si lo son
ayb.

A partir de ahora es conveniente identificar el plano euclideo R? con el conjunto de los ntimeros
complejos de la forma habitual, es decir el punto de coordenadas (a,b) se identifica con el nimero
complejo a + bi. Con este convenio el Corolario A.3 toma la siguiente forma:

Si 0,1 € A C C entonces a + bi es constructible a partir de A si y solo si lo son a y b.

Una consecuencia inmediata de la Proposicién A.2 es la siguiente:

Proposicién A.4 Sea A un subconjunto de C = R? que contiene a 0 y 1 y K el conjunto de los puntos
constructibles a partir de A. Entonces

(1) K es un subcuerpo de C.

(2) Las raices de un polinomio de sequndo grado con coeficientes en K estan también en K.

Demostracion. De nuevo, es esta demostracion constructible significa constructible a partir de A.

Como 0 y 1 estédn en A, la recta real es constructible.

(1) Para empezar mostramos que los elementos de K N R forman un subcuerpo de R. Sean a,b €
KNR. Como 0 € A, la distancia |b| de 0 a b es constructible, es decir estd en K. Entonces a+by a—2b
son las intersecciones de la recta real con la circunferencia centrada en a de radio |b|, lo que muestra
que a + by a— b pertenecen a K NR (Figura A.4).

R a—l—b'/

Figura A.4: Suma y diferencia de dos nimeros reales.

Vamos ahora a demostrar que ab € K y si b # 0 entonces b~ € K. En vista de que los opuestos
de elementos de K N R estan en K N R, bastard considerar el caso en que a y b son positivos. Como
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1 =(1,0) y b = (b,0) son constructibles, del Corolario A.3 deducimos que i = (0,1) y bi = (0,b) son
constructibles. Por tanto la recta que pasa por 0 y a es constructible y la recta paralela a esta que pasa
por bi también es constructible. Aplicando el Teorema de Tales se deduce que la interseccion de esta
recta con el eje real es ab = (ab,0). Esto prueba que ab € K NR y esta misma idea sirve para mostrar
que entonces b~1 € K NR (Figura A.5).

Figura A.5: Producto e inverso de nimeros reales.

Para demostrar que K es un cuerpo basta recordar que a + bi es constructible si y solo si a y b
son constructibles (Corolario A.3) y que las operaciones aritméticas de nimeros complejos se obtienen
mediante operaciones aritméticas con las partes reales y complejas:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i

—(a+bi) = (-a)+(-b)y

(a+bi)(c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i
(a + bl) b= a2+b2 - a2+b2i

(2) Como las raices del polinomio aX? + bX + ¢ son _5’7@2&_4“, aplicando el apartado (1) basta
demostrar que si a € K entonces v/a € K.

Empezamos demostrando esto bajo la hipdtesis de que a es un nimero real mayor que 1. Como
a+1,a—1¢€ K, larecta que pasa por |a — 1|i y es paralela a la recta real, y la circunferencia centrada
en 0 de radio a + 1 son constructibles. Por tanto, es constructible el punto P de interseccién entre
ambas, situado en el primer cuadrante (izquierda de la Figura A.6). Por tanto también es constructible
la recta que pasa por este punto y es perpendicular a la recta real. Sea @ el punto de interseccién de
esta recta con la recta real. Aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo 0Q P cuya hipotenusa mide
a-+1y sus catetos miden a — 1 y @ deducimos que @? = (a+1)?— (a—1)? = 4a. Luego Q@ =2\/a € K
y por tanto v/a € K. Esto demuestra que si a € K NR con a > 1 entonces v/a € K.

Si ahora a € K € R con 0 < a < 1 entonces a~' > 1y por el parrafo anterior, vVa—1 € K, lo que
implica que \/a = (Va=1)~! € K. Esto demuestra que si a € K NR* entonces v/a € K.

Finalmente si a« = z + yi € K \ {0}, entonces z,y € K, por la Proposicién A.3. De los pérrafos
anteriores tenemos que |a| = \/x2 + y? es constructible, con lo que \/m es constructible. Deducimos
que +/a es constructible pues pertenece a la interseccién de la circunferencia centrada en 0 de radio
\/m con una de las bisectrices de la recta real y la que pasa por 0 y a (derecha de la Figura A.6). O

A.2 Teorema de Wantzel

Hasta ahora hemos visto resultados positivos sobre la constructibilidad con regla y compéas. Es el
momento de “bajarnos los humos” y mostrar limitaciones sobre la constructibilidad de puntos con regla
y compas.

Dado un subconjunto A de R? vamos a denotar por A al conjunto de las coordenadas de los elementos
de A. La clave para caracterizar los puntos constructibles es el siguiente lema.
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Figura A.6: Raiz cuadrada de un nuimero complejo.

Lema A.5 Sean A C R? y P € R2. Si P es constructible en un paso a partir de A entonces
[QAU{P}) : Q(A)] < 2.

Demostracién. Ponemos K = Q(A) y tenemos que demostrar que z = a + bi es constructible en un
paso a partir de A si y solo si [K(a,b) : K] < 2.

Empezamos suponiendo que z = a + bi = (a,b) es constructible en un paso a partir de A y consid-
eremos las tres construcciones posibles:

z estd en la interseccion de dos rectas distintas que pasan por dos parejas de puntos de A.

Pongamos que las rectas son Ly y Lo v las parejas de puntos respectivas son ((p11,p12), (¢11,412))
v ((p21,p22), (g21,q22)), con lo que las coordenadas de estos cuatro puntos estdn en A. Ademés las
ecuaciones de las rectas L1 y Lo son

X—pun Y —pp X —pa Y —pw

Yy
d11 — P11 q12 — P12 q21 — P21 q22 — P22

que se convierten en dos ecuaciones lineales

anX +aY = b
a1 X +axY = b

con a;; € K para todo ¢,j. Como las rectas L; y Lo son distintas el sistema de ecuaciones lineales es
compatible determinado, es decir el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0, y las
coordenadas a y b del punto z = (a,b), solucién del sistema, se expresa mediante la Regla de Cramer a
partir de los coeficientes de la ecuacién mediante operaciones suma, resta producto y cociente, con lo
que a y b estdn en K y por tanto [K(a,b): K| = 1.

z estd en la interseccion de una recta L que pasa por dos puntos de A y una circunferencia C
centrada en un punto de A y de radio la distancia entre dos puntos de A.

Como en el caso anterior la ecuacién de la recta pX + qy = r tiene coeficientes en K. También tiene
coeficientes en K la ecuacién de la circunferencia (X — ¢1)? + (Y — ¢2)? = R, donde (c1, ¢2) es el centro

vy R= (p1 — q1)? + (p2 — ¢2)?, siendo (p1,q1) ¥ (p2,q2) dos puntos de A. Por tanto (a,b) es una de las
soluciones del sistema de ecuaciones

pX+qY = r
(X — 61)2 + (Y— 62)2 = R

y s6lo hay que mostrar que las soluciones pertenecen a una extensién de grado < 2 de K. Como
p # 006 q # 0, por simetria podemos suponer que ¢ # 0, con lo que despejando Y en la primera
ecuacién y sustituyendo en la segunda obtenemos una ecuacién de segundo grado X2 + hX +k = 0
cuyas soluciones pertenecen a E = K(v/A) donde A = v/h2 — 4k. Una de esas soluciones es a. Por
tanto a € E'y entonces b = “=* € E. Concluimos que [K(a,b) : K] < [E: K] < 2.
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z estd en la interseccion de dos circunferencias con centros en A y radios las distancias entre parejas
de puntos de A.
En este caso se plantea un sistema de dos ecuaciones cuadraticas con coeficientes en K:

(X — 011)2 + (Y — 012)2 = Rl
(X —cn)*+ (Y —cn)? = Ry
que después de desarrollar se convierten en
X2+Y2+011X+(112Y+b1 = 0
X24+Y%2+anX +axpY +b = 0

que a su vez se puede convertir en el siguiente sistema

X2+Y2+a11X+a12Y+b1 = O
(@21 —a11)X + (a2 —b12)Y + (bo—b1) = 0

y razonando como en el caso anterior concluimos que [K(a,b) : K] <2. O

Proposicion A.6 Sea A un subconjunto de C que contiene a 0 y 1. Si existe una torre de cuerpos
QA =KyCK;---C---CK, CC con [K; : K;—1] <2 para todo i entonces todos los elementos de
K, son constructibles con regla y compds a partir de A.

Demostracién. Sea F' el conjunto de los elementos de C constructibles a partir de A. Razonamos por
induccién en i para demostrar que K; C F para todo i. Esto esta claro si ¢ = 0 pues A C F, luego
Ky =Q(A) C F. Por hip6tesis de induccién K; 1 C F'y como [K; : K;_1] <2,0bien K; = K; 1 CF
o K; = K;_1(«) con Ming,_, («) de grado 2. En el segundo caso o € F, por el segundo apartado de la
Proposicién A.4 y por tanto K; C F. Concluimos que K, C F, es decir que los elementos de K,, son
constructibles a partir de A. O

Teorema A.7 (Wantzel) Sea A un subconjunto de C que contiene 0 y 1 y z = a+ bi € C, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) z es constructible a partir de A.

(2) Eziste una torre de cuerpos

Q(.A):KOCK1C~~CK7LQC
con [K; : K;—1]) = 2 para todo i y a,b € K,,.

Demostracién. (1) implica (2) Supongamos que z es constructible a partir de Ay sean Py,..., P, =z
en C tales que P; = (p;, qi) es constructible en un paso a partir de AU {Py,...,P,_1}, para cada i.
Entonces del Lema A.5 se deduce que si ponemos K; = Q(AU {p1,q1,...,pi,¢}), entonces

[Kl : Kifl] S 2

para todo 7, con lo que eliminando los K; repetidos obtenemos una sucesiéon que satisface la condicién
(2).

(2) implica (1) Supongamos que la sucesién Ko C K C --- C K, satisface la condicién (2). Por el
Corolario A.3 los elementos de A son contructibles a partir de A y por la Proposicién A.6 los elementos
de K, son constructibles a partir de 4. Por tanto los elementos de K, son constructibles a partir de
Ay en particular lo es z. O
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Corolario A.8 Las siguientes condiciones son equivalentes para un niumero complejo z:
(1) z es constructible.

(2) Eziste una torre de cuerpos Q = Ko C K1 C ... K,, con z € K,, y [K; : K;_1] = 2 para todo
i=1,...,n.

Demostracién. (1) implica (2) Supongamos que z = a + bi es constructible. Por el Teorema de
Wantzel existe una torre de cuerpos Q = Ko C K1 C ... K con a,b € K, y [K; : K;_1] = 2 para todo
t=1,...,k. Sii€ Ky entonces z € Kj y hemos acabado. En caso contrario ponemos K1 = K (i) y
tenemos que z € Kyy1 v [Kp1 : Ki| = 2.

(2) implica (1) El mismo argumento de la demostracién de (2) implica (1) en la demostracién del
Teorema de Wantzel sirve para demostrar esto. [

Como consecuencia del Corolario A.8 deducimos el siguiente corolario.

Corolario A.9 (Criterio de Wantzel) Si z € C es constructible con regla y compds [Q(z) : Q] es
una potencia de 2.

A la vista de los resultados anteriores se podria pensar que si z es constructible a partir de A
entonces deberia existir una torre Q(A) =Ko C K; C--- C K, CCconz € K,, y [K; : K;—1] = 2 para
todo 4. Si eso fuera cierto z serfa algebraico sobre Q(.A). Sin embargo el siguiente ejemplo muestra un
elemento constructible a partir de \A que no es algebraico sobre Q(.A).

Ejemplo A.10 Sea K la clausura algebraica de Q en R. Como Q[X] es numerable y K es la unién de
los conjuntos de raices de los P € Q[X]\ {0}, K es la unién de un conjunto numerable de conjuntos
finitos y por tanto K es numerable. Luego R tiene algin elemento « trascendente sobre Q. Pero Q[X]
es numerable y por tanto también lo son Q[a] y Q(«). El mismo argumento muestra que la clausura
algebraica de Q(«) en R es numerable. Por tanto, R tiene un segundo elemento § que es trascendente
sobre Q(«). Sean v =a+ Biy A= {0,1,7}. Entonces Q(A) = Q(v). Por el Lema A.3 sabemos que «
es constructible a partir de A. Sin embargo vamos a ver que « es trascendente sobre Q(7).

Por reduccién al absurdo, suponemos que « es algebraico sobre Q(v). Luego existe P € Q(v)[X]\{0}
tal que P(a) = 0. Los coeficientes de Q(v) son fracciones de la forma § con a,b € Q[y], con lo
que multiplicando por el producto de los denominadores podemos suponer sin pérdida de generalidad
que P € Q[v][X]. Por tanto existe un polinomio en dos indeterminadas @ € Q[X, Y]\ {0} tal que
Q(a,y) = P(y)(a) = 0. Escribimos Q = Qo + Q1Y + -+ + Q1Y* con Q; € Q[X] y ponemos R =
Q(a,Y) € K(a)[Y]. Si R = 0 entonces Q;(«) = 0 para todo i y como « es trascendente sobre Q
necesariamente @; = 0 para todo 4, en contra de que @ # 0. Luego R € Q(a)[Y]\ {0} y R(y) = 0.
Por tanto 7 es algebraico sobre Q(«), con lo que Q(«,v)/Q() es una extensién finita. Entonces
Q(a,7,17)/Q(«) es finita y como S € Q(a,,7) tenemos que Q(a, 8)/Q(«) es finita, en contra de que S
es trascendente sobre Q(«).

El Criterio de Wantzel es suficiente para resolver negativamente los tres problemas clasicos sobre
constructibilidad con regla y compas, es decir, la triseccion del angulos, la cuadratura de la circunferencia

y la duplicacion del cubo.

Trisecciéon del Angulos: Dado un dngulo, construir con regla y compas la tercera parte
de ese angulo.

Corolario A.11 EI problema de Triseccion del Angulo no tiene solucion general.
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Demostracion. Para ello basta ver un angulo constructible que no se pueda trisecar con regla y
compds. Obsérvese que que se pueda construir un dngulo «, equivale a que el punto (cosc, sen «)
se puede construir pues este punto es la interseccién de la circunferencia centrada en el origen con la
semirecta que parte del origen y forma un dngulo « con la parte positiva de la recta real (Figura A.7).
Como sen @ = /1 — cos(a), se tiene que el dngulo a es constructible si y solo si cos « es constructible.
Por ejemplo el angulo 7 es constructible pues cos ™ = —1 es constructible y este angulo se puede trisecar
pues cos 3 = % Sin embargo F no se puede trisecar con regla y compds, o lo que es lo mismo el angulo

Z no es constructible. Para ver esto calculamos el polinomio minimo de o = cos (g) De las férmulas

9
del coseno y seno de la suma de dngulos deducimos que si o = cos (%) entonces

= cos (1) = cos (%+2g) = cos (3) cos (2E) — sen (1) sen (21)

1
2 3 9 9 9 9

= cos (%) (cos? (3) — sen 2 (%)) —2sen ? (%) cos (§) = cos® (5) —3cos (%) sen 2 (F)

= cos® (%) — 3cos (g) (1 — cos? (g)) = 4cos?® (%) — 3cos (g) =40° — 3«

Por tanto « es una raiz del polinomio 8X3 — 6X — 1 que es irreducible sobre Q pues no tiene raices en
Q. Eso implica que [Q(«) : Q] = 3, y deducimos que a no es constructible con regla y compés por el
Criterio de Wantzel (Corolario A.9). O

Figura A.7:

Cuadratura del Circulo: Construir con regla y compéas un cuadrado que tenga el mismo
area que un circulo dado.

Corolario A.12 FEs imposible cuadrar un circulo con regla y compds.

Demostracion. Para cuadrar un circulo de radio 1, necesitariamos poder construir con regla y compaés
un numero cuyo cuadrado fuera el area del circulo, es decir 7. Si esto fuera posible, el nimero 7 seria
constructible con regla y compds, en particular [Q(r) : Q] serfa finito, es decir 7 serfa algebraico. Sin
embargo 7 es transcendente como demostré Lindeman en 1882. [J

Duplicacion del Cubo: Construir un cubo que tenga el doble del volumen de un cubo
dado.

Corolario A.13 FEs imposible duplicar un cubo arbitrario.

Demostracion. Duplicar el cubo de lado 1, equivaldria a construir el lado a de un cubo cuyo volumen
fuera 2, es decir eso equivaldria a construir /2, que no es constructible con regla y compés pues
[Q(v/2) : Q] = 3 no es una potencia de 2. O
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A.3 Construccion de poligonos regulares

En esta seccién vamos a tratar el problema de la constructibilidad de poligonos regulares con regla y
compads. Se entiende que los datos dados son el centro y uno de los vértices y podemos fijar el sistema
de coordenadas de forma que el centro sea 0 = (0,0) y uno de los vértices sea 1 = (1,0). Entonces los
vértices de un poligono regular de n lados centrado en el origen y uno de cuyos vértices sea 1, son las
n-raices n-ésimas de la unidad. Como estas raices son las potencias de una raiz n-ésima primitiva de la

unidad, por ejemplo
- 2 2
Cn = e/ — (cos —W, sen ﬁ) ,
n n

el poligono regular de n lados es constructible con regla y compads si y solo si (, es constructible con
regla y compas, lo que equivale a que cos 2* sea constructible. Por ejemplo, es facil construir con regla

n

y compas los poligonos regulares de tres, cuatro, cinco y seis lados. El de cuatro lados es el més facil

pues (4 = ¢. También podemos utilizar que cos %TW = 0. Para construir el de tres lados observamos
que (3 = _1%\/_73 0 que cos %’r = —%. Para el de seis observamos que —(3 y —(2 son dos rafces sextas
primitiva de la unidad de orden 6 con lo que una de ellas es (5. De hecho (s = —(? (Figura A.8).
¢ =G G6=—C3
@ =-1 !
G =G @ =-G
Figura A.8:
Para construir el de 5 lados observamos que (5 no es ntumero real y que [Q(¢s5) : Q] = 4. Sea

a = 2cos (%ﬂ) = (5+¢5*. Utilizando que 14+(5+C2+CE+¢2 = 0 obtenemos que a? = C§+2+C§2 =1-aq,
con lo que « es raiz del polinomio X2 4+ X — 1 y por tanto

—1+5
(XZT.

Luego tenemos la torre de extensiones de grado 2

Q C Q) € Q(65),

y aplicando el Teorema de Wantzel (Teorema A.7) deducimos que (5 es constructible y por tanto también
lo es el poligono regular de cinco lados. Es un ejercicio educativo y divertido hacer la construccion de
este poligono siguiendo las indicaciones de la Proposicion A 4.

Para caracterizar los poligonos regulares que son constructibles necesitaremos la siguiente proposicion
cuya demostracion utiliza la Proposicién 5.15 de GyA que nos asegura que todo grupo de orden potencia
de un primo tiene centro no trivial.

Proposiciéon A.14 Si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo p, entonces existe una
sucesion de subgrupos de G
1=Go<G <---<G, =G

tal que [G; : Gi—1] = p para todo i.
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Demostracién. Supongamos que |G| = p™ y razonemos por induccién sobre n. No hay nada que
demostrar si n = 0, es decir, si G = 1, por lo que supongamos que n > 0 y la hipdtesis de induccién
para n menor. De la Proposicién 5.15 de GyA deducimos que Z(G) # 1. Sea a € Z(G) \ {1}. Entonces
(a) tiene un subgrupo G de orden p (;por qué?), y como G C Z(G), se tiene que G1 JG. Por hip6tesis
de induccién G/G; tiene una cadena de subgrupos

1=G1 <G, < <G, =G/Gy

tales que [G; : G;_1] = p. Por el Teorema de la Correspondencia, para cada i, se tiene que G; = G; /G,
para algun G; < G; < G. Entonces

1=Gp<G1<--- <G =G
satisface la propiedad deseada pues [G; : G;_1] = [G; : Gi_1] = p. O

Recordemos que ¢ : N — N denota la funcién de Euler, es decir ¢(n) es el cardinal de Z, o sea el
nimero de enteros entre 1 y n que son coprimos con n. Recordemos también que si n = pi* ---p* es
la factorizacion de un nimero natural n, es decir pi,...,pr son primos distintos y eq,,e; son enteros
positivos, entonces

pi—1  pp—1
ni...i.

n) = ~1)--- —)pertper—l —
¢(n) = (p1 —1)--- (px — 1)p} Py o o

Teorema A.15 (Gauss) Las siguientes condiciones son equivalentes para un un entero positivo n.
1) El poligono regular de n lados es constructible con regla y compds.
g g g
(2) ¢, = e2™i/" es constructible con regla y compds.

(3) cos 2= es constructible con regla y compds.

(4) &(n) es una potencia de 2.

(5) n= 2%p1p2 -+ P, para k > 0 y cada p; un primo tal que p; — 1 es una potencia de 2 y todos los
p; son distintos dos a dos.

Demostracién. Ya hemos visto al principio de la seccién que (1), (2) y (3) son equivalentes.

(2) implica (4) Si ¢, es constructible entonces [Q((,) : Q] es una potencia de 2, por el Criterio de
Wantzel (Corolario A.9). Aplicando el Corolario 4.10 deducimos que ¢(n) = [Q((,) : Q] es una potencia
de 2.

(4) implica (2) Supongamos que ¢(n) = [Q({,) : Q] es una potencia de 2. Como Q(¢,) es el cuerpo
de descomposicién de X™ — 1 sobre Q, la extensién Q(¢,)/Q es normal, y por tanto es de Galois (;por
qué?). Eso implica que |Gal(Q(¢,)/Q)| = [Q(¢n) : Q] es una potencia de 2. De la Proposicién A.14
deducimos que existe una sucesién

1=Gy< Gy < <Gy, =Cal(Q(¢)/Q)

de subgrupos de Gal(Q(¢{,)/Q) tales que [G; : Gi—1] = 2, para todo i. Aplicando el Teorema Funda-
mental de la Teoria de Galois deducimos que

Q=Ky=G, CK1=G,_ C---CK,_1=G] CK,=G;=Q(()

es una torre de cuerpos con [K; : K;_1] = 2, para todo i. Aplicando el Corolario A.8 deducimos que (,
es constructible.
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Finalmente demostramos que 4 y 5) son equivalentes. En efecto, sea n = 2kp L Pt con
) 1 m
2“’[)17 ce ey Dm primos CliStiIltOS7 k> 07 y Q; > 1. Entonces

¢(n) = 2maxtOR=Hpoa =l g =l — 1) (py, — 1)

con lo que ¢(n) es una potencia de 2 si y solo si a; = 1, para todo ¢ y p; — 1 es una potencia de 2.

En realidad se puede decir algo mas de un primo p tal que p — 1 sea potencia de 2. En concreto
p=2%+1y a ha de ser una potencia de 2. En efecto, en caso contrario a es divisible por un ntimero
impar g > 1. Consideremos la igualdad

Xi41=(X+1D)XT! - X2 4. .+ X? - X +1)
en la que sustituimos X por 2%/9 para obtener
p=20+1= (ga/q + 1)(2a(f171)/q —xoe=2)/q ... 4 x2a/a _ xa/q 4 1)
Como 1 < 247 4+ 1 < 2% 4+ 1, deducimos que p no es primo en contra de la hipétesis. Por tanto los
primos p; que aparecen en la condicién 5 del Teorema A.15 son de la forma F,, = 22" + 1 para algin

m > 0. El nimero F},, se llama m-ésimo niimero de Fermat pues Fermat conjeturé que F,, es primo
para todo m. Fermat habia comprobado que los primeros nimeros de Fermat

Fh=3, F =5 F,=17, F3=257, Fy=65537,
son en efecto primos. Sin embargo, Euler mostré que el siguiente no lo es al mostrar que
F5 = 92" 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

De hecho todavia no se conoce ningtin nimero de Fermat que sea primo a anadir a los cinco primeros.

Problemas

A.1 Dado un tridngulo mostrar cémo construir con regla y compds el incentro (centro de una cir-
cunferencia inscrita), circuncentro (centro de una circunferencia circunscrita) y el baricentro (punto de
interseccion de las alturas).

A.2 Explicar cémo construir con regla y compas los poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados.
A.3 Sea A el conjunto de los puntos de un poligono regular de n lados y B el de otro poligono de m
lados. Demostrar que se puede construir a partir de A U B un poligono regular de mem(n,m) lados.
;Se podria contruir también un poligono de nm lados a partir de AU B. Construir un poligono regular
de 15 lados.

A.4 ;Se puede trisecar con regla y compds el dngulo 27/57

A.5 ;Se puede trisecar con regla y compéas un segmento de longitud n?

A.6 Determinar el conjunto de puntos del plano constructibles con regla y compéas a partir de los
puntos del eje de abscisas.

A.7 ;Son constructibles con regla y compés los dngulos de 1 y 3 grados?
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A.8 Vamos a explicar cémo trisecar con regla y compés un angulo dado « siguiendo los siguientes
pasos:

(1) Supongamos que el dngulo « es el formado por dos semirectas S1 y Se que parten del punto O.
(2) Construimos una circunferencia centrada en O de radio r arbitrario.

(3) Sean A; y A las intersecciones de esta circunferencia con las semirectas Sy y S y sea L; la recta
que pasa por O y A; (es decir L; es la prolongacién de Sy).

(4) Colocamos la regla de forma que pase por As y la distancia entre los puntos B y C de corte de
la regla con la recta L; y la circunferencia (diferente de As) estdn a distancia r y dibujamos la
recta L que marca la regla. Es decir, la recta L pasa por Ay, By C.

Entonces el dngulo formado por L y L; es «/3 pues (Figura A.9)

o = A0Ay=7— A,0B =0BAy + 0A,B = OBC + OA,C = OBC + OC A,
OBC + 17— OCB =0BC + BOC + OBC =3-0BC

Figura A.9:

i Te imaginas qué pide el problema? ;Cudl es tu solucién?

A.9 Coge una regla y un compads, dibuja un segmento de longitud 1, construye un heptagono de lado
13/15 ~ 0.876, como el de la Figura A.10 y explica que estd pasando aqui.

A.10 Demostrar que un angulo « se puede trisecar con regla con regla y compas si y solo si el polinomio
4X3 — 3X — cos(a) es reducible sobre Q(cos(c)).

A.11 Demostrar que un nimero complejo o # 0 es constructible con regla y compés si y solo si a+a !
lo es.

A.12 Demostrar que si a es una raiz del polinomio 8 X3 +4X?2 —4X —1, entonces a no es constructible
con regla y compaés.

A.13 Demostrar que las raices de un polinomio del tipo aX*+bX?+c, con a, b, c € Q son constructibles
con regla y compés.
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Figura A.10:

A.14 Sea p un polinomio de grado 3, cuyos coeficientes son nimeros complejos constructibles con
regla y compéas. Demostrar que si una de las raices de p es constructible con regla y compas, entonces
lo son todas las raices de p.

A.15 Demostrar que las raices del polinomio X 4 + X + 1 no son constructibles con regla y compas.
Indicacion: Calcular Ming(aa + 85), donde v y 3 son dos raices no conjugadas del polinomio.
Q

A.16 Desde la antigiiedad se sabian construir con regla y compéas poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8,
12, 15 y 16 lados y ya sabemos que esto es imposible para los poligonos de 7, 9, 10, 11, 13 y 14 grados
(;por qué?). El 30 de marzo de 1796, Gauss escribi6 su primer descubrimiento en un cuaderno que le
acompanaria el resto de su vida y en el que consignaria sus més importantes resultados matematicos. El
descubrimiento era un método para construir con regla y compéas un poligono heptadecdgono regular, o
sea un poligono regular de 17 lados. Gauss contaba con 19 anos y debid ser uno de sus descubrimientos
favoritos pues por un lado fue el que le decidié a dedicarse a las mateméticas (hasta entonces dudaba
entre matemdticas o lengua) y por otro pidié que en su tumba se esculpiera un poligono regular de 17
lados. El deseo de Gauss no se cumplié por que el cantero que tenia que esculpir la lapida argumento
que el resultado no se distinguiria de una circunferencia.

El problema consiste en construir un heptadecagono regular con regla y compas, para lo cual habra
que mezclar los siguientes pasos algebraicos con los métodos geométricos explicados en el capitulo.

(1) Calcular las 16 primeras potencias de 3 médulo 17 expresdndolas con su representante entre —8
v 8, es decir completar la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 -8 -7 -4

m‘O
3m |1

(2) Sean 6 = 27/17, ¢ = (17 = €. Observa que 3 es un generador de Z;7 y por tanto Gal(Q(¢)/Q) =
(o), donde o(¢) = ¢3. Pongamos ¢; = ¢3'.

Utilizar la tabla anterior para construir los periodos de Gauss (ver Problema 4.16)

1 = w2 =¢€ et + €y,
T2 w12 =€ +e3+ - +e€r5,
Y1 wo,4 = € + €4 + €8 + €12,
Yo = Wig =€+ €5+ €9+ €13,
Y3 W2 4 = €2 + € + €10 + €14,
Y4 = Wwsgq = €3+ €7+ €11+ €15.
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Demostrar:
x1 = 2(cosf + cos 86 + cos 46 + cos 20),
29 = 2(cos30 + cos T + cos 50 + cos 60),
y1 = 2(cosf + cos4b),
y2 = 2(cos30 + cosbb),
ys = 2(cos86 + cos20),
ys = 2(cos760 + cos60).

(3) Demostrar que x1 y xo son las rafces del polinomio X2 + X — 4 y construir x; y x5 con regla y
compas. Observa que 1 > 0 > x5

(4) Demostrar que y; e yo son las raices del polinomio X2 —x1X — 1 e y3 e y4 son las raices del
polinomio X2 — 25X — 1 y construir yi,%2,%3 € ys4 con regla y compés. Observa que y; > ys e
Y3 > Ya.

(5) Demostrar que z; = 2cosf y 2z = 2cos 46 son las rafces del polinomio T2 — ;T — y3 y construir
21y Z2 con regla y compas.

(6) Construir ¢ = cos# + i sen 6 con regla y compas.

(7) Demostrar la siguiente igualdad

1 / / /
c089—16<—1+\/17+ 34—2\/17+\/58+12\/17+4 34 - 2v17 - 16 34+2\/17>.




Apéndice B
Teoremas de Cauchy y de Sylow

Sea X un conjunto y G un grupo y sea Sx el grupo de las permutaciones de los elementos de X.
Recordemos que una acciéon de G en X es un homomorfismo de grupos o : G — Sx. Dada una accién
o de G en X definimos

g-r=o0(g)(x), (9e€CG,zcX).

Entonces se verifican las siguientes condiciones para todo g,h € Gy x € X:
(1) g-(h-z)=(gh) - .
(2) 1-xz=u.

Reciprocamente, si tenemos una aplicaciéon G x X — X de forma que la imagen de (g, ) la denotamos
g -z y se verifican las condiciones 1 y 2 anteriores entonces para cada g € G la aplicacién o(g) : X — X
es una biyeccién (con inversa o(g~!) y 0 : G — Sx es un homomorfismo de grupos.

Si tenemos una accién de G en X y « € X entonces definimos

G-z={g9g-x:9g€G} y Estabg(z)={9€G:g9 2=z}
Entonces Estabg () es un subgrupo de G que llamamos estabilizador de x en G y tenemos una aplicacion:

G/Estabg(z) — G-z
gEstabg(z) — g¢-x

Por tanto,
|G - x| = |G : Estabg(z)] (z € X). (B.1)

Los conjuntos {G -z : € X} forman una particién de X y se llaman drbitas de z. De (B.1) se deduce
que si G es finito entonces los cardinales de las érbitas dividen al orden de G. Por otro lado si R es
un conjunto de representantes de las érbitas, es decir R tiene exactamente un elemento de cada o6rbita,
entonces {G-r : r € R} es una particién de G y por tanto, si X es finito entonces la Ecuacién de Orbitas
toma la siguiente forma:

1X|=> |G| =[G : Estaba(r)]. (B.2)

reR reR

Esta ecuacién se llama la Ecuacidn de Orbitas.
Ejemplos B.1 (1) Accidn por conjugacion de un grupo en si mismo.
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Sea G un grupo. Definimos la siguiente accién de G en si mismo:

g-x=gxg .
Las orbitas de esta accion son las clases de conjugacién de G y el estabilizador de un elemento x
de G es su centralizador Ceng(z). Denotaremos la clase de conjugacién de g en G con g©. De la
férmula (B.1) deducimos que

|29 =[G : Ceng(z)], (z € G).

Las clases de conjugaciéon de G con un tdnico elemento son las formadas por los elementos del
centro Z (@) de G. Sea X un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de G que no
estan en Z(G). Entonces los conjuntos Z(G) y 2 con z € G forman una particién de Gy por
tanto, si G es finito entonces

G| =1Z(G)| + ) _[G : Ceng(z)]. (B.3)

zeX

Esta férmula se llama la Ecuacidn de Clases.

(2) Accidn por conjugacion de un grupo en el conjunto de sus subgrupos.

Consideremos ahora el conjunto €2 formado por todos los subgrupos de G y definimos la siguiente
accién de G en §:
g-H=gHg ", (9€G,H<Q).

La 6rbita de un subgrupo H de G es el conjunto formado por todos los conjugados de H en G y
su estabilizador es el normalizador Ng(H) = {g € G : gHg~! = H}, que es el mayor subgrupo
de G en el que H es normal. Por tanto el niimero de subgrupos de G que son conjugados a H es
[G : Ng(H)]. Las 6rbitas con un solo elemento son las formadas por un subgrupo normal.

Teorema B.2 (Cauchy) Sea G un grupo finito. Si p es un diwvisor primo de |G|, entonces G posee
un elemento de orden p.

Demostracion. Sea () el conjunto de las p-tuplas de elementos de G cuyo producto es 1:

Q={(z1,...,2p) 1 2; € Gparacadaiy xi---xp = 1}.

Es claro que una p-tupla (x1,...,2,) de elementos de G estd en Q si y sélo si z, = (v122- - xp_1) "L

Por tanto, para dar un elemento de €2 podemos elegir sus p — 1 primeras componentes arbitrariamente
en G, y la dltima queda entonces determinada por éstas. En consecuencia se tiene || = |G|P~™1, y en
particular p divide a |Q|.

Sea C = (¢) un grupo ciclico de orden p, y consideremos su accién por la izquierda en  dada por

(¢, (z1,...,2p)) ¥ (xp, T1, T2 ..., Tp_1).

Los puntos fijos para esta accién son los elementos de Q2 de la forma (z,z,...,x), que se corresponden
con los elementos de G tales que xP = 1. Por tanto, el resultado quedard demostrado si vemos que )
contiene algin punto fijo distinto del (1,1,...,1).

Sea pues k > 1 el nimero de 6rbitas unitarias (o de puntos fijos) para la accién dada, y sea ¢ el
nimero de drbitas no unitarias. Por (B.1), cada érbita no unitaria tiene cardinal p, y asi |Q| = k + pq.
Como p divide a |Q| deducimos que p divide a k, y como k # 0 deducimos que hay puntos fijos diferentes
del (1,1,...,1), como querfamos ver. [J

Sea p un ntimero primo. Un p-grupo es un grupo en el que todos los elementos tienen orden potencia
de p. Por el Teorema de Cauchy y el Teorema de Lagrange un grupo finito es un p-grupo si y solo su
orden es una potencia de p. Otra consecuencia notable del Teorema de Cauchy es la siguiente:
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Proposiciéon B.3 Los p-grupos verifican el reciproco del Teorema de Lagrange. Es decir, un p-grupo
G posee un subgrupo de orden d para cada divisor d de |G].

Demostracion. Sea |G| = p™ con n > 1, y procedamos por induccién en n, con el caso n = 1 trivial.
En el caso general, el divisor d ha de ser de la forma p™ con m < n. Por la Proposicién 2.25 de GyA;,
el centro Z = Z(G) no es trivial, y por tanto contiene un elemento g de orden p. El subgrupo N = (g)
es normal en G (;por qué?), y el cociente G/N tiene orden p"~!. Por tanto p™~! divide a |G/N|, y
la hipétesis de induccién nos dice que G//N posee un subgrupo X de orden p™~!. Por el Teorema de
la Correspondencia, existe un subgrupo H de G que contiene a N y tal que X = H/N, y entonces se
tiene |H| = |X|-|N| = p™ !p =p™, luego H es el subgrupo que buscdbamos. [J

Definicién B.4 Sea G un grupo finito y sea p un entero primo positivo. Un subgrupo de G que sea
un p-grupo se llama un p-subgrupo de G. Por los Teoremas de Lagrange y de Cauchy, G tiene algin
p-subgrupo no trivial si y solo si p divide a|G|.

Si |G| = p"r con p tr, un subgrupo de G de orden p™ (es decir, un p-subgrupo del mayor orden
posible) se llama un p-subgrupo de Sylow de G.

El Primer Teorema de Sylow

Teorema B.5 (Primer Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito y sea p un divisor primo de |G]|.
Entonces G contiene algin p-subgrupo de Sylow.

Demostracién. Sea m = |G| y pongamos m = p™r con p { r. Se trata de demostrar que G tiene un
subgrupo de orden p", y lo hacemos por induccién sobre m. Como p divide a m, el menor caso posible
es m = py el resultado es entonces trivial. Asi, supondremos que m > p y que el enunciado del teorema
es valido para cualquier grupo de orden menor que m. Distinguiremos dos casos:

Si existe g € G\ Z(G) tal que p no divide a [G : Ceng(g)] entonces, por el Teorema de Lagrange y el
Teorema Fundamental de la Aritmética, p™ divide a |Ceng(g)|. Como éste es un subgrupo propio de G,
la hipétesis de induccién implica que Ceng(g) posee un subgrupo de orden p™, y por tanto G también.

En otro caso, se tiene que p divide a [G : Ceng(g)] para cada g € G\ Z(G). Aplicando la Ecuacién
de Clases (B.3) se deduce que p ha de dividir a Z(G). Por el Teorema de Cauchy (B.2), Z(G) contiene
un subgrupo N de orden p, que serd normal en G. Como |G/N| = m/p < m y p"~! es la mayor
potencia de p que divide a |G/N]|, la hipétesis de induccién nos dice que existe un subgrupo X de G/N
tal que | X| = p"~!. Por el Teorema de la Correspondencia se tiene X = H/N para algtin subgrupo H
de G que contiene a N. Entonces |H| = |N| - |X| = p", y por tanto H es el subgrupo que buscdbamos.
U

Aplicando ahora la Proposicién B.3 a un subgrupo de Sylow de G se tiene:

Corolario B.6 Un grupo finito posee p-subgrupos de todos los drdenes posibles. Es decir, si G es un
grupo finito y k es un entero tal que p* divide a |G|, entonces G contiene algin subgrupo de orden p*.

Estos resultados nos dan informacién sobre la existencia de ciertos subgrupos de los grupos finitos.
Por ejemplo, sea G un grupo del que sabemos que |G| = 28.600 = 23 - 52 - 11 - 13. Entonces G tiene
subgrupos de cualquiera de los 6rdenes 2, 4, 8, 5, 25, 11 6 13.

. Qué pasa con los subgrupos de otros 6rdenes? Los resultados anteriores no afirman nada sobre su
existencia, y de hecho no es posible hacer ninguna afirmacién general en ese sentido. Por ejemplo, si
|G| = 12, lo anterior nos dice que G tiene subgrupos de érdenes 2, 3 y 4 (y por supuesto 1 y 12); en
cuanto a los subgrupos de orden 6, existen para el grupo ciclico Zi5 o para el grupo diédrico Dg, pero
no existen para el grupo alternado Ajy.
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El Segundo Teorema de Sylow

A lo largo de este parrafo suponemos que |G| = p™r con p{r. Por el Primer Teorema (B.5) podemos
fijar un p-subgrupo de Sylow P de G; es decir, un subgrupo tal que |P| = p™.

Denotaremos por Sp el conjunto de todos los subgrupos de G que son conjugados de P; es decir,
los elementos de la érbita de P en la accién de G en el conjunto €2 de sus subgrupos. Como “conjugar
por z” es un automorfismo de G, todos los elementos de Sp tienen el mismo cardinal que P y, en
consecuencia, son p-subgrupos de Sylow de G. Una parte del Segundo Teorema de Sylow afirma que,
reciprocamente, todo p-subgrupo de Sylow de G estd en Sp (es decir, es conjugado de P). Para ver
esto primero observamos que |Sp| =[G : Ng(P)] y P C Ng(P). Por tanto |Sp| divide a [G : P] = r.

Consideremos ahora un subgrupo H de G y consideremos la restriccién de la accién de G en 2 por
conjugacién a una accién de H en S,. Las érbitas de esta accién tienen cardinal divisor del orden de
H y por tanto si H es un p-grupo, todas ellas tienen orden una potencia de p.

Lema B.7 Sea P un subgrupo de Sylow de G, H un p-subgrupo de G y consideramos H actuando por
conjugacion en el conjunto Sp de los conjugados de P en G:

(1) Sp tiene una drbita con un inico elemento.
(2) La érbita H - Q de un elemento QQ de Sp tiene un inico elemento si y solo si H C Q.

Demostracién. 1. Aplicando la Ecuacién de Orbitas (B.2) a esta accién: tenemos

Sp| = 1Q"| =) [H : Estabr (Q)],

donde @ recorre un conjunto de representantes de las érbitas. Como |Sp| | r tenemos que p { |S,| y en
consecuencia p no divide a [H : Estabg(Q)] para algin @ € Sp. Como H es un p-grupo, ese indice
debe valer 1y as{ Estaby (Q) = H con lo que |H - Q| =[H : H = 1.

2. Si x € Q entonces zQz~! = Q. Por tanto, si H C Q entonces H = Estaby(Q) y por tanto
|H - Q| = 1. Reciprocamente, supongamos que |H - Q| = 1. Sea N = Ng(Q). La hipétesis nos dice que
2@ = Qz para cada x € H, es decir H C Ng(Q). Por tanto H es un subgrupo de N. Como ademds Q
es un subgrupo normal de IV, del Tercer Teorema de Isomorfia tenemos que H(Q es un subgrupo de N
con cardinal |[HQ| = ‘IZHI?I" Como tanto H como () son p-grupos tenemos que H(@) es un p-subgrupo
de G que contiene a @, pero como ) es un p-subgrupo de Sylow de G tenemos que HQ = @, o sea
HCQ.O

Podemos ya demostrar el Segundo Teorema de Sylow.

Teorema B.8 (Segundo Teorema de Sylow) Sean G un grupo finito, p un divisor primo de |G|,
P un p-subgrupo de Sylow de G y H un p-subgrupo de G. Entonces H estd contenido en algin subgrupo
conjugado de P.

En particular, todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre si.

Demostracién. Por el Lema B.7, la accién del H en Sp tiene una érbita {@Q} con un tunico elemento
y H C Q. Como Py @ son conjugados en G se tiene que H esta contenido en un conjugado de P. En
el caso de que H sea un p-subgrupo necesariamente H = () y por tanto H es conjugado de P. [

El siguiente corolario se usa a menudo para contar elementos de un grupo.

Corolario B.9 Sea G un grupo finito y sea p un divisor primo de |G|. La unién de todos los p-subgrupos
de Sylow de G coincide con el conjunto de todos los elementos de G cuyo orden es una potencia de p.

Demostracion. Es claro que el orden de cualquier elemento de esa unién es una potencia de p
(incluyendo al neutro, cuyo orden es p°). Reciprocamente, si o(x) = p* entonces z estd en el p-subgrupo
(x), y por tanto estd en algin p-subgrupo de Sylow por el Segundo Teorema de Sylow. [
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El Tercer Teorema de Sylow

Sea n,, el nimero de p-subgrupos de Sylow de G. Del Segundo Teorema de Isomorfia tenemos que si P
es un subgrupo de Sylow de G entonces n,, es el nimero de conjugados de P en G. Ya hemos visto que
|Sp| divide a r. Por tanto n, | 'y n, = 1 si y solo si P es normal en G.

Teorema B.10 (Tercer Teorema de Sylow) Sea G un grupo finito, sea p un divisor primo de |G|
y sea |G| = p™r con p{r. Entonces el nimero n, de p-subgrupos de Sylow de G wverifica:

(1) n, divide a r.
(2) n, =1 mod p.
(8) n, =1 siy solo si algin p-subgrupo de Sylow de G es normal en G.

Demostracion. 1y 3 ya los hemos visto.

2. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G. Por el Lema B.7, la accién de P en Sp por conjugacién
tiene exactamente una orbita con 1 elementos. Las demds 6rbitas tendréan que tener orden distinto de
1 y divisor de |PJ, con lo que serdn potencias de p. Por tanto, en la Ecuacién de Orbitas (B.2)

ny = [Sp| =Y _|H-Q"],

exactamente uno de los sumandos vale 1, y cada uno de los otros es multiplo de p. En consecuencia,
np =1 mod p. O

Criterios de no simplicidad

En este parrafo usaremos los Teoremas de Sylow para obtener un criterio que nos permite afirmar que
ciertos grupos no son simples. Este resultado, junto con otros del mismo tipo que se han visto antes,
nos permitird demostrar que no hay grupos simples no abelianos con menos de 60 elementos.

Proposicién B.11 Sea G un grupo finito con |G| = pq 6 |G| = pq?, donde p, q son dos primos distintos.
Entonces se tiene ny, =1 d ng =1, y en consecuencia G no es un grupo simple.

Demostracién. Usaremos en varias ocasiones el Tercer Teorema de Sylow (B.10). Si |G| = pq podemos
asumir que p < ¢, luego p # 1 mod ¢ y en consecuencia ny # p, por lo que ny, = 1. Suponemos pues
que |G| = pg?, y distinguimos tres casos:

Si p < ¢ entonces p # 1 mod g, y por tanto ng = 1.

Si p > ¢*(> q) entonces ¢,¢*> # 1 mod p y en consecuencia n, # ¢, ¢*, por lo que n, = 1.

Por tltimo, si ¢ < p < ¢2 entonces ¢ # 1 mod p y en consecuencia np 7 q. Por tanto o bienn, =1,y
hemos terminado, o bien n, = ¢?, y basta ver que esta tltima opcién implica que n, = 1. Supongamos
pues que n, = ¢. Entonces el niimero de elementos de orden p que hay en el grupo G es ¢*(p— 1), pues
cada subgrupo de orden p aporta p — 1 elementos de orden p que no se repiten, ya que dos subgrupos
distintos de orden p tienen interseccién trivial. Por tanto, el nimero de elementos de G cuyo orden no
es pes

P’ — ¢ (p—1)=¢>
Sea ahora K un g-subgrupo de Sylow de G; como |K| = ¢? y K no contiene elementos de orden p, K
debe consistir en los ¢ elementos de orden distinto de p, lo que muestra que K es el tinico g-subgrupo
de Sylow de G y asi ng = 1. O
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Lema B.12 Sea G un grupo finito y p el menor primo que divide al orden de G. Si H es un subgrupo
de G con p =[G : H] entonces H es normal en G.

Demostraciéon. Sea X = G/H es decir el conjunto de las clases laterales gH. Consideremos la
aplicacién ¢ : G — Simx que asocia g € G con la permutacién o, de X dada por o4(xH) = gxH.
Observa que si o,(xH) = 0,(yH) entonces grH = gyH con lo que x 'y € H o sea tH = yH. Es
decir o4 es inyectiva y como X es finito, o, es biyectiva. Ademds o es un homomorfismo. Por otro
lado o4(zH) = xH siy solo si g* € H o lo que es lo mismo si g € xHz~'. Por tanto el niicleo de o
es cg(H) = NgegzHx™1. Por el Primer Teorema de Isomorfia G/cg(H) es isomorfo a un subgrupo de
Sx = S,. Por tanto [G : cg(H)] divide a p!. Pero [G : cq(H)] es coprimo con (p — 1)! y por tanto
[G : cq(H)] divide a p y como cg(H) C H también tenemos que [G : cg(H)] es miltiplo de p. Es decir
G : cg(H)] = py por tanto cg(H) = H. Por tanto xHx~! C H para todo x € G, o sea H es normal
en G. O

Teorema B.13 El menor entero positivo n para el que existe un grupo simple no abeliano de orden n
es n = 60.

Demostracion. Si p y g son primos distintos, ya sabemos que los grupos de orden p son abelianos y
que los de érdenes p™ (con n > 1), pq y pg? no son simples (Proposicién 4.30 de Grupos y Anillos y
Proposicién B.11). Esto resuelve todos los casos excepto los de 6rdenes 24, 30, 36, 40, 42, 48 y 56.

Por el Tercer Teorema de Sylow B.10, si |G| = 40 entonces ns = 1, y si |G| = 42 entonces ny = 1,
por lo que ningin grupo de esos érdenes puede ser simple.

Por el Primer Teorema de Sylow B.5, todo grupo de orden 24 tiene un subgrupo de indice 3; y todo
grupo de orden 48 tiene un subgrupo de indice 3. Por el Lema B.12, ningin grupo de esos 6rdenes
puede ser simple. Un grupo de orden 36 tiene un subgrupo de indice 4 y del Problema B.5 deducimos
que tampoco es simple.

Supongamos ahora que |G| = 30 = 2-3-5. Del Tercer Teorema de Sylow se deduce que n3 puede
valer 1 6 10, y que n5 puede valer 1 6 6. Si ng = 10 entonces, como cada par de 3-subgrupos de Sylow
tiene interseccion trivial, la unién de todos ellos tiene 10 - 2 = 20 elementos distintos del neutro, todos
de orden 3. Anilogamente, si n5; = 6 entonces hay 6 - 4 = 24 elementos de orden 5 en G. Por tanto, no
puede tenerse a la vez ng = 10 y n5 = 6, por lo que uno de ellos vale 1 y por tanto G no es simple.

Sélo nos queda por estudiar el caso |G| = 56 = 237, que estard resuelto si vemos que o bien n; = 1
o bien ny = 1. Supongamos que n; # 1 y veamos que ny = 1. Del Tercer Teorema de Sylow se deduce
que ny = 8. Como en el parrafo anterior, G contiene 8 - 6 = 48 elementos de orden 7. Sélo quedan pues
el neutro y 7 elementos de orden potencia de 2 para formar los 2-subgrupos de Sylow (de orden 23 = 8),
por lo que ha de ser no = 1. [J

Problemas
B.1 Demostrar que todo grupo de orden 45 es abeliano.

B.2 Demostrar que si p, g, son primos distintos tales que pg < r entonces todo grupo finito de orden
pqr es resoluble.

B.3 Demostrar que todo grupo de orden 63, 440 6 765 es resoluble.

B.4 Dado un grupo G de orden 32 - 13, probar que es resoluble y dar una serie normal con factores
ciclicos.
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B.5 Sean G un grupo finito y H un subgrupo suyo. Demostrar que si H # 1 y m no divide a n!
entonces G no es simple. Indicacién: Demostracion del Lema B.12.

B.6 Demostrar que todo grupo de orden menor que 60 es resoluble.

B.7 Clasificar los grupos de orden menor que 16 salvo isomorfismos.
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