Grupos y Anillos. Grado en Matematicas. 2010-11. Examen de junio. Soluciones

1. Enunciar el Teorema de la Correspondencia para anillos y grupos y demostrar-
lo en uno de los dos casos. Ver los apuntes.

2. Demostrar que todo grupo ciclico es isomorfo al grupo aditivo del anillo Z/nZ
para algin n € Z y utilizarlo para demostrar que los subgrupos y grupos cociente
de un grupo ciclico son ciclicos.

Sea G un grupo ciclico y g un generador de GG. Consideremos la aplicacién

1z — G
n — g"
Esta aplicacién es un homomorfismo de (Z,+) a G pues

fn+m)=g"t" =g"g™ = f(n)f(m).

f es suprayectiva pues g genera G y ker(f) = nZ para algin n € Z pues todos los subgrupos de
Z son de esa forma. Por el Primer Teorema de Isomorfia tenemos G = Im (f) = Z/ ker(f) =
Z/nZ.

De la primera parte se deduce que para demostrar que todo subgrupo y todo cociente de un
grupo ciclico G es ciclico basta demostrarlo para los grupos de la forma Z/nZ. Por el Teorema
de la Correspondencia los subgrupos de Z/nZ son de la forma dZ/nZ, con d un divisor de n.
Este grupo es ciclico, generado por d + nZ vy el cociente (Z/nZ)/(dZ/n7Z) es isomorfo a Z/dZ,
por el Segundo Teorema de Isomorfia, con lo que también es ciclico.

3. Sean A un anillo e I un ideal de A. Sea I[X] el conjunto de los polinomios con
coeficientes en I. Demostrar que I[X] es un ideal primo de A[X] si y sé6lo si I es un
ideal primo de A.

Vamos a dar dos soluciones:

Solucién 1. Consideremos el homomorfismo F' : A[X| — (A/I)[X] que asocia el polinomio
S gai X" con coeficientes en A con el polinomio Y i (a; + I) X" con coeficientes en A/I.
Claramente F' es suprayectivo y su nucleo es I[X]. Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia
deducimos que (A/I)[X] = A[X]/I[X]. Por tanto I es un ideal primo de A siy sélo si A/I es
un dominio si y s6lo si (A/I)[X] es un dominio si y sélo si A[X]/I[X] es un dominio si y sélo
si I[X] es un ideal primo de A[X].

Solucién 2. Supongamos que /[X] es un ideal primo de A[X]. Entonces I[X] # A[X] y por
tanto I # A. Si a,b € A con ab € I, entonces considerando a y b como polinomios de grado
cero tenemos que ab € I[X]. Como I[X] es primo a € I[X] 6 b € I[X]. Eso implica que a € I
60bel.

Reciprocamente, supongamos que I es un ideal primo de A. Como I # A, tenemos que
I[X] # A[X]. Sean P,Q € A[X]\ I[X] y pongamos P = > " ;pX'y Q = > ¢: X" con
pi,q; € A para todo i. Entonces existen ig y jo tales que p;, € I'y qj, & I. Elegimos iy y jo
minimos con esta propiedad, es decir suponemos que p; € I para todo 0 <7 <igy ¢; € I para
todo 0 < j < jo. Entonces el coeficiente ig + jo de PQ es

a = PoGio+jo T P1Qig+jo—1 T+ + Pig—1Qjo+1 + PigQjo + Pio+1q50—1 + * * * + Pig+jo—1491 + Dig+5090-

Los 79 sumandos estan en I por que pg, p1, ..., Pi,—1 1o estan. Los dltimos jp sumandos también
estdn en I por que lo estdn qo, q1,. ., qj,—1. Sin embargo, p;,q;, € I, pues I es un ideal primo
de A. Eso implica que a ¢ I, con lo que PQ ¢ I[X].

4. Calcular el maximo comun divisor y minimo comiin miltiplo de 11+ 16i y 841
en 7Z][i|.

H+16i _ (11+16)8—4) _104+1170 _ 8 9

8441  (84+14)(8—1) 65 5
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Poniendo a = 11 + 164, b =8 + iy ¢ = 2 + 2¢ tenemos r = a — bg = —3 — 2i. Continuando

con el algoritmo de Euclides tenemos b/r = —2 + i. Por tanto mcd(a,b) = r = -3 —2i y
mem(a, b) = —% = _38 — 21,
mcd(a,b)

5. Demostrar que §(a+bv/2) = |a®>—2b%| es una funcién euclidea en Z[v/2]. Encontrar
infinitos elementos invertibles de Z[/2].
Sabemos que la aplicacién ¢ : Q(v/2) — Q satisface

1. Si z € Z[V/2] entonces d(x) € Z.
2. §(xy) = 6(x)d(y) para todo z,y € Q(v/2);
3. 6(x) =0siy sélosixz=0.

(1) es obvio, y para comprobar (2) y (3) se se puede aplicar que §(x) = zo(x), donde
o(a+bv2) =a—by2y o es un automorfismo de Q(+/2). Por tanto, si a,b € Z[v/2] \ {0} con
alb, entonces 0 < d(a) < 4(b).

Por otro lado, § = x1 + x9v/2 con z1, x5 € Q. Elegimos dos enteros ¢i, ga que estén lo més
préximos posible a 1 y xo respectivamente. Eso implica que |x1 — ¢1], |22 — g2 < % Por tanto
si ponemos ¢ = ¢1 + ¢21/2 entonces

a ) , 1 .1 3
—_ — = — — — < — —_ = — .
o (b Q> (1 —q1)" —2(w2 — q2)7| < 1 +24 1< 1

Sea r = a — bq € Z[\/2]. Entonces
5(r) = 6(b)s (% - q) < 5(b).

Esto prueba que  es una funcién euclidea en Z[v/2].

Una vez que sabemos que & es una funcién euclidea en Z[/2] sabemos que las unidades de
7Z[+/2] son los elementos = con 6(z) = 1. Por ejemplo, 6(14+/2) = |1 — 2| = 1. Eso implica que
u =1+ +/2 es una unidad de Z[v/2]. Como u > 1 tenemos u™ > 1 para todo n > 1y por tanto
u tiene orden infinito. Concluimos que (u) contiene infinitas unidades de Z[v/2].

6. Sean G y G2 dos grupos, N1 <G y N <dGs. Demostrar que (G X Gy) /(N1 X Ny) =
Gl/Nl X GQ/NQ.

Consideremos la aplicacién f : G — G1/N; x G3/N2 dada por f(g) = (91, gN>2). Es facil
ver que f es un homomorfismo suprayectivo y que su nicleo es N1 x Ny. Aplicando el Primer
Teorema de Isomorfia deducimos que (G x G2)/(N1 x N2) =2 G1/Ny x G2/No.

7. Calcular los subgrupos de S;.

Comenzamos calculando los subgrupos ciclicos que serdn de los siguientes tipos:

De orden 1: Sélo el grupo trivial.

De orden 2: Los generados por transposiciones:

((1,2)), ((1,3), ((L4), ((23), ((24), ((3,4));

y por elementos de tipo [2, 2]:

((1,2)(3,4)), ((1,3)(2,4)), ((1,4)(2,3)).
De orden 3: Los generados por 3-ciclos. Aqui hay que tener en cuenta que (1,2,3) y (1,3,2)
son inversos y por tanto sélo salen los siguiente subgrupos de orden 3:

((1,2,3)), ((1,2,4)), ((1,3,4)), ((2,3,4)).
Ciclicos de orden 4: Los generados por 4 ciclos. Como (1,2, 3,4) es inverso de (1,4, 2, 3) sélo
tenemos los siguientes subgrupos ciclicos de orden 4:
((1,2,3,4)), ((1,2,4,3)), ((1,3,2,4)).

Vamos con los subgrupos no ciclicos. Todos los subgrupos tienen orden 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12
6 24. Como los de 6rdenes 1, 2 y 3 son ciclicos y Sy es el tinico subgrupo de orden 24, sélo nos
tenemos que preocupar por los de érdenes 4, 6, 8 y 12.
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No ciclicos de orden 4. Si H es un subgrupo no ciclico de orden 4, entonces esta formado
por la identidad y tres elementos de orden 2. Estos elementos seran o bien trasposiciones o
producto de dos transposiciones disjuntas y H tiene que tener al menos dos trasposiciones o
dos elementos de tipo [2,2]. Consideramos estos dos casos separadamente.

1) H tiene dos transposiciones o y 7 diferentes. Entonces H = {1,0,7,07}. Supongamos
que o y 7 no son disjuntas. Por simetria, podemos suponer que o = (1,2) y 7 = (1,3). Eso
implicarfa que (1,2,3) = (1,3)(1,2) € H, en contra de que H no contiene elementos de orden
3. Por tanto, o y 7 son disjuntas y H es uno de los siguientes grupos:

((1,2),(3,4)), ((1,3),(2,4)), ((1,4),(2,3)).
2) H tiene dos elementos de tipo [2,2]. Por simetria podemos suponer que o = (1,2)(3,4) y
7 =(1,3)(2,4). Entonces o7 = (1,4)(2,3) y por tanto H es el siguiente grupo

V ={1,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3) }.

De orden 6. Sea H un subgrupo de orden 6. Sus elementos tendran todos orden 2 6 3. Si H
contiene un 3-ciclo, también contiene a su inverso. Por tanto el nimero de tres ciclos que tiene
es par. Si tiene cuatro 3-ciclos, por simetria podemos suponer que contiene a (1,2,3) y (1,2,4).
Pero estos dos elementos generan Ajs, en contra de que H tiene orden 6. Por tanto, H tiene
un maximo de dos 3-ciclos. Eso implica que H tiene al menos tres elementos de orden 2 de los
que o bien dos son trasposiciones o dos son del tipo [2,2]. Sin embargo en este segundo caso H
contendria a V', que es un subgrupo de orden 4, lo que no es posible. Por tanto H contiene dos
trasposiciones o y 7. Si 0 y 7 son dos trasposiciones disjuntas entonces (o, 7) es un subgrupo
de H orden 4 lo que no es posible. Por tanto, ¢ y 7 no son disjuntas y por simetria podemos
suponer que si 0 = (1,2) y 7 = (1, 3). Entonces H contiene a (o,7) = S3 y, como H tiene 6
elementos deducimos que H = S3. Considerando las diferentes opciones para ¢ y 7 obtenemos
cuatro subgrupos de orden 6 isomorfos todos a Ss:

((1,2)(1,3)), ((1,2)(1,4)), ((1,3)(1,4)), ((2,3)(2,4)).

De orden 8. Sea H un subgrupo de orden 8. Todos sus elementos tendran orden 2 6 4.

Supongamos que H no tiene elementos de orden 4. Entonces todos los elementos de H son
o transposiciones o producto de transposiciones disjuntas. Como de estas ultimas sélo hay 3,
H tiene que tener al menos cuatro trasposiciones. Pero dos de ellas serian no disjuntas y su
producto seria un 3-ciclo, lo que nos lleva a una contradicciéon. Por tanto H contiene un 4-ciclo.
Por simetria supongamos que o = (1,2, 3,4) € H. Entonces (o) es un subgrupo de orden 2 de H
y por tanto es normal. Sea 7 € H \ (¢). Supongamos primero que 7 es un 4-ciclo. Probando con
los posibles valores de 7, que son (1,2,4,3), (1, 3,2,4), (1,3,4,2) y (1,4,2,3), observamos que
en todos ellos 07 ¢ (o), en contra de que (o) es un subgrupo normal de H. Por tanto los cuatro
elementos de H \ (o) tienen orden 2 y necesariamente uno de ellos es una trasposicién. Por
tanto podemos suponer que 7 es una trasposicién. Pero ((1,2),(1,2,3,4)) = Ss. Eso implica
que 7 # (1,2). Por simetria, 7 tampoco puede ser (2,3), ni (3,4) ni (1,4). En conclusién
7 =(1,3) 6 (2,4). En ambos casos H = ((1,3), (1,2,3,4)). Cambiando los papeles del 4-ciclo
obtenemos tres subgrupos de orden 8:

((1,3),(1,2,3,4)), ((1,4),(1,2,4,3)), ((1,2),(1,3,2,4)).

De orden 12. Si H es un subgrupo de orden 12 distinto de A4, entonces H N A4 tiene orden
6. Sin embargo hemos visto que todos los subgrupos de orden 6 tienen un 2-ciclo y por tanto
no estan contenidos en A4. En conclusién el tinico subgrupo de orden 12 es Ajy.




