Grupos y Anillos. Grado en Matematicas. 2011-12. Examen de junio. Teoria
Todas las preguntas tienen un valor de 1.5 puntos.

1. Dar un ejemplo de dos elementos de un dominio que no tengan maximo comun divisor.
2. Enunciado del Teorema de Clasificacién de Grupos Abelianos Finitamente Generados y
esquema de la demostracion, sin detalles técnicos.

Grupos y Anillos. Grado en Matematicas. 2011-12. Examen de junio. Problemas
Todas las preguntas tienen un valor de 1.5 puntos menos la tltima que vale 1 punto.

1. Sean P = 2Z[X], I = 1+ i)Z[i] y J = I|X], o sea J estid formado por los
polinomios con coeficientes en I. Demostrar que J es un ideal primo de
Zi)[X] y ZR)(X]/J = Z(X)/P = Z,[X) = (Z[i)/ D[X).

Por un lado los isomorfismos Z[i][X]/J = (Z[i|/I)[X] y Z]X]/P = Z3][X] se dedu-
cen de aplicar el Primer Teorema de Isomorfia a las aplicaciones naturales Z[i][X] —
(Z[i)/D[X] v Z[X] — Z[X] dadas por f(> a;X'") = >.@ X" donde @ representa
la clase de a, médulo I y médulo 2Z, respectivamente. Para obtener el isomorfismo
Z[i][X]/J = Z[X]/P aplicamos el Tercer Teorema de Isomorfia al anillo A = Z[i|[X],
el subanillo B = Z[X] y el ideal J. Es decir tenemos (B + J)/J = B/(B N J). Por un
lado si a + bi € Z[i], entonces a + bi = (a — b) + (1 +i)b € Z + I. Esto demuestra que
Z + I = Z[i] y de ahi se deduce facilmente que Z[i] = Z[X] + J = B + J. Por otro
lado Z NI = 27Z. La inclusién Z NI D 27 esté clara pues 2 = (1 +4)(1 — 7). Por otro
lado, si a € Z NI entonces 1 + i divide a a en Z[i] y por tanto 2 = N(1 + i) divide
a N(a) = a?. Por tanto 2 divide a a. Esto da la otra inclusién. Una vez que tenemos
Z N1 = 27, deducimos que BN J = Z[X]NJ = 2Z[X]| = P. Concluimos pues que
Z[i][X]/J = (B + J)/J = B/BNJ = Z|X]/P.

2. Sean a = 3+ 4i y A = Z[i]/(a). Calcular la factorizacién de a en Z[i] y la
caracteristica, los ideales y cardinal de A.

Tenemos N(a) = (3+4i)(3—4i) =25y N(1+2i) = (1+2i)(1—2i) = 5. Luego 1+2i
y 1 — 2i son irreducibles en Z[i] y 25 = (3 + 44)(3 — 4i) = (1 + 24)?(1 — 2i)%. Uno de los
factores irreducibles de esta factorizacion debe de dividir a 3 4 47. En efecto
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Por tanto la factorizacion de a es

a=3+4i=(1-2i)(-1+2i)=—(1—2i)%

Como Zli] es un DIP, los ideales de (a) son los de la forma (b) con bla. Usando la
factorizacién deducimos que a sélo tiene tres divisores (salvo asociados), a saber 1, 1 —2i
y a. Del Teorema de la Correspondencia deducimos que A = Z[i]/(a) tiene tres ideales
A (1—-2i)Ay 0.

Como hemos visto que a divide a 25, tendremos que 254 = 0. Por tanto la carac-
teristica de A divide a 25, pero no es 5 pues (ni 1) pues 5 no es multiplo de a en Z[i].
Por tanto A tiene caracteristica 25.

Como la caracteristica de A es 25, los elementos de A tienen todos la forma x+yi+(a)
con 0 < z,y < 24. Esto nos da un maximo de 252 elementos. Sin embargo, sabemos que
34+4i =0 méd (a) y por tanto 4i = —3 mdéd (a). Por otro lado, 4-6 = 24 = —1 mdd aq,
conloquei=(—6)4=—-18=7 mdbd (a). Por tanto z+yi+ (a) = z+7y+(a) = h+(a)
con 0 < h < 24. Por tanto A tiene exactamente 25 elementos.
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_1%‘/?3 y consideremos el grupo multiplicativo G generado por las
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a) Demostrar que a tiene orden 3, b tiene orden 4, a® =a"! y G tiene orden
12.
b) Calcular los subgrupos de G.
Observamos que w® = 1 y de ahi se tiene

3. Sea w =
matrices

Por otro lado b> = —1I con lo que b* = 1. Luego a y b tienen 6rdenes 3 y 4 respectivamente.
Comprobar a® = a™!, es lo mismo que probar que ab = ba~'. Lo cual es ficil pues

- (5 2 (8 ) -( 0 8)
= (505 )= %)

Utilizando a® = a™!, se deduce que (a’)? = o~ y por tanto (ai)b2 = o', para todo
i. Utilizando esto se deduce que todo elemento de la forma b'a’ también tiene la forma
a’lb’ para algin j;, con lo que todo elemento de G tiene la forma a’b? con 0 < i <2y
0 < j < 3. Esto proporciona 12 elementos que es facil ver que son todos ellos disjuntos.

Para calcular los subgrupos comenzamos calculando los subgrupos ciclicos no triviales:

(a) = (@®) = {l,a,a%}.

b = {1,6%}

by = {1,b,b*,0%}
(ab) = {1,ab,b? ab®}
(a®b) {1,ab, 0%, a*b*}

(ab?) = (a®b?) = {1,ab? a* b%, a,ad®b?}

Aparte de estos grupos ciclicos habria que anadir el trivial y G. Vamos a ver que no hay
més subgrupos. Si los hubiera no tendrian que ser ciclicos y su orden tendria que ser 4
6 6. Si hay un subgrupo de orden 4 no ciclico estaria formado por 1 y tres elementos de
orden 2. Sin embargo sélo hay un elemento de orden 2, a saber b?. En conclusién no hay
subgrupos de orden 4. Si hubiera un subgrupo H de orden 6 este tendria un elemento
de orden 2 y por tanto b? € H. Sea h € H \ (b?), entonces H = (b2, h). Como h? estd en
el centro de GG, necesariamente H es abeliano y por tanto H es ciclico de orden 6. Luego
tendria un elemento de orden 3. Como los tinicos elementos de G de orden 3 son a y a?,
deducimos que a € H. Luego H = (a,b) = (ab).

4. Encontrar un subgrupo H de S; isomorfo a Ds. Demostrar que H no es normal
en S4.

Numeramos los vértices de un cuadrado con 1,2,3 y 4 en sentido anti-horario Si mi-
ramos cémo actuan los elementos de D4 en los vértices de un cuadrado observamos que
la rotacién R produce el 4-ciclo (1,2,3,4) en los vértices y la simetria respecto de la
recta que pasa por los vértices 2 y 4 actia en los vértices como la permutacién (1, 3).
Por tanto podemos ver D4 como el subgrupo H = (a = (1,2,3,4),b = (1,3)) de Si.
Observamos que a tiene orden 4, b tiene orden 2 y a® = a~!. Por tanto D, es isomorfo
a H. Obsérvese que (1,2,3,4)(12) = (2,1,3,4) € H, pues los tinicos elementos de orden
4en Hsonaya
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5. Demostrar que todo grupo de orden 15 es abeliano y si G es un grupo arbi-
trario entonces [G : Z(G)] # 15.

Comenzamos demostrando que la segunda parte se deduces de la primera. En efecto,
si [G : Z(G)] = 15, entonces de la primera parte se deduce que G/Z(G) es abeliano.
Analizando las posibles listas de enteros 2 < d,|dp+1] ... |d1, 15 = d; - - - dy,, deducimos
que la unica posibilidad es que dy = 15, es decir G/Z(G) es ciclico. Eso implicaria que
G es abeliano y por tanto G = Z(G), una contradiccion.

Vamos pues a demostrar la primera parte, por reduccién al absurdo. Supongamos que
G es un grupo de orden 15. Por el Teorema de Cauchy G tiene un elemento a de orden
5 y otro b de orden 3. Claramente G = (a, b), con lo cual basta demostrar que ab = ba.
Vamos primero a demostrar que H = (a) 6 K = (b) es normal en G. Supongamos que
H no es normal. Entonces H N H® = 1 y por tanto H* N HY = (HN HY)* = 1y
HnNH” = (HQQ N H*)* = 1. Es decir H, H* y H% s6lo tienen el neutro en comun,
con lo que entre los tres tienen 1+ 3 -4 = 13 elementos. Los dos elementos que faltan
para completar G tendrian que ser b y b?, con lo que K serfa el tinico subgrupo de orden
3, y por tanto seria normal como queriamos demostrar. Por tanto H 6 K es normal
en G. Supongamos que H es normal. Entonces b® = b, con i = 1,2,3 6 4. Entonces

=" = b’ Por tanto i® =1 méd 5. Es decir, el orden de la clase de i en Zg divide a
3. Pero también divide a 4 = |Z{|, por el Teorema de Lagrange. Por tanto ¢ tiene orden
1 en Zz, con lo que a’ = a. El mismo argumento muestra que si K es normal en G
entonces b* = b® con i® = 1 méd 3, y como |Z}|, necesariamente i = 1 méd 3, o sea
b® = b. En cualquiera de los dos casos deducimos que ab = ba, como queriamos.



