Grupos y Anillos. Grado en Matematicas. 2012-13. Examen de junio.
Problemas resueltos

Todas las preguntas tienen un valor de 1.5 puntos menos la tltima que vale 1 punto.

1. Dar la lista completa de todos los polinomios irreducibles de Zy[X] de grado
menor que 5. Construir cuerpos con 4, 8 y 16 elementos.

Todos los polinomios de grado 1 son irreducibles y s6lo tenemos dos: X y X + 1.
Los polinomios de grado mayor que 1 que sean irreducibles no pueden tener raices. Por
tanto su término independiente ha de ser 1 (para que el 0 no sea raiz) y el nimero
de coeficientes diferentes de 0 ha de ser impar (para que el 1 no sea raiz). Los tinicos
polinomios de grado menor que 5 que satisfacen esto son X2 + X + 1, X3 4+ X2 + 1,
X34+ X411, X+ X341, X4+ X241, X'+ X +1y X*+ X34+ X%+ X + 1. Ninguno de
ellos tiene raices en Zs. Los tres primeros han de ser irreducibles pues no tienen raices y
su grado es 2 6 3. Si uno de los de grado 4 fuera reducible tendria que ser producto de dos
polinomios irreducibles de grado 2. Cémo X2 4+ X + 1 es el tinico polinomio irreducible
de grado 2 el tinico que no es irreducible es (X?+ X +1)2 = X%+ X2 +1. En conclusién
los polinomios irreducibles de grado menor que 5 son X, X +1, X2+ X +1, X3+ X241,
X34+ X+1, X4+ X341, X4+ X +1y X+ X3+ X2 4 X +1. Para construir cuerpos con
2" elementos se toma el cociente Zz[X]/(P) con P un polinomio irreducible de grado n.
Ast Zo[X /(X% + X +1),Zo[X] /(X3 + X +1) y Zo[X]/(X* + X + 1) son cuerpos con
4, 8 y 16 elementos respectivamente.

2. Sea p un nimero primo y sea Zy,) = {3 € Q:a,b € Z,ptb}.
a) Demostrar que Z, es un subanillo de los nlimeros racionales.

b) Demostrar que los ideales no nulos de Z(yy son todos de la forma Z,p"
para algin n > 0.

¢) ;Cuadles son los elementos invertibles de Zp)? Y los irreducibles?

d) (Es Z,) DFU? ;Y DIP? ;Y dominio euclideo? ;Cémo serdn las factori-
zaciones en Z,?

e) ;Cudl es el cuerpo de fracciones de Z,?
f) Demostrar que Z,/Zqp" = Z/Zp" para todo n > 0.

(a) Claramente 1 = % € Zp)- Si v,y € Ly, entonces v = f ey = g con a,b,c,d €Zy

ptb,d. Entonces p 1 bd y por tanto z —y = % € L) y vy = 35 € Z(p)- Esto prueba

que Zy) es subanillo de Q.

(b) Sea I un ideal no nulo de Z,). Sea § un elemento no nulo de I con a,b € Z y

p 1 b. Pongamos a = a;p™ con p { a;. Entonces b e Zpy y por tanto p™ = bacy

al a1 b
Esto demuestra que p* € I para algiin & > 0. Sea n = min{k > 0 : p¥ € I'}. Entonces
Zpp"™ C 1. Para demostrar la otra inclusién observamos que hemos visto arriba que si

& = ‘“{:m € I, con ptm entonces p™ € I. Por la eleccién de n tenemos que m > n y por
tanto ¢ = '“p;ninp" € Zpp". Esto demuestra que I C Z,p", con lo que I = Z,p".

(c) y (d) Claramente si a y b son enteros que no son miiltiplos de p, entonces 7, g €

Zp)- En tal caso § € Z’(kp). Sin embargo si p t b pero p | a entonces % & Z?p). Por tanto
las unidades de Z,) son las fracciones § con a y b enteros que no son miltiplos de p.
En el apartado (b) hemos visto que todos los ideales no nulos de Z, son de la
forma Z,p" para algtin n. En particular son principales. Luego Z, es DIP y por tanto
también es DFU. Ademds Z,p" C Z,)p™ si y sélo si m < n. Luego el tnico ideal
maximal es Z,)p. Eso implica que los irreducibles de Z,) son los elementos que generen
este ideal que son precisamente los asociados de p. Luego los irreducibles de Z, son los



elementos de la forma 92 con a y b enteros coprimos con p. Por tanto las factorizaciones
en Zy) son todas de la forma $p" con p 1 a,b.

Vamos a ver que Z, es un dominio euclideo. La funcién euclidea que elegimos es
6(%) = mayor n > 0 tal que p" | a (suponiendo que a,b € Z y p 1 b). Esta claro que
6(zy) = 6(x) +6(y), con lo que si x | y en Z, entonces §(z) < §(y). Sean x,y € Z,)
y pongamos d(z) = n y d(y) = m. Si n < m entonces tomando ¢ = 0 y r = y tenemos

(o m

x=qy+rydr) <iy). Supongamosﬁque n > m. Entonces r = %~ e y = %~ con
a,b,c,d € Z 'y ptbd. Tomando ¢ = “dpbc € Zpy y =0 tenemos = = qy + .

(e) Como Z C Zpy € Qy Qes el cuerpo de fracciones de Z, deducimos que Q también
es el cuerpo de fracciones de Z,).

(f) Consideramos el homomorfismo f : Z — Z,) — Zy/Zp,p", que se obtiene de
componer una inclusién con una proyecciéon. Primero vemos que f es suprayectivo. En
efecto, sea x = § con p { a. Como p" y b son coprimos existen u,v € Z tales que
up™ + vb = 1. Entonces pt vy x —va = “_T”“b = 4p" € Zp". Por tanto f(va) =
va + Zpp" = x + Zgp". Esto demuestra que f es suprayectiva. Ahora calculamos
el nicleo de f. Claramente Zp" C ker(f) = Z N Z,)p". Ademds, si m = £p" con
a,b,m € Z y p 1 b entonces p"|m. Luego ker(f) = Zp™. Sélo falta aplicar el Primer
Teorema de Isomorffa para deducir que Z/(p") = Z ) /Z,)p"-

. Sea GG un grupo finito y sea H un subgrupo de G. Se llama exponente de G,
denotado Exp(G), al menor entero positivo n tal que ¢g" = 1 para todo g € G.
Demostrar

a) Exp(G) es el minimo comun miltiplo de los 6rdenes de los elementos de

b) Exp(H) divide a Exp(G).
¢) Si H es normal en G entonces Exp(G/H) divide a Exp(G).
d) Para todo entero n > 2,

Exp(S,) = Exp(S,—1), sin no es potencia de un primo;
Pion) = pExp(S,—1), sin es potencia de un primo p.

Sea e = Exp(G).

a) Sea m el minimo comun miltiplo de los érdenes de los elementos de G. Si g € G
entonces 1 = ¢g¢ y por tanto e es multiplo del orden de g. Luego e es miltiplo de m. Por
otro lado, g™ = 1 para todo g € G, con lo que e < m. De e < m y ml|e deducimos que
e=m.

b) De (a) deducimos que Exp(H) (= minimo comin multiplo de los érdenes de los
elementos de H) divide al minimo comidn multiplo de los érdenes de los elementos de G
y éste es Exp(G).

c¢) Si g € G entonces g¢° = 1 y por tanto (gH)® = g°H = 1. Luego e es multiplo de los
érdenes de los elementos de G/H, con lo que del apartado (a) deducimos que Exp(G/H)
divide a e.

d) Vamos a ver primero que Exp(S,,) = mcm{k : £ < n}. En efecto, para cada k < n,
Sy, tiene un k-ciclo. Como cada k-ciclo tiene orden k, deducimos que k divide a Exp(S),)
para todo k < n y por tanto m := mcm{k : k < n} divide a Exp(S,,). Por otro lado, el
orden de un elemento g de .S, es el minimo comin multiplo de las componentes de su
tipo. Como estas componentes son menores o iguales que n deducimos que g™ = 1. En
conclusién m = Exp(S,,).

Por tanto Exp(Sy,) = mem(n, Exp(S,—1)). Si n no es potencia de primo entonces n =
ning con ny coprimos y menores que n. Luego n = mecm(ny, ng) divide a Exp(S,_1) y por



tanto Exp(S,,) = Exp(S,_1). Si n = p™ con p primo entonces p™~! divide a Exp(S,_1)
pero p™ no divide a ningin k < n. Eso implica que Exp(S,) = mem(p™, Exp(S,—1)) =
pExp(Sp—1).

. Sea A = Z13[X]/(X?) y si f € Z2[X] entonces [ denota su imagen en A.
Demostrar

a) Todo elemento de A tiene la forma a + bX con a,b € Z,
b) A tiene 48 unidades (elementos invertibles).

¢) Obtener las descomposiciones primaria e invariante del grupo de unidades
de A.
(a) Sin > 2 entonces X" =0. Por tanto ag + a1 X + a2 X2+ - - + a, X" = ag + a; X.
(b) Para simplificar la notacién a partir de ahora no escribimos las barras para los
elementos de A. Vamos a ver cémo es la multiplicacién en A:

(a+bX)(c+dX)=ac+ (ad + bc)X.

Por tanto a+bX es invertible si y sélo si existen ¢, d € Zq5 tales que ac = 1y ad+bc = 0.
Eso implica que a es invertible en Zi5. Reciprocamente si a es invertible en Z15 entonces
(@ + bX)(a=' —ba"2X) = 1. Por tanto los elementos invertibles son los de la forma
a+bX cona € Zjy = {£1,£5} y b € Z12. Esto nos da un total de 48 unidades.

(c) Vamos a calcular una férmula para las potencias de a + bX. Para eso observamos
que (a+bX)% = a?+2abX, (a+bX)? = a®+3abX, .... Es decir (a+bX)" = a"+nabX.
Por tanto (a + bX)" = 1 si y s6lo si a® = 1 y nab = 0. Como a? = 1 para todo a € Zi,
y 12b = 0 para todo b € Z19, deducimos que u'? = 1 para todo u € A*. Luego el orden
de cada elemento divide a 12. Ademés 1 + X tiene orden 12. Eso implica que el mayor
de la lista de los divisores elementales de A* es 12. Eso nos deja sélo dos posibles listas
de factores invariantes: [12,4] 6 [12,2,2]. La buena va a ser la segunda pues los elementos
de Z%, forman un subgrupo de A* isomorfo a Z2 que no interseca a (1 + X). Luego
A* = (14 X) ®Zjy = Z12 X Za x Zy. Otra alternativa para ver esto es observar que en
Z12 X Z4 hay sdlo tres elementos de orden 2 mientras que en Z19 X Zo X Zo hay siete. Para
ver que A* es isomorfo a Zi5 X Zo X Zs basta encontrar en A* cuatro elementos de orden
2. Por ejemplo —1,5,—5 y (X + 1) = 1 4+ 6X tienen orden 2 y son diferentes. Luego
la lista de factores invariantes de A* es [12,2,2]. Entonces los divisores elementales son
[4,2,2,3].

. Sean D,, = (R, S), el grupo diédrico donde R es la rotacién de dngulo 27/ny S
una simetria. Sea N = (R?). Demostrar que N es el menor subgrupo normal
de G tal que G/N es abeliano. Calcular [G : N].

Tenemos (R?)® = R? € N y (R?)® = R72. Por tanto N < D,,. Ademés el orden de

R? es
n _f n, si2fm
ged(2,n) | 5, si2|n.
Por tanto [G : N] = 2 si n es impar y [G : N|] = 4 en caso contrario. Como todos

los grupos de orden 2 6 4 son abelianos, G/N es abeliano. Sea H un subgrupo normal
de G tal que G/H es abeliano. Entonces RSH = SRH, o lo que es lo mismo R? =
RSR~'S~' € H. Por tanto N C H.



