Grupos y Anillos. Examen Final. Parte no comiin. 10 de julio de 2020.
Problemas de grupos comunes

(1) (2 puntos)

Sea H un subgrupo de un grupo G y sea Ng(H) = {g € G : gH = Hg}. De-
mostrar

(a) Ng(H) es un subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

(b) Si K es un subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal
entonces K esta contenido en Ng(H). O sea Ng(H) es el mayor subgrupo
de G que contiene a H como subgrupo normal.

(c) El cardinal del conjunto {HY : g € G} de conjugados de H en G es igual a
(G : Na(H)].

Consideramos G actuando por la derecha en el conjunto de subgrupos por conjugacion,
osea K-g = K9. Entonces Ng(H) = Estabg(H ). En particular, Ng(H) es un subgrupo
de G y la érbita de H tiene cardinal [G : Ng(H)]. Como dicha érbita es {HY : g € G} el
apartado (c) ya estard y del apartado (a) solo falta ver que H esta contenido en Ng(H ):Si
h € H entonces hH = H = Hh, con lo que H C Ng(H) y en particular Ng(H) # 0.
Sean a,b € Ng(H) y sea h € H. Finalmente, si k € K entonces kH = Hk porque H es
un subgrupo normal de K. Luego k € Ng(H). Esto demuestra (b).

Sea n un nimero natural y sea G un grupo ciclico de orden n. Demostrar las
siguientes afirmaciones:

(a) Si r es un entero coprimo con n entonces la aplicacién o, : G — G dada
por 0,(g9) = ¢" es un automorfismo de G.

(b) La aplicacién r + nZ — o, estd bien definida y define un isomorfismo del
grupo Z; de unidades del anillo Z,, al grupo de automorfismos de G.

(a) Como G es abeliano, si g,h € G entonces o,(gh) = (gh)" = g"h" = 0,(9)o.(h). Esto
demuestra que o, es un homomorfismo. Como 7 y n son coprimos, existen enteros a, b
tales que ar 4+ bn = 1. Eso implica que a es coprimo con n y 040,(g) = g% = ¢g¥ " = ¢
para todo g € G, pues g" = 1. Luego o, 00, es la identidad de G y andlogamente o, o0 o,
es la identidad de G. Por tanto o, es un automorfismo.

(b) Si 7 y s son enteros tales que 7 = s mod n entonces s = r + mn para otro entero
m y por tanto o5(g9) = ¢° = ¢"T"" = ¢g" = 0.(g9), pues g" = 1. Eso demuestra que
la aplicacion r + nZ — o, estd bien definida. Ademds, para todo r y s se tiene que
0,.05(9) = g"° = 0,5(g9), lo que demuestra que la aplicacién es un homomorfismo. Una
vez que sabemos que es homomorfismo para ver que es inyectiva vemos que el nicleo es
trivial. En efecto, si v + nZ esta en el nicleo, o, = 1 lo que implica que ¢" = ¢ para
todo g € G, o lo que es lo mismo ¢"~! = 1. Pero G tiene un elemento de orden n con
lo que n divide a r — 1, o sea r + nZ = 1 + nZ. Luego efectivamente el nicleo es trivial
y la aplicacién es inyectiva. Para ver que es suprayectiva tomamos un automorfismo



cualquiera f de G y fijemos un generador g de G. Entonces f(g) = ¢" para algin
entero r. Ademéas f(g°) = g para otro entero s, por ser f suprayectiva. Eso implica que
g™ = f(g°) = g, con lo que ¢g"*~! = 1 y por tanto rs — 1 divide a n = |g|. Por tanto
rs = 1 mod n lo que implica que r + nZ es invertible en Z). Ademas f(g) = o,(9) ¥y
como g genera G se tiene que f = o,.

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. El core de H en G es Coreg(H) =
NgecHY. Demostrar:

(a) Coreg(H) es un subgrupo normal de G contenido en H.

(b) Si K es un subgrupo normal de G contenido en H entonces K C Coreg(H ).
O sea Coreg(H) es el mayor subgrupo normal de G contenido en H.

(c) Si [G: H] es finito entonces [G : Coreg(H )| es finito.

(a) Como la conjugacién es un automorfismo, cada HY es un subgrupo de G y por tanto
Coreg(H) es subgrupo de G por ser interseccién de subgrupos. Como H es uno de esos
subgrupos, Coreg(H) C H. Si a,b € Gy x € Coreg(H) entonces = € H™ ' o sea
z = hbe! para algin h € H. Luego 2% = h® € H®. Esto demuestra que 2% € MyegH® =
Coreg(H) para todo x € Coreg(H) y todo a € G. Luego Coreg(H) es normal en G.

(b) Si K es un subgrupo normal de G contenido en H entonces K = K9 C HY para todo
g € Gy por tanto K C NgeqgHY = Coreg(H).

(¢) Como conjugar por un elemento g de G es un automorfismo de G que envia H a
HY se tiene que [G : H| = [G : HY] para todo g € G. Por tanto, si [G : H] es finito
también lo es [G : HY] para todo g € G. Sea x1,...,2, un conjunto de representantes
de las clases laterales por la derecha de H en G. Eso implica que todo elemento de
G es de la forma hax; para algin h € H y algtn i. Entonces H"™i = H% con lo que
Coreg(H) = Npen NIy H* = N7_; H". Ahora razonamos por induccién en k para ver
que [G : ﬂleH Ti] es finito. Si k = 1 basta aplicar lo que hemos dicho arriba. Para
el paso de induccién vamos a usar las siguiente férmula para dos subgrupos A y B de
G: |A-B|-|An B| = |A| - |B| que se vio en el Problema 4.2.7 y la obvia férmula
[G : Al =[G : B][B : A] para el caso en que A esté contenido en B. Si k > 1, ponemos
K = nfZ'H®. Por hipétesis de induccién [G : K] es finito. Como ademds [G' : H®*]
|[H7k| _ |H"kK]|

también es finito tenemos que [H™ : H** N K| = 77 = w S G : K] < 0o. Por
tanto [G : NF_ H;] = [G : H** N K| = [G : H®][H** : H;, N K] es finito. Esto concluye
el argumento de induccién. Aplicdndolo para k = n tenemos que [G : Coreg(H)] = [G :

N7, H"] es finito.

Sea GG un grupo y sea H un subgrupo de (. Se llama clausura normal de H
en G a CNg(H) = Ngcn<gN. Demostrar:

(a) CNg(H) es un subgrupo normal de G que contiene a H.

(b) Todo subgrupo normal de G que contiene a H también contiene a CNg(H ).
O sea CNg(H) es el menor subgrupo normal de G que contiene a H.

(C) CNG(H)Z{hglhik IkZO,hl,...,hkEH,gl,...,ngG}.



(a) Como C'Ng(H) es interseccién de subgrupos normales de G, él es normal en G, y
como todos esos subgrupos contienen a H la interseccion también contiene a H.

(b) Si K es un subgrupo de G que contiene a H, entonces K es uno de los subgrupos
que se usan en la construccién de CNg(H) como interseccién de subgrupos y por tanto
CN¢g(H) esté contenido en K.

(c) Sea K el conjunto de la derecha. Como H C CNg(H) y CNg(H) es un subgrupo
normal de G todos los elementos que forma K estdn en CNg(H), o sea K C CNg(H).

Si:v,yeKentoncesx:h“i”--hi’“ey:hi’jjf~--h%" con gi,...,gn € Gy hi,...,hy €

H. Por tanto zy = h{* -~ hi" € Ky 27! = (h{*---h*)~! = h,;lgk ---h{¥' € K. Esto
demuestra que K es un subgrupo de GG que obviamente contiene a H. Ademas, si g € G
entonces 29 = h{'Y..-h{* € K, con lo que K es normal en G. Como claramente K
contiene a H, tenemos que K es un subgrupo normal de G que contiene a H y por el
apartado (b) se tiene que CNg(H) C K.

(1.5 puntos)

Demostrar que si g y h son elementos de un grupo entonces gh y hg tienen el
mismo orden.

La conjugacién con un elemento de G es un autormorfismo de G y por tanto asocia
elementos del mismo orden. Como (gh)? = g 'ghg = hg, se tiene que gh y hg son
conjugados y por tanto tienen el mismo orden.

Demostrar que si H y K son subgrupos normales de G con HNK = 1 entonces
hk = kh para todo he Hy k € K.

Sean h € Hy k € K. Como H y K son subgrupos normales de G se tiene que h™1, h* €
Hy (kY ¢ K. Por tanto h 'k~'hk = h='k* ¢ H y b 'k~ 'hk = (k"1)'k € K.
Deducimos pues que h™ 'k~ hk con lo que h~'k~'hk =1 o lo que es lo mismo hk = kh.

Demostrar que si IV es un subgrupo normal de un grupo G entonces el centro
Z(N) de N y el centralizador C;(N) de N en G son ambos subgrupos normales
de G.

Sean g € G, h € Cq(N) y n € N. Entonces gng~' € N, por ser N normal en G, con lo
que (gng~')h = hgng™'. Luego h¥n = g~'hgn = g~ h(gng')g = g~ (gng~')hg = nh9.
Esto demuestra que h9 € Cg(N). Por tanto Cg(N) es normal en G. Como Z(N) =
NNCg(N) y la interseccién de dos subgrupos normales de G es normal en G, deducimos
que Z(N) es normal en G.

Sea H un subgrupo normal de S,,. Demostrar que si H contiene una trans-
posiciéon entonces H = 5,,.

Todas las transposiciones de S, son conjugadas en S, con lo que si H contiene una trans-
posicién entonces las contiene todas, por ser H normal en S,. Como S,, estd generado
por las transposiciones deducimos que H = S,,.



Problemas Examen final.
Anillos

3)

(2 puntos)

Sea K un cuerpo. Demostrar que para cada dos enteros n y m se verifica que
el polinomio Y + XY™ 4+ X2Y™ + X3Y es irreducible en K[X,Y].

Sea K un cuerpo. Demostrar que para cada dos niimeros naturales n y m se
verifica que el polinomio Y? + X"Y? + X™Y + X es irreducible en K[X,Y].

En el primer casos basta considerar el polinomio como un polinomio en la variable Y
con coeficientes en K[X] y aplicar el Criterio de Eisenstein con el irreducible X del DFU
K[X] y en el segundo igual intercambiando los papeles de X e Y.

Sea D un DFU y sean p y ¢ irreducibles no asociados de D y n un nimero
natural. Demostrar que el polinomio pX™ + ¢* es irreducible en D[X].

Sea D un DFU y sean p y ¢ irreducibles no asociados de D y n un niimero
entero mayor que 1. Demostrar que el polinomio p X"+ pgX +¢* es irreducible
en D[X].

En ambos, basta aplicar la versiéon del Criterio de Eisenstein “al revés” que aparece en
el Problema 3.4.1. con el irreducible p.

(1.5 puntos)

Demostrar que si D es un DFU entonces la interseccion de cada dos ideales
principales de D es otro ideal principal.

Sea a,b € D. Sia =0o00b =0 entonces (a) N (b) = (0). Supongamos que a # 0y
b#0ysean a = up...pp* y b= vp/fl pgk factorizaciones de a y b con p1,...,pk
irreducibles no asociados. Para cada ¢ = 1,...,k sea 7; = max(ay, ;) y sea m =
pi'...pjk. Claramente a | m y b|m con lo que (m) N (a) N (b). Por otro lado si  es un
elemento de (a) N (b) distinto de 0 entonces m divide a p;* para todo i pues divide a a
o a by ambos dividen a x. Por tanto m | x, con lo que z € (m). Esto demuestra que

(@) N (b) = (m).
Sea D un dominio de factorizacién en el que el ideal generado por cada dos
elementos es principal. Demostrar que D es un DFU.

Como D es DF, basta demostrar que todo irreducible p de D es primo. Sean a,b € D
tales que p | ab y p 1 a. Por hipétesis (a,p) = (¢) para algin ¢ € D. Entonces p € (¢) o
sea ¢ | p pero a y ¢ no son asociados porque a € (c) \ (p). Por tanto ¢ es unidad. Es decir
(a,p) = D con lo que 1 = ax +py con z,y € D. Entonces b = abz + pby es multiplo de p.

Sea D un DFU en el que el ideal generado por cada dos elementos es principal.
Demostrar que D es un DIP.

Para cada a € D \ 0 sea ¢(a) el nimero de irreducibles es una factorizaciéon de a. Sea
I un ideal no nulo de D y sea a un elemento de I con ¢(a) minimo. Vamos a ver que
I = (a). Claramente (a) C I. Sea = € I. Por hipétesis (a,z) = (b) con b € I. Por



tanto a | b, lo que implica que ¢(b) < ¢(a). Por la minimalidad de ¢(a) tenemos que
©(b) = p(a) lo que implica que a y b son asociados. Luego = € (b) = (a), es decir = € (a).
Luego I = (a), como querfamos.

Grupos

(3) (2 puntos)

Calcular todos los grupos abelianos de orden p?¢® salvo isomorfismos con p y
q dos primos distintos.

Calcular todos los grupos abelianos de orden p*gr salvo isomorfismos con p, g
y r tres primos distintos.

Por el Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitos todo grupo abeliano de orden
p? es la suma directa de uno de orden p? y unos de orden ¢>. Los divisores elementales
del primero seran [p?] o [p,p] y los del segundo serén [¢®], [¢%,4] 6 [q, q,q]. Combinando
las dos primeras opciones con las tres segunda obtenemos que todo grupo abeliano de
orden p?¢? es isomorfo a exactamente uno de los siguientes grupos:

I

C

Cp2 x Cs p*q®
Cp2 xCpe x Cyp = Cpape x Cy
Cpa X Cy x Cy x Cy = Cpay x Oy x Cy
CpxCpxCp = Cpp xCp
CpxCpxCpxCy = CppexCpy

Cp x Cp x Oy x Cy x Cy

1

Cpg X Cpg x Cy.
De forma similar todo grupo de orden p* es isomorfo a Cps, Cpzs X Cp, Cp2 X Cp2, Cp2 X
Cp x Cp 6 Cp2 X Cp x Cpp. Como todo grupo de orden g es isomorfo a C; tenemos que
cada grupo de orden p*qr es isomorfo a exactamente uno de los siguientes:

Cps X Cg x Cr = Chag,y
Cps X Cp x Cy x Cp = Clagr x Cp
Cp2 X Cpa X Oy x G =2 Cpagp X Cp2
Cp2 X Cp x Cp X Oy x G = Cpgp X Cp x G

Cp x Cpx CpxCp,xCyxC,

I

Cpgr X Cp x Cp x Cp

Encontrar dos subgrupos H y K del grupo diédrico D, tales que HK = {hk :
h € H,k € K} no sea un subgrupo de D,.

Tenemos Dy = {1, a,a?, a®,b,ab,a®b,a®b} con a* = b*> = 1, ba = a~'b. Entonces H =
by ={1,b} y K = (ab) = {1,ab} y HK = {1,b,ab,bab = a~'} no es un subgrupo porque
contiene a a~! pero no contiene a a.



Sean p un nimero primo, k£ y n nimeros naturales y A un p-grupo abeliano
de orden p"t!'. Sea B = {a” : a € A}. Demostrar que B es ciclico de orden p*
siy solo si A= Cpk+1 X Cg_k.

Sea A = (aj)per @ -+ @ (ay)por una descomposicién primaria de A. Entonces B =
(a})po1-1 @ -+ @ (aF)por—1. Luego B es ciclico de orden k si y solo si ay = k+ 1y
ag =+ =a, =1 (lo que implicard que n+1=k+14+r—1,0o0sear=n—k+1) lo

que es equivalente a que A es isomorfo a Cpri1 X Cg_k .

(1.5 puntos)

Sea G un grupo y sea H la diagonal de G x G, o sea H = {(g,9) : g € G}.
Demostrar que H es un subgrupo de G x G y que H es normal en G x Gsiy
solo si G es abeliano.

Claramente (1,1) € H, ysix,y € H entonces x = (g,9) e y = (h, h) para ciertos g, h € G.
Entonces xy~! = (g,9)(h,h)~! = (gh=t,gh™1) € H. Esto demuestra que H es subgrupo
de G x GG. Si G es abeliano, entonces G X G también lo es y por tanto H es normal
en G x G. En caso contrario existen g, h € G tales que gh # hg, o lo que es lo mismo
g~ 'hg # h. En tal caso (h,h) € H pero (g,1)"(h,h)(g,1) = (9~ ‘hg,h) & H, con lo que
H no es normal en G x G.

Sea A un grupo abeliano finito y sea a un elemento de A de orden maximo.
Demostrar que (a) es un sumando directo de A.

Sea (dy,...,dy) la lista de factores invariantes de A. Entonces |a| =d; y A= A1 ® A2 @

-+ @ Ay, con A; ciclico de orden d;. Sia = a;+---+ay entonces |di| = mem(|aq, ..., |ag|)
y cada |a;| divide a d; que a su vez divide a d;. Eso implica que |d;| = |a;| para algin 1.
Eso implica que |d1| = |d;| y podemos suponer sin pérdida de generalidad que i = 1. Sea

B=Ay® - & Ay.

Siz € (a) N B entonces . =na =ba+---+b, con b; € A; paratodoi =2,...,kyn€Z.
Entonces na; = (ba —nag) +-- -+ (by —nag) € (a1) N B = {0}. Por tanto na; = 0, lo que
implica que di = |a1| = |a| | n y por tanto z = na = 0. Esto demuestra que (a)NB = {0}
y por tanto [(a) + B| = |(a)| - |B| = |A|, lo que implica que B = (a) ® B. Luego (a) es
un sumando directo de A.

Dar un ejemplo de un grupo G y de un nimero natural n para el que G" =

{g" : g € G} no sea subgrupo de G. Demostrar que si G" es subgrupo de G
entonces es normal en G.

S3 = {1,(1 2),(1 3),(2 3)} que no es un subgrupo de S3. Si z € G" y g € G entonces
x = h™ para algin h € G y 29 = (h9)" € G™. Por tanto, si G es subgrupo entonces es
normal en G.

Demostrar que si K es un subgrupo normal de G de indice primo py H es un
subgrupo de G no contenido en K entonces HK =G y [H: HN K| = p.

Como H no esta contenido en K, HK contiene propiamente a K y como K es normal
en G, por el Tercer Teorema de Isomorfia HK es un subgrupo de Gy 1 # HK/K =



H/H N K. Entonces |HK/K es un divisor de |G/K| = p, distinto de 1, con lo que
HK =Gy |[H:HNK|=|[G: K]=p.



