
Grupos y Anillos. Examen Final. Parte no común. 10 de julio de 2020.

Problemas de grupos comunes

(1) (2 puntos)

Sea H un subgrupo de un grupo G y sea NG(H) = {g ∈ G : gH = Hg}. De-
mostrar

(a) NG(H) es un subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

(b) Si K es un subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal
entonces K está contenido en NG(H). O sea NG(H) es el mayor subgrupo
de G que contiene a H como subgrupo normal.

(c) El cardinal del conjunto {Hg : g ∈ G} de conjugados de H en G es igual a
[G : NG(H)].

Consideramos G actuando por la derecha en el conjunto de subgrupos por conjugación,
o sea K ·g = Kg. Entonces NG(H) = EstabG(H). En particular, NG(H) es un subgrupo
de G y la órbita de H tiene cardinal [G : NG(H)]. Como dicha órbita es {Hg : g ∈ G} el
apartado (c) ya estará y del apartado (a) solo falta ver que H está contenido en NG(H):Si
h ∈ H entonces hH = H = Hh, con lo que H ⊆ NG(H) y en particular NG(H) 6= ∅.
Sean a, b ∈ NG(H) y sea h ∈ H. Finalmente, si k ∈ K entonces kH = Hk porque H es
un subgrupo normal de K. Luego k ∈ NG(H). Esto demuestra (b).

Sea n un número natural y sea G un grupo ćıclico de orden n. Demostrar las
siguientes afirmaciones:

(a) Si r es un entero coprimo con n entonces la aplicación σr : G → G dada
por σr(g) = gr es un automorfismo de G.

(b) La aplicación r + nZ → σr está bien definida y define un isomorfismo del
grupo Z∗n de unidades del anillo Zn al grupo de automorfismos de G.

(a) Como G es abeliano, si g, h ∈ G entonces σr(gh) = (gh)r = grhr = σr(g)σr(h). Esto
demuestra que σr es un homomorfismo. Como r y n son coprimos, existen enteros a, b
tales que ar+ bn = 1. Eso implica que a es coprimo con n y σaσr(g) = gar = gar+bn = g
para todo g ∈ G, pues gn = 1. Luego σa ◦σr es la identidad de G y análogamente σr ◦σa
es la identidad de G. Por tanto σr es un automorfismo.

(b) Si r y s son enteros tales que r ≡ s mod n entonces s = r + mn para otro entero
m y por tanto σs(g) = gs = gr+mn = gr = σr(g), pues gn = 1. Eso demuestra que
la aplicación r + nZ 7→ σr está bien definida. Además, para todo r y s se tiene que
σrσs(g) = grs = σrs(g), lo que demuestra que la aplicación es un homomorfismo. Una
vez que sabemos que es homomorfismo para ver que es inyectiva vemos que el núcleo es
trivial. En efecto, si r + nZ está en el núcleo, σr = 1 lo que implica que gr = g para
todo g ∈ G, o lo que es lo mismo gr−1 = 1. Pero G tiene un elemento de orden n con
lo que n divide a r − 1, o sea r + nZ = 1 + nZ. Luego efectivamente el núcleo es trivial
y la aplicación es inyectiva. Para ver que es suprayectiva tomamos un automorfismo



cualquiera f de G y fijemos un generador g de G. Entonces f(g) = gr para algún
entero r. Además f(gs) = g para otro entero s, por ser f suprayectiva. Eso implica que
grs = f(gs) = g, con lo que grs−1 = 1 y por tanto rs − 1 divide a n = |g|. Por tanto
rs ≡ 1 mod n lo que implica que r + nZ es invertible en Z∗n. Además f(g) = σr(g) y
como g genera G se tiene que f = σr.

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. El core de H en G es CoreG(H) =
∩g∈GHg. Demostrar:

(a) CoreG(H) es un subgrupo normal de G contenido en H.

(b) Si K es un subgrupo normal de G contenido en H entonces K ⊆ CoreG(H).
O sea CoreG(H) es el mayor subgrupo normal de G contenido en H.

(c) Si [G : H] es finito entonces [G : CoreG(H)] es finito.

(a) Como la conjugación es un automorfismo, cada Hg es un subgrupo de G y por tanto
CoreG(H) es subgrupo de G por ser intersección de subgrupos. Como H es uno de esos
subgrupos, CoreG(H) ⊆ H. Si a, b ∈ G y x ∈ CoreG(H) entonces x ∈ Hba−1

, o sea
x = hba

−1
para algún h ∈ H. Luego xa = hb ∈ Hb. Esto demuestra que xa ∈ ∩b∈GHb =

CoreG(H) para todo x ∈ CoreG(H) y todo a ∈ G. Luego CoreG(H) es normal en G.

(b) Si K es un subgrupo normal de G contenido en H entonces K = Kg ⊆ Hg para todo
g ∈ G y por tanto K ⊆ ∩g∈GHg = CoreG(H).

(c) Como conjugar por un elemento g de G es un automorfismo de G que env́ıa H a
Hg se tiene que [G : H] = [G : Hg] para todo g ∈ G. Por tanto, si [G : H] es finito
también lo es [G : Hg] para todo g ∈ G. Sea x1, . . . , xn un conjunto de representantes
de las clases laterales por la derecha de H en G. Eso implica que todo elemento de
G es de la forma hxi para algún h ∈ H y algún i. Entonces Hhxi = Hxi con lo que
CoreG(H) = ∩h∈H ∩ni=1 H

xi = ∩ni=1H
xi . Ahora razonamos por inducción en k para ver

que [G : ∩ki=1H
xi ] es finito. Si k = 1 basta aplicar lo que hemos dicho arriba. Para

el paso de inducción vamos a usar las siguiente fórmula para dos subgrupos A y B de
G: |A · B| · |A ∩ B| = |A| · |B| que se vio en el Problema 4.2.7 y la obvia fórmula
[G : A] = [G : B][B : A] para el caso en que A esté contenido en B. Si k > 1, ponemos
K = ∩k−1i=1H

xi . Por hipótesis de inducción [G : K] es finito. Como además [G : Hxk ]

también es finito tenemos que [Hxk : Hxk ∩K] = |Hxk |
Hxk∩K = |HxkK|

|K| ≤ [G : K] < ∞. Por

tanto [G : ∩ki=1Hi] = [G : Hxk ∩K] = [G : Hxk ][Hxk : Hk ∩K] es finito. Esto concluye
el argumento de inducción. Aplicándolo para k = n tenemos que [G : CoreG(H)] = [G :
∩ni=1H

xi ] es finito.

Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Se llama clausura normal de H
en G a CNG(H) = ∩H⊆NEGN . Demostrar:

(a) CNG(H) es un subgrupo normal de G que contiene a H.

(b) Todo subgrupo normal de G que contiene a H también contiene a CNG(H).
O sea CNG(H) es el menor subgrupo normal de G que contiene a H.

(c) CNG(H) = {hg11 · · ·h
gk
k : k ≥ 0, h1, . . . , hk ∈ H, g1, . . . , gk ∈ G}.



(a) Como CNG(H) es intersección de subgrupos normales de G, él es normal en G, y
como todos esos subgrupos contienen a H la intersección también contiene a H.

(b) Si K es un subgrupo de G que contiene a H, entonces K es uno de los subgrupos
que se usan en la construcción de CNG(H) como intersección de subgrupos y por tanto
CNG(H) está contenido en K.

(c) Sea K el conjunto de la derecha. Como H ⊆ CNG(H) y CNG(H) es un subgrupo
normal de G todos los elementos que forma K están en CNG(H), o sea K ⊆ CNG(H).

Si x, y ∈ K entonces x = hg11 · · ·h
gk
k e y = h

gk+1

k+1 · · ·h
gn
n con g1, . . . , gn ∈ G y h1, . . . , hn ∈

H. Por tanto xy = hg11 · · ·h
gn
n ∈ K y x−1 = (hg11 · · ·h

gk
k )−1 = h−1k

gk · · ·h−11
g1 ∈ K. Esto

demuestra que K es un subgrupo de G que obviamente contiene a H. Además, si g ∈ G
entonces xg = hg1g1 · · ·hgkgk ∈ K, con lo que K es normal en G. Como claramente K
contiene a H, tenemos que K es un subgrupo normal de G que contiene a H y por el
apartado (b) se tiene que CNG(H) ⊆ K.

(2) (1.5 puntos)

Demostrar que si g y h son elementos de un grupo entonces gh y hg tienen el
mismo orden.

La conjugación con un elemento de G es un autormorfismo de G y por tanto asocia
elementos del mismo orden. Como (gh)g = g−1ghg = hg, se tiene que gh y hg son
conjugados y por tanto tienen el mismo orden.

Demostrar que si H y K son subgrupos normales de G con H ∩K = 1 entonces
hk = kh para todo h ∈ H y k ∈ K.

Sean h ∈ H y k ∈ K. Como H y K son subgrupos normales de G se tiene que h−1, hk ∈
H y (k−1)h ∈ K. Por tanto h−1k−1hk = h−1kk ∈ H y h−1k−1hk = (k−1)hk ∈ K.
Deducimos pues que h−1k−1hk con lo que h−1k−1hk = 1 o lo que es lo mismo hk = kh.

Demostrar que si N es un subgrupo normal de un grupo G entonces el centro
Z(N) de N y el centralizador CG(N) de N en G son ambos subgrupos normales
de G.

Sean g ∈ G, h ∈ CG(N) y n ∈ N . Entonces gng−1 ∈ N , por ser N normal en G, con lo
que (gng−1)h = hgng−1. Luego hgn = g−1hgn = g−1h(gng−1)g = g−1(gng−1)hg = nhg.
Esto demuestra que hg ∈ CG(N). Por tanto CG(N) es normal en G. Como Z(N) =
N ∩CG(N) y la intersección de dos subgrupos normales de G es normal en G, deducimos
que Z(N) es normal en G.

Sea H un subgrupo normal de Sn. Demostrar que si H contiene una trans-
posición entonces H = Sn.

Todas las transposiciones de Sn son conjugadas en Sn con lo que si H contiene una trans-
posición entonces las contiene todas, por ser H normal en Sn. Como Sn está generado
por las transposiciones deducimos que H = Sn.



Problemas Examen final.

Anillos

(3) (2 puntos)

Sea K un cuerpo. Demostrar que para cada dos enteros n y m se verifica que
el polinomio Y n +XY m +X2Y m +X3Y es irreducible en K[X,Y ].

Sea K un cuerpo. Demostrar que para cada dos números naturales n y m se
verifica que el polinomio Y 3 +XnY 2 +XmY +X es irreducible en K[X,Y ].

En el primer casos basta considerar el polinomio como un polinomio en la variable Y
con coeficientes en K[X] y aplicar el Criterio de Eisenstein con el irreducible X del DFU
K[X] y en el segundo igual intercambiando los papeles de X e Y .

Sea D un DFU y sean p y q irreducibles no asociados de D y n un número
natural. Demostrar que el polinomio pXn + q2 es irreducible en D[X].

Sea D un DFU y sean p y q irreducibles no asociados de D y n un número
entero mayor que 1. Demostrar que el polinomio pXn+pqX+q2 es irreducible
en D[X].

En ambos, basta aplicar la versión del Criterio de Eisenstein “al revés” que aparece en
el Problema 3.4.1. con el irreducible p.

(4) (1.5 puntos)

Demostrar que si D es un DFU entonces la intersección de cada dos ideales
principales de D es otro ideal principal.

Sea a, b ∈ D. Si a = 0 o b = 0 entonces (a) ∩ (b) = (0). Supongamos que a 6= 0 y

b 6= 0 y sean a = upα1
1 . . . pαkk y b = vpβ11 . . . pβkk factorizaciones de a y b con p1, . . . , pk

irreducibles no asociados. Para cada i = 1, . . . , k sea γi = max(αi, βi) y sea m =
pγ11 . . . pγkk . Claramente a | m y b | m con lo que (m) ∩ (a) ∩ (b). Por otro lado si x es un
elemento de (a) ∩ (b) distinto de 0 entonces m divide a pγii para todo i pues divide a a
o a b y ambos dividen a x. Por tanto m | x, con lo que x ∈ (m). Esto demuestra que
(a) ∩ (b) = (m).

Sea D un dominio de factorización en el que el ideal generado por cada dos
elementos es principal. Demostrar que D es un DFU.

Como D es DF, basta demostrar que todo irreducible p de D es primo. Sean a, b ∈ D
tales que p | ab y p - a. Por hipótesis (a, p) = (c) para algún c ∈ D. Entonces p ∈ (c) o
sea c | p pero a y c no son asociados porque a ∈ (c) \ (p). Por tanto c es unidad. Es decir
(a, p) = D con lo que 1 = ax+py con x, y ∈ D. Entonces b = abx+pby es múltiplo de p.

Sea D un DFU en el que el ideal generado por cada dos elementos es principal.
Demostrar que D es un DIP.

Para cada a ∈ D \ 0 sea ϕ(a) el número de irreducibles es una factorización de a. Sea
I un ideal no nulo de D y sea a un elemento de I con ϕ(a) mı́nimo. Vamos a ver que
I = (a). Claramente (a) ⊆ I. Sea x ∈ I. Por hipótesis (a, x) = (b) con b ∈ I. Por



tanto a | b, lo que implica que ϕ(b) ≤ ϕ(a). Por la minimalidad de ϕ(a) tenemos que
ϕ(b) = ϕ(a) lo que implica que a y b son asociados. Luego x ∈ (b) = (a), es decir x ∈ (a).
Luego I = (a), como queŕıamos.

Grupos

(3) (2 puntos)

Calcular todos los grupos abelianos de orden p2q3 salvo isomorfismos con p y
q dos primos distintos.

Calcular todos los grupos abelianos de orden p4qr salvo isomorfismos con p, q
y r tres primos distintos.

Por el Teorema de Estructura de Grupos Abelianos Finitos todo grupo abeliano de orden
p2 es la suma directa de uno de orden p2 y unos de orden q3. Los divisores elementales
del primero serán [p2] o [p, p] y los del segundo serán [q3], [q2, q] ó [q, q, q]. Combinando
las dos primeras opciones con las tres segunda obtenemos que todo grupo abeliano de
orden p2q3 es isomorfo a exactamente uno de los siguientes grupos:

Cp2 × Cq3 ∼= Cp2q3

Cp2 × Cq2 × Cq ∼= Cp2q2 × Cq
Cp2 × Cq × Cq × Cq ∼= Cp2q × Cq × Cq

Cp × Cp × Cq3 ∼= Cpq3 × Cp
Cp × Cp × Cq2 × Cq ∼= Cpq2 × Cpq

Cp × Cp × Cq × Cq × Cq ∼= Cpq × Cpq × Cq.

De forma similar todo grupo de orden p4 es isomorfo a Cp4 , Cp3 × Cp, Cp2 × Cp2 , Cp2 ×
Cp × Cp ó Cp2 × Cp × Cp. Como todo grupo de orden q es isomorfo a Cq tenemos que
cada grupo de orden p4qr es isomorfo a exactamente uno de los siguientes:

Cp4 × Cq × Cr ∼= Cp4qr

Cp3 × Cp × Cq × Cr ∼= Cp3qr × Cp
Cp2 × Cp2 × Cq × Cr ∼= Cp2qr × Cp2

Cp2 × Cp × Cp × Cq × Cr ∼= Cp2qr × Cp × Cp
Cp × Cp × Cp × Cp × Cq × Cr ∼= Cpqr × Cp × Cp × Cp

Encontrar dos subgrupos H y K del grupo diédrico D4 tales que HK = {hk :
h ∈ H, k ∈ K} no sea un subgrupo de D4.

Tenemos D4 = {1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b} con a4 = b2 = 1, ba = a−1b. Entonces H =
〈b〉 = {1, b} y K = 〈ab〉 = {1, ab} y HK = {1, b, ab, bab = a−1} no es un subgrupo porque
contiene a a−1 pero no contiene a a.



Sean p un número primo, k y n números naturales y A un p-grupo abeliano
de orden pn+1. Sea B = {ap : a ∈ A}. Demostrar que B es ćıclico de orden pk

si y solo si A ∼= Cpk+1 × Cn−kp .

Sea A = 〈a1〉pα1 ⊕ · · · ⊕ 〈ar〉pαr una descomposición primaria de A. Entonces B =
〈ap1〉pα1−1 ⊕ · · · ⊕ 〈apr〉pαr−1 . Luego B es ćıclico de orden k si y solo si α1 = k + 1 y
α2 = · · · = αr = 1 (lo que implicará que n + 1 = k + 1 + r − 1, o sea r = n − k + 1) lo
que es equivalente a que A es isomorfo a Cpk+1 × Cn−kp .

(4) (1.5 puntos)

Sea G un grupo y sea H la diagonal de G × G, o sea H = {(g, g) : g ∈ G}.
Demostrar que H es un subgrupo de G×G y que H es normal en G×G si y
solo si G es abeliano.

Claramente (1, 1) ∈ H, y si x, y ∈ H entonces x = (g, g) e y = (h, h) para ciertos g, h ∈ G.
Entonces xy−1 = (g, g)(h, h)−1 = (gh−1, gh−1) ∈ H. Esto demuestra que H es subgrupo
de G × G. Si G es abeliano, entonces G × G también lo es y por tanto H es normal
en G × G. En caso contrario existen g, h ∈ G tales que gh 6= hg, o lo que es lo mismo
g−1hg 6= h. En tal caso (h, h) ∈ H pero (g, 1)−1(h, h)(g, 1) = (g−1hg, h) 6∈ H, con lo que
H no es normal en G×G.

Sea A un grupo abeliano finito y sea a un elemento de A de orden máximo.
Demostrar que 〈a〉 es un sumando directo de A.

Sea (d1, . . . , dk) la lista de factores invariantes de A. Entonces |a| = d1 y A = A1⊕A2⊕
· · ·⊕Ak con Ai ćıclico de orden di. Si a = a1+ · · ·+ak entonces |d1| = mcm(|a1|, . . . , |ak|)
y cada |ai| divide a di que a su vez divide a d1. Eso implica que |d1| = |ai| para algún i.
Eso implica que |d1| = |di| y podemos suponer sin pérdida de generalidad que i = 1. Sea
B = A2 ⊕ · · · ⊕Ak.

Si x ∈ 〈a〉∩B entonces x = na = b2 + · · ·+ bk con bi ∈ Ai para todo i = 2, . . . , k y n ∈ Z.
Entonces na1 = (b2−na2) + · · ·+ (bk−nak) ∈ 〈a1〉∩B = {0}. Por tanto na1 = 0, lo que
implica que d1 = |a1| = |a| | n y por tanto x = na = 0. Esto demuestra que 〈a〉∩B = {0}
y por tanto |〈a〉 + B| = |〈a〉| · |B| = |A|, lo que implica que B = 〈a〉 ⊕ B. Luego 〈a〉 es
un sumando directo de A.

Dar un ejemplo de un grupo G y de un número natural n para el que Gn =
{gn : g ∈ G} no sea subgrupo de G. Demostrar que si Gn es subgrupo de G
entonces es normal en G.

S3
3 = {1, (1 2), (1 3), (2 3)} que no es un subgrupo de S3. Si x ∈ Gn y g ∈ G entonces
x = hn para algún h ∈ G y xg = (hg)n ∈ Gn. Por tanto, si G es subgrupo entonces es
normal en G.

Demostrar que si K es un subgrupo normal de G de ı́ndice primo p y H es un
subgrupo de G no contenido en K entonces HK = G y [H : H ∩K] = p.

Como H no está contenido en K, HK contiene propiamente a K y como K es normal
en G, por el Tercer Teorema de Isomorf́ıa HK es un subgrupo de G y 1 6= HK/K ∼=



H/H ∩ K. Entonces |HK/K es un divisor de |G/K| = p, distinto de 1, con lo que
HK = G y [H : H ∩K] = [G : K] = p.


