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Grupos y Anillos. Examen Temas 1-3. 21 de abril de 2020. Soluciones

(a) Demostrar que 1+ i y 3 son irreducibles en Z[i] y que Z[i]/(3 + 3i) es el
producto directo de dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno de
los dos cuerpos?

(b) Factorizar 5 en Z[i] y demostrar que Z[i]/(5) es el producto directo de
dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno de los dos cuerpos?

(c) Demostrar que 1+ i y 7 son irreducibles en Z[i] y que Z[i]/(7 + Ti) es el
producto directo de dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno de
los dos cuerpos?

(d) Factorizar 13 en Z[i] y demostrar que Z[i]/(13) es el producto directo de
dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno de los dos cuerpos?

(e) Demostrar que 1+ 2i y 7 son irreducibles en Z[i] y que Z[i]/(7 + 14i) es
el producto directo de dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno
de los dos cuerpos?

(f) Factorizar 21 en Z[i] y demostrar que Z[i]/(21) es el producto directo de
dos cuerpos finitos. ;Qué cardinal tiene cada uno de los dos cuerpos?

En todos estos ejercicios va bien utilizar la norma que en este caso toma la forma N (a +
bi) = a® + b?. Sabemos que un elemento de Z[i] es unidad si y solo si su norma es 1
y usando esto es facil ver que si p es un ndmero primo, entonces un elemento a de Z[i]
cuya norma es p es irreducible en Z[i] y en tal caso p = aa es la factorizacién de p. Sin
embargo si p no es la norma de ningin elemento, o sea no es suma de dos cuadrados
entonces p es irreducible en Z[i]. Por ejemplo N(1 +1i) =2, N(2+1i) = N(1+2i) =5,
con lo que 1 4+ ¢y 1+ 2i son irreducibles y 2 = (1 +4)(1 —4) y 5 = (1 4+ 2:)(1 — 29)
son factorizaciones en producto de irreducibles y sin embargo 3 y 7 no son suma de dos
cuadrados y por tanto son irreducibles en Z[i]. Con esto queda hecha la primera parte.

Para aplicar la segunda parte hay que aplicar el Teorema Chino de los Restos. En todos
los casos se pide probar que Z[i]/(ab) es producto de dos cuerpos y en todos los casos a
y b o son los irreducibles que aparecen en la primera parte o ab es la factorizacion que
se pide. Hay que tener cuidado de demostrar que (a) + (b) = Z[i] para poder aplicar el
Teorema Chino de los Restos pero en todos los casos es verdad pues a y b son irreducibles
no asociados lo que es facil de ver. Por tanto Z[i|/(ab) = Z[i]/(a) x Z[i]/(b) y los dos
factores son cuerpos.

Para ver el cardinal de Z[i]/(a) hay dos opciones. Si a es un nimero natural entonces
todo elemento de Z[i]/(a) es de la forma z + yi con 0 < z,y < a y dos elementos de
este tipo no estdn en la misma clase médulo a. Por tanto |Z[i]/(a)| = a®. Sin embargo
si a no estd en Z pero a es irreducible entonces p = N(a) = a@ resulta ser primo. Si
resulta que a y @ no son asociados entonces Z[i|/(p) = Zl[i]/(a) x Z[i]/(@) con lo que
p? = |Z[i)/(a)|-|Z]i]/(@). Eso implica que |Z[i]/(a)| = p. Con esto se pueden hacer todos
los casos menos el caso en que a = 1 + i pues en este caso a y a@ si que son asociados.
Pero en este caso se tiene que 1+ ¢ esta en la misma clase que 0 y por tanto ¢ estd en la
misma clase que 1. Luego |Z[i]/(1 + )| = 2.



(2)

(2 puntos) Sea A el conjunto de los polinomios con coeficientes racionales cuyo
termino independiente es un nimero entero.

(a) Demostrar que A es un subanillo de Q[X].

(b) Demostrar que si p es un nimero primo entonces el ideal generado por
py X en A es principal y el ideal generado por esos elementos en Q[X]
también es principal.

SiP=Y,20pX"'y Q=23 ,-0¢X" entonces los términos principales de P — Q y PQ
son py + qo v pogo y ambos son enteros por serlo pg v qo. Como todos los deméds son

racionales (pues Q[X] es un anillo) y 0 obviamente pertenece a A esto demuestra que A
es subanillo de Q[X].

Sabemos que Q[X] es un DIP, por tanto todo ideal de Q[X] es principal y en particular
lo seré el generado por p y X en ese anillo. Por otro lado X = %p, con lo que X esta en
el ideal principal generado por p en A y por tanto el ideal generado por p y X en A estd
generado por p, con lo que es principal.

(3 puntos) Sea D un dominio y sea K el cuerpo de fracciones de D. Sea P un
ideal primo de D. Si I es un ideal de D entonces denotamos

Ip:{%:ael,beD\P}.

Demostrar:

a) Dp es un subanillo de K.

(
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(
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) Un elemento = de Dp es unidad de Dp siy sélo si z & Pp.
(¢c) SiI es un ideal de D entonces Ip es un ideal de Dp.
)

)

d
(e

Si I es un ideal de D entonces Ip = Dp si y s6losi I Z P.

Todo ideal propio de Dp es de la forma Ip para algin ideal I de D
contenido en P.

(f) Si I y J son dos ideales primos de D contenidos en P entonces I C J siy
solo si Ip C Jp.

a)0=2y1¢ P. Portanto 0 € Dp. Siz,y € Dp entonces =% ey =2 con a,be D
1 T s
y r,s € D\ P. Entonces rs € D \ P, por ser P ideal primo de D y por tanto
a b _as—br a b ab

T—y=-——-= ,—ay=—-=—¢€Dp.
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(b) Sea € Dp \ Pp. Entonces = ¢ cona € Dy r € D\ P. Ademés a ¢ P pues

1

x ¢ Pp. Luego 27+ = % € Dp y por tanto = € Dp.

Reciprocamente, supongamos que z € Pp. Entonces = ® cona € Py r € D\ P.
Vamos a ver que eso implica que x no es invertible en Dp. En caso contrario tendriamos



quex% =1lconbe Dyse D\ P. Entonces rs = ab € P en contra de que r,s ¢ Py P
es ideal primo.

(c) De nuevo (i) 0 =Y y 1 ¢ P. Por tanto 0 € Ip. Siz,y € Ipy z € Dp entonces z = £,

y = g yz=¢%conabecl ceDyrs,teD\P. Entonces rs,tr € D\ P, por ser P
ideal primo de D y por tanto

(d) Si I Z P entonces existe z € I \ P y por tanto « € Ip y % € Dp. Luego 1 = Ip, con
lo que Dp = Ip. Sin embargo si I C P entonces Ip € Pp y por el apartado (ii) se tiene
que 1 & Ip, con lo que Ip # Dp.

(e) Sea J un ideal de Dp y sea I = J N D. Por el Tercer Teorema de Isomorfia I es un
ideal de D. Vamos a ver que J = Ip. Siz € Ip entonces v =a/bcona e lybe D\ P.
Entoncesa =bx eI C Jy % € Dp con lo que x = %a € J. Reciprocamente, si x € J
entonces x = ¢ cona € Dy b€ D\ P. Entonces a =zb€ JND = [ y por tanto x € Ip.

(f) Sean I y J ideales primos de D contenidos en P. Claramente si I C J entonces
Ip C Jp. Supongamos que I Z J. Entonces existe x € I\ J. Luego z € Ip y vamos a
ver que = ¢ Jp. En caso contrario, z = % cona € J y r € D\ P. Entonces a = rz € J

y como x ¢ J y J es ideal primo necesariamente » € J C P lo que contradice que r & P.

(4) (2 puntos) Decidir si los siguientes polinomios son irreducibles y los que no lo
sean escribirlos como producto de irreducibles en Z[X] y Q[X].

f=13X44+4X3 - X +9, ¢g=3X%-21X°4+21X?—84.

f=3X*-2X2-X -9, ¢g=3X%4+9X5+36X%+ 108X + 54.
f=3X%-21X°421X% -84, g¢g=3X*-8X2-X-0.
f=26X*+8X%—4X +12, ¢g=X+3X°—-10X*+15X — 3.
f=7X54+21X%—-63X*+105X — 210, ¢g=3X*—4X3—-X—0.
f=26X"4+8X3—4X +12, ¢g=X"4+10X3+20X2+7X +11.

Los polinomios 13X4+4X3—-X+9, 3X4-2X2—-X -9, 3X4-8X%2-X -9 3X4-4X3-X-9y
X4410X3420X2 47X +11 son primitivos y sus reducciones médulo 2 son iguales a X4+ X +1.
Este 1ltimo no tiene raices en Zso y no es producto de dos polinomios de grado 2 pues el tinico
polinomio irreducible de grado 2 en Zy[X] es X2 + X + 1 cuyo cuadrado es X* + X2 + 1. Por
tanto todos ellos son irreducibles.

3X6 —21X°4+21X2-84=3fcon f= (X% —7X%+7X2%—28). Aplicando el Criterio de
Eisenstein con p = 7 deducimos que f es irreducible en Z[X]| y Q[X]. Por tanto el polinomio
original es irreducible en Q[X] y no lo es en Z[X] pero la factorizacién dada al principio es su
factorizacion en producto de irreducibles.

26X* +8X3 —4X +12 = 2f con f = 13X* +4X3 — 2X + 6. Aplicando el Criterio de
Eisenstein con p = 2 deducimos que f is irreducible en Z[X] y Q[X]. Por tanto el polinomio



original es irreducible en Q[X] y no lo es en Z[X] pero la factorizacién dada al principio es su
factorizacion en producto de irreducibles.

7X6 +21X° —63X%4 105X —210 = 7f con f = X6 4+3X% —9X* +15X — 30. Aplicando
el Criterio de Eisenstein con p = 3 deducimos que f is irreducible en Z[X] y Q[X]. Por tanto
el polinomio original es irreducible en Q[X] y no lo es en Z[X] pero la factorizacién dada al
principio es su factorizacion en producto de irreducibles.

3X04+9X°%4+36X%2+108X +54=3fcon f = X04+3X°4+12X2%2+36X +18. Se comprueba
de forma rutinaria que f no tiene ninguna raiz. Vamos a ver que tampoco tiene un divisor
de grado 2 en Z[X]. Supongamos que f = (X2 + a1 X + ao)(X* + b3 X3 + b2 X2 + b1 X + by).
Entonces 18 = agbyp. Vamos a demostrar que 2 | by. En caso contrario 2 | ag y mirando el
coeficiente de grado X tenemos que a; = aiby + biag = 36 = 0 mod 2, luego 2 | a;. Mirando
ahora el coeficiente de grado X? tenemos que by = by + a1by + agbs = 12 = 0 mod 2, en contra
de la hipétesis. Por tanto 2 | f y eso implica que 2 { ap. Mirando el coeficiente de X tenemos
que by = a1bg + biag = 36 = 0 mod 2, con lo que 2 | by; mirando el coeficiente de X? tenemos
que by = by +a1by +apby = 12 = 0 mod 2, luego de nuevo 2 | d y mirando los coeficientes de X4
y X°® tenemos respectivamente que a; +b3 = by +apbs+a; = 0 mod 2y a; +b3 = 3 # 0 mod 2,
lo que nos da una contradiccién. Por tanto, si f no es irreducible entonces es producto de dos
polinomios de grado 3, o sea f = (X? 4+ aaX? + a1X + ao) (X3 + b2 X? + b1 X + bp). Mirando
el término independiente podemos suponer que 2 | ag y 2 1 by. Mirando el término de grado
1 tenemos a1 = a1bg + apb; = 36 = 0 mod 2, después mirando el término de grado 2 tenemos
as = agbe + a1b1 + asby = 12 = 0 mod 2 y finalmente mirando el término de grado 3 tenemos
que 1 = by = ag + a1bs + asb; +bg = 0 mod 2, que nos proporciona la contradiccién. Por tanto
f es irreducible en Z[X] y como es primitivo también es irreducible en Q[X]. La factorizacién
en Z[X] es la dada originalmente y el polinomio original es irreducible en Q[X].

f = X0 4+3X%—10X* 4 15X — 3 es primitivo y es facil ver que no tiene ninguna raiz.
Ademds fo = X0+ X° + X +1 = (X + 1)?2(X* + X3+ X2+ X + 1). Esta tltima es la
factorizacion de fy en Zo[X] pues el tltimo polinomio no tiene raices y no es el cuadrado del
unico polinomio de grado 2. Por tanto si f es reducible en Z[X] entonces es divisible por un
polinomio de grado 2. Pongamos f = (X?+a1 X +ag)(X*+b3 X3 +by X% +b X +bp). Entonces
apbp = —3 con lo que o bien (a) a9 = £3 y by = F1 o bien (b) ap = £1 y by = F3. Ademads
a1bo + apby = 15 con lo que en el caso (a) se verifica que 3 | a; y en el caso (b) se tiene que
3 | by. Ahora mirando el coeficiente de X? tenemos que 0 = by + a1b; + agbz. En el caso (a)
tenemos 0 = £1 mod 3, lo que nos lleva a una contradiccién. Por tanto se verifica el caso (b),
oseaayg==+1yby==3y3|b loqueimplica que 3 | be. Pero mirando ahora el coeficiente de
X3 tenemos que 0 = by + a1bs + apbs lo que va a implicar que 3 | ¢. Finalmente el coeficiente
de X* es —10 = by + a1bs + apby = 0 mod 3, una contradiccién. Concluimos pues que f es
irreducible en Z[X] y como es primitivo también lo es en Q[X].



