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Los conocimientos que damos por supuestos son los correspondientes a un grado en matematicas
en especial los de édlgebra lineal, estructuras algebraicas basicas (grupos, anillos y cuerpos) y
Teoria de Galois. Los siguientes textos, que se pueden descargar de mi piagina web um.es/adelrio
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[AB] A. del Rio, J.J. Simén, A. del Valle. Algebra Basica
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También supondremos una familiaridad elemental con el concepto de médulo sobre un
anillo. Salvo que se diga lo contrario todos los anillos se supondra que son conmutativos.

ADVERTENCIAS IMPORTANTES: El autor no es un especialista en Teoria de Ntumeros,
mas bien un aficionado a ella. Ademas estos apuntes estdan lejos de ser “presentables”, es decir,
estan llenos de erratas e incluso errores. No sé si algin dia tendré tiempo para revisarlos con
la calma necesaria para que se puedan convertir en “presentables”. Espero que atn asi puedan
resultar utiles a alguien.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a repasar algunos conceptos y resultados que damos por conocidos.

1.1 Grupos abelianos finitamente generados

En esta seccion recordamos algunas propiedades bésicas de los grupos abelianos finitamente
generados. Comenzamos recordando que todo grupo ciclico infinito es isomorfo al grupo aditivo
Z y todo grupo ciclico finito de orden n es isomorfo a Z, = Z/n’Z.

Para enteros positivos ni,...,n, vamos a utilizar 1 < nj | -+ | nx como una abreviatura
de 1 < mni, ny|na, na|ns,...,ng—1 | ng.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos
Finitamente Generados. Su demostracién se puede encontrar en la mayoria de los libros de
Teoria de Grupos. Por ejemplo, puede encontrarse en [AB, Teorema 7.5.13].

Teorema 1.1 Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces existen enteros n > 0

yl<mng|---|ng tales que
k

G=7" x [ Zn,
i=1
Ademds, estos nimeros determinan G salvo isomorfismos, es decir sin,m > 0, 1 < nj |
e npyl<my || mg entoncesZ”folem %menﬁzlzmi sty solo sin=m, k=1
y n; = m; para todo i.

El ntimero n del Teorema 1.1 se llama rango de G y los nimeros ny,...,n; se llaman
divisores elementales de G. Un grupo abeliano finitamente generado se dice que es libre si es
isomorfo a Z™ para algtin n, o lo que es lo mismo si tiene una base como Z-modulo. Obsérvese
que un subconjunto de Z" es linealmente independiente sobre Z si y solo si lo es sobre Q. Por
tanto, todas las bases de Z™ sobre Z tienen n elementos pero no todos los conjuntos linealmente
independientes de cardinal n son base de Z™ (aunque si lo serfan de Q™ sobre Q).

Un grupo se dice de torsidon si todo elemento tiene orden finito y se dice que es libre de
torsiom si su unico elemento de torsién es el elemento neutro.

Del Teorema 1.1 se deduce el siguiente
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Corolario 1.2 Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces
(1) G es finito si y solo si tiene rango 0 si y solo si G es de torsion.

(2) G es libre si y solo si es libre de torsion. En este caso G tiene una base y todas sus bases
tienen n elementos.

La siguiente proposicion se deduce también facilmente del Teorema 1.1:

Proposicion 1.3 5i F' es un grupo abeliano libre de rango n y G es un subgrupo de F', entonces
G es libre de rango menor o igual que n. Ademdas, existen enteros positivos ai,...,ar Yy una
base x1,...,x, de F tales que aixy,...,apz) es una base de G. En particular [F : G] < oo si
y solo si k=mn y en tal caso [F : G] =ay...ay.

El siguiente lema proporciona un sistema para calcular [F' : G], en caso de que sea finito,
a partir de una base de G.

Lema 1.4 Sea z1,...,x, una base de un grupo abeliano libre F', A = (a;;) una matriz n X n
de nimeros enteros y G el subgrupo de F generado por yi,...,yn, donde y; = Y 1| a;jjx;
(i =1,2,...,n). Entonces G tiene rango n si y solo si det(A) # 0 y en tal caso [F : G|
es el valor absoluto de det(A). En particular, y1,...,Yyn forman una base de F si y solo si
det(A) = 1.

Demostracion. Siidentificamos F' con Z", el rango de G es n siy solo si 41, ..., Y, son lineal-
mente independientes cuando los consideramos en Q" y eso es equivalente a que el determinante
de A sea distinto de 0.

Supongamos que Y1, . . . , Yn sean linealmente independientes. Por la Proposicion 1.3, existen
enteros positivos ai,...,a, y una base ai,...,a, de F de forma que aiaq,...,a,0y, €s una
base de G y [F' : G] = aj - - a,,. Consideremos las siguientes matrices B,C' y D de cambio de
base entre las bases que se indican en el siguiente esquema donde la flecha significa “cambio
de base de la primera base a la segunda”:

B: Yly- - Yn —  a101,. .., 000,
C: araq,...,ap0, — Qly.e., O,
D: Qly...,0np — Tlyenny Ty
Entonces A = BCD, C es la matriz diagonal con entradas ai,...,a, en la diagonal y los

determinantes de B y D son ambos +1 ya que tanto ambas matrices como sus inversas estan
formadas por nimeros enteros. Por tanto

| det(A)| = |det(C)| = |ay . ..an| = [F: G].
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1.2 Extensiones de cuerpos

En esta seccién F'/K es una extension de cuerpos, es decir F es un cuerpo y K es un subcuerpo
de F. El grado de F sobre K es la dimensién de F sobre K y lo denotamos [F : K]|.

Sea o € F. Entonces K [a] denota el menor subanillo de F' que contiene a K y a a 'y K(«a)
el menor subcuerpo de F' que contiene a K y a a. Méas generalmente si X es un subconjunto de
F entonces K[X]y K(X) denotardn respectivamente el menor subanillo y el menor subcuerpo
de F que contiene a K U X. Si X = {ay,...,a,} entonces K[X] y K(X) también se denotan
Klag,...,an] y K(aq,...,q,) respectivamente.

La aplicacion

E,:K[X] —» F
P(X) — P(a)

es un homorfismo de anillos cuya imagen es K[a]. Si E, es inyectivo entonces se dice que «
es transcendente sobre K. En caso contrario a es algebraico sobre K. O sea « es algebraico
sobre K si es la raiz de un polinomio no nulo con coeficientes en K. Obsérvese que como
K[X] es un dominio euclideo, Ker(FE,) es un ideal principal de K[X] que debe ser primo pues
K[X]/Ker(E,) es isomorfo a K[a], que es un dominio por ser un subanillo de un cuerpo.

Supongamos que « es algebraico sobre K. Entonces Ker(E,) es un ideal maximal de
K[X], pues todo ideal primo no nulo de un dominio euclideo es maximal, y estd generado
por el polinomio ménico de grado méas pequenio que tiene a o como raiz. Dicho polinomio se
llama polinomio minimo de « sobre K y lo denotaremos Ming (a). Obsérvese que Ming («) es
irreducible, y de hecho es el unico polinomio ménico irreducible de K[X] que tiene a o como
raiz. Por tanto K|[a] es un cuerpo, con lo que K[a] = K(«a) y [K(«) : K] es igual al grado de
Ming (a). De hecho, si este grado es n entonces 1, X, ..., X" ! es una base de K(a) sobre K.
Obsérvese que « es algebraico sobre K siy solo si [K(a) : K] < co. De aqui se deduce que
el conjunto de los elementos de F' que son algebraicos sobre K forma un subcuerpo de F' que
contiene a K pues si a y f son algebraicos sobre K entonces [ es algebraico sobre K(«) con
lo que [K(a,B) : K] = [K(a,5) : K(a)] - [K(er) : K] < 00y como K(a=£ )y K(af) estan
incluidos en K|a, 5] se tiene que [K(a+ f) : K|, [K(a — B) : K] y K[(ap) : K| son finitos y
por tanto o + 3, @« — 8 y af son algebraicos sobre K.

Recordemos que un polinomio P(Xi, Xo,...,X,) en n variables se dice simétrico si es
invariante por una permutaciones de las variables. Los polinomios simétricos elementales
S1,...,8y, vienen dados por la féormula

Si= > HX

1<j1 < <gi<n k=1

En particular
S1=X1+--+X, vy Sp=X1---X,.

Entonces los polinomios simétricos en n variables con coeficientes en K son precisamente los
de la forma P(Si,...,S,) con P un polinomio en n-variables arbitrario (ver el Teorema 2.38
de [EA]).
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Supongamos ademaés que F'/K es una extensién separable, es decir, todo o € F es algebraico
sobre K y Ming («) no tiene raices multiples en ninguna extensién de F' (ver [EA: Capitulo
9]). Sea o € F con [K(«) : K] =n y sea L un cuerpo algebraicamente cerrado que contenga
a I'. Entonces para cada homomorfismo ¢ : K — L existen exactamente n homomorfismos de
K(a) a L que extienden o. Los homomorfismos de F' en L que restringen a la identidad en K
se llaman K-homomorfismos. Si o1, ...,0, son los K-homomorfismos de K(«) en L entonces
las raices de Ming () son los elementos de la forma «; = 0;(a), y son todas distintas porque
F/K es una extension separable. Estas raices se llaman conjugados de o sobre K y se verifica
la siguiente igualdad:

Ming (X) = [[(X = o) = X"+ > (=1)'Si(en, ..., o) X"
i=1 i=1

En particular S;(aq,...,a,) € K para todo i. Mas ain, si Q(X1,...,X,) es un polinomio
simétrico entonces Q = P(S1,...,Sy,) para algin polinomio P € K[Xy,...,X,]. Eso implica
que Q(ai,...,an) = P(Si(a1,...,an),...,Sn(a1,...,a,)) € K. O sea la evaluacién de un

polinomio simétrico en los conjugados de « tiene coeficientes en K.

Supongamos que [F': K| = n. Por el Teorema del Elemento Primitivo [EA, Corolario 9.20)]
existe § € F tal que F' = K (). Por tanto hay exactamente n K-homomorfismos o1,...,0, de
F a L. Siae F entonces el siguiente polinomio se llama polinomio caracteristico de « en la
extensién F'/K:

n

xrk(@) = [[(X = oi(@)).

i=1

La norma y la traza de a en la extensiéon F/K se definen respectivamente como
n n
N/ (o) = Hgi(a) y Tp/x(a) = Zai(a)-
i=1 i=1

Proposicién 1.5 Supongamos que F/K es una extension separable de grado n. Sea o € F' y
supongamos que m = [K(a) : K|, n=[F : K] y 01,...,0, son los K-homomorfismos de F' en
L. Entonces

(1) m divide a n.
(2) xXr/r(a) = Ming (a)m € K[X].

(3) Lalista o1(q),...,on(a) estd formada por los conjugados de o sobre K cada uno repetidos

n
m veces.

(4) o € K si y solo si o;(a) =« para todo i =1,...,n.
(5) K(o) = F precisamente si 0;(«) # () para todo i # j.

(6) Np/k (), Tryr (o) € K.
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(7) Si a,8 € F y a € K entonces NF/K(ozﬁ) = NF/K(CV)NF/K(ﬁ), NF/K(CL) — lF:K]
Tr/k(a+B) =Tr/k(a) + Tr/(B) y Tr/x(a) = [F: K]a.

Demostracién. Sean ¢ = Ming(a) y k = [F : K(«)]. Entonces n = [F : K| = [F :
K(a)] [K(«) : K] = k m. Esto demuestra (1).

SiTi,...,Tm son los K-homomorfismos de K (a) en L entonces cada 7; tiene k extensiones
distintas a un homomorfismo de F' en L y la lista total de todas extensiones sera oy, ..., on,.
Las k extensiones que extienden 7; al aplicarlas a o dan el mismo conjugado «; de a y cada
uno de estos aparecera k veces distintas al aplicar a « los distintos o;. Esto demuestra (2)

(3), (4) y (5) son consecuencia directas de (2), mientras que (6) es consecuencia de que la
norma y la traza son salvo el signo iguales a un coeficiente de x/x (). (7) es obvio. |

Supongamos que F/K y o1,...,0, son como en la Proposicién 1.5. El discriminante sobre
K de una lista aq, ..., a, de elementos de F' es
Ap/glar, ..., an] = det(ai(aj))Q.
Ademéds, para todo a € F' denotamos Ak (o) = Ap/k[l, a,a?, ..., a1

Cuando F'y K estén claros por el contexto escribiremos simplemente N = Np g, N = Tp

Proposicién 1.6 Sea F/K una extension separable de grado n y sean «q,...,an € F. En-
tonces:

(1) Ap/glat, ..., an] = det(Tp/k (ia;)) € K.

(2) Sipara cadai =1,...,n setiene f; = Z?Zl cijaj concj € K entonces Ap gy, ..., ay)
AF/K[ﬁh cee 7/871] det(CZ])2
n(n—1)

(8) Si F'= K(0) y p= Mink(0) entonces Ap/r(0) = (—1)" 2 Np/g(p'(0)). Ademds, si
01,...,0n son los conjugados de 6 sobre K entonces Apyx (0) = [[1<;<j<n(0i — 0;)2.

(4) Ap/klat,...,an] # 0 siy solo si ay,...,an forman una base de F' sobre K. En partic-
ular, si o € F entonces Ap/g(a) # 0 siy solo si F' = K(a).

Demostracién. (1) Mantenemos la notacién previa para o1, ..., 0, y ponemos A = (o;(a;))
AT = (0(ay)), la transpuesta de A. Entonces la entrada (i, 5) de AT Aes > p_; ox(i)or(ay)
Trk (i) y por tanto

[l

Alay, ..., o] = det(A)? = det(AT) det(A) = det(AT A) = det(T ().

(2) Es una consecuencia inmediata de (0;(5;)) = (oi(a;))(cij)-
(3) Pongamos 6; = 0;(). Entonces

1 1 .1 )
01 6y ... 0O,
AO)=| 67 63 ... 62 | =]J:i—0)>#0.

i<j

n—1 n—1 n—1
A N
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Ademéds p(X) = [[}; (X — 6;), con lo que p'(X) = 377, [1,.,,(X — 0;) v, por tanto, p'(6;) =
[1;:(0i — ;). Luego

A@) = JJe:i—0,)%= )G ] - 6))
i<j i#j
n(n—1)

= (D)X = ()TN O)).

(4) En la demostracién de (3) hemos visto que A(#) # 0. Como 1,60, 62, ... 6" ! forman una
base de F sobre K tenemos a; = > i, ¢; ;0! para ciertos ¢; j € K. Aplicando (2) deducimos
que Afa, ..., o] # 0 siy solo si (¢ ;) es invertible si y solo si oy, ..., q, forman una base
de F sobre K. La tltima afirmacién proviene de que F = K(a) si y solo si 1,a,a?,...,a""!
forman una base de F' sobre K. |

Definicion 1.7 Un cuerpo de nimeros es un subcuerpo del cuerpo C de los nimeros complejos
que tiene grado finito sobre el cuerpo Q de los numeros racionales.

Como C es algebraicamente cerrado toda extension finita de los racionales es isomorfa a un
cuerpo de nimeros. Si a € C es algebraico sobre Q entonces Q(«) es un cuerpo de nimeros.
Ademéds, por el Teorema del Elemento Primitivo todo cuerpo de nimeros es de esta forma.

Como las extensiones de cuerpos de caracteristica cero son separables [EA, Proposicién 9.11],
todo lo dicho en esta seccién es vélido para extensiones de cuerpos de nimeros F'/K tomando
como L = C el cuerpo de los nimeros complejos. En particular, si n = [F' : K| entonces F
tiene n homomorfismos que se restringen a la identidad de K. Por tanto cualquier cuerpo de
nimeros F' tiene [F' : Q] homomorfismos de F' a C a los que nos referiremos como inclusiones
de F' en C. Las imagenes de un elemento « de F' por estas inclusiones son los conjugados de
a sobre Q que simplemente llamaremos conjugados de a.

1.3 Divisibilidad en dominios

Por defecto todos los anillos que consideremos seran conmutativos.

Sea A un anillo. Si X es un subconjunto de A entonces el ideal de A generado por X lo
denotamos AX o (X), pero la segunda notacién solo la usaremos si no hay ambigiiedad sobre el
anillo de referencia A. En el caso en que X = {z; : i € I} abusaremos de la notacién poniendo
(X) = (x;:i€l)= 3 ,.;Ax; y abusaremos ain mas de la notacién poniendo 0 = {0} = (0)
y (X,Y)=(XUY)=AX + AY para X e Y subconjuntos de A. Claramente, (X) = (0) siy
solo si X C {0}.

El conjunto de las unidades de A lo denotaremos por U(A). Es claro que U(A) es un grupo
multiplicativo.

Sia,b € A entonces decimos que a divide a b en A, y escribimos a | b en A, si b = ac para
algin ¢ € C. Est4 claro que

a|ben Asiysolosibe Aasiy solosi Ab C Aa.
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Dos elementos a,b € A se dicen asociados en Asia | by b|aen A, olo que es lo mismo,
si Aa = Ab. En particular, las unidades de A son los elementos asociados a 1. Es evidente que
si existe u € U(A) tal que a = bu entonces a y b son asociados en A.

Recordemos que un ideal de I de A es primo si [ # A y para todo a,b € A\ I se tiene que
ab € I. Un elemento de A se dice que es primo en A si Aa es un ideal primo o lo que es lo
mismo si a € U(A) y para todo x,y € Asia|xzy en A entoncesa|x o0a|yen A.

A partir de ahora D es un dominio. Es facil demostrar que si a,b € D \ {0} entonces a y b
son asociados si y solo si b = au para algin u € U(D).

Un elemento a € D se dice que es irreducible en D si satisface cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes (dejamos como ejercicio la comprobacién de que las condiciones son
equivalentes):

e ¢ no es una unidad de D y ni producto de dos no unidades de D.
e a ¢ U(D) y todo divisor de a es o unidad o asociado con a.
e Si a = bc entonces o b es unidad y ¢ no lo es o ¢ es unidad y b no lo es.

Esta claro que en un dominio todo primo es irreducible, sin embargo el reciproco no es
cierto en general como veremos en el Ejemplo 3.4.

Los conceptos de divisibilidad, asociado e irreducible se pueden expresar en términos de los
ideales generados por los elementos en cuestién de la siguiente forma:

(1) a divide a b en D siy solo si Da D Db.
(2) ay bson asociados en D siy solo si Da = Db.

(3) a esirreducible en D precisamente si Da es maximal entre los ideales principales propios

de D.

Definicion 1.8 Decimos que D es un dominio de factorizacién si todo elemento de D que no
sea ni cero ni unidad se puede escribir como producto de irreducibles de D.

Ejemplo 1.9 Veamos ahora un ejemplo en que la factorizacion en irreducibles no puede ser
mas imposible. Sea o una no unidad de A distinta de 0. Por ejemplo, a puede ser cualquier
elemento de Z\{0, 1, —1} pues en tal caso é ¢ A. Entonces a no es irreducible pues « = \/a/a
y Va e A\U(A). Luego A no tiene ningin irreducible.

Definiciéon 1.10 Un dominio de factorizacién tunica, abreviado DFU, es un dominio de fac-
torizacion D tal que siempre que

pip2...pr =q1q2...4s
con todos los p; y q; irreducibles de D se verifica:
(1) r=sy

(2) Eziste una permutacion 7 de {1,2,...,r} tal que p; y qr(;) son asociados para todo i.
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Vamos a considerar un concepto mas genérico de factorizaciéon en producto de irreducibles
para poder hablar de factorizaciones de unidades admitiendo que un producto sin factores
representa el 1. De esta manera una factorizacion en irreducible de D es una expresiéon de la
forma

upi1 - - - Pk

conu € U(D), k >0y pi,...,px son irreducibles. Entonces D es un dominio de factorizacién
si todo elemento de D\ {0} admite una factorizacién en irreducibles en D. Dos factorizaciones
en irreducibles upy ...pr v vq1 ... q son equivalentes si k = [ y existe una permutacion o € Sy,
tal que g; y py(;) son asociados en D para todo i = 1,..., k. Es ficil ver que D es un dominio
de factorizacién si todo elemento de D \ 0 tiene una factorizacién en irreducibles de D y que
D es dominio de factorizacién Unica si ademads todas las factorizaciones en irreducibles de D
de un mismo elemento son equivalentes.

El siguiente Teorema caracteriza los dominios de factorizacién tnica. Su demostracién se
puede encontrar en [GA, Proposicién 2.22].

Teorema 1.11 Las condiciones siguientes son equivalentes para un dominio D.
(1) D es un dominio de factorizacion unica.
(2) D es un dominio de factorizacion y todo elemento irreducible de D es primo en D.

(3) Todo elemento de D que no sea nulo ni unidad es producto de elementos primos de D.

Muchas de las ideas de la factorizacion en Z pueden ser generalizadas a dominios de fac-
torizacion unica. Por ejemplo, el método de calculo del maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo de dos elementos en funcién de sus factorizaciones.

El teorema anterior sirve para dar una amplia clase de dominios en los que la factorizacién
es Unica: La clase de los dominios de ideales principales (DIP), entre los que estan los dominios
euclideos. Recordemos que un dominio euclideo es un dominio D con una funcién euclidea y
que una funcion euclidea es una funcién ¢ : D\ {0} — N tal que

(1) a | b implica ¢(a) < ¢(b).
(2) Paratodo a,b € D\{0} existen q,r € D tales que a = bg+ry,obienr =006 ¢(r) < ¢(b).

Recordamos sin demostracion los dos resultados fundamentales de la teoria elemental de
anillos.

Teorema 1.12 Todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion unica.

Teorema 1.13 Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales.



Capitulo 2

Cuerpos de numeros y anillos de
enteros

2.1 Elementos enteros sobre un anillo

En esta seccién B/A es una extensién de anillos, es decir B es un anillo y A es un subanillo de
B. Si b € B entonces A[b] denota el menor subanillo de B que contiene a A y a b. Estd claro
que

A ={ap +a1b+---+axb" :n>0,a9,a1,...,a, € A}.

Miés generalmente, si by, ...,b, € B entonces Alby,...,b,] denota el menor subanillo de B que
contiene a AU {by,...,b,}. Este anillo estd formado por los elementos de B que se obtienen
al evaluar by,...,b, en un polinomio en n variables. Todavia mds generalmente, si X C A
entonces A[X| denota el menor subanillo de B que contiene a AU X. Los elementos de A[X]
son los que resultan de sustituir los elementos de X en polinomios en una cantidad arbitraria
de variables.

El ejemplo que vamos a encontrar mas frecuentemente serd con A = Z, el anillo de los
numeros enteros, y B un cuerpo de niimeros.

Consideraremos B como A-médulo de la forma natural. Recuérdese que un A-mddulo M
es fiel si el tnico elemento a € A tal que aM = 0 es a = 0. Por ejemplo, B es fiel como
A-moédulo, pues al = a para todo a € A.

Definicion 2.1 Sea b € B. Decimos que b es algebraico sobre A sib es la raiz de un polinomio
no constante con coeficientes en A. Decimos que b es entero algebraico (o simplemente entero)
sobre A si es la raiz de un polinomio mdnico con coeficientes en A. Decimos que B es entero
sobre A si todo elemento de B es entero sobre A.

Claramente si b es entero sobre A entonces también es algebraico sobre A. Si ademés A es
cuerpo entonces el reciproco se verifica. En general el reciproco no se verifica como podemos ver
aplicando la siguiente proposicion por ejemplo a R = Z pues todo elemento de Q es algebraico
sobre Z.

13
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Proposicién 2.2 Sea R un dominio de factorizacion unica (DFU), F es su cuerpo de frac-
ciones y a € F. Entonces a es entero sobre R si y solo si a € R. En particular los unicos
numeros racitonales que son enteros sobre Z son los numeros enteros.

Demostracién. Sea a = 3, con a e b elementos no nulos y coprimos de R. Entonces a es

algebraico sobre R pues es raiz del polinomio bX — a. Supongamos que
A"+ an10™ M+t aia+tag =0,
con ag,ai,...,a,_1 € Z. Eso implica que
A"+ ap_1a" 0+ ..+ arab” 4 aph” =0

y, por tanto, b divide a a”™ en R. Como a y b son coprimos también a™ y b son coprimos en R,
lo que implica que b es invertible en R. Por tanto a € R. |

Proposicién 2.3 Sea B/A una extension de anillos. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para un elemento b € B.

(1) b es entero sobre A.
(2) Alb] es finitamente generado como A-mdédulo.
(3) Alb] estd contenido en un subanillo de B que es finitamente generado como A-mddulo.

(4) Ezxiste un A[b]-mddulo fiel que es finitamente generado como A-mddulo.

Demostracién. (1) implica (2). Supongamos que b es entero sobre A y sea P = X" +
an1 X" 1+ ...+ ag € A[X] con P(b) = 0. Entonces, para todo m > n,

™ = —(an_1b™ 7+ a b pgeh™ )

y razonando por induccién se obtiene que b™ € A + Ab+ ...+ Ab"~ ! para todo m. Luego
Al[b] estd generado por 1,b,b2,..., "' como A-médulo.

Para demostrar (2) implica (3) considérese el anillo A[b].

(3) implica (4). Si C es un subanillo de B que contiene a A[b] entonces C' es un A[b]-médulo
fiel.

(4) implica (1). Sea M un A[b]-médulo fiel que es finitamente generado como A-médulo
y sea {x1,...,2,} un conjunto de generadores de 4M. Entonces para cada i = 1,2,...,n

n
bIL’Z‘: E Qi 5
i=1

para ciertos a;; € A. Luego tenemos la siguiente ecuacién matricial

tenemos

(0 — (aij))(zi) =0
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Multiplicando por la izquierda por la adjunta de la matriz (bl — (a;j)) se obtiene que el deter-
minante d de esta matriz cumple dx; = 0 para todo ¢ y como M estd generado por z1,...,x,
se tiene que dM = 0. Luego d = 0, pues M es fiel como A-médulo. Si P es el polinomio
caracteristico de la matriz (a;;) entonces P(b) = det(bl — a;;) = d = 0 y P un polinomio
monico con coeficientes en A. Luego b es entero sobre A. |

Corolario 2.4 Si by,...,b, € B son enteros sobre A, entonces Aby,...,by] es finitamente
generado como A-mddulo.

Demostracién. Por induccién respecto de n. Como b, es entero sobre A, tambien es entero

sobre A[by,...,by—1] y, por tanto, A[by,...,b,] es finitamente generado como A[by,...,by_1]-
modulo. Por hipétesis de induccién, Alby,...,b,—1] es finitamente generado como A-médulo
y, por tanto, A[by,...,b,] es finitamente generado como A-mdédulo. |

Corolario 2.5 El conjunto de los elementos de B que son enteros sobre A forma un subanillo

de B.

Demostracién. Si b,c € B son enteros sobre A, entonces A[b, c| es finitamente generado
como A-médulo. Por tanto, A[b,c| es fiel y finitamente generado, como A-médulo. Como
A[b+c], Alc] y Albc] estan contenidos en Ab, ], de la Proposicién 2.3 deducimos que b+ ¢, —b
y bc son enteros sobre A. Como obviamente 1 es entero sobre A, el corolario es claro. J

Definiciéon 2.6 El conjunto de elementos de B que son enteros en A se llama clausura entera
de A en B. Se dice que A en integramente cerrado en B si coincide con su clausura entera en
B.

Si A es un dominio decimos que A es integramente cerrado si lo es en su cuerpo de
cocientes.

Por ejemplo, B es entero sobre A si y solo si B es la clausura entera de A en B. La
Proposicion 2.2 se puede reescribir como:

Proposicion 2.7 Todo DFU es integramente cerrado.
Corolario 2.8 Si B es entero sobre A y C es entero sobre A, entonces C es entero sobre A.

Demostracién. Sea c € C y ¢® + bp_1¢" 1+ ...+ bic+by = 0, con by, b1,...,bp_1 € B.
Como estos elementos son enteros sobre A, del Corolario 2.4 se tiene que B’ = A[by,...,b,] es
finitamente generado como A-mddulo. Como ademds ¢ es entero sobre B’ tenemos que B’[c]
es finitamente generado como B’-médulo. Eso implica que B’[c] es finitamente generado como
A-médulo y, por tanto, ¢ es entero sobre A por la Proposicién 2.3. |

Corolario 2.9 La clausura entera de A en B es integramente cerrada en B.

Demostracién. Sea b € B entero sobre la clausura entera C' de A en B. Entonces C[b] es
entero sobre C' y C es entero sobre A. Por el corolario anterior, b es entero sobre A y, por
tanto b€ C. 1
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2.2 Anillos de enteros

Un namero algebraico es un niimero complejo que es entero sobre Q. Un entero algebraico es un
numero complejo que es entero sobre Z. El conjunto de los ntimeros algebraicos es la clausura
algebraica Q de Q en C y el conjunto A de los enteros algebraicos es la clausura entera de Z
en C.

Definicion 2.10 El anillo de enteros de un cuerpo de numeros K es la clausura entera de Z
en K y lo denotaremos Ak, o sea Ag = K NA.

A partir de ahora K denota un cuerpo de nuimeros. Por defecto, entero significa, entero
sobre Z. O sea los elementos de Ak se llaman enteros de K. En particular, los enteros de QQ
son los elementos de Z y nos referimos a ellos como enteros racionales.

Lema 2.11 Si o € K, entonces existe c € Z" tal que ca € Ag.

Demostracién. Supongamos que & +a,_1a" ' +...+aja+ag = 0, con ag, ay,. .., an—1 € Q.
Entonces existe ¢ € Z™ tal que ca; € Z, para todo i y

(ca)™ + can_1(ca)” t + ...+ " Lai(ca) + "ag = 0.
Luego ca € Ak. 1

Si ¢ es entero racional, entonces Q(ca) = Q(«), por tanto, del Teorema del Elemento
Primitivo y el Lema 2.11 deducimos el siguiente:

Corolario 2.12 Si K es un cuerpo de nimeros, entonces eziste un entero 6 tal que K = Q(6).

Lema 2.13 (Gauss) Sean f,g € Q[X] tales que fg € Z[X]. Entonces existe 0 # ¢ € Q tal
que cf € Z[X] y ¢ tg € Z[X].

Demostraciéon. Obviamente podemos suponer que f y g son distintos de cero. Multiplicando
por los denominadores de f y ¢ podemos encontrar n € Z™ tal que nfg = fig1 donde f; =
af € Z|X]y g1 = bg € Z[X] para ciertos racionales a y b. Vamos a razonar por induccién sobre
n. Por supuesto no hay nada que demostrar paran = 1. Sea p un factor primo de n. Entonces,
p | fig1 y como p genera un ideal primo de Z[X] [EA, Lema 2.14], deducimos que p divide a f;
6 g1 en Z[X]. Por simetria podemos suponer que p divide a f;. Entonces % fg= %gl = foq1
con fo = % f € Z[X]. Sélo falta aplicar la hipétesis de induccién. |

Corolario 2.14 Si f = gh con f € Z[X], g,h € Q[X] y f y g son ménicos entonces h € Z[X].
En particular, si f y g son polinomios monicos con coeficientes en Z entonces [ divide a g en
Q[X] si y solo si f divide a g en Z[zx].

Demostracion. Como f y g son monicos, también lo es h. Por el Lemma de Gauss
(Lemma 2.13) existe ¢ € Q \ {0} tal que cg € Z[X] y ¢ 'h € Z[X]. Como g y h son ménico
c,c”l € Z. Por tanto ¢ = +1 y por tanto h € Z[X]. &
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Lema 2.15 Un numero algebraico es un entero algebraico precisamente si su polinomio minimo
sobre Q estd en Z[X].

Demostracién. Una implicacién es obvia. Supongamos que « es un entero algebraico y sea p
el polinomio minimo de « sobre Q y ¢ € Z[X] un polinomio ménico tal que g(a) = 0. Entonces
g = fp para algin polinomio f € Q[X]. Aplicando el Lema de Gauss (Lema 2.13), existe ¢ € Q
tal que c~'f € Z[X] y ¢p € Z[X]. Pero, como f y p son ménicos, ¢, ¢! € Z. Luego ¢ = +1 y,
por tanto, p € Z[X]. 1

Como consecuencia del Lema 2.15y la Proposicién 1.5, y teniendo en cuenta que la norma
v la traza son, salvo el signo, coeficientes del polinomio caracteristico deducimos el siguiente

Corolario 2.16 Si K es un cuerpo de mimeros y o € A entonces xg/g(a) € Z[X] y
Nk ol@), Tk g(a) € Z.

Vamos a acabar esta secciéon viendo cémo la norma nos ayuda a identificar las unidades,
los elementos irreducibles y el que dos elementos sean asociados en el anillo de enteros de un
cuerpo numeérico.

Proposicion 2.17 Sea K un cuerpo de numeros, sea N = Ng g y sean x,y € Ak.
(1) Six |y en A entonces N(x) | N(y) en Z.
(2) x e U(Ak) siy solo si N(x) = =+1.
(8) Six ey son asociados, entonces N(x) = =N (y).
(4) Si N(z) es un primo racional, entonces x es irreducible en A .

(5) Sixz|y en Ak entonces x ey son asociados en Ag si y solo si |[N(z)| = |N(y)|.

Demostracién. (1) y la condicién necesaria de (2) son consecuencia inmediata de que
N(zy) = N(z)N(y) y N(z) € Z para todo =,y € Ag. Ademds, si o es un homomorfismo
de K en C entonces o(z) € A y por tanto si z # 0y o1,...,0, son los homomorfismos de
K en C distintos de la inclusién entonces @ = [, 0i(x) € KNA = Ag. Por tanto, si

N(x) = %1 entonces 27! = i@ € Ak y por tanto x € U(Ag). Esto demuestra la condicién

suficiente de (2). Claramente (3), (4) y (5) son consecuencia inmediata de (1) y (2). §

2.3 Cuerpos cuadraticos

Un nimero entero se dice que es libre de cuadrados si no es divisible por el cuadrado de ningtn
entero mayor que 1, o lo que es lo mismo si su valor absoluto es 1 o un producto de primos
distintos.

Un cuerpo cuadrdtico es una extension K de Q de grado 2. La siguiente proposicién describe
todos los cuerpos cuadraticos:
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Proposiciéon 2.18 Todo cuerpo cuadrdtico es de la forma Q(\/&) con d un entero libre de
cuadrados diferente de 1.

Demostracién. Sea K un cuerpo cuadratico. Por el Corolario 2.12, K = Q(6) con 6 entero y
del Lema 2.15 se deduce que Ming(f) = X2 4+aX+bcona,b e Z. Pongamos que a® —4b = r2d
con r,d € Z y d libre de cuadrados. Entonces

—a+7“\/&

0= 2

y, por tanto K = Q(v/d). 1
El entero libre de cuadrados de la Proposicion 2.18 es tnico:

Problema 2.19 Demostrar que sidy y ds son dos enteros libres de cuadrados entonces Q(v/dy) =
Q(\/dz) si y solo si dy = do.

Claramente Q(v/d) C R si y solo si d > 1 y en tal caso se dice que Q(v/d) es real. En caso
contrario decimos que Q(v/d) es imaginario.

Veamos como podemos utilizar el Lema 2.15 para calcular el anillo de enteros de un cuerpo
cuadratico.

Proposicion 2.20 Si d es un entero libre de cuadrados entonces

A Z[Vd) = {a+bVd : a,b € 7}, sid#1 mod 4;
QVd) — Z[I'FZ‘/&}:{“"'EQ"/E:a,bGZ,aEb modZ}, sid=1 mod 4.

Demostracién. Ya sabemos que AQ( Vi) = Ag=7Z=7 [HT\/I} y las igualdades a la derecha

de la llave son sencillas de demostrar. Supongamos que d # 1 y pongamos K = Q(\/d).
Claramente Z[v/d] C Ag. Cada elemento de K tiene una forma unica

a+bvd

C

con a,b,c € Z, ¢ > 0y med(a,b,c) = 1. Los conjugados de « sobre Q son a y & = ic‘/g.

Supongamos que a ¢ Z. FEntonces el polinomio minimo de « es

a? — b%d

(X—a)(X—a):X2—2—aX+ 5

C C

2a a?—b3%d

Del Lema 2.15 deducimos que o € A si y solo si 2%, —;

1+d
9

€ Z. Por ejemplo,

€ Agsiysolosid=1 mod 4. (2.1)

Afirmamos que si o« € Ag entoncesc=16c=2yenel segundocasod=1 mod4dyay
b son impares. En efecto, sea p un primo que divide a c. Entonces p divide a 2a y p? divide
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a a® —b?d. Si p # 2 entonces p | a y por tanto p no divide a b y p? divide a b?d. Luego p?
divide a d en contra de que d es libre de cuadrados. Luego p = 2. Esto demuestra que c es
una potencia de 2 pero la misma demostracién prueba que 4 no divide a c. Por tanto, ¢ =1
6 ¢ = 2. Supongamos que ¢ = 2. Entonces a? = db®> mod 4. De esto se deduce que a y b son
impares pues d no es multiplo de 4 y @ y b no son ambos pares. Por tanto a®> = b*> =1 mod 4

y concluimos que d =1 mod 4. Esto termina la demostracién de la afirmacién.

Por la afirmacién, todo elemento v de Ag que no esté en Z[v/d] es de la forma a+12)\/& con a

y b impares. Entonces o = “T_b + bl"'T‘/a S/ {1"'—2‘/&} Esto demuestra que A C Z [1"'2‘/&} . Si
ademds d =1 mod 4 entonces se da la inclusién reciproca por (2.1). Luego en tal caso Ax =

Y/ [H—Q‘/ﬂ Sin embargo, de la afirmacién se tiene que si d # 1 mod 4 entonces Ax C Z[Vd] y

en consecuencia A = Z[Vd]. 1

2.4 Bases enteras

En esta seccién K es un cuerpo de nimeros de grado n.

Como el grupo aditivo de K es libre de torsién cualquier subgrupo finitamente generado
del grupo aditivo de K sera libre. Ademés un subconjunto de K es linealmente independiente
sobre Z si y sdlo si lo es sobre Q. Por tanto todos los subgrupos aditivos finitamente generados
de K tienen rango menor o igual que n y tendran rango n si contienen una base de K.

Sea G un subgrupo aditivo finitamente generado de K. Por el parrafo anterior G esta
generado por n elementos aj, ..., a,. Por definicién el discriminante de G es

A[G] = AK/Q[ala s 7an]'

Esto no depende de la eleccion de los «; pues si G tiene rango menor que n entonces oy, . .., oy,
no son linealmente independientes y por tanto A g[a1, ..., a] = 0, por la Proposicién 1.6.(4).
En caso contrario ag,...,a, es una base de K sobre QQ y lo mismo pasa para otro conjunto
B1, - .., By de generadores de G. Como ambos generan el mismo grupo, las matrices de cambio
de base entre estas dos bases tienen entradas enteras y como son inversas una de la otra
tienen determinante £1. Aplicando la Proposicién 1.6.(2) deducimos que Ap/g[B1,...,Ba] =

AF/K[Oély . .,Oén].

Definicion 2.21 Una base entera de K es una base de Ag como Z-mddulo, es decir una lista
Qa, ..., 0, que cumple A = Zay @ - - - @ Zay,.

Pronto veremos que K tiene una base entera con lo que podemos definir el discriminante
Ak de K como el discriminante de Ag. O sea Ax = A[Ak].

Ejemplo 2.22 Si d un entero libre de cuadrados, entonces, de la Proposiciéon 2.20 tenemos
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que una base entera de Q(v/d) es 1,v/d,sid# 1 mod 4y 1, 1%\/& en caso contrario. Por tanto

1 Vd
1 —d

2
=4d, sid#1 mod 4;

AQ(\/E) -
1 1+vd 2
) 1—2\/& =d, sid=1 mod 4.
\ 2

Obsérvese que dos cuerpos cuadraticos son iguales si y solo si tienen el mismo discriminante.

Problema 2.23 Demostrar que dos cuerpos cuadrdticos son iguales si y solo si tienen el
mismo discriminante.

Para demostrar la existencia de bases enteras utilizaremos el siguiente lema.
Lema 2.24 Si ay,...,a, € Ag entonces Alay, ..., ap] € Z.

Demostracién. Sabemos que Alayq,...,a,] € Q, pero ademds como aq,...,a, € Ak, sus
conjugados también estdn en A y, por tanto, utilizando las Proposiciones 1.6.(1) y (2.2)
tenemos que Alaq, ..., a,) = det(o;(a;))2 € Ak NQ=Ag =Z. 1|

Teorema 2.25 Todo cuerpo de mumeros K tiene una base entera y el grupo aditivo de su
anillo de enteros es libre de rango [K : Q).

Demostraciéon. Del Lema 2.11 se deduce que Ag contiene una base de K sobre Q y del
Lema 2.24 se deduce que entre todas las bases de K contenidas en A g hay una con discriminante
minimo en valor absoluto. Sea wi,...,w, una de estas bases y vamos a ver que es de hecho
una base entera de K. En caso contrario, tomamos w € Ag \ (Zwy + - - - + Zwy,), con lo que
existen ay,...,a, € Q tales que

Ww=awi+ ... +apw, € A

y no todos los a; estdn en Z. Podemos reordenar los w; para que a1 ¢ Z. Pongamos a1 = a+r,
cona € Zy0<r <1 Poniendo ) = w—aw; y ¥; = w; (i = 2,3,...,n) tenemos que
Y1,...,1y, es otra base de K sobre Q formada por elementos de Ax. Ademas el determinante
de la matriz de cambio de base es

ag—a az az ... Qap
0 1 0 ...o0|_,
0 o 1 ... 0|
0 0 0 1
De la Proposicién 1.6.(2) deducimos Af)y,...,¢,] = TQA[wl,...,wn] < Alwi,...,wy], en

contra de la eleccién de wi,...,wy. |
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2.5 Calculo efectivo de bases de enteras

El Teorema 2.25 nos asegura la existencia de una base entera, pero la busqueda efectiva de una
base entera concreta es una tarea mas complicada. En el resto de la seccién vamos a ver un
procedimiento algoritmico para calcular una base entera de nuestro cuerpo de nimeros K. De
las Proposiciones 1.6.(4) y 1.3 deducimos que si G es un subgrupo de Ag entonces A[G] # 0
si y solo si [Ax : G| < co. Mas generalmente, tenemos la siguiente proposicién que serd tutil
para calcular bases enteras.

Proposicion 2.26 Si G es un subgrupo aditivo de indice finito en Ak entonces
A[G] = [Ak : GP*Ak.
En particular, [Ax : G)? divide a A[G].
Demostracién. Es consecuencia de las proposiciones 1.6.(2) y 1.4. |
Una consecuencia de la Proposicién 2.26 es el siguiente corolario:

Corolario 2.27 Seaay,...,a, unaQ-base de K formada por elementos enteros. Si Alaq, . .., ap]
es libre de cuadrados, entonces aq, ..., a, es una base entera de K.

Por ejemplo, podriamos haber utilizado esto para dar una demostracion de que si d = 1
mod 4 entonces 1, 1+2\/& forman una base entera de Q(v/d) pues se trata de una base de Q(+/d)
formada por elementos enteros cuyo discriminante es d, un entero libre de cuadrados.

Lema 2.28 Sea G un subgrupo aditivo de Ax con base aq,...,an. Si G # Ak, entonces
existe un primo p tal que p? divide a A[G] y un entero algebraico no nulo de la forma

1
E(clal + ...t cpan)

con ci,...,cp enteros entre 0 y p — 1.

Demostracién. Sea p un divisor primo de [Ag : G]. Por la Proposicién 2.26, p? divide
a A[G]. Ademds, del Teorema de Cauchy de Teoria de Grupos [AB, Teorema 8.3.1], o del
Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente Generados (Teorema 1.1), deducimos
que Ak /G tiene un elemento de orden p, es decir, existe u € Ax \ G tal que pu € G. Entonces
pu = aja] + ...+ apq, para ciertos enteros aq,...,a,. Para cada i sean ¢; y ¢; enteros con
ai=pgi+¢y0<c¢ <p-—1. Entoncesv=u—>y 1 qa; = %(clai—l—...+cnan) € Ag. Como
u & G se tiene que w # Y ,_; ¢;cy y por tanto v # 0. |

Algoritmo para el calculo efectivo de una base entera:
La entrada del algoritmo es un cuerpo de ntimeros K. Sea n = [K : Q).

(1) Empezamos con una base de K sobre Q formada por elementos enteros' La existencia
esta garantizada por la Proposicion 2.25.

!La idea es tomar una lista que sospechamos que pueda ser una base de Ax. Por ejemplo, si K = Q(0) con
6 entero podemos tomar la base 1,60,62,...,6" 1.
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(2) Calculamos A = Ag/g(ai,...,an). Esto es un niimero entero por la Proposicién 2.24.
Si es libre de cuadrados concluimos del Corolario 2.27 que a4, ..., «a, es una base entera
de K y el algoritmo concluye con la salida aq, .. ., ay,.

(3) En caso contrario elegimos un primo p tal que p? divida a A y analizamos si alguno de los
elementos de la forma § = %(cloq + ...+ cpan) con 0 < ¢ < py algin ¢; # 0 es entero.
Esto es un proceso finito pues solo hay un numero finito de tales elementos. Ademas
para decidir si un elemento es entero podemos utilizar la Proposicién 2.15.

(a) Si alguno de ellos § = %(cloq + ...+ cpap) es entero y ¢; # 0 entonces cambiamos
a; por By volvemos al paso (2).

(b) Siningtin elemento de esta forma es entero concluimos del Lemma 2.28 que a, . . ., oy,
es una base entera de K y el algoritmo concluye con la salida aq, ..., a,.

Vamos a ver que este algoritmo acaba en un conjunto finito de pasos. Para ello observamos

2
que cada vez que vamos del paso (3a) al paso (2) el valor de A se multiplica por (%) < 1. Esto

es consecuencia de la Proposicién 1.6.(2). Por tanto los valores absolutos de los A calculados
en (2) forman una sucesién decreciente de enteros positivos. Como estos nimeros no pueden
decrecer indefinidamente el algoritmo tiene que parar en algiin momento en el paso (2) 6 (3b)
proporcionando una base entera de K.

En realidad podemos acelerar el procedimiento modificando ligeramente § para que ¢; = 1,
con lo cual cada vez que se pasa del paso (4) al paso (2) el valor de A se divide por p.
Para ver esto, reordenando los «; podemos suponer que ¢; # 0. Como ¢; < p, tenemos que
mcd(c;, p) = 1y por tanto existen enteros u y v con uc;+vp = 1. Paracada j = 2,...,n sean g;
y r; el cociente y el resto de dividir uc; entre p. Entonces ' = uf +vaq — (gaaa + - - - + gnavy)
es entero y

u
g = » (cran + - 4 cpay) +vay — (qaas + -+ + guavy,)
1
=5 ((uer +vp)ag + (ucz — gap)ag + - + (ucy — gjp)an)
1

= p(a1+r2a2+---+7“nozn).

Ejemplo 2.29 Si 6 = /7, es decir 6 es la raiz ciibica real de 7 entonces 1,6, 62 forman una
base entera de Q(+v/7).

Demostracién. Sean K = Q() y R = Z[f]. Claramente R C Ag y 1,0,6? forman una base
del grupo aditivo de R. Por tanto, basta con demostrar que R = Ag.

Sea w una raiz cubica primitiva de la unidad. El polinomio minimo de w es ))((3:11 =
1+ X+ X2 conlo que 1 +w+w? = 0. Las raices de X3 — 7 son 6, wd y w?d. Luego las
inclusiones de K en C vienen dadas por o1 : 0 — 0,09 : 0 — wl y 09 : 6 — w?0. Por tanto,

1 6 0 11 1 [\?
AlG] = |1 whd 02| =(63]1 w w? = 7?32(w? — w)? = 7°32(—1 — 2w)?
1 w?0 wh? 1 w? w

= 7232(1 + 4w + 4w?) = 7?3%(—3) = — 7?33
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Segtn el algoritmo explicado anteriormente ahora tenemos que buscar un entero algebraico de
una de las dos siguientes formas

1 1

g(co + 10 + 26%),0 < ¢1, ¢, ¢3 < 2; ;(Co +¢10 + 26%),0 < ¢1, ¢, ¢35 < 6.
Veremos que no existe ninguno y en consecuencia concluiremos que R = Ag. Para ello em-
pezamos calculando una féormula para los coeficientes del polinomio caracteristico de un el-
emento genérico o = ag + a10 + a26? € K con ag,ar,as € Q. Salvo el signo, dos de estos
coeficientes son la traza y la norma:

T(ap + a10 + a26*) = 3a

N(ag+ a10 + a20?) = (ag+ a10 + a26?)(ag + a1wb + asw?6*)(ag + a1w?0 + azwb?)
a% + 7a3 + 4943 — 21agaiay

Con estas dos expresiones conseguimos descartar los elementos del segundo tipo pues si a es
del segundo tipo deducimos que T'(«) = 3% € Z y, como 0 < ¢y < 6, deducimos que ¢y = 0.

3 3
Tomando ahora normas deducimos que N(a) = 0119762 € Z. Luego 7 | ¢; y de nuevo ¢; = 0,

con lo que N(a) = é € Z y concluimos que c; = 0. Luego Ag no tiene elementos de la
segunda forma.

Para descartar los del primer tipo necesitaremos considerar el coeficiente del polinomio
caracteristico que nos falta por considerar que es el siguiente:

fla) = (ap+ a10 + a26*)(ap + a1wl + asw?6?) +
(ap 4 a10 + a26?)(ag + a1w?0 + axwh?) +
(ao + aqwb + a2w202)(a0 + a1w20 + a2w92)

_ 9.2
= 3ap.

Si « es de la primera forma la traza no nos aporta ninguna informacién, pues T'(«) = ¢g € Z.
Sin embargo la norma es

cg +7ch +49¢3 — 21cperes
27 '

N(a) =

v el coeficiente de X en el polinomio caracteristico de « es

2

0]

o) = —.

Como ambos son enteros, y 0 < ¢, ¢1,c3 < 2, deducimos que ¢y = 0y 76:1)’ + 490% es multiplo

de 27. Supongamos que c¢; 6 ¢ no es 0. Entonces ¢1 y ¢g son ambos diferentes de 0 y por tanto

c1,c2 € {1,2}. Pero 0 = 7¢} +49¢3 = ¢1 + co mod 3 y por tanto {c1,ca} = {1,2} con lo que

{c3,c3} = {1,8}. Pero ¢} = —c3 = +1 mod 9 y, por tanto, 0 = 7cf + 49¢3 = £42 mod 9, que
nos proporciona una contradicciéon. Esto prueba que ¢; =co =0. |
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2.6 El anillo de enteros del compositum de dos cuerpos de
nameros

Si Ry S son dos subanillos de un anillo fijo A entonces RS denota el menor subanillo de A que
contiene a Ry a S. Esto tiene sentido por tanto para todos los subanillos de C y en particular
para los cuerpos de nimeros y sus anillos de enteros.

Lema 2.30 Sean K y F dos cuerpos de numeros tales que [KF : Q] = [K : Q] [F : Q).
Entonces para cada inclusion o de K en C y cada inclusion 7 de F' en C eriste una unica
inclusion de KF en C que extiende o y T.

Demostracién. Sea n = [F : Q]. Entonces [KF : K| =[KF:Q]:[K:Q|=[F:Q=ny
por tanto o tiene n extensiones diferentes a una inclusién de K F' en C. Todas ellas tienen que
tener restricciones distintas a F' con lo cual una de ellas, y solo una, se restringe a 7. ||

Proposicién 2.31 Sean K y F dos cuerpos de nimeros. Si [KF : Q] = [K : Q] [F : Q] y
d = mcd(Ag,Ar) entonces

1
AgApr C Agp C gAKAF-

En particular, st d =1 entonces Axp = AgAp.

Demostraciéon. Sean aji,...,q,, una base entera de K y f1,...,5, una base entera de
F. Luegom = [K : Q) y n = [F : Q] y, por hipétesis, [KF : Q] = mn. Como ademds
KF=3%", 29:1 Qa;p; deducimos que los a;3; forman una base de F' sobre Q. Claramente
AxAp C Agp. Sea v € Agp. Entonces

aij
v = E — i3
— T
17‘7

con r y todos los a;; enteros tales que mcd(r,mecd(a;;)) = 1. Queremos demostrar que
v E éA xAp, para lo cual basta demostrar que r | d y para ello demostraremos que r divide a
Ak y de forma andloga demostrariamos que r divide a Ap.

Sean o1, ...,0y, las inclusiones de K en C. Por el Lema 2.30, cada o; tiene una tunica
extension a K F' cuya restricciéon a F' es la identidad. Denotaremos esta extensién también o;.
L n aij o ] —
Sea x; = ZFI = 3; para cada i = 1,...,m. Entonces
or(y) = E E o)z

1,

Por tanto los z; forman una solucion de un sistema de ecuaciones lineales en el que la matriz
de los coeficientes es (0% (;)) y los términos independientes son los o (7). El determinante de
la matriz de los coeficientes es § = £v/Ag # 0 con lo que se trata de un sistema de Cramer.

Resolviendo por Cramer obtendremos x; = % con § y todos los y; enteros, pues los coeficientes
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y términos independientes del sistema lo son. Por tanto los siguientes niimeros complejos son
enteros algebraicos para cada i:

n
AKCL' .
5yl = 52.’157; = AKl‘z = Z 771 Y, BJ
7j=1

Por tanto se trata de elementos de Ar y como los 3; forman una base entera de F' sobre Z
deducimos que % € Z para todo i y j. Luego r divide a med(Aga, j : 4,7) = Axgmed(a;;
i,7) y como 7 es coprimo con med(a; ; : 4, j) deducimos que r divide a A, como querfamos.

2.7 Enteros ciclotémicos

Esta seccién la vamos a dedicar a estudiar los cuerpos ciclotémicos y su anillo de enteros. Si m
es un entero positivo entonces el m-ésimo cuerpo ciclotdmico es Qy, = Q((n ), donde ¢, = e%,
una raiz primitiva m-ésima compleja de la unidad.

Usamos ¢ para denotar la funcién de Euler, o sea ¢(n) es el cardinal del grupo de unidades
de Z,,.

Empezamos calculando los conjugados de (.

Proposicién 2.32 Los conjugados de (,, son los elementos de la forma C* conmed(k, m) = 1.
En consecuencia, [Qp, : Q] = p(m),

Ming(¢m) =[] (X -¢k)
1<k<m
med(k,m)=1

y Qnn/Q es una extension de Galois cuyo grupo de Galois es
Gal(Qn,/Q) = {or : 1 <k <m,mcd(k,m) = 1}
donde oy, estd determinado por oy (Cn) = ¢, Ademds la aplicacion

Ln — Gal(Qn/Q)
k Ok

es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Los elementos de la forma ¢* con mcd(k,m) = 1 son las raices m-ésimas
primitivas de la unidad. Por tanto tenemos que demostrar que los conjugados de (, son
precisamente las raices m-ésimas primitivas de la unidad. Si « es conjugado de (,, entonces
a™ =1y a®# 1 para todo d < m. Por tanto, o es una raiz m-ésima primitiva de la unidad.
Antes de demostrar el reciproco demostraremos que si € es una raiz m-ésima primitiva de la
unidad y p es un primo que no divide a m entonces £ y £P son conjugados sobre Q. En efecto,
sea f el polinomio minimo de £ sobre Q. Entonces X" — 1 = f(X)g(X) para algin g € Q[X]
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moénico. Del Lema 2.15 deducimos que f € Z[X] y del Lema 2.14 que g € Z[X]. Como &P es una
raiz de X™ — 1, también serd raiz de f 6 g y queremos demostrar que &P es raiz de f. En caso
contrario g(&P) = 0. Luego & es raiz del polinomio g(XP?), con lo que f(X) divide a g(X?) en
Q[X]. Aplicando el Lema de Gauss de nuevo deducimos que en realidad f(X) divide a g(X?)
en Z[X]. Reduciendo médulo p, que lo denotamos usando barras, deducimos que f(X) divide
a g(XP) = g(X)P. Como Z,[X] es un dominio de factorizacién dnica deducimos que f(X) y
g(X) tienen un factor comtn irreducible h(X) en Z,[X]. Luego h*(X) | f(X)g(X) = X™ — 1.
Por tanto que X™ — 1 tiene una raiz miltiple en una clausura algebraica Z, de Z,. Pero eso
implica que su derivada, que es mX™ !, tiene una raiz comin con X™ —1 en Zyp, lo cual no es
posible pues como p 1 m, la tnica raiz del primero es 0 que no es raiz del segundo. Concluimos
que &P es raiz del polinomio minimo f de £ sobre Q, o lo que es lo mismo &P es conjugado de
& sobre QQ, que es lo que queriamos demostrar.

Finalmente demostramos que si k es coprimo con m entonces ¥, es conjugado con ¢, sobre
Q. Para ello razonamos en la longitud de la factorizacion de k. Cuando esa longitud sea 0 no
hay nada que demostrar y si es 1 entonces la afirmacion es consecuencia de lo demostrado en
el parrafo anterior. Para el paso de induccién, si p divide a k entonces (,, es conjugado de (5,

k
por el péarrafo anterior y (5, es conjugado de (¥ = (¢%,)» por la hipétesis de induccién. Como
el ser conjugado es una relacién de equivalencia, (,, es conjugado de Cﬁl sobre Q. J

Lema 2.33 Sean m y h dos enteros positivos con m | h. Entonces p(m) = p(h) si y solo si
m=~h é m es impar y h = 2m.

Demostracién. Es facil ver que si m es impar entonces ¢(2m) = ¢(m). Esto demuestra una
implicacién.

Supongamos que pi,p2,...,Pr son los primos impares que dividen a m y qi,...,qs son
los primos impares que dividen a h pero no a m. Sean pg = mecd(2,m) y qo = mcd(2,h).
Supongamos que ¢(m) = p(h). Entonces

@ o= ) o= D =) (=)
bopP1---Pr qop1---Prq1---9s

Por tanto, g—gql'--qs | % = Z—g% y por tanto q1---qs < % < q--gs.

Como todos los ¢; son impares, en realidad no puede haber ninguno, es decir todos los primos
impares que dividen a m también dividen a h. De la formula anterior concluimos que si m es
par o h es impar entonces h = m. En otro caso, m es impar y h = 2m. |

Corolario 2.34 Sean m y n dos enteros positivos con m < n. Entonces
(1) Qn = Qy si y solo si m es impar y n = 2m.

(2) El conjunto de las raices de la unidad de Q,, estd formado por las raices mcem(2,m)-
éstmas de la unidad.



2.7. ENTEROS CICLOTOMICOS 27

Demostracién. (1) Si m es impar entonces —(, es una raiz 2m-ésima primitiva de la
unidad. De la Proposicién 2.32 deducimos que —(,, y (2, son conjugados y por tanto
Qm = Q(—(¢m) = Q2. Reciprocamente, supongamos que Q,,, = Q,,. Por tanto ¢(m) = ¢(n)
por la Proposicién 2.32. Si m divide a n entonces, por el Lema 2.33 se tiene m es impar y
n = 2m. Supongamos que m no divide a n y sea k = mcm(m,n). Entonces ((p,(y) es un
subgrupo finito de Q}, = Q;, de orden multiplo de k. Como todo subgrupo finito del grupo
de unidades de un grupo es ciclico deducimos que Q,,, tiene una raiz k-ésima primitiva de la
unidad y por tanto Q C Q,,, € Q. Concluimos que Q,, = Qr = Q,,, m y n son divisores de
k con p(m) = p(n) = ¢(k). Del Lema 2.33 deducimos que m es impar y n = k = 2m.

(2) Como consecuencia de la condicién suficiente de (1), podemos suponer sin pérdida de
generalidad que m es par. En tal caso lo que hay que demostrar es que toda raiz de la unidad
de Q,, es una raiz m-ésima de la unidad. Supongamos que £ es una raiz de la unidad de Q,, de
orden n y sea k el minimo comin multiplo de n y m. Entonces ((,, &) es un subgrupo finito de
C* con un elemento de orden m y otro de orden n. Como todo subgrupo finito de un cuerpo
es ciclico el orden de dicho grupo es ciclico multiplo de k, con lo que { € (¢, &) € Q. Como
claramente ¢, € Qg, deducimos que Q,, = Q. Como m es par y m < k, de (1) deducimos
que m = k, es decir n divide a m. Por tanto £ es una raiz m-ésima de la unidad. J

Corolario 2.35 Si m es una potencia de un primo p entonces

NQm/Q(l - Cm) =P Y P o(m) € Z[Cm]

(1 - Cm)

Demostracién. Supongamos que m = p” y sea f = Ming((,,). Entonces, de la Proposicién 2.32
se tiene que

X —1 r— r—
e R R EE e GO e | (G S«

1<k<m

ptm

’ i , , . . « e
pues las raices de XP —1 son las raices p"-ésimas de la unidad. Usando de nuevo la Proposicion 2.32
se tiene que

Ng, ol =G = T[] =G =r1)=p

1<k<m
ptm

Por tanto

p B 1- ¢k
(1 - Cm)ap(m) - H 1- Cm

ptm,1<k<m

k
y esto pertenece a Z[(,,] pues tg: =1+ ¢+ -+ ¢! para todo k. 11

Lema 2.36 Ag,, /0(¢m) ¥ Ag,./o(1 — (m) son iguales y dividen a mem),



28 CAPITULO 2. CUERPOS DE NUMEROS Y ANILLOS DE ENTEROS

Demostracién. Pongamos A = Ag, /q- Sean &, ..., &, los conjugados de (,. Entonces los
conjugados de 1 — (, son 1 —&p,...,1 —&,. De la Proposicién 1.6.(3) deducimos

A1 =Gn) =TI =&) =1 =&)* =[] - &) = AlGn).

1<J 1<j

Sea f el polinomio minimo de ¢, sobre Q. Del Lema 2.14 tenemos que X" —1 = f(X)g(X)
para algin g € Z[X]. Tomando derivadas y sustituyendo X por (,, deducimos que m =
CnmCmt = G f'(¢m)9(Cm). Tomando normas, de la Proposicién 1.6.(3) deducimos

m™ = N(f'(Gn))N (Gng(Gm)) = AGn)N (Gmg(Gm))-

Como (ng(Gn) es entero deducimos que su norma es un nimero entero y por tanto A((p)
divide a m®(m), ]

Teorema 2.37 El anillo de enteros de Qy, es Z[(y).

Demostracién. Sea R el anillo de enteros de Q,,. Tenemos que demostrar que R = Z[(y].
Si m = 1 entonces Q,, = Q y, por tanto, R = Z = Z[(1]. Suponemos pues que m > 1y
razonamos por induccién en el ntimero de divisores primos de m.

Supongamos que m es divisible por un unico primo p. Sean § = 1 — (,, y n = @(m).
Como Z[(n] = Z[f)], basta demostrar que 1,6,62,...,0"~! forman una base entera de Q,,. Por
reduccién al absurdo suponemos que no lo es. Del Lema 2.36 se tiene que A(#) es una potencia
de p y por tanto, del Lemma 2.28 se tiene que R contiene un elemento no nulo de la forma

1
a= ];(co +c10+ b + ... cnﬂn_l)

con 0 < ¢; < p para todo i. Tomando 1 < ¢ < n con ¢;—1 # 0 y teniendo en cuenta que

B =07k € Z[0] C R, por el Lema 2.35, deducimos que “5* = ak — Z?;il cj#’~" € R.

Tomando normas deducimos que G € Z. Pero esto es imposible pues 1 < ¢;—1 < p.

Supongamos ahora que m es divisible por mas de un primo y pongamos m = mimso con
m1 una potencia de un primo y msy coprimo con m;. Por hipétesis de induccién el anillo de
enteros de Qy,, es Z[(n,| para i = 1,2. Eso implica que Aq,,, = A((m;) y ademads, este ultimo
divide una potencia de m; por el Lema 2.36. Por tanto Ag,,, v Ag,,, son coprimos. Ademads,
@ ¢ Q] = p(m) = @(m1)p(ma) = @y ¢ Q) [y : U ¥ Q' = @y Qry Usando la
Proposicién 2.31 deducimos que el anillo de enteros de Q,, €s Z[(m,]Z[(m,], es decir el menor
subanillo de C que contiene a (,, ¥ (m, y dicho anillo es Z[(,] pues (m,Cmy ¥ Gn son ambos
raices m-ésimas primitivas de la unidad por ser m; y meo coprimos. 1



Capitulo 3

Anillos de enteros con factorizacion
unica

3.1 Factorizacion en anillos de enteros

Recordemos que un ideal I de A se dice finitamente generado si es de la forma (X) para X un
subconjunto finito de A.

Proposicion 3.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo A:

(1) SiIy C Iy C ... es una cadena de ideales de A, entonces existe n € N, tal que I, = I,4p,
para todo h € N.

(2) Todo conjunto no vacio de ideales de A tiene un elemento mazimal.
(3) Todo ideal de A es finitamente generado.

Demostracién. (1) implica (2) Si X es un conjunto no vacio de ideales de A que no tiene
ningun elemento maximal entonces partiendo de cualquier elemento I de X podemos construir
una sucesion estrictamente creciente Iy =1 C Iy C ... de elementos de X.

(2) implica (3) Sea I un ideal de A que no es finitamente generado y sea X el conjunto de
los ideales finitamente generados de A contenidos en I. Claramente X no es vacio. Vamos a
ver que X no tiene ningin elemento maximal. En efecto, si J fuera un elemento maximal de
X entonces I # J, ya que J es finitamente generado e I no lo es, y por tanto existe z € I \ J.
Entonces K = (J,z) es un elemento de X que contiene propiamente a .J, en contra de la
eleccion de J.

(3) implica (1) Supongamos que todo ideal de A es finitamente generado y sea I; C I C ...
es una sucesién de ideales de A. Entonces I = U;>1l; es un ideal de A. (Observa que esto no
funcionaria si los ideales no formaran una cadena.) Por hipdtesis I = (z1,...,x,) y cada x;
estd en algin Ij,. Si j = max{ji,...,jn} tenemos que I = (x1,...,x,) C I; C I}, C I para
todo k > j con lo que I, = I paratodo k > j. |

Los anillos que satisfacen las condiciones equivalentes de la proposicion anterior se llaman
noetherianos. Obviamente todos los dominios de ideales principales son anillos noetherianos.

29
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Teorema 3.2 Todo dominio noetheriano es un dominio de factorizacion.

Demostracion. Sea X el conjunto de los elementos no nulos de D que ni son unidades ni se
pueden escribir como producto de irreducibles. Tenemos que demostrar que X es vacio. En
caso contrario, {Dx : € X} tendrd un elemento maximal (z). Entonces = no es una unidad,
ni es irreducible, luego = = yz para ciertos y, z € D, tales que ni y ni z son unidades. Luego
(y) v (z) contienen propiamente a (z) y, por tanto, no estdn en X. Eso implica que y y z
se pueden escribir como producto de irreducibles y, por tanto, x también es un producto de
irreducibles, en contra de la definicién de X. |

Teorema 3.3 FEl anillo de enteros de un cuerpo de numeros es noetheriano y, en particular,
es un dominio de factorizacion.

Demostracién. Por el Teorema 2.25, el grupo aditivo de un anillo de enteros D es libre de
rango finito. Por tanto todo ideal de D, que es un subgrupo de D, es también libre de rango
finito, y por tanto es finitamente generado como ideal. J

Ejemplo 3.4 2 es irreducible pero no primo en Z[v/—5].

Demostracién. La norma en Z[y/—5] viene dada por
N(a + bv/=5) = a® + 5b%,

Si 2 = 2y, con = e y no unidades de Z[y/—5], entonces 4 = N(zy) = N(z)N(y) y, por tanto
N(xz) = N(y) = +2, lo cual es imposible porque no hay ningin elemento con norma +2 en
Z[/—=5]. Esto prueba que 2 es irreducible. Por otro lado 2 | 6 = (1 + v/—5)(1 — \/=5), pero 2
no divide ni a 1 4++/—5 ni a 1 — /=5 por que ambos tienen norma 6, que no es un multiplo de
4=N(2). 1§

Obsérvese que si K es un cuerpo de nimeros entonces la aplicacién ¢(a) = |Ng g(a)]
satisface el primer axioma de funcién euclidea. Decimos K tiene norma euclidea si la restriccion
de ¢ a Ag define una funcién euclidea en Ag.

Lema 3.5 Sea K un cuerpo de niumeros y sea D su anillo de enteros. La norma define una
funcion euclidea en K si y solo si para todo € € K existe ¢ € D tal que [Nk g(e — q)| < 1.

Demostracién. Mantenemos la notacién ¢(x) = [Nk g(z) para € K. Supongamos que K
tiene norma euclidea sea ¢ € K \ {0}. Por el Lema 2.11 existe n € Z™, tal que ne € D. Por
hipétesis existen g,r € D tales que ne = ng+ryr =00 ¢(r) < ¢(n). Sir = 0, entonces
\NK/Q(E —q)| =0< 1. Si ¢(r) < ¢(n) entonces ]NK/Q(E —q)l=9¢ (%) = i((;)) < 1.
Reciprocamente, supongamos que se cumple la propiedad y sean a,b € D \ {0}. Por
hipétesis existe ¢ € D tal que N g (% — q) < 1. Sear = a— bg. Entonces r € D y o bien

r=0o0 bien ¢(r) = ¢(b)d (¢ —q) < ¢(b). 1
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Teorema 3.6 Si d es un entero negativo libre de cuadrados entonces Q(\/d) tiene norma
euclidea si y sélo st d = —1,—-2,—3, -7, —11.

Demostracién. Sea D el anillo de enteros de Q(v/d) y sea e = r + sv/d € K con r,5s € Q
Supongamos primero que d Z 1 mod 4. Entonces D = Z[\/Zl] Por tanto todo elemento de
Desdelaformag=z+yVdconz,ycZy

ple—q) = (r—a)” —d(r —y)*.

Si elegimos z,y € Z tales que |r — 2| y |s — y| sean minimos. Entonces |r —z|,[s—y| < 5 con lo
que p(e—q) = (r—x)2—d(s—y)?> < 15%. Sid = —1 6 d = —2 entonces 1 —d < 3 con lo que en
ambos casos ¢(e — q) < % < 1. Por tanto, la condicién del Lema 3.5 se cumple en estos casos.
Sin embargo, sid < -2y d# 1 mod 4 entonces 1 —d > 4. Si tomamos € = % + % d entonces
para todo z,y € Z se tiene que [z — 3| > % e [y — 3| > 1 con lo que para todo a € Z[Vd] se
verifica que ¢(e — q) > %d > 1. Luego en este caso la norma no define una funcién euclidea
por el Lema 3.5.

Supongamos ahora que d =1 mod 4. Obsérvese que como d < 0 se tiene que d =1 mod 4
y d> —11siy soloside {—3,-7,—11}. En este caso

1 1
D=7 +2\/g :{:L"+y +2\/&:x,y€Z}:{W:x,y€Z,x:y mon}.

2

Tomemos y € Z tal que |25 —y| sea minimo y para tal y tomamos = € Z con |r — % — x| minimo.

Por tanto |25 — yl,[r — ¥ — 2| < 3. Si tomamos ¢ = z + yl%ﬁ tenemos

Y\ 2 25—y | 1 4—d
_ — 2 _ < __d=—=—""
$(e—a) (’“ v 2) d( 2 > <17 % " 6

En consecuencia si d > —11 entonces la norma define una funcién euclidea. Sin embargo si

d < —11, como d =1 mod 4 entonces d < —15. Tomando € = % + i\/& v q € D tenemos que

z+yvd
2

q= con z,y € Z y por tanto

(1—2x)2—d(1—2y)2> 1-d
16 - 16

> 1.

¢le—q) =
con lo que Q(v/d) no tiene norma euclidea. |

De la Proposicién 2.20 sabemos que Z[v/—5] es el anillo de enteros de Q(v/=5), pero del
Ejemplo 3.4 y el Teorema 1.11 sabemos que Z[/—5] no es un DFU y por tanto no es un dominio
euclideo.

Es més dificil aplicar el Lema 3.5 cuando es positivo pues en este caso N (a:—l—y\/&) = 22 —dy?
puede tomar valores negativos y positivos. Aqui dejamos un resultado sin demostracién.

Teorema 3.7 Sea d un entero positivo libre de cuadrados. FEntonces la norma define una
funcion euclidea en Q(v/d) si y solo sid € {2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21, 29,33, 37,41, 55, 73}.
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3.2 Aplicaciones de la factorizacién tnica en Z[i] = Ag;

En esta seccién vamos a ver cémo resolver algunos problemas sobre los niimeros enteros uti-
lizando las propiedades del anillo de los enteros de Gauss Z[i]. Obsérvese que Z[i] es el anillo
de enteros de Q[i] (Proposicién 2.20 6 Teorema 2.37), y Z[i] es un DFU por el Teorema 3.6.
En toda la seccion N = Ng;)/q-

Ternas pitagoricas

Recordemos que una ecuacién diofantica es una ecuacién en la que las variables representan
numeros enteros, o dicho de otra manera, cuando consideramos una ecuacién como diofantica
solo nos importan las soluciones formadas por nimeros enteros.

Comenzamos considerando la ecuacién pitagérica 22 +y? = 22 como ecuacién diofantica, es
decir queremos encontrar las ternas de niimeros enteros z, y, z para las que 22 +y? = 22. Dichas
ternas se llaman ternas pitagoricas. Para empezar si x,y y z son multiplos de un niimero dado
a entonces (x,y, z) es una terna pitagérica si y solo si lo es (%, 4 §) Por tanto, para calcular
todas las ternas pitagéricas podemos restringirnos al caso en el que las tres componentes son
coprimas. Eso es equivalente a que sean coprimas dos a dos pues un divisor de dos componentes
de una terna pitagoérica serd divisor del tercero. En particular, una de las componentes es impar
lo que implica que lo sean exactamente dos. Sin embargo x e y no pueden ser ambos impares
por que en tal caso 2 = 22 + y? = 22 = 0 mod 4. Por tanto, z es impar y podemos suponer
que z es impar e y es par.

Aunque solo nos interesen las soluciones enteras nos vamos a aprovechar del anillo Z]i]
reescribiendo la ecuaciéon como

2

(z + yi)(x — yi) = 2°.

Ya sabemos que x e y son enteros racionales coprimos en Z. De hecho también lo son en Z[i],
pues si p es un irreducible de Z[i] que divide a = y a y entonces N (p) divide a N(z) = 2% y a
N(y) = 42, con lo que N(p) es una unidad de Z[i]. Vamos a ver que x + yi y * — yi también
son coprimos en Z[i]. En caso contrario tendrian un divisor irreducible comin p en Z[i], lo que
implicarfa que p | 2z y p | 2y en Z[i]. Por tanto, p | med(2z, 2y) = 2med(z, y) = 2 = —i(1+1i)%.
Como N(1+ i) = 2, de la Proposicién 2.17.(4) deducimos que 1 + i es irreducible y como i es
invertible se tiene que p es asociado de 1 + ¢. Pero eso no es posible por que entonces 1 + ¢
dividirfa a 2 +yi y a  — iy y por tanto 2 = —i3(141)? divide a 22 en Z[i], lo que no es posible
pues z es un entero impar. Por tanto z + yi y « — yi son coprimos en Z[i].

Usando que Z[i] es un DFU y la igualdad (x + yi)(z — yi) = 22, deducimos que z + yi =
u(a + bi)? = u(a® — b? + 2abi) para u € U(Z[i]) y a,b € Z. Como las tinicas unidades de Z[i]
son +1 y #i pero y es par deducimos que necesariamente u = #1 con lo que +x = +(a? — b?)
e y = +2ab. Finalmente, 2 = +(a + bi)(a — bi) = 4(a? + b?). Obsérvese que como x,y y z
son coprimos, necesariamente a y b son coprimos y como z es impar, de a y b tienen distinta
paridad. Esto demuestra el siguiente

Teorema 3.8 Las ternas pitagdricas son las de la forma (£(a® —b?)c, £2abc, +(a® +b?)c) con
a y b coprimos de distinta paridad y ¢ un entero, y las que se obtienen intercambiando las dos
primeras coordenadas
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Teorema 3.9 Six ey son enteros no nulos entonces x* + y* no es un cuadrado.

Demostracién. Por reduccién al absurdo suponemos que z* + y* = 22 con z,y y 2 enteros
positivos y z minimo para el que existen x e y que satisfacen la igualdad. Entonces z, y v z
son primos dos a dos, pues si p es un divisor primo de dos de ellos entonces también divide al

tercero y de hecho p? divide a z. Entonces (%)4 + (%) = (1%)2, en contra de la minimalidad
de z.

El mismo argumento que utilizamos antes del Teorema 3.8 muestra que z es impar y
podemos suponer que y es par y x impar. Aplicando el Teorema 3.8 obtenemos que existen r

y s coprimos, uno de ellos par, tales que

x2:r2—52, y2:27‘s, z =72+ 5%

Entonces

z? + s* =12

y z, r'y s son coprimos dos a dos (pues z e y lo son). Aplicando el Teorema 3.8 deducimos
que 7 es impar y por tanto s es par. Luego existen a y b coprimos tales que

z=a®—b% s=2ab, r = a®+b°.
Luego
y* = 2rs = 4ab(a® + b?)

Pongamos y = 2k. Entonces
k? = ab(a® + b%).

Pero como a, by a? + b? son coprimos dos a dos, la ecuacién anterior implica que los tres son
cuadrados. Pongamos
a=c b=d?% a®>+b* = ¢?

Luego
A rdt=e?

y e < a®+b? =r < z, contradiciendo la minimalidad de z. J

Sumas de dos cuadrados

En esta seccidon vamos a ver una descripcion de cudles son los ntimeros que son suma de dos
cuadrados. Obviamente son los elementos de N(Z[i]) pero eso no proporciona un método
efectivo para decidir si un nimero concreto es o no suma de dos cuadrados.

Comenzamos recordando el Teorema de Wilson.

Teorema 3.10 (Wilson) Si K es un cuerpo finito entonces el producto de sus elementos no
nulos es —1.
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Demostracion. Esta claro que el producto de los elementos no nulos de K es igual al producto
de aquellos que sean su propio inverso que claramente son 1 y —1, de donde se deduce el
resultado de forma obvia. |

Teorema 3.11 Las siguientes condiciones son equivalentes para un numero primo p.
(1) p es suma de dos cuadrados.
(2) p#3 mod 4.
(8) p=26p=1 mod 4.
(4) —1 es un cuadrado en Zy.
(5) p no es irreducible en Z][i].

En tal caso solo hay una forma de escribir p como suma de dos cuadrados (salvo el orden de
los sumandos).

Demostracién. (1) implica (2). Los cuadrados de Z4 son 0 y 1, con lo que 3 no es suma de
dos cuadrados de Zg4.

(2) implica (3) es obvio.

(3) implica (4). En Zs se tiene que —1 = 1 = 12. Supongamos que p = 1 mod 4 y
pongamos p = 4t + 1. Entonces del Teorema de Wilson tenemos que

2t 2t

-1 = (p-1)! =)= (2t (H(2t+7j)> = (2t)! (H(z’—Qt— 1))

i=1 i=1

2t
= (2t)! (H(2t+ 1 —i)) = ((2t))? mod p

=1

(4) implica (5). Si —1 = 22 mod p entonces ap = > +1 = (x+i)(x — ) para algiin entero
a. Eso implica que (z +i)(x — i) € Z[i]p y obviamente x + i,z — i & Z[i]p. Eso implica que p
no es primo en Zi] y, como Z[i] es un DFU, p no es irreducible en Z[i].

(5) implica (1). Supongamos que p no es irreducible en Z[i] y sea p = ¢q1...q, una
factorizacién de p en producto de irreducibles de Z[i]. Por hipétesis n > 2. Entonces
p?> = N(q1)---N(gn) y cada N(g;) es un entero mayor que 1, conlon =2y p = N(q1) = N(q2),
lo que implica que p es suma de dos cuadrados.

Finalmente si p = a% +a% = b% —i—bg con a; v b; enteros positivos y a = a1+ b1t y b = by +bat
entonces a y b son irreducibles de Z[i], por la Proposicién 2.17 y p = aa = bb. Como @ y b
también son irreducibles, de la factorizacién dnica de Z[i] se tiene que b es asociado de a 6
@ = a1 — a9gi. Pero los asociados de a son a = a1 + a9i, —a = —a1; — agi,ta = —ag + a1t y
—ia = agy — a1t y los de @ son a1 — asi, —aj + asi, as + a1t y —as — ari. Como los a; y b; son
no negativos tenemos que b = a 6 b = as + a17, en cualquier caso. |
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Corolario 3.12 Los irreducibles de Z[i] son los asociados de primos racionales congruentes
con 3 mddulo 4 y los elementos a € Z[i] con N(a) primo que no es congruente con 3 mddulo
4.

Demostracién. De la Proposicién 2.17 y del Teorema 3.11 se deduce que los elementos que se
mencionan son irreducibles de Z[i]. Vamos a ver que son todos los irreducibles. Sea z = a + bi
un irreducible de Z[i]. Si x es asociado de un nimero entero positivo entonces dicho niimero
entero debe de ser irreducible en Z[i] con lo que serd un nimero primo congruente con 3 médulo
4, por el Teorema 3.11. Supongamos que x no es asociado de un niimero entero y pongamos
N(xz) = nm con n y m enteros positivos. Entonces x divide a n é m en Z[i]. Supongamos que
r divide a n en Z[i]. Entonces T = Zm y 2 no es invertible en Z[i] por hipdtesis. Como T
es irreducible de Z[i] tenemos que m es un entero positivo que es invertible en Z[i], es decir
m = 1. Esto demuestra que N(z) es un nimero primo que es suma de dos cuadrados y por
tanto no es congruente con 3 médulo 4. 1

Teorema 3.13 Un entero positivo n es suma de dos cuadrados si y solo si el exponente en la
factorizacion de n de cada primo p congruente con 8 mddulo 4 es par.

Demostracién. Supongamos que n = p%al x -pia’“ q'fl e qlﬁl donde p1,...,p son los primos
que dividen a n que son congruentes con 3 médulo 4. Por el Teorema 3.11 paracada:=1,...,1

tenemos ¢; = N(b;) para algin a; € Z[i], con lo que n = N(p{* ---p;*by...b;). Luego n es
suma de dos cuadrados.

Reciprocamente, supongamos que n es suma de dos cuadrados, con lo que n = N(a) para
algin a € Z[i]. De la Proposicién 3.12 deducimos que la factorizacién de a en Z[i] sera de la
forma a = p{* ... pp* bfl . blﬁl con p; nimeros primos congruentes con 3 médulo 4 y ¢; = N (b;)
un ndimero primo no congruente con 3 médulo 4. Por tanto n = N(a) = pi* .. .pio”"qlﬁ1 x -pfl
es una factorizacién de n en Z que cumple las condiciones del Teorema. J

3.3 Una aplicacién de la factorizacién tnica en Z[(3] = Ag,)

En esta secciéon vamos a demostrar el Teorema de Fermat para exponente 3. Para ello vamos a
usar el anillo de enteros de Q(¢3) que es Z[(3] por el Teorema 2.37. En realidad [Q((3) : Q] =
©(3) = 2, con lo que Q((3) es un cuerpo cuadréatico. De hecho (3 = 5" = cos Z 4 sen? =

_1+2\/j3 = 1+‘2/j3 —1 con lo que Q((3) = Q(v/—3) y otra forma de ver que el anillo de enteros
de este cuerpo es usar el Teorema 2.20. Ademads los elementos de Z[(3] son los de la forma
%‘/?’ con a y b enteros de la misma paridad. Del Teorema 3.6 se tiene que Z[(3] es un
dominio euclideo y en particular es un DFU.

Vamos a abreviar poniendo N = Ng¢,)/g- Obsérvese que N(a+by/—=3) = (a+byv/=3)(a—
byv/—3) = a® + 3b? que es siempre no negativo.

Por el Teorema 1.2, las raices de la unidad de Q({) son precisamente los elementos de
(C6) = (—(3). Por supuesto todas las raices de la unidad son enteros y elementos invertibles de
Z[(3]. Por tanto ((s) es un subgrupo de U(Z[(3]). De hecho se verifica la igualdad pues si = €
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U(Z[¢3]) entonces x = wﬁ con a y b enteros de la misma paridad y, por la Proposicién 2.17,
se tiene 1 = N(x) = a+b2\/j3 . a—b;/?B _ a2-t-13b2

. Luego a? + 3b> =4, con lo que o bien b =0y
a = %2, lo que implica que x = +1 o bien a = +1 y b = +1. En total hay seis unidades que
son los seis elementos de ((g).

El siguiente elemento va a representar un papel muy importante:

3—v-3

A=1-@G= 5

Lema 3.14 (1) X es irreducible en Z[(3].
(2) Z[(3]/AZ[(3] tiene exactamente 3 elementos representados por 0,1 y 2 respectivamente.

(3) Sia yb son dos elementos de Z[(3] tales que a = b mod ), entonces a® = b> mod 3.
Si ademds b = +1, entonces a® =b mod \*.

Demostracién. (1) Utilizaremos varias veces la igualdad 3 = —C??AQ que implica que A2
es asociado de 3. También implica que 9 = N()\?) y por tanto N(A) = 3 lo que, por la
Proposicién 2.17, implica que A es irreducible (y primo) en Z[(3].

(2) Pongamos = = a + b(3 con a,b € Z. Como A\ = 1 — (3, tenemos que (3 =1 mod \ y,
por tanto, * = a + b mod A. Esto demuestra que = es congruente médulo A con un nimero
entero y = a + b. Como A | 3 en Z[(3], cada entero es congruente médulo A con 0,1 6 2 con
lo que todo elemento de Z[(3] es congruente con 0,1 6 2 médulo A. Como las diferencias entre
dos de estos elementos no son miltiplos de 3 = Ng(¢,)/@(A), concluimos que 0,1y 2 no son
congruentes modulo A.

(3) Supongamos que a = b mod A, es decir, suponemos que A divide a a — b. Entonces
a =b+ c\, para un ¢ € Z[(3]. Luego

a® = (b4 cA)® = b + 3b%cA + 3bc* A% + A% =b®  mod \?

pues A\? divide a 3.
Supongamos ahora que b = +1. Si ¢ =0 mod )\, entonces A\* divide a 3¢, 3¢2A2 y X3 y
por tanto

a® = b+ A+ 3N + N = 0" =b mod A
como se desea. En caso contrario ¢ = +1 mod A y, por tanto, ¢3 = ¢ mod ), lo que implica
e+ =c(1-¢)=0 mod A\
Es decir, A divide a —(gc + ¢ y, deducimos que, A* divide a
N (—Ce—bPGA+ ) = 3eA + 30PN + b X\ = a® — b* = a® — b,

es decir, a® =b mod \*. |
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Observacién 3 15 Si n es un entero impar entonces x™ + y" = H?;OI(SU + Cly) pues de
X" -1 =T[4 (X = %) deducimos que

= o ((-2) 1) - o1l (-2-¢)- T (-2-¢)- Tle+cm

=0 =0 i=0
Teorema 3.16 (Gauss) Si a,b, c € Z[(3] satisfacen a® + b® + ¢3 = 0, entonces abc = 0

Demostracién. Razonaremos por reduccién al absurdo. Pongamos pues que a,b,c € Z[(3]
satisfacen a® + b 4+ ¢® = 0 y abc # 0. Usaremos que Z[(3] es un DFU (Teorema 3.6) y las
nociones de divisibilidad (divide a, es miltiplo de, es primo, es un méximo comun divisor, etc)
son relativas a Z[(3], con lo que nos ahorraremos repetir “en Z[(3]”.

Dividiendo a, b y ¢ por su maximo comun divisor podemos suponer que a, by ¢ son coprimos
dos a dos. En particular, A como mucho divide a uno de los tres a, b y c¢. Por simetria, podemos
suponer que Afay Atb.

Vamos a distinguir dos casos.

Caso I. X no divide a c.

Entonces a, b y ¢ son congruentes con +1 médulo A y, del Lema 3.14 tenemos que a>, b?

¢3 son congruentes con 1 médulo A3. Por tanto

y

0=a*+b0+cP=+1+14+1 mod 3
y la combinacion de todas las posibilidades de signos muestra que
0=+1 modA\® & 0=+3 mod \>.

La primera opcién es imposible pues A no es una unidad y la segunda implicaria que \* divide
a3 = —Cg)\Q y, por tanto, A divide a —Qg, lo que proporciona una contradiccién pues A es
irreducible y {3 una unidad.

Caso II: X divide a ¢ en Z[(3].

Sea X el conjunto formado por todas las 5-uplas (k,u, z,y, z) que satisfacen las siguientes
propiedades:

1) k es un entero positivo.

u € U(ZG)),

(1)
(2)
(3) @,y y z son elementos coprimos dos a dos de Z[(3],
(4) Mz, Ayy Az

(5) 23 + 3 +ur¥2z3 = 0.

Usando que Z[(3] es DFU tenemos que ¢ = A"c; para un elemento ¢; de Z[(3] que no es
miltiplo de A y ademds n > 1, pues A divide a ¢, por hipétesis. Por tanto a® + b + \3"c? = 0
y esto muestra que (n,1,a,b, c) pertenece a X. En particular, X no es el conjunto vacio.
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El resto de la demostracién es un argumento por el Método del Descenso Infinito en el que
se prueba que para cada elemento (k,u,z,y, z) de X existe otro elemento (ki,uy,z1,y1,21) de
X con kK < k.

Sea (k,u,z,y,z) un elemento de X. Del Lema 3.14 tenemos que

—uld =3 4 P =+41+1 mod A%

Como \ no divide a 2, se tiene que —uX3¥23 # +2 mod My, por tanto, —uX323 =0 mod \*.
Es decir A* divide a —u)\3*23 o, lo que es lo mismo, A divide a —uX>*~D2z3. Como A es primo
vy no divide a u, porque es unidad, ni a z, por hipdtesis, necesariamente A divide a A3(k=1) v,
concluimos que k > 2.

Por otro lado, utilizando la igualdad 1 + (3 + (3 = 0 se obtiene que

—uNF B = 2 B = (w4 y) (2 + CGy) (@ + By),

de donde deducimos que A divide a uno de los tres factores de la derecha. Pero eso implica
que los divide a los tres ya que  +y = 2+ (3y =  + (3y mod ), pues A = 1 — (3. Pongamos
por tanto
LB 3 _ Ty TGy ot ng.
A A A

Como k > 2, A también divide a alguno de los tres factores de la derecha. Sin embargo, sélo
puede dividir a uno de ellos, ya que si A dividiera a dos de ellos, entonces A\ dividiria a la
diferencia de estos dos lo cual no es cierto pues, salvo el signo, estas diferencias son

ty)—(atyGs)  _
x L = U
($+Csy);(9ﬂ+43;y) = (39,
EE—EHGY) (14 Gy = (A + 26y

ninguna de las cuales es miltiplo de A\ por ser (3 unidad e y no ser multiplo de A.

Ahora vamos a ver que podemos suponer que \? divide a z + y. En efecto, si ponemos
Y1 =y, y2 = (3y e y3 = (3y, entonces utilizando que ¢ = 1 se ve facilmente que (k, u, z,y1, 2),
(kyu,z,y2,2) vy (k,u,x,ys, z) pertenecen a X y hemos visto que A\ divide a z +y = = + yi,
T+ Ay =1x+y2 6x+(3y=1x+ys, con que podemos elegir y igual a y1, y2 6 y3 para que se
verifique que A divida a = + y.

En resumen

r+y = M 2q
r+ Gy = Aag
T+ Gy = g

con oy, ag y ag elementos de Z[(3] que no son multiplos de A. Ademds «aj, ay y a3 son
coprimos dos a dos. En efecto, supongamos que p es un divisor comin de a1 y as. Entonces
p no divide a A\, pues en caso contrario p y A son asociados, por que ambos son primos, lo
que implicarfa que A divide a a, lo que no es cierto. Ademds p divide a A3 2a; — Aay =
(z+y)—(x+CGy) = (1 —(¢3)y = —Ay. Como p no divide a A y es primo, deducimos que p
divide a y. Por tanto p divide a A**~2a; — y = 2, lo que contradice el hecho de que x e y son
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coprimos. Esto demuestra que a; y as son coprimos. Las demostraciones de que las otras dos
parejas de «; son coprimas son similares.

Entonces
3 Tty x+(y T+ Gy
—uz’ = g
Utilizando que —u es una unidad, que o, as ¥y a3 son coprimos dos a dos, y la tltima igualdad
(junto con que Z[(3] es un DFU, se deduce que a1, as y ag son asociados de cubos de Z[(3], es
decir, existen elementos (31, B2 y B3 de Z[(3] y unidades uy, us y uz de Z[(3] tales que o;; = u; /33,

para ¢ = 1,2 y 3. Por tanto, (1, 82, 83 son coprimos dos a dos y coprimos con A\ y ademas

= (X1 (3.

ey =X2u 6, o+ Gy= wfs y  x+ Gy = Iuzfi.
Pero entonces
0= (z+y)+ G@+ ) + G+ Gy) = X 2w 8] + GAuafs + GG Ausfi.
Dividiendo por (3Aus y poniendo v; = C3U3U51 y vy = C%ulugl, tenemos que
B3 +v1 83 + A0 Vst = 0

donde v; y v2 son unidades de Z[(3]. Como A no divide a ningun f;, del Lema 3.14 tenemos
que ﬁf’ = 41 mod \3. Como ademds k > 2,

0=-NFDyppd =83 018 =414+ 0, mod N>

Es decir, v1 es una unidad de Z[(3] que es congruente con £1 médulo A3. Pero ninguna de las
cuatro unidades +(3 y 4(2, es congruente con +1 médulo A3 pues como A es irreducible y A2
es asociado de 3 tenemos que At 2y por tanto

X A=1-G=—(-1+),

A AF23=14+G=—(-1-(),

XA+ G) =A+G -G =10 =—(-1+¢),
At A+ GL+EG) =1+ =—(-1-).

Luego v; = +1 y por tanto
B3 + (£63)° + A Dyt =0,

con (1, Py y B3 coprimos y no multiplos de A\. Repasando las cinco propiedades que definen el
conjunto X, concluimos que

(k - 17 V2, 627 iﬂ?w /81) S X7
lo que completa el argumento por el Método del Descenso. |
El siguiente caso del Ultimo Teorema de Fermat que es consecuencia inmediata del Teo-
rema 3.16 podria haberlo demostrado Fermat, aunque no hay pruebas de ello. Quien si lo

demostr6 antes de Gauss fue Euler, aunque todos sus argumentos eran dentro de los nimeros
enteros.

Corolario 3.17 Sia,b y ¢ son enteros no nulos entonces a® + b3 # 3.
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3.4 Ecuaciones diofanticas

En esta seccion vamos a ver un resultado de Fermat que utiliza la factorizacion tnica en
7Z[i] para resolver la ecuacién diofantica y? + 4 = 23 y otro de Ramanujan-Nagen que usa la
factorizacién tnica en Z[\/—T] para resolver la ecuacién diofantica 22 + 7 = 2".

Teorema 3.18 (Fermat) Las tunicas soluciones de la ecuacion diofdntica
v 44 =23
sony==F1l,2=5yy==22,2=2.

Demostracién. Vamos a trabajar en el anillo de enteros de Gauss Z[i], que como se vi6 en el
Teorema 3.6 es un dominio euclideo y, por tanto, es un DFU. Podemos reescribir la ecuacién
como

(2 +iy) (2 —iy) = 25

Un factor comin ¢ = a + bi de 2 + iy y 2 — iy es un factor comun de 4 y de 2y. Tomando
normas tenemos que a? + b? divide a 16 y 4y2.

Supongamos que y es impar. Entonces a?+b% | 4 y, por tanto ¢ = 41, 44, 42, 424, £1 + 44,
como hay que eliminar los dos primeros casos, porque son unidades y los dos siguientes casos
porque y es impar, resulta que solo queda el iltimo caso, que también se elimina porque
tampoco resulta ser un divisor de 2 + iy, ya que si

2+iy=(1+19)(a+pi) =(a—8)+ (a+p)i

entonces y — 2 = 203, en contra de que y es impar. Los otros casos se resuelven similarmente.
Por tanto, 2+4y y 2—14y son coprimos. Por factorizacién tnica se obtiene que como el producto
es un cubo, entonces uno de ellos es de la forma ua? y el otro de la forma u~'33, para cierta
unidad u. Como las uinicas unidades de Z[i] son 1 y +i que son todas cubos, podemos suponer
que u = 1, 0 sea 244y y 2 — iy son cubos. Si 2+ iy = (a + bi)?, tomando conjugados tenemos
que 2 + iy = (a — bi)3. Sumando estas dos ecuaciones tenemos que

4 =243 — 6ab® = 2a(a® — 3b?)

y, por tanto,
2 = a(a® — 3b%)

Luego a es un divisor de 2, 0 sea a = +1 0 a = £2. Como a determina b se ve facilmente que

las soluciones son
a=-1, b=41;
a=2, b=%2.

23 = (a+ bi)*(a — bi)3 = (a® + b?)3, Luego z = a® + b? = 2,5y, por tanto, y* + 4 = 8,125,
luego y = +2, £11. Como estamos suponiendo que y es impar, y = £11 y z = 5.

Supongamos ahora que y es par. Esto implica que z tambien es par. Pongamos y = 2Y y
z = 2Z, con lo que tenemos que resolver la ecuacién

Y24+1=227%
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Eso implica que Y es impar, pongamos Y = 2k + 1. El maximo comun divisorde Y +iy Y —1
tiene que dividir a la diferencia que es 2i = (1+14)2. Como N(1+14) = 2, 1+ es irreducible de
Z[i]. Como Y +i=2k+1+i=(1+i)((1—i)k+1)eY —i=2k+1—i=(1+i)((1—di)k—1),
pero (1 +4)? = 2i no divide a Y + 4, el maximo comun divisor de Y +i e Y —i es 1 + 1.
Descomponiendo la ecuacién Y2 + 1 = 223 como

(1+iY)(1 —4Y) =223

y observando que 1+ ¢Y es asociado de Y — i y 1 —¢Y es asociado de Y + ¢, resulta que 1+
aparece al menos dos veces en la factorizacion de la parte derecha. Como la factorizacién de 2
es —i(1 +1)?, todos los factores irreducibles de 1 +1iY y 1 — Y que no sean asociados de 1 +i
tienen un exponente multiplo de 3, o sea

14+Yi=(1+4)(a+bi)?
Observando la parte real tenemos
1 =a®—3a%b — 3ab* + b* = (a + b)(a* — 4ab + b?)

Luego
a+b=a®>—4ab+ b = +1

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos solo dos soluciones a = 1,b =0y a = 0,b = 1. Eso
implica que Y = £1 y, por tanto y = £2, en cuyo caso z = 2. ||

Lema 3.19 Sean n,m y p enteros con p primo y m > 0. Sin =1 mod p entonces n?" =1
mod p™mtHL.

Demostracién. Razonamos por inducciéon sobre m. FEl caso m = 0 es precisamente la
hipétesis. Supongamos que n?” =1 mod p™t! y pongamos n?" = 1+ hp™*t!. Como m > 0
i(m+ 1) > m+ 2 para todo i > 2. Luego

pm+1

m+1 pm Tt L
nP" =14 hp™t? 4 g ( , )h’p’(m“) =1 mod p™*2
i
i=2

Lema 3.20 Sean a un elemento de un anillo A y sea p un primo mayor que 4 tal que p € Aa®.
Sean m un entero positivo y n un entero no negativo tal que p™ | m. Entonces (1+a)™ = 1+ma
mod Ap™tt.

Demostracién. Razonamos por induccién sobre n. Si n = 0 entonces (1 +a)™ =1+ ma +
Yo, (m)ai =1+ ma mod p pues p € Aa’ para todoi>2. Sin=1entonces m >p >4y

(2
m m o (m\
(I+a)™=14ma+ a® + a3+z _Ja* =1+ ma mod p?
2 3 — \1



42 CAPITULO 3. ANILLOS DE ENTEROS CON FACTORIZACION UNICA

pues p divide a ('), a (}) y a a®.

Supongamos que n > 2 y que el lema se verifica para n menor. Como p"~! | %, de la

hipétesis de induccién tenemos que (1 + a)% =1+ %a + p"b para algun b € A y, por tanto,

m p p o\ (m i
i=2
P p ! ) m \’ o
= 1+ma+p" o+ Z () Z ( ) (a) (") =1+ ma mod p"T!
i— \/ 559 /NP

J o
pues en caso contrario p"*! no divide a (f) (%a) (p"T1b)i~J para algin 2 < i < p y algiin

m
P
implica que (n—1)i+1 <n+1. Luego 1 < (n—1)(i—1) < 1, pues n,i > 2. Esto proporciona
una contradiccién. |

(2
0 < j <. Entonces i = j y p"*! no divide a ( a) . Pero como p" | m, i > 2y p | a?, eso

Teorema 3.21 (Ramanujan-Nagen) Las tunicas soluciones de la ecuacion diofdntica
2?4 7=2"

son
r = £1 £3 £5 £11 =£181

n = 3 4 5 7 15.

HTﬁ} = AQ(ﬁ) que por el Teo-

Demostracién. Vamos a trabajar en el anillo D = Z [
rema 3.6 es un dominio euclideo.
Empezaremos suponiendo que n es par y sea n = 2N, en cuyo caso podemos reescribir la

ecuacion como

2N +2)2N — ) =7
Entonces, salvo un cambio de signo en x tenemos

N f =7
oV =1

y, por tanto N =2 y z = 3, con lo que n = 4.

En el resto de la demostracién n es impar y necesariamente mayor o igual que 3. Sin =3
entonces x = £1. Supongamos que n > 3 y sea m = n — 2, que es también impar y mayor
o igual que 3. Tenemos que demostrar que los enteros positivos impares m para los que la
siguiente ecuacién tiene solucién son 3,5 y 13:

x2—|—7_

2m, (3.1)

Sea
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La descomposicion de 2 en factores irreducibles en D es

2 = aa = Ny(,/=7)/g(a)

(3.1) puede reescribirse como

<m+m> <m—ﬁ>_

mbm

2 2

La parte de la derecha es una factorizacién en irreducibles. Un factor comtn de los dos factores
de la izquierda serd un divisor de la diferencia /—7, luego, ni a ni b son factores comunes de
los factores de la izquierda. Eso implica que uno de los factores de la izquierda es asociado de
a™ y el otro de ™. Como las tinicas unidades de Z[v/—7] son +1 tenemos

T4+ =T T =7
+7::|:bm y —~—=+4b" (b=aba)
2 2
Luego
_ T+ T =T m —m
—a= - =+(a™ —a™m)
2 2
Vamos a ver que en la parte derecha de esta igualdad el signo es el negativo. En caso contrario,
como aa = 2, se tiene que (1 —@)?=1-2aa+a’=1-d*a*>+a@ ya®> - 1= _5%@ =a’.
Luego
a?>=(1-a)?=1 moda?
y, por tanto,
" =a(a®) T =a mod a?

De lo que deducimos que a = a™ — @™ = a —a mod @’ y, por tanto, @*> | a en D, en

contradiccién con que a y @ son irreducibles en D. Luego
—V-T=a—a=ad"-a".

Desarrollando las potencias en la diferencia anterior tenemos que

= (M () () ()

_2m—1 =

luego
m  mod 7.

Supongamos que m = r mod42 con 1 < r < 41. Luegom —-1=r—1 mod 6y m =r
mod 7. Como 22 =1 mod 7.
2"l =¢ mod7

Las tinicas soluciones 0 < r < 42 de esta ecuacién de congruencias son r = 3,5, 13, luego

m=3,5,13 mod 42.



44 CAPITULO 3. ANILLOS DE ENTEROS CON FACTORIZACION UNICA

Solo falta demostrar que m = r. Para ver esto observemos que todo lo que hemos dicho
para m es valido para r pues la ecuacién 3.1 tiene solucion para m = 3,5 y 13. En particular

—V/=T =a™—a" = ad" — @ . Supongamos que m > r y sea 7' la mayor potencia de 7 que
divide a m — r. Entonces
2" =a"(2a)" " =d" (14 V=T7)"T". (3.2)

Ahora usamos el hecho de que m — r es multiplo de 3- 7" y 22 =1 mod 7 aplicando primero
el Lema 3.19 a n = 23 deducir que 237 =1 mod 7/*! y por tanto

2" =1 mod 7L
Entonces aplicando el Lema 3.20 con a = /=7 y p =7 y n = [ tenemos que
(14+vV=7)""=14 (m—r)V/=7 mod 7+,
Juntando estas dos congruencias con (3.2) tenemos
a™=a"(14 (m—7r)V=T)=a" +a"(m—7r)vV/—7 mod 7",

Pero 2"a” = (14 rv/=7) mod 7 con lo que como ademds 7! divide a m — r tenemos que 7:+1
divide a 2"a” — (1 + rv/=7)(m — r)y/=7. Por tanto 2"a"(m — r)v/—7 = 27(1 + rv/=T)(m —
V=7 = 2"(m—7r)y/—7 mod 71, Como 2 es coprimo con 7 esto implica que a” (m—7)y/—7 =
(m —7)y/=7 mod 7. Por tanto

a™ =a" + (m—r)V/—7 mod 7L

Similarmente se obtiene
a"=a — (m—7r)V—7 mod 7.

Entonces, teniendo en cuenta que " — a@” = a™ — @™ tenemos que

20m —r)V/—=7=0 mod 7.

Usando de nuevo que 2 y 7 con coprimos deducimos que 7711 divide a (m —7r)y/—7. Tomando
normas deducimos que 7241 divide a 7(m —r)2. Luego 72+ divide a (m —r)? lo que implica
que 71 divide a m — 7, en contra de la eleccién de 1. J



Capitulo 4

Dominios de Dedekind

En las secciones anteriores hemos visto que los anillos de enteros son dominios de factorizacion
pero no necesariamente de factorizacién tnica. Lo que vamos a ver ahora es cémo podemos
recuperar un tipo de unicidad sustituyendo la factorizacion de elementos por una teoria de
factorizacion de ideales. Esto fue idea de Kummer y Dedekind. Vamos a desarrollar esta idea

un poco mas con un ejemplo.
Observemos la factorizacién siguiente en el anillo de enteros D = Z[v/15] de K = Q(v/15):

2-5=(5+V15)(5 - V15).
V5 v /3 no son elementos de v/15, pero si nos olvidamos de este hecho podemos escribir

2 = (V5+V3)(V5-V3)
5 = V5Vh
5+v15 = V5(v5+V3)
5-v15 = VB(VE-V3)

O sea, si extendemos el anillo original al anillo de enteros de Q(\/g , \/3) la factorizacién original
se convierte en la siguiente factorizacién

V5V5(V5 +V3) (V5 — V3)

Esta fue esencialmente la idea de Kummer, es decir, considerar un cuerpo de nimeros L
que contenga en K. Entonces los anillos de enteros Dy, de K, y D; de L no tienen porque
ser DFU, pero en algunos casos los elementos de Dx pueden tener factorizacion tnica en L.

Otra aproximacién fue la de Dedekind a partir del concepto de ideal. Una factorizacién de
un elemento

r=ab

corresponde a una factorizacién de ideales principales

(z) = (a)(b)

de forma que una factorizacién en producto de irreducibles

T =Dpip2..-Pn

45
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corresponde a una factorizacién de ideales

(z) = (p1)(p2) - - - (Pn)-

Ademsds en el caso en que el dominio es de factorizacién tnica los ideales (p;) son primos.

Una de las ventajas de considerar factorizacion en ideales es que elementos asociados cor-
responden a los mismos ideales, luego la unicidad de la factorizacion solo se refiere a ”unicidad
salvo orden”. Pero hay una ventaja mayor. Veamos esto con el ejemplo anterior de la siguiente
factorizacion:

10 =2-5=(5+V15)(5 — V15) = V5V5(v/5 + V3)(v5 — V3).
Sean K = Q(+/15), L = Q(v/5,v/3) y Ax y Ay sus anillos de enteros. La tltima factorizacién

anterior corresponde a la siguiente factorizaciéon en producto de ideales primos de Aj,.
10A, = (VBAL)(VBAL)((VE + VB)AL) (VG — V3)AL).

Si ahora intersectamos con A g tenemos

10A = (1OAL)OAK
= ((VBAL) NAR)((VBAL) NAK)(((VE+ V3)AL) NAK) (VB — V3)AL) N Ak).

Sin embargo los nuevos factores pueden no ser ideales principales. Por ejemplo, vamos a ver
que

I=((V5+V3)AL)NAgk

no es un ideal principal de Ag. Sea N = N /g y supongamos que I = Agk con k = a+ bV/15.
Entonces \/3(\/5+ \/5) =V15+3¢ecly \/5(\/5+ \/3) = 5+ /15 € I luego sus normas
—6 y 10 son multiplos de N (k). Eso implica que N(k) | 2. Como N (k) # +1, se tiene que
N (k) = a? —15b? = 4+2. Tomando médulo 5 tenemos que a? = £2 mod 5 lo cual es imposible.
La idea es que la factorizacién de (x) en producto de ideales puede ser tnica pero los factores
pueden ser ideales no principales.

4.1 Factorizacion de ideales

Definicion 4.1 Un dominio de Dedekind es un dominio noetheriano integramente cerrado tal
que todos sus ideales primos no nulos son maximales.

Como todo anillo de enteros es integramente cerrado, del Teorema 3.3 y el Lema 4.12
deducimos que el anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros es un dominio de Dedekind. La
propiedad que nos interesa de los dominios de Dedekind es la existencia de factorizacion tinica
de ideales.

Vamos a analizar el producto de ideales en un dominio D con cuerpo de fracciones K. Por
supuesto, este producto es conmutativo, asociativo y tiene un elemento neutro: el anillo total.
Es decir el conjunto de los ideales no nulos de D es un monoide conmutativo en el que D
es el Unico elemento invertible. Vamos a ver como podemos anadir inversos a este monoide
inspirados por la idea de que los ideales de D son los D-submoédulos de D.
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Definicion 4.2 Un ideal fraccional de un dominio D es un D-submddulo no nulo F de su
cuerpo de fracciones K tal que cF C D para algin ¢ € D\ {0}.

Obsérvese que si F' es un ideal fraccional de K y ¢F' C D, con ¢ € D \ {0}, entonces
I = cF es un ideal no nulo de D y F = ¢~ 'I. Reciprocamente, si I es un ideal no nulo de D y
c € D\ {0}, entonces ¢ 'I es un ideal fraccional de D. Luego los ideales fraccionales son los
subconjuntos de K de la forma ¢~ 11, con ¢ € D\ {0} e I un ideal no nulo de D.

Claramente un ideal es un ideal fraccional de D y un ideal fraccional de D es un ideal de
D precisamente si estd contenido en D.

El producto de ideales fraccionales es un ideal fraccional pues ¢ 'Id~'J = (ed)'1J.
Ademads esta multiplicacién es conmutativa, asociativa y tiene un neutro. Pero ademaés veremos
que todo ideal fraccional tiene un inverso, con lo cual los ideales fraccionales de un dominio de
Dedekind forman un grupo abeliano multiplicativo. La demostracion de este hecho va unida a
la demostracién del teorema de factorizacién unica de ideales en dominios de Dedekind.

Teorema 4.3 Sea D un dominio de Dedekind.

(1) Los ideales fraccionales de D forman un grupo abeliano. En particular, el producto de
ideales fraccionales es cancelativo.

(2) Cada ideal no nulo se puede escribir de forma tinica (salvo el orden de los factores) como
producto de ideales primos.

Prepararemos la demostraciéon del Teorema 4.3 con una serie de lemas. En todos ellos D
es un dominio de Dedekind.

Lema 4.4 Para todo ideal no nulo I de D existen ideales primos Py, Ps,..., P, tales que
PP...P Cl1.

Demostracion. Supongamos que la afirmacién no es cierta y sea I un elemento maximal en
el conjunto de los ideales de D que no la cumplan. La existencia de tal elemento maximal
es consecuencia de que D es noetheriano. Como I no cumple la propiedad del lema, en
particular I no es primo. Por tanto existen a,b € D\ I con ab € I. Entonces I + Da
e I + Db contienen propiamente a I. De la maximalidad de I se tiene que existen ideales
primos Py,..., Py, Piy1,..., P, talesque Py --- P, C I+ Day Pyyy---P, €I+ Db. Luego
Py---P, C(I+ Da)(I+ Db) C I+ Dab= 1, en contra de la hip6tesis que hemos hecho sobre
1. 1

Para cada ideal I de D sea
IV ={z € K|zl C D}

Claramente I~! es un D-submédulo de K. Ademds, si I # 0, entonces cI~! C D, para todo
0 # c € I, luego, I ! es un ideal fraccional de D. Ademas, D C I~! luegol =ID C II-' C D.
Por tanto, 11~ es un ideal de D que contiene a I.

Obsérvese que la operacién ~! invierte el orden, es decir, I C J implica J~! C 11,
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Lema 4.5 Si I es un ideal propio de D, entonces I~ contiene propiamente D.

Demostracion. Sea P un ideal maximal de D que contiene a I. Entonces D C rPlcr *1, con
lo cual solo hay que demostrar que D # P~!. Sea a € P\ {0} y sea r el menor entero positivo
tal que existen ideales primos Py, ..., P, con P ... P, C (a). Esto es posible por el Lema 4.4.
Como P;...P. C (a) C P, algin P; estd contenido en P. Podemos suponer que P; C P pero
como P; es maximal, P; = P. Como ademés P,...P. Z (a) existe b € P,... P, \ (a). Luego
bP C (a) y, por tanto ba~'P C D. Luego ba~! € P~!. Pero, como b ¢ (a), ba~! ¢ D. Luego
D # P71 g

Lema 4.6 Si I es un ideal no nulo de D y S es un subconjunto de K tal que 1S C I, entonces
SCD.

Demostracién. Sea aj,as,...,a, un conjunto de generadores de I. (Recuérdese que D es un
dominio de Dedekind y por tanto es noetheriano, con lo que todo ideal de D es finitamente
generado.)

Sea x € S. Entonces existen b;; € D tales que

amr = bpar +---4+ bipan
axx = barar +---4+ bonan,
and = bnlal +---+ bnnan

Como algin a; # 0, el determinante de la matriz

xTr — bn —512 N _bln
ol — (b”) _ —bgl Tr — 622 e —bgn
_bnl —bng A bnn

es 0. Desarrollando dicho determinante tenemos que x es la raiz de un polinomio ménico con
coeficientes en D, o sea x es entero sobre D. Como D es integramente cerrado, por ser dominio
de Dedekind, concluimos que x € D. |

Lema 4.7 Si I es un ideal no nulo de D, entonces II™' = D.

Demostracién. Empezaremos suponiendo que I es un ideal maximal P de D. Como D C P~1
y P C D tenemos que P C PP~! C D. Luego P = PP~! 4 PP~! = D. Pero, del Lema 4.5
tenemos que P! no estd contenido en D y, por tanto, del Lemma 4.6 deducimos que la primera
igualdad no se da. Luego PP~! = D.

Demostramos ahora el caso general por reduccién al absurdo. Sea I un ideal maximal entre
los que cumplen la condicién I1~! # D y sea P un ideal maximal de D que contiene a I. Para
la existencia de I estamos usando de nuevo que D es noetheriano pero no lo necesitamos para
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lo segundo porque todo ideal propio de un anillo estd contenido en un ideal maximal. Como
D c P~' ¢ I™!, multiplicando por I tenemos

Iciptcrrtco.

Utilizando de nuevo los lemas 4.5 y 4.6 deducimos que IP~! ¢ I. Por tanto, I est4 contenido
propiamente en IP~!. De la maximalidad de I deducimos que

IPYIp~H1t=D

luego
PlapHtcrt!
y, por tanto,
D=r1pPtapYHtcrrtco.
|

Demostracién del Teorema 4.3. (1) Sélo hay que probar que todo ideal fraccional tiene
un inverso. Sea I un ideal fraccional. Entonces existe ¢ € D \ {0} y J ideal de D, tal que
I = c¢'J. Aplicando el Lema 4.7 deducimos que c¢J ! es inverso de I.

(2) Como D es el producto de una cantidad vacia de ideales primos, basta demostrar la
afirmacion para ideales propios de D y por reduccién al absurdo podemos suponer que I es un
ideal no nulo propio, maximal entre los que no son producto de ideales primos. Sea P un ideal
maximal que contiene a I. Entonces

Iciplcppt=D.

(De hecho la tltima es igualdad por el Lema 4.7 pero no lo necesitamos.) La primera inclusién
es estricta pues si se diera la igualdad tendriamos D = [7'] = 7' JP~! = DP~' = P~! o
que contradirfa el Lema 4.5. Por la maximalidad de I, tenemos que IP~! = P,... P, para
ciertos ideales primos y, por tanto I = PP, ... P,.

Sélo falta demostrar que la factorizacién es tnica. Obsérvese que de (1) se deduce que el
producto de ideales es cancelativo. Supongamos que

Pi...P,=0Q1...Q;

con los factores, ideales primos de D. Argumentamos por induccién sobre r. Para r = 1
el resultado es trivial pues, el hecho de que P; sea primo implica que @; C Pi, para algin
i (podemos suponer ¢ = 1). Pero como en realidad @; y P; son maximales, Q; = P, y
de la cancelatividad del producto de ideales se obtiene que r = 1. Si r > 1 tenemos que
Qi...Qs € P...P. C P, y argumentamos como antes para demostrar que P; = (); para
algun ¢ (que supondremos igual a 1). Para acabar, volvemos a aplicar la cancelatividad y la
hipétesis de induccién. |
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4.2 Consecuencias de la factorizacion en dominios de Dedekind

A partir de haber demostrado la unicidad de la factorizaciéon de ideales en dominios de
Dedekind, el papel que representaban los elementos del anillo lo asumen los ideales. En-
tonces las relaciones de divisibilidad que nos interesan son entre ideales, de forma que decimos
que un ideal I divide a otro J en D si K = J para algtin ideal K. En tal caso escribimos I | J.
Claramente I | 0 para todo ideal I. Sin embargo, por la propiedad cancelativa del producto de
ideales fraccionales si I # 0y I | J entonces el tinico ideal K que satisface IK = J es I~ 1.J.
Por tanto, en tal caso I | J si y solosi I7'J C D siy sélosi.JJ CI. O seaen el conjunto de
ideales de un dominio de Dedekind “divide” es lo mismo que “contiene”:

Corolario 4.8 Si I y J son ideales de D entonces I | J siy solo si I D J.

Usaremos los adjetivos "divisor” y "multiplo” indistintamente sobre ideales y elementos de
D y los mezclaremos de forma que que un elemento sea multiplo de un ideal significa que el
ideal generado por el elemento a € D es miltiplo del ideal I o lo que es lo mismo si a € I.

La existencia de factorizacion tunica de los ideales no nulos de D tiene muchas consecuencias.
Una de ellas es que un ideal solo tiene un ntmero finito de divisores o lo que es lo mismo
estd contenida solo en un nimero finito de ideales. Si aplicamos esto al caso en que el ideal
es principal se obtiene que cada elemento no nulo solo estd en un nitmero finito de ideales.
Otra consecuencia es que los conceptos de maximo comun divisor y minimo comuin multiplo
de ideales I y J pueden definirse bien como el mayor divisor (menor multiplo) comin o en
funcion de la factorizacién tnica. Como consecuencia del Corolario 4.8 tenemos que el maximo
comun divisor de I y J es el menor ideal que contiene a I y a J y el minimo comtn multiplo
es el mayor ideal contenido en I y J. Por tanto si las factorizaciones de I y J son

T T
1=1[r v 7=1[P"
=1 =1

entonces

r r
I+ J= Hpimm(ei,fi) e INJ = HpimaX(Ei’fi)‘

i=1 =1
Lema 4.9 Sil esun ideal de D entonces existe un ideal no nulo J de D tal que I.J es principal.

Demostracién. El resultado es claro si I = 0. Supongamos que I # 0 y fijemos a € I\ {0}.
Sea J = {b € D : bl C Da}. Entonces J es un ideal no nulo de D tal que I.J C Da. Para
demostrar el lema basta ver que IJ = Da y demostramos esto por reduccién al absurdo.
Supongamos que IJ # Da y sea A = % Entonces A es un ideal propio de D que contiene
a J pues a € I. Luego A~! contiene propiamente a D, por el Lema 4.5. Sea b € A~'\ D.
Entonces bA C D. Luego bJI = bAa C Da y, por tanto, bJ C J. Esto contradice el Lema 4.6
puesb¢ D. 1

Sabemos que todo ideal de D es finitamente generado como D-médulo. De hecho vamos a
demostrar que cada ideal esta generado por a lo sumo dos elementos. Primero necesitamos el
siguiente lema.
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Lema 4.10 Si I y J son dos ideales no nulos de D, entonces existe a € I tal que
al '+ J=D.

Demostracién. Sean Py, ..., P, los distintos ideales primos que dividen a J. Sir = 0 entonces
J = D y el resultado esta claro.
Para cada i sea
IL;=IP...P, 1P;y1...P,.

Por la unicidad de la factorizacién I; P; esta contenido propiamente en I;. Por tanto, para cada
1 existe

Pongamos
a=a1+...+a,.

Como a; € I; C I, para todo ¢, tenemos que a € I. Pero para todo i@ # j, a; € IF;, luego
a — a; € IP;, mientras que a; ¢ I P; y por tanto a ¢ IP;. Concluimos que a € I\ IP; para todo
i. O sea I divide a a pero IP; no divide a a. Lo primero implica que al~' es un ideal de D
y lo segundo que P; no divide a al~!'. Como Pi,..., P, son todos los ideales maximales de D
que contienen a J deducimos que al~' y J son coprimos, es decir al ' +J = D.

Teorema 4.11 Si I un ideal no nulo de D y 0 # b € I, entonces existe a € I tal que
I = Da+ Db.

Demostracién. Sea a € I tal que al~' +bI~! = D. Por tanto, existen u,v € I~ tales que
1 = ua +vb. Por la definicién de I~! si 2 € I entonces zu,zv € D. Luego x = (zu)a + (zv)b €
Da+ Db. Esto demuestra que I C Da+ Db. La otra inclusién es consequencia de que a,b € I.

4.3 La norma de un ideal

En esta seccién K es un cuerpo de niimeros y R = Ag.

Sabemos que un ideal I de un anillo A es primo si y solo si A/I es un dominio. Ademés
I es maximal en A siy solo si A/I es un cuerpo. Por tanto todo ideal maximal es primo. El
reciproco de la ultima propiedad no es cierto en general, pero veremos que si que lo es para
ideales primos no nulos de R.

Obsérvese que todo dominio finito es cuerpo pues un anillo conmutativo R es dominio si
las aplicaciones R — R dadas por = +— rz para r € R\ {0} son todas inyectivas y es cuerpo si
todas esas aplicaciones son suprayectivas.

Lema 4.12 Sea D el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros.

(1) Si I es un ideal no nulo de D, entonces D/I es finito.
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(2) Los ideales primos no nulos de D son mazximales.

Demostracién. Sea 0 # a € I. Entonces n = Ng/g(a) es un entero no nulo. Como a es un
divisor de n en D tenemos que n € Iy, por tanto D /I es un cociente de D/nD. Si consideramos
la estructura aditiva de D/nDy m = [K : Q] tenemos que |D/I| < |D/nD| = |Z™ /nZ™| = n™,
luego |D/I| es finito. Si ademds I es primo entonces D/I es un dominio finito y, por tanto, un
cuerpo. Luego I es ideal maximal de D. |

Del Lema 2.11 se deduce que K es el cuerpo de fracciones de R. Por tanto R es integramente
cerrado. Como ademds R es notheriano por el Teorema 3.3, del Lema 4.12 deducimos el
siguiente:

Teorema 4.13 Todo anillo de enteros de un cuerpo de numeros es un dominio de Dedekind.

Definicion 4.14 Un primo de K es por definicion un ideal mazximal de R, o sea un ideal
primo no nulo de R.

Por tanto todo ideal de R tiene una expresion tinica como producto de primos de K.
Por el Lema 4.12, para todo ideal I de R, R/I es finito.

Definicién 4.15 Se define la norma de un ideal I como N(I) =[R:I] = |R/I|.

Por ejemplo, si m es un entero positivo, n = [F' : Q] entonces N(Rm) = [R : Rm| =
[Z™, mZ"] = m™. O sea,
N(mR) = m" para todo m € Z™. (4.1)

Mais adelante veremos que la norma de un elemento de R coincide con la el valor absoluto
de norma del ideal generado por él. La siguiente proposicién es una consecuencia directa de la
Proposicion 2.26

Proposicion 4.16 Sean el grado de K, A el discriminante de K e I un ideal de R. Entonces

1/2
o= 2

La norma de ideales tiene propiedades similares a la norma de elementos:
Proposicion 4.17 Sean I y J dos ideales de R. Entonces
N(IJ)=N(I)N(J).

Demostracién. Por unicidad de la factorizacion, e induccion en el niimero de factores primos
podemos suponer que J = P es primo. Para demostrar el resultado, en este caso, basta probar
las dos siguientes féormulas:

[R:IP]=[R:1]|[[:IP] e [[:IP]=[R:P],
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pues de estas igualdades se deduce que N(IP) =[R:IP]=[R:I|[R: P]= N(I)N(P).
La primera de las igualdades es consecuencia del Tercer Teorema de Isomorfia:

R/IP

R/I ~ /1P’

Para demostrar la segunda primero observemos que el Teorema 4.3 implica que IP C I, o sea
I P esté propiamente contenido en I. Vamos a ver que no hay ideales entre I P e I. Supongamos
que existe un ideal B de R con IP C B C I. Entonces

P=1'YpcIi'Bcr'r=Rr
y, como P es un ideal maximal,
P=I'B 6 I'b=R,

osea, B=IP6B=1.

Sea a € I\ IP. Por lo visto arriba I = IP + (a). La aplicacién ¢ : R — I/aP dada por
Y(x) = ax + IP es un homomorfismo suprayectivo de R-mdédulos cuyo ntcleo contiene a P
pero no es R. De la maximalidad de P, se tiene que el nicleo es precisamente P. Del Primer
Teorema de Isomorfia deducimos que R/P = I /IP y por tanto [R: P] = 1[I : IP]. 1

Proposicion 4.18 Sea I un ideal no nulo de R.
(1) I =R siysdlosi N(I)=1.
(2) Si N(I) es primo racional, entonces I es primo de K.
(3) N(I) €1, o equivalentemente I | N(I).

(4) Si I es primo, entonces I solo divide a un primo racional p y, en tal caso N(I) = pf
para algin entero 1 < f < [K : Q] y p es el unico primo racional que pertenece a I.

(5) Sélo un nimero finito de ideales tienen una norma predeterminada.

Demostracién. (1) es obvio y (2) es una consecuencia de la Proposicién 4.17 y de la unicidad
de la factorizacion.

(3) Obsérvese que N(I) = [R : I]. Luego, por el Teorema de Lagrange, para todo = € R,
N(I)x € I. Particularizando al caso x = 1 se sigue el resultado.

(4) Como I es primo, I NZ es un ideal primo de Z. Ademdas, N(I) € INZ\ {0}, con lo
que I NZ = pZ para algin primo racional p y p es el tnico primo racional de I. Como p € I,
tenemos que I | Dp y de la Proposicién 4.17 deducimos que N(I) | N(Rp) = plfQ. Luego
N({I)=p/con1< f<[K:Q)

(5) Es una consecuencia de I | N(I)R y de que cada ideal no nulo de R solo tiene un
numero finito de divisores. |

Acabamos esta seccién demostrando que R tiene factorizacién tinica precisamente si es un

DIP.
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Teorema 4.19 Un anillo de enteros de un cuerpo de nimeros es un DFU precisamente si es
un DIP.

Demostracién. Una implicacién es bien conocida. Supongamos que R es un DFU. Como
todo ideal es producto de ideales primos, basta con demostrar que todo ideal primo no nulo
es principal. Sea P un ideal primo no nulo y sea N = N(P) = p;...p, una factorizacién de
N como producto de irreducibles de R. Como N es un miltiplo de P y éste es primo, P | Rp;
para algun 4, o sea Rp; C P. Como p; es irreducible y R es un DFU, Rp; es un ideal maximal
de R. Luego P = Rp;. 1

Obsérvese que no es cierto que todo DFU sea un DIP, por ejemplo, K[X,Y] es un DFU,
pero no es un DIP.

4.4 Indice de ramificacién y grado residual

En esta seccion E/F es una extension de cuerpos de nimeros y R y S son los anillos de enteros
de F' y E respectivamente.

Sea @ un primo de E and sea P = Q N F = Q N R (la dltima igualdad es consecuencia de
que los elementos de @ son enteros y por tanto @ N F C R). Entonces P es un ideal primo de
R que no es nulo pues N(Q) € PN R, es decir P es un primo de F. Ademas SP C @, o lo que
es lo mismo @ | SP. Por otro lado, la composicién de la inclusién R — S con la composicién
S — S/Q induce un homomorfismo inyectivo R/P — S/Q que utilizamos para ver S/ como
espacio vectorial sobre R/P.

El indice de ramificacion de @ sobre F, que denotaremos e(Q/F) es por definicién el
exponente de @) en la factorizacion de SP. El grado residual o grado de inercia de Q) sobre R
es

f(Q/F) =[5/Q: R/P] = dimp,p(5/Q)
Obsérvese que f(Q/F') también se puede definir con la siguiente igualdad

N(Q) =15/Q| = [(R/P)UT) = N(P)/(W/T) = N(Qn )T, (4.2)

Reciprocamente, si P es un primo de F' entonces los primos de E que contienen a P (o
sea, los que aparecen en la factorizacién de SP) se llaman primos de E sobre P. Estos son
precisamente los ideales maximales @@ de S que satisfacen Q N F = P (equivalentemente,
Q N R = P). Por tanto, si los primos de E sobre P son Q1,..., Q) entonces

SpP — Q‘;(Ql/F) - 'QZ(Qk/F)'
Decimos que:

e () es ramificado sobre F if e(Q/F) > 1.

e P es ramificado en E, o que P ramifica en E si algin primo de E sobre P es ramificado
sobre F'.

e P es inerteen E si PS es un ideal primo del anillo de S.
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e P es totalmente ramificado en E si PS = QFF] para un ideal maximal Q de S.

e P escinde completamente en E si PS es un producto de [E : F] primos distintos.

Lema 4.20 Si L es un cuerpo intermedio entre F' y E y Q es un primo de E entonces
(1) e(Q/F) =e(Q/L) e(QNL/F).
(2) f(Q/F) = f(Q/L) f(QNL/F).

Demostracién. (1) Sean T el anillo de enteros de L, P, = QNLy P=QNF = P NF. Sean
PT = P*...P* y PS = Qil . th las factorizaciones de PT y P1S en Ty S respectiva-
mente, con @ = Q1. Entonces e; = e(Py/F)y e} = e(Q/E). Tenemos que demostrar e(Q/F) =
e1€]. Si @' es un ideal maximal de S que contiene a P; entonces @' N'T = P;. Como cada Q;
contiene a P; deducimos que P; € Q); paratodoi =1,...,ty j > 2. Esto implica que la factor-
izacién de PS en S es de la forma PS = (PS)° ... (PxS)%* = (Q'™" ... fleé) :ff e Qf;/g”,
para algunos ideales maximales Qyy1, ..., Q. distintos de Q1,...,Q; y enteros no negativos
€ y1s- s Cry Luego e(Q/F) = ere].

(2) f(Q/F) =[S/Q: R/P] =[S/Q:T/R|[T/P: R/P] = f(Q/T)f(LNQ/F). 1

Lema 4.21 Si I es un ideal no nulo de R entonces N(ST) = N(I)EF],

Demostracién. Usando el Teorema 4.3, la Proposicién 4.17 y que S(IJ) = (SI)(SJ), es
suficiente demostrar el lema para el caso en que I es un ideal primo que vamos a denotar por
P para ayudar a recordar que es primo. Entonces S/PS es un espacio vectorial sobre R/P y
sera suficiente con demostrar

dimp, p(S/PS) = [E : F), (4.3)

pues en tal caso tendremos que N(PS) = |S/PS| = |R/P|F¥] = N(P)FF] que es lo que
queremos demostrar.

Demostrar (4.3) es ficil si F' = Q pues entonces R = Z y P = pZ para algin primo p con
lo que PS =pSy S/pS = (Z/pZ)F*Y, de donde deducimos que dimg,,7(S/pS) = [E : Q].

Para demostrar (4.3) en general ponemos n = [E : F| y primero demostramos que n >
dimp,p(S/PS). En caso contrario S tiene n + 1 elementos so, s1,. .., s, cuyas imdgenes 3;
en S/PS son linealmente independientes sobre R/P. Como sg,S$1,...,S, son linealmente
dependientes sobre K también lo son sobre R con lo que existen rg,7r1,...,7, € R tales que
Yoiorisi = 0y algin r; # 0. Sea I = Y !" ( Rry. Por el Lema 4.9 existe un ideal J de R
tal que IJ = Ra para algin a € R\ {0}. Como P es un ideal maximal de R, de la unicidad
de la factorizacién tenemos que Ra # Pa. Luego existe b € J tal que Ib € Pa, con lo que
g[ C R pero I% ¢ P. Eso implica que cada 7, = gri € Ry algiin v, ¢ P. Como > " 7isi =0
deducimos que > 7’737 = 0 pero E = 0. Luego 30,51, . .., 5, son linealmente dependientes
sobre R/P en contra de la hipétesis.

Sea m = [F : Q], PNZ = pZ, con p un primo racional positivo, y P,..., P, los primos
de F' sobre p. Uno de ellos serd P, con lo que podemos suponer que P, = P. Pongamos
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e; = e(Pi/Q), fi = f(P;/Q), n; = dimpg,p,(S/P;S). Aplicando (4.1) y la Proposicién 4.17
tenemos que

P = N(pR) = N(P{* -+ PE7) = N(P) - N(B)r = /it

Por tanto m =3 _;_, e} f/. Ademas, en el parrafo anterior hemos demostrado que cada n; < n.

Como pS = H:zl(PiS)eé, usando de nuevo (4.1) y la Proposicién 4.17 tenemos que

T T T
P = NpS) = [[ NS« = [T vy = [T pmels = phimmeds,
=1 =1 =1

Luego nm = > ._ nie;fl <nd ;_,e.fl =nm. Pero como n; < n para todo i deducimos que

n; = n para todo i y aplicando esto para i = 1 tenemos (4.3). 1

Corolario 4.22 Si R es el anillo de enteros de un cuerpo de nimeros F ya € R\{0} entonces
N(Ra) = [Ngq(a)|-

Demostracién. Sean o1,...,0, las inclusiones de F' en C y sea E la clausura normal de
K en C, es decir E es el menor subcuerpo de C que contiene a o;(F') para todo i. Sea S el
anillo de enteros de E' y supongamos que m = [E : F] y k = Np/g(a). Cada o; extiende
a un automorfismo de E, que también denotaremos ;. Ademds S = 0;(S) y por tanto
oi(Sa) = So;(a), con lo que o; induce un isomorfismo S/Sa — S/So;(a). Por tanto

N(So;(a)) = N(Sa).

Usando (4.1), la Proposicién 4.17 y el Lema 4.21 deducimos que

k| = N(Sk) = N (s]‘[ai(a)> =N (H Sai(a)> = [[ N(Soi(a)) = N(Sa)" = N(Ra)"™
i=1 i=1 i=1
y por tanto N(Ra) = |k|, como queriamos. [

Teorema 4.23 Sea R el anillo de enteros de un cuerpo de numeros F' y sean P un ideal
mazimal de R y E una extension finita de F. Siei,...,ex y fi,..., fr son los indices de
ramificacion y los grados residuales de los primos de E sobre P, entonces

k
Zeifi = [E : F}
i=1

Demostracién. Sea PS = Qf'...Q* la factorizacién de PS y para cada i sea f; =
dimpg,/p(S /Q;) para todo i. Aplicando primero el Lema 4.21 y después la Proposicién 4.17
tenemos que

N(P)EF) = N(PS) = N(Q1)® -+ N(Q[)% = N(P)Xizi eifi

y por tanto [E : F] = Z?:l eifi- 1
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Corolario 4.24 Sean E/F una extension de cuerpos de nimeros y P un primo de F'.

(1) P es inerte en E si y solo si E contiene un primo sobre P tal que f(Q/F) = [E : F].
En tal caso P no es ramificado en E.

(2) P es totalmente ramificado en E si y solo si E contiene un primo @ sobre P con
e(Q/E) = [E: F].

(8) P escinde completamente en E si e(Q/F) = f(Q/F) =1 para todo primo Q de E sobre
F. En particular, en tal caso, P no es ramificado en E.

Sea P un primo de F. Si ¢ es un F-automorfismo de E entonces o(R) = R, o(P) =Py
o(S) = S. Por tanto, si PS = Q" --- Qgg es la factorizacion PS en producto de maximales de
S entonces cada o((Q);) es un ideal maximal de S sobre Py PS = o(Q1)* ---0(Q4)%. De la
unicidad de la factorizacién deducimos que ¢ permuta los Q;’s y e(0(Q;)/F) = e(Qi/F) para
todo 7, es decir:

Proposicién 4.25 Sea E/F una extension de cuerpos de nimeros y sea P un primo de F.
El grupo de Galois Gal(E/F) permuta los primos de E sobre P y todos los primos de E sobre
P en la misma orbita de la accion de Gal(E/F) tienen el mismo indice de ramificacion.

4.5 Factorizacion de un primo racional

Sea p un primo racional. Denotamos la imagen de un entero a en Z,, como @ y para un polinomio
f=ao+a1X +... € Z[X], denotaremos por f al polinomio de @ + a1 X +... € Z,[X].

El siguiente teorema nos proporciona un método para calcular los primos de un cuerpo de
nimero K sobre pZ y sus indices de ramificacion y grados residuales, en el caso en el que el
anillo de enteros de K sea se la forma Z[f] para algin 6.

Teorema 4.26 (Dedekind) Sea K un cuerpo de nimeros de grado n tal que su anillo de
enteros sea de la forma R = Z[0] para algin 0 € R. Sea f = Ming(0), el polinomio minimo
de 0 sobre Q. Sea p un primo de Z y sea

F=h" 5

la factorizacion de f en Zp|X] con fi,..., fr € Z[X] y gr(fi) = er(f;) para todo i. Entonces
los ideales

P; = Rp+ Rfi(0)
son mazimales en R y distintos dos a dos. Ademds f(P;/Q) = gr(f;) v e(P;/Q) = e; para todo

1, Yy por tanto
pR = Pfl---P]f’“.

Demostracién. Sea ; una raiz de f; en una extensién de Z,. Entonces Z,[0;] ~ Z,[X]/(f:)-
Sea v; : Z[0] — Zp[0;] €l homomorfismo dado por

vilg(8)) = 7(6).



58 CAPITULO 4. DOMINIOS DE DEDEKIND

Esta aplicacién estd bien definida pues si g(f) = 0 con g € Z[X], entonces f | g en Q[X].
Si g = fh con h € Q[X] entonces, del Lema de Gauss (2.13) existe ¢ € Q \ {0} tal que
cf,c™th € Z[X]. Como f es ménico ¢ € Z'y fi | g en Z,, lo que implica que g(f;) = 0. La
imagen de v; es Zy[0;] que es un cuerpo por ser §; algebraico sobre Z,. Luego P; = kerv; es un
ideal maximal de R = Z[0]. Si g() € kerv;, entonces g = f; h para algin h € Z[X], luego los
coeficientes de g — f;h son multiplos de p. Por tanto

9(0) = (g — fihi)(0) + fi(0)h(0) € Rp+ Rfi(0) = P;.
Esto prueba que kerv; C P;. Como la otra inclusién es obvia tenemos que
P, = kerv;.
En particular P; divide a Rp. Luego

Pt . P = (Rp+ Rfi1(0))°--- (Rp+ Rf.(0))
C Rp+ Rf1(0)°--- f1(0)*" € Rp+ Rf(0) = Rp.

Es decir, Rp | P{* --- P y los tnicos divisores primos de Rp (o sea los primos de K sobre p)
son Pp,..., P ye(P;/Q) < e; para todo i. Para probar la igualdad obsérvese que

R/ P; = Z[0]) Py ~ Zy[0i],

que tiene dimensién gr(f;), es decir f;(P;/Q) = gr(f;). Aplicando el Teorema 4.23 tenemos que

T

n=> e(P/QSfi(P/Q) <) ex(fi)ei =er(f) =n

i=1 =1
y como e(P;/Q) < e; para todo i necesariamente se tiene que dar la igualdad. |
Hay que tener cuidado con el teorema que acabamos de probar porque no todos los anillos

de enteros son de la forma Z[f]. Al menos si lo son los anillos de enteros de los cuerpos
cuadraticos y ciclotémicos.

Problema 4.27 Sean p un primo racional, d un entero racional libre de cuadrados. Calcular
los primos de Q(\/&) sobre p y sus indices de ramificacion y grados residuales sobre Q.



Capitulo 5

Métodos Geométricos

5.1 Reticulos

En esta seccién V' es un un espacio vectorial sobre R de dimensiéon n. Consideramos V' como
espacio topoldgico con la topologia euclidea. Mas precisamente si fijamos un isomorfismo de
espacios vectoriales f : V — R™ y consideramos en R™ la topologia dada por una norma,
entonces la topologia de f es tal que f es un homeomorfismo. Por la unicidad de todas las
topologias de las normas en R", la topologia de V no depende del isomorfismo f.

Obsérvese que la eleccién de f equivale a la eleccién de una base B = {vy,...,v,} de V
dada por f(v;) = e;, donde ey,..., e, es la base canénica de R™. Nos referimos a B como la
base de referencia. Consideramos R™ como espacio métrico con respecto a la norma estdndar:
0 sea

(@1, 20| = /23 + - + 2.

Usamos f para transferir los conceptos métricos de R™ a V', pero esta nocién si que depende
de la eleccion de f. En otras palabras la métrica depende de la base de referencia pero la
topologia no. Por ejemplo, si z,y € V, entonces se definen la distancia d(z,y) entre z e y y la
norma ||z|| de x en la base de referencia, como la distancia euclidea d(f(x), f(y)) y la norma
euclidea || f(x)|| respectivamente. Sin embargo, algunos conceptos no dependen de la base de
referencia. Por ejemplo, el que un conjunto sea acotado no depende de la referencia.

Si X es un subconjunto de V' entonces decimos que X es medible si la integral de Riemann
Il F(X) dx existe y en tal caso el volumen of X con respecto a la base de referencia es

vol(X) = / dx.
HX)

La medibilidad de X es independente de la base de referencia pero el valor del volumen si que
depende de esa base. Si T': V' — V es una aplicaciéon lineal entonces para cada subconjunto
X de V se verifica

vol(T'(X)) = |det(T)| vol(X), (X CV). (5.1)

(Esta igualdad implicitamente asegura que X es medible siy s6lo silo es T'(X).) Ademads (5.1)
implica que si B si B’ y son dos bases de referencia entonces volg: = |det(A)|volp, donde A es

99
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la matriz de cambio de base de B a B’. De (5.1) se deduce que si a € R entonces
vol(aX) = |a|™ vol(X). (5.2)

Esta formula es independiente de la base de referencia.

Un subconjunto X de V se dice que es discreto si para todo subconjunto compacto K de
V' se verifica que X N K es finito. Es bien conocido que un subconjunto de V' es compacto si
y solo si es cerrado y acotado. Por tanto un subconjunto X de V es discreto si y sélo si todo
subconjunto acotado de V' tiene un ntimero finito de elementos de X.

Un reticulo L de rango k en V es un subgrupo aditivo de V generado por k elementos
linealmente independientes sobre R. En tal caso decimos que esos k elementos son una base
de L. Un reticulo de V se dice que es pleno si su rango coincide con la dimensién de V.

Lema 5.1 Sea L un reticulo en un espacio vectorial real V' de dimension n. Entonces L es
pleno en V' si y solo si existe un subconjunto acotado B de V' tal que

V=|]J@+B).

zeL

Demostracién. La condicién necesaria se obtiene cogiendo B = {ajv1 + -+ apv, : 0 < a; <
1} con vy, ..., v, una base de L.

Sean W el subespacio vectorial generado por L, W’ el complemento ortonormal de W en V/
y p: V — W' la proyeccién ortonormal a lo largo de W. Obsérvese que p transforma conjuntos
acotados en conjuntos acotados. Supongamos que existe B acotado tal que V = U, (x + B).
Entonces V. =W + By, por tanto W’ = p(B). Como B es acotado, W’ también es acotado y,
por tanto W/ = 0. Luego V =W, o sea L es pleno en V. 1|

Proposicion 5.2 Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension finita. Un subgrupo aditivo
de V' es un reticulo st y solo st es discreto.

Demostraciéon. Supongamos primero que L es un reticulo de V. Ampliando L si fuera
necesario podemos suponer que L es un reticulo pleno. Luego L = Zv; & --- & Zv,, con
v1,...,U, una R-base de V. Sea K un subconjunto acotado de V. Entonces existe un ntimero
real positivo €, tal que K estd contenido en {} 1" av; : a; € R, |a;| < €}. Siz € LNK
entonces r = Zle a;vi, con a; € Z N [—e,€|. Luego L N K es finito.

Reciprocamente, supongamos que L es un subgrupo discreto de V. Demostramos que L es
un reticulo por induccién sobre la dimensiéon n de V. El caso n = 0 es obvio. Supongamos que
n > 1 y que el resultado se verifica para subespacios vectoriales de dimensién menor que n.
Esto implica que podemos suponer que L no esta contenido en ningiin subespacio propio de V.
En consecuencia L contiene una base v1,...,v, de V sobre R. Sean W =Ruvi +---+Rv,_1 y
Lo =LNW. Como L es discreto, también lo es Ly y como Lg es un subgrupo aditivo de W,
por la hipétesis de induccién Lg es un reticulo en W. Ademds vq,...,v,_1 € Lo y por tanto
Lg es un reticulo pleno de W. Luego Lo = Zw; & - - - & Zw,—1 para alguna base wq, ..., wn—1
de W. Claramente wq,...,w,_1,V, €s una base de V. Sea

K:{alw1+"'+an—1wn—1+anvn:Ogalv'-wan—l<1y0§an§1}-
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Entonces K es un subconjunto acotado de V' 'y v, € (KN L)\ W. Por hipétesis (K NL)\ W es
finito y por tanto existe un menor real no negativo € con xg = ajwi + -+ + Ap_1Wp_1 + €V, €
(K NL)\W para algunos 0 < ay,...,a,—1 < 1. Como zo ¢ W necesariamente 0 < € y como
vp, € (KNL)\W tenemos que € < 1. Sea Ly = Zwy+- - -+ Zwy—1+Zxg. Estaclaroque L1 C Ly
demostraremos que en realidad se da la igualdad. En efecto, sea x = bywi+- - -+bp_1wp—1+b,vn
un elemento arbitrario de L, con cada b; € R. Pongamos b,, = muec+c, conm, € Zy0<c¢, <€
paracadai=1,...,n—1sea b —mua; = m; +c; conm; € Zy 0 <¢; < 1. Consideremos el
siguiente elemento de Lq:

Yy = miwi+ -+ Mp_1Wp_1 + MpZo
= (m1+ mpa)wr + -+ (Mp_1 + Mpap_1)wWp—1 + Mmpevy,

= x— (crwy + -+ Ch_1Wn—1 + CrUy) .

Oseax—y=ciwy+ -+ cp_1Wn_1 + crv, € LN K. La eleccién de € implica que ¢, = 0.
Luego x —y € LNW = Ly C Ly y por tanto x € L;. Esto demuestra que L = L; =
Zwi + -+ + Zwp_1 + Zxg. Luego L es un reticulo en V. |

Sea L un reticulo pleno en V' y sea B = {vy,...,v,} una base de L. Entonces B también
es una R-base de V. El poliedro fundamental o dominio fundamental de B es

PB:{me;ogxml}. (5.3)

=1

Esta claro que los conjuntos a + Pg = {v+ = : € P} con a recorriendo los elementos de
L forman una particiéon de V con lo que para cada z € V existe un tnico f(z) € Pp tal
que z — f(z) € L. Aunque el poliedro fundamental Pp depende de la base, su volumen sélo
depende del reticulo.

Lema 5.3 Todos los poliedros fundamentales de un reticulo pleno tienen el mismo volumen.

Demostracién. Sean B = {v1,...,v,} v B1 = {wi,...,w,} bases de un mismo reticulo L
en V. Sea f el isomorfismo V — V que asocia cada v; con w;. Como Zvi + -+ + Zv, =
Zwy + - -+ + Zw, la matriz A asociada a f en la base B tiene entradas enteras y su inversa
también. Eso implica que det(f) = det(A) = £1. Ademads, f(Pg) = Pp,. Aplicando (5.1),
deducimos que vol(F'p,) = |det(f)|vol(Fp) = vol(Fg). 1

Para cada reticulo L en V definimos

vol(Pp), si L esplenoen V y B es una base de L;

vol(V/L) =
(V/L) {oo7 si L no es pleno en V.

Esto a veces se llama covolumen de L en V.

Lema 5.4 Sea L un reticulo pleno en V' con base B = {v1,...,v,}. Sea wy,...,w, € L y
pongamos w; = 2?21 a;jvj, con a;; € Z para 1 < 4,5 < n. Sea M = Zwi + --- + Zw,.
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Entonces M es un reticulo en V. Ademds, M es pleno en V' si y solo si det((ai;)) # 0, o
equivalentemente si M tiene indice finito en L. En este caso

vol(V/M)

[L: M] = |det((ai;))| = Vol(V/L)

Demostracién. Por la Proposition 5.2, L es discreto en V. Luego también lo es M. Aplicando
la misma proposicién deducimos que M es un reticulo en V. Claramente, M es pleno en V
si y solo si det((ai;j)) # 0y, por el Lema 1.4, esto pasa si y s6lo si L/M is finito, y en tal
caso [L : M] = |det((ai;))|. Sea f el automorfismo de V que asocia v; con w;. Entonces
f(Pp) = Pg, con By = {wy,...,w,} y la matriz asociada a este isomorfismo en la base B es
(ai;). Luego vol(V/M) = vol(Fp,) = |det((as;))|vol(F') = |det((ai;))|vol(V/L), por (5.1). &

Obsérvese que la férmula del Lemma 5.4 es independiente de la base de referencia que se
usa para calcular el volumen. De la misma manera las hipétesis del siguiente Teorema son
independiente de la base de referencia.

Teorema 5.5 (Minkowski) Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension n y sea L un
reticulo pleno en V. Sea X un subconjunto acotado medible de V' que cumple las siguientes
condiciones:

(1) vol(X) > 2"vol(V/L).
(2) sixz,y € X entonces 5 € X.

Entonces, X N L tiene un elemento distinto de 0.
En caso de que X sea compacto se puede sustituir la desigualdad estricta de (1) por una
desigualdad no estricta.

Demostracién. Fijamos una base de B = {vy,...,v,} de L. Entonces 2B = {2vy,...,2v,}
es una base de 2L. Sea F' un poliedro fundamental de 2B. Por la primera hipdtesis y por el
Lema 5.4 tenemos vol(F) = vol(V/2L) = 2"vol(V/L) < vol(X). Cada elemento de V tiene
una unica expresiéon como x + y con x € 2L e y € F. Consideremos la aplicacion f : V — F
que asocia x € V con el unico f(z) € F para el que x — f(z) € 2L. Para cada a € 2L y cada
x € a+ F tenemos f(x) = x —a. Como las traslaciones conservan el volumen tenemos que
vol(f(Y)) = vol(Y) para cada subconjunto medible Y de a + F.

Como X estd acotado existen elementos distintos ai,...,ar de 2L de forma que X C
U (a; + F). Luego X = UE_ (X N (a; + F)) y esta es una unién disjunta. Luego vol(F) <
vol(X) = Zle vol(XN(a;+F)) = Zle vol(f(XN(a;+F))). Como cada f(XN(a;+F)) C F,la
anterior desigualdad implica que los conjuntos f(X N (a1 +F)),..., f(XN(ar+ F)) no pueden
ser disjuntos dos a dos. Luego la restriccién de f a X no es inyectiva. Por tanto existen
elementos distintos x e y de X con f(z) = f(y). Luego x —y = (z — f(z)) + (f(y) —y) € 2L.
Aplicando la segunda hipétesis tenemos que “5¥ es un elemento no nulo de X N L.

Vemos ahora que en el caso en que X sea compacto basta con suponer que vol(X) >
2"vol(V/L). En efecto, para cada e > 1 se cumple que vol(eX) > vol(X), con lo que aplicando
el teorema a eX se verificard que existe z. € (eX)N L\ {0}. Sea B(0,«) una bola que contiene
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a X. Como L es discreto B(0,2a) N L es finito, digamos que formado por 0 y ay,...,a.
Supongamos que X N L no contiene ningin elemento no nulo. Como a; € X y X es compacto
paracadai=1,...,k existeun ¢; > 1 tal que a; & ¢;X. Entonces e = min(e; : i =1,...,k) > 1
y X NeL\ {0} =0, en contra de lo que hemos visto antes. [

Observacién 5.6 En la mayoria de referencias la hipétesis (2) es reemplazada por la siguiente
hipétesis més fuerte: X es convexo y 0O-simétrico, es decir para todo z,y € X el segmento que
une = e y estd contenidoen X y —z € X.

5.2 Teoremas de los dos y cuatro cuadrados

En esta secciéon vamos a ver dos aplicaciones del Teorema de Minkowski. En realidad la primera
yva la vimos en la Proposicién 3.11 pero ahora vemos una demostracién diferente.

Teorema 5.7 (Teorema de los Dos Cuadrados. Fermat-Euler) Sip es un primo tal que p =1
mod 4, entonces p es suma de dos cuadrados.

Demostracion. El grupo multiplicativo del cuerpo Z, es ciclico de orden p — 1. Luego dicho
grupo contiene un elemento u de orden 4. Eso implica que u2 es el tnico elemento de orden 2
(recuérdese que un grupo ciclico tiene exactamente un subgrupo de orden un divisor dado del
orden del grupo), o sea u?> = —1 mod p. Sea

L=1{(a,b) € Z*> :b=wua mod p}.

Este es un subgrupo de Z? de indice p pues si (n,m) € Z2yn—um =t mod p (0 <t < p—1),
entonces (n,m)— (¢,0) € L. Por el Lema 5.4, el volumen del poliedro fundamental del reticulo
L es p. Por el Teorema de Minkowski cada bola B(0;7) con area 7r2 > 4p contiene un punto
3p
2

de L distinto del origen. Sea r = . Entonces mr? = 3%” > 4p. Sea (a,b) un punto de

LN B(0,r) distinto del origen. Entonces
2 42_ 2 _ 3P
0#a”+0b°<r :5<2p
a?+bv=a®+u%® =0 mod p.
Luego a? + b? es un miiltiplo de p contenido estrictamente entre 0 y 2p y, por tanto es p. |
Refinando el argumento del Teorema de los Dos Cuadrados podemos obtener el Teorema

de las Cuatro Cuadrados. Primero recordemos el siguiente hecho bésico sobre cuerpos finitos
de orden impar.

Lema 5.8 Si I’ es un cuerpo finito de orden impar y F? denota el conjunto de los cuadrados
de F, entonces |F?| = |F|TH
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Demostracién. Si 2 = 42, entonces (z +y)(z —y) = 0, luego, z = y 6 x = —y. Esto prueba
que si f : F — F? viene dada por f(x) = 22 entonces para cada x € F? se tiene que

_ 1, six=0;
[f~H @)l = .
2, six#0.

Luego |F?| =1+ |F|T_1 = |F|2+1- |

Teorema 5.9 (Teorema de los Cuatro Cuadrados. Fermat-Lagrange) Todo entero positivo es
suma de cuatro cuadrados.

Demostraciéon. Primero probamos el resultado para los primos y después lo extendemos a
todos los enteros positivos. Para 2 el resultado es trivial. Sea p un primo impar y F' = Z,.
Como |F?| =|—-1-F?| = %, necesariamente F2 N (=1 — F?) # (), luego existen u, v enteros
tales que

wW+v2+1=0 mod p.

Consideramos el siguiente reticulo
L={(a,b,c,d) € Z'\c=ua+vb modpyd=ub—va mod p}.

Se demuestra facilmente que L tiene indice p? en Z*, con lo que del Lema 5.4 se tiene que

vol(R"/L) = p*. Consideramos la esfera de dimensién cuatro B(0;7) (que tiene volumen
2,4

T5~). Eligiendo 7 = 1/2p tenemos una esfera de volumen > 16p?. Aplicando el Teorema de

Minkowski elegimos un elemento no nulo (a, b, ¢,d) de esta esfera que pertenezca a L. Luego

0+#a®+b*+c+d* < 2p.

a?+ b+ +d?

Q

24+ 0% + (ua + vb)? + (ub — va)?
(1+u? 4+ v2)a? + (1 + u? + v?)b?
0 mod p.

Por tanto a? 4 b 4 c? 4+ d? = p.

Ahora consideramos el caso general de un entero positivo n y razonamos por induccién en
el niimero de factores en su descomposicién en irreducibles. Para el paso de induccién basta
aplicar la formula

(a® + 0> + & 4+ d*) (A% 4+ B> 4 C? + D?) =(aA — bB — ¢cC — dD)? + (aB + bA + cD — dC)*+
(aC +bD + cA+dB)* + (aD + bC — c¢B + dA)*.

Una forma alternativa de ver la iltima férmula de la demostracién anterior es la siguiente:
Consideremos el élgebra de cuaterniones H(R) = {a + bi + ¢j + dk : a,b,c,d € R} donde
i? =342 =—1y k=1j = —ji. Este dlgebra tiene una “conjugacién” dada por

a+bi+cj+dk=a—-bi—cj—dk, a,bc,deR
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que verifica
at+f=a+p y af=pa (opcHR)).

Usando esto podemos definir la norma
N(a)=ada.
Una cuentas sencillas muestran que
N(a+bi+cj+dk)=a*>+bv*+cE+d* (a,bc,dcR). (5.4)
En particular N(a) € R para todo o € H(R) y N(a) = 0 si y solo si @ = 0. Ademés
N(af)=aBaf=aBFa=Na) N@).

Usando (5.4) se tiene que la ultima férmula es equivalente a la que aparece al final de la
demostracién del Teorema (5.9). Por otro lado, es facil ver que todo elemento no nulo a de
H(R) es invertible y

a ! = o

N(a)

5.3 Representacion geométrica de niimeros algebraicos

Sea K un cuerpo de nimeros de grado n sobre Q. Sea ¢ : K — C un homomorfismo. Diremos
que o es real si 0(K) C R. En caso contrario se dice que o es complejo. El conjugado de o es
el homomorfismo & : K — C definido por

o(z) =o(x).

Si o es complejo entonces @ es otro homomorfismo, los homomorfismos complejos K — C van
pareados luego
n=r+2s

donde r es el nimero de homomorfismos reales y 2s el de monomorfismos complejos.
Sean
O01y+++307r;0r41,0p415 -+, 0r+s,0r+s

los homomorfismos de K en C de forma que los r primeros son los reales y los otros los

complejos. Sea
L™ =R® x C!

que es una algebra real de dimension r + 2s. Ademds L™* tiene una norma dada por
2 2
N(zi,...,xp) =21 ... 22|Tsp1|* .. Trgs|”

Claramente esta norma es real y multiplicativa.

Vamos a usar como base de referencia en L™* la formada por todos los elementos que tengan
un 1 en una coordenada y 0 en las demds y a todos los que tengan ¢ en una de las dltimas s
coordenadas y 0 en las demas.
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Juntamos todos los monomorfismos (sin repetir los conjugados) en una aplicacién:
o: K — L™,

Es decir,
o(2) = (01(a), ., 0r4s (@)

que es un homomorfismo de Q-algebras. Ademads, o conserva la norma, es decir:

N(o(z)) = Nk /()

donde la primera norma es la norma en L™ y la segunda es la norma de K.

Como ¢ es un monomorfismo de Q-espacios vectoriales, conserva la independencia lineal
como (Q-espacios vectoriales. Es decir, si a1,...,a, es una base de K sobre Q entonces
o(ay),...,0(ay) son linealmente independientes sobre Q y por tanto la matriz formada por
las coordenadas de estos vectores en la base de referencia tiene determinante diferente de 0.
Pero eso implica que también o(«),...,o(a,) son linealmente independientes sobre R. Esto
demuestra que o(R) es un reticulo pleno de L™*. De hecho esto también demuestra que o (1)
es un reticulo pleno de L™® para todo ideal no nulo I de R. En la siguiente proposicién re-
copilamos esto y demos una férmula para el covolumen de o(I) en L™* que vamos a denotar
vol(L™* /I) para simplificar la notacién.

Proposicién 5.10 Si I es un ideal no nulo de R entonces o(I) es un reticulo pleno de L™* y

vol(Lrs/T) = VIALIND),

Demostracién. Aplicando el Lema 5.4 tenemos que vol(L™*/I) = N(I)vol(L™*/R), con lo
que basta demostrar el resultado para I = R. Sea aq, ..., a, una base entera de R. Pongamos

o(on) = (a1, all gl iz, gl 4 izl))

s

@, 0 0

con z,’,y, , 2, reales. Consideremos los siguientes vectores columna para k = 1,...,r y
j=1,...,8
1 1 1
1:1( ) yz( ) Z’i( )
=\ | y= s mE | =y tiE, U=y i

Por el Lema 5.4 sabemos que vol(L™*/R) es el valor absoluto del siguiente determinante:
D =det(x1,...,Tr, Y1, 21, -, Ys, Zs)-
Por otro lado

Alog, ..., = det(xy,..., o, 01,7, ...,0,,05)°

det(xy1,...,zr,v1,2y;,. .. Vs, 20)>
25 det(xy, ..., &, 210, Y1, . . ., 250, Ys)* = £225D?

Tomando valores absolutos y raices cuadradas concluimos que 2°vol(L™*/T) = 2%|D| = /|A(F)]|.
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5.4 Espacio logaritmico

Sea K un cuerpo de ntmeros de grado n = r 4+ 2s, con r y § como en la seccién anterior.
Vamos a denotar por U™ al grupo de unidades del anillo L™, es decir

U ={x=(z1,...,2r45) ER"xC*:2; #0 paratodo i =1,...,7 + s}.

Definimos la aplicacién
[: U™ - RS
poniendo
log |zg|, sik<s;

l(z) = (lh(x),...,lrys(z)) con Ix(z) = {

log |7x|?, sik > s.

Por las propiedades del logaritmo se tiene que

Wzy) =1(z) + 1(y),

para todo x,y € U™*, es decir | es un homomorfismo de U™* al grupo aditivo de R"™%. De la
definicién de la norma en L™° tenemos que

r+s
log [N (z)] = Ip(z) (xeU™).
=1

Recordemos que hemos definido la aplicacién o : K — L™® que es un monomorfismo de
Q-algebras y que por tanto se restringe a un homomorfismo injectivo o : K* — U™® que
compuesto con | proporciona un homomorfismo K* — R"$ que también denotaremos con I,
es decir

la)=Ilc(a)) v Ila)=ko(a) (aec K.
O sea
I(a) = (log |o1()],...,log |on(a)],log |ori1(@)]?, ..., log|ors(a)]?).
Nos referiremos a R"™* como el espacio logaritmico y a [ : K* — R"™* como la repre-
sentacion logaritmica de K.

Por lo visto arriba, [ es un homomorfismo de grupos [ : (K*,-) — (R""* +) y, como la
norma en L™® es compatible con la norma en K también tenemos

r+s
log |[Nigjq ()| =log|N(o(2))| = Y _lk(o(z)) (x€K*).
i=1

Sean R el anillo de enteros de K y U el grupo de las unidades de R. Nuestro objetivo
es describir la estructura de U. Para ello usamos la restriccién de [ a U que proporciona un
homomorfismo de grupos U — R" ",

Lema 5.11 [(U) es un reticulo dentro del hiperplano

W:{(xly-.-,xr—l-s)ERT"FS:(L'I—F..._’_%:T_’_S:()}'
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Demostracién. Sea u € U. Entonces N(u) = £1 y, por tanto,

r4+s
> lk(u) =log | N(u)| =log1=0.

Luego los elementos de [(U) pertenecen a w. Para probar que [(U) es un reticulo vemos que es
discreto. Sea r > 0y supongamos que u € U y I(u) € B(0;r). Entonces |l (u)| < [|l(u)]| < r,
luego
loi(u)] <e" sik<s
loi(w)? <€ sik>s.

Luego |lo(u)]] < e"vr +s. O sea o~ 1(I(U) N B(0;7)) es un subconjunto acotado de o(R).
Como o(R) es un reticulo de L™, deducimos que o~ 1(I(U) N B(0;7)) es finito. Como o es
inyectivo, [(U) N B(0;7) también es finito. 1

Para describir el niicleo de la restricciéon de [ a U necesitamos el siguiente lema.

Lema 5.12 Sea P € Z[X]| un polinomio ménico cuyas raices tienen mddulo < 1. Entonces
cada raiz de P es una raiz de la unidad.

Demostracién. Pongamos P = Hle(X — «;), es decir las raices de P son aq,...,ay,
repetidas tantas veces como su multiplicidad como raiz de P. Sea F = Q(aq,...,q), €l
cuerpo de descomposicién de P sobre Q y sea R el anillo de enteros de F'. Entonces F'/Q es
una extension de Galois. Sean S7 = X1+ -+ X, Sy = H1§i<j§k XX, ., 8 =X1... X},
los polinomios simétricos elementales en k variables. Sea m un entero positivo y para cada
i=1,...,nseaa; = S;i(af",...,0}") y sea

k
H =Xk 4 Z 1)fa; X"

Entonces o(a;) = a; para todo o € Gal(F/Q) y por tanto a; € Q. Como cada «; es entero,
deducimos que a; € Z para todo i. Ademaés

Jai| < (f)

pues a; es una suma de (]f) productos de a;’s y por hipétesis cada |a;| < 1. Como (—1)%a;
es el coeficiente de X*~% en P,,, deducimos que {P,, : m > 1} es un conjunto finito. Por
tanto existen enteros positivos m; # my tales que P,,, = P,,,. Como estos dos polinomios son
iguales tienen las mismas raices. Pero las raices de P, son af",...,a}". Por tanto existe un
permutaciéon 7 tal que

Por induccién sobre r podemos demostrar
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para todo i y, como 7" = 1, para algun r resulta que

mT
— 2
7 =,

0 sea
my—mj
o, =1

y, por tanto, «; es una raiz de la unidad. |

Ahora podemos describir el ntcleo de I.

Lema 5.13 El nicleo W de l : U — R"™ es el conjunto de las raices de la unidad de F.
Ademds W es un grupo ciclico finito de orden par.

Demostracién. Si a es una raiz de la unidad de F' entonces a € U y [(u) = 0 pues |o(u)| =1
para toda inclusién de F' en C. Luego a € W. Reciprocamente, sea o« € W. Entonces
|oi(a)| = 1, para todo i. Luego las raices del polinomio caracteristico P de « tienen médulo 1.
Por el Lema 5.12 esas raices son raices de la unidad y en particular o es una raiz de la unidad.

Por otro lado de (5.10) se deduce que o(R) es un reticulo de L™ y, por tanto, es discreto.
Como o(W) estd acotado y contenido en o(R) deducimos que o(W) es finito y como o es
inyectivo deducimos que W es finito. Pero todo subgrupo finito del subgrupo multiplicativo
de un cuerpo es ciclico. Ademés, —1 € W y por tanto el orden de W es par. |

5.5 Teorema de las Unidades de Dirichlet

Como W es finito y U/W es isomorfo a [(U) que es un reticulo (en particular finitamente
generado) en 7, se tiene que U también es finitamente generado. Luego U es el producto
directo de un grupo finito y un grupo abeliano libre de rango < r + s — 1 = dimg(7w). El
Teorema de Dirichlet asegura que el grupo abeliano libre tiene rango precisamente r + s — 1,
para lo cual es suficiente probar que I(U) tiene dicho rango, es decir que [(U) es un reticulo
pleno del hiperplano .

Para cada y € L™ sea A, : L™® — L™ la aplicacién dada por \y(z) = yx. A, es una
aplicacién lineal. El siguiente lema calcula su determinante.

Lema 5.14 det Ay, = N(y).

Demostracién. Supongamos que y = (x1,...,Zr, Y1 + 218, ...,Ys + 2st). Entonces la matriz
asociada a )\, en la base de referencia es
I 0 .o 0
0 ... 0
2 0 0
0 0 ... =z
0 y —2 0
21 U
0 0 ys _ZS

Zs Ys
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cuyo determinante es

1y xs(yt +22) . (Y2 + 2E) = Ng/o(y)

|
Necesitamos un lema maés:
Lema 5.15 Sea M wun reticulo pleno de L™* de dimension r+ 2s y sean ci,...,cr4s > 0 tales
que
4 S
Cl...Crys > () vol(L"™® /M)
T
entonces existe 0 # x = (x1,...,Tr45) € M tal que

lzi| <¢ sii<s
lzi? < ¢ sii>s (55)
Demostracién. Sea X el conjunto de los puntos de L™ que satisfacen (5.5). Entonces
X satisface las hipdtesis del Teorema de Minkowski (Teorema 5.5). En efecto, la segunda
condicién es obvia y la primera se comprueba asi:

c1 cr
v(X) = dml.../ dacr// dyldzl...// dysdzs
—c1 —cr yi+22<cy y2+22<cs

= 2¢1...2¢,TCrq1 .. . TCrps =2"T0C1 .. Crys > 2T+28V01(LT+3/M).

Proposicién 5.16 La imagen [(U) de U por la aplicacion logaritmica | es un reticulo de
dimension r + s — 1.

Demostracién. Ya hemos visto que {(U) es un reticulo en el hiperplano 7. Falta ver que
es un reticulo pleno y por el Lema 5.1 eso equivale a demostrar que existe un subconjunto
acotado B de 7 tal que

T = U (x + B).

zel(U)
Obsérvese que S = [~!(7) = {x € L"™* : |[N(z)| = 1}.
Usando la aplicacién logaritmica, la igualdad (aditiva) anterior se puede convertir en una
igualdad (multiplicativa).

S = U o(u)C (5.6)

uelU

donde C' es un subconjunto acotado de L™* (pues [ transforma conjuntos acotados en conjuntos
acotados). Vamos a buscar C' acotado satisfaciendo (5.6).
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Sean M = o(R) y sean ci,...,c.4s nimeros reales positivos tales que

4 S
Q=ci1...Crp5> <> vol(L"*/M).
™

Sea

x| <eci, sii<m
X=1{(r1,...,7 ELT’5:|’ I
{( b Trts) lz:? <y, sii>vr

Por la Proposicién 4.18 sélo un nuimero finito de ideales tienen norma menor que ). Como
el valor absoluto de la norma de un elemento coincide con la norma del ideal que genera en R
(Corolario 4.22), se tiene que existen a1, ...,ax € R tales que todo elemento de R que tenga
norma en valor absoluto menor o igual que @ es asociado de algin «; en R. Pongamos

k
C=5n (U a(ail)X> .

i=1

Como X es acotado, también lo es C. Ademds, como o(u) € S, para todo u € U, y S es un
subgrupo multiplicativo de U™* tenemos que

SD U o(u)C

uelU

Vamos a ver la otra inclusién. Sea y € S. Por (5.1) y el Lema 5.14, vol(L™*/yM) =
vol(L"™*/M). Luego, por el Lema 5.15 existe 0 # = € X NyM. Pongamos z = yo(«) con
0 # a € R. Entonces @ > |N(z)| = |[Ng/g(a)|. Luego au = a; para algin i y algtin u € U.
Entonces

y = zo(a; o lu).

Pero, como yo(u)~! € S, tenemos que zo(a; ') € S, luego zo(a; ) € C, por tanto y € o(u)C.
1

Refinando un poco la proposicién anterior obtenemos el Teorema de las Unidades de Dirich-
let.

Teorema 5.17 (Teorema de la Unidades de Dirichlet) El grupo de las unidades del anillo de
enteros de un cuerpo de numeros K con r inclusiones reales y 2s inclusiones complejas es

isomorfo a
W x z" s

donde W es el conjunto de las raices de la unidad de K, que es un grupo ciclico finito de orden
par.

Demostracién. Por el Lema 5.13 y la Proposicién 5.16, U/W ~ Z"™5~1 Luego U es un
grupo abeliano finitamente generado lo que implica que U = T'(U) x (U/T(U)) donde T'(U)
es el subgrupo de torsién de U. Como W es finito y U/W es libre de torsién, deducimos que
W=TU). 1
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Capitulo 6

El grupo de clase

6.1 El grupo de clase

En este capitulo K es un cuerpo de nimeros y R = Ak, el anillo de enteros de K.

Hemos visto en el Capitulo 3 que R es un DFU precisamente si es un DIP. El objetivo de
este capitulo es medir como esté de lejos R de ser un DIP. Para esto usamos el grupo F de los
ideales fraccionales de R. Recordemos que los ideales fraccionales son los subconjuntos de K
de la forma ¢ 'I con ¢ € R\ {0} e I un ideal no nulo de R y que forman un grupo abeliano
con respecto al producto

k
MN:{mei:mieM,nieN}.
=1

Diremos que un ideal fraccional es principal si es de la forma ¢! con ¢ € R\ {0} e I un
ideal principal no nulo de R, o equivalentemente de la forma aR con a € K \ {0}. Claramente
el conjunto P de los ideales fraccionales principales es un subgrupo de F'.

Definiciéon 6.1 EI grupo de clase de R es el grupo cociente
Cx =F/P

del grupo F de los ideales fraccionales de K por el subgrupo P de los ideales fraccionales
principales de K. El nimero de clase de K es el orden h = h(K) de Ck.

Claramente R es un DIP precisamente si F = P o equivalentemente si K = 1.

Diremos que dos ideales fraccionales Iy J son equivalentes (y escribiremos I ~ J) si estédn
en la misma clase médulo P, o sea si [ = Ja para algiun « € K \ {0}. La clase de equivalencia
de I por esta relacién de equivalencia serd denotada por [I].

Si I es un ideal fraccional, entonces I = ¢~'.J para algin ¢ € R\ {0} y algin ideal no
nulo J de R. Luego J = ¢l y, por tanto [I] = [J]. O sea, toda clase contiene un ideal de
R. Supongamos que I y J son dos ideales no nulos de R que son equivalentes. Eso implica

a

que I = a.J para algin a € K \ {0}. Como a = ¢ con a,b € R\ {0}, tenemos que bl = aJ.

73
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Reciprocamente, si bl = a.J con a,b € R\{0} entonces I ~ J. Luego la relacién de equivalencia
anterior restringe a la siguiente relacién de equivalencia en el conjunto de los ideales no nulos
de R:

I~J <& al=0bJconabe R\ {0}.

6.2 Finitud del grupo de clase

En esta seccion vamos a demostrar que el grupo de clase es finito y por tanto el nimero de
clase es un numero natural. Para ello primero vamos a ver que toda clase contiene un ideal
cuya norma estd acotada por cierto nimero

Teorema 6.2 Sea K un cuerpo de miumeros con grado n, discriminante A y s parejas de
inclusiones complejas. Si I es un ideal no nulo de Ak entonces existe a € I\ {0} tal que

Nia(@)l < (1) ENVA

m n"

Demostracién. Sean o1, ..., 0, las inclusiones reales de K y 0,41, ...,0,4s ¥ sus conjugadas
las inclusiones complejas de K. Empezamos demostrando que para cada nimero real positivo
d que satisfaga

ar > <4>8n!N(1)\/Z (6.1)

s

existe a € '\ {0} tal que |o1 ()| + ...+ |or ()| 4+ 2|ors1(@)| + ... + 2]|or4s(@)] < d.
Para ello consideramos el conjunto

Xo={z=(x1,...,Tpgs) € L% : 1| + ... + 20| + 2|Trg1| + ... + 2|2r45| < d}.

Claramente X, cumple la segunda hipdtesis del Teorema de Minkowski (Teorema 5.5). Cam-
biando a coordenadas polares las parejas (y;, z;) y razonando por induccién se demuestra que
el volumen de X es
(x) =2 (5) Lo
vol(Xy 5) ¢

Por el Teorema de Minkowski, X, interseca a o(I) en un elemento no nulo si

vol(Xy) > 2" %%vol(L"* /o (1)) (6.2)

Por la Proposicién 5.10, vol(L™*/o(I)) = %. Luego la condicién (6.2) es equivalente a

(g) %dn > 2P N(I)WA

que a su vez es equivalente a la hipétesis (6.1). Por tanto, del Teorema de Minkowski deducimos
que I contiene un elemento « tal que o(a) € Xy, o sea

lo(@)] + ...+ |os(@)] + 2|ost1(a)| + ... + 2]or1s(a)| < d.
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Esto es precisamente lo que queriamos demostrar.
Ahora fijamos ¢ € R tal que

o= <i>snw(1)\/&

Entonces los nimeros de la forma d = ¢ + € con € > 0 satisfacen (6.1). Por tanto Entonces,
para cada € > 0 existe a € I\ {0} tal que o(a) € X¢y.. Como Xy, es un conjunto acotado y
o(I) es un reticulo en L"™* el conjunto A, finito de elementos de esta forma. Ademés si € < e
entonces Ao C A, y por tanto A = N¢sgAe no es vacio. Eso implica que [ tiene un elemento
no nulo « tal que

lo1(a)|+ ...+ |os(a)] + 2|osr1 ()| + ... + 2|orps(a)] < e.

Recordando la desigualdad

(a1...a,)" < m7
n
obtenemos que
]NK/@(aH = |01(a)...Us(a)as+1(a)2...Ur+s(oz)2|
< (lo@l+. .. +los(@)] +2osm1(@)[ + ...+ 2ors(@)[\"
B n
< (9)"= N M Nva
- \n ™) nn ’

como desedbamos. |

El Teorema 6.2 sugiere introducir las conocidas como constantes de Minkowski:

4\° n!
M,s = <> —, conn=r+2s.
s n"

Teorema 6.3 Sea K un cuerpo de niumeros con discriminante A, r inclusiones reales y s
parejas de inclusiones complejas. Entonces todo ideal no nulo de Ai es equivalente a un ideal
con norma menor o igual que M, sV A.

Demostracién. Sea I un ideal no nulo de R. Sabemos que I~! es equivalente a un ideal no
nulo J de R. Luego IJ ~ R. Por el Teorema 6.2 existe o € J \ {0} tal que

INijo(@)] < My N(J)WA.
Como I|Ra, existe un ideal M de R tal que
Ra=JM.
Luego N(J)N(M) = N(JM) = N(Ra) = [Ng/g(a)| y, por tanto

_ Nk g

N(M) N(J)

< M, VA,
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Finalmente, J ~ I~y M ~ J~! luego I ~ M. §

Como cada clase contiene un ideal no nulo de norma M, ¢v/A y sélo hay un nimero finito
de ideales no nulos con norma menor o igual que un cierto niimero, se deduce el siguiente.

Corolario 6.4 FEl grupo de clase de un cuerpo de nimeros es finito.

Acabamos esta seccién con algunas consecuencias inmediatas de la finitud del grupo de
clase.

Corolario 6.5 Sea I un ideal del anillo de enteros de un cuerpo numérico y sea h el nimero
de clase de dicho cuerpo. Entonces

(1) I" es principal.
(2) Sik es coprimo con h e I* es principal, entonces a es principal.

Ahora podemos dar un criterio de cuando un cuerpo numerico tiene ntmero de clase 1 y,
por tanto su anillo de enteros es un DFU.

Corolario 6.6 Sean K, A, r ys como en el Teorema 6.3. Supongamos que todo ideal mazximal
de Ag que contenga un primo racional p < M,sV/A es principal, entonces el nimero de clase
de K es1, o sea A es un DIP.

Demostracién. Cada clase de ideales fraccionales contiene un ideal no nulo I con N(I) <
M,sv/A. Entonces cada ideal maximal Q de Ag que divida a I divide a N (I) y por tanto
contiene un primo racional p que divide a N(I). Por la hipdtesis @ es principal. Como esto
pasa para todos los ideales que dividan a I, tenemos que I es producto de ideales principales y
por tanto es principal, o sea I € P. Por tanto F = P, o sea el nimero de clases de K es 1. |

6.3 Calculo de nuiumeros de clase

Vamos a dedicar la tltima seccién de este capitulo a calcular algunos ntimeros de clase. En
particular vamos a demostrar el siguiente Teorema

Teorema 6.7 El nimero de clase de Q(\/ﬁ) es 1 parad= -1, -2, =3, =7, —11, —19, —43,
—67 y —163.

Demostracién. Por el Teorema 3.6 s6lo tenemos que considerar los cuatro ltimos casos. El
anillo de enteros de K = Q(v/—19) es Z [Hi VQ_IQ} El polinomio minimo de § = & V2_19 es

f=X2— X +5. Por otro lado el discriminante de K es 19. Luego M,sVA < 0.637/19 < 3.
Luego basta con comprobar que se verifican las condiciones del Corolario 6.6 para p = 2, es
decir tenemos que calcular la descomposicion de 2 en R. Para eso utilizamos el Teorema 4.26.
Tenemos que factorizar f en Zs. Pero este polinomio es irreducible en Zs. Del Teorema 4.26
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se deduce que el unico ideal maximal de R que divide a 2 es (2) y se puede aplicar el corolario
6.6.

Para d = —43 el polinomio minimo es f = X? — X + 11 y M,, < 0.637v/43 < 4, luego
hay que considerar p = 2,3. Como en el caso anterior se ve que (2) y (3) son primos pues
fo=X?2+X+1y fz3=X%— X — 1 son irreducibles en Zy[X] y Z3[X] respectivamente.

Consideremos ahora d = —67. Entonces f = X2 — X + 17y M, < 0.637/67 < 6. Ahora
hay que considerar p = 2,3,5. En todos los cases f es irreducible médulo p y, por tanto, (2),
(3) vy (5) son irreducibles.

Finalmente para d = —163, f = X2 — X +41 y M,,v/A) < 0.637/163 < 9. Ahora hay que
considerar p = 2,3,5,7 y sale lo mismo. J

Recuérdese que si ) es un primo de K entonces N (@) es una potencia de p donde p es
el unico primo racional en ). Como cada clase contiene un ideal con N(I) < M, VA si
I=Qf - Qf es la factorizacién de I entonces N(Q1)° -+ N(Q,)% = N(I) < M,sv/A. Por
tanto las normas de los J; son menores o iguales que M,.; y en particular los ); son primos que
aparecen en las factorizaciones de pAx para primos racionales a lo sumo M,sv/A. Por tanto
para calcular el grupo de clases podemos empezar calculando dichas factorizaciones. O sea si
p1,...,pr son los primos menores que MysVA v piAx = Qzll’l ... Qflgfz es la correspondiente
factorizacion solo tenemos que considerar ideales de la forma I = Hle ?;1 Qfgﬂ Pero

9i
ademas si N(Q;;) = p; ™’ entonces N(I) = Hle pl-zjil b
para que este nimero sea menor que M, sV A.

Vamos a aplicar estas ideas para calcular niimero de clase de los primeros cuerpos ci-
clotémicos.

a; j con que los k; hay que elegirlos

Teorema 6.8 El nimero de clase del cuerpo ciclotomico Q((p) es 1 para p =3,5,7.

Demostracién. Q(¢3) = Q(v/—3) que ya sabemos que es euclideo.

El grado de Q((5) es 4, el niimero de inclusiones reales es r = 0 y el de inclusiones complejas
es 25 = 4. Por tltimo el discriminante es A = 53 = 125. Luego M,.s < 0.1521/125 < 2. No hay
que hacer ninguna comprobacién.

Pongamos ¢ = (7. En este caso, tenemos n = 6, r = 0, s = 3 y A = —7°. Luego
M, VA < 0.032/16807 < 5. Luego tenemos que considerar los primos p = 2,3. El polinomio
minimo es X%+ ...+ 1. En Zy podemos factorizarlo como (X3 + X2+ 1)(X3 + X + 1), luego
(2) = P1 P5, donde Py y P son dos ideales maximales distintos. Por otro lado

2=+ HDECE+HCHD

Luego
R+ +1)R(CE+C¢+1)=2R

y, por tanto, Py = R(C2+ (2 +1) y P, = R(¢® + ¢ + 1), o viceversa, que son principales. [
Acabamos con un ejemplo con nuimero de clase 2.

Ejemplo 6.9 El nimero de clases de Q(+/10) es 2.
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Demostracién. Sea K = Q(1/10). Con la notacién habitual tenemos A = 40, n = 2, r = 2,
s = 0. Entonces cada clase de ideales fraccionales contiene un ideal no nulo con norma

< M270\/ ‘A’ < 0.5v40 < 4.

Luego sélo hay que considerar factorizaciones de 2 y 3 y de hecho todo ideal que no esté en P
ha de ser equivalente a uno de los primos que aparezcan en dichas factorizaciones. El anillo
de enteros es R = Z[f)], siendo # = +/10. El polinomio minimo es f = X? — 10. Entonces
f=(X—-1)(X+1) mod 3. De forma que (3) es producto de dos ideales maximales distintos
Py = (3,1 ++/10) y P, = (3,1 —/10). Por tanto todo ideal es equivalente a uno de los
siguientes cuatro: R, P, P, 6 Ps.

Por otro lado f = X? mod 2, luego 2R = P? para un ideal maximal P. Si P = (a4 by/10)
fuera principal, entonces N(P)* = [Ng/g(2)| = 4, luego N(P) = 2, o sea a® — 100> = £2.
Luego a®> = +2 mod 5 lo cual es imposible. Luego P no es principal, o sea R y P no son
equivalentes.

Por otro lado, como RN (—2 4+ v/10) = —6R = P?P P, P, P, y P son los tinicos posibles
divisores de (—2++/10). Pero ni P2 = 2R ni P, dividen a R(—2++/10), luego R(—2++/10) =
PPy, lo que implica que P = Pfl =Py P = P{l = P~! = P. Entonces cada ideal no nulo
estd en la clase de R o de P. Como P no es principal estas dos clases son distintas, luego el
numero de clase de R es 2. |



Capitulo 7

El Ultimo Teorema de Fermat

7.1 Consideraciones elementales
Como es bien conocido el Ultimo Teorema de Fermat afirma que la ecuacién diofantica
a4yt =" (7.1)

no tiene soluciones no triviales, si n > 3. O sea si x,y y z son enteros diferentes de cero y n es
un entero mayor que 2 entonces la igualdad (7.1) no se verifica. Vamos a hablar un poco de la
historia de este famoso teorema.

Alrededor del ano 250 antes de Cristo, Diofantus de Alejandria escribié un tratado so-
bre ecuaciones polinémicas titulado Aritmética. Durante la Edad Media los conocimien-
tos de matematicas permanecieron ignorados salvo en pequenos guetos como la Escuela de
Constantinopla. Cuando las tropas turcas conquistaron Constantinopla en 1453 esta escuela
también desaparecié. En 1462 aparecié una copia del libro de Diofantus en la Biblioteca del
Vaticano, probablemente superviviente del incendio de la Biblioteca de Alejandria. En 1621 se
publicé una versién griega del libro con una traducion al latin. Esto hizo muy popular el libro
a partir de ese momento. Fermat (1601-1665), que era un jurista aficionado a las mateméticas
estudié la Aritmética de Diofantus profundamente. En el margen de su copia aparecié la
siguiente anotacién:

Resolver un cubo en suma de dos cubos, una potencia cuarta en suma de potencias
cuartas, o en general cualquier potencia superior a la segunda en dos del mismo
tipo, es imposible; de este hecho he encontrado una demostracién fascinante. El
margen de este libro es demasiado pequeno para contenerla.

La demostracion que Fermat aseguraba haber encontrado, nunca aparecio6 salvo para n = 4,
con lo cual el Ultimo Teorema de Fermat paso a ser una conjetura, posiblemente la mas famosa
de la historia de las matematicas. Anos mas tarde Euler demostré independientemente los
casos n =3 y n = 4. En 1828 (doscientos anos después de la afirmacién de Fermat), Dirichlet
consiguié demostrar la afirmacién para n = 5 en 1828 (e independientemente Legendre dos
anos mas tarde) y para n = 14 en 1832. Mientras tanto, el caso n = 7 se atraganté durante

79
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algunos afios. Gauss proporciond algunas ideas pero no consiguié resolverlo. Lamé ofrecié una
demostracién en 1838 para n = 7, pero Lebesgue descubrié un error en ella y consiguié dar una
demostracién correcta. Hasta ese momento todos los intentos de dar una demostracién general
habian fallado. Por un momento parecié que Lamé habia conseguido dar una demostracion
general. Sin embargo, la demostracién de Lamé suponia factorizacién dnica en Z[(,], lo cual fué
puntualizado por Liuoville y Kummer. Cauchy parecié resolver la pega de la demostracion de
Lamé cuando en 1897 demostré (hecho que sabemos que es falso) factorizacién unica en Z[(,].
Finalmente Cauchy admitié que su demostracién fallaba para el caso n = 23. Kummer acabd
con el espejismo de la demostracién de Lamé cuando probé que Z[(23] no tiene factorizacion
Unica. En 1850 Kummer consiguié dar un tremendo empujon a la resolucién del problema
cuando consiguié demostrar el Ultimo Teorema de Fermat para los primos regulares, que seran
introducidos en este capitulo. Eso incluye todos los primos menores que 100, excepto 37, 59 y
67. Kummer también presento demostraciones para estos tres casos pero contenian errores que
permanecieron ocultos hasta que Vandiver los desvelé en 1920. Al menos el caso n = 37 habia
sido resuelto por Mirimanoff en 1893 quien ademas consiguié en 1905 dar una demostracion
para todos los valores de n < 257. Con los métodos de Vandiver y el uso de computadoras se
consiguié demostrar el Teorema de Fermat para todos los exponentes n < 120.000.

Por otro lado hubo quién se concentrd en casos particulares. Entre estos hay que citar a
Legendre, Wiefrich, Mirimanoff, Frobenius, Vandiver, Pollackzed, Morishima, Rosser y mas
recientemente Lehmers, Brillhart, Tonascia y Weinberger. En 1979 se sabia que si existia un
contraejemplo, = debia tener al menos 18 x 10° digitos.

Un avance importante fué debido a Gerd Faltings en 1983 que demostré que si el Ultimo
Teorema de Fermat fallaba para n, al menos sélo habia un nimero finito de soluciones para x,
y v z. En realidad el resultado de Faltings es un caso particular de un teorema maéas general
para ecuaciones homogéneas.

En 1994, durante la celebracién de un congreso y al final de tres charlas Wiles anunci6
una demostracién definitiva. Por unos meses parecié resuelto el problema, pero pronto se
descubrié que Wiles habia supuesto que cierto resultado, que alguién le habia comentado,
habia sido demostrado, cuando solo era el tema de trabajo de otro matemético. Por tanto la
demostracion de Wiles quedé en suspenso. Finalmente, Taylor y Wiles consiguieron superar los
obstaculos que quedaban y en 1975 se publicé una demostracion que es aceptada como correcta.
Los métodos de esta demostracién superan con creces el ambito de este curso. Nosotros nos
limitaremos a ver la demostracién de Kummer para primos regulares. Las posteriores estan
fuera de nuestras posibilidades.

Vamos ahora a hacer algunas consideraciones elementales. Obsérvese que si hay una
solucién de la ecuacién (7.1) entonces hay alguna solucién en la que z, y y z son primos
entre si dos a dos. En efecto, si = qr1, y = qy1 con ¢ primo, entonces

q" (2] +y1) = 2"
Luego ¢ divide a z. Si z = gz1, entonces
¢" (= +y1') = q"=f

lo que implica que z1,y1, 21 es una soluciéon y, ahora podemos razonar por induccién en el
nimero de factores que aparece en la descomposicién del maximo comin multiplo de x e y.
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Por otro lado, si hay una solucién para un cierto n, también hay una solucién para cada
divisor de n pues si n = kl, entonces la ecuacién original es equivalente a

(@) + (") = (F).
Como todo numero > 3 es o multiplo de 4 o multiplo de un primo impar, teniendo en
cuenta el parrafo anterior, para probar el Teorema podemos suponer que n es primo o 4. Que
la Ecuacion de Fermat no tenia solucién no trivial para n = 4 es consecuencia inmediata del

Teorema 3.9. Por tanto, para demostrar el Ultimo Teorema de Fermat basta considerar el caso
en el que el exponente es primo impar. El caso n = 3 ya lo vimos en el Corolario 3.17.

7.2 Teorema de Kummer

Ahora nos vamos a concentrar en revisar las aportaciones de Kummer al Ultimo Teorema de
Fermat.
En esta seccién K = Q(¢) y R = Z[¢] donde ¢ = ¢, con p primo impar. Pondremos

A=1-( e P=())

el ideal generado por A en R. Los conjugados de ¢ son los elementos de la forma ¢* con
1 <k < py por tanto los conjugados de A son los de la forma 1 — ¢* con 1 < k < p. Todos
son asociados en R pues como k es coprimo con p existe un entero [ tal que kI =1 mod p y
por tanto

T Y T I T A L G NUC U G P
A k 1— Ck 1— Ck )
es decir 1 — ¢ k — wp\ con uy unidad de R. Ademds del Corolario 2.35 tenemos
p—1 p—1
NP)=p=[]1-¢" =Nge) v P =]]0-¢" =) (7.2)
k=1 k=1

Obsérvese que de (7.2) se deduce que R/P tiene p elementos y, como j ¢ P, para todo
1 <5 < p—1, resulta que todo elemento de R es congruente con un 0 < 57 < p—1. En
particular dos enteros racionales son congruentes médulo P precisamente si son congruentes
modulo p. Ademas se verifica lo siguiente:

Lema 7.1 Para cada o € R, existe a € Z tal que o — a? € PP.

Demostracién. Sabemos que existe a € Z tal que a —a € P. Sea 1 < < p — 1. Entonces
1— ("€ Py por tanto a = a = (‘a mod P. Usando la factorizacién XP — 1 = Hf:_ol(X - Y
deducimos que

al —aP = aP ((%)p— 1) = appl_f (% —Ci) :pl_[l(oz—cja) S
i=0 Jj=0

Por el Corolario 2.34.(2) se tiene
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Lema 7.2 Las raices de la unidad de K son los elementos de la forma £(° para 0 < k < p.
FEl siguiente resultado es conocido como Lema de Kummer.

Lema 7.3 Si ( es una raiz p-ésima primitiva de la unidad con p un primo racional impar
entonces toda unidad de R = Z[C] es de la forma r¢* conr € R y 0 < u < p.

Demostracién. Sea € una unidad de Z[(] y sea f € Z[X] tal que € = f({). Los conjugados
de € son los siguientes ntimeros complejos:

€s = f(¢°) con 1<s<np.
Luego 1 = £N(€) = %e1...€,—1 ¥y, por tanto, cada € es también una unidad de R. Ademds
ep—s = [(€"77) = f(CT°) = f(¢°) = f(¢®) =&

Luego €s€p—s = |es|? > 0, y por tanto

+1 = N(e) = (e1€p—1)(€26p—2) ... (€p—1€p-1) > 0.

2 2

Luego N(e) = 1.
Vamos a ver que los coeficientes del polinomio

o T (v =)

s=1 €p—s

son enteros. Estos coeficientes son de la forma

€1 €p—1
€p—1 €1

donde S es un polinomio simétrico. Si o es un automorfismo de K entonces o(¢) = ¢’ para algtin

1 <i<pyo(e) =€ conk el resto de dividir ij entre p. Eso implica que o (:j ) = :—kk Por
r—=7J p—

tanto o permuta los e;is‘ Esto demuestra que todos los automorfismos de K dejan fijo cada
uno de los coeficientes de Q(X) y, como K/Q es una extensiéon de Galois, dichos coeficientes
pertenecen a Q N R = Z.

Por otro lado, €,/€,—s es una unidad de médulo 1. Del Lema 5.12 deducimos que €5/€,—
es una raiz de la unidad, para cada s. Aplicando el Lema 7.2 tenemos que € = +¢,_1( k para
algiin entero k. Como p es impar, bien k 6 k + p es par, luego podemos suponer que k es par.

Pongamos k = 2u. Sea v € Z tal que
(T“e=v mod P.

Tomando conjugados tenemos (“e,—1 = v mod (A). Pero como A = 1 — \P~! es asociado de

en R, tenemos
(“ep—1 =v mod P.
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Luego (7"“e = (“€p—1 mod P. Multiplicando por ¢* tenemos
+(%e) 1 =€ =(*ep_1 mod P.

Como P es un ideal primo y ¢ 2“6p_1 es una unidad en R deducimos que si el signo es negativo
entonces 2 € PNZ = pZ, en contra de que p es primo impar. Luego el signo es positivo con
loquer=("e=("p—1=7. Luegor € R. 1

Definicion 7.4 Un entero racional primo p se dice que es regular si no divide al nidmero de
clases de Q(¢p).

Por el Teorema 6.8, el 3, 5 y 7 son regulares y de hecho una gran cantidad de primos son
regulares, como veremos en la siguiente seccién. El resultado fundamental de Kummer dice
que el Teorema de Fermat se verifica para exponentes primos regulares. Para su demostracién
necesitaremos el siguiente lema de Kummer. Por desgracia la demostraciéon de este lema
requiere técnicas de Teoria Analitica de Nuimeros que supera los contenidos de estas notas. Se
puede ver en [Borevich-Shafarevich, Number Theory, pagina 377].

Lema 7.5 (Kummer) Sea p un primo regular impar y u una unidad de R = 7Z[(,]. Si u es
congruente a un entero racional médulo p, entonces u = ug para alguna unidad ug de R.

Obsérvese que el lema anterior no se verifica para p = 2 pues 2 es un primo regular ya que
el nimero de clases de Q(¢2) = Q es 1 y —1 es una unidad de orden 2 que no es un cuadrado
en Z = Ag.

Teorema 7.6 (Kummer) Sip es un primo regular impar entonces la ecuacion difofdntica
aP 4 yP = 2P
no tiene soluciones no triviales.

Demostraciéon. La ecuacién se puede reescribir como

p—1

[[z—¢y) =2 (7.3)

i=1
que implica la siguiente ecuacién de ideales
p—1
[[—¢y) =) (7.4)

i=1

Supondremos que (z,y, z) es una solucién. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
x, Yy y z son coprimos dos a dos.



84 CAPITULO 7. EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Caso 1: Primero vamos a suponer que p{ xyz.
Entonces los ideales (x — (*y) son coprimos dos a dos. En efecto, sea @ un ideal primo que
divide a (x — ("y) y (z — ?y), con 0 < i < j < p— 1. Entonces

(=)= (@—¢y) =—y'1-¢)eq.

Como (1 — ¢ es asociado de A = 1 — ( y ¢ es unidad, resulta que y\ € Q. Luego, y € Q
6 A € Q. Vamos a ver que el primer caso no se puede dar. De la ecuacién 7.3 se tiene que Q)
divide a (z), o sea z € Q. Como y y z son coprimos, 1 € (y) + (2) C @, contradiciendo que
Q@ es primo. Luego A € Q. O sea @ divide a P = () pero como P es primo necesariamente
Q = P. Luego p = N(P) | N(z) = zP~! y, por tanto p divide a z, en contra de la hipétesis.

Ahora aplicamos la unicidad en la factorizacién de ideales para deducir que (z — ('y) es
una potencia n-ésima de un ideal, para todo 7. En particular

(x—Cy) =17

para algin ideal I de Z[(]. Como p es regular, p no divide al nimero de clases y, por tanto
no divide al orden de la clase que contiene a I. Como I? es principal, entonces I es principal.
Pongamos I = (§). Entonces x — (y = ué?, donde u es una unidad de Z[(]. Del Lema 7.3
u = (" para algtin real  y algtin entero i. Del Lema 7.1 sabemos que existe un entero k € Z
tal

o’ =k mod PP.

Luego '
z—Cy=rk(* mod PP.

Pero, de (7.2) tenemos que (p) = PP~! | PPy, por tanto
z— Cy =rk¢" mod (p)
lo que implica ‘
((x—Cy)=rk mod (p).
Tomando conjugados tenemos

Qi(x — Cily) =rk mod (p).

Restando las dos ecuaciones anteriores tenemos

2 =yt — 2+ ¢t =0 mod (p). (7.5)

Pongamos . ‘ ‘ A
2=y = +yC = ap

con «a € Z[¢]. Entonces

OLZ*C z_ycl z_icz_‘_ycz 1‘
p p p p
Como ¢, ¢?,...,¢P~! son linealmente independientes, si no hay dos de los exponentes (o sea

i,1 —1i,i — 1, —i) que sean congruentes médulo p, entonces los coeficientes de a en estd base
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son los que aparecen, o sea, dos de los coeficientes son % y % que no son enteros. Eso nos

llevaria a una contradiccién. O sea, al menos dos de los siguientes ntmeros 4,1 — 4,7 — 1, —¢
son congruentes modulo p. Como p # 2, eso implica que se verifica una de las tres siguientes
condiciones: p|i,p|1—462i =1 mod p.

Vamos a derivar una contradiccién de una de estas tres posibilidades. Obsérvese que 1+ ¢
es una unidad de Z[(] pues

XP—1

(X=X = ¢ (X =) =

Luego evaluando en X = —1 tenemos

—AH Q1= (-1 = L.

Consideremos el primer caso p | i. Entonces los términos con z en (7.5) se anulan y queda
la ecuacién

y(¢=¢7) =0 mod (p).

Multiplicando por ¢, que es una unidad, resulta

y(1+ (1 =¢) =0 mod (p)

y, como 1 + ¢ es una unidad
yA € (p) = PP,

Como p > 2, resulta que A | y. Tomando normas resulta que p | y en contra de la hipétesis.
Luego i 20 mod p.

El mismo argumento demuestra que p no divide a 1 — i y sélo nos queda el caso 2¢ = 1
mod p, lo que implica que ¢(* = ¢. Multiplicando por ¢ tenemos

apC' =z +y¢ — a® —y*h = (z - y)X.
Tomando normas se obtiene que p | (z — y), luego
x=y mod (p).
Aplicando lo demostrado con la igualdad y? 4+ (—z)P = (—x)P tendriamos también
y=—z mod (p)

y, por tanto
0=2aP +yP — 2P =32 mod (p).

Como p no divide a = se deduce que p = 3. Pero, como todos los cubos no miltiplos de 3 son
congruentes con £1 mddulo 9 tendriamos

+1++1++1=0 mod?9

lo que es imposible.
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Caso 2: Supongamos ahora que p | xyz.

Como z, y y z son coprimos dos a dos, p divide a uno y sélo uno de x, y y z. Como podemos
cambiar (z,y,2) por (z,—z, —y) o (y, —z, —z) podemos suponer que divide a z. Sea z = p*z
con (p,z0) = 1. Del Lema 7.2, tenemos que p = v AP~ ! para alguna unidad v de Z[(]. Luego

2P 4 yP = P APP-DED

Ponemos ¢ = v*? y m = (p — 1)k > 0 y nos quedamos con la ecuacién
P +yP = eNP 2 (7.6)

con m > 0 y € una unidad Z[(], que vamos a ver que no tiene soluciones enteras racionales z,
Yy 20, de forma que p no divide ni a zg, ni a x, ni a y. De hecho vamos a demostrar un poco
més: La ecuacién (7.6) no tiene soluciones en Z[(] relativamente primas con A. Por reduccién
al absurdo supongamos que tenemos una solucién con m minimo.

Factorizando la parte de la izquierda y tomando ideales tenemos

p—1
[[@ =) =P (z0) (7.7)
i=0
Como pm > 0, al menos uno de los ideales de la izquierda es divisible por P. Pero para todo
0> . o » .
r—Cy=z—y+ 1 -¢)y=x+¢y modP
luego todos los ideales de la izquierda dividen a P.

Como (p,y) = 1, los ideales (y) e P son primos relativos en Z[¢]. Por otro lado 1 — (¥ es
asociado de )\ para todo 0 < k < p. Luego P2 no puede dividir a (y(1 — ¢*)) y por tanto, si
0<i<j<p-1 ‘ , . .

(= (') = (z = Py) = Cy(1 =77 & P2
Luego
mod P.

x—(Cy oz -y
A & A
Como N(P) = p,

forma un conjunto completo de representantes de Z[i] médulo P. Por tanto

z—(ly
A

epP
para exactamente un 0 < ¢ < p—1, o sea
z— (Cly e P?

para exactamente un 0 < i < p — 1. Reemplazando y por y¢* podemos suponer que = —y € P?
yx—y¢*' € P\ P?paratodoi=1,...,p—1. Como todos los factores de la izquierda dividen a
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P y exactamente uno divide a P2, la multiplicidad de P en la descomposicién de la izquierda es
al menos p+ 1, lo que implica que m > 1. Ademas la multiplicidad de P en la descomposicién
de (z — y) tiene que ser p(m — 1) — 1.

Sea D el méximo comun divisor de (z) e (y). Como P no divide a (z) ni a (y), tampoco
divide a D vy, por tanto z — 'y es divisible por PD y z — y es divisible por PP(m~1-1p
Pongamos

(x—y) = Pr»=D-1pC,
(x—¢y) = PDC; (1<i<p-1)

Vamos a demostrar que los C; son coprimos dos a dos. Sea @ un divisor comin primo
de Ciy C’j con i < j. Entonces PDQ divide a (x{—' Cly) v a (x — y), lo que implica que
Cyd =) = WA =) = WPy (1 -¢7)) = (z)P son divisibles por PDQ, de
donde se deduce que (z) e (y) son divisibles por D@ en contra de la eleccién de D. Concluimos
que en efecto los C; son coprimos dos a dos.

Entonces reescribimos la ecuacién (7.7) en la forma

DpPmeQCl oo Cp—l = Ppm(zO)p.

De aqui se deduce, teniendo en cuenta que los C; son coprimos dos a dos, que todos ellos C;
son potencias p-ésimas de otros ideales. Pongamos C} = AZ de donde tenemos.

(r—y) = Pp(m_l)_l]_?AfJ7
(r—C'y) = PDA} (1<i<p-—1)

Despejamos D en la primera y sustituimos en la segunda:
(& = (y) PP = (2 — ) (A A5

Eso implica que el ideal fraccional (A; Ag) ~!)? es principal. Como p es regular, el ideal fraccional
A Ay ! también es principal. Pongamos A Ay 18; = (), con oy, B; € Z[¢]\ {0}, o lo que es lo
mismo A;5; = Apa, o equivalentemente A; A, 1= (a;)(B;)~L. Como A; y Ag no son divisibles
por P, podemos suponer que (o;) y (5;) tampoco son divisibles por P. Sustituyendo A; Ay !
por (a;)(B;)~! en la férmula anterior tenemos que

(@ = C'y) WP D (B)P = (@ — y) ()
lo que implica

(& = Cy) DB = (2 — y)(0i)e; (7.8)

para alguna unidad ¢; de Z[(].
Consideramos la siguiente igualdad:

(& = Cy)(L+¢) — (@ +Cy) =z —y)
y multiplicando por A*(™~1) tenemos

(z = Cy) WM D1+ ) = (z+ Cy) WD = ((a — y) A=Y
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Aplicando la ecuacién (7.8), la ultima igualdad toma la forma

w0 () a4 - - () @y

Luego
¢

e1(1+¢)

Poniendo a = a1 52, 8 = asf1, v = f152, u = El(%o you= ﬁ tenemos

(a1 B2)P — (aafr)P = API=D) (8, By)P.

€2
e1(1+¢)

af — upP = p\P(m=1)p (7.9)

donde u y v son unidades de Z[(] y «, 8 y 7 elementos de Z[¢] que no son divisibles por P.
Como m > 1, p(m — 1) > p. Luego

o —ufP =0 mod PP.

Por otro lado, como S es relativamente primo con P, existe ' tal que 83 = 1 mod PP.
Multiplicando por 3’ més arriba tenemos que

u=—(af)? mod PP.

Por el Lema 7.1 existe un entero racional a tal que (—af’)? = a mod PP. Luego u = a
mod PP. Recordemos del Lema 7.2 que PP~! = (p), luego u es congruente a un entero racional
médulo p. Aplicando el Lema 7.5, deducimos que u = uf) para algin ug € Z[¢]. Sustituyendo
en la ecuacién (7.9) tenemos

o + (—ugB)P = o — (upB)P = vAP" AP
contradiciendo la minimalidad de m. |

Obsérvese que solo hemos utilizado el Lema 7.5 al final de la demostracion en el Caso 2.

7.3 Primos regulares

El Teorema de Kummer no sirve para nada si no tenemos ninguna forma de comprobar cuando
un primo es regular. Esto resulta bastante dificil y requiere métodos de analisis funcional y
complejo. Vamos a ver un criterio de regularidad pero sin demostracion.

Dado un cuerpo numérico K, se define la funcidon zeta de Dedekind de K como la aplicacién
Ckx : RT — R dada por

(k(x) =) NI)™

1eT

donde Z es el conjunto de los ideales del anillo de enteros R de K.
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Sean
= numero de inclusiones reales de K,

= numero de inclusiones complejas de K,
numero de raices de la unidad de K,
discriminante de K,

= numero de clases de K,

= volumen de un conjunto fundamental del reticulo R,
v

Vr+s
Entonces se verifica la siguiente férmula conocida como Fdrmula Analitica del Numero de

IS TPEB3IRT
I

Clases
2r+sﬂ.sR

/5]

La idea es que todo lo que hay a la derecha de la férmula, excepto h es relativamente facil
de calcular. Si podemos calcular el limite de la derecha, podremos calcular h. Para calcular
este limite ampliamos la definicién de (i para admitir valores complejos de x y, entonces se
utilizan técnicas de variable compleja.

En el caso en que K = Q((¢), para ¢ una raiz p-ésima primitiva de la unidad, el nimero de
clases h se puede descomponer como producto de dos enteros

lim (« — 1)Cic () =

h = hiho

donde
hi = numero de clases de Q(¢ + ¢™1)

y se demuestra que p es regular precisamente si p no divide a h;.
Estudiando h; se demuestra el siguiente [Borevich-Shafarevich, Number Theory, pédgina
366]

Teorema 7.7 Si p es un numero impar entonces p es reqular si y solo si ninguno de los
siguientes numeros es divisible por p*:

p—1 p—3
S ()
n=1
Por ejemplo utilizando la esto se pueden calcular los primeros 10 primos no regulares que
son 37,59,67,101,103,131, 149,157,233 y 257.

También se pueden introducir los niimeros de Bernouilli por la expansién de la funcién et%l

en series de potencias, o sea
t B
. m ,m
— =1+ .Elm!t .
1=

Se verifica:

Teorema 7.8 Un primo racional p es regular precisamente si no divide a los numeradores de
los mnimeros de Bernowilli B, ..., B,_3.
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Capitulo 8

Extensiones de Galois de cuerpos de
nuimeros

8.1 Grupos de descomposicién e inercia

En esta seccién E/F es una extension de Galois de cuerpos de nimeros con grupo de Galois
Gy Ry S denotan los anillos de enteros de F' y E respectivamente.

El grupo de Galois G actia en los primos de E y para cada primo de P de F esta accién
permuta los primos de E que estén sobre P. El subgrupo de decomposicion de un primo @ de
S es el estabilizador de () por esta accion, es decir, el grupo

D@Q/F) ={0 € G:0(Q) =Q}.
Definimos
9(Q/F) =[G : D(Q/F)].

Claramente g(Q/F) es el cardinal de la 6rbita de @ bajo la accién de G.
Usamos la barra para reduccién médulo @ (en S) y modulo P (en R). Cada o € D(Q/F)
induce un elemento & : 5 — o(s) de Gal(S/R). Esto define un homomorfismo de grupos

ag : D(Q/F) — Gal(S/R).
El nicleo de ag se llama grupo de inercia of ) sobre Ry se denota I(Q/F).

Teorema 8.1 Sea E/F una extension de Galois de cuerpos de niumeros con grupo de Galois
G y sea P un primo F. Entonces

(1) G permuta transitivamente los primos de E sobre P.
(2) Existen enteros e, f y g tales que
e=e@/F), f=[f(Q/F) y g=g(@Q/F)

para todo ideal mazrimal QQ de S sobre P.

91
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(3) [E: F|=efgyFE tiene g primos sobre P.

(4) Los grupos de descomposicion de los primos de E sobre P forman una clase de conju-
gacion de subgrupos de G y sus grupos de inercia son conjugados en G. En particular si
Q y Q' son dos primos de E sobre P entonces existe un o € G tal que Q' = o(Q) y en
tal caso D(Q'/F) = oD(Q/F)o~! e I(Q'/F) = oI(Q/F)o~ 1.

Demostracién. Sea S el anillo de enteros de E' y sea D = D(Q/F).

(1) Suponemos por contradiccién que Q y Q' son dos primos de E sobre P que no estén en
la misma G-6rbita. Sea I el producto de los primos en la G-6rbita de Q' y sean Q = Q1,...,Qq
los elementos de la G-6rbita de Q. Entonces I; = IHL#i Qj € Q; paracadai =1,...,n
y por tanto para cada i existe a; € I; \ Q;. Luego a = > ;a; € I\ Q; para cada i. Si
o € G entonces o permuta los elementos de la dérbita de @' y por tanto o(a) € I. Luego
Ng/rp(a) =[l,eqola) € FNI = FNQ =P C Q. Como Q es un ideal primo de Ag, tenemos
que o(a) € Q para algin ¢ € G. Luego a € 07 1(Q) = Q;, para algin i. Esto contradice la
eleccién de a y acaba la demostracién de (1).

(2) y (3) son consecuencia inmediata de (1) y el Teorema 4.23.

(4) Sean Q y Q' dos primos de E sobre P. Por (1), existe 0 € G tal que Q' = o(Q). Entonces
D(Q'/F) = oD(Q/F)o~!. Ademés cI(Q/F)o~! = I(Q;/F). En efecto, si p € D(Q/F)
entonces p = oro ! para algin 7 € D(Q/F) y ag,(p)(3) = p(s) = oro~1(s). Usando que
o es la identidad en los elementos de F' y o(S) = S deducimos que o € I(Q'/F) si y solo
si o7071(s) — s € Q para todo s € S si y solo si 7(s) —s € Q para todo s € S si y solo si
7€ I(Q/F) siysolosipéeol(Q/F)o~t. Por tanto I(Q'/F) = oI(Q/F)o~! como querfamos
demostrar. Esto demuestra que los grupos de descomposicién de los primos sobre ) son
conjugados entre si y que sus grupos de inercia también son conjugados. Para demostrar que
los primeros forman una clase de conjugacién de subgrupos de G, tomamos un subgrupo H de
G conjugado de D(Q/F). Entonces existe o € G tal que H = 0D(Q/F)o~!. Entonces o(Q)
es un primo de F sobre F'y H = D(0(Q)/F). 1

Recuérdese que una extension de cuerpos se dice que es abeliana si es de Galois y su grupo
de Galois es abeliano. Como consecuencia del Teorema 8.1.(4) tenemos que

Corolario 8.2 Si E/F es una extension abeliana de cuerpos de nimeros y P es un primo de
F entonces todos los primos de E sobre E tienen el mismo grupo de descomposicion sobre F
y el mismo grupo de inercia.

Sean Ry S los anillos de enteros de F'y F respectivamente. Sean P un ideal maximal de
Ry @ primo de E sobre P Entonces usamos la notacion

e(E/P)=e(Q/F), f(E/P)=[f(Q/F) y g(E/P)=g(Q/F).
Por el Teorema 8.1, estos nimeros solo dependen de P y E, o sea no dependen de Q.

Proposicién 8.3 Sea E/F una extension de Galois y sea P un primo de F. Entonces

(1) P es inerte en E si y solo si [E: F| = f(E/P).
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(2) P es totalmente ramificado si y solo si [E : F| =e(E/P).

(3) P escinde completamente en E si y solo si e(E/P) = f(E/P) = 1.

Recordemos que si K es un cuerpo finito entonces su caracteristica es un niimero primo p
y |K| es una potencia de p. Mas generalmente, si L/K es una extensién de cuerpos finitos de
gradony |K| = g entonces |L| = ¢", L/ K es una extensién de Galois y Gal(L/K) esta generado
por el automorfismo de L dado por o(z) = z9. Este automorfismo se llama automorfismo de
Frobenius.

Teorema 8.4 Sea E/F una extension de Galois de cuerpos de nimeros y sea P un primo de
F. Entonces para todo primo Q de E sobre P la aplicacion ag es suprayectiva, D(Q/F)/I1(Q/F)
es ciclico y

|D(Q/F)| = e(E/P)[(E/P), [I(Q/f)|=e(E/P), [DQ/F):I(Q/F)]= [f(E/P).

Demostracién. Sean R = Ap, S=Ap, P=FNP, R=R/PyS=25/Q. Ademis usamos
la notacién @ para la imagen de a por las proyecciones R —+ Ry S — S. Como S/R es una
extensién de cuerpos finitos existe a € S tal que S = R(@). Sean P = QN R, G = Gal(E/F),
D = D(Q/F) eI = I(Q/F). Aplicando el Teorema Chino de los Restos a los primos de E
sobre P podemos suponer que a pertenece a todos ellos excepto a (), para ello sustituimos a
por otro elemento de S que sea congruente con a médulo ) y con cero médulo todos los demaés
primos de E sobre P. Por el Teorema 8.1, los primos de E sobre P diferentes de () son los de
la forma o(Q) con o € G\ D. Por tanto la suposicién sobre a implica que o(a) € @ para todo
o € G\ D. Al calcular la imagen del polinomio caracteristico P = [[ co(X — o(a)) € R[X]

médulo @ obtenemos un polinomio P = [, . (X - (a)) € R[X] cuyas raices no nulas son

los elementos o (a) con o € D. Luego, si 7 € Gal(S/R) entonces 7(@) = o(a) para algtin o € D.
Luego 7 = ag(0). Esto demuestra que o es suprayectiva.

Pongamos e = ¢(E/P), f = f(E/P)y g = g(E/P). Por el Teorema 8.1, efg = [E :
F] = |G| y por definicién g(E/P) = [G : D(Q/F)]. Por tanto |[D(Q/F)| = ef. Como ag
es suprayectiva, aplicando el Primer Teorema de Isomorfia tenemos que D(Q/F)/I(Q/F) =
Gal(S/R), que es un grupo ciclico de orden f, porque S/R es una extensién de cuerpos finitos

de grado f. Por tanto |I(Q/F)| = % =e. 1

8.2 Extensiones de (GGalois: Cuerpos de descomposicién e iner-
cia
En esta seccién E/F sigue siendo una extensién de Galois de cuerpos de nimeros y G =

Gal(E/F).
Si H es un subgrupo de G entonces el subcuerpo de F fijo por H es

EH = {z € E:o(z) =z para todo h € H}.
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El Teorema Principal de la Teoria de Galois, asegura que las aplicaciones
Hw— Ef K Gal(E/K)

definen biyecciones (inversa, una de la otra) que invierten el orden entre el conjunto de los
subgrupos de G y el de los cuerpos intermedios ' C K C E de forma que [E : E¥] = |H|, o
equivalentemente [E¥ : F] =[G : H]. Ademds, F/F es una extensién de Galois y

DQ/F")y=D@Q/F)NH e IQ/F")=I1(Q/F)nH. (8.1)

Por otro lado, H es normal en G si y solo si '/ /F es una extensién de Galois. Mds general-
mente, si ¢ € G entonces para todo subgrupo H de G tenemos

E7HT = o (BT,
Esto es equivalente a la siguiente igualdad para K un cuerpo entre £y F'.
Gal(E/o(K)) = 0Gal(E/K)o™".
Para cada subconjunto X de F y cada subgrupo H de G ponemos
X0 =XNE" ={z e X :0(x)=x paratodo h € H}.

Claramente Ag = Agn y si Q es un primo de E sobre P entonces Q7 = Q N B es un primo
de EH sobre P.

Los cuerpos fijos FPQ/F) v FIP/F) de D(Q/F) y I(Q/F) se llaman respectivamente
cuerpo de descomposicion y cuerpo de inercia de () sobre F. Como consecuencia del Teo-
rema 8.1.(4) se tiene

Corolario 8.5 Sea E/F una extension de Galois de cuerpos de nimeros con grupo de Galois
G y sea P un primo de F y sean L el cuerpo de descomposicion de un primo de E sobre P vy
M el cuerpo de inercia de un primo de E sobre P y K otro cuerpo entre F' y E. Entonces

(1) K es el cuerpo de descomposicion de un primo de E sobre P si y solo si existe un o € G
tal que K = o(L).

(2) Si K es el cuerpo de inercia de un primo de E sobre P si y solo si existe un o € G tal
que K = o(M).

Teorema 8.6 Sea E/F una extension de Galois de cuerpos de nimeros y sea Q) un primo de
E. Sean G = Gal(E/F), I =1(Q/F) y D = D(Q/F). Entonces

(1) E'/EP es una extension de Galois con grupo de Galois isomorfo a D/I.

(2) Se verifican las siguientes igualdades

e(Q/F) = [E:E"=eQ/E") =1,

f@Q/F) = [E':EP]=fQ'/EP)=f(E/Q”)=[D:1]
9(Q/F) = [E”:F]=[G: D],

e(Q'/F) = e(Q"/F)=f(Q/E") = f(QV/F)=g(E/Q")=1.

Representamos esto en la siguiente tabla:
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Indice de Grado Primos
Grado Cuerpos Primos ramificacion residual sobre P
E Q Qh L) Qg
e ] | e 1 1
B Q! Lo Qk
f | | 1 f 1
EP QP D P
g | | 1 1 g
F P P

Ademds si tenemos un cuerpo intermedio F' C K C E entonces
(3) EP C K siy solo si Q es el unico primo de E que contiene a QN K.
(4) K C EP siysolosie(QNK/F)=f(QNK/F)=1.
(5) K C E! siysolosie(QNK/F)=1.
(6) ET C K siy solo si QN K es totalmente ramificado en E.

Demostracién. Pongamos P = QN F, e = e(Q/F) = e(E/P), f = f(Q/F) = f(E/P) y
9=9@Q/F)=g(E/P).

(1) Por Teorfa de Galois E/E” y E/E! son extensiones de Galois con grupos de Galois D
e I respectivamente. Ademds, como I es normal en D la extensién F!/FP es de Galois con
grupo de Galois isomorfo a D/I que es un grupo ciclico por el Teorema 8.4.

(2) Usando (8.1) tenemos

D(Q/EP) = D(Q/F)nD =D, I(Q/E”)=I(Q/F)ND=1I

D(Q/E") = D(Q/E)N I = [(Q/E") NI =1.
Aplicando los Teoremas 8.1 y (8.4) a las extensiones de Galois E/EP y E/E! tenemos que

e(Q/EP)f(Q/EP)g(Q/EP) = [E : EP] = |D| = ef = e(Q/E")f(Q/E")

e(Q/ENF(Q/ENG(Q/E") = [E: E'| =|I| = e =e(Q/E") = e(Q/E").
Por tanto g(Q/E”) = f(Q/ET) = g(Q/E") = 1y f(Q/EP) = f. Aplicando el Lema 4.20
tenemos ¢(Q'/F) = e(QP/F) = ¢(Q"/Q") = f(QV/F) = 1.

(3)-(6) E/K es una extensién de Galois con grupo de Galois H = Gal(E/K), y la cor-
respondencia de Galois de E/F asocia K con H. Los grupos de descomposicién e inercia
de la extensién E/K son D' = DN H e I' = I N H. Por tanto los cuerpos de descom-
posicién e inercia de esta extension son los correspondientes de Galois de D’ e I’, o sea los
compositum E?" = EPK y E' = ETK. Aplicando (2) a la extensién E/K deducimos que
¢ = e(Q/K) = [E: BT), f' = f(Q/K) = [E : EP] y ¢ = g(Q/K) = [E”' : K]. Repre-
sentamos esto en el diagrama de la Figura 8.1. Con la ayuda de este diagrama observamos
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E -
e// E' = F'K
ET f
f EP" = EPK
ED// q

Figure 8.1:

que
(3) Q es el tinico primo de E que contiene a QN K siy solo si ¢/ = 1 siy solosi EPK = K
siysolosi EP C K.
(4) e(QNK/F)=f(QNK/F)=1siysolosie=¢y f=f siysolosi|[F:EP]=[E:
EPK] siysolosi K C EP,
(5) e(QNK/F)=1siysoloe=¢ siysolosi B! = ETK siysolosi K C E'.
(6) Q N K es totalmente ramificado en E si y solo si ¢’ = [E : K] si y solo si K = ETK si
y solosi F1 C K. g

Corolario 8.7 Sea E/F una extension de Galois de cuerpos de nimeros, P un primo de F
y S el anillo de enteros de E. Supongamos que el grupo de descomposicion D de un primo de
E sobre P es normal en Gal(E/F). Entonces

(1) PSP es el producto de g(E/P) primos distintos de EP.

(2) Si ademds el grupo de inercia de un primos de E sobre P también es normal en E
entonces para cada primo Q de EP sobre P se tiene que QS! es primo en ST y QS es
una potencia de un primo de E.

(3) P escinde completamente en K siy solo si K C EP.

Demostracién. Sean G = Gal(E/F) y D e I los grupos de descomposicién de un primo de @
de E sobre P. Obsérvese que por el Teorema 8.6.(4), la hipdtesis significa que D sea normal en
G y por tanto EP /F es una extensién de Galois y, se verifica la hipétesis de (2) precisamente
si I es normal en G.

(1) Del Teorema 8.6.(2) se tiene que e(EP/P) = f(EP/P) = 1. Por tanto PSP es un
producto de [EP : F] = ¢g(Q/F) primos distintos.

(2) En este caso I es normal en G y aplicando el mismo argumento a F! deducimos que
para cada primo @ de EP sobre P se verifica e(Q/F) = e(E!/P) = e(Q!/F) = 1y, por tanto,
[E: Bl = e(E/P) = e(Q/F) = e(Q/E") para todo primo Q' de E sobre F, es decir QS es
primo y @S es una potencia e(E/P)-ésima de un primo de E.



8.3. EL AUTOMORFISMO DE FROBENIUS 97

(3) Por el apartado (4) K C EP siysolosi e(QNK/F) = f(QNK/F) =1,y como K/F
es una extension de Galois esto pasa si y solo si e(K/P) = f(K/P) =1 siy solo si P escinde
completamente en K. |

Veamos algunas aplicaciones a extensiones de cuerpos de nimeros que no son necesaria-
mente de Galois.

Corolario 8.8 Sea F' un cuerpo de niumeros de F' y sean Eq1 y Eo dos extensiones finitas de
F. Sea P un primo de F.

(1) P no ramifica en Ey ni en Ey si y solo si no ramifica en E1FEs.

(2) P escinde completamente en Ey y Ea si y solo si escinde completamente en E1FEs.

Demostracién. Las dos demostraciones son iguales, la primera usando el apartado (5) del
Teorema 8.6 y la segunda usando el apartado (3) del mismo Teorema. Sélo hacemos la primera.

Usando el Lema 4.20 se obtiene facilmente que si P no ramifica en F71F, entonces no
ramifica ni en F; ni en Fs. Reciprocamente supongamos que P no ramifica ni en £ ni en Es.
Sea (@ un primo de Ej FE5 sobre P. Tenemos que demostrar que e(Q/F) = 1. Sea F la clausura
normal de F1 Es sobre F'y sea Q' un primo de K sobre Q. Sea I = I(Q'/F), el correspondiente
grupo de inercia y E! el cuerpo de inercia de @’ sobre F. Como P no ramifica en E; se tiene
que e(Q' N E;/F) = 1. Luego E; C E!, por el Teorema 8.6.(5). Como esto pasa para i = 1
e i = 2 tenemos que F1F> C E! y en consecuencia, aplicando otra vez el Teorema 8.6.(5)
tenemos que e(Q/F) =e(Q' N E1Ey/F)=1. 1

Corolario 8.9 Sea E/F una extension de cuerpos de niumeros, sea L la clausura normal de
FE sobre F' y sea P un primo de F. Entonces

(1) P ramifica en E si y solo si ramifica en L.

(2) P es completamente ramificado en E si y solo si es completamente ramificado en L.

Demostracién. Como L es el compositum de los cuerpos o(F) con o recorriendo los F-
homomorfismos de E en C, el resultado es consecuencia del Corolario 8.8. |

8.3 El automorfismo de Frobenius

En esta seccién sigue siendo E/F una extensién de Galois con grupo de Galois G y fijamos un
primo Q de Ey P = QNF y mantenemos la notacién R = Ap, S = Ag, R=R/Py S =25/Q.

Hemos visto que el homomorfismo ag : D = D(Q/F) — Gal(S/R) es suprayectivo con
nicleo I = I(Q/F). Ademds, si ¢ = N(P) = |R| entonces Gal(S/R) estd generado por el
automorfismo dado F, dado por F(x) = z9. Este automorfismo se suele llamar automorfismo
de Frobenius de las extension S/R. Por tanto D contiene un elemento og que cumple lo
siguiente

og(a) =a? mod @, para todo a € E.



98 CAPITULO 8. EXTENSIONES DE GALOIS DE CUERPOS DE NUMEROS

Si P no ramifica en E entonces I = 1 con lo que solo hay un tnico automorfismo que cumple
esta propiedad que llamaremos el automorfismo de Frobenius de @) sobre F'y que denotaremos
?(Q/F). El orden de ¢(Q/F) es f(E/P) y si o € G entonces

¢(0(Q)/F) = ap(Q/F)o~! (82)
En resumen

Proposicién 8.10 Si E/F es una extension de Galois y P es un primo de F' que no ramifica
en E entonces los automorfismos de Frobenius de los primos de E sobre P tienen orden f(E/P)
y forman una clase de conjugacion de Gal(E/F).

En particular, si E/F es una extensién abeliana entonces los automorfismos de los primos
de E sobre P son iguales al tinico automorfismo ¢(E/P) de E que verifica

o(E/P)(a) = a™ ) mod PS (a€ E).

Vamos a ver ahora cémo se puede usar el automorfismo de Frobenius para ver cémo factoriza
un primo que no ramifica en una extensién no necesariamente de Galois.

Teorema 8.11 Sea E/F una extension de cuerpos de nimeros y sea P un primo de F que
no ramifica en E. Sean:

L la clausura normal de E sobre F,

G = Gal(L/F),

H = Gal(L/E),

U un primo de L sobre P,

¢ =o(U/F), el automorfismo de Frobenius de U sobre F'.

Consideremos (¢) actuando por la derecha en las clases laterales por la derecha de H en
G (0 sea Ho - ¢' = Ho¢'), sean On, ... , Oy las drbitas de esta accion, para cada i =1,...,g
fijemos un representante Ho; € O; y sea Q; = 0;(U) N Ag. Entonces la factorizacion de PAg
es

PAp=0Q1...Qy y [f(Qi/F)=10;| para todoi=1,...,g.

Demostracién. Recordemos que como P no ramifica en E tampoco ramifica en L por el
Corolario 8.9. Eso justifica la existencia del automorfismo de Frobenius ¢.

Primero demostramos que los @); son diferentes dos a dos. En efecto, si Q); = (); entonces
0i(U) y 0;(U) son dos primos de L que estdn sobre );. Como L/K es una extensién de
Galois, del Teorema 8.1.(1) se tiene que o;(U) = 70;(U) para algin 7 € H. Luego o; ‘70, €
D(U/F) = (@), es decir 70, = 0;¢* para algtin k. Por tanto, Ho;¢F = Hro; = Ho;. Luego
Hoj € O; y por tanto ¢ = j ya que los Ho; son los representantes de las érbitas.

Sea f; = f(Q;/F). Obsérvese que f; es el indice de Gal(T/S) en Gal(T/R) donde R,S y T
denotan los anillos de enteros de F,Ey Ly R=R/P, S =S5/Q;y T =T/o;(U). Por tanto,
si ¢ es el automorfismo de Frobenius de la extensién de cuerpos finitos 7 /R entonces ¢/ es
el automorfismo de Frobenius de T'/S. Eso implica que ¢(o;(U)/F)/ = ¢(0;(U)/K). Usando
esto junto con (8.2) tenemos que

oiplio; " = ¢(0i(U)/F)' = ¢(0s(U)/E) € H,
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y por tanto
Ho;¢'' € Ho;.

Eso demuestra que |0;] < f; para todo .

Por el Teorema 4.23, tenemos » 7_, f; < [E : F] = [G : H|. Como ademds Oy,...,0, es
una particién de las clases laterales por la derecha de H en G, tenemos Y ¢_, |0;| = [G : H].
Combinando esto con la conclusién del parrafo anterior deducimos que f(Q;/F) = fi = |O;|
para todo ¢ y necesariamente PArp = Q1...Q4. 1

8.4 Ramificacién y discriminante

Teorema 8.12 Sean F' un cuerpo de numeros y p un entero racional. Entonces p ramifica en
F siy solo st p divide al discriminante de F'.

Demostracién. Sea R el anillo de enteros de F' y sea «ag,...,a, una base entera de R con
lo que el discriminante de F' es A = Alay,...,q,]. Sean o1, ..., 0y, las inclusiones de F' en C,
FE la clausura normal de F' en C y S su anillo de enteros. Cada o; tiene una extension a un
automorfismo de £ que también denotaremos o;.

Supongamos que p ramifica en F, o sea p pertenece a un ideal maximal P de R con
e(P/F) > 0. Eso es equivalente a que pR = PI para un ideal I de R que contenido en todos
los primos de F' sobre p. Eso implica que I contiene propiamente a pR y usamos esto para
fijar un elemento o € I\ pR. Entonces a = Y. ; m;a; con m; € Z, pero como p no divide a «
en R, algiin m; no es multiplo de p. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p { m;.
Eso en particular implica que «, ag, ..., a, es otra base de F' sobre QQ (no necesariamente una
base entera) y de la Proposicién 1.6.(2) se deduce que A(a, asz,...,a,) = m2A(aq,...,a,) =
m%AF

Sea (@ un primo de E sobre p y sea i = 1,...,n. Entonces a;l(Q) es otro primo de E
sobre p y por tanto contiene a algin primo P de F' sobre p. Luego o € I C P C o, 1(Q)
y por tanto o;(a) € Q. Utilizando la definicién del discriminante deducimos que m2Ap =
Ao, o, ...ap) € QNZ = pR. Concluimos, como querfamos, que p | Ap, pues p{m;.

Demostramos el reciproco por reduccién al absurdo. Suponemos pues que p no ramifica
en Iy que p divide al discriminante de F, es decir p | det(Tp/g(cic;)). Lo primero implica
que p no ramifica en E por el Corolario 8.9, es decir pS es un producto de primos distintos y
lo segundo que las columnas de la matriz (Tp/g(a;;)) son linealmente dependientes cuando
se consideran en Z/pZ. Es decir, existen enteros my, ..., m, que no son todos miltiplos de p
pero que cumplen

n n
Tr/o <Z miaio‘j) = ZmiTF/Q(aiaj) =0 modp

=1 =1

para todo j. Es decir, si a = Y77 | m;a; entonces a € pR y p | Tpjg(aa;) para todo j =
1,...,n. Como R = Z;Zl Zaj deducimos que Tr/g(aR) C pZ

Como a € R\ pRy pR = RN Q para todo primo @ de F sobre p, te tiene que & no
pertenece a ninguno de los primos de E sobre p. Fijemos uno de ellos (). Como ) no contiene
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al producto de los demés primos de E sobre p existe un elemento 3 que estd en dicho producto
pero no estd en (). O sea [ estd en todos los primos de E sobre p menos en (. Pero,

Tgg(aS) = Tp/gTE/r(aS) = Trig(aTr/r(S)) C Trig(aR) C pZ.

En particular, Tg/o(aBS) € pZ € Q. Por otro lado si D es el grupo de descomposicién de
Q sobre Q y 0 € G\ D entonces o~ 1(Q) es un primo de E sobre p distinto de Q y por la
eleccién de 3 tenemos que afS C o~ 1(Q). Es decir o(aBS) C Q para todo o € G\ D. En
consecuencia, si s € S entonces

Z o(afs) = Tgg(aBs) — Z o(afs) € Q.

oceD c€G\D

Luego
> ag(o)(@Bs) = 0.

oeD

Pero S es un cuerpo y af3 # 0 pues aff € Q. Luego Y wep @@(c) = 0. Como p no ramifica en
E tenemos que [1(Q/Q)| = e(Q/Q) = 1 (Teorema 8.6), es decir ag es injectiva y eso implica
que los ag(o), con o € D son distintos dos a dos. Pero eso contradice el Teorema de Artin
que dice que los automorfismos de un cuerpo son linealmente independientes. |

Corolario 8.13 Supongamos que F' = Q(a) y f € Z[X] con f(a) = 0. Sip{ Npg(f'(a))
entonces p no ramifica en F.

Demostracién. Sea g = Irrg(e). Entonces g divide a f en Q[X]|. Pongamos f = gh.
Ademsds g € Z[X] por el Lema 2.15 y, usando el Lema de Gauss (Lema 2.13) se deduce que
h € Z[X]. Ademids f'(a) = ¢'(a)h(a) = £Akh(a) por la Proposicién 1.6.(3) con lo que
Np(f'(a)) = £Npo(Ar)Np/k(h(a)) = :EA[I?:Q]NF/K(h(a)). En consecuencia, si p no
divide a NF/Q(f’(a)), entonces tampoco divide a Ap y por tanto p no ramifica en F', por el
Teorema 8.12. |

Corolario 8.14 Si E/F es una extension de cuerpos de nimeros entonces solo un nimero
finito de primos de F' ramifica en E.

Demostracién. Si P es un primo de F' y P ramifica en F entonces P N Z ramifica en E
también. Por tanto basta demostrar el resultado cuando K = QQ y en este caso el resultado es
consecuencia del Teorema 8.12. |
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8.5 Factorizacién en cuerpos cuadraticos y ciclotémicos

En esta secciéon vamos a ver cémo calcular la factorizacién de pR para p un primo racional y
R el anillo de entero de un cuerpo cuadratico o un cuerpo ciclotémico.

En primer lugar si n y m son enteros decimos que m es un cuadrado mddulo n si existe
otro entero a tal que m = a®> mod m. M4s generalmente, si k es un entero positivo decimos
que m es una potencia k-ésima de médulo n si m = @ mod n para algin entero a.

Obsérvese que si I’ es un cuerpo con ¢ elementos entonces el grupo F* de unidades de F'
es ciclico con ¢ — 1 elementos. Por tanto, si m es un entero positivo entonces las potencias
m~ésimas de F* forman el Unico subgrupo de F™* de orden m. Por ejemplo, si g es par
todos los elementos de F™* son cuadrados pero si ¢ es impar entonces la mitad de los elementos
de F* son cuadrados (los que estén en el inico subgrupo de indice 2) y la otra mitad no los
son. En particular, si p es un primo impar, la mitad de las unidades de Z/(p) son cuadrados
(o sea estan representadas por cuadrados médulo p) y la otra mitad no. Més generalmente,
si ¢ es otro primo entonces si ¢ no divide a p — 1 entonces todos los enteros son potencias
g-ésimas médulo p pero si ¢ divide a p — 1 entonces el grupo de las unidades de Z/(p) tiene
% potencias ¢ ésimas, las que forman el nico subgrupo con % elementos.

Supongamos que F' es un cuerpo cuadratico. Entonces F//Q es una extensién de Galois y
hay tres posibilidades: pR es primo, pR es el cuadrado de primo de F, o el producto de dos
primos de F. En el primer caso f(F/p) = 2y e(F/p) = 1, en el segundo caso e(F/p) =2y
f(F/p) =1y en el tercer caso e(E/p) = f(F/p) = 1. La siguiente proposicién dice cuédndo se
da cada caso y cudles son los primos de F' sobre p:

Proposicién 8.15 Sea R el anillo de enteros de F = Q(v/d) con d un entero libre de cuadrados
distinto de 1 y sea p un primo racional. Entonces se tiene la siguiente factorizacion en producto
de primos de F':

(pR+ VdR)?, sip|d;
(2R+ (1 +Vd)R)? sip=2yd=3 mod 4
(2R + 15/R) (2R + 15/2R) sip=2yd=1 mod 8;

PR =4 (pR+ (n +Vd)R)(pR+ (n — Vd)R) sipt2d yd=n?> mod p;
p=2yd=5 mod8
pRa St 0

p# 2 yd no es cuadrado modulo p.

Es decir, en los dos primeros casos pR es el cuadrado de un primo (totalmente ramificado),
en los dos siguientes es un producto de dos primos distintos (escision completa) y en el ultimo
caso pR es primo (inerte).

Demostracién. La extension F/Q es de Galois de grado 2. Por tanto, del Teorema 8.1
deducimos que si f(F/p) = 2 entonces pR es primo y en los demds casos o bien pR es el
cuadrado de un primo de F' o el producto de dos primos. En particular, de la factorizacién
Unica en producto de primos de F' se deduce que si I y J son dos ideales de R que contienen
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propiamente a pRy IJ C pR entonces pR = IJ e I y J son primos. En efecto, de IJ CpR C I
se deduce que J # R y de la misma forma tendriamos que I # R. Como pR no puede ser
el producto de mas de dos primos e I y J son divisores propios de pR, necesariamente [ y J
son primos. Si pR es primo entonces como pR divide a I.J entonces pR = I 6 pR = J, una
contradiccién. Por tanto, pR = I(Q) para otros primo ) y como IJ C pR, se tiene que IQ
divide a IJ, con lo que @ = J.

Si p divide a d entonces (pR+v/dR)? = p>R+pVdR+dR C pR C pR++/dR, pues Vd | p.
Luego pR = (pR 4 v/dR)?, es la factorizacién de pR.

Similarmente, si d = 3 mod 4 entonces (2R + (1 + Vd)R)? = 4R+ 2(1 + Vd)R + 2Vd C
2R C 2R+ (14++/d)R pues 1++/d & pR. Por tanto 2R = (2R + (1++/d)R)? es la factorizacién
de 2R.

Obsérvese que en los dos casos anteriores p divide al discriminante de F' que recuérdese que
esdsid=1 mod 4y 4d en caso contrario (Ejemplo 2.22). En los demds casos p no divide al
discriminante de F', con lo que p no ramifica en F' por el Teorema 8.12.

Supongamos que d = 1+ 4t con t € Z. Entonces 1+T\/& y # pertenecen a R. Sean P =

2R+15YARy Q = 2R+ 15/ R. Entonces 2 = (14+V/d)+(1-d) € PQy t = Yitl Vi1 ¢ p(),
Por tanto, si t es impar (o sea si d Z 1 mod 8) entonces PQ = R. Sin embargo, si ¢ es par,
(es decir si d = 1 mod 8), entonces PQ = 4R+ (1 + Vd)R+ (1 — vVd)R + tR C 2R. Como
claramente ni P ni ) estan contenidos en 2R deducimos que P y @ son ideales propios de R
y por tanto PQ = 2R es la factorizacién de 2R.

Supongamos que p { 2d. Si d = n? 4 tp con n y t enteros entonces ponemos P = pR +
(n+Vd)Ry Q = pR+ (n — Vd)R. De nuevo ni P ni Q estén contenidos en pR y PQ =
P’ R+ p(n+ Vd)R + p(n — vVd)R + tpR C pR. Luego pR = PQ es la factorizacién de pR.

En los casos que faltan o bien p =2y d =5 mod 8 6 pt2d y d no es cuadrado médulo
p. Falta demostrar que en ambos casos pR es primo lo cual es equivalente a demostrar que
f(F/p) =2y para ello vamos a ver que R tiene un elemento a cuyo polinomio minimo f sobre
Q es irreducible médulo p. Eso implica que si @) es un primo de R sobre p entonces la imagen
@ en R/Q, que seréd raiz del polinomio f médulo p no pertenece a Z/pZ. Por tanto f(F/p) =2
lo que implica que pR es primo. En efecto, p # 2 y d no es cuadrado médulo p entonces el
polinomio X? — d es el polinomio minimo de v/d y es irreducible sobre Z /pZ. Sid=5 mod 8
entonces o = 1+T\/E es un elemento de R cuyo polinomio minimo sobre Q es X2 — X + 1%4“1.
Como d — 1 no es multiplo de 8 al reducir este polinomio médulo 2 se convierte en X2 + X + 1
que es irreducible sobre Z/27. |1

Consideramos ahora extensiones ciclotémicas. Si n y m son enteros coprimos, denotamos
por o,(m) a orden multiplicativo de m médulo n, o sea el menor entero positivo k tal que
mF =1 mod n.

Teorema 8.16 Sea m un entero positivo y sean F' = Q((n) y p es un primo racional. Sean
m=pFn conptn, e= @) y f el orden multiplicativo de p mddulo n (es decir pf =1 # p/—1
mod n). Entonces e(F/p) = ¢(p*), f = 0n(p) con lo que

PR =(Q1...Q,)¢"")

con g = (p(pi()’g(p) = i(&)) y Q1,...,Qq primos distintos de F.




8.5. FACTORIZACION EN CUERPOS CUADRATICOS Y CICLOTOMICOS 103

Demostracién. Vamos a poner £ = Q(¢,) y L = Q((yx) e ilustrar la demostracién con la
Figura 8.2.

Por el Teorema 2.37 y el Lema 2.36 se tiene que Ap = Ap/g((m) v este es un divisor de una
potencia de m. Aplicando entonces el Teorema 8.12 se deduce que si p ramifica en F' entonces
p | m. Por tanto e(L/p) = 1. Sea @ un primo de Q((,) sobre p y sea 7 : Z[(,]| — K = Z[(,]/Q
la proyeccién candnica. Como p t n, se tiene que n € pZ = QQ NZ y por tanto 7(n) # 0. Si
€ € () \ {1} con w(§) = 1 entonces Y1 (& =0, luego m(n) = >0 (w(&)" =7 (X1 &) =
m(0) = 0, una contradiccién. Esto demuestra que la restricciéon de 7 a ((,) es inyectiva, o sea
7(¢y) es una raiz n-ésima primitiva de la unidad en K. Pero K estd generado sobre Z/pZ
por 7((,) y por tanto K es minimal entre los cuerpo de caracteristica p que contienen una
raiz n-ésima primitiva de la unidad, con lo que su cardinal es la menor potencia de p que es
1 médulo n, o sea |K| = p°(P). Concluimos que f(Q((,)/p)? = o0n(p). Esto demuestra el
resultado para el caso en que k = 0.

Supongamos que k > 0. Entonces, del apartado anterior, el Lema 4.20 y el Teorema 4.23
deducimos que e(F/p) = e(F/Q) < [F: Q(¢a)] = ¢(0") v f(F/p) = f(Q(Ca)/p) = 0n(p). Sean
S =Z[Cr] y P = S(1 = (p). Por el Corolario 2.35, Ng/g(P) =py pS = P##") Por tanto P
es primo de L y e(L/p) = ¢(p") = [L : Q]. Por tanto f(L/p) =1, e(F/p) > e(L/p) = (p").
Luego e(F/p) = ¢(p¥). Ademss si @ es un primo de F sobre p entonces e(Q/E) = e(F/p) =
p(P") = [F: Q(¢a)] v por tanto f(Q/E) = 1. Luego f(F/p) = f(E/p) = on(p). 1

w(n) /
e=1,f=on(p e=p(p")

QiNE Q,NE = (Q; N L)#@")
Figure 8.2:

Combinando los Teoremas 8.12 y 8.16 deducimos:

Corolario 8.17 Sea m wun entero positivo y p un primo racional. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
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(1) p ramifica en Q((p)-
(2) p divide a A(Q(¢n)/Q).
(3) p es impar y divide am 6 p=2y4|m.

8.6 Ley de Reciprocidad Cuadratica y otras aplicaciones

En esta seccién vamos ver algunas aplicaciones de las propiedades aritméticas del anillo de
enteros ciclotémicos.

Sea p un primo impar y sean F' = Q((,) y G = Gal(F/Q). Entonces G es isomorfo al grupo
de unidades de Z, que ciclico de orden p — 1y, por tanto, G’ tiene un tinico subgrupo de orden
d para cada d que divide a p — 1. Ademis, G¢ = {¢? : g € G} es el tinico subgrupo de G de
orden p%l y su cuerpo fijo que denotaremos por Fj; es el inico subcuerpo de F con [F': Q] = d.
Se tiene por tanto que si d’ es otro divisor de p — 1 entonces Fy C Fy si y solo si d divide a d'.

En particular, si p es impar entonces F5 es el tnico cuerpo cuadratico contenido en F'.
Supongamos que Fy = Q(v/d) con d libre de cuadrados. Si ¢ es un primo que divide a d
entonces ¢ ramifica en Fy y por tanto también ramifica en F'. Pero eso implica que ¢ = p. Eso
implica que o bien d = —1 o d = +p. Pero el primer caso no es posible pues i ¢ F. Luego
d = +p. Ademas, por el Corolario 8.17, 2 no ramifica en F' y por tanto tampoco ramifica en
F5 con lo que no divide al discriminante de F5. Eso implica que d =1 mod 4. Esto demuestra
lo siguiente:

Teorema 8.18 Si p es un primo impar entonces el unico subcuerpo cuadrdtico de Q((p) es
p—1

Q(\/Epp), with e, = (—1) 2 .
Ejemplo 8.19 Z[(23] no es DFU.

Demostracién. Pongamos F' = Q({23), D = Z[(23] que es el anillo de enteros de F'y N =
Np/g. Sea Iy = Q(v/—23), que es el tinico subcuerpo cuadratico de F por el Corolario 8.18.
Sea

p=1-Cos+ (o5

Después de muchos calculos se obtiene que
N(p) = 6533 =47 -139.
Esto se puede conseguir utilizando el programa GAP:

gap> F:=CF(23);

CF(23)

gap> z:=E(23);

E(23)

gap> a:=1-z+z"-2;

-2xE(23)-E(23) "2-E(23) "3-E(23) "4-E(23) "5-E(23) "6-E(23) "7-E(23) "8-E(23) "9
-E(23)"10-E(23) "11-E(23) "12-E(23) "13-E(23) "14-E(23) "15-E(23) "16-E(23) 17
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-E(23)"18-E(23)"19-E(23) "20-E(23) 22
gap> Norm(F,a);
6533

Como N (i) no es una potencia de un primo, el ideal I = () no es primo (Proposicién 4.18.(4)).
De hecho I debe ser el producto de dos primos (ya que la norma de I es producto de dos primos)
I = PQ, cuyas normas son N(P) =47 y N(Q) = 139. Si D es DFU entonces P = (v) para
algin v € D (Teorema 4.19). Entonces Np/p,(v) pertenece al anillo de enteros de Fy que es
Z [Hi V2_23] (Proposicién 2.20). O sea Np/p,(v) = %*/j?’ para dos enteros a, b y aplicando el
Corolario 4.22 obtenemos
a? + 23b?

YR

a+ bv/—23
+47 = N(v) = Np,)o(Np/r, (V) = NEy < 9 )

Por tanto
a4+ 2302 =4-47 =188

Pero un calculo sencillo muestra que 188 no se puede escribir como a? + 23b con a,b € Z. 1

Teorema 8.20 Sean p y q son primos distintos. Sea d es un divisor de p—1 y sea Fy el inico
subcuerpo de Q((p) de grado d sobre Q. Entonces q es una potencia d-ésima mddulo p si y
solo si q escinde completamente en Fy.

Demostracién. Sea F' = Q((,). Si p = 2 entonces d = 1 con lo que seguro que ¢ es potencia
d-ésima y ¢ escinde completamente en Fy; = Q. Por tanto, a partir de ahora suponemos que
p es impar. Por el Teorema 8.17, sabemos que e(F/q) = 1y que f = f(F/q) es el orden
multiplicativo de ¢ médulo p. Por tanto el grupo de descomposiciéon de un primo de F' sobre p
es el grupo que tiene orden f y ese es precisamente el orden del grupo generado por g en Zy,
es decir (g) es el grupo de descomposicién de cada uno de los primos de F' sobre ¢, que es un

subgrupo de indice g = g(F/q) = p%l en (Z/pZ)* y por tanto el cuerpo de descomposicién es
Flo = F,. Luego Flo = F,. Del Corolario 8.7.(3) tenemos que ¢ escinde completamente en
Fy siy solosi Fg C Fysiysolosid]|gsiy solosif| % si y solo si el subgrupo del grupo
de unidades de Z/(p) de orden f estd contenido en el de orden %. Como el primero de estos
grupos es el generado por ¢ y el segundo es el de potencias d-ésimas concluimos que ¢ escinde

completamente en Fy si y solo si g es una potencia d-ésima moédulo p. 1

Recordemos que si m es un entero positivo y p es un primo el simbolo de Legendre se define
como
0, sip|m;
m ) .
<) =<1, si ptfm y m es cuadrado médulo p;

—1, siptmy m no es cuadrado médulo p.

()= G)

Esta claro que
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(—1) 1, sip=1 mod 4;
p) —1, sip=-1 mod4.

()

Concluimos con un famoso Teorema debido a Legendre.

Y que

Por tanto

Corolario 8.21 (Ley de Reciprocidad Cuadratica) Sip y q son primos impares distintos

entonces
(5 (2)- o=
b q

Demostracién. Sean K, = Q(,/z,p) y v K4 = Q(,/49) los subcuerpos cuadrético de Q((p)
y Q(¢p) respectivamente. Usando el Teorema 8.20 y la Proposicién 8.15 tenemos que (%) =1

si y solo si ¢ es un cuadrado médulo p si y solo si ¢ escinde completamente en K, = Q(,/€,p)

si y solo si €pp es un cuadrado médulo ¢g. Esto demuestra que (g) = (%> = (E—”> <9>, olo

9O-0

Esto es 1 si y solo si o bien (—l)pT_1 = ¢p = 1 o bien (—1)(1%1 = (7> = 1. En tal caso
(_1) (p—la(q—l)

(=1

que es lo mismo

= 1. En caso contrario, % y qg—l son impares y por tanto (g) (%) =-1=

(p—1)(g—1)
4 .
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totalmente ramificado, 55
transcendente, 7
traza, 8

volumen, 59

zeta de Dedekind
funcién, 88
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