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Introducción

En este trabajo, además de una recopilación y puesta al d́ıa de material, he-
mos incluido varios resultados nuevos. En particular, hemos obtenido varias
versiones cuantitativas en términos de distancias de ciertos teoremas clásicos
en espacios de Banach y espacios de funciones: siendo más concretos, he-
mos obtenido una versión cuantitativa del Teorema de Grothendieck sobre
compacidad en C(K) con K compacto, también hemos obtenido versiones
cuantitativas del Teorema de Gantmacher sobre compacidad débil de opera-
dores adjuntos y en estos mismos términos, también hemos generalizado un
resultado que permite asegurar la angelicidad de los espacios C(X) con X
numerablemente K-determinado. Estos resultados obtenidos serán parte de
un art́ıculo en preparación. Además, en la elaboración de este trabajo nos
han surgido diversos problemas relacionados, que esperamos nos permitan
seguir trabajando en estos temas. Hemos dividido esta tesina en dos partes:

• La primera parte la hemos llamado Distancia a espacios de funcio-
nes y en ella, mediante el estudio de distancias de funciones a espa-
cios de funciones continuas se muestran cuantificaciones de teoremas
clásicos de compacidad en espacios de funciones continuas y espacios
de Banach. La herramienta principal usada en esta parte es la distancia
entre ĺımites iterados.

• La segunda parte de esta tesina la hemos llamado Teorema de James.
En esta parte se estudia el teorema clásico de James sobre compacidad
débil en espacios de Banach. Entre otras cosas, incluimos una demos-
tración de este teorema debida a J. D. Pryce (véase [29]), en la que se
utilizan herramientas desarrolladas en la primera parte de esta tesina.
También se estudian aqúı algunas consecuencias que se pueden obtener
a partir de este teorema.

La primera parte de la tesina ha sido dividida en 4 caṕıtulos y la segunda
parte ha sido dividida en 3. A continuación sigue un resumen de cada uno
de ellos.
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ii INTRODUCCIÓN

Caṕıtulo 1. Preliminares topológicos.

En este caṕıtulo se introducen las herramientas topológicas necesarias para
desarrollar esta primera parte de la tesina. La primera sección de este caṕıtulo
se llama Existencia de funciones continuas. La herramienta principal es
el Teorema 1.6 ([3, Proposition 1.18]), que establece la relación existente
entre la oscilación de una función f : X → R con X un espacio normal
y la distancia de dicha función a C∗(X), el espacio de funciones continuas
acotadas definidas sobre X, mediante la siguiente fórmula

d(f, C∗(X)) =
1

2
osc(f).

Gracias a este teorema tendremos que el concepto de oscilación nos va a
permitir en el Caṕıtulo 2 ligar la noción de distancia a espacios de funciones
continuas con la distancia entre ĺımites iterados. La segunda sección de este
caṕıtulo, Separación de conjuntos convexos, es una herramienta funda-
mental para poder demostrar un resultado que nos va a permitir obtener
fórmulas generales para distancias a espacios de Banach a partir de fórmulas
generales para espacios de funciones continuas. Por último, se estudia el con-
cepto de Paracompacidad y se muestran algunas caracterizaciones de esta
noción, en términos de refinamientos baricéntricos, que se utilizan para estu-
diar distancias a espacios de funciones continuas a espacios C(X, Z), con X
un espacio topológico paracompacto y Z un subconjunto convexo compacto
de un espacio normado.

Caṕıtulo 2. Distancia y funciones continuas.

En este caṕıtulo se estudia la distancia de funciones a espacios de funciones
continuas. La herramienta principal que se usa es la noción de ε-intercambio
de ĺımites que mide la distancia entre ĺımites iterados.

Definición 2.1. Sea (Z, d) un espacio métrico, X un conjunto, H ⊂ ZX ,
A ⊂ X y ε ≥ 0. Diremos que H ε-intercambia ĺımites con A si para cada
sucesión (xn)n en A y (fm)m en H se cumple que

d(ĺım
n

ĺım
m

fm(xn) − ĺım
m

ĺım
n

fm(xn)) ≤ ε

siempre que todos los ĺımites involucrados existan. En el caso ε = 0 simple-
mente diremos que H y A intercambian ĺımites.

Este concepto está relacionado con la oscilación de funciones es la siguiente
Proposición.
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Proposición 2.3 [4, Proposition 2.2]. Sea (Z, d) un espacio métrico com-
pacto, sea X un espacio topológico y H un subconjunto de C(X, Z). Se tiene:

(i) Si H ε-intercambia ĺımites con X y f ∈ H
ZX

, entonces osc∗(f) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto y osc∗(f) ≤ ε para todo f ∈ H
ZX

,
entonces H ε-intercambia ĺımites con X.

Esta Proposición junto al Teorema 1.6 que relaciona distancias con oscila-
ciones nos permite relacionar el ε-intercambio de ĺımites con la distancia a
espacios de funciones continuas.

Corolario 2.9 [4, Corollary 2.6]. Sea X un espacio topológico y sea H un
conjunto uniformemente acotado de C∗(X). Se tiene:

(i) Si X es normal y H ε-intercambia ĺımites con X, entonces

d̂(H
R

X

, C∗(X)) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto y d̂(H
R

X

, C∗(X)) ≤ ε, entonces H
2ε-intercambia ĺımites con X.

Resultados similares en C(X, Z) con X paracompacto y Z un subconjun-
to convexo y compacto de un espacio normado, se obtiene utilizando el
Teorema 2.12, que establece la relación entre la oscilación de una función
f : X → Z y la distancia de dicha función a C(X, Z). Gracias a estos resul-
tados podremos reducir el estudio de distancias al estudio del ε-intercambio
de ĺımites. El siguiente Teorema nos dice que el ε-intercambio de ĺımites se
conserva al tomar envolturas convexas.

Teorema 2.18 [4, Theorem 3.3]. Sea Z un subconjunto compacto con-
vexo de un espacio normado E, sea K un conjunto cualquiera y sea H un
subconjunto de ZK. Si tenemos que H ε-intercambia ĺımites con K entonces
conv(H) ε-intercambia ĺımites con K.

Como corolarios de este Teorema tendremos lo siguiente.

Corolario 2.20 y Teorema 2.21 [4, Corollary 3.4 and Theorem 3.5].
Sea K un espacio compacto y H ⊂ RK uniformemente acotado. Entonces

d̂(conv(H)
RK

, C(K)) ≤ 5d̂(H
R

K

, C(K)).

Además, śı H ⊂ C(K) tendremos que

d̂(conv(H)
RK

, C(K)) ≤ 2d̂(H
R

K

, C(K)).
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Por último, este caṕıtulo lo concluimos con el siguiente Teorema, que es un
resultado nuevo que nos muestra una versión cuantitativa de un teorema
clásico de Grothendieck sobre compacidad en C(K).

Teorema 2.24. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto unifor-
memente acotado de C(K), entonces tendremos

1

2
d̂(H

RK

, C(K)) ≤ d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)) ≤ 4d̂(H
RK

, C(K))

donde estamos considerando BC(K)∗ con la topoloǵıa w∗ = σ(C(K)∗, C(K)).

Caṕıtulo 3. Distancia a espacios de Banach.

Para un espacio de Banach X, estudiamos problemas relacionados con la dis-
tancia de elementos de su bidual x∗∗ ∈ X∗∗ al propio espacio. En particular,

si H ⊂ X y H
w∗

es la clausura de H en X∗∗ en la topoloǵıa w∗, observemos
primero que

d̂(H
w∗

, X) = sup{ ı́nf
x∈X

d(z, x) : z ∈ H
w∗

} = 0

si, y sólo si, H es débilmente relativamente compacto en X. En general, se
puede medir lo “cerca” que está un conjunto de ser débilmente relativamente
compacto con lo que se denominan medidas de no compacidad débil.

Definición 3.1. Sea X un espacio de Banach y sea µ una función con va-
lores reales definida en la familia de subconjuntos acotados no vaćıos de X.
Diremos que µ es una medida de no-compacidad débil en X si para A, B ⊂ X
acotados y λ ∈ R cumple:

(i) µ(A) = 0 si, y sólo si, A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Si A ⊂ B, entonces µ(A) ≤ µ(B).
(iii) µ(conv A) = µ(A).
(iv) µ(A ∪ B) = máx{µ(A), µ(B)}.
(v) µ(A + B) ≤ µ(A) + µ(B).

(vi) µ(λA) = |λ|µ(A).

Un ejemplo de estas medidas es w, la medida de De Blasi:

w(H) = ı́nf{ε > 0 : H ⊂ K + εBX y K ⊂ X es w-compacto}.

Otro ejemplo de medida de no compacidad débil es γ, introducida por K.
Astala y H. O. Tylli en [1], que se define como

γ(A) = sup{ĺım
n

ĺım
m

fn(xm) − ĺım
m

ĺım
n

fn(xm)}
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donde el supremo se toma para todo par de sucesiones (xm)m ⊂ conv A y
(fn)n ⊂ BX∗ tales que los ĺımites involucrados existen. De hecho, teniendo
en cuenta que el ε-intercambio de ĺımites se conserva al tomar envolturas
convexas, tendremos que de hecho el supremo anterior lo podemos tomar
para (xm)m ⊂ A. Nos ocuparemos aqúı de estudiar la relación entre algunas
medidas de no compacidad débil y la distancia que acabamos de escribir.
Gracias a la Proposición que sigue, podemos particularizar algunos de los
resultados obtenidos en el Caṕıtulo 2 a espacios de Banach.

Proposición 3.2. Sea X un espacio de Banach y sea BX∗ la bola unidad
cerrada en su dual X∗ con la topoloǵıa w∗. Consideremos i : X → X∗∗ y
j : X∗∗ → ℓ∞(BX∗) las inclusiones canónicas. Entonces, para todo x∗∗ ∈ X∗∗

tenemos que
d(x∗∗, i(X)) = d(j(x∗∗), C(BX∗)).

Como corolarios de esta Proposición, obtenemos los siguiente resultados, que
son versiones cuantitativas de un Teorema clásico de Krein que dice que
las envolturas convexas conservan los conjuntos débilmente relativamente
compactos.

Corolarios 3.6 y 3.7 [19, 16]. Sea X un espacio de Banach y sea H ⊂ X∗∗

un subconjunto w∗-compacto. Entonces

d̂(conv(H)
w∗

, X) ≤ 5d̂(H, X).

Si H ⊂ X es acotado (y no es necesariamente w∗-compacto) se tendrá que

d̂(conv(H)
w∗

, X) ≤ 2d̂(H
w∗

, X).

En la segunda sección de este caṕıtulo estudiamos algunos casos en los que
se dan la igualdad

d̂(conv(H)
w∗

, X) = d̂(H
w∗

, X)

para todo H acotado contenido en X. Los espacios de Banach para los que
sabemos que se cumple dicha igualdad son los espacios de la clase J (defini-
ción introducida en [19]) y los espacios que no contienen una copia de ℓ1 en
su bidual.

A partir de los resultados anteriores obtenemos versiones cuantitativas del
Teorema de Gantmacher que afirma que un operador T : X → Y entre dos
espacios de Banach es débilmente compacto si, y sólo si, su operador adjun-
to T ∗ : Y ∗ → X∗ es débilmente compacto. Si consideramos la medida de
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no compacidad débil γ tendremos la siguiente versión cuantitativa de este
teorema.

Proposición 3.17. Sean X e Y espacios de Banach, T : X → Y un operador
y T ∗ : Y ∗ → X∗ su operador adjunto. Entonces

γ(T (BX)) ≤ γ(T ∗(BY ∗)) ≤ 2γ(T (BX)).

En particular, en términos de d̂ obtenemos la siguiente desigualdad.

1

2
d̂(T (BX)

w∗

, Y ) ≤ d̂(T ∗(BY ∗)
w∗

, X∗) ≤ 4d̂(T (BX)
w∗

, Y ).

Sin embargo, no es posible dar una versión cuantitativa en estos términos
usando la medida de De Blasi w (véase [1]).

Caṕıtulo 4. Aproximación por sucesiones.

El resultado de partida que demostramos es el siguiente:

Teorema 4.2 [4, Proposition 5.2]. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto,
X un conjunto y H un subconjunto de ZX que ε-intercambia ĺımites con X.

Entonces dado f ∈ H
ZX

, existe una sucesión (fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈K

d(g(x), f(x)) ≤ ε

para todo punto de aglomeración g de (fn)n en ZX .

En particular, tomando ε = 0, este Teorema nos permite obtener la angelici-
dad de los espacios C(K) con K compacto. Además, cuando X es un espacio
numerablemente K-determinado se tiene que C(X) es angélico. En términos
parecidos, hemos obtenido el siguiente Teorema, que para ε = 0 nos da la
angelicidad de los espacios C(X) con X numerablemente K-determinado. Si
X es un conjunto y (Z, d) un espacio métrico, diremos que un H ⊂ C(X, Z)
es ε-relativamente numerablemente compacto (en C(X, Z)) cuando toda su-
cesión (fn)n ⊂ H tenga algún punto de aglomeración f en ZX con oscilación
menor o igual que ε. Claramente, para el caso ε = 0, esta noción coincide
con la de relativamente numerablemente compacto.

Teorema 4.7. Sea X un espacio numerablemente K-determinado, (Z, d)
un espacio métrico compacto y H ⊂ C(X, Z) un subconjunto ε-relativamente
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numerablemente compacto. Entonces para cada f ∈ H
ZX

, existe una sucesión
(fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f(x)) ≤ ε

para cada punto de aglomeración g de (fn) en ZX.

Caṕıtulo 5. Preliminares de análisis funcional.

En este caṕıtulo se introducen las herramientas necesarias de análisis funcio-
nal para el desarrollo de la segunda parte de esta tesina. Empezamos viendo
las relaciones que hay con las distintas topoloǵıas compatibles con un par
dual 〈E, F 〉 que son aquellas topoloǵıas τ tales que (E, τ)′ = F . Introdu-
cimos la topoloǵıa de Mackey, µ(E, F ), y se demuestra que es la topoloǵıa
compatible con el par dual 〈E, F 〉 más fina. Además, damos un modelo para
la complección de un espacio topológico obtenido por Grothendieck.

Teorema 5.7. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo y E la familia de
los equicontinuos de E ′. Sea

Ê = {x∗ ∈ (E ′)∗ : x∗|H es σ(E ′, E)-continuo para cada H ∈ E}.

El espacio Ê dotado de la topoloǵıa τ̂ de convergencia uniforme sobre E es
un modelo para la compleción de (E, τ).

Como corolario de este Teorema se obtiene el Criterio de completitud de
Grothendieck que nos proporciona una caracterización de los espacios local-
mente convexos completos.

Corolario 5.8 [Criterio de completitud de Grothendieck]. Un espacio
localmente convexo E es completo si, y sólo si, todo ϕ ∈ E ′∗ cuya restricción
a conjuntos equicontinuos es σ(E ′, E)-continuo es un elemento de E.

Finalmente, en la última sección de este caṕıtulo, utilizando resultados del
caṕıtulo 2, se demuestra el teorema de Eberlein-Grothendieck, que nos dice
que dado un espacio localmente convexo E, los conjuntos débilmente relati-
vamente compactos, los conjuntos débilmente relativamente numerablemente
compactos y los conjuntos acotados que intercambian ĺımites con los conjun-
tos equicontinuos de E son los mismos.

Teorema 5.14 [W. F. Eberlein, A. Grothendieck]. Sea (E, τ) un espacio
localmente convexo, sea B ⊂ E un conjunto convexo y τ -completo. Entonces
para A ⊂ B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente numerablemente compacto.
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(ii) A es débilmente relativamente compacto.
(iii) A es acotado e intercambia ĺımites dobles con todos los subconjuntos

τ -equicontinuos de E ′.

Caṕıtulo 6. Teorema de R. C. James.

Este caṕıtulo se centra en el clásico Teorema de James sobre compacidad
débil en espacios localmente convexos.

Teorema 6.1 [R. C. James]. Sea E un espacio localmente convexo cua-
sicompleto. Entonces un subconjunto acotado débilmente cerrado A ⊂ E es
débilmente compacto si, y sólo si, todo ϕ ∈ E ′ alcanza su supremo en A, es
decir, existe x ∈ A tal que ϕ(x) = sup{ϕ(y) : y ∈ A}.

La demostración de este teorema en el caso en el que E sea un espacio de
Banach separable se simplifica bastante gracias a la Desigualdad de Simons
como vemos en este caṕıtulo.

Teorema 6.3 [Desigualdad de Simons]. Sea S un conjunto, (xn)n una
sucesión acotada en ℓ∞(S) y sea T ⊂ S tal que si λn ≥ 0 con

∑∞
n=1 λn = 1,

entonces existe t ∈ T tal que

∞∑

n=1

λnxn(t) = sup
s∈S

∞∑

n=1

λnxn(s).

Entonces

ı́nf{sup
s∈S

x(s) : x ∈ conv{xn}
∞
n=1} ≤ sup

t∈T
ĺım sup

n
xn(t).

La segunda sección la dedicamos a realizar una prueba del Teorema de Ja-
mes en el caso general debida a J. D. Pryce (véase [29]). Las herramien-
tas fundamentales en la demostración de este resultado son el Teorema de
Eberlein-Grothendieck mencionado anteriormente y el siguiente resultado so-
bre sucesiones en ℓ∞(X) obtenido por J. D. Pryce.

Proposición 6.6 [J. D. Pryce,[29, Lemma 2]]. Sea (fn)n una sucesión en
ℓ∞(X) uniformemente acotada y sea D ⊂ ℓ∞(X) un subconjunto separable.
Entonces existe una subsucesión (fnk

)k de (fn)n tal que

sup
x∈X

ĺım sup
k→∞

(h − fnk
)(x) = sup

x∈X
ĺım inf

k→∞
(h − fnk

)(x)

ı́nf
x∈X

ĺım sup
k→∞

(h − fnk
)(x) = ı́nf

x∈X
ĺım inf

k→∞
(h − fnk

)(x)
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para cada h ∈ D.

Mediante la construcción de un ejemplo debido a R. C. James, vemos que la
condición de cuasicompletitud es necesaria en el Teorema que estamos tra-
tando en este caṕıtulo.

Finalmente, vemos cómo el Teorema de James nos puede conducir a una
caracterización de la reflexividad en términos de conjuntos proximinales.

Corolario 6.15. Para un espacio de Banach X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) X es reflexivo.
(ii) Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proximinales.

(iii) Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
(iv) Todos los conjuntos cerrados, convexos de X son proximinales.
(v) Todos los conjuntos débilmente cerrados de X son proximinales.

Caṕıtulo 7. Aplicaciones.

En este último caṕıtulo de la memoria hemos recogido algunos resultados in-
teresantes que se pueden obtener a partir del Teorema de James o las técnicas
que han sido utilizadas en la demostración de dicho teorema. En una primera
sección, Sucesiones que alcanzan la norma, incluimos una caracteriza-
ción de los espacios de Banach reflexivos obtenida por E. Matous̆cova y S.
Reick (véase [26]) en términos de sucesiones que alcanzan la norma, es de-
cir, sucesiones que alcanzan el supremo de ĺım supn→∞ f(xn) con f ∈ SX∗ ,
y (P )-sucesiones, que son sucesiones tales que para todo f ∈ SX∗ existe un
g ∈ SX∗ tal que ĺım supn→∞ f(xn) < ĺım infn→∞ g(xn). Observemos que la
noción de sucesión que alcanza la norma es una noción más débil que la de
sucesión débilmente convergente.

Teorema 7.6 [26, Theorem 4.3]. Sea X un espacio de Banach. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) X es reflexivo.
(ii) Toda sucesión acotada (xn)n en X contiene una subsucesión (xnk

)k para
la que se alcanza supf∈SX∗

ĺım sup f(xnk
).

(iii) Toda sucesión acotada (xn)n en X contiene una subsucesión (xnk
)k para

la que se alcanza supf∈SX∗
ĺım inf f(xnk

).
(iv) X no contiene (P )-sucesiones.

A la vista de este resultado es razonable buscar caracterizaciones similares de
los conjuntos débilmente relativamente compactos de un espacio de Banach:
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Problema. Sea X un espacio de Banach y H ⊂ X un subconjunto de X.
¿Se tendrá que H es w-compacto si, y sólo si, toda sucesión (xn)n ⊂ H tiene
una subsucesión (xnk

)k tal que supf∈SX∗
ĺım sup f(xnk

) se alcance?

Otro problema relacionado con el Teorema 7.6 que nos podemos plantear
es el siguiente:

Problema. Sea X un espacio de Banach y B ⊂ BX∗ un subconjunto de
BX∗. ¿Tendremos que toda sucesión acotada (xn)n ⊂ X tiene una subsu-
cesión (xnk

)k tal que supf∈B f(xnk
) se alcanza si y sólo si cualquier suce-

sión (xn)n ⊂ X acotada tiene una subsucesión convergente en la topoloǵıa
σ(X, B)?

En una segunda sección, vemos una caracterización de la compacidad débil en
L1(µ, X), el espacio de las clases de equivalencia de las funciones integrables
Bochner, obtenida por Ülger (véase [34]).

Teorema 7.8 [11, Theorem 1.1]. Sea A un subconjunto acotado de L1(µ, X).
Son equivalentes

(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) A es uniformemente integrable, y dada cualquier sucesión (fn)n ⊂ A

existe una sucesión (gn)n con gn ∈ conv{fk : k ≥ n} tal que (gn(w))n

es convergente en norma en X para casi todo w ∈ Ω.
(iii) A es uniformemente integrable y dada una sucesión (fn)n ⊂ A existe

una subsucesión (gn)n con gn ∈ conv{fk : k ≥ n} tal que (gn(w))n es
débilmente convergente en X para casi todo w ∈ Ω.

Para la prueba de este teorema, en [11] se utiliza el Teorema de Eberlein-
Grothendieck. Como corolario se obtiene la siguiente caracterización de los
conjuntos débilmente compactos de un espacio de Banach.

Corolario 7.9 [11, Corollary 1.2]. Para un subconjunto A de un espacio
de Banach X las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Para cada sucesión (xn)n ⊂ A contenida en A, existe una sucesión

(yn)n con yn ∈ conv{xk : k ≥ n} que es convergente en norma.
(iii) Para cada sucesión (xn)n ⊂ A contenida en A, existe una sucesión

(yn)n con yn ∈ conv{xk : k ≥ n} débilmente convergente.

Notemos que en [34] se hace una prueba directa de este corolario para el caso
de conjuntos uniformemente acotados usando el Teorema de James.



xi

Por último, se estudia el Problema de la frontera, problema que está to-
dav́ıa abierto en su máxima generalidad. Para un espacio de Banach X, se
dice que B ⊂ BX∗ es una frontera de James si ‖x‖ = máx{|x∗(x)| : x∗ ∈ B}
para todo x ∈ X.

Problema de la frontera. Sea X un espacio de Banach, B ⊂ BX∗ una
frontera y A ⊂ X un subconjunto de X. Si A es σ(X, B) compacto, ¿es A
w-compacto?

Para este problema sólo se conocen respuestas afirmativas en algunos casos.
Aqúı nos hemos dedicado a recoger algunas de estas respuestas afirmativas
que se apoyan en las herramientas utilizadas en este trabajo. En particular,
vemos que la respuesta es afirmativa si A es convexo o si el espacio de Banach
es separable.
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Notación

En general, la notación de esta tesina es estándar, como en [15].

A lo largo de este trabajo, salvo que se indique lo contrario, todos los
espacios topológicos que se consideren serán Hausdorff. De hecho, en el único
momento en el que trabajaremos con espacios topológicos no necesariamente
Hausdorff será en el Teorema 1.16.

R denota el conjunto de los números reales dotado normalmente de la
métrica eucĺıdea.

Cuando estemos en un espacio topológico, denotaremos por A la clausura
de un subconjunto A cuando esté claro la topoloǵıa sobre la que se está tra-
bajando; si tenemos una topoloǵıa τ y queremos especificar que la clausura se
está tomando sobre esa topoloǵıa escribiremos A

τ
. En los espacios producto

del tipo XY , con X e Y conjuntos se trabajará en la topoloǵıa puntual por
lo que si queremos indicar la clausura de un subconjunto A en la topoloǵıa

puntual de XY escribiremos A
XY

.

Si E es un espacio localmente convexo, denotaremos su dual algebraico (el
conjunto de las aplicaciones lineales de E en R) como E∗ y su dual topológico
(el subconjunto del dual algebraico de aplicaciones lineales y continuas) por
E ′. Sin embargo, cuando estemos trabajando con un espacio normado X, por
X∗ denotaremos a su dual topológico.

Si un espacio X se puede ver como un espacio de funciones sobre un
conjunto Y (como por ejemplo si X = T Y para algún conjunto T , o si Y
es un dual de X), denotaremos por σ(X, Y ) o wY la topoloǵıa en X de la
convergencia puntual sobre elementos de Y . Si X es un espacio de Banach,
normalmente denotaremos a la topoloǵıa débil σ(X, X∗) por w y la topoloǵıa
débil∗ en X∗ σ(X∗, X) por w∗. Análogamente, si E es un espacio localmente
convexo denotaremos w = σ(E, E ′) y w∗ = σ(E ′, E).

xiii



xiv NOTACIÓN

Si A es un subconjunto de un conjunto A, denotaremos por χA a la fun-
ción caracteŕıstica de A, es decir, la función que vale 1 en A y vale 0 en X\A.

Dado un espacio topológico X y un espacio métrico (Z, d), denotaremos
por C(X, Z) al espacio de las funciones continuas f : X → Z y por C∗(X, Z)
el subespacio de C(X, Z) de funciones continuas acotadas. Además, denota-
remos C(X) = C(X, R) y C∗(X) = C∗(X, R).

Sea (Z, d) un espacio métrico, a ∈ Z un elemento de Z y H, X ⊂ Z
subconjuntos de Z. Denotaremos

d(a, X) = ı́nf{d(a, x) : x ∈ X}

y
d̂(H, X) = sup{d(h, X) : h ∈ H}.



Parte I

Distancia a espacios de
funciones

1





Caṕıtulo 1

Preliminares topológicos

En este caṕıtulo vamos a introducir herramientas topológicas esenciales para
el desarrollo de la primera parte de la tesina. En particular, vamos a tra-
bajar con la noción de oscilación de una función, teoremas de separación de
conjuntos convexos y paracompacidad.

1.1 Oscilación y distancia

Dadas dos funciones f, g : A → R con A un conjunto cualquiera, denotamos
por f ∨ g a la función f ∨ g(a) = máx{f(a), g(a)} para a ∈ A, y denotamos
por f ∧ g a la función f ∧ g(a) = mı́n{f(a), g(a)} para a ∈ A.

Teorema 1.1 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio topológico. Tendre-
mos que X es un espacio normal si, y sólo si, para cada par de subconjuntos
A y B de X cerrados y disjuntos existe una función continua f : X → [0, 1]
tal que f(A) = 0 y f(B) = 1.

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico y sea f : X → R una función.
Diremos que f es superiormente semicontinua si para cada a ∈ R tenemos
que la antiimagen de (−∞, a) mediante f es un abierto de X. Análogamente,
diremos que f es inferiormente semicontinua si para cada a ∈ R se cumple
que la antiimagen de (a,∞) es un abierto de X.

El siguiente teorema se puede encontrar en [22, Theorem 12.16].

Teorema 1.2. Sea X un espacio topológico normal y sean f1 ≤ f2 dos
funciones reales definidas en X tales que f1 es superiormente semicontinua
y f2 es inferiormente semicontinua. Entonces existe una función continua
f ∈ C(X) tal que f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) para todo x ∈ X.

3
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Demostración. Usando un homeomorfismo estrictamente creciente entre (0, 1)
y R podemos suponer que tanto f1 como f2 toman sus valores en el intervalo
(0, 1). Tomemos ε > 0. Veamos que existe una función continua gε tal que
f1 − ε ≤ gε ≤ f2 + ε. Sea n ∈ N tal que 1

n
≤ ε, para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}

tomemos

Ak = {x ∈ X :
k

n
≤ f1(x)},

Bk = {x ∈ X : f2(x) ≤
k − 1

n
}.

Entonces, debido a que f1 ≤ f2 tendremos que Ak y Bk son conjuntos dis-
juntos y como f1 es superiormente semicontinua y f2 es inferiormente semi-
continua, tendremos que además son conjuntos cerrados. Por el Lema de
Urysohn (Teorema 1.1), existe una función continua gk : X → [0, 1] tal que
gk(Ak) = 1 y gk(Bk) = 0. Definamos entonces

gε =
1

n
(g1 + · · · + gn).

Tendremos entonces que gε es una función continua. Fijado x ∈ X, existe
k ∈ {1, 2, . . . , n} tal que

k

n
≤ f1(x) <

k + 1

n
.

Si k ≥ 1 tendremos que x ∈ Ai para todo i ≤ k y por lo tanto, gi(x) = 1
para todo i ≤ k por lo que

f1(x) −
1

n
<

k

n
≤ gε(x).

Esta claro que estas desigualdades también se dan cuando k = 0. Por lo tanto
hemos deducido que f1 − ε ≤ gε. Análogamente se obtiene que gε ≤ f2 + ε.
Tendremos por lo tanto que existe una función continua h1 tal que

f1 −
2

3
≤ h1 ≤ f2 +

2

3
.

Supongamos que hemos construido funciones continuas h1, h2, . . . , hn tales
que

f1 −

(
2

3

)k

≤ hk ≤ f2 +

(
2

3

)k

y ‖hk − hk−1‖∞ ≤

(
2

3

)k

para todo k ∈ {1, 2, . . . , n}. Como f1 ≤ hn +(2
3
)n y hn ≤ f2 +(2

3
)n tendremos

que

(f1 ∨ hn) −
1

2

(
2

3

)n

≤ (f2 ∧ hn) +
1

2

(
2

3

)n

.
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Como f1 ∨hn es superiormente semicontinua y f2 ∧hn es inferiormente semi-
continua, por lo visto al principio de esta demostración tendremos que existe
una función continua hn+1 tal que

(f1 ∨ hn) −

(
2

3

)n+1

≤ hn+1 ≤ (f2 ∧ hn) +

(
2

3

)n+1

y por lo tanto

f1 −

(
2

3

)n+1

≤ hn+1 ≤ f2 +

(
2

3

)n+1

y ‖hn+1 − hn‖∞ ≤

(
2

3

)n+1

.

Tendremos entonces que (hn) es una sucesión de Cauchy en (C∗(X), ‖ · ‖∞)
por lo que converge a una función continua f que claramente cumple que
f1 ≤ f ≤ f2.

Observación 1.3. De hecho, el Teorema 1.2 nos proporciona una caracteri-
zación de los espacios normales ya que un espacio es normal si, y sólo si, se
cumplen las condiciones de dicho Teorema sobre la existencia de una función
continua, como veremos en el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Sea X un espacio topológico. Entonces X es normal si, y
sólo si, para cada par de funciones reales f1 ≤ f2 definidas en X tales que
f1 es superiormente semicontinua y f2 es inferiormente semicontinua, existe
una función continua f ∈ C(X) tal que f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) para todo
x ∈ X.

Demostración. Una de las implicaciones no las da el Teorema 1.2. Para ver la
otra implicación podemos usar el Teorema de Tietze que dice que un espacio
X es normal si, y sólo si, para cada cerrado A ⊂ X, se tiene que cada
función continua g : A → [0, 1] se puede extender a una función continua
f : X → [0, 1]. Entonces si tenemos g, definamos f1, f2 : X → [0, 1] como
f1(x) = f2(x) = f(x) si x ∈ A y f1(x) = 0 y f2(x) = 1 si x /∈ A. En
tal caso tendremos que f1 es superiormente semicontinua y f2 inferiormente
semicontinua y por lo tanto, por hipótesis tenemos una función continua
f que claramente va a ser una extensión continua de g con lo que, por el
Teorema de Tietze tendremos que X es normal.

Definición 1.2. Sea X un espacio topológico y Z un espacio métrico. Para
f ∈ ZX acotada y x ∈ X definimos la oscilación de f en X como

osc(f, x) = ı́nf
U∈Ux

sup
y,z∈U

d(f(y), f(z))
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y la semioscilación de f en X como

osc∗(f, x) = ı́nf
U∈Ux

sup
y∈U

d(f(y), f(x))

donde Ux es el conjunto de entornos de x en X. Definimos la oscilación de
f (en X) y semioscilación de f (en X) como

osc(f) = sup
x∈X

osc(f, x) y osc∗(f) = sup
x∈X

osc∗(f, x).

Cuando tengamos f ∈ ZX y K ⊂ X denotaremos la oscilación y semi-
oscilación de f en K por

osc(f, K) = sup
x∈K

osc(f, x) y osc∗(f, K) = sup
x∈K

osc∗(f, x).

Claramente tenemos que

Proposición 1.5. Sea X un espacio topológico y Z un espacio métrico. Si
f ∈ ZX está acotada y x ∈ X, entonces

osc∗(f, x) ≤ osc(f, x) ≤ 2 osc∗(f, x),
osc∗(f) ≤ osc(f) ≤ 2 osc∗(f).

Además

d(f, C∗(X, Z)) ≥
1

2
osc(f).

Teorema 1.6 (Benyamini and Lindenstrauss, [3, Proposition 1.18]).
Sea X un espacio normal y sea f ∈ ℓ∞(X). Entonces

d(f, C∗(X)) =
1

2
osc(f).

x0

6

?

1

2
osc(f)

osc(f)

6

?

X = [0, 1]

f
[

]

[

)

g

h
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Demostración. Sea g ∈ C∗(X), d = d(f, g), ε > 0 y x ∈ X. Como g es
continua tendremos que existe un entorno U de x tal que si y, z ∈ U , en-
tonces d(g(y), g(z)) < ε y por lo tanto tendremos que para todo y, z ∈ U ,
d(f(y), f(z)) ≤ d(f(y), g(y)) + d(g(y), g(z)) + d(g(z), f(z)) ≤ 2d + ε, y como
ε era arbitrario, podemos deducir que osc(f, x) ≤ 2d y al cumplirse esto para
todo x ∈ X obtenemos que osc(f) ≤ 2d(f, g) para toda g ∈ C∗(X) de donde
deducimos que d(f, C∗(X)) ≥ 1

2
osc(f).

Veamos ahora que d(f, C∗(X)) ≤ 1
2

osc(f). Sea δ = 1
2

osc(f) y para x ∈ X
denotemos por Ux al conjunto de entornos de x ∈ X. Tendremos entonces
que

2δ ≥ osc(f, x) = ı́nf
U∈Ux

sup
y,z∈U

(f(y) − f(z))

= ı́nf
U∈Ux

(
sup
y∈U

f(y) − ı́nf
z∈U

f(z)

)

≥ ı́nf
U∈Ux

sup
y∈U

f(y) − sup
U∈Ux

ı́nf
z∈U

f(z).

Por lo tanto, si definimos

f1(x) = ı́nf
U∈Ux

sup
z∈U

f(z) − δ

f2(x) = sup
U∈Ux

ı́nf
z∈U

f(z) + δ

tendremos que f1 ≤ f2. Además, f1 es superiormente semicontinua y f2

es inferiormente semicontinua. Por lo tanto, por el Teorema 1.2, existe una
función continua h definida en X tal que

f1(x) ≤ h(x) ≤ f2(x)

para todo x ∈ X. Como para x ∈ X se cumple que f2(x) − δ ≤ f(x) y
f1(x) + δ ≥ f(x), tendremos que h(x) − δ ≤ f(x) ≤ h(x) + δ y por lo tanto
‖f − h‖∞ ≤ δ. En particular tendremos que h es uniformemente acotada, es
decir, h ∈ C∗(X). Aśı que

d(f, C∗(X)) ≤ δ =
1

2
osc(f)

y con ello terminamos la prueba.
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1.2 Separación de conjuntos convexos

Teorema 1.7 (de separación). Sea E un espacio vectorial topológico y
sean A y B dos subconjuntos disjuntos de E no vaćıos y convexos con A
abierto. Entonces existe un hiperplano af́ın cerrado que separa a A y B. Si
además B es abierto, la separación es estricta.

Lema 1.8. Sea E un espacio localmente convexo y X ⊂ E un subconjunto
compacto convexo. Sea f1 : X → R una aplicación cóncava superiormen-
te semicontinua y sea f2 : X → R una aplicación convexa inferiormente
semicontinua. Sean

Af1 := {(x, y) ∈ X × R : f1(y) ≥ x}

y
Bf2 := {(x, y) ∈ X × R : f2(y) ≤ x}.

Si f1(x) < f2(x) para todo x ∈ X, entonces Bf2 y Af1 pueden ser separados
por un conjunto convexo abierto.

Demostración. Para cada x ∈ X, tomemos εx > 0 y un entorno abierto Vx

de 0 tales que para todo y ∈ (x + Vx) ∩ X tengamos que

f1(y) < f1(x) +
εx

2
< f1(x) + εx < f2(x) − εx < f2(x) −

εx

2
< f2(y).

Tomemos para cada x un entorno abierto de 0 equilibrado Ux de modo que
Ux + Ux ⊂ Vx. Tendremos entonces que {x + Ux : x ∈ X} es un cubrimiento
abierto de X y como X es compacto existen x1, x2, . . . , xn ∈ X tales que
{xi + Uxi

: i ∈ {1, 2, . . . , n}} es un cubrimiento de X. Tomemos un entorno

abierto equilibrado V de 0 tal que V + V ⊂
n⋂

i=1

Uxi
y sea ε = mı́ni εxi

. Si

tomamos U = V × (−ε/2, ε/2) tendremos que (Bf2 + U)∩ (Af1 + U) = ∅. En
caso contrario, tendŕıamos que existen (x, y) ∈ Bf2 y (x′, y′) ∈ Af1 tales que
(x−x′, y−y′) ∈ U+U . Tendŕıamos por un lado que |y−y′| < ε y por otro lado

x−x′ ∈ V +V ⊂
n⋂

i=1

Uxi
. Como {xi+Uxi

} es un cubrimiento de X, existe i tal

que x ∈ xi+Uxi
, pero como x−x′ ∈ Uxi

entonces x′ ∈ xi+Uxi
+Uxi

⊂ xi+Vxi

y en tal caso

y′ ≤ f1(x′) < f1(xi) +
εxi

2
= f1(xi) + εxi

−
εxi

2
<

< f2(xi) − εxi
−

εxi

2
< f2(x) − εxi

≤ y − εxi
≤ y − ε

de donde deducimos que y − y′ > ε lo que seŕıa una contradicción.
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El siguiente Teorema se puede encontrar en [6, Theorem 21.20].

Teorema 1.9. Sea E un espacio localmente convexo, X ⊂ E un subconjunto
compacto convexo, f1 : X → R una aplicación cóncava superiormente semi-
continua y f2 : X → R una aplicación convexa inferiormente semicontinua
tales que f1(x) < f2(x) para todo x ∈ X. Entonces existe una función af́ın
h : E → R tal que f1(x) < h(x) < f2(x) para todo x ∈ X.

h af́ın

continua

f1 sup. semicont. cóncava

f2 inf. semicont. convexa

f2

f1

Demostración. Estamos en las condiciones del Lema 1.8 aśı que existe un
entorno abierto de 0 tal que (Bf2 + U) ∩ (Af1 + U) = ∅. Aplicando ahora
el Teorema 1.7 tendremos que existe α ∈ (E × R)′ y λ ∈ R tales que para
todo (x1, y1) ∈ Af1 + U y para todo (x2, y2) ∈ Bf2 + U se cumple que
α(x1, y1) < λ < α(x2, y2). Ahora bien, como α es lineal tendremos que debe
de ser de la forma α(x, y) = α(x, 0) + γy, pero como dado x ∈ X tendremos
que α(x, f1(x)) < α(x, f2(x)) y f1(x) < f2(x) podemos deducir que γ > 0.
Definamos entonces

h(x) =
1

γ
(λ − α(x, 0)).

Como α es lineal y continua tendremos que h es af́ın y continua y de la
definición de Af1 y Bf2 se deduce inmediatamente que f1(x) < h(x) < f2(x)
para todo x ∈ X.
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1.3 Paracompacidad

Las demostraciones que aparecen en esta sección se pueden encontrar por
ejemplo en [13].

Definición 1.3. Se dice que una familia {As : s ∈ S} de conjuntos de un
espacio topológico X es localmente finita si para todo x ∈ X existe un entorno
U para el que sólo existe una cantidad finita de ı́ndices s tales que U∩As 6= ∅.

Proposición 1.10. Sea {As : s ∈ S} una familia localmente finita en X.
Entonces:

(i) {As : s ∈ S} es localmente finita.

(ii) A =
⋃

s

As es cerrado en X, y aśı
⋃

s

As =
⋃

s

As.

Demostración.
(i) Dado x ∈ X, existe un entorno abierto U de x tal que As ∩ U = ∅

salvo para una cantidad finita de ı́ndices s ∈ S. Por otro lado, debido a
que si la intersección de un abierto con un conjunto es vaćıa también lo
es la intersección del abierto con la adherencia del conjunto tendremos
que As ∩ U = ∅ salvo para una cantidad finita de s.

(ii) Sea x ∈ X\A. Por (i) existe un entorno U de x que corta a lo sumo a una
cantidad finita de As que denotaremos por As1, As2, . . . Asn

. Tendremos

entonces que U ∩
n⋂

i=1

(X\Asi
) es un entorno de x que no corta con A.

Por lo tanto A es cerrado.

Lema 1.11. Sea {Es : s ∈ S} una familia de conjuntos de un espacio X y sea
{Bt : t ∈ T} un cubrimiento cerrado localmente finito de X. Supongamos que
cada Bt corta a lo sumo con una cantidad finita de Es. En tal caso, cada Es

puede ser incluido en un conjunto abierto Us tal que la familia {Us : s ∈ S}
es localmente finita.

Demostración. Para cada s definamos Us = X\
⋃
{Bt : Bt ∩ Es = ∅}. Cla-

ramente Es ⊂ Us para todo s ∈ S. Como {Bt}t es una familia localmente
finita de conjuntos cerrados tendremos por la Proposición 1.10 que cada Us

es abierto. Dado x ∈ X, existe un entorno U de x contenido en una unión

finita

n⋃

i=1

Bti . Por otro lado, como Bt ∩ Us 6= ∅ si, y sólo si, Bt ∩ Es 6= ∅, y

cada Bti corta a lo sumo con una cantidad finita de Es, tendremos entonces
que

⋃n
i=1 Bti (y por lo tanto U) corta con una cantidad finita de Us y de aqúı

obtenemos que {Us}s es localmente finita.
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Definición 1.4. Sean {As : s ∈ S} y {Bt : t ∈ T} dos cubrimientos de un
espacio X. Se dice que {As}s es un refinamiento de {Bt}t si para cada s ∈ S
existe un t ∈ T tal que As ⊂ Bt.

Definición 1.5. Se dice que un espacio topológico X es paracompacto si todo
cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Teorema 1.12. Todo espacio paracompacto es normal.

Demostración. Veamos primero que si X es paracompacto, entonces X es
regular. Sea A un conjunto cerrado de X y sea x /∈ A. Como X es Hausdorff,
cada a ∈ A tiene un entorno abierto Ua tal que x /∈ Ua. Teniendo en cuenta
que {Ua : a ∈ A} ∪ {X\A} es un cubrimiento abierto de X, usando la
paracompacidad tendremos que existe un refinamiento abierto localmente
finito {Vs : s ∈ S} ∪ {G} con G ⊂ X\A y tal que para cada s ∈ S existe

algún a ∈ A con Vs ⊂ Ua. Tomemos W =
⋃

s∈S

Vs, entonces W es abierto y

A ⊂ W . Además, como {Vs}s es una familia localmente finita, tendremos

gracias a la Proposición 1.10 que W =
⋃

s∈S

V s y como cada Vs está contenido

en algún Ua, tendremos de forma inmediata que X\W y W son entornos
abiertos disjuntos de x y A respectivamente. Veamos ahora que X es normal.
Dados dos conjuntos cerrados A y B de X disjuntos tendremos que por la
regularidad de X, para cada a ∈ A existe un entorno abierto Ua tal que
Ua ∩ B = ∅ y razonando como acabamos de hacer sustituyendo x por B
obtendremos entornos abiertos disjuntos de A y B.

Teorema 1.13. Sea X un espacio regular. Son equivalentes:
(i) X es paracompacto.

(ii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto que pue-
de ser descompuesto en a lo sumo una cantidad numerable de familias
de abiertos localmente finitas.

(iii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento localmente fi-
nito.

(iv) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado local-
mente finito.

Demostración.
(i)⇒(ii) es inmediato.

(ii)⇒(iii) Sea {Ut : t ∈ T} un cubrimiento abierto de X, por (ii) ten-
dremos que existe un refinamiento abierto {Vn,s : (n, s) ∈ N × S} donde
para cada n0 fijo, la familia {Vn0,s : s ∈ S} es localmente finita. Para cada
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n consideremos Wn =
⋃

s

Vn,s, tendremos entonces que {Wn : n ∈ N} es un

cubrimiento abierto de X. Sea ahora Ai = Wi\
⋃

j<i

Wj para i ∈ N. Tendre-

mos que {Ai}i es un refinamiento de {Wn}n, claramente es un cubrimiento y
además es localmente finito ya que si fijamos x ∈ X y tomamos n el primer
número natural tal que x ∈ Wn, entonces Wn ∩ Ai = ∅ para todo i > n.
Tendremos finalmente que {An ∩ Vn,s : (n, s) ∈ N × S} es un refinamiento
localmente finito de {Ut}t ya que todo x ∈ X tiene un entorno que sólo corta
con una cantidad finita de An y para cada n, x tiene un entorno que corta
sólo con una cantidad finita de Vn,s.

(iii)⇒(iv) Sea {Us : s ∈ S} un cubrimiento abierto de X. Como X es regu-
lar, podemos tomar un cubrimiento abierto {Vt : t ∈ T} tal que {V t : t ∈ T}
es un refinamiento del inicial. La familia {Vt : t ∈ T} es un cubrimiento
abierto que por (iii) tiene un refinamiento {Ai : i ∈ I} localmente finito.
Aplicando ahora la Proposición 1.10 tendremos que {Ai : i ∈ I} es un cu-
brimiento localmente finito y claramente es un refinamiento del cubrimiento
inicial.

(iv)⇒(i) Sea {Us : s ∈ S} un cubrimiento abierto de X y sea {Et : t ∈ T}
un refinamiento cerrado localmente finito. Cada x ∈ X tiene un entorno
abierto Vx que corta a lo sumo a una cantidad finita de conjuntos Et. Sea
{Bj : j ∈ J} un refinamiento cerrado localmente finito de {Vx : x ∈ X}.
Tendremos entonces que cada Bj corta a lo sumo con una cantidad finita de
conjuntos Et y por lo tanto, por el Lema 1.11, para cada t existe un abierto
Gt tal que {Gt : t ∈ T} es localmente finito y Et ⊂ Gt. Si asociamos a cada t
un conjunto Ust

∈ {Us : s ∈ S} tal que Et ⊂ Ust
obtendremos finalmente que

{Gt ∩ Ust
: t ∈ T} es un refinamiento abierto localmente finito de {Us}s.

Definición 1.6. Sea A = {As : s ∈ S} un cubrimiento de un conjunto X.
La estrella de un conjunto Y ⊂ X con respecto a A es el conjunto

St(Y,A) :=
⋃

{As : Y ∩ As 6= ∅}.

Por St(x, A) denotaremos al conjunto St({x}, A).

Definición 1.7. Se dice que un cubrimiento A es refinamiento baricéntrico
de un cubrimiento U de X cuando el cubrimiento {St(x,A) : x ∈ X} es un
refinamiento de U .

Proposición 1.14. Sea X un espacio topológico normal. Entonces, todo
cubrimiento abierto localmente finito admite un refinamiento baricéntrico.
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Demostración. Sea A = {Us : s ∈ S} un cubrimiento abierto localmente
finito y tomemos B = {Vs : s ∈ S} un cubrimiento abierto tal que V s ⊂ Us

para cada s (podemos hacer esto porque X es un espacio normal). En tal
caso, B es localmente finito. Para cada x ∈ X definamos

W (x) =
(
∩{Us : x ∈ V s}

)⋂(
X\ ∪ {V t : x /∈ V t}

)
.

Vamos a ver que C = {W (x) : x ∈ X} es el refinamiento baricéntrico abierto
que buscamos. Por un lado, como B es localmente finito, el primer término
(∩Us) es una intersección finita, y por la Proposición 1.10 tendremos que el
segundo término X\ ∪ V t es abierto y por lo tanto, W (x) es abierto. Por
otro lado, C es un cubrimiento de X ya que si x ∈ X entonces x ∈ W (x).
Fijemos x0 ∈ X y sea V s tal que x0 ∈ V s. Sea y tal que x0 ∈ W (y). Si y /∈ V s

tendremos que W (y) ⊂ X\V s y por lo tanto x0 ∈ X\V s lo que es imposible.
Aśı que y ∈ V s si x0 ∈ W (y) y por lo tanto W (y) ⊂ Us y de aqúı deducimos
que St(x0, C) ⊂ Us con lo que terminamos la prueba.

Definición 1.8. Sean A = {Us : s ∈ S} y U cubrimientos de un espacio
X. Se dice que A es un refinamiento estrella de U cuando el cubrimiento
{St(Us,A) : s ∈ S} es un refinamiento de U .

Proposición 1.15. Un refinamiento baricéntrico A de un refinamiento ba-
ricéntrico B de un cubrimiento U es un refinamiento estrella de U .

Demostración. Dado W0 ∈ A, elijamos x0 ∈ W0. Para cada W ∈ A tal que
W∩W0 6= ∅ elijamos z ∈ W∩W0, entonces W∪W0 ⊂ St(z,A) ⊂ V para algún
V ∈ B. En tal caso, x0 ∈ V y por lo tanto W ⊂ V ⊂ St(x0,B) y esto ocurre
para todo W ∈ A tal que W ∩W0 6= ∅, por lo que St(W0,A) ⊂ St(x0,B) ⊂ U
para algún U ∈ U .

Teorema 1.16. Un espacio topológico X es paracompacto si, y sólo si, to-
do cubrimiento abierto admite un refinamiento baricéntrico abierto. Además
esto se cumple si X es T1 (aunque no sea Hausdorff).

Demostración. Supongamos que X es un espacio topológico paracompacto
y T1 (no necesariamente Hausdorff). Como está claro que un refinamiento
baricéntrico de cualquier refinamiento de un cubrimiento U es también un
refinamiento baricéntrico de U tendremos aplicando la Proposición 1.14 que
todo cubrimiento abierto de X tiene refinamiento baricéntrico abierto.

Veamos ahora el rećıproco. Para ello vamos a ver primero que un cubri-
miento abierto U = {Us : s ∈ S} admite un refinamiento como el de la
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equivalencia (ii) del Teorema 1.13 y viendo después que además X es regular
terminaŕıamos la prueba.

Por la Proposición 1.15 podemos encontrar una sucesión de cubrimientos
abiertos U−1,U0,U1, . . . ,Un, . . . tales que cada Un es un refinamiento estre-
lla de Un−1 y U−1 es un refinamiento estrella de U . Definamos A1 = U1 e
inductivamente para n ≥ 2 definamos

An = {St(V,Un) : V ∈ An−1}.

Cada An es un refinamiento abierto de U0, de hecho tendremos que cada
cubrimiento {St(V, Un) : V ∈ An} refina U0. Veamos esto último por in-
ducción. Para n = 1 es cierto, supongamos que es válido para n = k − 1.
Tomemos V de la forma V = St(V0,Uk) para algún Uk ∈ Ak−1, entonces
St(V,Uk) = St(St(V0,Uk),Uk) ⊂ St(V0,Uk−1) ya que Uk es un refinamiento
estrella de Uk−1 y con ello probamos que cada {St(V, Un) : V ∈ An} refina a
U0.

Dotemos a X de un buen orden y para cada (n, x) ∈ N × X definamos

En(x) = St(x,An)\
⋃

z≺x

St(z,An+1).

Sea ahora B = {En(x) : (n, x) ∈ N × X}. Veamos que B es un cubrimiento.
Sea x ∈ X, consideremos el conjunto

Z = {z : x ∈
∞⋃

i=1

St(z,Ai)}

que es no vaćıo ya que x ∈ Z. Sea y el primer elemento de Z, tendremos
que existe n ∈ N tal que x ∈ St(y,An) y x /∈ St(z,An+1) para todo z ≺ x y
por lo tanto x ∈ En(y). Además, como cada An refina a U0 tendremos que B
refina a U−1.

Veamos ahora que si U ∈ Un+1, entonces corta a lo sumo con un único
En(x). Supongamos que U ∩En(x) 6= ∅, entonces existe V ∈ An con x ∈ V y
V ∩U 6= ∅, aśı que x ∈ V ∪U ⊂ V0 para algún V0 ∈ An+1 y U ⊂ St(x,An+1).
De aqúı deducimos por la definición de En(x) que si x es el primer elemento
de X tal que En(x) corta con U , entonces U no corta con En(y) para todo
y ≻ x.

Sea ahora

Wn(x) = St(En(x),Un+2)

y sea

M = {Wn(x) : (n, x) ∈ N × X}.
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Tendremos claramente que M es un cubrimiento abierto de X. Además,
M refina U porque B refina U−1. Para ver que este refinamiento es el que
buscábamos basta con ver que la familia {Wn(x) : x ∈ X} es localmente
finita. Sea U ∈ Un+2, tendremos entonces que U corta como mucho a un
Wn(x) ya que U ∩ Wn(x) 6= ∅ si, y sólo si, En(x) ∩ St(U,Un+2) 6= ∅ y como
St(U,Un+2) está contenido en algún U0 ∈ Un+1 que sólo puede cortar con a lo
sumo un En(x) obtenemos que U corta a los sumo con un Wn(x). Con esto
tendremos que el cubrimiento M es como deseábamos.

Nos queda ver solamente que X es regular. Sea T ⊂ X cerrado y sea
x ∈ X\T . Como X es un espacio T1, x es un conjunto cerrado y por lo
tanto U = {X\x, X\T} es un cubrimiento abierto. Por hipótesis y por la
Proposición 1.15, U tiene un refinamiento estrella A. Veamos que en tal caso
St(x,A) y St(T,A) son entornos abiertos disjuntos de x y T respectivamente.
Supongamos que no son disjuntos, esto quiere decir que existe V, V ′ ∈ A tales
que V contiene a x, V ′ corta con T y además V ∩ V ′ 6= ∅, pero en tal caso
V ′ ⊂ St(V,A) y por lo tanto St(V,A) contiene a x y corta con T lo que es
imposible por ser A un refinamiento estrella de U .
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Caṕıtulo 2

Distancia y funciones continuas

En este caṕıtulo vamos a estudiar para un espacio topológico X y un espacio
métrico (Z, d), la distancia d̂(H, C∗(X, Z)) donde H ⊂ ZX es un subcon-
junto de funciones uniformemente acotado. En las dos primeras secciones de
este caṕıtulo vemos que esta distancia se puede estudiar usando cierta noción
de intercambios de ĺımites, y esta relación se obtiene mediante el concepto
de oscilación de una función. Usando estas herramientas, en las siguientes
secciones de este caṕıtulo mostramos algunos resultados en términos de dis-
tancias.

2.1 Ĺımites iterados y oscilaciones

La mayoŕıa de los resultados que recoge esta sección aparecen en [4]. La
siguiente definición fue introducida por Grothendieck en [21] para el caso
ε = 0, luego se amplió en [16] para ε ≥ 0 en espacios de Banach y por último
en [4] aparece tal como se presenta aqúı.

Definición 2.1. Sea (Z, d) un espacio métrico, X un conjunto, H ⊂ ZX,
A ⊂ X y ε ≥ 0. Diremos que H ε-intercambia ĺımites con A si para cada
sucesión (xn)n en A y (fm)m en H se cumple que

d(ĺım
n

ĺım
m

fm(xn), ĺım
m

ĺım
n

fm(xn)) ≤ ε

siempre que todos los ĺımites involucrados existan. En el caso ε = 0, simple-
mente diremos que H y A intercambian ĺımites.

Lema 2.1. Sea X un conjunto, (Z, d) un espacio métrico, (xα)α∈I una red
en X y (fβ)β∈J una red en ZX tales que existan los siguientes ĺımites iterados

ĺım
α

ĺım
β

fβ(xα) y ĺım
β

ĺım
α

fβ(xα),

17
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entonces existen sucesiones crecientes de ı́ndices (αn)n ⊂ I y (βm)m ⊂ J
tales que

ĺım
α

ĺım
β

fβ(xα) = ĺım
n

ĺım
m

fβm
(xαn

),

ĺım
β

ĺım
α

fβ(xα) = ĺım
m

ĺım
n

fβm
(xαn

).

Demostración. Para simplificar la notación, denotemos por pβ = ĺımα fβ(xα),
qα = ĺımβ fβ(xα), p = ĺımβ pβ y q = ĺımα qα. Sea α1 ∈ N tal que d(qα1 , q) < 1
y supongamos que hemos definido βk ∈ N para 1 ≤ k ≤ n− 1 y αk ∈ N para
1 ≤ k ≤ n. Entonces, como ĺımβ pβ = p y ĺımβ fβ(xαk

) = qαk
para 1 ≤ k ≤ n

podemos tomar βn (mayor que βn−1 si n > 1) tal que d(pβn
, p) < n−1 y

d(fβn
(xαk

), qαk
) < n−1 para 1 ≤ k ≤ n. Por otro lado, como ĺımα qα = q

y ĺımα fβk
(xα) = pβk

para 1 ≤ k ≤ n podemos tomar αn+1 ≻ αn tal que
d(qαn+1 , q) < (n + 1)−1 y d(fβk

(xαn+1), pβk
) < (n + 1)−1 para 1 ≤ k ≤ n.

Tendremos entonces claramente que (αn)n y (βm)m son las sucesiones que
buscábamos.

De forma inmediata obtenemos el siguiente corolario que nos viene a decir
que la definición de ε-intercambio de ĺımites se puede usar tanto sucesiones
como redes.

Corolario 2.2. Sea X un conjunto, (Z, d) un espacio métrico, H ⊂ XZ y
A ⊂ X. Son equivalentes:

(i) H ε-intercambia ĺımites con A.
(ii) Si (xα)α∈I es una red en A y (fβ)βJ

es una red en H entonces siempre
que los ĺımites involucrados existan, se cumplirá que

d(ĺım
α

ĺım
β

fβ(xα), ĺım
β

ĺım
α

fβ(xα)) ≤ ε.

El primer resultado que nos permite ligar la nociones de ε-intercambio de
ĺımites con distancias es el siguiente.

Proposición 2.3. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto, sea X un espacio
topológico y H un subconjunto de C(X, Z). Tendremos que:

(i) Si H ε-intercambia ĺımites con X y f ∈ H
ZX

, entonces osc∗(f) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto y osc∗(f) ≤ ε para todo f ∈ H
ZX

,
entonces H ε-intercambia ĺımites con X.

Demostración. Veamos primero (i). Sea f ∈ H
ZX

y sea x ∈ X. Sea Ux el
conjunto de los entornos de x en X. Tendremos entonces que el conjunto
Ux × (0, +∞) es dirigido cuando lo dotamos de la relación (U, δ) � (U ′, δ′)
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si, y sólo si, U ⊂ U ′ y δ ≤ δ′. Para cada α = (U, δ) ∈ Ux × (0, +∞) tomemos
xα ∈ U tal que

sup
y∈U

d(f(y), f(x)) − δ ≤ d(f(xα), f(x)).

Tendremos claramente que la red (xα)α converge hacia x y además

ĺım
α

d(f(xα), f(x)) = osc∗(f, x).

Tomemos ahora una red (fβ)β convergente a f en ZX . Debido a que Z es
compacto, tomando una subred podemos suponer que (f(xα))α converge a
algún z ∈ Z. Por lo tanto tendremos que

ĺım
α

ĺım
β

fβ(xα) = ĺım
α

f(xα) = z,

ĺım
β

ĺım
α

fβ(xα) = ĺım
β

fβ(x) = f(x),

osc∗(f, x) = ĺım
α

d(f(xα), f(x)) = d(z, f(x)).

Tomando las sucesiones dadas por el Lema 2.1 y usando que H ε-intercambia
ĺımites con X obtendremos que

osc∗(f, x) = d(z, f(x)) = d(ĺım
n

ĺım
m

fβm
(xαn

), ĺım
m

ĺım
n

fβm
(xαn

)) ≤ ε.

Veamos ahora (ii). Tomemos sucesiones (xn)n en X y (fm)m en H tales
que los siguientes ĺımites existan

ĺım
n

ĺım
m

fm(xn) y ĺım
m

ĺım
n

fn(xm).

Como X es numerablemente compacto, la sucesión (xn)n tiene un punto de

aglomeración x en X. Como ZX es compacto, existe un f ∈ H
ZX

punto de
aglomeración de (fm)m en ZX . En tal caso tendremos claramente que

d(f(x), ĺım
n

f(xn)) ≤ osc∗(f, x).

Por otro lado tendremos que

ĺım
n

ĺım
m

fm(xn) = ĺım
n

f(xn)

ĺım
m

ĺım
n

fm(xn) = ĺım
m

fm(x) = f(x),

y por lo tanto

d(ĺım
n

ĺım
m

fm(xn), ĺım
m

ĺım
n

fm(xn)) = d(f(x), ĺım
n

f(xn)) ≤ osc∗(f, x) ≤ ε.



20 CAPÍTULO 2. DISTANCIA Y FUNCIONES CONTINUAS

También podemos obtener algunos resultados cuando el ε-intercambio de
ĺımites se da en un subespacio denso.

Lema 2.4. Sea X un espacio topológico, (Z, d) un espacio métrico compacto,
D un subconjunto denso de X, ε ≥ 0 y f ∈ ZX. Si todo punto x ∈ X tiene
un entorno Ux tal que supy∈Ux∩D d(f(x), f(y)) ≤ ε entonces osc∗(f) ≤ 2ε.

Demostración. Sea x ∈ X y sea y ∈ Ux fijo. Tomemos d ∈ D ∩ Ux ∩ Uy.
Entonces tendremos que

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), f(d)) + d(f(d), f(y)) ≤ ε + ε = 2ε

y por lo tanto osc∗(f, x) ≤ 2ε y como x era arbitrario el lema queda demos-
trado.

Proposición 2.5. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto, X un espacio
topológico y H un subconjunto de C(X, Z). Si H ε-intercambia ĺımites con

un conjunto denso D de X, entonces osc∗(f) ≤ 2ε para todo f ∈ H
ZX

, y por
lo tanto, osc(f) ≤ 4ε.

Demostración. Sea δ > ε, si suponemos que existe f ∈ H
ZX

y x ∈ X tal que
supy∈U∩D d(f(x), f(y)) > δ para todo entorno U de x, entonces podemos to-
mar una red (dα)α en D convergente a x tal que d(f(dα), f(x)) > δ para todo
α. Como Z es compacto, podemos suponer que ĺımα f(dα) existe. Tomemos
una red (fβ)β en ZX convergente hacia f . Tendremos entonces que

ĺım
α

ĺım
β

fβ(dα) = ĺım
α

f(dα),

ĺım
β

ĺım
α

fβ(dα) = ĺım
β

fβ(x) = f(x).

En tal caso tendremos que

d(ĺım
α

ĺım
β

fβ(dα), ĺım
β

ĺım
α

fβ(dα)) = d(ĺım
α

f(dα), f(x)) ≥ δ > ε

lo que es imposible por el Lema 2.1. Por lo tanto, dada f ∈ H
ZX

, para
todo x ∈ X existe un entorno U de x tal que supy∈U∩D d(f(x), f(y)) ≤ δ,
y aplicando el Lema 2.4 tendremos que osc∗(f) ≤ 2δ y como esto es cierto
para todo δ ≥ ε tendremos que osc∗(f) ≤ 2ε.

Corolario 2.6. Sea X un espacio topológico numerablemente compacto, (Z, d)
un espacio métrico compacto y H ⊂ C(X, Z). Si H ε-intercambia ĺımites con
un conjunto denso D de X, entonces H 2ε-intercambia ĺımites con X.
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Demostración. Por la Proposición 2.5, tendremos que osc∗(f) ≤ 2ε para

todo f ∈ H
ZX

, y por lo tanto, aplicando la Proposición 2.3 tendremos que
H 2ε-intercambia ĺımites con X.

Vamos a ver ahora un ejemplo que nos va a mostrar que las constantes 2
y 4 de la Proposición 2.5 no pueden ser mejoradas.

Ejemplo 2.7. Sea X = Z = [−1, 1] dotados de la métrica eucĺıdea. Sea
g : [−1, 1] → [−1, 1] la aplicación definida para x ∈ [−1, 1] como

g(x) =






−1 si x ∈ {−1,−
1

2
,−

1

3
, . . . },

−
1

2
si x ∈ [−1, 0)\{−1,−

1

2
,−

1

3
, . . . },

0 si x = 0,

1

2
si x ∈ (0, 1]\{1,

1

2
,
1

3
, . . . },

1 si x ∈ {1,
1

2
,

1

3
, . . . }

Como la antiimagen mediante f de cada conjunto abierto es una unión nu-
merable de cerrados contenida en [−1, 1], tendremos que g es una función
de la primera clase de Baire. Por lo tanto, existe una sucesión (fn)n de fun-
ciones continuas de [−1, 1] en [−1, 1] que convergen puntualmente hacia g.
Definamos H = {fn : n ∈ N} y D = [−1, 1]\{0,±1,±1

2
,±1

3
, · · · }. Usando

que (fn)n converge puntualmente hacia g y la definición de g se obtiene in-
mediatamente que H (1/2)-intercambia ĺımites con D y 1-intercambia ĺımites
con X. Por otro lado, la función g, que de hecho pertenece a la clausura de
H, cumple que osc(g) = 2 y osc∗(g) = 1 con lo que podemos concluir que las
constantes obtenidas son óptimas.

Sea X es un espacio numerablemente compacto y sea H un subconjunto
τp-relativamente numerablemente compacto en C(X, Z). Si tenemos sucesio-
nes (xm)m en X y (fn)n en H tales que los ĺımites iterados existen, entonces
es fácil comprobar que ambos ĺımites son iguales a f(x) donde f es un punto
de aglomeración de (fn)n en la clausura de H y x es un punto de aglome-
ración de (xm)m en X y por lo tanto, tendremos que H intercambia ĺımites
con X. Debido a esto tendremos que las Proposiciones 2.3 y 2.5 son versiones
cuantitativas de un resultado de Eberlein-Grothendieck (véase por ejemplo
[17, p. 12]) que se obtiene haciendo ε = 0 en los resultados mencionados.

Corolario 2.8. Sea X un espacio numerablemente compacto, Z un espacio
métrico compacto y H un subconjunto de C(X, Z). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:
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(i) H es τp-relativamente numerablemente compacto en C(X, Z).
(ii) H intercambia ĺımites con X.

(iii) H intercambia ĺımites con algún conjunto denso de X.

(iv) H
ZX

⊂ C(X, Z).
(v) H es τp-relativamente compacto en C(X, Z).

2.2 Ĺımites iterados y distancias

La mayoŕıa de los resultados de esta sección aparecen en [4]. Usando ahora
la Proposición 2.3 podemos ligar la noción de ε-intercambio de ĺımites con la
de distancia a espacios de funciones continuas.

Corolario 2.9. Sea X un espacio topológico y sea H un conjunto uniforme-
mente acotado de C∗(X).

(i) Si X es normal y H ε-intercambia ĺımites con X, entonces

d̂(H
RX

, C∗(X)) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto y d̂(H
R

X

, C∗(X)) ≤ ε, entonces H
2ε-intercambia ĺımites con X.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 1.6, la Proposición 1.5 y la Propo-
sición 2.3. Nótese que podemos usar la Proposición 2.3 porque H es unifor-
memente acotado.

La Proposición 2.5 junto con el Teorema 1.6 y la Proposición 1.5 nos da
el siguiente Corolario.

Corolario 2.10. Sea X un espacio normal y sea H un subconjunto uni-
formemente acotado de C∗(X). Si H ε-intercambia ĺımites con un conjunto

denso de X, entonces d̂(H
R

X

, C∗(X)) ≤ 2ε.

El Ejemplo 2.7 nos sirve para ver que las constantes del Corolario 2.10 y
del Corolario 2.9 apartado (i) son de nuevo óptimas. Vamos a ver ahora con
el siguiente ejemplo que la constante 2 obtenida en el Corolario 2.9 apartado
(ii) es también óptima.

Ejemplo 2.11. Sea X = {0}∪{1/k : k ∈ N} dotado de la topoloǵıa eucĺıdea.
Para cada n ∈ N, definamos fn : X → R como fn(t) = (1 − t)n para
cada t ∈ X. Tomemos H = {fn : n ∈ N}. La sucesión (fn)n converge

puntualmente a la función caracteŕıstica χ{0} por lo que H
R

X

= H ∪ {χ{0}}.
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Por el Teorema 1.6 tendremos claramente que d̂(H
RX

, C∗(X)) = 1/2. Por
otro lado, si tomamos xk = 1/k tendremos que ĺımn ĺımk fn(xk) = ĺımn 1 = 1
y ĺımk ĺımn fn(xk) = ĺımk 0 = 0.

Ahora vamos a ver algunos resultados similares a los que acabamos de ver
pero en el espacio de funciones C∗(X, Z) con Z un subconjunto convexo y
compacto de un espacio normado. Para ello no podemos usar el Teorema 1.6
ya que no es cierto en general. Lo que tenemos en este caso es:

Teorema 2.12. Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto
convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplicación acotada
f : X → Z tendremos

1

2
osc(f) ≤ d(f, C∗(X, Z)) ≤ osc(f).

Demostración. La primera desigualdad es inmediata y se cumple para Z
metrizable y X arbitrario. Veamos la segunda desigualdad. Sea s = osc(f)
y sea ε > 0. Para cada x ∈ X tomemos un entorno Ux de x de modo que
diam(Ux) ≤ s + ε. Por el Teorema 1.16, el cubrimiento A = {Ux : x ∈ X}
admite un refinamiento baricéntrico abierto W. Sea ahora {pa : a ∈ A} una
partición de la unidad localmente finita subordinada a W. Para cada a ∈ A
fijemos un punto xa ∈ p−1

a ((0, 1]) y tomemos za = f(xa). Definamos ahora

g(x) =
∑

a∈A

pa(x)za.

Claramente tenemos que g es una función continua. Sea x ∈ X fijo y sea
B = {a ∈ A : pa(x) > 0}. Como W es un refinamiento baricéntrico de A
podemos afirmar que existe y ∈ Y tal que

⋃

a∈B

p−1
a ((0, 1]) = St(x, {p−1

a ((0, 1]) : a ∈ A}) ⊂ St(x,W) ⊂ Uy

por lo que x ∈ Uy y xa ∈ Uy para todo a ∈ B. Por lo tanto, f(x) y g(x)
pertenecen a conv(f(Uy)) y como diam conv(f(Uy)) = diam f(Uy) < s + ε
tendremos que ‖g(x)− f(x)‖ < s + ε y esto podemos hacerlo para cualquier
x ∈ X por lo que tendremos que d(f, g) ≤ s + ε y por lo tanto g es acotada,
es decir, g ∈ C∗(X, Z) y d(f, C∗(X, Z)) ≤ s + ε. Como esto podemos hacerlo
para todo ε > 0 tendremos que d(f, C∗(X, Z)) ≤ s.

Corolario 2.13. Sea X un espacio topológico paracompacto, Z un subcon-
junto convexo y compacto de un espacio normado y sea H ⊂ C(X, Z). Ten-
dremos que:
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(i) Si H ε-intercambia ĺımites con X, entonces

d̂(H
ZX

, C(X, Z)) ≤ 2ε.

(ii) Si además X es numerablemente compacto y d̂(H
ZX

, C(X, Z)) ≤ ε,
entonces H 2ε-intercambia ĺımites con X.

Vamos a ver con otro ejemplo que la convexidad de Z es esencial en el
Corolario 2.13. Vamos a ver que para cada n ∈ N existe un espacio métrico
compacto (Z, d), un espacio compacto K y un subconjunto H de C(K, Z)

tales que d̂(H
ZK

, C(K, Z)) = 1 y H (1/n)-intercambia ĺımites con K. Con
esto quedará probado no sólo que la cota obtenida en el apartado (i) no es
válida si Z no es convexo sino también que no es posible dar cota alguna.

Ejemplo 2.14. Fijemos n ∈ N y sea

Z = [−1, 1] × {0} ∪
n⋃

i=−n

{
i

n
} × [0, 1] ⊂ R2

dotado con la métrica eucĺıdea. Sea K = [−1, 1] con la topoloǵıa eucĺıdea y
sea g : K → Z definida por la fórmula

g(t) =





(
i

n
, 1) si t ∈ [

i

n
,
i + 1

n
), i = −n,−n + 1, . . . , n − 1,

(1, 1) si t = 1.

Obsérvese que para cada f ∈ C(K, Z), o bien se tiene que f(t) = (s, 0) para
algún s, t ∈ [−1, 1], o bien f(K) ⊂ {i/n}×[0, 1] para algún i. En ambos casos
tendremos que d(f, g) ≥ 1. Como d(g, f0) = 1 para la función constante que
toma el valor (0, 1) ∈ Z, tendremos que d(g, C(K, Z)) = 1. Para k > n
tomemos

Ak =

n⋃

i=−n

[
i

n
,
i + 1

n
−

1

k
] ∪ {1} ⊂ K.

Esta claro que podemos tomar una sucesión de funciones continuas (fk)k>n de
modo que fk|Ak

≡ g|Ak
. Claramente dicha sucesión convergerá puntualmente

a g. Definamos H = {fk : k > n}. Tendremos entonces que H
ZK

= H ∪{g},

y por lo tanto d̂(H
ZK

, C(K, Z)) = 1. Veamos ahora que H (1/n)-intercambia
ĺımites con K. Tomemos una sucesión (hi)i en H y una sucesión (xj)j en K
tales que los siguientes ĺımites existan

ĺım
i

ĺım
j

hi(xj) y ĺım
j

ĺım
i

hi(xj).
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Si la sucesión (hi)i tiene sólo una cantidad finita de elementos distintos ten-
dremos entonces que los dos ĺımites anteriores deben de ser iguales. Supon-
gamos por tanto que dicha sucesión tiene infinitos elementos distintos. Co-
mo (hi)i ⊂ H, tomando una subsucesión podemos suponer que (hi)i con-
verge puntualmente hacia g, y tomando una subsucesión, debido a que K
es un espacio métrico compacto, podemos suponer que (xj)j converge hacia
algún x ∈ K. Tendremos entonces que ĺımi ĺımj hi(xj) = ĺımi g(xj) = g(x)
y ĺımj ĺımi hi(xj) = ĺımj g(x), pero como ĺımj xj = x, teniendo en cuenta la
definición de g se obtiene que d(g(x), ĺımj g(xj)) ≤ 1/n.

La Proposición 2.5 junto con el Teorema 2.12 y la Proposición 1.5 nos da
el siguiente Corolario.

Corolario 2.15. Sea X un espacio paracompacto y sea H un subconjunto
de C(X, Z) que ε-intercambia ĺımites con un conjunto denso de X, entonces
d̂(clZX (H), C(X, Z)) ≤ 4ε.

2.3 Distancia y envolturas convexas

El objetivo principal de esta sección es demostrar que el ε-intercambio de
ĺımites se conserva cuando tomamos envolturas convexas (Teorema 2.18).
Este resultado se puede encontrar en [4, Theorem 3.3] y anteriormente se hi-
zo para el caso de espacios de Banach en [16, Theorem 13]. A partir de dicho
Teorema se podrán deducir ciertos resultados sobre distancias de clausuras
de envolturas convexas a espacios de funciones continuas.

El siguiente Lema se puede encontrar en [23, Lemma 17.9].

Lema 2.16. Sea µ una medida finitamente aditiva que toma valores positivos
en R definida sobre un álgebra A y sea {Ak}k una sucesión de elementos de
A tales que µ(Ak) > δ para algún δ > 0 y para cada k ∈ N. Entonces existe

una subsucesión (Aki
)i de (Ak)k tal que µ(

n⋂

i=1

Aki
) > 0 para cada n ∈ N.

Demostración. Veamos primero que en las condiciones del Teorema existe un
número natural s y un número positivo d tal que µ(As ∩ Ak) ≥ d para una
cantidad infinita de k ∈ N.

Sea Bn =

n⋃

k=1

Ak. Entonces (µ(Bn))n es una sucesión creciente que está

acotada por µ(
⋃

n∈N

Bn) y por lo tanto la sucesión converge a cierto a ∈ R
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positivo. Tendremos entonces que existe r ∈ N tal que a−µ(Br) < δ/2. Esto
quiere decir que para cada k > r se tiene que µ(Ak∩Br) > δ/2 y por lo tanto
existe un s ∈ {1, 2, . . . , r} tal que µ(As ∩ Ak) ≥ δ/2r y de aqúı deducimos
que existe un s tal que µ(As∩Ak) ≥ δ/2r para una cantidad infinita de k ∈ N.

Construyamos ahora la sucesión que buscamos. Para ello vamos a cons-
truir una sucesión (Aki

)i tal que para cada n existen infinitos k ∈ N tales que
µ((∩n

i=1Aki
)∩Ak) > dn para algún dn número positivo. Para ello definamos k1

como el elemento s que hemos construido en el paso anterior. Supongamos
que tenemos construidos Ak1, . . . , Akn

tales que (∩n
i=1Aki

) ∩ Ak > dn para
todo k ∈ Kn ⊂ N con K infinito. Entonces para escoger Akn+1 basta aplicar
el paso anterior a la familia de conjuntos {(∩n

i=1Aki
) ∩ Ak : k ∈ K}.

El siguiente Lema es una reformulación de [23, Lemma 17.10].

Lema 2.17. Sea {In : n ∈ N} una partición formada por subconjuntos no
vaćıos de un conjunto I y para cada n ∈ N sea µn una medida de probabilidad
en P(In), el conjunto de las partes de In. Sea (Ak)k una sucesión de subcon-
juntos de I tal que, para cada δ > 0 se cumple que ĺım infn µn(Ak ∩ In) > δ

para todo k ∈ N. Entonces existe una subsucesión (Aki
)i tal que

n⋂

i=1

Aki
6= ∅

para cada n ∈ N.

Demostración. Sea A el subálgebra de P(I) generada por los conjuntos Ak

con k ∈ N. Como A es numerable, mediante un proceso de diagonalización
podemos encontrar una sucesión creciente de números naturales (ij) tales que
ĺımj µij (A ∩ Iij ) existe para cada A ∈ A. Tendremos entonces una función
µ : A → [0, 1] definida por µ(A) = ĺımj µij(A ∩ Iij ), que claramente es una
función finitamente aditiva sobre A que está en las condiciones del Lema 2.16
ya que µ(Ak) > δ para todo k ∈ N. Aśı que aplicando el Lema 2.16 existe una
subsucesión (Aki

)i tal que para todo n ∈ N tendremos que µ(∩n
i=1Aki

) > 0 y
en particular ∩n

i=1Aki
6= ∅.

Teorema 2.18. Sea Z un subconjunto compacto convexo de un espacio nor-
mado E, sea K un conjunto cualquiera y sea H un subconjunto de ZK. Si H
ε-intercambia ĺımites con K entonces conv(H) ε-intercambia ĺımites con K.

Demostración. Sea γ > 0 un número definido por

γ := ‖ ĺım
n

ĺım
k

fn(xk) − ĺım
k

ĺım
n

fn(xk)‖

donde (fn)n y (xk)k son dos sucesiones fijas en conv(H) y K respectivamente
tales que los ĺımites anteriores existen. Como cada fn ∈ conv(H) tendremos



2.3. DISTANCIA Y ENVOLTURAS CONVEXAS 27

que

fn =
∑

a∈In

taga, (2.1)

donde In es un conjunto finito, ga ∈ H , 0 ≤ ta ≤ 1 y
∑

a∈In
ta = 1 para

todo n ∈ N. Además, podemos coger los In disjuntos dos a dos. Sea ahora
I =

⋃
n∈N

In. Como Z es compacto e I numerable, cogiendo una subsucesión
mediante un proceso de diagonalización, podemos suponer que (ga(xk))k con-
verge hacia algún qa ∈ Z para todo a ∈ I. Denotemos entonces

pn = ĺım
k

fn(xk) =
∑

a∈In

taqa.

Por definición de γ tendremos que existe un funcional e∗ ∈ BE∗ tal que

γ = e∗(ĺımn ĺımk fn(xk) − ĺımk ĺımn fn(xk))
= e∗(ĺımn pn − ĺımk ĺımn fn(xk)) = ĺımk e∗(ĺımn pn − ĺımn fn(xk)).

Por lo tanto, para δ > 0 fijo, tomando un resto de (xk)k podemos suponer
que que para todo k ∈ N

e∗(ĺım
n

pn − ĺım
n

fn(xk)) = ĺım
n

e∗(pn − fn(xk)) > γ − δ.

Tendremos por lo tanto que para cada k ∈ N existe un nk ∈ N tal que para
todo n ≥ nk se cumple que

e∗(pn − fn(xk)) > γ − δ. (2.2)

Definamos para cada n ∈ N una medida de probabilidad µn en P(In) dada
por

µn(A) =
∑

a∈A

ta para cada A ∈ P(In).

Definamos ahora para cada k ∈ N

Ak := {a ∈ I : e∗(qa − ga(xk)) > γ − 2δ}.

Sea M > 0 una cota del diámetro de Z. Usando (2.2), (2.1), la definición de
pn y la de Ak tendremos que

γ − δ < e∗(pn − fn(xk)) = e∗(
∑

a∈In

taqa −
∑

a∈In

taga(xk))

=
∑

a∈In

tae
∗(qa − ga(xk))

=
∑

a∈In∩Ak

tae
∗(qa − ga(xk)) +

∑

a∈In\Ak

tae
∗(qa − ga(xk))

≤
∑

a∈In∩Ak

taM + γ − 2δ = µn(In ∩ Ak)M + γ − 2δ,
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y por lo tanto

ĺım inf
n

µn(In ∩ Ak) >
δ

M
.

Aśı que podemos aplicar el Lema 2.17 por lo que existe una subsucesión
(Aki

)i tal que ∩j
i=1Aki

6= ∅ para todo j ∈ N. Por lo tanto, por la definición
de Ak tendremos que para cada j ∈ N existe un aj ∈ I tal que

e∗(qaj
− gaj

(xki
)) > γ − 2δ

para todo i ≤ j. Sea hj = gaj
, rj = qaj

e yi = xki
, para i, j ∈ N. Tendremos

entonces que ĺımi hj(yi) = rj para cada j ∈ N y además

e∗(rj − hj(yi)) ≥ γ − 2δ (2.3)

para todo i ≤ j. Debido a la compacidad de Z, mediante un proceso de
diagonalización podemos encontrar una subsucesión de (hj)j (que volveremos
a denotar por (hj)j) tal que para todo i ∈ N, la sucesión (hj(yi))j converge
hacia algún si ∈ Z y la sucesión (rj)j converge hacia algún r ∈ Z. También
podemos tomar una subsucesión de (yi)i (que denotaremos de nuevo por
(yi)i) tal que la sucesión correspondiente (si)i converja hacia algún s ∈ Z.
Usando esto junto a (2.3) tendremos que

γ − 2δ ≤ ĺım
i

ĺım
j

e∗(rj − hj(yi)) = ĺım
i

e∗(r − si) = e∗(r − s),

y como e∗ ∈ BE∗ tendremos que

‖ ĺım
j

ĺım
i

hj(yi) − ĺım
i

ĺım
j

hj(yi)‖ = ‖r − s‖ ≥ γ − 2δ,

y como H ε-intercambia ĺımites con K tendremos que ε ≥ γ − 2δ. Como
esto ocurre para todo δ > 0 tendremos que ε ≥ γ con lo que termina la
prueba.

Corolario 2.19. Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo y
compacto de un espacio normado E y H ⊂ C(K, Z). Entonces

d̂(conv(H)
ZK

, C(K, Z)) ≤ 4d̂(H
ZK

, C(K, Z)).

Demostración. Basta aplicar el Corolario 2.13 y el Teorema 2.18.

Corolario 2.20. Sea K un espacio compacto y H ⊂ C(K) uniformemente
acotado. Entonces

d̂(conv(H)
RK

, C(K)) ≤ 2d̂(H
R

K

, C(K)).
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Demostración. Basta aplicar el Corolario 2.9 y el Teorema 2.18.

En este último caso también es posible estudiar que ocurre cuando H no
está contenido en C(K).

Teorema 2.21. Sea K un espacio compacto y H ⊂ RK uniformemente
acotado. Entonces

d̂(conv(H)
R

K

, C(K)) ≤ 5d̂(H
R

K

, C(K)).

Demostración. Debido a que conv(clRK (H))
R

K

= conv(H)
R

K

, tendremos que
la desigualdad anterior se cumple con H si, y sólo si, ocurre con su clau-
sura. Por lo tanto podemos suponer que H es cerrado en RK con lo que

d̂(H
RK

, C(K)) = d̂(H, C(K)).

Sea ε > d̂(H
R

K

, C(K)) = d̂(H, C(K)). Para cada f ∈ H existirá una
función gf ∈ C(K) tal que

‖f − gf‖∞ < ε. (2.4)

Sea H0 := {gf : f ∈ H}. Tendremos claramente que H0 está contenido
en H + B∞[0, ε] que es compacto ya que H es cerrado y uniformemente

acotado. Por lo tanto H0
RK

⊂ H + B∞[0, ε]. Por otro lado, está claro que

H ⊂ H0 + B∞[0, ε] por lo que tendremos que H0
RK

⊂ H0 + B∞[0, 2ε] y como
H0 ⊂ C∗(K) (por ser H uniformemente acotado) podemos deducir que

d̂(H0
RK

, C∗(K)) ≤ 2ε,

por lo que aplicando el Corolario 2.9 tendremos que H0 4ε-intercambia ĺımites
con K, y por lo tanto, por el Teorema 2.18, conv(H0) 4ε-intercambia ĺımites
con K. De nuevo por el Corolario 2.9 tendremos que

conv(H0)
RK

⊂ C∗(K) + B∞[0, 4ε]

y debido a (2.4) tendremos que

conv(H)
RK

⊂ conv(H0)
RK

+ B∞[0, ε] ⊂ C∗(K) + B∞[0, 5ε]

con lo que terminamos la prueba.

Observación 2.22. Como ponemos de manifiesto en la Observación 3.8, la
constante 2 del Corolario 2.20 es óptima y en el Teorema 2.21 no podemos
poner una constante menor que 3.
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2.4 Compacidad débil y puntual

Un teorema de Grothendieck afirma que un conjunto H de C(K) con K com-
pacto es débilmente compacto (viendo a C(K) como un espacio de Banach)
si, y sólo si, es uniformemente acotado y compacto en la topoloǵıa producto
de RK (véase por ejemplo [17, Theorem 4.2]). En este caṕıtulo el resultado
principal es el Teorema 2.24 que es una versión cuantitativa del teorema de
Grothendieck que acabamos de mencionar.

Observación 2.23. Si H ε-intercambia ĺımites con A y consideramos la
aplicación δ : x → δ(x) donde δx(h) = h(x) es el funcional de Dirac entonces
tendremos claramente que δ(A) ⊂ ZH y que H ε-intercambia ĺımites con A
si, y sólo si, δ(A) ε-intercambia ĺımites con H. En algunas ocasiones identi-
ficaremos A con δ(A), y en tal caso podremos decir que el ε-intercambio de
ĺımites de A con H es equivalente al de H con A.

Teorema 2.24. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto unifor-
memente acotado de C(K), entonces tendremos

1

2
d̂(H

R
K

, C(K)) ≤ d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)) ≤ 4d̂(H
R

K

, C(K))

donde estamos considerando BC(K)∗ con la topoloǵıa w∗ = σ(C(K)∗, C(K)).

Demostración. Sea ε = d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)). Como (BC(K)∗ , w
∗) es com-

pacto, por el Corolario 2.9 tendremos que H 2ε intercambia ĺımites con
BC(K)∗ . Como δ(K) ⊂ BC(K)∗ , tendremos que H 2ε-intercambia ĺımites con
δ(K). Si consideramos H ⊂ C(K) entonces H 2ε-intercambia ĺımites con K.
Aplicando de nuevo el Corolario 2.9 tendremos que

d̂(H
RK

, C(K)) ≤ 2ε = 2d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)).

Veamos ahora la segunda desigualdad. Sea ε = d̂(H
RK

, C(K)). Usando
el Corolario 2.9 tendremos que H 2ε-intercambia ĺımites con K. Aplicando
ahora la Observación 2.23 tendremos que δ(K) 2ε-intercambia ĺımites con
H , pero entonces, de forma inmediata tendremos que −δ(K) 2ε-intercambia
ĺımites con H . Por otro lado, es obvio que si dos conjuntos intercambian
ĺımites con un tercer conjunto, también lo hará la unión de los dos primeros
y por lo tanto Y = {±δx : x ∈ K} 2ε-intercambia ĺımites con H . Como
Y es uniformemente acotado en H (por ser H uniformemente acotado en
K) podemos aplicar el Teorema 2.18, de donde obtendremos que conv(Y )
2ε-intercambia ĺımites con H . Si consideramos H ⊂ RBC(K)∗ , de nuevo por la
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Observación 2.23 tendremos que H 2ε-intercambia ĺımites con conv(Y ). Por
otro lado, conv(Y ) es un conjunto denso de BC(K)∗ , por lo tanto, si aplicamos
la Proposición 2.5 y el Teorema 1.6 tendremos que

d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)) ≤ 4ε = 4d̂(H
RK

, C(K)).

En particular, si alguna de las dos distancias es 0 también lo será la otra
y de aqúı podremos obtener como Corolario el Teorema de Grothendieck.

Corolario 2.25 (Grothendieck). Sea K un espacio topológico compacto y
H ⊂ C(K) un subconjunto uniformemente acotado de C(K). Entonces H es
débilmente compacto si, y sólo si, es wX-compacto. Esto también se cumple
con las respectivas nociones relativas.

Demostración. Este resultado es inmediato por el Teorema 2.24 ya que H es
wX-relativamente compacto en C(K) si, y sólo si,

d̂(H
RK

, C(K)) = 0

y por el criterio de completitud de Grothendieck tendremos que C(K) es
cerrado en C(BC(K)∗) de donde podemos deducir que H es débilmente rela-
tivamente compacto si, y sólo si,

d̂(H
R

BC(K)∗

, C(BC(K)∗)) = 0,

con lo que queda demostrado que las nociones relativas son equivalentes.
Usando esto junto a que la topoloǵıa débil y la topoloǵıa wX son comparables
en H se deduce que H de débilmente compacto si, y sólo si, es compacto en
la topoloǵıa producto.
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Caṕıtulo 3

Distancia a espacios de Banach

En el Caṕıtulo 2 hemos estudiado en términos de distancias si un subconjunto
de un espacio C(X, Z) está cerca de ser compacto. De forma análoga, si X es
un espacio de Banach y H ⊂ X es un subconjunto acotado, considerando la
w∗-clausura de H en X∗∗ podemos ver una forma de medir si H está próximo
de ser w-compacto mediante la distancia

d̂(H
w∗

, X).

En este Caṕıtulo vamos a estudiar esta distancia que se va a poder usar para
obtener diversas versiones cuantitativas de teoremas clásicos sobre compaci-
dad débil en espacios de Banach. Otras formas de medir lo próximo que está
un conjunto de ser w-compacto es mediante las medidas de no-compacidad.
La siguiente definición aparece en [2].

Definición 3.1. Sea X un espacio de Banach y sea µ una función con va-
lores reales definida en la familia de subconjuntos acotados no vaćıos de X.
Diremos que µ es una medida de no-compacidad débil en X si para A, B ⊂ X
acotados y λ ∈ R cumple:

(i) µ(A) = 0 si, y sólo si, A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Si A ⊂ B, entonces µ(A) ≤ µ(B).
(iii) µ(conv A) = µ(A).
(iv) µ(A ∪ B) = máx{µ(A), µ(B)}.
(v) µ(A + B) ≤ µ(A) + µ(B).

(vi) µ(λA) = |λ|µ(A).

En este Caṕıtulo vamos a ver también algunas relaciones entre la distancia
que estamos utilizando y algunas medidas de no-compacidad.

33
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3.1 Relación con funciones continuas

En esta sección vamos a ver como podemos aplicar resultados del caṕıtulo
anterior a espacios de Banach. Esto se consigue gracias a la Proposición
3.2. Dado un subconjunto compacto K de un espacio localmente convexo,
denotaremos por A(K) el espacio de las funciones afines definidas en K, y
por AC(K) al espacio de las funciones afines continuas definidas en K. La
mayoŕıa de los resultados de esta sección se pueden encontrar en [4].

Proposición 3.1. Sea K un subconjunto compacto convexo de un espacio
localmente convexo y sea f ∈ A(K) acotada. Entonces

d(f, C(K)) = d(f,AC(K)).

Demostración. Es suficiente ver que d(f,AC(K)) ≤ d(f, C(K)), pero como
d(f, C(K)) = 1

2
osc(f, K) basta con ver que d(f,AC(K)) ≤ 1

2
osc(f, K). Sea

δ > 1
2

osc(f, K), definamos al igual que se hace en la prueba del Teorema 1.6

f1(x) = ı́nf
U∈Ux

sup
z∈U

f(z) − δ

f2(x) = sup
U∈Ux

ı́nf
z∈U

f(z) + δ

donde Ux es el conjunto de entornos de x en K. Tendremos entonces que
f1 superiormente semicontinua, f2 es inferiormente semicontinua y f1 < f2.
Veamos que f1 es cóncava (y de forma análoga f2 es convexa). Sea η > 0,
x, y ∈ K y 0 < λ < 1. Sea U un entorno de λx + (1 − λ)y tal que

sup
z∈U

f(z) − δ ≤ f1(λx + (1 − λ)y) + η. (3.1)

Sean V y W entornos de x e y respectivamente, tales que λV +(1−λ)W ⊂ U .
Como f es af́ın, para u ∈ V y v ∈ W tendremos que

λf(u) + (1 − λ)f(v) = f(λu + (1 − λ)v) ≤ sup
z∈U

f(z)

y por lo tanto

λ sup
z∈V

f(z) + (1 − λ) sup
z∈W

f(z) − δ ≤ sup
z∈U

f(z) − δ

de donde deducimos usando (3.1) que

λf1(x) + (1 − λ)f1(x) ≤ f1(λx + (1 − λ)y) + η.
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Por lo tanto, como η era arbitrario tendremos que f1 es cóncava. Debido que
f1 < f2, por el Teorema 1.9, existe una función af́ın continua h definida en
K tal que

f1(x) < h(x) < f2(x)

para todo x ∈ K. Como para x ∈ X se cumple que f2(x) − δ ≤ f(x) y
f1(x) + δ ≥ f(x), tendremos que h(x) − δ < f(x) < h(x) + δ y por lo tanto

‖f − h‖∞ ≤ δ. Aśı que d(f,AC(K)) ≤ δ para todo δ >
1

2
osc(f, K), es decir,

d(f,AC(K)) ≤
1

2
osc(f, K).

Proposición 3.2. Sea X un espacio de Banach y sea BX∗ la bola unidad
cerrada en su dual X∗ con la topoloǵıa w∗. Consideremos i : X → X∗∗ y
j : X∗∗ → ℓ∞(BX∗) las inclusiones canónicas. Entonces, para todo x∗∗ ∈ X∗∗

tenemos que
d(x∗∗, i(X)) = d(j(x∗∗), C(BX∗)).

Demostración. Viendo x∗∗ como una función af́ın acotada definida en BX∗ ,
tendremos por la Proposición 3.1 que para cada δ > d(x∗∗, C(BX∗)) existe
una función af́ın w∗-continua h1 definida en BX∗ tal que ‖x∗∗ − h1‖ ≤ δ.
Definamos h2(x∗) = −h1(−x∗) para todo x∗ ∈ BX∗ . Como x∗∗ es lineal
tendremos que ‖x∗∗−h2‖ ≤ δ. Por lo tanto, la función g = 1

2
(h1+h2) definida

en BX∗ es af́ın, w∗-continua y g(0) = 0. Por lo tanto, g se puede extender a
una forma lineal y∗∗ definida en todo X∗. Ahora bien, como y∗∗|BX∗

= g es
w∗-continua, por el criterio de completitud de Grothendieck (Corolario 5.8)
tendremos que y∗∗ = i(x) para algún x ∈ X. Finalmente, para cada x∗ ∈ BX∗

tendremos que

‖x∗∗(x∗) − i(x)(x∗)‖ = ‖
1

2
x∗∗(x∗) −

1

2
h1(x∗) +

1

2
x∗∗(x∗) −

1

2
h2(x

∗)‖

≤
1

2
(‖x∗∗(x∗) − h1(x∗)‖ + ‖x∗∗(x∗) − h2(x∗)‖) ≤ δ,

aśı que como esto ocurre para todo δ > d(f, C(BX∗)) podemos afirmar que
d(x∗∗, i(X)) ≤ d(j(x∗∗), C(BX∗)) y como la otra desigualdad es evidente, la
prueba queda terminada.

De esta Proposición se pueden particularizar los resultados que hemos
obtenido para C(K) ⊂ RK en espacios de Banach. Consideremos un espacio
de Banach X y un conjunto acotado H ⊂ X∗∗ ⊂ RBX∗ . Dotando a BX∗ de
la topoloǵıa w∗ podremos considerar entonces X ⊂ (C(BX∗), ‖ · ‖∞) donde
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la inclusión conserva la norma ya que por el Teorema de Hahn-Banach, para
todo x ∈ X se cumple que ‖x‖ = supx∗∈BX∗

|x∗(x)|. Además tendremos que

la clausura puntual de H en RBX∗ es precisamente la w∗-clausura H
w∗

en X∗∗

ya que como (BX∗∗ , w∗) es compacto, tendremos que (X∗∗, w∗) es cerrado en
RBX∗ . Por otro lado tendremos que

d̂(H, X) = sup
y∈H

ı́nf
x∈X

‖y − x‖,

donde ‖ · ‖ es la norma canónica en X∗∗. En particular tendremos que:

Corolario 3.3. Sea X un espacio de Banach y sea H ⊂ X acotado. Entonces
H es débilmente relativamente compacto en X si, y sólo si,

d̂(H
R

BX∗

, C(BX∗)) = 0.

Como consecuencia del Corolario 2.9 tendremos:

Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach y H un subconjunto acotado
de X.

(i) Si H ε-intercambia ĺımites con BX∗ , entonces d̂(H
w∗

, X) ≤ ε.

(ii) Si d̂(H
w∗

, X) ≤ ε, entonces H 2ε-intercambia ĺımites con BX∗.

Como consecuencia del Corolario 2.10 tendremos:

Corolario 3.5. Sea X un espacio de Banach y H un subconjunto acotado
de X que ε-intercambia ĺımites con un conjunto w∗-denso de BX∗ , entonces

d̂(H
w∗

, X) ≤ 2ε.

El Teorema de Krein nos dice que si X es un espacio de Banach y H ⊂ X
es un subconjunto débilmente relativamente compacto, entonces también lo
es su envoltura convexa conv(H) (véase por ejemplo [15, Theorem 3.58]). Esto

es equivalente a decir que si d̂(H
w∗

, X) = 0, entonces d̂(conv(H)
w∗

, X) = 0.
El siguiente resultado es una versión cuantitativa de este teorema.

Corolario 3.6. Sea X un espacio de Banach y H subconjunto acotado de
X. Entonces

d̂(conv(H)
w∗

, X) ≤ 2d̂(H
w∗

, X).

Demostración. Basta aplicar el Corolario 2.20.

Si sólo exigimos que H ⊂ X∗∗ sea w∗-compacto tendremos el siguiente
Corolario.
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Corolario 3.7. Sea X un espacio de Banach y sea H ⊂ X∗∗ un subconjunto
w∗-compacto. Entonces

d̂(conv(H)
w∗

, X) ≤ 5d̂(H, X).

Demostración. Aplicar el Teorema 2.21.

Observación 3.8. En [19] y en [20] se demuestra que la constante 2 del
Corolario 3.6 es óptima. Sin embargo, no se sabe si la constante 5 del Coro-
lario 3.7 es la mejor que se puede poner, pero en [20] se demuestra también
que no podemos poner una constante menor que 3. De aqúı se puede deducir
que también tenemos la constante óptima en el Corolario 2.20 y que en el
Teorema 2.21 no podemos poner una constante menor que 3.

A partir de la noción de ε-intercambio de ĺımites, en [1] se introduce la
siguiente función.

Definición 3.2. Sea A un subconjunto acotado de un espacio de Banach X.
Se define

γ(A) = sup{ĺım
n

ĺım
m

fn(xm) − ĺım
m

ĺım
n

fn(xm)}

donde el supremo de arriba se toma para todo par de sucesiones (xm)m ⊂ A
y (fn)n ⊂ BX∗ tales que los ĺımites involucrados existen.

En otras palabras, γ(A) es el ı́nfimo de los ε > 0 tales que A ε-intercambia
ĺımites con BX∗ . En [25] se trabaja con δ(H) = γ(conv H) donde se demues-
tra que es una medida de no-compacidad. Pero de hecho, por el Teorema
2.18 tendremos que γ(conv H) = γ(H) por lo que γ es una medida de no-
compacidad. Además, de nuevo por [25] se conocen las siguientes definiciones
equivalentes de γ.

Proposición 3.9. Sea X un espacio de Banach y H ⊂ X un subconjunto
acotado. Se tiene las siguientes igualdades:

γ(A) = sup{d̂(x∗∗, conv{xn}
∞
n=1) : (xn)n ⊂ conv A, x∗∗ ∈ {xn}∞n=1

w∗

}

= sup{́ınf{‖u1 − u2‖ : (u1, u2) ∈ scc((xn)n)} : (xn)n ⊂ conv A}

donde

scc((xn)n) = {(u1, u2) : u1 ∈ conv{xi}
m
i=1, u2 ∈ conv{xi}

∞
i=m+1, m ∈ N}.

Si reescribimos el Corolario 3.4 en términos de γ, tendremos que γ y
d̂( · w∗

, X) son equivalentes:

Corolario 3.10. Sea X un espacio de Banach y H ⊂ X un subconjunto
acotado. Entonces

1

2
γ(H) ≤ d̂(H

w∗

, X) ≤ γ(H).
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3.2 Algunos casos particulares

En esta sección vamos a estudiar ciertas propiedad que al exigirlas a un
espacio de Banach nos permiten asegurar que las dos distancias involucradas
en el Corolario 3.6 son iguales. Vamos a ver que esto ocurre en el caso de
que el dual no contenga una copia de ℓ1 y en el caso de que X cumpla cierta
propiedad que llamaremos J . Recordemos primero la definición de espacio
angélico.

Definición 3.3. Se dice que un espacio topológico X es angélico si para todo
conjunto relativamente numerablemente compacto A ⊂ X se tiene que:

(i) A es relativamente compacto en X.
(ii) Para cada x ∈ A existe una sucesión en A que converge a x.

La siguiente definición es introducida en [19].

Definición 3.4. Se dice que un espacio de Banach tiene la propiedad J
(brevemente X ∈ J) si para cada z ∈ BX∗∗\X y para todo 0 < b < d(z, X),
existe una sucesión {x∗

n}n ⊂ {u ∈ BX∗ : z(u) ≥ b} que converge a 0 en la
topoloǵıa w∗.

Proposición 3.11. Sea X un espacio de Banach tal que (BX∗ , w∗) es angélico.
Entonces X ∈ J .

Demostración. Veamos primero que si z ∈ BX∗∗\X y 0 < b < d(z, X),

entonces 0 ∈ A
w∗

, donde A = {u ∈ BX∗ : z(u) ≥ b}. Para ello tenemos que
ver que la intersección de A con cualquier w∗-entorno de 0 es no vaćıa. Sea
ε > 0, x1, x2, . . . , xn ∈ X∗ y consideremos el w∗-entorno del origen

V (0, x1, x2, . . . , xn; ε) := {y∗ ∈ X∗ : sup
i=1,...,n

|y∗(xi)| < ε}.

Por el Teorema de Hahn-Banach, podremos tomar un φ ∈ X∗∗∗ tal que
φ ∈ X⊥, ‖φ‖ = 1 y φ(z) = d(z, X). Tomemos ε tal que b + ε < d(z, X).
Como BX∗ es denso en (BX∗∗∗ , w∗), tendremos que existe un x∗ ∈ BX∗ tal
que

|x∗(xi)| = |x∗(xi) − φ(xi)| < ε, para i = 1, 2, . . . , n,

y
|z(x∗) − φ(z)| < ε. (3.2)

Tendremos aśı que x∗ ∈ V (0, x1, x2, . . . , xn; ε) y además, por la desiguladad
(3.2) tendremos que

|z(x∗)| = |(z(x∗) − φ(z) + φ(z)| ≥| |z(x∗) − φ(z)| − |φ(z) | |

= |φ(z)| − |z(x∗) − φ(z)| > b + ε − ε = b
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y por lo tanto, x∗ ∈ A con lo que podremos concluir que 0 ∈ A
w∗

. Ahora bien,
como (BX∗ , w∗) es angélico tendremos que existe una sucesión (x∗

m)m ⊂ A
que converge a 0 en (BX∗ , w∗) y por lo tanto X ∈ J .

Gracias a la Proposición 3.11 tendremos que el siguiente resultado es una
generalización de [16, Proposition 14].

Proposición 3.12. Sea X un espacio de Banach, H un subconjunto acotado
y ε > 0. Tendremos que:

(i) Si d̂(H
w∗

, X) ≤ ε, entonces H ε-intercambia ĺımites con toda sucesión
(x∗

n)n de BX∗ que w∗-converja a 0, es decir, si (xm)m es una sucesión
de H, entonces

| ĺım
n

ĺım
m

x∗
n(xm) − ĺım

m
ĺım

n
x∗

n(xm)| ≤ ε

siempre que los ĺımites involucrados existan.
(ii) Si X ∈ J y H ε-intercambia ĺımites con toda sucesión (x∗

n)n ⊂ BX∗

que w∗-converja a 0, entonces d̂(H
w∗

, X) ≤ ε.

Demostración. Veamos primero (i). Sea (xm)m ⊂ H y sea (x∗
n)n ⊂ BX∗

tal que w∗-ĺım x∗
n = 0 y supongamos que ambos ĺımites iterados existen.

Tomemos z ∈ H
w∗

un w∗-punto de aglomeración de (xn)n y fijemos δ > 0.
Tendremos entonces que existe x ∈ X tal que ‖z − x‖ ≤ ε + δ y que

ĺım
n

ĺım
m

x∗
n(xm) = ĺım

n
x∗

n(z) y ĺım
m

ĺım
n

x∗
n(xm) = ĺım

m
0 = 0

y por lo tanto

ρ := | ĺım
n

ĺım
m

x∗
n(xm) − ĺım

m
ĺım

n
x∗

n(xm)| = | ĺım
n

x∗
n(z)|

de donde podemos deducir que

ρ ≤ | ĺım
n

x∗
n(z − x)| + | ĺım

n
x∗

n(x)| ≤ ε + δ

y como esto se cumple para todo δ > 0 queda demostrado el ε-intercambio
de ĺımites.

Veamos ahora (ii). Realizando una homotecia sobre H podemos suponer

que H ⊂ BX . Sea z ∈ H
w∗

\X y sea 0 < b < d(z, X). Tendremos entonces
que z ∈ BX∗∗\X y teniendo en cuenta que X ∈ J tendremos que existe
una sucesión (x∗

n)n ⊂ A := {u ∈ BX∗ : z(u) ≥ b} convergente hacia 0 en la
topoloǵıa w∗, y como A es acotado, también podemos suponer que ĺımn x∗

n(z)
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existe. Para cada m, tomemos xm ∈ H que tal que para n ∈ {1, 2, . . . , m}, se
cumpla que |x∗

n(xm) − x∗
n(z)| ≤ 1/m. En tal caso, ĺımm x∗

n(xm) = x∗
n(z) para

todo n ∈ N. Tendremos entonces que

ĺım
m

ĺım
n

x∗
n(xm) = 0

ĺım
n

ĺım
m

x∗
n(xm) = ĺım

n
x∗

n(z) ≥ b

y por lo tanto

b ≤ | ĺım
m

ĺım
n

x∗
n(xm) − ĺım

n
ĺım
m

x∗
n(xm)| ≤ ε

y esto se da para todo 0 < b < d(z, X) por lo que tendremos que d(z, X) ≤ ε.

El siguiente resultado se puede encontrar en [19, Theorem 3] generalizado
para H ⊂ X∗∗ w∗-compacto pero con una demostración que utiliza técnicas
muy diferentes a las desarrolladas aqúı. La prueba que usamos aqúı es una
adaptación de la prueba dada en [16, Theorem 2] donde la demostración se
hace para el caso particular de que (BX∗ , w∗) sea angélico.

Teorema 3.13. Sea X un espacio de Banach que tiene la propiedad J y sea
H ⊂ X un conjunto acotado. Tendremos entonces que

d̂(H
w∗

, X) = d̂(conv(H)
w∗

, X).

Demostración. Está claro que el término de la derecha debe de ser mayor

o igual al de la izquierda. Veamos la otra desigualdad. Sea ε = d̂(H
w∗

, X).
Por la Proposición 3.12 tendremos que H ε-intercambia ĺımites con toda
sucesión (x∗

n)n ⊂ BX∗ que w∗-converja a 0. Si nos fijamos en la demostración
del Teorema 2.18 podemos observar que si conv(H) no ε-intercambia ĺımites
con una sucesión (y∗

n)n del espacio dual, entonces existe una subsucesión de
(y∗

n)n con la que H no ε-intercambia ĺımites. De aqúı deducimos inmediata-
mente que conv(H) ε-intercambia ĺımites con toda sucesión (x∗

n)n ⊂ BX∗ que
w∗-converja a 0 y por lo tanto, de nuevo por la Proposición 3.12 podremos

afirmar que d̂(conv(H)
w∗

, X) ≤ ε.

El siguiente resultado aparece en [16].

Teorema 3.14. Sea X un espacio de Banach tal que X∗ no contiene una
copia de ℓ1. Tendremos entonces que

d̂(H
w∗

, X) = d̂(conv(H)
w∗

, X).
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Demostración. Sea ε = d̂(H
w∗

, X) y tomemos C := conv(H)
w∗

. Tenemos
que probar que C está contenido en A:={x∗∗ ∈ X∗∗ : d(x∗∗, X) ≤ ε}. C es
un subconjunto w∗-compacto convexo de X∗∗ y por lo tanto, gracias a que
ℓ1 * X∗ (véase por ejemplo [10, p.215]), tendremos que

C = conv(ext C)
‖·‖

.

Por el Teorema de Milman tendremos que ext C ⊂ M
w∗

⊂ A. Ahora bien,

como A es ‖·‖-cerrado y convexo, C = conv(ext C)
‖·‖

⊂ A con lo que termina
la prueba.

3.3 Operadores adjuntos

Un teorema de Gantmacher dice que un operador es débilmente compacto
si, y sólo si, su adjunto lo es. Varios autores han estudiado si era posible
dar una versión cuantitativa de este resultado en términos de la medida
de no-compacidad débil introducida por De Blasi (véase [7]), pero en [1] se
demuestra que esto no es posible. En esta sección vamos a obtener versiones
cuantitativas de este resultado en términos de γ y d̂. Veamos primero la
medida de De Blasi.

Definición 3.5. Sea X un espacio de Banach y H ⊂ X un subconjunto
acotado. Se define la medida de De Blasi de H como

w(H) = ı́nf{ε > 0 : H ⊂ K + εBX y K ⊂ X es w-compacto}.

El siguiente teorema nos va a decir que es imposible obtener una versión
cuantitativa del Teorema de Gantmacher en términos de w.

Teorema 3.15 ([1, Theorem 4]). Existe un espacio de Banach separable
X y una sucesión (Tn)n en L(X, c0) tal que

w(T ∗
n(Bℓ1)) = 1 y w(Tn(BX)) ≤

1

n
.

Sin embargo, en esta sección vamos a obtener versiones cuantitativas del
Teorema de Gantmacher en términos de d̂ y γ. En particular, como corolario
del Teorema 3.15 tendremos que w no es equivalente a γ (y por lo tanto
tampoco a d̂( · w∗

, X)). De hecho lo que obtendremos es lo siguiente:

Corolario 3.16. Existe un espacio de Banach separable X y una sucesión
de conjuntos acotados Hn ⊂ X∗ tales que

w(Hn) = 1 y γ(Hn) ≤
1

n
.
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De hecho, el espacio separable de este corolario es el mismo que el del Teo-
rema 3.15. En otras palabras, para X∗ no existe ninguna constante M > 0
tal que w ≤ Mγ. Sin embargo se cumple que en general que γ ≤ 2w ya
que para una medida de no-compacidad débil δ siempre se tiene la relación
δ ≤ δ(BX)w y claramente δ(BX) ≤ 2. Además, también se tiene la desigual-
dad d( · w∗

, X) ≤ w.

La siguiente proposición es una generalización del Teorema de Gantma-
cher en términos de γ.

Proposición 3.17. Sean X e Y espacios de Banach, T : X → Y un operador
y T ∗ : Y ∗ → X∗ su operador adjunto. Entonces

γ(T (BX)) ≤ γ(T ∗(BY ∗)) ≤ 2γ(T (BX)).

Demostración. Sea ε = γ(T ∗(BY ∗)). Por definición tendremos entonces que
T ∗(BY ∗) ε-intercambia ĺımites con BX∗∗ y como BX ⊂ BX∗∗ tendremos que
T ∗(BY ∗) ε-intercambia ĺımites con BX . Veamos que T (BX) ε-intercambia
ĺımites con BY ∗ . Sean T (xn)n ⊂ T (BX) y (y∗

m)m ⊂ BY ∗ sucesiones tales que
existan los siguientes ĺımites

ĺım
n

ĺım
m
〈T (xn), y∗

m〉 ĺım
m

ĺım
n
〈T (xn), y∗

m〉.

Por otro lado 〈T (xn), y∗
m〉 = 〈xn, T ∗(y∗

m)〉 ya que T ∗ es el operador adjunto
de T y por lo tanto

ĺım
n

ĺım
m
〈T (xn), y∗

m〉 = ĺım
n

ĺım
m
〈xn, T ∗(y∗

m)〉

ĺım
m

ĺım
n
〈T (xn), y∗

m〉 = ĺım
m

ĺım
n
〈xn, T ∗(y∗

m)〉

y como BX y T ∗(BY ∗) ε-intercambian ĺımites tendremos que

| ĺım
n

ĺım
m
〈T (xn), y∗

m〉 − ĺım
m

ĺım
n
〈T (xn), y∗

m〉| ≤ ε

con lo que queda demostrado que T (BX) ε-intercambia ĺımites con BY ∗ por
lo que γ(T (BX)) ≤ ε.

Veamos ahora la segunda desigualdad. Sea ε = γ(T (BX)). Por definición
T (BX) ε-intercambia ĺımites con BY ∗ . Veamos que T ∗(BY ∗) ε-intercambia
ĺımites con BX . Sea (xn)n una sucesión en BX y sea T ∗((y∗

m)m) una sucesión
en T ∗(BY ∗) tales que los siguientes ĺımites existan

ĺım
n

ĺım
m
〈xn, T ∗(y∗

m)〉 ĺım
m

ĺım
n
〈xn, T ∗(y∗

m)〉.
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Tendremos por otro lado que 〈T (xn), y∗
m〉 = 〈xn, T ∗(y∗

m)〉 y por lo tanto

ĺım
n

ĺım
m
〈xn, T ∗(y∗

m)〉 = ĺım
n

ĺım
m
〈T (xn), y∗

m〉

ĺım
m

ĺım
n
〈xn, T ∗(y∗

m)〉 = ĺım
m

ĺım
n
〈T (xn), y∗

m〉

y como T (BX) ε-intercambia ĺımites con BY ∗ entonces

| ĺım
n

ĺım
m
〈xn, T ∗(y∗

m)〉 − ĺım
m

ĺım
n
〈xn, T ∗(y∗

m)〉| ≤ ε,

aśı que T ∗(BY ∗) ε-intercambia ĺımites con BX y como BX es w∗-denso en
BX∗∗ , aplicando el Corolario 2.6 tendremos que γ(T ∗(BY ∗)) ≤ 2ε.

Como γ y d̂( · w∗

, X) son equivalentes de forma inmediata tendremos que
también podemos dar una versión cuantitativa del Teorema de Gantmacher
en términos de d̂.

Corolario 3.18. Sean X e Y espacios de Banach, T : X → Y un operador
y T ∗ : Y ∗ → X∗ su operador adjunto. Entonces

1

2
d̂(T (BX)

w∗

, Y ) ≤ d̂(T ∗(BY ∗)
w∗

, X∗) ≤ 4d̂(T (BX)
w∗

, Y ).

Demostración. Basta aplicar la Proposición 3.17 y el Corolario 3.10.
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Caṕıtulo 4

Aproximación por sucesiones

En esta sección vamos a estudiar algunos casos en los que podremos hablar
de aproximación por sucesiones. Los resultados principales de esta sección
son el Teorema 4.2 y el Teorema 4.7. El Teorema 4.2 nos va a decir que
el ε-intercambio de ĺımites implica la ε-aproximación por sucesiones en es-
pacios C(X). Este Teorema, para ε = 0 nos va a dar como Corolario la
angelicidad en espacios C(K) con K compacto. Además se sabe que C(X) es
angélico cuando X es numerablemente K-determinado (véase [28]) por lo que
la clausura de conjuntos numerablemente compactos se puede alcanzar por
sucesiones. Esta aproximación por sucesiones es cuantificada en el Teorema
4.7 que nos va a dar como corolario la angelicidad de estos espacios.

Lema 4.1. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto y sea X un conjunto.
Dadas f1, f2, . . . , fn ∈ ZX y δ > 0, existe un subconjunto finito L ⊂ X tal
que para cada x ∈ X existe y ∈ L tal que

d(fk(y), fk(x)) < δ

para todo 1 ≤ k ≤ n.

Demostración. Consideremos en Zn la métrica dada por

d∞((xk), (yk)) := sup
1≤k≤n

d(xk, yk)

donde (xk), (yk) ∈ Zn. Tendremos entonces que esta métrica induce la to-
poloǵıa producto en Zn. Sea B := {(f1(x), . . . , fn(x)) : x ∈ X}, entonces
la familia {B∞((f1(x), . . . , fn(x)); δ) : x ∈ X} es un cubrimiento abierto del

conjunto compacto B
Zn

. Por lo tanto existe un conjunto finito L ⊂ X tal
que

B ⊂
⋃

y∈L

B∞((f1(y), . . . , fn(y)); δ).

45
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Claramente este conjunto L cumple lo deseado.

Teorema 4.2 ([4, Proposition 5.2]). Sea (Z, d) un espacio métrico com-
pacto, X un conjunto y H un subconjunto de ZX que ε-intercambia ĺımites

con X. Entonces dado f ∈ H
ZX

, existe una sucesión (fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈K

d(g(x), f(x)) ≤ ε

para todo punto de aglomeración g de (fn)n en ZX .

Demostración. Definamos f1 := f . Aplicando el Lema 4.1 obtenemos que
existe un conjunto finito L1 ⊂ X tal que

mı́n
y∈L1

d(f1(x), f1(y)) < 1

para cada x ∈ X. Supongamos que hemos elegido funciones f1, . . . , fn ∈ H
y subconjuntos L1, . . . , Ln de X tales que

d(fm(y), f1(y)) <
1

m
para todo 1 ≤ m ≤ n y para todo y ∈

m⋃

k=1

Lk

y

mı́n
y∈Lm

máx
k≤m

{d(fk(x), fk(y))} <
1

m
para todo 1 ≤ m ≤ n y para todo x ∈ X.

Como f1 ∈ H
ZX

existe fn+1 ∈ H tal que

d(fn+1(y), f1(y)) <
1

n + 1
para todo y ∈

n⋃

k=1

Lk.

Por otro lado, aplicando el Lema 4.1 a f1, f2, . . . , fn+1 y δ = 1
n+1

tendremos
que existe Ln+1 tal que

mı́n
y∈Ln+1

máx
k≤n+1

{d(fk(x), fk(y))} <
1

n + 1
para todo x ∈ X.

Sea ahora D :=

∞⋃

k=1

Lk. Sea x ∈ X fijo, entonces podemos construir una

sucesión (yn)n en D tal que máx
k≤n

{d(fk(x), fk(yn))} < 1/n para cada n ∈ N.

Tendremos entonces que

ĺım
n→∞

fk(yn) = fk(x) para todo k ∈ N.
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Tomemos un punto punto de aglomeración g de (fk)k en ZX y una subsu-
cesión (fkj

)j tal que en el punto fijo x se cumpla que ĺımj fkj
(x) = g(x).

Tendremos entonces que

ĺım
j

ĺım
n

fkj
(yn) = ĺım

j
fkj

(x) = g(x).

Por otro lado, como para todo y ∈ D se cumple que ĺımk fk(y) = f1(y)
tendremos que

ĺım
n

ĺım
j

fkj
(yn) = ĺım

n
f1(yn) = f1(x) = f(x).

Como H ε-intercambia ĺımites con X tendremos que

d(g(x), f(x)) ≤ ε

y esto ocurre para todo x ∈ X con lo que termina la prueba.

Corolario 4.3. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto, X un conjunto y H
un subconjunto de ZX que intercambia ĺımites con X. Entonces para cual-

quier f ∈ H
ZX

existe una sucesión (fn)n ⊂ H tal que

ĺım
n

fn(x) = f(x)

para todo x ∈ X.

Demostración. Dado f ∈ H
ZX

, por el Teorema 4.2 tendremos que existe una
sucesión (fn)n ⊂ H tal que todo punto de aglomeración g de (fn)n en ZX

cumple que g = f . Teniendo en cuenta que ZX es compacto podemos concluir
que (fn)n converge hacia su único punto de aglomeración f en ZX .

Corolario 4.4. Si K es un espacio topológico compacto, entonces (C(K), τp)
es angélico.

Demostración. Tomemos H ⊂ C(K) un conjunto relativamente numerable-
mente compacto en C(K). Por el Corolario 2.8 tendremos que H es relativa-
mente compacto. Sea ahora f ∈ H . Por el Corolario 4.3 tendremos que existe
una sucesión en H convergente a f . Por lo tanto (C(K), τp) es angélico.

Definición 4.1. Sea X un espacio topológico, (Z, d) un espacio métrico y
ε ≥ 0 fijo. Diremos que un conjunto H ⊂ C(X, Z) es ε-relativamente nu-
merablemente compacto (en C(X, Z)) si toda sucesión (fn)n en H tiene un
punto de aglomeración f ∈ ZX tal que

osc(f) := sup{osc(f, x) : x ∈ X} ≤ ε.

Cuando ε = 0 este concepto coincide con el de relativamente numerablemente
compacto en C(X, Z).
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Proposición 4.5. Sea X un espacio topológico, (Z, d) un espacio métrico y
ε ≥ 0 fijo. Si H ⊂ C(X, Z) es ε-relativamente numerablemente compacto,
entonces H ε-intercambia ĺımites con todo subconjunto relativamente nume-
rablemente compacto de X.

Demostración. Sea (fn)n una sucesión en H y fijemos f ∈ ZX un punto de
aglomeración de (fn)n con osc(f) ≤ ε, sea (xm)m una sucesión en X que tiene
un punto de aglomeración x en X y supongamos que los siguientes ĺımites
existen

ℓ := ĺım
n

ĺım
m

fn(xm) L := ĺım
m

ĺım
n

fn(xm).

Tendremos claramente que ℓ = f(x) y L = ĺım f(xm). Tomemos x ∈ X,
como osc(f) ≤ ε existe un entorno U de x en X tal que d(f(y), f(x)) ≤ ε
para todo y ∈ U . Para todo n ∈ N existe m > n tal que xm ∈ U y entonces
d(f(xm), f(x)) ≤ ε. De aqúı tendremos que

d(f(x), ĺım f(xm)) ≤ ε.

A continuación, combinando la prueba del Teorema 4.2 y la prueba de
[28, Theorem 1] vamos a obtener el Lema 4.6 que es una generalización del
Teorema 4.2. En este Lema, X será un conjunto, Σ será un subconjunto de
NN y S será el subconjunto del conjunto de sucesiones finitas definido por

S = {(a1, a2, . . . , an) : existe α = (am)m ∈ Σ, n ∈ N}.

Sea {Aα : α ∈ Σ} una familia de subconjuntos no vaćıos de X que cubren
X. Para a = (a1, a2, . . . , an) ∈ S definimos

Ca1,a2,...,an
=

⋃

β∈S(a)

Aβ

donde S(a1, a2, . . . , an) = {β ∈ Σ : β = (bm)m, bj = aj para j = 1, 2, . . . n}.

Definición 4.2. Sea X un conjunto, (xn)n una sucesión en X y (An)n una
sucesión de subconjuntos de X tales que X ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · .
Diremos que la sucesión (xn)n está eventualmente en (An)n si para cualquier
N ∈ N existe un nN tal que xn ∈ AN si n ≥ nN .

Lema 4.6. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto y sea H ⊂ ZX . Supon-
gamos que para cada α = (am)m ∈ Σ y para cada sucesión (xn)n ∈ X que
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está eventualmente en (Ca1,a2,...,an
)n, Hε-intercambia ĺımites con la sucesión

(xn)n. Entonces, para cada f ∈ H
ZX

, existe una sucesión (fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f(x)) ≤ ε

para cualquier punto de aglomeración g de (fn)n en ZX.

Demostración. Definamos f1 := f . Como S es numerable, existe una biyec-
ción ϕ : N → S. Definamos Dn := Cϕ(n) para todo n ∈ N. Por el Lema 4.1
existe un subconjunto finito L1 ⊂ D1 tal que

mı́n
y∈L1

{d(f1(x), f1(y))} < 1 para cada x ∈ D1.

Como f ∈ H
ZX

, existe f2 ∈ H tal que

d(f2(y), f1(y)) <
1

2
para cada x ∈ L1.

Procediendo por recurrencia, para cada n ∈ N, podemos encontrar subcon-
juntos finitos Ln ⊂ Dn y funciones fi, i = 1, 2, . . . , n + 1 tales que

mı́n
y∈Ln

máx
k≤n

{d(fk(x), fk(y))} <
1

n
para cada x ∈ Dn (4.1)

y

d(fn+1(y), f(y)) <
1

n + 1
para cada y ∈

⋃

j≤n

Lj .

Entonces, la sucesión (fn)n elegida satisface

ĺım
n

fn(y) = f(y) para cada y ∈ D =
⋃

n∈N

Ln. (4.2)

Fijemos x ∈ X. Elijamos α ∈ Σ, α = (am)m, tal que x ∈ Aα. Tomemos

P = ϕ−1({(a1, a2, . . . , an) : n ∈ N}) ⊂ N.

P es un subconjunto infinito porque ϕ es una biyección. El punto x pertenece
a cada Dp para todo p ∈ P , y por lo tanto, dado p ∈ P , por (4.1) existe
yp ∈ Lp ⊂ Dp tal que

d(fk(x), fk(yp)) <
1

p
para todo k ≤ p. (4.3)
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La sucesión (yp)p∈P está eventualmente en (Ca1,a2,...,an
)n. Efectivamente, sea

m ∈ N y pj = ϕ−1((a1, a2, . . . , aj)) para j = 1, 2, . . . , m. Si p ∈ P y p 6= pj,
para j = 1, 2, . . . , m, entonces yp ∈ Dp = Ca1,a2,...,am0

con m0 > m. Como
m0 > m, entonces yp ∈ Ca1,a2,...,am0

⊂ Ca1,a2,...,am
.

Fijemos ahora un punto de aglomeración g de (fn)n en ZX . Elijamos una
subsucesión (fnk

)k tal que en el punto fijo x tengamos que ĺımk fnk
(x) = g(x).

Como P es infinito, existe una sucesión estrictamente creciente (pj)j ∈ P .
Por (4.3), ĺımj fk(ypj

) = fk(x) para k ∈ N. Por un lado tendremos que

g(x) = ĺım
k

fnk
(x) = ĺım

k
ĺım

j
fnk

(ypj
)

y por el otro, por (4.2) tendremos que

f(x) = f1(x) = ĺım
j

f1(ypj
) = ĺım

j
f(ypj

) = ĺım
j

ĺım
k

fnk
(ypj

).

Finalmente, usando que la sucesión (yp)p está eventualmente en (Ca1,a2,...,an
)n,

obtenemos que

d(g(x), f(x)) = d(ĺım
k

ĺım
j

fnk
(ypj

), ĺım
j

ĺım
k

fnk
(ypj

)) ≤ ε.

Recordemos ahora antes de continuar un par de definiciones.

Definición 4.3. Sean X e Y dos espacios topológicos. Diremos que una
aplicación F : X → 2Y multivaluada es superiormente semicontinua si para
cada x ∈ X y todo abierto U de Y tal que T (x) ⊂ U existe un entorno V de
x en X tal que F (V ) ⊂ U , donde por F (V ) denotamos a ∪{F (z) : z ∈ V }.

Definición 4.4. Un espacio topológico (T, τ) se dice que es numerablemente
K-determinado si existe una aplicación multivaluada superiormente semicon-
tinua F : M → 2T para algún espacio métrico separable M tal que F (M) = T
y F (m) es compacto para cada m ∈ M .

Tendremos por ejemplo que los espacios σ-compactos son numerablemen-
te K-determinados, y también los espacios K-anaĺıticos (véase [33]). Den-
tro de los espacios de Banach, los espacios separables también son nume-
rablemente K-determinados, y más generalmente, todo espacio de Banach
débilmente compactamente generado es numerablemente K-determinado.

Si tenemos un espacio numerablemente K-determinado X, como todo
espacio métrico separable es imagen continua de un subconjunto de NN ten-
dremos que existe una aplicación superiormente semicontinua T : Σ → 2X
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para algún subconjunto Σ ⊂ NN tal que T (α) es compacto para cada α ∈ Σ
y la familia {T (α) : α ∈ Σ} cubre X.

Vamos a poner a este conjunto en las situaciones del lema anterior. To-
memos Aα = T (α) para cada α ∈ Σ, fijemos α = (am)m ∈ Σ y sea (xn)n ∈ X
una sucesión que está eventualmente en (Ca1,a2,...,an

)n. Veamos que en esta

situación {xn : n ∈ N} es compacto. Sea {Ui : i ∈ I} una familia de con-
juntos abiertos de X que cubre K = {xn : n ∈ N} ∪ T (α). Entonces existe
U1, U2, . . . , Up ∈ {Ui : i ∈ I} tal que T (α) ⊂ U = ∪p

i=1Ui. Como T es supe-
riormente semicontinua, existe n0 tal que si n > n0 entonces Ca1,a2,...,an

⊂ U .
Como (xn)n tiene una cola en cada conjunto Ca1,a2,...,an

, existe m ∈ N tal
que xn ∈ U para cada n > m. Sea Up+1, . . . , Up+m en {Ui : i ∈ I} tal que
xi ∈ Up+i para i = 1, 2, . . . , m. Entonces U1, U2, . . . , Up+m cubre K y por lo
tanto K es compacto con lo que demostrábamos lo que queŕıamos. Por lo
tanto, podemos obtener como Corolario lo siguiente:

Teorema 4.7. Sea X un espacio numerablemente K-determinado, (Z, d)
un espacio métrico compacto y H ⊂ C(X, Z) un subconjunto ε-relativamente

numerablemente compacto. Entonces para cada f ∈ H
ZX

, existe una sucesión
(fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f(x)) ≤ ε (4.4)

para cada punto de aglomeración g de (fn) en ZX.

Demostración. Para demostrar esto, por el Lema 4.6 basta con ver que en las
condiciones del comentario anterior a este Teorema, H ε-intercambia ĺımites
con la sucesión (xn)n, pero esto es cierto por la Proposición 4.5 ya que tenemos
que {xn : n ∈ N} es compacto.

Corolario 4.8. En las condiciones del Teorema anterior tendremos que para

todo f ∈ H
ZX

se cumple que osc(f) ≤ 3ε. En particular tendremos que dada
una sucesión (gn)n ⊂ H, todos sus puntos de aglomeración g cumplen que
osc(g) ≤ 3ε.

Demostración. Sea f ∈ H
ZX

. Entonces, por el Teorema 4.7 tendremos que
existe una sucesión (fn)n ⊂ H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f(x)) ≤ ε

para cada punto de aglomeración g de (fn) en ZX . Por otro lado, debido
a que H es ε-relativamente numerablemente compacto tendremos que (fn)n

tiene un punto de aglomeración h ∈ ZX tal que osc(h) ≤ ε y de aqúı se
deduce directamente que osc(f) ≤ 3ε.
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Corolario 4.9. Sea X un espacio numerablemente K-determinado y sea
H ⊂ C∗(X) uniformemente acotado y ε-relativamente numerablemente com-
pacto. Entonces tendremos que

d̂(H
RX

, C∗(X)) ≤
3ε

2
.

Demostración. Basta aplicar el Corolario anterior y el Teorema 1.6.

Corolario 4.10. Si X un espacio numerablemente K-determinado, entonces
(C(X), τp) es angélico.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 4.7 y el Corolario 4.8 para ε = 0.
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Caṕıtulo 5

Preliminares de análisis
funcional

5.1 Topoloǵıas compatibles con pares duales

En esta sección vamos a ver las relaciones que existen entre las distintas
topoloǵıas definidas sobre un espacio vectorial que tiene asociado el mismo
espacio dual. Recordamos que para un espacio localmente convexo E denota-
mos por E∗ su dual algebraico (es decir, el conjunto de aplicaciones lineales
de E en R) y por E ′ denotamos a dual topológico (es decir, el conjunto de
las aplicaciones lineales y continuas de E en R).

Definición 5.1. Un par dual 〈F, G〉 son dos espacios vectoriales F y G y
una aplicación bilineal 〈·, ·〉 : F × G → R satisfaciendo:

(i) Si 〈x, y〉 = 0 para cada x ∈ F , entonces y = 0.
(ii) Si 〈x, y〉 = 0 para cada y ∈ G, entonces x = 0.

Si X es un espacio de Banach con dual topológico X∗ tendremos que
〈X, X∗〉 es un par dual junto con la aplicación bilineal 〈x, x∗〉 = x∗(x) para
cada (x, x∗) ∈ X × X∗. Análogamente, si E es un espacio topológico local-
mente convexo con dual E ′ tendremos que 〈E, E ′〉 es un par dual.

Definición 5.2. Sea 〈F, G〉 un par dual y sea A un subconjunto de F . Lla-
maremos polar (absoluta) de A al subconjunto de G dado por

A◦ = {y ∈ G : |〈x, y〉| ≤ 1 para todo x ∈ A}.

Definición 5.3. Sea E un espacio vectorial y F un subespacio de E∗ que se-
para puntos de E. Se dice que una familia G de conjuntos σ(F, E)-acotados en
F es saturada si G es cerrada respecto a tomar múltiplos escalares y clausuras
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σ(F, E)-cerradas absolutamente convexas de sus elementos y además, para
todo G1, G2 ∈ G existe G3 ∈ G tal que G1 ∪ G2 ⊂ G3.

Definición 5.4. Sea G una familia saturada tal que
⋃

G∈G G separa puntos
de E. Se define la topoloǵıa τG en E como la topoloǵıa de convergencia uni-
forme sobre G, es decir, la generada por la base local de entornos del origen
{U(G, ε) : G ∈ G} donde U(G, ε) = {y ∈ E : |g(y)| ≤ ε para todo g ∈ G}.

Nótese que τG es una topoloǵıa localmente convexa que, debido a que⋃
G∈G G separa puntos, es Hausdorff.

Lema 5.1. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo y sea

G = {U◦ : Ues un entorno equilibrado de 0}.

Entonces G es una familia saturada que cubre E ′ y τ = τG.

Demostración. Está claro que G cubre a E ′ y también tendremos que es
saturada ya que A◦ ∪ B◦ ⊂ (A ∩ B)◦.

Tomemos V un τ -entorno de 0. Como τ es una topoloǵıa localmente
convexa podemos suponer que V es τ -cerrado, convexo y equilibrado. En tal
caso tendremos que V ◦ ∈ G y que V = (V ◦)◦ es un abierto en τG.

Sea ahora V un τG-entorno de 0. Por definición de G, podemos suponer
que V = εU(G, 1), donde G = U◦ para algún τ -entorno U de 0. En tal caso
tendremos que U(G, 1) = G◦ = (U◦)◦ ⊃ U y por lo tanto, V ⊃ εU es un
τ -entorno de 0.

Definición 5.5. Sea 〈F, G〉 un par dual. La topoloǵıa de Mackey, que de-
notaremos por µ(F, G), se define como la topoloǵıa en F de la convergencia
uniforme sobre todos los conjuntos equilibrados convexos σ(G, F )-compactos
de G.

Denotemos por R a la clase de todos los conjuntos equilibrados convexos
w∗-compactos de E ′. Tendremos claramente que R es una familia satura-
da tal que

⋃
R∈R R separa puntos y µ(E, E ′) = τR, y por lo tanto, por el

Lema 5.1 tendremos que τ es más gruesa que µ(E, E ′), ya que si U es un
entorno equilibrado de 0, entonces U◦ es equilibrado y convexo en E ′ y por
el Teorema de Alaoglu también que es w∗-compacto. La demostración del
siguiente Teorema está sacada de [24].

Teorema 5.2 (Mackey, Arens). Sea E un espacio localmente convexo. La
topoloǵıa de Mackey µ(E, E ′) es la topoloǵıa localmente convexa más fina
sobre E que tiene a E ′ como espacio dual.
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Demostración. Por el comentario anterior tendremos que toda topoloǵıa so-
bre E que tiene como dual a E ′ es más gruesa que µ(E, E ′).

Veamos que (E, µ(E, E ′))′ = E ′. Consideremos E∗ el dual algebraico de
E y sea f un funcional lineal µ(E, E ′)-continuo sobre E. Tendremos que
existe un conjunto equilibrado convexo w∗-compacto K de E ′ y ε > 0 ta-
les que supx∈U(K,ε) |f(x)| < 1, es decir, f ∈ U(K, ε)◦. Por otro lado, como
U(K/ε, 1) = U(K, ε), podemos suponer que ε = 1 y por lo tanto, f perte-
nece al polar (K◦)◦ de K◦ en E∗. Como E ′ ⊂ E∗ tendremos que K también
es un conjunto equilibrado convexo w∗-compacto en E∗. Por el Teorema del
bipolar aplicado al par dual 〈E∗, E〉 tendremos que f ∈ (K◦)◦ = K ⊂ E ′

con lo que queda demostrado que (E, µ(E, E ′)) ⊂ E ′ y con ello termina la
prueba puesto que la inclusión contraria es inmediata.

Corolario 5.3 (Teorema de Mackey de las topoloǵıas compatibles).
Sea (E, τ) un espacio localmente convexo y sea F ⊂ E∗. Entonces (E, τ)′ = F
si, y sólo si,

σ(E, F ) ⊂ τ ⊂ µ(E, F ).

En este caso se dice que τ es compatible con el par dual 〈E, F 〉.

Gracias a los teoremas de separación podemos demostrar que los conjun-
tos convexos y cerrados coinciden en todas las topoloǵıas compatibles.

Proposición 5.4. Sea 〈E, F 〉 un par dual, entonces los conjuntos convexos
y cerrados de E son los mismos para todas las topoloǵıas compatibles.

Demostración. Sea τ una topoloǵıa compatible con el par dual 〈E, F 〉. Es
suficiente ver que todo subconjunto convexo A es τ -cerrado si, y sólo si, es
σ(E, F )-cerrado. Está claro que si es σ(E, F )-cerrado entonces es τ -cerrado
ya que σ(E, F ) ⊂ τ . Supongamos ahora que A es τ -cerrado y sea B la
clausura de A en la topoloǵıa σ(E, F ). Si suponemos que B 6= A, entonces
existe x ∈ B\A. Como A es convexo y τ -cerrado y {x} es convexo y compacto,
entonces existe f ∈ (E, τ)′ = F y α ∈ R tales que

sup
z∈A

f(z) < α < f(x)

y por lo tanto el conjunto {z ∈ E : f(z) > α} es un entorno abierto en la
topoloǵıa σ(E, F ) de x que no corta con A lo que es imposible ya que x ∈ B.
Por lo tanto A = B, es decir, A es σ(E, F ) cerrado.

El siguiente Lema establece una relación entre los subconjuntos completos
de ciertas topoloǵıas localmente convexas del mismo espacio vectorial. En
particular, vamos a conseguir relacionar la completitud en una topoloǵıa
compatible con la completitud en µ(E, F ).
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Lema 5.5. Si τ1 y τ2 son dos topoloǵıas localmente convexas de un espacio
vectorial E con τ1 más fina que τ2 y tales que τ1 tiene una base de entornos
de 0 que son cerrados en τ2, entonces todo subconjunto τ2-completo de E
es τ1-completo. En particular, si τ es una topoloǵıa compatible con el par
dual 〈E, F 〉 y A ⊂ E es τ -completo, entonces A es completo para todas las
topoloǵıas compatibles más finas y por lo tanto es µ(E, F )-completo.

Demostración. Sea A un subconjunto de E τ2-completo y sea (xj)j∈J ⊂ A
una τ1-red de Cauchy. Tendremos entonces que (xj)j∈J es una τ2-red de Cau-
chy y por lo tanto existe x ∈ A tal que la red converge a x en la topoloǵıa
τ2. Sea U una base de entornos de 0 en la topoloǵıa τ1 que sean τ2 cerrados
y sea U ∈ U . Tendremos por un lado que existe jU tal que si jU ≤ j y
jU ≤ j′, entonces xj − xj′ ∈ U . Tomando ĺımites en j′ en la topoloǵıa τ2 y
teniendo en cuenta que U es τ2-cerrado tendremos que xj − x ∈ U y por lo
tanto, xj ∈ (x + U) ∩ A para todo j ≥ jU y con ello demostramos que A es
τ1-completo.

5.2 Teorema de completitud de Grothendieck

En esta sección vamos a ver como se puede construir un modelo para la
compleción de un espacio localmente convexo. Empecemos primero con el
siguiente lema.

Lema 5.6 (Lema de aproximación). Sea E un espacio localmente conve-
xo, S un subconjunto absolutamente convexo cerrado de E y x∗ : E → R una
forma lineal. Son equivalentes:

(i) x∗|S es continua.
(ii) Para cada ε > 0 existe x′ ∈ E ′ tal que |x′(x) − x∗(x)| < ε para todo

x ∈ S.

Demostración. La implicación (ii)⇒(i) es inmediata ya que el ĺımite uniforme
de redes de funciones continuas es una función continua.

Veamos la implicación (i)⇒(ii). Como x∗|S es continua, fijado ε > 0 existe
un entorno del origen absolutamente convexo cerrado U tal que |x∗(x)| < ε
para cada x ∈ U

⋂
S y por lo tanto, x∗ ∈ ε(U

⋂
S)◦, donde este polar

está tomado en el espacio dual 〈E, E∗〉. Como U y S son absolutamente
convexos y σ(E∗, E) cerrados, por el Teorema del bipolar tendremos que
(U◦

⋃
S◦)◦ = U◦◦

⋂
S◦◦ = U

⋂
S y aplicando polares a esta igualdad tendre-

mos que (U
⋂

S)◦ = (U◦
⋃

S◦)◦◦ ⊂ U◦ + S◦σ(E∗,E)
. Por otro lado, como U◦

es σ(E∗, E) compacto, tendremos que U◦ + S◦ es σ(E∗, E)-cerrado y por lo
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tanto, x∗ ∈ ε(U
⋂

S)◦ ⊂ ε(U◦ + S◦) y como U◦ ⊂ E ′, tendremos que existe
x′ ∈ E ′ tal que x∗ − x′ ∈ εS◦, es decir,

|x∗(x) − x′(x)| < ε para todo x ∈ S

con lo que termina la prueba.

Teorema 5.7. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo y E la familia de
los equicontinuos de E ′. Sea

Ê = {x∗ ∈ (E ′)∗ : x∗|H es σ(E ′, E)-continuo para cada H ∈ E}.

El espacio Ê dotado de la topoloǵıa τ̂ de convergencia uniforme sobre E es
un modelo para la compleción de (E, τ).

Demostración. Por el Lema 5.1 tendremos que si consideramos la inclusión
natural ·̂ : (E, τ) → (Ê, τ̂) obtenemos una aplicación continua. Como cada

x∗ ∈ Ê restringido a equicontinuos absolutamente convexos σ(E ′, E)-cerra-
dos es una aplicación continua, tendremos por el Lema 5.6 aplicado al espacio
(E, σ(E ′, E)) que podemos aproximar x∗ uniformemente sobre cada H ∈ E

por elementos de E, con lo que obtenemos la densidad de E en Ê. Por
último, nos queda ver que (Ê, τ̂) es un espacio completo. Si cogemos una
red de Cauchy sobre este espacio, tendremos que es puntualmente de Cauchy
sobre E ′ por lo que es puntualmente convergente sobre E ′ a una aplicación
lineal y debido a que los ĺımites uniformes de redes de funciones continuas son
continuos, tendremos que el ĺımite de esta red es continuo para cada H ∈ E
por lo que obtenemos que el ĺımite permanece en Ê y por lo tanto el espacio
es completo.

De forma inmediata obtendremos:

Corolario 5.8 (Criterio de completitud de Grothendieck). Un espacio
localmente convexo E es completo si, y sólo si, todo ϕ ∈ E ′∗ cuya restricción
a conjuntos equicontinuos es σ(E ′, E)-continuo es un elemento de E.

5.3 Toneles y discos de Banach

Definición 5.6. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo. Se dice que un
subconjunto A es un τ -tonel (o simplemente un tonel cuando esté claro cuál
es la topoloǵıa sobre la que trabajamos) si es un subconjunto cerrado absolu-
tamente convexo que absorbe puntos. Se dice que E es tonelado si todo tonel
es un entorno de 0.
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En esta sección vamos a ver algunos espacios que son tonelados. Empe-
cemos recordando algunas definiciones.

Definición 5.7. Un espacio topológico se llama de Baire si la intersección
de cualquier sucesión de abiertos densos es un conjunto denso.

Obsérvese que tomando complementarios, tendremos que un espacio es
de Baire si, y sólo si, la unión de cualquier sucesión de cerrados con interior
vaćıo tiene interior vaćıo.

Proposición 5.9. Sea X un espacio topológico. Si X es un espacio topológico
localmente compacto, o X es un espacio métrico completo, entonces X es un
espacio de Baire.

Demostración. Vamos a hacer la prueba para espacio métrico completo. Pa-
ra espacio localmente compacto se haŕıa con las mismas ideas. Tomemos
(Gn)n una sucesión de abiertos densos. Para demostrar que

⋂
n Gn es denso

tenemos que ver que dicho conjunto tiene intersección no vaćıa con cual-
quier abierto V de X. Por la densidad de G1 en X tendremos que G1

⋂
V

es no vaćıo. Tomemos x1 ∈ X y r1 < 1 tales que B[x1, r1] ⊂ V
⋂

G1.
Por la densidad de G2 en X, existe x2 ∈ X y r2 < 1/2 de modo que
B[x2, r2] ⊂ G2

⋂
B(x1, r1) ⊂ G1

⋂
G2

⋂
V . Por inducción construimos una

sucesión (xn)n ∈ X y (rn)n ∈ (0,∞) con rn < 1/n, de modo que se cumpla
que B[xn, rn] ⊂ Gn

⋂
B(xn−1, rn−1) ⊂ G1

⋂
G2 . . . Gn

⋂
V . Por construcción,

la sucesión (xn)n es una sucesión de Cauchy por lo que converge hacia un
x ∈ X. Para cada n ∈ N, tendremos que como B[xn, rn] es cerrado, entonces
x ∈ B[xn, rn] ⊂ Gn

⋂
V y por lo tanto x ∈ V

⋂
(
⋂

n Gn) 6= ∅.

En particular tendremos que los espacios de Banach y los espacios de
Fréchet son de Baire, y de aqúı, por la siguiente Proposición podremos de-
ducir que también son tonelados.

Proposición 5.10. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo de Baire, en-
tonces (E, τ) es tonelado.

Demostración. Sea A un tonel, entonces como A absorbe puntos, tendremos

que E =
⋃

n∈N

nA, y por lo tanto, la unión de la sucesión (nA)n tiene interior

no vaćıo y como el espacio es de Baire, tendremos que existe n ∈ N tal que
nA tiene un punto interior. Como estamos en un espacio vectorial topológico,
esto equivale a decir que A tiene un punto interior. Sea x un punto interior
y U ⊂ A un entorno abierto de x contenido en A. Entonces el conjunto

V = −
1

2
x +

1

2
U
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es un abierto que está contenido en A por ser absolutamente convexo y
además contiene al 0. Por lo tanto, 0 es un punto interior de A.

Definición 5.8. Dado un conjunto A absolutamente convexo y absorbente
de un espacio vectorial E, se define el funcional de Minkowski de A como

MA(x) = ı́nf{t > 0 : x ∈ tA}

para x ∈ E.

Definición 5.9. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo. Se dice que un
subconjunto B acotado, absolutamente convexo y absorvente es un disco de
Banach si (span B,MB) es un espacio de Banach.

Proposición 5.11. La imagen mediante una aplicación lineal y continua de
un disco de Banach es un disco de Banach.

Demostración. Sea T : (E, τ) → (F, τ ′) una aplicación lineal y continua entre
dos espacios localmente convexos y sea B ⊂ E un disco de Banach. Entonces
T (B) es un conjunto acotado por ser T continua y absolutamente convexo
por ser T lineal. Para ver que (span T (B),MT (B)) es un espacio de Banach

es suficiente ver que para toda sucesión (zn)n con MT (B)(zn) <
1

2n
, la serie

∞∑

n=1

zn es convergente. Veamos primero que dado zn, existe xn ∈ span B tal

que T (xn) = zn y además MB(xn) < 1
2n−1 . Para ello es suficiente ver que

dado z ∈ span T (B) y ε > 0 existe x ∈ span B tal que T (x) = z y además
MB(x) ≤ MT (B)(z) + ε. Pero esto es inmediato ya que como

w =
z

MT (B)(z) + ε
∈ T (B),

entonces existe y ∈ B tal que T (y) = w y por lo tanto x = (MT (B)(z) + ε)y
cumple lo que queŕıamos. Aśı que podemos construir una sucesión (xn)n

cumpliendo las condiciones deseadas. Como (span B,MB) es un espacio de

Banach, la serie
∞∑

n=1

xn es convergente por ser de Cauchy y de aqúı tendremos

que entonces la serie
∞∑

n=1

yn es convergente ya que yn = T (xn) y la aplicación

T : (span B,MB) → (span T (B),MT (B))

es lineal y continua.
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Proposición 5.12. Sea B un disco de Banach de un espacio topológico
(E, τ), entonces B es absorbido por todo τ -tonel.

Demostración. Como B es acotado, tendremos que la inclusión

i : (span B,MB) →֒ (E, τ)

es una aplicación continua. Sea A un τ -tonel, tendremos en tal caso que el
conjunto A∩ span B = i−1(A) es absolutamente convexo, absorbe los puntos
de span B y es MB-cerrado en span B por ser i continua. Ahora bien, por la
Proposición 5.10 sabemos que (span B,MB) es tonelado, aśı que i−1(A) es
un MB-entorno de 0. Por otro lado, como B es acotado en (span B,MB),
tendremos que es absorbido por MB-entornos de 0. En particular, B es ab-
sorbido por i−1(A) = A ∩ span B y por lo tanto es absorbido por A.

Lema 5.13. Todo subconjunto convexo relativamente numerablemente com-
pacto Q de un espacio localmente convexo E está contenido en un disco de
Banach D ⊂ E. En particular, Q es absorbido por cada tonel de E.

Demostración. Sea Ê la compleción de E dada en el Teorema 5.7. Como Q
es acotado, la aplicación

T : ℓ1(Q) → Ê
(ξq)q  

∑
q ξqq

está bien definida, es lineal y continua y por lo tanto T (B), con B la bola

unidad de ℓ1(Q), es un disco de Banach en Ê que claramente contiene a Q.
Veamos que T (B) ⊂ E. Supongamos primero que (ξn)n cumple que ξn > 0

para todo n ∈ N. Sea sN =

N∑

n=1

ξn, s = ĺım
N→∞

sN y sea xn ∈ Q. Entonces

∞∑

n=1

ξnxn = ĺım
N→∞

sN

N∑

n=1

ξn

sN

xn = s ĺım
N→∞

N∑

n=1

ξn

sN

xn ∈ E

ya que Q es convexo y relativamente numerablemente compacto en E. Para
ver el caso general basta separar (ξq)q en elementos positivos y negativos y
hacer las sumas correspondientes por separado. Por lo tanto, como T (B) es

un disco de Banach en Ê y como está contenido en E, T (B) es un disco de
Banach en E que contiene a Q.
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5.4 Teorema de Eberlein-Grothendieck

Usando el Teorema 2.8 vamos a ver la relación entre compacidad e intercam-
bio de ĺımites en el caso de un espacio localmente convexo.

Teorema 5.14 (W.F.Eberlein, A.Grothendieck). Sea (E, τ) un espacio
localmente convexo, sea B ⊂ E un conjunto convexo y τ -completo. Entonces
para A ⊂ B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente numerablemente compacto.
(ii) A es débilmente relativamente compacto.

(iii) A es acotado e intercambia ĺımites dobles con todos los subconjuntos
τ -equicontinuos de E ′.

Demostración. Es inmediato que (ii) implica (i). En los tres casos tenemos
que A es acotado, aśı que para cada entorno U de 0 en E, dotando a U◦ con
la topoloǵıa débil (y por lo tanto U◦ es compacto) existe λ > 0 tal que

KU : (A, σ(E, E ′)) → (C(U◦, [−λ, λ]), wU◦)
x  x|U◦

está bien definida y es continua.

Veamos que (i) implica (iii). Por (i), dado U un entorno de 0 en E
tendremos que KU(A) es wU◦-relativamente numerablemente compacto en
C(U◦, [−λ, λ]) y por lo tanto, por el Teorema 2.8 tendremos que

KU(A) ∼ U◦

y de aqúı obtenemos que A intercambia ĺımites dobles con cada subconjunto
de E ′ τ -equicontinuo.

Veamos ahora (iii) implica (ii). Para ello es suficiente con ver que si E ′∗

es el dual algebraico de E ′, entonces A
σ(E′∗,E′)

⊂ E ya que entonces ten-

dremos que A
σ(E,E′)

= A
σ(E′∗,E′)

es σ(E, E ′)-compacto. Para ver esto, por
el criterio de completitud de Grothendieck (Corolario 5.7) basta ver que las

restricciones de z ∈ A
σ(E′∗,E′)

sobre conjuntos U◦ con U un entorno de 0, son
σ(E ′, E)-continuas. Por otro lado tendremos por el Teorema 2.8 que KU◦(A)
es wU◦-relativamente compacto en C(U◦, [−λ, λ]), y por lo tanto, los ĺımites
puntuales sobre U◦ de elementos x|U◦ con x ∈ A son σ(E ′, E)-continuos de
donde podemos deducir que z|U◦ es σ(E ′, E)-continuo.
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Caṕıtulo 6

Teorema de R. C. James

En 1950, R. C. James anunció que un espacio de Banach con base es reflexivo
si tiene la propiedad de que cada funcional lineal continuo alcanza su norma
en la bola unidad cerrada de todas sus normas equivalentes. En ese mismo
año, V. Klee probó este resultado sin necesidad de la base. En 1957, R. C.
James probó que la bola unidad cerrada de un espacio de Banach separable es
débilmente compacto (y por lo tanto el espacio es reflexivo) si todo elemento
del dual alcanza su supremo en la bola. En 1962 V. Klee conjeturó que esta
propiedad podŕıa ser una caracterización de compacidad débil para subcon-
juntos débilmente cerrados de un espacio de Banach separable. Finalmente,
en 1964, R. C. James publicó el Teorema que enunciamos a continuación,
sobre el que se va a centrar este caṕıtulo.

Teorema 6.1 (R. C. James). Sea E un espacio localmente convexo cua-
sicompleto (es decir, que todo subconjunto cerrado y acotado es completo).
Entonces un subconjunto acotado débilmente cerrado A ⊂ E es débilmente
compacto si, y sólo si, todo ϕ ∈ E ′ alcanza su supremo en A, es decir, existe
x ∈ A tal que ϕ(x) = sup{ϕ(y) : y ∈ A}.

Como consecuencia del teorema de James tenemos que en particular, un
espacio de Banach es reflexivo si, y sólo si, todo elemento del dual alcanza
su norma en la bola unidad.

6.1 Espacios de Banach separables

En el caso de un espacio de Banach separable, la demostración del Teorema
de James se simplifica bastante, como vamos a ver en esta sección. Para ello la
herramienta que vamos a usar es la desigualdad de Simons ([31, Lemma 2]).
Vamos a dar dos pruebas de esta desigualdad, una de ellas va a ser la original

65
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de [31] pero dividiéndola en dos partes para poder aprovechar posteriormente
parte de la demostración, y la otra prueba, más reciente y sencilla, es la dada
en [27]. De la prueba usada en [31] se puede extraer el siguiente Lema que
aparece en [32] donde se usa para demostrar el Teorema de James en espacios
de Banach.

Lema 6.2. Sea S un conjunto y sea (zn)n una sucesión acotada en ℓ∞(S).
Sea δ > 0, 1 > ε > 0 y sea An = conv{zi : i ≥ n}. Elijamos y1 ∈ A1 tal que

α1 = sup
S

y1 ≤ ı́nf
y∈A1

sup
S

y + δ(ε/2)

e ym+1 ∈ Am+1 tal que

αm+1 = sup
S

(
m+1∑

k=1

εk−1yk)

≤ ı́nf
y∈Am+1

sup
S

(
m∑

k=1

εk−1yk + εmy) + δ(ε/2)m+1.

Entonces, para cada m ∈ N tendremos que

ĺım
n→∞

αn ≥ αm +
εm

1 − ε
(α1 − (1 + ε)δ).

Demostración. Sea α0 = 0. Como (ym + εym+1)/(1 + ε) ∈ Am, por definición
de αm tendremos que

(1 + ε)αm ≤ sup[(1 + ε)
m−1∑

k=1

εk−1yk + εm−1ym + εmym+1] + δ(1 + ε)(ε/2)m

≤ sup(
m+1∑

k=1

εk−1yk) + ε sup(
m−1∑

k=1

εk−1yk) + δ(ε/2)m(1 + ε)

= αm+1 + εαm−1 + δ(ε/2)m(1 + ε).

De aqúı tendremos que

αm+1 − αm ≥ ε(αm − αm−1) − δ(ε/2)m(1 + ε),

de donde iterando deduciremos que

αm+1 − αm ≥ ε(αm − αm−1) − (1 + ε)δ(ε/2)m

≥ ε2(αm−1 − αm−2) − (1 + ε)δεm(1/2m + 1/2m−1)

≥ . . .

≥ εm(α1 − α0) − (1 + ε)δεm(1/2m + 1/2m−1 + · · · + 1/2)

≥ εm(α1 − (1 + ε)δ),
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aśı que para n > m tendremos que

αn − αm =

n−1∑

k=m

αk+1 − αk ≥ (α1 − (1 + ε)δ)

n−1∑

k=m

εk.

Por lo tanto

αn ≥ αm + εm 1 − εn−m

1 − ε
(α1 − (1 + ε)δ),

y tomando ĺımites tendremos que

ĺım
n→∞

αn ≥ αm +
εm

1 − ε
(α1 − (1 + ε)δ).

Teorema 6.3 (Desigualdad de Simons [31, Lemma2]). Sea S un con-
junto, (xn)n una sucesión acotada en ℓ∞(S) y sea T ⊂ S tal que si λn ≥ 0
con

∑∞
n=1 λn = 1, entonces existe t ∈ T tal que

∞∑

n=1

λnxn(t) = sup
s∈S

∞∑

n=1

λnxn(s).

Entonces

ı́nf{sup
s∈S

x(s) : x ∈ conv{xn : n ∈ N}} ≤ sup
t∈T

ĺım sup
n

xn(t).

Demostración. Sea C = {
∑∞

n=1 λnxn : λn ≥ 0 y
∑∞

n=1 λn = 1}. Considere-
mos ahora

m = ı́nf{sup
s∈S

x(s) : x ∈ conv{xn : n ∈ N}},

M = sup{sup
s∈S

x(s) : x ∈ conv{xn : n ∈ N}}.

Claramente tendremos que −∞ < m ≤ M < +∞. Sea δ > 0 arbitrario y
tomemos ε ∈ (0, 1) tal que

m − δ(1 + ε) − Mε ≥ (m − 2δ)(1 − ε).

Sea Cn = conv{xp : p ≥ n} y por inducción elijamos yn ∈ Cn tal que

sup
s∈S

(
∑

p≤n

εp−1yp(s)

)

≤ ı́nf
y∈Cn

sup
s∈S

(
∑

p≤n−1

εp−1yp(s) + εn−1y(x)

)

+ δ(
λ

2
)n.
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Aplicando ahora el Lema 6.2 tendremos que

sup
s∈S

z(s) − sup
s∈S

zn−1(s) ≥
εm

1 − ε
(m − (1 + ε)δ),

donde

z0 = 0, zn =

n∑

p=1

λp−1yp y z =

∞∑

n=1

λn−1yn.

Como yn ∈ C para todo n tendremos que (1 − λ)z ∈ C. Por hipótesis existe
un t ∈ T tal que z(t) = sups∈S z(s). Para n ≥ 1 tendremos

εn−1yn(t) = z(t) − zn−1(t) −
∑

p≥n+1

εp−1yp(s)

≥ sup
s∈S

z(s) − sup
s∈S

zn−1(s) −
∑

p≥n+1

εp−1M

≥
εn−1

1 − ε
(m − δ(1 + ε)) −

εn

1 − ε
M.

Por la elección de ε, tendremos que yn(t) ≥ m − 2δ para todo n ≥ 1. Co-
mo yn ∈ Cn, obtendremos que para cada n ≥ 1, existe kn ≥ n tal que
xkn

(t) ≥ m − 2δ y por lo tanto u(t) = ĺım supn xn(t) ≥ m − 2δ, aśı que

sup
t∈T

u(t) ≥ m − 2δ = ı́nf{sup
s∈S

x(s) : x ∈ conv{xn : n ∈ N}} − 2δ

y como δ era arbitrario terminamos la prueba.

Veamos ahora la prueba dada en [27] que es más sencilla puesto que no
usa el Lema 6.2.

Demostración. (Oja [27]) Para x ∈ ℓ∞(X) denotemos σ(x) = sups∈S x(s)
y sea Ck = {

∑∞
n=k λnxn : λn ≥ 0,

∑∞
n=k λn = 1} para k ∈ N. Si x ∈ C1

tendremos que es de la forma

∞∑

n=1

λnxn

con cada λ ≥ 0 y
∑∞

n=1 λn = 1. Sea m tal que λm > 0. Si para cada k ≥ m
tomamos

zk =

k∑

i=1

λi∑k
n=1 λn

xi
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tendremos que (zk)k converge uniformemente a x. Por otro lado tendremos
que zk ∈ conv{xn : n ∈ N} para k ≥ m por lo que

ı́nf{σ(x) : x ∈ conv{xn}
∞
n=1} = ı́nf{σ(x) : x ∈ C1}

aśı que es suficiente con demostrar que

ı́nf
x∈C1

σ(x) ≤ sup
t∈T

ĺım sup
n

xn(t) =: σT .

Sea ε > 0. Elijamos inductivamente zk ∈ Ck tal que se cumpla

σ(2kvk + zk+1) ≤ ı́nf
z∈Ck+1

σ(2kvk + z) +
ε

2k+1
(6.1)

para k = 0, 1, 2, . . . , donde v0 = 0 y vk =
∑k

n=1

zn

2n
. Sea v =

∑∞
n=1

zn

2n
. Como

zk+1 = 2k+1vk+1 − 2k+1vk y yk := 2kv − 2kvk =

∞∑

n=k+1

2kzn

2n
∈ Ck+1, por (6.1)

tendremos para k = 0, 1, 2, . . . que

σ(2k+1vk+1 − 2kvk) ≤ σ(2kv) +
ε

2k+1
= 2kσ(v) +

ε

2k+1
. (6.2)

Como v ∈ C1, existe t ∈ T satisfaciendo que v(t) = σ(v). Como
m−1∑

k=0

2k = 2m−1,

de (6.2), para m ∈ N tendremos que

2mvm(t) =
m−1∑

k=0

(2k+1vk+1 − 2kvk)(t) ≤ (2m − 1)σ(v) + ε = 2mv(t) − σ(v) + ε.

Aśı que σ(v) ≤ 2mv(t)−2mvm(t)+ε = ym(t)+ε, y como ym ∈ Cm tendremos
que existe km ≥ m tal que σ(v) ≤ xkm

(t) + ε, y de aqúı

ı́nf
x∈C1

σ(x) ≤ ĺım sup
m

xm(t) + ε

con lo que termina la prueba por ser ε arbitrario.

Observación 6.4. En la desigualdad de Simons tenemos la hipótesis de que
todas las combinaciones convexas infinitas alcancen su supremo en T . Esta
condición no puede ser debilitada a combinaciones convexas finitas. Tomemos
por ejemplo T = S = N y (xn)n ∈ ℓ∞(N) la sucesión que vale 0 en sus n
primeros términos y 1 en el resto, claramente tendremos que no cumple dicha
hipótesis y tampoco se da la desigualdad.
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La prueba del teorema de James para espacios de Banach separables que
vamos a hacer, es la que se muestra en [9]. De hecho lo que se demuestra es
el siguiente resultado.

Teorema 6.5. Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto de X no
vaćıo, cerrado, convexo, separable y acotado. Entonces B es débilmente com-
pacto si, y sólo si, todos los elementos de X∗ alcanzan su supremo sobre
B.

Demostración. Veamos la implicación no trivial. Supongamos que todos los
elementos de X∗ alcanzan su supremo sobre B y supongamos que B no es
débilmente compacto. Tendremos entonces que la w∗-clausura de B en X∗∗

se sale de X. Sea b0 ∈ B
w∗

\X. Por el teorema de Hahn-Banach podemos
elegir u ∈ X∗∗∗, ‖u‖ = 1 y α > 0 tal que

u(b0) > α > sup
b∈B

u(b).

Sea (bn)n una sucesión densa en norma en B. Como u es un elemento de
la σ(X∗∗∗, X∗∗)-clausura de BX∗ , tendremos que para cada n ∈ N existe

xn ∈ BX∗ tal que xn(b0) > α y |(xn − u)(bk)| <
1

n
para 1 ≤ k ≤ n. Por

la equicontinuidad de los xn y ser {bn : n ∈ N} denso en B tendremos que
(xn)n converge puntualmente sobre B a u. Si

∑
n λn = 1 con λn ≥ 0, debido

a que estamos en un espacio Banach tendremos que
∑

n λnxn ∈ X∗ y por
hipótesis alcanza su supremo en B. Podremos entonces aplicar la desigualdad
de Simons (Teorema 6.3) a S = T = B y (xn)n obteniendo que

sup{u(b) : b ∈ B} ≥ ı́nf{sup
b∈B

x(b) : x ∈ conv{xn}
∞
n=1}

≥ ı́nf{x(b0) : x ∈ conv{xn}
∞
n=1} ≥ α

lo que es imposible por elección de α.

6.2 Demostración del teorema de James

La demostración que vamos a dar aqúı es la que aparece en [17] que es
una adaptación con unas ligeras modificaciones de la prueba dada en [29].
Para empezar vamos a demostrar la siguiente Proposición que originalmente
aparece en [29] y que puede ser bastante útil independientemente del Teorema
de James, como por ejemplo podremos apreciar en la Sección 7.1.
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Proposición 6.6 (J. D. Pryce [29]). Sea (fn)n una sucesión en ℓ∞(X)
uniformemente acotada y sea D ⊂ ℓ∞(X) un subconjunto separable. Entonces
existe una subsucesión (fnk

)k de (fn)n tal que

sup
x∈X

ĺım sup
k→∞

(h − fnk
)(x) = sup

x∈X
ĺım inf

k→∞
(h − fnk

)(x)

ı́nf
x∈X

ĺım sup
k→∞

(h − fnk
)(x) = ı́nf

x∈X
ĺım inf

k→∞
(h − fnk

)(x)

para cada h ∈ D.

Demostración. Vamos a probar que existe una subsucesión que cumple la
primera igualdad. Para conseguir que cumpla también la segunda igualdad
basta con repetir en la sucesión obtenida un razonamiento análogo al que va-
mos a presentar aqúı. Debido a que D es separable y a que la aplicación sup

x∈X
(·)

es continua en ℓ∞(X) podemos suponer que D es un conjunto numerable.
Pongamos D = {k1, k2, k3, . . . }. Definamos (hn)n como la sucesión

k1, k1, k2, k1, k2, k3, k1, k2, k3, k4, . . .

con lo que tendremos que cada elemento de D se repite infinitas veces en dicha
sucesión. Como (fn)n es uniformemente acotada tendremos que ĺım infm→∞ fm

existe en ℓ∞(X). Por la definición de supremo, existe un x1 ∈ X tal que

(h1 − ĺım inf
m→∞

fm)(x1) ≥ sup
x∈X

(h1 − ĺım inf
m→∞

fm)(x) − 1

y por otro lado, existe una subsucesión (f 1
m)m de (fm)m tal que

ĺım
m→∞

f 1
m(x1) = ĺım inf

m→∞
fm(x1).

Suponiendo que por inducción hemos tomado xn−1 ∈ X y una subsucesión
(fn−1

m )m, elegimos ahora un xn ∈ X tal que

(hn − ĺım inf
m→∞

fn−1
m )(xn) ≥ sup

x∈X
(hn − ĺım inf

m→∞
fn−1

m )(x) −
1

n

y una subsucesión (fn
m)m de (fn−1

m )m tal que

ĺım
m→∞

fn
m(xn) = ĺım inf

m→∞
fn−1

m (xn).

Si tomamos la subsucesión (fk
k )k de (fn)n tendremos que (fk

k )k≥n es una
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subsucesión de (fn
m)m y por lo tanto

sup
x∈X

(hn − ĺım inf
k→∞

fk
k )(x) ≥ sup

x∈X
(hn − ĺım sup

k→∞
fk

k )(x)

≥ hn(xn) − ĺım sup
k→∞

fk
k (xn)

= hn(xn) − ĺım
m→∞

fn
m(xn)

≥ sup
x∈X

(hn − ĺım inf
m→∞

fn−1
m )(x) −

1

n

≥ sup
x∈X

(hn − ĺım inf
k→∞

fk
k )(x) −

1

n
.

Sea h ∈ D, tendremos entonces que para cada n tal que h = hn se cumple
que

sup
x∈X

(h− ĺım inf
k→∞

fk
k )(x) ≥ sup

x∈X
(h− ĺım sup

k→∞
fk

k )(x) ≥ sup
x∈X

(h− ĺım inf
k→∞

fk
k )(x)−

1

n

y como hay infinitos n ∈ N tales que h = hn tendremos que

sup
x∈X

ĺım sup
k→∞

(h − fk
k )(x) = sup

x∈X
ĺım inf

k→∞
(h − fk

k )(x)

por lo que tomando fnk
= fk

k terminaremos la prueba.

La prueba del Teorema de James se va a reducir a estudiar espacios
ℓ∞(X) donde la Proposición anterior es bastante útil. En ℓ∞(X) usaremos
el sublineal p(f) = sup

x∈X
f(x) por lo que nos serán útiles algunas propiedades

sobre sublineales que vamos a ver a continuación.

Lema 6.7. Sea E un espacio vectorial y p : E → R un sublineal. Sea α > 0,
B ⊂ E un conjunto convexo y v0 ∈ E tal que

ı́nf
y∈B

p(v0 + y) > 1 + p(v0),

entonces existe un y0 ∈ B tal que

ı́nf
y1,y2∈B

p(v0 + y1 + αy2) > α + p(v0 + y0).

Demostración. Sea δ := ı́nfy∈B p(v0 + y) − p(v0) − 1 > 0. Tomemos y0 ∈ B
tal que

ı́nf
y∈B

p(v0 + y) ≥ p(v0 + y0) −
α

2
δ. (6.3)
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Para y1, y2 ∈ B arbitrarios tomemos

z :=
y1 + αy2

1 + α
∈ B.

Tendremos entonces que

(1 + α)(v0 + z) = v0 + y1 + αy2 + αv0

y por lo tanto

(1 + α)p(v0 + z) ≤ p(v0 + y1 + αy2) + αp(v0).

De aqúı tendremos que

p(v0 + y1 + αy2) ≥ (1 + α)p(v0 + z) − αp(v0)

≥ (1 + α) ı́nf
y∈B

p(v0 + z) − αp(v0)

≥ α(1 + δ) + ı́nf
y∈B

p(v0 + y) ≥ α +
α

2
δ + p(v0 + y0)

donde la tercera desigualdad sale de la hipótesis del enunciado y la cuarta
desigualdad sale de (6.3). Por lo tanto

ı́nf
y1,y2∈B

p(v0 + y1 + αy2) ≥ α +
α

2
δ + p(v0 + y0) > α + p(v0 + y0).

A partir de este lema podemos obtener el siguiente resultado.

Proposición 6.8. Sea E un espacio vectorial y p : E → R un sublineal. Sea
(βn)n una sucesión de números positivos y B1 ⊃ B2 ⊃ B3 ⊃ . . . una sucesión
de subconjuntos convexos contenidos en E. Si

ı́nf
y∈B1

p(y) > 1,

entonces existe una sucesión (yn)n con yn ∈ Bn tal que

p(

N∑

n=1

βnyn) > βN + p(

N−1∑

n=1

βnyn).
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Demostración. Si encontramos una sucesión (yn)n con yn ∈ Bn tal que

ı́nf
y∈BN

p(
1

βN

N−1∑

n=1

βnyn + y) > 1 + p(
1

βN

N−1∑

n=1

βnyn),

como y ∈ BN la prueba estaŕıa terminada. Veamos esto por inducción sobre
N . El caso N = 1 es la hipótesis del enunciado. Supongamos que hemos
encontrado y1, . . . , yN−1 cumpliendo la desigualdad. Entonces, aplicando el
Lema 6.7 a

B := BN , v0 :=
1

βN

N−1∑

n=1

βnyn y α :=
βN+1

βN

tendremos que existe un z tal que

ı́nf
z1,z2∈BN

p(
1

βN

N−1∑

n=1

βnyn + z1 +
βN+1

βN

z2) >
βN+1

βN

+ p(
1

βN

N−1∑

n=1

βnyn + z).

En particular, tomando z =: yN y dividiendo la desigualdad entre α tendre-
mos que

ı́nf
y∈BN+1

p(
1

βN+1

N∑

n=1

βnyn + y) ≥ ı́nf
y∈BN

p(
1

βN+1

N∑

n=1

βnyn + y)

≥ ı́nf
z1,z2∈BN

p(
1

βN+1

N−1∑

n=1

βnyn +
βN

βN+1
z1 + z2)

> 1 + p(
1

βN+1

N∑

n=1

βnyn).

Del siguiente teorema podremos obtener fácilmente el teorema de James.

Teorema 6.9 (del doble ĺımite de James). Sea (L, τ) un espacio lo-
calmente convexo, sea X un conjunto, T : L → ℓ∞(X) un operador lineal
τ -wX-continuo y Q ⊂ L un subconjunto convexo relativamente numerable-
mente compacto en L. Si todas las funciones Ty, y ∈ L alcanzan su supremo
en X, entonces T (Q) es uniformemente acotado en X y T (Q) ∼ X (inter-
cambian ĺımites).
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Demostración. Podemos suponer que L ⊂ ℓ∞(X), τ = wX |L y T es la in-
clusión ya que vamos a trabajar con T (L) y T (Q). Aplicando el Lema 5.13
tendremos que Q está contenido en un disco de Banach de L que a su vez es
un disco de Banach en ℓ∞(X) y por lo tanto, por la Proposición 5.12, Q es
absorbido por todos los toneles de ℓ∞(X). En particular, Q es absorbido por

{f : X → R| ‖f‖∞ ≤ 1},

es decir, Q es uniformemente acotado en X.

Supongamos ahora que Q ≁ X. Tendremos entonces que existen suce-
siones (fn)n ∈ Q y (xm)m ∈ X tales que los siguientes ĺımites existen y se
cumple que

ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

fn(xm) > ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

fn(xm).

Si cambiamos Q por λQ seguiŕıamos estando en las hipótesis del teorema y
por lo tanto podemos suponer que

ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

fn(xm) > ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

fn(xm) + 3,

en otras palabras, existe un n0 tal que si n > n0 entonces

ĺım
m→∞

[fn(xm) − ĺım
i→∞

fi(xm)] ≥ 3.

Podemos entonces suponer que para todo n ∈ N existe un m0 tal que si
m > m0 entonces

fn(xm) − ĺım
i→∞

fi(xm) ≥ 2. (6.4)

Si tomamos D := span{fn}, aplicando la Proposición 6.6 existe una subsuce-
sión que sin perdida de generalidad podemos suponer que de nuevo es (fn)n

tal que para todo h ∈ D

sup
x∈X

ĺım inf
i→∞

(h − fi)(x) = sup
x∈X

ĺım sup
i→∞

(h − fi)(x).

Sea Kn := conv{fm : m ≥ n}, entonces aplicando (6.4) tendremos que para
h =

∑N
n=1 λnfn ∈ K1 con

∑N
n=1 λn = 1 y λn ≥ 0 para n ∈ {1, 2, . . . , N}, se

cumple que

sup
x∈X

ĺım inf
i→∞

(h − fi)(x) = sup
x∈X

(

N∑

n=1

λn(fn − ĺım sup
i→∞

fi))(x)

≥
N∑

n=1

λn(fn(xm) − ĺım
i→∞

fi(xm))

≥
N∑

n=1

λn2 = 2
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donde hemos usado un m suficientemente grande.

Podemos entonces aplicar la Proposición 6.8 al sublineal p = supx∈X , una
sucesión cualquiera de números positivos (βn)n y a Bn = Kn − ĺım supi→∞ fi

por lo que existen gn ∈ Kn tales que

sup
x∈X

(
N∑

n=1

βn(gn − ĺım sup
i→∞

fi)(x)

)
> βN + sup

x∈X

(
N−1∑

n=1

βn(gn − ĺım sup
i→∞

fi)(x)

)
.

(6.5)
Como gn ∈ K1 ⊂ Q y Q es wX-relativamente numerablemente compacto en
L tendremos que la sucesión (gn)n tiene un punto de aglomeración g en L.
Por lo tanto, para cada x ∈ X tendremos que

−∞ < ĺım inf
n→∞

gn(x) ≤ g(x) ≤ ĺım sup
n→∞

gn(x) < +∞.

Por otro lado, como

gn(x) =
mn∑

k=n

λn
kfk(x) con

mn∑

k=n

λn
k = 1 y λn

k ≥ 0

tendremos que para cada n existen m1, m2 ≥ n tales que

gn(x) ≥ fm1(x) y gn(x) ≤ fm2(x)

y de aqúı tendremos que

ĺım inf
i→∞

fi(x) ≤ ĺım inf
n→∞

gn(x) ≤ g(x) ≤ ĺım sup
n→∞

gn(x) ≤ ĺım sup
i→∞

fi(x)

de donde tendremos que para todo h ∈ D

sup
x∈X

(h − ĺım sup
i→∞

fi)(x) ≤ sup
x∈X

(h − g)(x) ≤ sup
x∈X

(h − ĺım inf
i→∞

fi)(x)

= sup
x∈X

(h − ĺım sup
i→∞

fi)(x)

y por lo tanto
sup
x∈X

(h − ĺım sup
i→∞

fi)(x) = sup
x∈X

(h − g)(x)

para todo h ∈ D. Podremos entonces reescribir (6.5) como

sup
x∈X

(
N∑

n=1

βn(gn − g)(x)

)

> βN + sup
x∈X

(
N−1∑

n=1

βn(gn − g)(x)

)

. (6.6)
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Fijemos ahora βn =
1

n!
, tendremos que

1

βn

∞∑

m=n+1

βm =
1

n + 1
(1+

1

n + 2
+

1

(n + 2)(n + 3)
+ · · · ) ≤

e

n + 1
→ 0. (6.7)

Como gn ∈ Q que está contenido en un disco de Banach en L, tendremos que
la serie

h0 :=
∞∑

n=1

βn(gn − g)

converge en L. Tendremos por lo tanto que h0 alcanza su supremo en algún
x0 ∈ X. Esto nos va a llevar a una contradicción. Denotemos hn := gn − g.
Como g era un punto de aglomeración de gn, entonces

ĺım inf
n→∞

hn ≤ 0. (6.8)

Definamos por otro lado

M := sup
n∈N

sup
x∈X

|hn(x)| < ∞

que es finito ya que los gn están uniformemente acotados. Tendremos entonces

h0(x0) =

n∑

m=1

βmhm(x0) +

∞∑

m=n+1

βmhm(x0) ≤
n∑

m=1

βmhm(x0) + M

∞∑

m=n+1

βm.

Por otro lado tendremos que

h0(x0) = sup
x∈X

h0(x) ≥ sup
x∈X

(
n∑

m=1

βmhm(x)) − sup
x∈X

(−
∞∑

m=n+1

βmhm(x)) ≥

≥ βn + sup
x∈X

(
n−1∑

m=1

βmhm(x)) − M
∞∑

m=n+1

βm ≥

≥ βn +
n−1∑

m=1

βmhm(x0) − M
∞∑

m=n+1

βm

donde la segunda desigualdad ha salido de aplicar (6.6). Juntando las dos
últimas desigualdades tendremos que

βnhn(x0) ≥ βn − 2M

∞∑

m=n+1

βm,
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es decir,

hn(x0) ≥ 1 − 2M
1

βn

∞∑

m=n+1

βm → 1

donde la convergencia hacia 1 la hemos obtenido de (6.7). Por lo tanto

ĺım inf
n→∞

hn(x0) ≥ 1,

lo que es imposible por (6.8).

De aqúı y del teorema de Eberlein-Grothendieck obtenemos el siguiente
corolario que por el Lema 5.5 implica el teorema de James.

Corolario 6.10. Sea A un subconjunto débilmente cerrado y acotado de un
espacio localmente convexo E tal que conv(A) es µ(E, E ′)-completo. Entonces
son equivalentes:

(i) A es débilmente compacto.
(ii) Todo ϕ ∈ E ′ alcanza su supremo en A.

Si A no es débilmente cerrado, (ii) implica que A es débilmente relativamente
compacto.

Demostración. Por el Teorema de Eberlein-Grothendieck (Teorema 5.14) es
suficiente ver que (ii) implica que A ∼ U◦ para todo µ(E, E ′)-entorno U de
cero. Pero por otro lado, la restricción

T : (E ′, σ(E ′, E)) → ℓ∞(A)

está bien definida, es σ(E ′, E)-wA-continua y U◦ es σ(E ′, E)-compacto por
lo que por el teorema del doble ĺımite de James tenemos que

U◦ = T (U◦) ∼ A.

6.3 Condición de completitud

En esta sección vamos a ver que la condición de cuasicompletitud no puede ser
eliminada incluso en el caso de que en vez de un espacio localmente convexo
tengamos un espacio normado, es decir, vamos a buscar un ejemplo de espacio
normado no reflexivo con la propiedad de que todo elemento del dual alcanza
la norma en la bola unidad. La construcción que vamos a hacer es debida a
R. C. James y se puede encontrar en [17]. Recordemos que si X es un espacio
de Banach, denotamos por X∗ su dual topológico. El siguiente Lema nos va
a permitir la construcción de ciertos espacios de Banach a partir de otros. En
particular nos va a permitir la construcción de espacios de Banach reflexivos.
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Lema 6.11. Si (Xn, ‖ · ‖n) es una familia de espacios de Banach, entonces

X = ℓ2((Xn)n) :=




(xn)n ∈
∏

Xn : ‖(xn)n‖ :=

(
∞∑

n=1

‖xn‖
2
n

) 1
2

< ∞






es un espacio de Banach y su espacio dual es (isométricamente)

X∗ = ℓ2((X∗
n)n)

donde

(ϕn)n((xn)n) =

∞∑

n=1

ϕn(xn).

En particular, si todos los Xn son reflexivos también lo será el espacio X.

Demostración. Se comprueba fácilmente que ℓ2((Xn)n) es un espacio de Ba-
nach. Veamos primero que (ϕn)n((xn)n) está bien definido:

∞∑

n=1

|ϕn(xn)| ≤
∞∑

n=1

‖ϕn‖ ‖xn‖ ≤

(
∞∑

n=1

‖ϕn‖

) 1
2
(

∞∑

n=1

‖xn‖

) 1
2

.

Además, acabamos de ver que la norma de (ϕn)n en X∗ es menor o igual a
su norma en ℓ2((X∗

n)n). Para cada ϕ ∈ X∗, sea ϕn = ϕ ◦ in donde in es la
inyección natural de Xn en ℓ2((Xn)n). Tendremos entonces que

ϕ(x) = ϕ(

∞∑

n=1

inxn) =

∞∑

n=1

ϕ(inxn) =

∞∑

n=1

ϕn(xn). (6.9)

Dado 0 < ε < 1, elijamos xn ∈ Xn de norma 1 tal que

‖ϕn‖ ≤ ϕn

(
xn

1 − ε

)
,

entonces (ξnxn)n ∈ ℓ2((Xn)n) para todo (ξn)n ∈ ℓ2 y por (6.9) tendremos que
∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

ξn‖ϕn‖

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

ξnϕn

(
xn

1 − ε

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ϕ
(

(
ξnxn

1 − ε
)n

)∣∣∣∣

≤ ‖ϕ‖
1

1 − ε

(
∞∑

n=1

|ξn|
2

)1
2

aśı que (
∑

‖ϕn‖
2)1/2 ≤ ‖ϕ‖(1−ε)−1 para todo 0 < ε < 1, (ϕn)n ∈ ℓ2((Xn)∗n)

y
(ℓ2((Xn)n))∗ = ℓ2((Xn)∗n)

isométricamente.
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La idea ahora es construir un espacio de Banach reflexivo y buscar un
subespacio propio de tal forma que siga cumpliendo la condición de alcanzar
los supremos en la bola unidad y tal que el bidual de este espacio coincida
con el del espacio de Banach.

Tomemos An = {(1, n), (2, n), . . . , (n, n)} y sea Xn = ℓ∞(An) (es decir,
Xn

∼= (Rn, ‖ · ‖∞)). Sea ahora

A =
∞⋃

n=1

An,

denotemos por πn la restricción de RA en RAn y sea

X = ℓ2((Xn)n) =




f : A → R :

(
∞∑

n=1

‖πn(f)‖2
∞

) 1
2

< ∞




 .

Tendremos que X es reflexivo por serlo cada Xn. Sea f un punto extremal
de B la bola unidad cerrada de X, entonces tendremos claramente que πn(f)
es un punto extremal de la bola unidad de radio ‖πn(f)‖∞ en ℓ∞(Xn). Por
lo tanto

|πn(f)(1, n)| = |πn(f)(2, n)| = · · · = |πn(f)(n, n)|.

Denotemos

C := {f ∈ X : |πn(f)(1, n)| = |πn(f)(2, n)| = · · · = |πn(f)(n, n)|, n ∈ N},

tendremos entonces que

Y := span ext B ⊂ C1 :=

{
m∑

i=1

fi : fi ∈ C

}

.

Si vemos que todos los elementos de C1 son no inyectivos tendremos que
X 6= Y debido a que X tiene claramente elementos inyectivos (vistos como
funciones de A en R). Sea f =

∑m
i=1 fi ∈ C1, entonces para n > 2m tendremos

que

πn(f)(·) =

∞∑

i=1

αiei(·)

donde αi ≥ 0 y ei es una aplicación de An en {−1, +1}. Para cada k ∈ An

tomemos zk = (ei(k))m
i=1, como sólo existen 2m vectores en Rm con entradas

±1 tendremos que todos los zk no pueden ser distintos y por lo tanto existe
k, l ∈ An tales que

ei(k) = ei(l) 1 ≤ i ≤ m



6.4. MEJOR APROXIMACIÓN 81

y entonces
πn(f)(k) = πn(f)(l).

Por lo tanto, sabemos que existe un espacio de Banach reflexivo X tal que
Y = span ext B 6= X donde B es la bola unidad del espacio de Banach. Como
Y es denso en X tendremos que cada elemento de Y ∗ se puede extender a
un único elemento de X∗ por lo que podemos identificar X∗ con Y ∗. Cada
elemento de Y ∗ = X∗ alcanza su supremo en la bola unidad de X, pero de
hecho debe de alcanzar su supremo en algún punto extremal de B, es decir,
también debe de alcanzar su supremo en la bola unidad de Y . Sin embargo
Y no es reflexivo ya que Y ∗∗ = X∗∗ = X.

6.4 Mejor aproximación

En esta sección vamos a ver la relación entre la reflexividad de un espacio de
Banach y la proximinalidad de ciertos subconjuntos mediante el Teorema de
James. Recordemos que cuando tengamos un espacio localmente convexo E
denotamos su dual topológico por E ′, pero en el caso de que además E es
un espacio normado se denota su dual topológico por E∗. Empecemos con
algunas nociones básicas.

Definición 6.1. Sea D un subconjunto de un espacio métrico (M, d). Dire-
mos que D es proximinal, si todo x ∈ M tiene una mejor aproximación en
D.

En 1933, Mazur observó que para cada funcional lineal continuo x∗ ∈ X∗

de norma 1 de un espacio de Banach real X, se cumple que el hiperplano
F1 = {x ∈ X : x∗(x) = 1} tiene un elemento de norma mı́nima si, y sólo si,
x∗ alcanza su supremo en la bola unidad cerrada.

Lema 6.12. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio normado y sea x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ = 1.
Entonces tendremos la siguiente igualdad:

ı́nf{‖y‖ : x∗(y) = 1} = 1 = sup{x∗(x) : ‖x‖ = 1} = sup{x∗(x) : ‖x‖ ≤ 1}.

Demostración. La segunda igualdad y la tercera son conocidas y salen de la
definición de norma. Veamos la primera igualdad. Sea y ∈ X con

1 = x∗(y) ≤ ‖x∗‖‖y‖ = ‖y‖.

Tendremos entonces que ı́nf{‖y‖ : x∗(y) = 1} ≥ 1. Por otro lado, por la
definición de norma tendremos que para cada ε > 0, existe un xε ∈ X tal
que ‖xε‖ = 1 y x∗(xε) ≥ 1 − ε. Por lo tanto

x∗

(
xε

x∗(xε)

)
= 1,

∥∥∥∥
xε

x∗(xε)

∥∥∥∥ ≤
1

1 − ε
,
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y por lo tanto ı́nf{‖y‖ : x∗(y) = 1} = 1.

Proposición 6.13. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado y x∗ ∈ X∗, con norma
‖x∗‖ = 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) x∗ alcanza su supremo en BX.
(ii) Para un α ∈ R, el hiperplano Hα = {x ∈ X : x∗(x) = α} es proximinal.

(iii) Para todo α ∈ R, el hiperplano Hα = {x ∈ X : x∗(x) = α} es proximi-
nal.

Demostración. Para x0 /∈ Hα, la sustitución

y =
x0 − z

x∗(x0) − α

nos conduce a que

ı́nf{‖x0 − z‖ : x∗(z) = α} = ı́nf{|x∗(x0) − α|‖y‖ : x∗(y) = 1}.

Por lo tanto, la existencia de una mejor aproximación para x0 en Hα es
equivalente a la existencia de la mejor aproximación de 0 a H1 y la prueba
termina aplicando el Lema 6.12.

En el lenguaje de teoŕıa de aproximaciones, por el Teorema de James,
usando la Proposición 6.13 tendremos que:

Teorema 6.14. Un espacio de Banach es reflexivo si, y sólo si, todos los
hiperplanos cerrados son proximinales.

Por último, podremos hacer esta caracterización usando conjuntos débilmente
cerrados.

Corolario 6.15. Para un espacio de Banach X, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) X es reflexivo.
(ii) Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proximinales.

(iii) Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
(iv) Todos los conjuntos cerrados, convexos de X son proximinales.
(v) Todos los conjuntos débilmente cerrados de X son proximinales.

Demostración. Las implicaciones (v)⇒(iv)⇒(iii)⇒(ii) son triviales. Por otro
lado, la implicación (ii)⇒(i) nos la da el Teorema 6.14 por lo que basta con
demostrar (i)⇒(v). Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo,
sea A ⊂ X es un conjunto débilmente cerrado, x ∈ X y tomemos

d := ı́nf{‖x − y‖ : y ∈ A}.



6.4. MEJOR APROXIMACIÓN 83

Tendremos entonces que existe una sucesión (yn)n ⊂ A tal que

ĺım
n

‖x − yn‖ = d.

Ahora bien, tendremos que (yn)n está acotada en norma y por lo tanto, dicha
sucesión está contenida en un subconjunto w-compacto de X ya que X es
reflexivo, y de aqúı podemos deducir la existencia de una subsucesión (ynk

)k

de (yn)n w-convergente hacia algún y0 ∈ A ya que A es w-cerrado. Para cada
x∗ ∈ BX∗ tendremos que

|x∗(x − y0)| = ĺım
n

|x∗(x − ynk
)| ≤ ĺım

n
‖x − ynk

‖ = d

y por lo tanto

‖x − y0‖ = sup
x∗∈X∗

|x∗(x − y0)| ≤ d = ı́nf
y∈A

‖x − y0‖ ≤ ‖x − y0‖

con lo que tendremos que d = ‖x − y0‖.
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Caṕıtulo 7

Aplicaciones

7.1 Sucesiones que alcanzan la norma

Vamos a ver una caracterización de la reflexividad de los espacios de Banach
en términos de sucesiones que alcanzan la norma y (P )-sucesiones (Teore-
ma 7.6). Los resultados que aparecen en esta sección se han sacado de [26].
La siguiente definición aparece en [30].

Definición 7.1. Sea X un espacio de Banach, se dice que una sucesión
(xn)n ⊂ SX es una (P )-sucesión si para todo f ∈ SX∗, existe g ∈ SX∗ tal que
ĺım supn→∞ f(xn) < ĺım infn→∞ g(xn).

Lema 7.1. Sea X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X y
(xn)n ⊂ SY una (P )-sucesión en Y . Entonces (xn)n es una (P )-subsucesión
en X.

Demostración. Sea f ∈ SX∗ y sea a la norma de f al restringirlo a Y .
Claramente tendremos que a ≤ 1. Si a = 0 tomemos g ∈ SY ∗ tal que
ĺım infn→∞ g(xn) > 0. Si tenemos que a > 0 tomemos g ∈ SY ∗ tal que
ĺım supn→∞ f(xn)/a < ĺım infn→∞ g(xn). En ambos casos, por el teorema de
Hahn-Banach podemos extender g a un funcional en X de norma 1 tal que

ĺım sup
n→∞

f(xn) < ĺım inf
n→∞

g(xn).

Lema 7.2. Sea X un espacio de Banach y sea (xn)n ⊂ SX una sucesión que
satisface

sup
f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(xn) = sup
f∈SX∗

ĺım inf
n→∞

f(xn). (7.1)

85
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Si el supremo del miembro de la izquierda de la igualdad no se alcanza ten-
dremos que (xn)n es una (P )-sucesión. Rećıprocamente, si tenemos que (xn)n

es una (P )-sucesión, entonces (7.1) se satisface y ninguno de los supremos
se alcanza.

Demostración. Supongamos que se cumple (7.1) y que no se alcanza el su-
premo del miembro de la izquierda de la igualdad. Sea f ∈ SX∗ , entonces
tendremos que

ĺım sup
n→∞

f(xn) < sup
h∈SX∗

ĺım sup
n→∞

h(xn) = sup
h∈SX∗

ĺım inf
n→∞

h(xn).

Por lo tanto, existe g ∈ SX∗ tal que ĺım supn→∞ f(xn) < ĺım infn→∞ g(xn).
Supongamos ahora que (xn)n es una (P )-sucesión. Por un lado, la desigualdad

sup
f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(xn) ≥ sup
f∈SX∗

ĺım inf
n→∞

f(xn)

siempre se da. Claramente, por definición de (P )-sucesión tendremos que la
otra desigualdad también se da y por lo tanto tendremos que se cumple (7.1).
Si supf∈SX∗

ĺım supn→∞ f(xn) se alcanzase en algún f0 ∈ SX∗ , tendŕıamos que
para todo g ∈ SX∗

ĺım sup
n→∞

f(xn) ≥ sup
f∈SX∗

ĺım
n→∞

f(xn) ≥ ĺım
n→∞

g(xn),

lo que es imposible por ser (xn) una (P )-sucesión. Por otro lado, si tuviésemos
que supf∈SX∗

ĺım infn→∞ f(xn) se alcanzase en algún f0 ∈ SX∗ , tendŕıamos
debido a ĺım supn→∞ f(xn) ≥ ĺım infn→∞ f(xn) y a la igualdad (7.1), que
suph∈SX∗

ĺım supn→∞ h(xn) se alcanzaŕıa en f , pero acabamos de ver que esto
es imposible.

Definición 7.2. Sea X un espacio de Banach, diremos que una sucesión
(xn)n alcanza la norma en X si supf∈SX∗

ĺım supn→∞ f(xn) se alcanza en
SX∗.

Obsérvese que la noción de sucesión que alcanza la norma es una noción
más débil que la de sucesión débilmente convergente. Existe una relación
fuerte entre las (P )-sucesiones y las sucesiones que no alcanzan la norma
como podemos ver en el siguiente Lema.

Lema 7.3. Sea X un espacio de Banach y sea (xn)n ⊂ SX. Tendremos que:
(i) Si (xn)n es una (P )-sucesión, entonces ninguna subsucesión suya al-

canza la norma.
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(ii) Si (xn)n no tiene subsucesiones que alcanzan la norma, entonces tiene
(P )-subsucesiones.

Por lo tanto, un espacio de Banach X no contiene (P )-sucesiones si, y sólo
si, cada sucesión acotada en X tiene subsucesiones que alcanzan la norma.

Demostración. Es inmediato que toda subsucesión de una (P )-sucesión es
una (P )-sucesión y por lo tanto, por el Lema 7.2 no alcanza la norma.

Supongamos ahora que la sucesión (xn)n no tiene subsucesiones que alcan-
cen la norma. Por la Proposición 6.6 tendremos que existe una subsucesión
(xnk

)k tal que

sup
f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(xnk
) = sup

f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(xnk
).

Aplicando ahora el Lema 7.2 tendremos que (xnk
)k es una (P )-sucesión. Para

ver la segunda parte es suficiente ver que si hay una sucesión (xn)n que
no tiene subsucesiones que alcanzan la norma, entonces existe una sucesión
normalizada que también cumple esta condición. Claramente tendremos que
(xn)n contiene una subsucesión (xnk

)k tal que ĺımk→∞ ‖xnk
‖ = a > 0. En tal

caso, ĺım supk→∞ f(xnk
/‖xnk

‖) = ĺım supk→∞ f(xnk
)/a para todo f ∈ X∗.

Por lo tanto, si supSX∗
ĺım supk→∞ f(xnk

) no se alcanza, tampoco lo hace
supSX∗

ĺım supk→∞ f(xnk
/‖xnk

‖).

Lema 7.4 ([26, Lemma 4.1]). Sea X un espacio de Banach separable que
no contiene (P )-sucesiones y sea (xn)n una sucesión acotada en X. Entonces
(xn)n tiene una subsucesión (xnk

)k tal que para cada x ∈ X,

sup
f∈SX∗

(f(x) − ĺım sup
k→∞

f(xnk
)) = sup

f∈SX∗

(f(x) − ĺım inf
k→∞

f(xnk
)),

ı́nf
f∈SX∗

(f(x) − ĺım sup
k→∞

f(xnk
)) = ı́nf

f∈SX∗

(f(x) − ĺım inf
k→∞

f(xnk
))

(7.2)

y supf∈SX∗
(x − ĺım supx→∞ xnk

) se alcanza.

Demostración. Asumamos que (xn)n tiene una subsucesión convergente. Por
el Lema 6.6, tendremos que esta subsucesión tiene una subsucesión (xnk

)k

que satisface (7.2). Entonces tendremos que para f ∈ SX∗

f(x) − ĺım sup
k→∞

f(xnk
) = f(x) − ĺım

k→∞
f(xnk

) = f(x − ĺım
k→∞

xnk
) = f(y)

para y = x − ĺımk→∞ xnk
. Aśı que en este caso, el supremo que es la norma

de y se alcanza.
Supongamos ahora que (xn)n no tiene subsucesiones convergentes. Con-

sideremos X como un subconjunto de ℓ∞(SX∗). Por el Lema 6.6 existe una
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subsucesión (xnk
)k que satisface (7.2). Supongamos que existe un x ∈ X tal

que
sup

f∈SX∗

(f(x) − ĺım sup
k→∞

f(xnk
)) (7.3)

no se alcance. Como (xn)n es acotado, existe una subsucesión de (xnk
)k que

denotaremos por (yn)n tal que ĺım ‖x − yn‖ = a existe. Como (xn)n no tiene
subsucesiones convergentes en norma, tendremos que a > 0 y además pode-
mos suponer que yn 6= x para todo n. Sea zn = (x − yn)/‖x − yn‖. Vamos
a ver que (zn)n es una (P )-sucesión con lo que llegaremos a una contradic-
ción. Como (yn)n es una subsucesión de (xnk

)k tendremos que (yn)n también
satisface (7.2). Por lo tanto

sup
f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(zn) = a−1 sup
f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(x − yn)

= a−1 sup
f∈SX∗

ĺım inf
n→∞

f(x − yn)

= sup
f∈SX∗

ĺım inf
n→∞

f(zn).

Si vemos que supf∈SX∗
ĺım supn→∞ f(zn) no se alcanza, junto a la igualdad

anterior, por el Lema 7.2 tendremos que (zn)n es una (P )-sucesión. Supon-
gamos que se alcanza supf∈SX∗

ĺım supn→∞ f(zn). Vamos a ver que entonces
(7.3) también se alcanzaŕıa y con ello llegaŕıamos a una contradicción. Sea
f ∈ SX∗ tal que

sup
f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(x − xnk
) = sup

f∈SX∗

ĺım sup
n→∞

f(x − yn)

= ĺım sup
n→∞

f(x − yn)

≤ ĺım sup
n→∞

f(x − xnk
).

De aqúı obtenemos que supSX∗
ĺım supn→∞(f(x− xnk

)) se alcanza y con ello
terminamos la prueba.

Proposición 7.5 ([26, Proposition 4.2]). Sea X un espacio de Banach
separable que no contiene (P )-sucesiones. Entonces, toda sucesión acotada
(xn)n en X tiene una subsucesión que converge puntualmente en SX∗ hacia
algún z ∈ X∗∗ y z alcanza su norma en SX∗ .

Demostración. Sea (xn)n una sucesión acotada en X. Supongamos sin per-
dida de generalidad que (xn)n está contenida en la bola unidad. Tomemos
una subsucesión (xnk

)k como la dada en el Lema 7.4 y sea z una función
definida sobre X∗ dada por z(f) = ĺım infk→∞ f(xnk

). Vamos a ver que
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z(f) = ĺımk→∞ f(xnk
) para todo s ∈ X∗ de donde podremos deducir que z es

lineal y acotada en la bola unidad de X∗ y por lo tanto z ∈ X∗∗. Además, co-
mo X no tiene (P )-sucesiones, tendremos que ‖z‖ = supf∈SX∗

ĺımk→∞ f(xnk
)

se alcanza por el Lema 7.3.
Consideremos X como un subconjunto de ℓ∞(SX∗). Supongamos que exis-

te algún f0 ∈ SX∗ , una subsucesión (pm)m de (xnk
)k y un b > 0 tales que

f0(pm − z) ≥ b > 0 para todo m ∈ N.

Tomemos zn = pn − z, An = conv{zi : i ≥ n} y fijemos δ > 0 y 0 < ε < 1
tales que (1 + ε)δ + 2ε < b. Construyamos las sucesiones (yn)n y (αn)n dadas
por el Lema 6.2. En tal caso tendremos

yn + z ∈ An + z = conv{pi − z : i ≥ n} + z

= conv{pi : i ≥ n}.
(7.4)

Definamos v(f) = ĺım supk→∞ f(xnk
). Como (pm)m es una subsucesión de

(xnk
)k e yn ∈ An = conv{zi : i ≥ n}, tendremos que

z = ĺım inf
k→∞

xnk
≤ ĺım inf

n→∞
(zn + z) ≤ ĺım inf

n→∞
(yn + z)

≤ ĺım sup
n→∞

(yn + z) ≤ ĺım sup
n→∞

(zn + z) ≤ ĺım sup
k→∞

xnk
= v.

(7.5)

Por (7.4), x = (1 − ε)
∑∞

k=1 εk−1(yk + z) ∈ X. Por lo tanto

sup
f∈SX∗

(1 − ε)

∞∑

k=1

εk−1yk(f) = sup
f∈SX∗

(x − z)(f) = sup
f∈SX∗

(x − v)(f) (7.6)

donde la segunda igualdad se cumple porque hab́ıamos tomado una subsuce-
sión (xnk

)k dada por el Lema 7.4. Por este mismo Lema tendremos que existe
un g ∈ SX∗ tal que

sup
f∈SX∗

(x − v) = (x − v)(g).

Para m ∈ N, por (7.6) y por la definición de αn tendremos

(1 − ε) ĺım
n

αn = sup
f∈SX∗

(1 − ε)

∞∑

k=1

εk−1yk(f) = sup
f∈SX∗

(x − v)(f)

= [(1 − ε)

∞∑

k=1

εk−1(yk + z − v)](g)

≤ (1 − ε)
∑

k 6=m+1

εk−1yk(g) + (1 − ε)εm(ym+1 + z − v)(g)

≤ (1 − ε)αm + 2(1 − ε)
∑

k>m+1

εk−1

+ (1 − ε)εm(ym+1 + z − v)(g)
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donde la primera desigualdad sale porque (z − v)(g) ≤ 0 por (7.5). Por la
desigualdad que acabamos de obtener y por el Lema 6.2 tendremos que

εm(ym+1 + z − v)(g) ≥ ĺım αn − αm −
2εm+1

1 − ε

≥ αm +
εm

1 − ε
(α1 − (1 + ε)δ) − αm −

2εm+1

1 − ε
.

Por lo tanto, para n ∈ N tendremos que

(ym + z − v)(g) ≥ (α1 − (1 + ε)δ − 2ε)/(1 − ε).

Como por (7.5), ĺım infm→∞ ym +z−v ≤ 0, tendremos que α1 ≤ (1+ε)δ+2ε.
Por otro lado, como y1 =

∑
tizi para ciertos ti ≥ 0 tales que

∑
ti = 1 también

tendremos

α1 = sup
f∈SX∗

y1(f) ≥
∑

tizi(f0) ≥ b > (1 + ε)δ + 2ε,

con lo que llegamos a una contradicción.

Teorema 7.6 ([26, Theorem 4.3]). Sea X un espacio de Banach. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X es reflexivo.
(ii) Toda sucesión acotada (xn)n en X tiene subsucesiones que alcanzan la

norma.
(iii) Toda sucesión acotada (xn)n en X tiene una subsucesión (xnk

)k para
la que se alcanza supf∈SX∗

ĺım inf f(xnk
).

(iv) X no contiene (P )-sucesiones.

Demostración. (i) ⇒ (ii). Sea (xn)n una sucesión acotada de un espacio de
Banach reflexivo X. Tendremos entonces que existe una subsucesión (xnk

)k de
(xn)n que converge débilmente a un x ∈ X. Sea f ∈ SX∗ tal que f(x) = ‖x‖.
Entonces, para cada h ∈ SX∗ tendremos que

ĺım sup h(xnk
) = ĺım h(xn) = h(x) ≤ ‖x‖

y por lo tanto el supremo del ĺımite superior se alcanza en f .

(ii) ⇒ (iii). Sea (xn)n una sucesión acotada en X. Tendremos que existe
(xnk

)k una subsucesión de (xn)n y h ∈ SX∗ tales que

ĺım
k→∞

h(xnk
) = sup

f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(xnk
).
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Entonces

sup
f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(xnk
) ≥ ĺım

k→∞
h(xnk

) = sup
f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(xnk
)

≥ sup
f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(xnk
)

y por lo tanto, supf∈SX∗
ĺım inf f(xnk

) se alcanza en h.

(iii) ⇒ (ii). Por la Proposición 6.6, existe una una subsucesión (yn)n de
(xn)n tal que para toda subsucesión (ynk

)k de (yn)n se cumple que

sup
f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(ynk
) = sup

f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(ynk
).

Por hipótesis, existe una subsucesión (ynk
)k de (yn)n y h ∈ SX∗ tal que

ĺım
k→∞

h(ynk
) = sup

f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(ynk
).

Tendremos entonces que

sup
f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(ynk
) ≥ ĺım

k→∞
h(ynk

) = sup
f∈SX∗

ĺım inf
k→∞

f(ynk
)

= sup
f∈SX∗

ĺım sup
k→∞

f(ynk
)

y por lo tanto, supf∈SX∗
ĺım supk→∞ f(xnk

) se alcanza en h.

(ii) ⇔ (iv) es el Lema 7.3.

(iv) ⇒ (i). Supongamos que X no tiene (P )-sucesiones y supongamos
que X no es reflexivo. Sea Y un subespacio no reflexivo separable de X. Por
el Lema 7.1 tendremos que Y no contiene ninguna (P )-sucesión. Vamos a
ver que Y contiene una copia isomórfica de ℓ1. Si Y no tuviese una copia
de ℓ1, entonces por el Teorema de Odell-Rosenthal (véase [10, Chapter XIII,
Theorem 10]) tendremos que SX es w∗-sucesionalmente denso en SX∗∗ , es
decir, cada elemento de SX∗∗ será el w∗-ĺımite de una sucesión en SX . Como
X no es reflexivo, por el Teorema de James (Teorema 6.1) tendremos que
existe un ϕ ∈ SX∗∗ tal que su supremo sobre SX∗ no se alcanza. Tomemos
entonces una sucesión (xn)n ⊂ SX tal que w∗-ĺım xn = ϕ. Claramente (xn)n

es una (P )-sucesión, lo que es imposible por estar afirmando (iv). Por lo tanto
Y contiene una copia isomórfica de ℓ1. Sea (xn)n una ℓ1-base isomórfica en Y .
Por la proposición 7.5, existe una subsucesión de (yn)n de (xn)n que converge
puntualmente en Y ∗ y esta subsucesión vuelve a ser una ℓ1-base. Tomemos
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T : ℓ1 →֒ Y la aplicación lineal dada por T (en) = yn, donde (en)n es la base
usual de ℓ1. Tendremos que la aplicación dual T ∗ : Y ∗ → ℓ∞ es suprayectiva
por lo que podremos tomar un f ∈ Y ∗ tal que T ∗f = (−1, 1,−1, 1, . . . ). En
tal caso, f(yn) = f(Ten) = T ∗f(en) y por lo tanto, f(yn) = (−1)n y de
aqúı tendremos que f(yn) no es convergente lo que es imposible porque (yn)n

converǵıa puntualmente sobre Y ∗. Aśı concluimos que X es reflexivo.

7.2 Compacidad débil en L1(µ, X)

Vamos a ver ahora una caracterización de la compacidad débil que en L1(µ, X)
donde L1(µ, X) es el espacio de las clases de equivalencia de las funciones
integrables Bochner sobre un espacio de probabilidad (Ω, Σ, µ) en un espacio
de Banach, dotando a este espacio con la norma ‖f‖1 =

∫
‖f‖dµ. Esta carac-

terización aparece en [11] aunque inicialmente fue obtenida por Ülger (véase
[34]) para conjuntos uniformemente acotados. De este resultado se puede ob-
tener una caracterización de la compacidad en espacios de Banach, tal como
se hace en [11], que también se puede obtener directamente del Teorema de
James como se ve en [34].

Definición 7.3. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. Una función f : Ω → X
se dice que es simple si existen x1, . . . , xn ∈ X y A1, . . . , An ∈ Σ tales que
f =

∑n
i=1 χAi

xi.

Definición 7.4. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y X un espacio
de Banach. Se dice que f : Ω → X es fuertemente medible, medible Bochner
o µ-medible si existe una sucesión de funciones simples (fn)n∈N tal que

ĺım
n

fn(w) = f(w) en casi todo w ∈ Ω.

Definición 7.5. Sea f =
∑n

i=1 χAi
xi una función simple. Se define la integral

de Bochner de f como

∫

Ω

f dµ =

n∑

i=1

µ(Ai)xi.

Definición 7.6. Una función f : Ω → X medible Bochner se dice integrable
Bochner si existe una sucesión de funciones simples (fn)n tal que

ĺım
n

∫

Ω

‖f − fn‖ dµ = 0.
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En tal caso, el ĺımite ĺımn

∫
Ω

fndµ existe y es independiente de la elección de
(fn)n. Se define la integral de Bochner de f como

∫

Ω

fdµ = ĺım
n

∫

Ω

fndµ.

Definición 7.7. Sea A un subconjunto de L1(µ, X). Se dice que A es uni-
formemente integrable si

ĺım
µ(E)→0

∫

E

|f |dµ = 0

uniformemente para f ∈ A.

Definición 7.8. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y X un espacio de
Banach. Se dice que f : Ω → X es débilmente medible si para cada x∗ ∈ X∗

se tiene que x∗f es µ-medible.

Teorema 7.7 (de medibilidad de Pettis). Una función f : Ω → X es
fuertemente medible si, y sólo si, es esencialmente separable (es decir, que
existe un conjunto cuyo complementario es de medida nula tal que su imagen
es un conjunto separable en norma) y débilmente medible.

Teorema 7.8 ([11, Theorem 1.1]). Sea A un subconjunto acotado de
L1(µ, X). Son equivalentes

(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) A es uniformemente integrable, y dada cualquier sucesión (fn)n ⊂ A

existe una sucesión (gn)n con gn ∈ conv{fk : k ≥ n} tal que (gn(w))n

es convergente en norma en X para casi todo w ∈ Ω.
(iii) A es uniformemente integrable y dada una sucesión (fn)n ⊂ A existe

una subsucesión (gn)n con gn ∈ conv{fk : k ≥ n} tal que (gn(w))n es
débilmente convergente en X para casi todo w ∈ Ω.

Demostración. Supongamos que se da (i). Entonces A es uniformemente in-
tegrable (véase por ejemplo [12, p. 104]), y si (fn)n es una sucesión en A, en-
tonces alguna subsucesión (fnk

)k converge débilmente a algún f ∈  L1(µ, X)
y por lo tanto, f está en la clausura débil de todos los conjuntos de la forma
conv{fnm

: m ≥ k}, pero estos conjuntos son convexos, con lo que la clausura
en la topoloǵıa débil coincide con su clausura en norma ‖ · ‖1, aśı que existe
una sucesión hk ∈ conv{fnm

: m ≥ k}, k ∈ N, tal que ‖hk−f‖1 → 0. De aqúı
podemos deducir que existe una subsucesión (gn)n de (hk)k que converge a f
en casi todo punto en la norma de X.
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(ii) implica (iii) es inmediato.

Veamos (iii) implica (i). Por el Teorema 5.14 es suficiente ver que tene-
mos la propiedad del intercambio de ĺımites con la bola unidad de L1(µ, X)∗.
Sean (fm)m ⊂ A y (ϕn)n ⊂ BL1(µ,X)∗ dos sucesiones tales que los siguientes
ĺımites existan:

α := ĺım
n

ĺım
m

ϕn(fm) β := ĺım
m

ĺım
n

ϕn(fm).

Sea (gn)n con gn ∈ conv{fk : k ≥ n} tal que (gn(w))n es débilmente con-
vergente en X para todo w ∈ Ω\E para cierto E ∈ Σ con µ(E) = 0. Sea
g : Ω → X la función definida como el ĺımite débil puntual de (gn)n en
Ω\E y definida como 0 en E. De la definición de g tendremos claramente
que es esencialmente separable y débilmente medible, y por lo tanto, por
el Teorema 7.7, g es fuertemente medible. Por el Lema de Fatou, al ser A
uniformemente acotado y µ una probabilidad, tendremos que

∫
‖g‖dµ ≤

∫
ĺım inf ‖gn‖dµ ≤ ĺım inf

∫
‖gn‖dµ < ∞,

aśı que g ∈ L1(µ, X). Veamos que la sucesión (gn)n converge débilmente en
L1(µ, X) a g. Como gn es fuertemente medible tendremos que es esencial-
mente separable y por lo tanto existe un conjunto An con complementario de
medida nula tal que su imagen es un conjunto separable en norma. Tomemos
una base de entornos numerable de gn(An) y denotemos por Σn al conjunto de
las anti-imágenes de estos entornos. Si de forma análoga para g construimos
Σ0, tomando Σ′ el σ-álgebra generado por la unión de todos los Σi tendremos
que (gm)m y g están contenidos en L1(µ, Σ′, X) y de esta forma, podemos
considerar que L1(µ) es separable. En tal caso, usando [14, Ch. VI.8, Coro-
llary 7] tendremos que los funcionales lineales h̃ en L1(µ, X) son representa-
dos por funciones w∗-medibles h : Ω → X∗ con ‖h(·)‖ ∈ L∞(µ), mediante
h̃(f) =

∫
〈h, f〉dµ para todo f ∈ L1(µ, X). Tomemos h de dicha forma, la

integrabilidad uniforme de 〈h, gn〉 y el hecho de que 〈h(·), gn(·)〉 → 〈h(·), g(·)〉
para casi todo Ω, junto con el teorema de convergencia de Vitali (véase por
ejemplo [14, Ch. III.6, Theorem 15]) implica que 〈h̃, gn〉 → 〈h̃, g〉. Por lo
tanto (gn)n converge débilmente a g.

Si hm =

r∑

i=1

αifki
es una combinación convexa de (fm)m y ϕ ∈ L1(µ, X)∗

es tal que γ := ĺım
m

ϕ(fm) existe, entonces

|γ − ϕ(hm)| = |
r∑

i=1

αi(γ − ϕ(fki
))| ≤ máx

1≤i≤r
{|γ − ϕ(fki

)|}
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y de aqúı obtendremos que α = ϕ(g) = β, donde ϕ es un w∗-punto de
aglomeración de (ϕn)n y por lo tanto tenemos la propiedad del intercambio
de ĺımites.

Tomando Ω como un sólo elemento obtendremos:

Corolario 7.9. Para un subconjunto A de un espacio de Banach X las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Para cada sucesión (xn)n ⊂ A contenida en A, existe una sucesión

(yn)n con yn ∈ conv{xk : k ≥ n} que es convergente en norma.
(iii) Para cada sucesión (xn)n ⊂ A contenida en A, existe una sucesión

(yn)n con yn ∈ conv{xk : k ≥ n} débilmente convergente.

Utilizando el Teorema de James podemos dar una prueba directa del
Corolario anterior tal como se hace en [34]. Vamos a mostrar esa prueba en
la siguiente Proposición.

Proposición 7.10 ([34, Lemma 2.1]). Sea A un subconjunto acotado de
un espacio de Banach X. Entonces A es débilmente relativamente compacto
si, y sólo si, para toda sucesión (xn)n en A, existe una sucesión (yn)n con
yn ∈ conv{xm : m ≥ n} que converge débilmente.

Demostración. Supongamos que A es débilmente relativamente compacto.
Tendremos entonces que dada una sucesión cualquiera (xn)n existe una sub-
sucesión (yn)n débilmente convergente.

Veamos el rećıproco. Por el Teorema de James (Teorema 6.1) es suficiente
ver que cada elemento x∗ ∈ X∗ alcanza su supremo en B := conv A. Sea
x∗ ∈ X∗ no nulo y sea β = sup

x∈A
x∗(x) = sup

x∈B
x∗(x). Tendremos entonces que

existe una sucesión (xn)n en A tal que β = ĺımn x∗(xn). Por hipótesis, existe
una sucesión (yn)n con yn ∈ conv{xm : m ≥ n} que converge débilmente a
un elemento a ∈ B. Cada yn es de la forma

yn =

kn∑

i=n

λn
i xi, con λn

i ≥ 0 y

kn∑

i=n

λn
i = 1.

Sea ε > 0, como β = ĺımn x∗(xn) existe N tal que para todo n ≥ N tenemos
que x∗(xn) > β − ε y por lo tanto, para n ≥ N ,

x∗(yn) =

kn∑

i=n

λn
i x∗(xi) >

kn∑

i=n

λn
i (β − ε) = β − ε.
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Aśı que x∗(a) ≥ β − ε y como ε es arbitrario tendremos que x∗(a) ≥ β. Por
otro lado, a ∈ B y β = sup

x∈B
x∗(x) de donde concluimos que x∗(a) = β. Por el

Teorema 6.1 tendremos que B es débilmente compacto y por lo tanto A es
débilmente relativamente compacto.

7.3 Topoloǵıas de convergencia sobre fronte-

ras

En esta sección vamos a mostrar algunos resultados que se pueden deducir
a partir del Teorema de James que relacionan algunas nociones de compaci-
dad débil con nociones de compacidad en topoloǵıas de convergencia sobre
algunos subconjuntos del dual. Para ello necesitamos mostrar primero algu-
nos resultados previos. Empecemos recordando lo que es la compactificación
de Stone-C̆ech de un espacio (X, τ) completamente regular. Consideremos la
inclusión

S : (X, τ) →֒ (RC∗(X), τp)

dada por S(x) = (f(x))f . Teniendo en cuenta que X es completamente re-
gular es fácil ver que la topoloǵıa producto induce sobre X su topoloǵıa
original.

Definición 7.9. En las condiciones anteriores, la compactificación de Stone-
C̆ech de X (que se denotará por βX) se define como S(X).

Como S(X) es puntualmente acotado, gracias al Teorema de Tychonoff
podremos asegurar que es relativamente compacto y por lo tanto βX es
compacto. Además, βX tiene la propiedad de que toda función continua
f ∈ C∗(X) tiene una única extensión fβ ∈ C(βX). Esta extensión única nos
permite identificar C∗(X) con C(βX) que además coincidirán en norma (del
supremo) ya que por un argumento de compacidad tendremos que

fβ(βX) = f(X)

y por lo tanto
sup
x∈X

|f(x)| = sup
x∈βX

|fβ(βX)|.

Proposición 7.11. Sea X un espacio topológico completamente regular y
sea H ⊂ C∗(X). Entonces son equivalentes:

(i) H es débilmente relativamente compacto.
(ii) H es uniformemente acotado en X y wβX-relativamente compacto.
(iii) H es uniformemente acotado en X e intercambia ĺımites dobles con X.
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Demostración. Teniendo en cuenta que C∗(X) = C(βX) como espacios nor-
mados tendremos que la equivalencia de (i) con (ii) es debida al Corola-
rio 2.25. La equivalencia entre (ii) y (iii) nos la da el Corolario 2.8.

Gracias a la Proposición anterior podremos ligar la noción de intercam-
bio de ĺımites con la noción de compacidad en ℓ∞(X) para X un conjunto
cualquiera.

Lema 7.12. Sea X un conjunto y Q ⊂ ℓ∞(X) un conjunto uniformemente
acotado que además intercambia ĺımites con X. Entonces Q

wX
es compacto

en la topoloǵıa débil w del espacio normado ℓ∞(X) y w = wX en Q
wX

.

Demostración. Si dotamos a X de la topoloǵıa discreta (es decir, todos los
subconjuntos de X son abiertos) tendremos que X es completamente regular
y ℓ∞(X) = C∗(X) = C(βX) como espacios normados. Tendremos entonces
por la Proposición 7.11 que Q es débilmente relativamente compacto y por
lo tanto (Q

w
, w) es compacto. Como la topoloǵıa wX es más gruesa que la

topoloǵıa w tendremos que coinciden en Q
w

de donde se deduce que Q
w

es
wX compacto y por lo tanto Q

w
= Q

wX
.

Proposición 7.13. Sea X un conjunto y L un subespacio de ℓ∞(X) tal
que todo f ∈ L alcanza su supremo en X. Si Q ⊂ L es un subconjunto
convexo y wX-relativamente numerablemente compacto en L, entonces Q

wX

es uniformemente acotado en X y compacto en la topoloǵıa débil w del espacio
normado ℓ∞(X) y además las topoloǵıas w y wX coinciden en Q

wX
.

Demostración. Basta con aplicar el Teorema 6.9 y el Lema 7.12.

Veamos que podemos asegurar cuando tenemos que las funciones alcanzan
su supremo sobre X en un subconjunto Y ⊂ X.

Corolario 7.14. Sea X un conjunto, Y ⊂ X un subconjunto y L un subespa-
cio de ℓ∞(X) tal que todo f ∈ L alcanza su supremo sobre X en Y . Entonces
todo conjunto Q convexo wY -relativamente numerablemente compacto de L
es wX-relativamente numerablemente compacto en L. Además, sobre Q

wX
las

topoloǵıas wX, wY , σ(ℓ∞(Y ), ℓ∞(Y )′), y σ(ℓ∞(X), ℓ∞(X)′) coinciden.

Demostración. Debido a que todo f ∈ L alcanza su supremo en Y tendremos
que la aplicación restricción

L → ℓ∞(Y )
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es inyectiva. En particular tendremos que wY es una topoloǵıa Hausdorff
sobre L y aplicando la Proposición 7.13 podremos deducir que Q es un sub-
conjunto σ(ℓ∞(X), ℓ∞(X)′)-relativamente numerablemente compacto. Usan-
do de nuevo que cada f ∈ L alcanza su supremo sobre Y tendremos que la
inclusión

L → ℓ∞(X)

es una isometŕıa si equipamos a L con la norma ‖ · ‖Y y ℓ∞(X) con la
norma ‖ · ‖X y por lo tanto es continua con las respectivas topoloǵıas débiles.
Tendremos aśı que Q es σ(ℓ∞(X), ℓ∞(X)′)-relativamente numerablemente
compacto en L y en particular wX-relativamente numerablemente compacto
en L. De nuevo por la Proposición 7.13 tendremos que las topoloǵıas wX y
σ(ℓ∞(X), ℓ∞(X)′) coinciden sobre el conjunto σ(ℓ∞(X), ℓ∞(X)′)-compacto
Q

wX
y por lo tanto, también coinciden con las topoloǵıas más gruesas wY y

σ(ℓ∞(Y ), ℓ∞(Y )′).

Definición 7.10. Dado (E, τ) un espacio localmente convexo, F ⊂ E ′ un
subespacio del dual topológico y U un conjunto de entornos de 0 en E tal que
{εU : ε > 0, U ∈ U} es una base de entornos de 0, diremos que F tiene la
propiedad R si para todo U ∈ U y todo x ∈ E se cumple que

máx
ϕ∈U◦

ϕ(x) = máx
ϕ∈U◦∩F

(x).

Obsérvese que en la definición se habla de máximo, es decir, estamos
diciendo que este se debe de alcanzar en algún elemento de U◦∩F para todo
U ∈ U . Obsérvese también que todo subespacio F ⊂ E ′ con la propiedad R
debe de ser σ(E ′, E)-denso en E ′ por lo que tendremos que σ(E, F ) es una
topoloǵıa de Hausdorff en E.

Teorema 7.15. Sea (E, τ) un espacio localmente convexo, F ⊂ E ′ un subes-
pacio con la propiedad R y A ⊂ E convexo y σ(E, F )-relativamente numera-
blemente compacto. Entonces el conjunto

A
σ(E,F )

es τ -acotado y las topoloǵıas σ(E, F ) y σ(E, E ′) coinciden sobre él.

Demostración. Si tomamos X = U◦, Y = U◦ ∩ F , L = E|U◦ , Q = A|U◦ y
consideramos la inclusión

A|U◦ ⊂ E|U◦ → ℓ∞(U◦),

estamos en la situación del Corolario 7.14 por lo que tendremos que las
topoloǵıas wU◦ y wU◦∩F coinciden en el conjunto

A|U◦

wU◦

= A|U◦

wU◦∩F
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que es wU◦ compacto y wU◦∩F compacto. Además, este conjunto está unifor-
memente acotado en U◦ y por lo tanto es τ -acotado. Ahora considerando

A
σ(E,F )

→֒
∏

U∈U

A|U◦

wU◦
∩F

donde U es el conjunto de entornos de 0 en E ′ tendremos que las topoloǵıas
producto

∏
wU◦

y
∏

wU◦∩F
inducen σ(E, E ′) y σ(E, F ) respectivamente sobre

A por los que estas últimas coinciden en A.

Corolario 7.16 (M. De Wilde). Sean E y F como en el Teorema anterior
y sea A un conjunto convexo de E. Tendremos que:

(i) A es σ(E, F )-compacto si, y sólo si, es σ(E ′, E) compacto. Lo mismo
ocurre con numerablemente compacto, sucesionalmente compacto y las
nociones relativas.

(ii) Si A es µ(E, E ′)-completo y σ(E, F )-relativamente numerablemente
compacto, entonces es σ(E, E ′)-relativamente compacto.

Demostración. La primera parte es inmediata a partir del Teorema 7.15. Si
A es µ(E, E ′) completo, entonces, por el Teorema de Eberlein-Grothendieck
(Teorema 5.14) tendremos que A es σ(E, E ′)-relativamente compacto si es
σ(E, E ′)-relativamente numerablemente compacto. Esto junto a (i) demues-
tra (ii).

Corolario 7.17 (I. Tweddle). En las condiciones del Teorema 7.15, si
E además es un espacio sucesionalmente completo y (xn)n es una sucesión
σ(E, E ′)-acotada que converge a 0 en la topoloǵıa σ(E, F ), entonces dicha
sucesión está contenida un subconjunto de E σ(E, E ′)-compacto y absoluta-
mente convexo.

Demostración. Como la sucesión (xn)n es σ(E, E ′)-acotada (y por lo tanto
τ -acotada) y E es sucesionalmente completo tendremos que

T : ℓ1 → E

(ξn)n  

∞∑

n=1

ξnxn

está bien definida. Como (xn)n σ(E, F )-converge a 0 tendremos que para
cada ϕ ∈ F

Sϕ := (ϕ(xn))n ∈ c0

y además c′0 = ℓ1, aśı que

ϕ(T ((ξn)n)) =
∑

n

ξnϕ(xn) = (ξn)n(Sϕ)
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donde en el último miembro de la igualdad estamos viendo (ξn)n como un
elemento del dual de c0. De esta última igualdad se deduce inmediatamente
que T es σ(ℓ1, c0)-σ(E, F )-continuo. Por lo tanto, T (Bℓ1) es σ(E, F ) compacto
y por el Corolario 7.16 tendremos que es σ(E, E ′)-compacto por lo que T (Bℓ1)
es el conjunto que buscábamos.

Corolario 7.18. Las sucesiones de Cauchy τ -acotadas son las mismas para
σ(E, F ) y σ(E, E ′).

Demostración. Basta con que apliquemos el Corolario 7.17 y el Teorema 7.15
a la τ -compleción de E dada por el Teorema 5.7 y tengamos en cuenta que
una sucesión (xn)n es de Cauchy si, y sólo si, para toda subsucesión (ym)m

de (xn)n se tiene que la sucesión (ym+1 − ym)m converge a 0.

Corolario 7.19. En las condiciones del Teorema 7.15, si E es un espa-
cio sucesionalmente completo y A es un conjunto τ -acotado, entonces A es
σ(E, F )-sucesionalmente compacto si, y sólo si, es σ(E, E ′)-sucesionalmente
compacto. La equivalencia se da también con las respectivas nociones relati-
vas.

Demostración. Basta ver que si (xn)n es una sucesión σ(E, F )-convergente,
entonces también es σ(E, E ′) convergente. Si (xn)n es σ(E, F )-convergente
entonces es de Cauchy en la topoloǵıa σ(E, F ) y por el Corolario 7.18 también
lo será en σ(E, E ′). Sea x el σ(E, F )-ĺımites de (xn)n. Tendremos entonces
que (xn − x)n está en las condiciones del Corolario 7.17 y por lo tanto,
está contenida en un subconjunto A de E que es σ(E, E ′)-compacto. Por lo
tanto, como (xn)n es de Cauchy en σ(E, E ′) y está contenida en A+x que es
σ(E, E ′)-compacto tendremos que es convergente (y de hecho el ĺımite tiene
que ser x).

Definición 7.11. Sea X un espacio de Banach y B un subconjunto de BX∗ .
Se dice que:

(i) B es un conjunto normante de BX∗ si, para cada x ∈ X, se tiene que
‖x‖ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ B};

(ii) B es una frontera de James para BX∗ si ‖x‖ = máx{|x∗(x)| : x∗ ∈ B}
para cada x ∈ X.

Dado un espacio de Banach X, el primer ejemplo de frontera que se
nos debeŕıa ocurrir es el de los puntos extremales ext BX∗ de la bola dual.
Un problema que se plantea asociado a esta definición es el problema de la
frontera, que se pregunta si la compacidad débil de un subconjunto A de
un espacio de Banach X es equivalente a la σ(X, B)-compacidad del mismo
conjunto donde B es una frontera de BX∗ . Gracias al Corolario 7.16 se puede
dar una respuesta positiva cuando A es convexo.
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Corolario 7.20. Sea X un espacio de Banach, B una frontera de BX∗ y A
un subconjunto convexo acotado de X. Entonces A es σ(X, B)-compacto si,
y sólo si, es débilmente compacto.

Demostración. Si tomamos F = span B, tendremos claramente que F tiene
la propiedad R (en este caso U = {BX}). Por lo tanto, aplicando el Co-
rolario 7.16, teniendo en cuenta que σ(X, F ) = σ(X, B) tendremos que un
conjunto A es σ(X, B)-compacto si, y sólo si, es débilmente compacto.

El problema de la frontera en general sigue abierto. Se tienen respuestas
afirmativas en varios casos como cuando B = ext(BX∗) (véase por ejemplo
[5]), cuando X no contiene una copia isomorfa de ℓ1(Γ) con |Γ| = c (véase
[9, 18]) y cuando X = C(K), dotado con su norma canónica ‖ · ‖∞, donde
K es un espacio compacto arbitrario (véase [8]).

Si cambiamos compacto por sucesionalmente compacto, podremos obte-
ner la equivalencia aunque A no sea convexo gracias al Corolario 7.19.

Corolario 7.21. Sea X un espacio de Banach, B una frontera de BX∗ y
A un subconjunto acotado de X. Entonces A es σ(X, B)-sucesionalmente
compacto si, y sólo si, es débilmente compacto.

De aqúı podemos ver la respuesta afirmativa del problema de la frontera
en el caso (X, ‖ · ‖) separable (caso particular de ℓ1(Γ) * X).

Corolario 7.22. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach separable, B una fron-
tera de BX∗ y A un subconjunto acotado de X. A es σ(X, B)-compacto si, y
sólo si, es débilmente compacto.

Demostración. Supongamos que A es σ(X, B)-compacto. Como X es separa-
ble, tendremos que (BX∗ , w∗) es un espacio métrico compacto, y por lo tanto,
B es separable. Sea D un conjunto w∗-denso numerable de B. Tendremos en

tal caso que BX∗ = B
w∗

= D
w∗

y por lo tanto, σ(X, D) es una topoloǵıa
Hausdorff más gruesa que σ(X, B). Como A es σ(X, B)-compacto tendremos
que (A, σ(X, B)) = (A, σ(X, D)) y por lo tanto, A es σ(X, D) compacto,
y como D es numerable tendremos que A es σ(X, D)-sucesionalmente com-
pacto y por lo tanto, σ(X, B)-sucesionalmente compacto. Aplicando ahora el
Corolario 7.21 tendremos que A es débilmente compacto.
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