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Introduccion

En este trabajo, ademas de una recopilacion y puesta al dia de material, he-
mos incluido varios resultados nuevos. En particular, hemos obtenido varias
versiones cuantitativas en términos de distancias de ciertos teoremas clasicos
en espacios de Banach y espacios de funciones: siendo mas concretos, he-
mos obtenido una versién cuantitativa del Teorema de Grothendieck sobre
compacidad en C'(K) con K compacto, también hemos obtenido versiones
cuantitativas del Teorema de Gantmacher sobre compacidad débil de opera-
dores adjuntos y en estos mismos términos, también hemos generalizado un
resultado que permite asegurar la angelicidad de los espacios C(X) con X
numerablemente K-determinado. Estos resultados obtenidos seran parte de
un articulo en preparacion. Ademsds, en la elaboracion de este trabajo nos
han surgido diversos problemas relacionados, que esperamos nos permitan
seguir trabajando en estos temas. Hemos dividido esta tesina en dos partes:

e La primera parte la hemos llamado Distancia a espacios de funcio-
nes y en ella, mediante el estudio de distancias de funciones a espa-
cios de funciones continuas se muestran cuantificaciones de teoremas
clasicos de compacidad en espacios de funciones continuas y espacios
de Banach. La herramienta principal usada en esta parte es la distancia
entre limites iterados.

e La segunda parte de esta tesina la hemos llamado Teorema de James.
En esta parte se estudia el teorema clasico de James sobre compacidad
débil en espacios de Banach. Entre otras cosas, incluimos una demos-
tracién de este teorema debida a J. D. Pryce (véase [29]), en la que se
utilizan herramientas desarrolladas en la primera parte de esta tesina.
También se estudian aqui algunas consecuencias que se pueden obtener
a partir de este teorema.

La primera parte de la tesina ha sido dividida en 4 capitulos y la segunda
parte ha sido dividida en 3. A continuacién sigue un resumen de cada uno
de ellos.
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Capitulo 1. Preliminares topologicos.

En este capitulo se introducen las herramientas topologicas necesarias para
desarrollar esta primera parte de la tesina. La primera seccion de este capitulo
se llama Existencia de funciones continuas. La herramienta principal es
el Teorema 1.6 ([3, Proposition 1.18]), que establece la relacién existente
entre la oscilaciéon de una funcién f : X — R con X un espacio normal
y la distancia de dicha funcién a C*(X), el espacio de funciones continuas
acotadas definidas sobre X, mediante la siguiente férmula

(£, C*(X)) = § ose(f).

Gracias a este teorema tendremos que el concepto de oscilacién nos va a
permitir en el Capitulo 2 ligar la nocién de distancia a espacios de funciones
continuas con la distancia entre limites iterados. La segunda seccién de este
capitulo, Separacion de conjuntos convexos, es una herramienta funda-
mental para poder demostrar un resultado que nos va a permitir obtener
férmulas generales para distancias a espacios de Banach a partir de férmulas
generales para espacios de funciones continuas. Por tltimo, se estudia el con-
cepto de Paracompacidad y se muestran algunas caracterizaciones de esta
nociéon, en términos de refinamientos baricéntricos, que se utilizan para estu-
diar distancias a espacios de funciones continuas a espacios C(X, Z), con X
un espacio topolégico paracompacto y Z un subconjunto convexo compacto
de un espacio normado.

Capitulo 2. Distancia y funciones continuas.

En este capitulo se estudia la distancia de funciones a espacios de funciones
continuas. La herramienta principal que se usa es la nocién de e-intercambio
de limites que mide la distancia entre limites iterados.

Definicién 2.1. Sea (Z,d) un espacio métrico, X un conjunto, H C ZX,
A C X ye > 0. Diremos que H c-intercambia limites con A si para cada
sucesion (Ty)n en Ay (fim)m en H se cumple que

d(lim lim fp,(x,) — Umlim f,(x,)) < ¢

siempre que todos los limites involucrados existan. En el caso € = 0 simple-
mente diremos que H y A intercambian limaites.

Este concepto esta relacionado con la oscilacién de funciones es la siguiente
Proposicién.
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Proposicién 2.3 [4, Proposition 2.2]. Sea (Z,d) un espacio métrico com-
pacto, sea X un espacio topoldgico y H un subconjunto de C'(X, Z). Se tiene:

77X
(i) Si H e-intercambia limites con X y f € o’ , entonces osc*(f) < e.

__7X
(ii) Si X es numerablemente compacto y osc*(f) < € para todo f € i’ ,
entonces H e-intercambia limites con X.

Esta Proposicién junto al Teorema 1.6 que relaciona distancias con oscila-
ciones nos permite relacionar el e-intercambio de limites con la distancia a
espacios de funciones continuas.

Corolario 2.9 [4, Corollary 2.6]. Sea X un espacio topoldgico y sea H un
conjunto uniformemente acotado de C*(X). Se tiene:
(i) Si X es normal y H e-intercambia limites con X, entonces

~ _RX

d(H ,C*(X)) <e.

A X
(ii) Si X es numerablemente compacto y al(H]R ,C*(X)) < e, entonces H
2e-intercambia limites con X.

Resultados similares en C'(X, Z) con X paracompacto y Z un subconjun-
to convexo y compacto de un espacio normado, se obtiene utilizando el
Teorema 2.12, que establece la relacién entre la oscilacion de una funcién
f: X — Z y la distancia de dicha funcién a C(X, Z). Gracias a estos resul-
tados podremos reducir el estudio de distancias al estudio del e-intercambio
de limites. El siguiente Teorema nos dice que el e-intercambio de limites se
conserva al tomar envolturas convexas.

Teorema 2.18 [4, Theorem 3.3]|. Sea Z un subconjunto compacto con-
vexo de un espacio normado E, sea K un conjunto cualquiera y sea H un
subconjunto de Z¥. Si tenemos que H e-intercambia limites con K entonces
conv(H) e-intercambia limites con K.

Como corolarios de este Teorema tendremos lo siguiente.

Corolario 2.20 y Teorema 2.21 [4, Corollary 3.4 and Theorem 3.5].
Sea K un espacio compacto y H C RE uniformemente acotado. Entonces

A—  RK

d(com(H)',C(K)) < 5d(H" , C(K)).

Ademds, si H C C(K) tendremos que

N— RK ~ —RK

d(conv(H) ,C(K))<2dH ,C(K)).
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Por 1ltimo, este capitulo lo concluimos con el siguiente Teorema, que es un
resultado nuevo que nos muestra una version cuantitativa de un teorema
clasico de Grothendieck sobre compacidad en C'(K).

Teorema 2.24. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto unifor-
memente acotado de C(K), entonces tendremos

1. _RpK ~ __pBow)*

LA ) < dT* " CBoyer)) < 4, C(K))

donde estamos considerando Be k)« con la topologia w* = o(C(K)*, C(K)).

Capitulo 3. Distancia a espacios de Banach.

Para un espacio de Banach X, estudiamos problemas relacionados con la dis-
tancia de elemegtos de su bidual x** € X** al propio espacio. En particular,
si HC Xy H' eslaclausura de H en X** en la topologia w*, observemos
primero que

d(H",X) = sup{iuf d(z,2) : 2 € A"} =0

si, y sélo si, H es débilmente relativamente compacto en X. En general, se
puede medir lo “cerca” que estd un conjunto de ser débilmente relativamente
compacto con lo que se denominan medidas de no compacidad débil.

Definicién 3.1. Sea X un espacio de Banach y sea p una funcion con va-
lores reales definida en la familia de subconjuntos acotados no vacios de X .
Diremos que i es una medida de no-compacidad débil en X si para A, B C X
acotados y A € R cumple:

(i) w(A) =0 si, y sélo si, A es débilmente relativamente compacto.
Si A C B, entonces pu(A) < u(B).
(conv A) = u(A).
(AU B) = méx{u(A), u(B)}
(A+ B) < pu(A) + u(B).
(AA) = [A|u(A).

W
W
W
W

Un ejemplo de estas medidas es w, la medida de De Blasi:

w(H)=inf{e >0: H C K+eBx y K C X es w-compacto}.

Otro ejemplo de medida de no compacidad débil es ~, introducida por K.
Astala y H. O. Tylli en [1], que se define como

v(A) = sup{lim lim f,,(z,,) — limlim f,,(x,,)}



donde el supremo se toma para todo par de sucesiones (z,,), C convA y
(fn)n C Bx- tales que los limites involucrados existen. De hecho, teniendo
en cuenta que el e-intercambio de limites se conserva al tomar envolturas
convexas, tendremos que de hecho el supremo anterior lo podemos tomar
para (z,,)m C A. Nos ocuparemos aqui de estudiar la relacién entre algunas
medidas de no compacidad débil y la distancia que acabamos de escribir.
Gracias a la Proposicion que sigue, podemos particularizar algunos de los
resultados obtenidos en el Capitulo 2 a espacios de Banach.

Proposiciéon 3.2. Sea X un espacio de Banach y sea Bx- la bola unidad
cerrada en su dual X* con la topologia w*. Consideremos ¢ : X — X*™ y
J: X** — (°(Bx+) las inclusiones candnicas. Entonces, para todo x** € X**
tenemos que

(™, i(X)) = d(j(z™), C(Bx-))-

Como corolarios de esta Proposicion, obtenemos los siguiente resultados, que
son versiones cuantitativas de un Teorema clasico de Krein que dice que
las envolturas convexas conservan los conjuntos débilmente relativamente
compactos.

Corolarios 3.6 y 3.7 [19, 16]. Sea X un espacio de Banach y sea H C X**
un subconjunto w*-compacto. Entonces

*

d(conv(H)" , X) < 5d(H, X).

Si H C X es acotado (y no es necesariamente w*-compacto) se tendrd que

A 7@0*

d(conv(H)" , X) < 2d(H"", X).

En la segunda seccion de este capitulo estudiamos algunos casos en los que
se dan la igualdad

d(conv(H)" , X) =dH", X)

para todo H acotado contenido en X. Los espacios de Banach para los que
sabemos que se cumple dicha igualdad son los espacios de la clase J (defini-
cién introducida en [19]) y los espacios que no contienen una copia de ¢! en
su bidual.

A partir de los resultados anteriores obtenemos versiones cuantitativas del
Teorema de Gantmacher que afirma que un operador 7' : X — Y entre dos
espacios de Banach es débilmente compacto si, y sélo si, su operador adjun-
to T" : Y* — X* es débilmente compacto. Si consideramos la medida de
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no compacidad débil v tendremos la siguiente version cuantitativa de este
teorema.

Proposicién 3.17. Sean X eY espacios de Banach, T : X — 'Y un operador
yT*:Y* — X* su operador adjunto. Entonces

Y(T(Bx)) < v(T"(By-)) < 2v(T(Bx)).

En particular, en términos de d obtenemos la siguiente desigualdad.

* * *

Y) <d(T*(By)"  X7) < 4d(T(Bx)" . Y).

w

d(T(Bx)

N —

Sin embargo, no es posible dar una versiéon cuantitativa en estos términos
usando la medida de De Blasi w (véase [1]).

Capitulo 4. Aproximacion por sucesiones.
El resultado de partida que demostramos es el siguiente:

Teorema 4.2 [4, Proposition 5.2]. Sea (Z, d) un espacio métrico compacto,
X un conjunto y H un subconjunto de Z* que e-intercambia limites con X .
X

Entonces dado f € T, existe una sucesion (fu)n C H tal que

sup d(g(x), f(x)) < €

zeK

para todo punto de aglomeracion g de (f,)n en Z°X.

En particular, tomando € = 0, este Teorema nos permite obtener la angelici-
dad de los espacios C(K) con K compacto. Ademads, cuando X es un espacio
numerablemente K-determinado se tiene que C'(X) es angélico. En términos
parecidos, hemos obtenido el siguiente Teorema, que para ¢ = 0 nos da la
angelicidad de los espacios C'(X) con X numerablemente K-determinado. Si
X es un conjunto y (Z,d) un espacio métrico, diremos que un H C C(X, Z)
es e-relativamente numerablemente compacto (en C(X, 7)) cuando toda su-
cesion (f,), C H tenga algiin punto de aglomeracién f en Z* con oscilacién
menor o igual que . Claramente, para el caso ¢ = 0, esta nocién coincide
con la de relativamente numerablemente compacto.

Teorema 4.7. Sea X un espacio numerablemente K-determinado, (Z,d)
un espacio métrico compacto y H C C(X, Z) un subconjunto e-relativamente
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_ 7X
numerablemente compacto. Entonces para cada f € i , existe una sucesion
(fu)n C H tal que
supd(g(z), f(z)) < e

zeX

para cada punto de aglomeracion g de (f,) en Z*X.

Capitulo 5. Preliminares de analisis funcional.

En este capitulo se introducen las herramientas necesarias de analisis funcio-
nal para el desarrollo de la segunda parte de esta tesina. Empezamos viendo
las relaciones que hay con las distintas topologias compatibles con un par
dual (E, F) que son aquellas topologias 7 tales que (E,7)" = F. Introdu-
cimos la topologia de Mackey, u(FE, F), v se demuestra que es la topologia
compatible con el par dual (E, F') més fina. Ademds, damos un modelo para
la compleccién de un espacio topolégico obtenido por Grothendieck.

Teorema 5.7. Sea (E,T) un espacio localmente convezo y & la familia de
los equicontinuos de E'. Sea

E={z* € (E) : 12|y es o(F', E)-continuo para cada H € E}.

El espacio E dotado de la topologia T de convergencia uniforme sobre £ es
un modelo para la complecion de (E,T).

Como corolario de este Teorema se obtiene el Criterio de completitud de
Grothendieck que nos proporciona una caracterizacion de los espacios local-
mente convexos completos.

Corolario 5.8 [Criterio de completitud de Grothendieck]. Un espacio
localmente convexo E es completo si, y solo si, todo ¢ € E™ cuya restriccion
a conjuntos equicontinuos es o(E', E)-continuo es un elemento de E.

Finalmente, en la tltima seccién de este capitulo, utilizando resultados del
capitulo 2, se demuestra el teorema de Eberlein-Grothendieck, que nos dice
que dado un espacio localmente convexo F, los conjuntos débilmente relati-
vamente compactos, los conjuntos débilmente relativamente numerablemente
compactos y los conjuntos acotados que intercambian limites con los conjun-
tos equicontinuos de E son los mismos.

Teorema 5.14 [W. F. Eberlein, A. Grothendieck]. Sea (E, T) un espacio
localmente convexo, sea B C E un conjunto convexo y T-completo. Entonces
para A C B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es débilmente relativamente numerablemente compacto.
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(ii) A es débilmente relativamente compacto.
(iii) A es acotado e intercambia limites dobles con todos los subconjuntos
T-equicontinuos de E'.

Capitulo 6. Teorema de R. C. James.

Este capitulo se centra en el clasico Teorema de James sobre compacidad
débil en espacios localmente convexos.

Teorema 6.1 [R. C. James]. Sea E un espacio localmente convexo cua-
sicompleto. Entonces un subconjunto acotado débilmente cerrado A C E es
débilmente compacto si, y solo si, todo ¢ € E' alcanza su supremo en A, es
decir, existe x € A tal que p(x) = sup{p(y) : y € A}.

La demostracion de este teorema en el caso en el que E sea un espacio de
Banach separable se simplifica bastante gracias a la Desigualdad de Simons
como vemos en este capitulo.

Teorema 6.3 [Desigualdad de Simons]. Sea S un conjunto, (x,), una
sucesion acotada en ((S) y sea T C S tal que si A\, >0 con Y > N\, =1,
entonces existe t € T' tal que

; A (t) = sup ; A (5).

Entonces

inf{sup z(s) : © € conv{z,},>;} < suplimsup z,(t).
s€S teT n

La segunda seccién la dedicamos a realizar una prueba del Teorema de Ja-
mes en el caso general debida a J. D. Pryce (véase [29]). Las herramien-
tas fundamentales en la demostracion de este resultado son el Teorema de
Eberlein-Grothendieck mencionado anteriormente y el siguiente resultado so-
bre sucesiones en ¢*°(X) obtenido por J. D. Pryce.

Proposicién 6.6 [J. D. Pryce,[29, Lemma 2]]. Sea (f,), una sucesion en
(>°(X) uniformemente acotada y sea D C (>°(X) un subconjunto separable.
Entonces eziste una subsucesion (fy, )i de (fn)n tal que

sup limsup(h — f,,,)(z) = supliminf(h — f,,)(z)
z€X k—oo zeX k—oo

inf limsup(h — f,,)(x) = if liminf(h — f,,)(z)

z€X koo zeX k—oo
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para cada h € D.

Mediante la construccién de un ejemplo debido a R. C. James, vemos que la
condicién de cuasicompletitud es necesaria en el Teorema que estamos tra-
tando en este capitulo.

Finalmente, vemos cémo el Teorema de James nos puede conducir a una
caracterizacion de la reflexividad en términos de conjuntos proximinales.

Corolario 6.15. Para un espacio de Banach X, las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) X es reflexivo.
(ii) Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proziminales.
(iii) Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
(iv) Todos los conjuntos cerrados, converos de X son proximinales.
(v) Todos los conjuntos débilmente cerrados de X son proximinales.

Capitulo 7. Aplicaciones.

En este ultimo capitulo de la memoria hemos recogido algunos resultados in-
teresantes que se pueden obtener a partir del Teorema de James o las técnicas
que han sido utilizadas en la demostracion de dicho teorema. En una primera
seccion, Sucesiones que alcanzan la norma, incluimos una caracteriza-
cién de los espacios de Banach reflexivos obtenida por E. Matouscova y S.
Reick (véase [26]) en términos de sucesiones que alcanzan la norma, es de-
cir, sucesiones que alcanzan el supremo de limsup,,_, . f(z,) con f € Sy,
y (P)-sucesiones, que son sucesiones tales que para todo f € Sx- existe un
g € Sx» tal que limsup,,_, . f(z,) < liminf, . g(x,). Observemos que la
nocién de sucesién que alcanza la norma es una nocién mas débil que la de
sucesion débilmente convergente.

Teorema 7.6 [26, Theorem 4.3]. Sea X un espacio de Banach. Las si-
gquientes condiciones son equivalentes:
(i) X es reflexivo.
(ii) Toda sucesion acotada (x,), en X contiene una subsucesion (z,, )i para
la que se alcanza sup;eg, , imsup f(z,, ).
(i) Toda sucesion acotada (), en X contiene una subsucesion (x,, )x para
la que se alcanza sup;cg, , iminf f(x,, ).
(iv) X no contiene (P)-sucesiones.

A la vista de este resultado es razonable buscar caracterizaciones similares de
los conjuntos débilmente relativamente compactos de un espacio de Banach:
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Problema. Sea X un espacio de Banach y H C X un subconjunto de X.
¢Se tendrd que H es w-compacto si, y sdlo si, toda sucesion (x,), C H tiene
una subsucesion (T, )y, tal que sup;cg. , limsup f(x,,) se alcance?

Otro problema relacionado con el Teorema 7.6 que nos podemos plantear
es el siguiente:

Problema. Sea X un espacio de Banach y B C Bx- un subconjunto de
Bx«. ;Tendremos que toda sucesion acotada (x,), C X tiene una subsu-
cesion (wp, )k tal que sup;cp f(xn,) se alcanza si y sélo si cualquier suce-

sion (x,), C X acotada tiene una subsucesion convergente en la topologia
o(X,B)?

En una segunda seccion, vemos una caracterizacion de la compacidad débil en
L' (u, X), el espacio de las clases de equivalencia de las funciones integrables
Bochner, obtenida por Ulger (véase [34]).

Teorema 7.8 [11, Theorem 1.1]. Sea A un subconjunto acotado de L*(u, X).
Son equivalentes
(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) A es uniformemente integrable, y dada cualquier sucesion (f,), C A
eziste una sucesion (gn)n con g, € conv{fy : k > n} tal que (g,(w)),
es convergente en norma en X para casi todo w € Q.
(iii) A es uniformemente integrable y dada una sucesion (f,), C A eziste
una subsucesion (gn)n con g, € conv{fy : k > n} tal que (g,(w)), es
débilmente convergente en X para casi todo w € ).

Para la prueba de este teorema, en [11] se utiliza el Teorema de Eberlein-
Grothendieck. Como corolario se obtiene la siguiente caracterizacion de los
conjuntos débilmente compactos de un espacio de Banach.

Corolario 7.9 [11, Corollary 1.2]. Para un subconjunto A de un espacio
de Banach X las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Para cada sucesion (x,), C A contenida en A, existe una sucesion
(Yn)n con y, € conv{xy : k > n} que es convergente en norma.
(iii) Para cada sucesion (x,), C A contenida en A, eziste una sucesion
(Yn)n con y, € conv{zy : k > n} débilmente convergente.

Notemos que en [34] se hace una prueba directa de este corolario para el caso
de conjuntos uniformemente acotados usando el Teorema de James.
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Por ltimo, se estudia el Problema de la frontera, problema que estd to-
davia abierto en su maxima generalidad. Para un espacio de Banach X, se
dice que B C Bx~ es una frontera de James si ||z|| = max{|z*(z)| : z* € B}
para todo = € X.

Problema de la frontera. Sea X un espacio de Banach, B C Bx« una
frontera y A C X un subconjunto de X. Si A es o(X, B) compacto, ses A
w-compacto?

Para este problema sélo se conocen respuestas afirmativas en algunos casos.
Aqui nos hemos dedicado a recoger algunas de estas respuestas afirmativas
que se apoyan en las herramientas utilizadas en este trabajo. En particular,
vemos que la respuesta es afirmativa si A es convexo o si el espacio de Banach
es separable.
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Notacion

En general, la notacién de esta tesina es estandar, como en [15].

A lo largo de este trabajo, salvo que se indique lo contrario, todos los
espacios topoldgicos que se consideren seran Hausdorff. De hecho, en el tnico
momento en el que trabajaremos con espacios topolégicos no necesariamente
Hausdorff sera en el Teorema 1.16.

R denota el conjunto de los ntimeros reales dotado normalmente de la
métrica euclidea.

Cuando estemos en un espacio topoldgico, denotaremos por A la clausura
de un subconjunto A cuando esté claro la topologia sobre la que se estd tra-
bajando; si tenemos una topologia 7 y queremos especificar que la clausura se
estd tomando sobre esa topologia escribiremos A . En los espacios producto
del tipo XY, con X e Y conjuntos se trabajara en la topologia puntual por
lo que si queremos indicar la clausura de un subconjunto A en la topologia

_YY
puntual de XY escribiremos v

Si F es un espacio localmente convexo, denotaremos su dual algebraico (el
conjunto de las aplicaciones lineales de £ en R) como E* y su dual topolégico
(el subconjunto del dual algebraico de aplicaciones lineales y continuas) por
E’. Sin embargo, cuando estemos trabajando con un espacio normado X, por
X* denotaremos a su dual topolégico.

Si un espacio X se puede ver como un espacio de funciones sobre un
conjunto Y (como por ejemplo si X = TY para algin conjunto T, o si YV
es un dual de X), denotaremos por o(X,Y) o wy la topologia en X de la
convergencia puntual sobre elementos de Y. Si X es un espacio de Banach,
normalmente denotaremos a la topologia débil o(X, X*) por w y la topologia
débil* en X* o(X*, X) por w*. Andlogamente, si £ es un espacio localmente
convexo denotaremos w = o(F, E') y w* = o(E', E).

xiil



xiv NOTACION

Si A es un subconjunto de un conjunto A, denotaremos por x4 a la fun-
cién caracteristica de A, es decir, la funcién que vale 1 en A y vale 0 en X\ A.

Dado un espacio topolégico X y un espacio métrico (Z,d), denotaremos
por C(X, Z) al espacio de las funciones continuas f : X — Z y por C*(X, Z)
el subespacio de C'(X, Z) de funciones continuas acotadas. Ademéds, denota-
remos C(X) = C(X,R) y C*(X) = C*(X,R).

Sea (Z,d) un espacio métrico, a € Z un elemento de Z y H, X C Z
subconjuntos de Z. Denotaremos

d(a,X) = inf{d(a,x) : x € X}

A

d(H, X) = sup{d(h, X) : h € H}.



Parte 1

Distancia a espacios de
funciones






Capitulo 1

Preliminares topoldgicos

En este capitulo vamos a introducir herramientas topolédgicas esenciales para
el desarrollo de la primera parte de la tesina. En particular, vamos a tra-
bajar con la nocién de oscilacién de una funcién, teoremas de separacién de
conjuntos convexos y paracompacidad.

1.1 Oscilaciéon y distancia

Dadas dos funciones f,g: A — R con A un conjunto cualquiera, denotamos
por fV g ala funcién fV g(a) = max{f(a),g(a)} para a € A, y denotamos
por f A g alafuncién f A g(a) = min{f(a),g(a)} para a € A.

Teorema 1.1 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio topolégico. Tendre-
mos que X es un espacio normal si, y solo si, para cada par de subconjuntos
Ay B de X cerrados y disjuntos existe una funcion continua f : X — [0,1]

tal que f(A) =0y f(B)=1.

Definicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico y sea f: X — R una funcion.
Diremos que f es superiormente semicontinua si para cada a € R tenemos
que la antitmagen de (—oo, a) mediante f es un abierto de X . Andlogamente,
diremos que f es inferiormente semicontinua si para cada a € R se cumple
que la antiimagen de (a,00) es un abierto de X .

El siguiente teorema se puede encontrar en [22, Theorem 12.16].

Teorema 1.2. Sea X un espacio topologico normal y sean fi < fo dos
funciones reales definidas en X tales que fi es superiormente semicontinua

y fo es inferiormente semicontinua. Entonces existe una funcion continua
feC(X) tal que fi(z) < f(z) < fo(x) para todo x € X.
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Demostracién. Usando un homeomorfismo estrictamente creciente entre (0, 1)
y R podemos suponer que tanto f; como fs toman sus valores en el intervalo
(0,1). Tomemos € > 0. Veamos que existe una funcién continua g. tal que
fi—e<g. < fo+e. Sean € N tal que % < e, para cada k € {1,2,...,n}
tomemos

A = freX S <p@y
B, — {xexzh(x)g%}.

Entonces, debido a que f; < fy tendremos que A; y By son conjuntos dis-
juntos y como f; es superiormente semicontinua y fo es inferiormente semi-
continua, tendremos que ademas son conjuntos cerrados. Por el Lema de
Urysohn (Teorema 1.1), existe una funcién continua g, : X — [0, 1] tal que
gk(Ax) = 1y gr(Bx) = 0. Definamos entonces

1
ge =—(g1+ -+ gn).
n

Tendremos entonces que g. es una funcién continua. Fijado x € X, existe
ke {l1,2,...,n} tal que

k k+1
E§f1($)< .

n

Si k > 1 tendremos que x € A; para todo i < k y por lo tanto, g;(z) = 1
para todo 2 < k por lo que

1k
r)——< =< .
file) = <= < o)
Esta claro que estas desigualdades también se dan cuando k£ = 0. Por lo tanto
hemos deducido que f; — ¢ < g.. Anédlogamente se obtiene que g. < fo + ¢.
Tendremos por lo tanto que existe una funciéon continua h; tal que

2 2
— =< h < fo4 =
S g Shs 2 3
Supongamos que hemos construido funciones continuas hq, hs, ..., h, tales

que

2\ * 2\ 2\"
A () <ns<ns(2) v memoies (2)

para todo k € {1,2,...,n}. Como f; < h,+(3)" y hy < fo+(3)" tendremos

que i }
(fl\/hn)_% (%) < (f2/\hn)+% (%) .
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Como f V h,, es superiormente semicontinua y f; A h,, es inferiormente semi-
continua, por lo visto al principio de esta demostracion tendremos que existe
una funcién continua h,,; tal que

2 n+1 9 nil

y por lo tanto

92 n+1 9 n+1 2 n+1
fi— (g) <hpi1 < fo+ (g) y ||hn+1 — hn”oo < <§) .

Tendremos entonces que (h,) es una sucesion de Cauchy en (C*(X), || - ||s)
por lo que converge a una funciéon continua f que claramente cumple que
< f< fo O

Observacién 1.3. De hecho, el Teorema 1.2 nos proporciona una caracteri-
zacion de los espacios normales ya que un espacio es normal si, y solo si, se
cumplen las condiciones de dicho Teorema sobre la existencia de una funcion
continua, como veremos en el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Sea X un espacio topologico. Entonces X es normal si, y
solo si, para cada par de funciones reales fi < fo definidas en X tales que
f1 es superiormente semicontinua y fo es inferiormente semicontinua, existe
una funcion continua f € C(X) tal que fi(x) < f(z) < fo(z) para todo
reX.

Demostracion. Una de las implicaciones no las da el Teorema 1.2. Para ver la
otra implicacion podemos usar el Teorema de Tietze que dice que un espacio
X es normal si, y sélo si, para cada cerrado A C X, se tiene que cada
funcién continua g : A — [0,1] se puede extender a una funcién continua
f X — [0,1]. Entonces si tenemos g, definamos fi, fo : X — [0, 1] como
filx) = falx) = f(z)six € Ay fi(x) =0y folz) = 1six ¢ A En
tal caso tendremos que f; es superiormente semicontinua y f, inferiormente
semicontinua y por lo tanto, por hipdtesis tenemos una funcién continua
f que claramente va a ser una extensiéon continua de g con lo que, por el
Teorema de Tietze tendremos que X es normal. O

Definicién 1.2. Sea X un espacio topolégico y Z un espacio métrico. Para
f € ZX acotada y v € X definimos la oscilacion de f en X como

osc(f,x) = inf sup d(f(y), f(2))

Ule y zcU
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y la semioscilacion de f en X como

osc*(f,r) = inf supd(f(y), f())

Ueldy yeU
donde U, es el conjunto de entornos de x en X. Definimos la oscilacion de

f (en X ) y semioscilacion de f (en X ) como

osc(f) =suposc(f,x) y osc*(f)=suposc*(f,x).
zeX zeX

Cuando tengamos f € Z~X y K C X denotaremos la oscilacién y semi-
oscilacion de f en K por

osc(f, K) =suposc(f,z) y osc*(f, K)=suposc™(f,x).
reK zeK

Claramente tenemos que

Proposicion 1.5. Sea X un espacio topolégico y Z un espacio métrico. Si
f € ZX estd acotada y v € X, entonces

osc*(f,x) < osc(f,z) < 2o0sc*(f,x),
osc*(f) < osc(f) < 2o0sc*(f).

Ademas

d(f.C*(X, 2)) 2 S ose( ),

Teorema 1.6 (Benyamini and Lindenstrauss, [3, Proposition 1.18]).
Sea X un espacio normal y sea f € (>°(X). Entonces

(f,0°(X)) = 5 ose(f).
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Demostracion. Sea g € C*(X), d = d(f,g), e > 0y x € X. Como g es
continua tendremos que existe un entorno U de x tal que si y,z € U, en-
tonces d(g(y),g(z)) < € y por lo tanto tendremos que para todo y,z € U,
d(f(y), f(2)) <d(f(y),9(y)) +d(g(y). 9(2)) + d(g(2), f(2)) < 2d + ¢,y como
e era arbitrario, podemos deducir que osc(f, z) < 2d y al cumplirse esto para
todo 2 € X obtenemos que osc(f) < 2d(f,g) para toda g € C*(X) de donde
deducimos que d(f, C*(X)) > 1 osc(f).

Veamos ahora que d(f, C*(X)) < 3 osc(f). Sea § = 3 osc(f) y parax € X
denotemos por U, al conjunto de entornos de x € X. Tendremos entonces
que

26 = osc(f,x) = inf sup (f(y) — f(2))

Ueldy, y’zeU
= (s - s )
> inf sup — sup inf f(2).
Jof sup f(y) Sup inf f(2)

Por lo tanto, si definimos

fi(z) = inf sup f(z) — 6

fa(z) = sup inf f(2)+¢
Ueu, €U
tendremos que f; < fo. Ademads, f; es superiormente semicontinua y fo
es inferiormente semicontinua. Por lo tanto, por el Teorema 1.2, existe una
funcién continua h definida en X tal que

fi(z) < h(z) < folx)

para todo x € X. Como para x € X se cumple que fo(z) — 0 < f(x)y
fi(x) +d > f(x), tendremos que h(x) — 0 < f(z) < h(z) + ¢ y por lo tanto
|f — hll« <. En particular tendremos que h es uniformemente acotada, es
decir, h € C*(X). Asi que

(S, €7 (X)) < 0 = 5 oself)

y con ello terminamos la prueba. O
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1.2 Separacién de conjuntos convexos

Teorema 1.7 (de separacién). Sea E un espacio vectorial topolégico y
sean A y B dos subconjuntos disjuntos de E mno vacios y converos con A
abierto. Entonces existe un hiperplano afin cerrado que separa a A y B. Si
ademas B es abierto, la separacion es estricta.

Lema 1.8. Sea E un espacio localmente convexo y X C E un subconjunto
compacto convexo. Sea f; : X — R wuna aplicacion concava superiormen-
te semicontinua y sea fo : X — R wuna aplicacion convexa inferiormente
semicontinua. Sean

A ={(z,y) e X xR fi(y) >z}

By, :={(z,y) € X xR: fo(y) < a}.

Si fi(z) < fo(z) para todo x € X, entonces By, y Ay, pueden ser separados
por un conjunto convexo abierto.

Demostracion. Para cada x € X, tomemos €, > 0 y un entorno abierto V
de 0 tales que para todo y € (z + V) N X tengamos que

€z

) < 1@+ 5 < fila) + e < folo) — 0 < fol@) = 5 < faly).

Tomemos para cada x un entorno abierto de 0 equilibrado U, de modo que
U, + U, C V,. Tendremos entonces que {z + U, : € X} es un cubrimiento
abierto de X y como X es compacto existen zi,x»,...,x, € X tales que
{z; + U, : i € {1,2,...,n}} es un cubrimiento de X. Tomemos un entorno

abierto equilibrado V' de 0 tal que V +V C ﬂ U., v sea € = min,; &,,. Si

i=1
tomamos U =V x (—¢/2,¢/2) tendremos que (By, +U)N(Ap +U) = 0. En
caso contrario, tendriamos que existen (z,y) € By, y (2/,y') € Ay, tales que
(x—a',y—y') € U4+U. Tendriamos por un lado que |y—y’| < € y por otro lado

r—2' e V+V C ﬂ U,,. Como {z;+U,,} es un cubrimiento de X, existe i tal
i=1

que x € x;+U,,, pero como x—a' € U,, entonces 2’ € z;+U,, +U,, C x;+V,,

y en tal caso

Yy < fil) < filz) + E; = fi(w) + €4, — 552.

< folx) —ep, Sy —6p, Sy —c

<

Ez;

2

de donde deducimos que y — ' > ¢ lo que seria una contradiccién. O

< o) —ea, =
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El siguiente Teorema se puede encontrar en [6, Theorem 21.20].

Teorema 1.9. Sea E un espacio localmente convero, X C E un subconjunto
compacto convexo, f; : X — R una aplicacion concava superiormente semi-
continua y fo : X — R una aplicacion convexa inferiormente semicontinua
tales que fi(x) < fo(x) para todo v € X. Entonces eziste una funcion afin
h:E — R tal que fi(z) < h(x) < fo(z) para todo x € X.

f2 inf. semicont. convexa

f2 h afin
M
fi

f1 sup. semicont. céncava

Demostracion. Estamos en las condiciones del Lema 1.8 asi que existe un
entorno abierto de 0 tal que (By, + U) N (Ap + U) = (0. Aplicando ahora
el Teorema 1.7 tendremos que existe & € (E x R) y A € R tales que para
todo (z1,11) € Ay + U y para todo (x2,y2) € By, + U se cumple que
a(r1,y1) < A < azy,y2). Ahora bien, como « es lineal tendremos que debe
de ser de la forma a(z,y) = a(z,0) + vy, pero como dado x € X tendremos
que a(z, fi(z)) < a(z, fo(z)) v fi(z) < fa(x) podemos deducir que v > 0.
Definamos entonces
M@:%Q—a@ﬁ»

Como « es lineal y continua tendremos que h es afin y continua y de la
definicién de Ay, y By, se deduce inmediatamente que fi(x) < h(z) < fo(z)
para todo x € X. O
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1.3 Paracompacidad

Las demostraciones que aparecen en esta seccién se pueden encontrar por
ejemplo en [13].

Definicién 1.3. Se dice que una familia {As : s € S} de conjuntos de un
espacio topologico X es localmente finita si para todo x € X existe un entorno
U para el que sdlo existe una cantidad finita de indices s tales que UNA, # ().

Proposicién 1.10. Sea {As : s € S} una familia localmente finita en X .
Entonces:
(i) {As:s € S} es localmente finita.

(i) A= UZS es cerrado en X, y asz/UZs = UAS'

Demostracion.

(i) Dado = € X, existe un entorno abierto U de z tal que A,NU = ()
salvo para una cantidad finita de indices s € S. Por otro lado, debido a
que si la interseccién de un abierto con un conjunto es vacia también lo
es la interseccion del abierto con la adherencia del conjunto tendremos
que A, N U = ) salvo para una cantidad finita de s.

(ii) Seax € X\A. Por (i) existe un entorno U de z que corta a lo sumo a una
cantidad finita de A, que denotaremos por A,,, A,,, ... A, . Tendremos

entonces que U N ﬂ(X \A,,) es un entorno de x que no corta con A.
i=1
Por lo tanto A es cerrado.
0

Lema 1.11. Sea {E; : s € S} una familia de conjuntos de un espacio X y sea
{B; : t € T} un cubrimiento cerrado localmente finito de X . Supongamos que
cada By corta a lo sumo con una cantidad finita de E,. En tal caso, cada Fj
puede ser incluido en un conjunto abierto Us tal que la familia {Us : s € S}
es localmente finita.

Demostracion. Para cada s definamos Uy = X\ | J{B; : B; N E; = 0}. Cla-
ramente Fy C U para todo s € S. Como {B;}; es una familia localmente
finita de conjuntos cerrados tendremos por la Proposicion 1.10 que cada U
es abierto. Dado = € X, existe un entorno U de x contenido en una unién

finita U By,. Por otro lado, como B; N U, # () si, y sélo si, BN Es, # 0, y
i=1

cada By, corta a lo sumo con una cantidad finita de E, tendremos entonces

que |J;—, By, (y por lo tanto U) corta con una cantidad finita de U, y de aqui

obtenemos que {U}, es localmente finita. O
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Definicién 1.4. Sean {As : s € S} y {B; : t € T} dos cubrimientos de un
espacio X . Se dice que {As}s es un refinamiento de { B}, si para cada s € S
existe unt € T tal que Ay C B;.

Definicién 1.5. Se dice que un espacio topolégico X es paracompacto si todo
cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Teorema 1.12. Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Veamos primero que si X es paracompacto, entonces X es
regular. Sea A un conjunto cerrado de X y sea x ¢ A. Como X es Hausdorff,
cada a € A tiene un entorno abierto U, tal que = ¢ U,. Teniendo en cuenta
que {U, : a € A} U{X\A} es un cubrimiento abierto de X, usando la
paracompacidad tendremos que existe un refinamiento abierto localmente
finito {V; : s € S} U{G} con G C X\A y tal que para cada s € S existe
algin a € A con V;, C U,. Tomemos W = U Vs, entonces W es abierto y
seS
A C W. Ademés, como {V;}s es una familia localmente finita, tendremos
gracias a la Proposicién 1.10 que W = U Vv como cada V; estd contenido

seS
en algtin U,, tendremos de forma inmediata que X\W y W son entornos
abiertos disjuntos de z y A respectivamente. Veamos ahora que X es normal.
Dados dos conjuntos cerrados A y B de X disjuntos tendremos que por la
regularidad de X, para cada a € A existe un entorno abierto U, tal que
U, N B = 0 y razonando como acabamos de hacer sustituyendo z por B
obtendremos entornos abiertos disjuntos de A y B. O

Teorema 1.13. Sea X un espacio reqular. Son equivalentes:

(i) X es paracompacto.

(ii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto que pue-
de ser descompuesto en a lo sumo una cantidad numerable de familias
de abiertos localmente finitas.

(iii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento localmente fi-
nito.

(iv) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado local-
mente finito.

Demostracion.
(i)=(ii) es inmediato.

(ii)=(iii) Sea {U; : t € T} un cubrimiento abierto de X, por (ii) ten-
dremos que existe un refinamiento abierto {V,, s : (n,s) € N x S} donde
para cada ng fijo, la familia {V,, s : s € S} es localmente finita. Para cada
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n consideremos W,, = UVW’ tendremos entonces que {W,, : n € N} es un

S
cubrimiento abierto de X. Sea ahora A; = W\ U W; para i € N. Tendre-
j<i

mos que {A;}; es un refinamiento de {W,},,, claramente es un cubrimiento y
ademas es localmente finito ya que si fijamos x € X y tomamos n el primer
numero natural tal que x € W,,, entonces W, N A; = () para todo i > n.
Tendremos finalmente que {4, NV, : (n,s) € N x S} es un refinamiento
localmente finito de {U,}; ya que todo x € X tiene un entorno que sélo corta
con una cantidad finita de A, y para cada n, x tiene un entorno que corta
sélo con una cantidad finita de V, ;.

(iii)=(iv) Sea {U; : s € S} un cubrimiento abierto de X. Como X es regu-
lar, podemos tomar un cubrimiento abierto {V; : t € T'} tal que {V, :t € T’}
es un refinamiento del inicial. La familia {V; : ¢ € T} es un cubrimiento
abierto que por (iii) tiene un refinamiento {A; : i € I} localmente finito.
Aplicando ahora la Proposicién 1.10 tendremos que {4; : i € I} es un cu-
brimiento localmente finito y claramente es un refinamiento del cubrimiento
inicial.

(iv)=(i) Sea {Us : s € S} un cubrimiento abierto de X y sea {E; :t € T'}
un refinamiento cerrado localmente finito. Cada x € X tiene un entorno
abierto V. que corta a lo sumo a una cantidad finita de conjuntos FE;. Sea
{B; : j € J} un refinamiento cerrado localmente finito de {V, : = € X}.
Tendremos entonces que cada B; corta a lo sumo con una cantidad finita de
conjuntos E; y por lo tanto, por el Lema 1.11, para cada ¢ existe un abierto
G, tal que {G, : t € T} es localmente finito y E; C Gy. Si asociamos a cada t
un conjunto Uy, € {Us : s € S} tal que E; C Uy, obtendremos finalmente que
{G:N U, : t € T} es un refinamiento abierto localmente finito de {Us},. O

Definicién 1.6. Sea A = {A; : s € S} un cubrimiento de un conjunto X.
La estrella de un conjunto Y C X con respecto a A es el conjunto

St(Y, A) = | J{A,: Y nA, £0}.

Por St(z, A) denotaremos al conjunto St({z}, A).

Definicién 1.7. Se dice que un cubrimiento A es refinamiento baricéntrico
de un cubrimiento U de X cuando el cubrimiento {St(z, A) : x € X} es un
refinamiento de U.

Proposicion 1.14. Sea X un espacio topologico normal. Entonces, todo
cubrimiento abierto localmente finito admite un refinamiento baricéntrico.
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Demostracion. Sea A = {Us : s € S} un cubrimiento abierto localmente
finito y tomemos B = {V, : s € S} un cubrimiento abierto tal que V, C U,
para cada s (podemos hacer esto porque X es un espacio normal). En tal
caso, B es localmente finito. Para cada x € X definamos

W(z)= (MU, 12 e V) [ (X\NU{Vi:2 ¢ Vi}).

Vamos a ver que C = {W (z) : x € X} es el refinamiento baricéntrico abierto
que buscamos. Por un lado, como B es localmente finito, el primer término
(NUs) es una interseccion finita, y por la Proposicién 1.10 tendremos que el
segundo término X\ UV, es abierto y por lo tanto, W(x) es abierto. Por
otro lado, C es un cubrimiento de X ya que si x € X entonces x € W (x).
Fijemos zy € X y sea V tal que 7y € V. Sea y tal que 2o € W (y). Siy ¢ V,
tendremos que W (y) C X\V y por lo tanto 9 € X\V lo que es imposible.
Asf que y € V, si 29 € W(y) v por lo tanto W(y) C U, y de aqui deducimos
que St(xg,C) C Uy con lo que terminamos la prueba. O

Definicién 1.8. Sean A = {Us : s € S} y U cubrimientos de un espacio
X. Se dice que A es un refinamiento estrella de U cuando el cubrimiento
{St(Us, A) : s € S} es un refinamiento de U.

Proposicion 1.15. Un refinamiento baricéntrico A de un refinamiento ba-
ricéntrico B de un cubrimiento U es un refinamiento estrella de U.

Demostracion. Dado Wy € A, elijamos xg € W,. Para cada W € A tal que
WNWy # () elijamos z € WNW,, entonces WUW, C St(z,.A) C V para algin
V € B. En tal caso, g € V' y por lo tanto W C V' C St(xg, B) y esto ocurre
para todo W € A tal que WNW, # (), por lo que St(Wy, A) C St(xe, B) C U
para algin U € U. O

Teorema 1.16. Un espacio topologico X es paracompacto si, y solo si, to-
do cubrimiento abierto admite un refinamiento baricéntrico abierto. Ademds
esto se cumple si X es Th (aunque no sea Hausdorff).

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico paracompacto
y 11 (no necesariamente Hausdorff). Como esté claro que un refinamiento
baricéntrico de cualquier refinamiento de un cubrimiento I es también un
refinamiento baricéntrico de U tendremos aplicando la Proposicién 1.14 que
todo cubrimiento abierto de X tiene refinamiento baricéntrico abierto.

Veamos ahora el reciproco. Para ello vamos a ver primero que un cubri-
miento abierto U = {Us : s € S} admite un refinamiento como el de la
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equivalencia (ii) del Teorema 1.13 y viendo después que ademds X es regular
terminariamos la prueba.

Por la Proposiciéon 1.15 podemos encontrar una sucesién de cubrimientos
abiertos U_1,Uy, U1, ..., U,, ... tales que cada U, es un refinamiento estre-
lla de U,_1 y U_; es un refinamiento estrella de . Definamos A; = U; e
inductivamente para n > 2 definamos

A, = {St(V,U,) : V € A1}

Cada A, es un refinamiento abierto de Uy, de hecho tendremos que cada
cubrimiento {St(V,U,) : V € A,} refina Uy. Veamos esto ultimo por in-
duccion. Para n = 1 es cierto, supongamos que es valido para n = k — 1.
Tomemos V' de la forma V' = St(V,Uy) para algun U, € Aj_q, entonces
St(V,Uy) = St(St(Vo,Uy), Ux) C St(Vo,Ux—1) ya que Uy, es un refinamiento
estrella de Uy_1 y con ello probamos que cada {St(V,U,) : V € A,,} refina a
I/{Q.
Dotemos a X de un buen orden y para cada (n,z) € N x X definamos

B (x) = St(z, A\ | St(z, Anp1).

z=<x

Sea ahora B = {E,(x) : (n,x) € N x X}. Veamos que B es un cubrimiento.
Sea x € X, consideremos el conjunto

Z={z:z¢€ DSt(Z>Ai)}

i=1

que es no vacio ya que x € Z. Sea y el primer elemento de Z, tendremos
que existe n € N tal que = € St(y,A,) y * & St(z, A,4+1) para todo z < x y
por lo tanto x € F,(y). Ademas, como cada A, refina a U, tendremos que B
refina a U_;.

Veamos ahora que si U € U, 1, entonces corta a lo sumo con un tnico
E,(x). Supongamos que U N E, (x) # 0, entonces existe V€ A, conz € V'y
VNU #0,asi quez € VUU C Vp paraalgin Vo € A,y U C St(z, Apyq).
De aqui deducimos por la definiciéon de E,(x) que si x es el primer elemento
de X tal que E,(z) corta con U, entonces U no corta con E,(y) para todo
Yy - .

Sea ahora

y sea
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Tendremos claramente que M es un cubrimiento abierto de X. Ademas,
M refina U porque B refina U_;. Para ver que este refinamiento es el que
buscdbamos basta con ver que la familia {W,(z) : x € X} es localmente
finita. Sea U € U, 1o, tendremos entonces que U corta como mucho a un
W,(x) ya que U N W, (z) # 0 si, y sélo si, E,(x) N St(U,Ups2) # O y como
St(U, Uy +2) estéd contenido en algtin Uy € U, 11 que sélo puede cortar con a lo
sumo un E,(z) obtenemos que U corta a los sumo con un W, (x). Con esto
tendremos que el cubrimiento M es como desedbamos.

Nos queda ver solamente que X es regular. Sea T" C X cerrado y sea
x € X\T. Como X es un espacio 711,  es un conjunto cerrado y por lo
tanto U = {X\z, X\T'} es un cubrimiento abierto. Por hipétesis y por la
Proposicién 1.15, U tiene un refinamiento estrella A. Veamos que en tal caso
St(z, A) y St(T',.A) son entornos abiertos disjuntos de z y T respectivamente.
Supongamos que no son disjuntos, esto quiere decir que existe V, V' € A tales
que V contiene a x, V' corta con Ty ademds V NV’ # (), pero en tal caso
V' C St(V,.A) y por lo tanto St(V,.A) contiene a = y corta con 7" lo que es
imposible por ser A un refinamiento estrella de U. O
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Capitulo 2

Distancia y funciones continuas

En este capitulo vamos a estudiar para un espacio topolégico X y un espacio
métrico (Z,d), la distancia d(H,C*(X,Z)) donde H C ZX es un subcon-
junto de funciones uniformemente acotado. En las dos primeras secciones de
este capitulo vemos que esta distancia se puede estudiar usando cierta nocién
de intercambios de limites, y esta relaciéon se obtiene mediante el concepto
de oscilacion de una funcién. Usando estas herramientas, en las siguientes
secciones de este capitulo mostramos algunos resultados en términos de dis-
tancias.

2.1 Limites iterados y oscilaciones

La mayoria de los resultados que recoge esta secciéon aparecen en [4]. La
siguiente definicién fue introducida por Grothendieck en [21] para el caso
e = 0, luego se amplié en [16] para € > 0 en espacios de Banach y por 1ltimo
en [4] aparece tal como se presenta aqui.

Definicién 2.1. Sea (Z,d) un espacio métrico, X un conjunto, H C Z%X,
A C X ye > 0. Diremos que H e-intercambia limites con A si para cada
sucesion (xy)n en A y (fm)m en H se cumple que

d(limlim f,,(x,,), im lim f,,(z,)) < €

siempre que todos los limites involucrados existan. En el caso € = 0, simple-
mente diremos que H y A intercambian limites.

Lema 2.1. Sea X un conjunto, (Z,d) un espacio métrico, (x4)acs una red
en X y (fs)pes una red en Z* tales que existan los siguientes limites iterados

lim h’én fa(za) Yy lién lim f3(z4),

17
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entonces existen sucesiones crecientes de indices (n)n C I y (Bn)m C J
tales que

lim h’én fo(za) = lmlim f3, (x4, ),
lién lim f3(zs) = limlim f5, (24, ).

Demostracién. Para simplificar la notacion, denotemos por pg = lim,, fs(z,),
¢o = limg fa(x,), p = limg pg y ¢ = lim, ¢,. Sea oy € N tal que d(qa,,q) <1
y supongamos que hemos definido 6, € Nparal <k <n—1y a, € N para
1 < k < n. Entonces, como limgps = p y limg f3(2a,) = ¢u,, para 1l <k <n
podemos tomar 3, (mayor que 3, si n > 1) tal que d(pg,,p) < n™'y
d(fs,(Ta;)s qa,) < n~! para 1 < k < n. Por otro lado, como lim, ¢, = ¢
y lim, f3,(za) = ps, para 1 < k < n podemos tomar a,+1 > «, tal que
AGansr: @) < (0 + 171y d(f5(Tanin) Ps) < (R +1)7  paral < k < n.
Tendremos entonces claramente que (o), v (Gn)m son las sucesiones que
buscabamos. O

De forma inmediata obtenemos el siguiente corolario que nos viene a decir
que la definicién de e-intercambio de limites se puede usar tanto sucesiones
como redes.

Corolario 2.2. Sea X un conjunto, (Z,d) un espacio métrico, H C X% y
A C X. Son equivalentes:
(i) H e-intercambia limites con A.
(i) S (Ta)aer es una red en A y (fz)p, es una red en H entonces siempre
que los limites involucrados existan, se cumplird que

d(lim h’én fa(xa), h’én lim fz(z,)) <e.

El primer resultado que nos permite ligar la nociones de e-intercambio de
limites con distancias es el siguiente.

Proposicién 2.3. Sea (Z,d) un espacio métrico compacto, sea X un espacio
topoldgico y H un subconjunto de C(X, Z). Tendremos que:

__7X
(i) Si H e-intercambia limites con X y f € i , entonces osc*(f) < e.

__ 77X
(ii) Si X es numerablemente compacto y osc*(f) < € para todo f € "’ ,
entonces H e-intercambia limites con X.

77X
Demostracion. Veamos primero (i). Sea f € i y sea x € X. Sea U, el
conjunto de los entornos de x en X. Tendremos entonces que el conjunto
U, x (0,400) es dirigido cuando lo dotamos de la relacién (U,0) = (U’,d)



2.1. LIMITES ITERADOS Y OSCILACIONES 19

si, ysélosi, U C U'y 6 < ¢ Para cada a = (U, ) € U, x (0, +00) tomemos
Zo € U tal que

supd(f(y), f(x)) =6 < d(f(za), f(2)).

yeU

Tendremos claramente que la red (z,), converge hacia z y ademds
lm d(f (x,). f(2)) = 05" (f. )

Tomemos ahora una red (fs)s convergente a f en Z*. Debido a que Z es
compacto, tomando una subred podemos suponer que (f(z,)), converge a
algin z € Z. Por lo tanto tendremos que

lim h’én fo(za) = lm f(z,) = 2,
lim lim f5(za) = lim fo(z) = f(2),
ose*(f,2) = imd(f(z), f(2)) = d(z. £ (@)).

Tomando las sucesiones dadas por el Lema 2.1 y usando que H e-intercambia
limites con X obtendremos que

0sc*(f,2) = d(z. f(x)) = d(imlim fi, (x,,,), 1l f3, (z,,)) < <.

Veamos ahora (ii). Tomemos sucesiones (x,), en X y (fin)m en H tales
que los siguientes limites existan

lim lim f,,, () y limlim f, ().

Como X es numerablemente compacto, la sucesién (z,), tiene un punto de

__7X
aglomeracién  en X. Como Z% es compacto, existe un f € H “ punto de
aglomeracién de (f,)m en Z%. En tal caso tendremos claramente que

A (), i f(,)) < osc™(f, ).
Por otro lado tendremos que

lim lim f,,(x,) = lim f(x,)
Aimlitn f,,(2,) = 1 f,,(x) = f(z),

m n

y por lo tanto

d(lmlim fp,(z,), Hmlim f,(2,)) = d(f(x), M f(2,)) < osc™(f,x) < e.

n m
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También podemos obtener algunos resultados cuando el e-intercambio de
limites se da en un subespacio denso.

Lema 2.4. Sea X un espacio topoldgico, (Z,d) un espacio métrico compacto,
D un subconjunto denso de X, e > 0y f € ZX. Si todo punto x € X tiene
un entorno U, tal que sup, ey, ~p d(f(7), f(y)) < € entonces osc*(f) < 2e.

Demostracion. Sea x € X y sea y € U, fijo. Tomemos d € DN U, NU,.
Entonces tendremos que

d(f(x), f(y)) < d(f(2), f(d)) + d(f(d), f(y)) Se+e=2e

y por lo tanto osc*(f,x) < 2¢ y como x era arbitrario el lema queda demos-
trado. ]

Proposicién 2.5. Sea (Z,d) un espacio métrico compacto, X un espacio
topoldgico y H un subconjunto de C(X,Z). Si H e-intercambia limites con

_ 7X
un conjunto denso D de X, entonces osc*(f) < 2¢ para todo f € o’ , Y por
lo tanto, osc(f) < 4e.

Demostracion. Sea d > €, si suponemos que existe f € FZX y x € X tal que
sup,cnp A(f(2), f(y)) > d para todo entorno U de z, entonces podemos to-
mar una red (d,), en D convergente a x tal que d(f(d,), f(x)) > J para todo
a. Como Z es compacto, podemos suponer que lim, f(d,) existe. Tomemos
una red (f3)s en Z¥ convergente hacia f. Tendremos entonces que

limlim f5(da) = lim f(da),
lim lim f5(do) = lim f5(x) = f(z).

En tal caso tendremos que

d(tim lim f5(do), Himlim f5(da)) = d(lim f(da), f(z)) 2 6 > €

lo que es imposible por el Lema 2.1. Por lo tanto, dada f & H , par
todo z € X existe un entorno U de z tal que sup,c;np d(f(7), f(y)) < 6
y aplicando el Lema 2.4 tendremos que osc*(f) < 20 y como esto es (31erto
para todo 0 > ¢ tendremos que osc*(f) < 2e. O

Corolario 2.6. Sea X un espacio topoldgico numerablemente compacto, (Z,d)
un espacio métrico compacto y H C C(X, Z). Si H e-intercambia limites con
un conjunto denso D de X, entonces H 2e-intercambia limites con X.
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Demostracion. Por la Proposicién 2.5, tendremos que osc*(f) < 2¢ para
_ 7X

todo f € H “ , v por lo tanto, aplicando la Proposicion 2.3 tendremos que

H 2c-intercambia limites con X. O

Vamos a ver ahora un ejemplo que nos va a mostrar que las constantes 2
y 4 de la Proposicién 2.5 no pueden ser mejoradas.

Ejemplo 2.7. Sea X = Z = [—1,1] dotados de la métrica euclidea. Sea
g:[-1,1] — [-1,1] la aplicacion definida para x € [—1,1] como
¢ 1 1
1 ' ST
six € {—1, UL },
1 1 1
) six € [—1,0)\{—1,—5,—5,...},
g(x) = 0 six =0,
1 11
— ' 1IN, ==, ...
5 sixz € (0,1\{ 53 +
11
L 1 SZ$€{1,§,§,}

Como la antiimagen mediante f de cada conjunto abierto es una union nu-
merable de cerrados contenida en [—1,1], tendremos que g es una funcion
de la primera clase de Baire. Por lo tanto, existe una sucesion (fy,), de fun-
ciones continuas de [—1,1] en [—1,1] que convergen puntualmente hacia g.
Definamos H = {f, :n € N} y D = [-1,1\{0, %1, %3, £5,---}. Usando
que (fn)n converge puntualmente hacia g y la definicion de g se obtiene in-
mediatamente que H (1/2)-intercambia limites con D y 1-intercambia limites
con X. Por otro lado, la funcion g, que de hecho pertenece a la clausura de
H, cumple que osc(g) = 2 y osc*(g) =1 con lo que podemos concluir que las
constantes obtenidas son optimas.

Sea X es un espacio numerablemente compacto y sea H un subconjunto
T,-relativamente numerablemente compacto en C(X, Z). Si tenemos sucesio-
nes (T;,)m en X y (fn)n en H tales que los limites iterados existen, entonces
es facil comprobar que ambos limites son iguales a f(x) donde f es un punto
de aglomeracién de (f,), en la clausura de H y = es un punto de aglome-
racion de (x,,), en X y por lo tanto, tendremos que H intercambia limites
con X. Debido a esto tendremos que las Proposiciones 2.3 y 2.5 son versiones
cuantitativas de un resultado de Eberlein-Grothendieck (véase por ejemplo
[17, p. 12]) que se obtiene haciendo € = 0 en los resultados mencionados.

Corolario 2.8. Sea X un espacio numerablemente compacto, Z un espacio
métrico compacto y H un subconjunto de C(X, Z). Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:
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(i) H es 1p-relativamente numerablemente compacto en C(X, Z).
(ii) H intercambia limites con X.

(iii) H intercambia limites con algin conjunto denso de X.
(iv) H c o(x,2).

v) H es T,-relativamente compacto en C(X, Z).

2.2 Limites iterados y distancias

La mayoria de los resultados de esta seccién aparecen en [4]. Usando ahora
la Proposicion 2.3 podemos ligar la nocién de e-intercambio de limites con la
de distancia a espacios de funciones continuas.

Corolario 2.9. Sea X un espacio topologico y sea H un conjunto uniforme-
mente acotado de C*(X).
(i) St X es normal y H e-intercambia limites con X, entonces

dHY (X)) <.

A X
(ii) Si X es numerablemente compacto y al(H]R ,C*(X)) < e, entonces H
2e-intercambia limites con X.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 1.6, la Proposicién 1.5 y la Propo-
sicion 2.3. Notese que podemos usar la Proposicién 2.3 porque H es unifor-
memente acotado. 0

La Proposicién 2.5 junto con el Teorema 1.6 y la Proposicién 1.5 nos da
el siguiente Corolario.

Corolario 2.10. Sea X un espacio normal y sea H un subconjunto uni-
formemente acotado de C*(X). Si H e-intercambia limites con un conjunto

A — X
denso de X, entonces al(H]R ,C*(X)) < 2e.

El Ejemplo 2.7 nos sirve para ver que las constantes del Corolario 2.10 y
del Corolario 2.9 apartado (i) son de nuevo ptimas. Vamos a ver ahora con
el siguiente ejemplo que la constante 2 obtenida en el Corolario 2.9 apartado
(ii) es también éptima.

Ejemplo 2.11. Sea X = {0}U{1/k : k € N} dotado de la topologia euclidea.

Para cada n € N, definamos f, : X — R como f,(t) = (1 — )" para

cada t € X. Tomemos H = {f, : n € N}. La sucesion (f,), converge
X

puntualmente a la funcion caracteristica x oy por lo que H =HU {xqn }-
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~A X
Por el Teorema 1.6 tendremos claramente que d(H]R ,C*(X)) = 1/2. Por
otro lado, si tomamos xy = 1/k tendremos que lim,, limy, f,,(x) =1im, 1 =1
y limy lim,, f,,(zx) = lim, 0 = 0.

Ahora vamos a ver algunos resultados similares a los que acabamos de ver
pero en el espacio de funciones C*(X, Z) con Z un subconjunto convexo y
compacto de un espacio normado. Para ello no podemos usar el Teorema 1.6
ya que no es cierto en general. Lo que tenemos en este caso es:

Teorema 2.12. Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto
convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplicacion acotada
f: X — Z tendremos

5 ose(f) < d(f,C*(X, 7)) < ose( ).
Demostracion. La primera desigualdad es inmediata y se cumple para Z
metrizable y X arbitrario. Veamos la segunda desigualdad. Sea s = osc(f)
y sea € > (. Para cada x € X tomemos un entorno U, de x de modo que
diam(U,) < s+ ¢. Por el Teorema 1.16, el cubrimiento A = {U, : z € X}
admite un refinamiento baricéntrico abierto W. Sea ahora {p, : a € A} una
particion de la unidad localmente finita subordinada a V. Para cada a € A
fijemos un punto x, € p;'((0,1]) y tomemos 2z, = f(z,). Definamos ahora

9(x) = pa(®)za.

acA

Claramente tenemos que ¢ es una funcion continua. Sea x € X fijo y sea
B ={a € A: p,(x) > 0}. Como W es un refinamiento baricéntrico de A
podemos afirmar que existe y € Y tal que

U 221 ((0.1]) = St(a, {p;'((0,1]) s a € A}) C St(x, W) C U,

a€eB

por lo que z € U, y z, € U, para todo a € B. Por lo tanto, f(z) y g(z)
pertenecen a conv(f(U,)) y como diam conv(f(U,)) = diam f(U,) < s+ ¢
tendremos que ||g(x) — f(x)|| < s+ ¢ y esto podemos hacerlo para cualquier
x € X por lo que tendremos que d(f, g) < s+ ¢y por lo tanto g es acotada,
es decir, g € C*(X, Z2) y d(f,C*(X, Z)) < s+¢e. Como esto podemos hacerlo
para todo £ > 0 tendremos que d(f,C*(X, 7)) < s. O

Corolario 2.13. Sea X un espacio topologico paracompacto, Z un subcon-
Junto convexo y compacto de un espacio normado y sea H C C(X, 7). Ten-
dremos que:
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(i) Si H e-intercambia limites con X, entonces

PN —

dH” ,C(X,2)) < 2.

A 7X
(ii) Si ademds X es numerablemente compacto y d(HZ C(X,72)) < ¢
entonces H 2e-intercambia limites con X.

Vamos a ver con otro ejemplo que la convexidad de Z es esencial en el
Corolario 2.13. Vamos a ver que para cada n € N existe un espacio métrico
compacto (Z,d), un espacio compacto K y un subconjunto H de C(K, Z)

~ 7K
tales que d(HZ ,C(K,Z)) =1y H (1/n)-intercambia limites con K. Con
esto quedard probado no sélo que la cota obtenida en el apartado (i) no es
valida si Z no es convexo sino también que no es posible dar cota alguna.

Ejemplo 2.14. Fijemos n € N y sea

Z =[-1,1] x {0} U O{%}x[O,l}CRQ

=N

dotado con la métrica euclidea. Sea K = [—1,1] con la topologia euclidea y
sea g : K — Z definida por la formula

: a1
i,l) site[i,l+
n n
(1,1)  sit=1.

),i=-n,—n+1,...,n—1,
n

Obsérvese que para cada f € C(K,Z), o bien se tiene que f(t) = (s,0) para
algin s,t € [—1,1], o bien f(K) C {i/n} x |0, 1] para algin i. En ambos casos
tendremos que d(f,g) > 1. Como d(g, fo) = 1 para la funcién constante que
toma el valor (0,1) € Z, tendremos que d(g9,C(K,Z)) = 1. Para k > n
tomemos

Toii+1 1
AkZU[g, — GV Ck

1t=—n

FEsta claro que podemos tomar una sucesion de funciones continuas ( fx)r>n de
modo que fi|a, = gla,. Claramente dicha sucesion convergerd puntualmente

__ 7K
a g. Definamos H = { fy : k > n}. Tendremos entonces que A’ =Hu {9},
~__ 7K
y por lo tanto d(HZ ,C(K,Z)) = 1. Veamos ahora que H (1/n)-intercambia
limites con K. Tomemos una sucesion (h;); en H y una sucesion (z;); en K
tales que los siquientes limites existan

limlimh;(z;) vy lmlimh(x;).
) 7 j )
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Si la sucesidon (h;); tiene sélo una cantidad finita de elementos distintos ten-
dremos entonces que los dos limites anteriores deben de ser iguales. Supon-
gamos por tanto que dicha sucesion tiene infinitos elementos distintos. Co-
mo (h;); C H, tomando una subsucesion podemos suponer que (h;); con-
verge puntualmente hacia g, y tomando una subsucesion, debido a que K
es un espacio métrico compacto, podemos suponer que (x;); converge hacia
algin x € K. Tendremos entonces que lim; lim; h;(z;) = lim; g(x;) = g(z)
y lim; lim; h;(x;) = lim; g(x), pero como lim; x; = x, teniendo en cuenta la
definicion de g se obtiene que d(g(x),lim; g(z;)) < 1/n.

La Proposicion 2.5 junto con el Teorema 2.12 y la Proposicién 1.5 nos da
el siguiente Corolario.

Corolario 2.15. Sea X un espacio paracompacto y sea H un subconjunto
de C(X, Z) que e-intercambia limites con un conjunto denso de X, entonces

~

d(clyx (H),C(X, Z)) < 4.

2.3 Distancia y envolturas convexas

El objetivo principal de esta seccién es demostrar que el e-intercambio de
limites se conserva cuando tomamos envolturas convexas (Teorema 2.18).
Este resultado se puede encontrar en [4, Theorem 3.3] y anteriormente se hi-
zo para el caso de espacios de Banach en [16, Theorem 13]. A partir de dicho
Teorema se podran deducir ciertos resultados sobre distancias de clausuras
de envolturas convexas a espacios de funciones continuas.

El siguiente Lema se puede encontrar en [23, Lemma 17.9].

Lema 2.16. Sea p una medida finitamente aditiva que toma valores positivos
en R definida sobre un dlgebra A y sea {Ag}r una sucesion de elementos de
A tales que u(Ay) > 9§ para algin 6 > 0 y para cada k € N. Entonces existe

una subsucesion (Ay,); de (Ag)x tal que u(ﬂ Ag,) > 0 para cadan € N.
i=1

Demostracion. Veamos primero que en las condiciones del Teorema existe un
numero natural s y un numero positivo d tal que pu(As N Ag) > d para una
cantidad infinita de k € N.

n

Sea B, = U Ag. Entonces (u(By)), es una sucesion creciente que esta
k=1
acotada por ,u(U B,) y por lo tanto la sucesién converge a cierto a € R
neN
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positivo. Tendremos entonces que existe r € N tal que a — u(B,) < /2. Esto
quiere decir que para cada k > r se tiene que u(AyNB,) > d/2y por lo tanto
existe un s € {1,2,...,r} tal que u(As N Ag) > 6/2r y de aqui deducimos
que existe un s tal que p(A;NAg) > §/2r para una cantidad infinita de k € N.

Construyamos ahora la sucesién que buscamos. Para ello vamos a cons-
truir una sucesion (Ayg,); tal que para cada n existen infinitos k € N tales que
(N, Ag, )N Ag) > d,, para algin d,, nimero positivo. Para ello definamos k;
como el elemento s que hemos construido en el paso anterior. Supongamos
que tenemos construidos Ag,,..., Ay, tales que (N, Ax,) N Ax > d, para
todo k € K, C N con K infinito. Entonces para escoger Ay, ., basta aplicar
el paso anterior a la familia de conjuntos {(N;Ag,) N Ax : k € K}. O

El siguiente Lema es una reformulacién de [23, Lemma 17.10].

Lema 2.17. Sea {1, : n € N} una particion formada por subconjuntos no
vacios de un conjunto I y para cadan € N sea p,, una medida de probabilidad
en P(I,), el conjunto de las partes de I,,. Sea (Ag)x una sucesion de subcon-
guntos de I tal que, para cada § > 0 se cumple que liminf, p,(Ax N 1L,) > §

para todo k € N. Entonces existe una subsucesion (Ay,); tal que ﬂ A, # 0
i=1

para cada n € N.

Demostracion. Sea A el subélgebra de P(I) generada por los conjuntos Ay
con k € N. Como A es numerable, mediante un proceso de diagonalizacion
podemos encontrar una sucesién creciente de niimeros naturales (i;) tales que
lim; p1;, (A N ;) existe para cada A € A. Tendremos entonces una funcién
p: A — [0,1] definida por u(A) = lim; pu;,(A N I;;), que claramente es una
funcién finitamente aditiva sobre A que esta en las condiciones del Lema 2.16
ya que p(Ag) > 6 para todo k € N. Asi que aplicando el Lema 2.16 existe una
subsucesion (Ay,); tal que para todo n € N tendremos que p(N_; Ag,) >0y
en particular N?_; Ay, # 0. O

Teorema 2.18. Sea Z un subconjunto compacto convexo de un espacio nor-
mado E, sea K un conjunto cualquiera y sea H un subconjunto de Z%. Si H
e-intercambia limites con K entonces conv(H) e-intercambia limites con K.

Demostracion. Sea vy > 0 un ntiimero definido por

donde (f,)n v (zx)r son dos sucesiones fijas en conv(H) y K respectivamente
tales que los limites anteriores existen. Como cada f,, € conv(H) tendremos
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que

= Z tagaa (21)

CLEIn

donde I,, es un conjunto finito, g, € H, 0 <t, < 1y > ., t, = 1 para
todo n € N. Ademas, podemos coger los I,, disjuntos dos a dos Sea ahora
I =, ey In- Como Z es compacto e I numerable, cogiendo una subsucesion
mediante un proceso de diagonalizacién, podemos suponer que (g,(xx))x con-
verge hacia algin ¢, € Z para todo a € I. Denotemos entonces

Pn = hm fn xk Z taQa
acly
Por definicién de v tendremos que existe un funcional e* € Bg- tal que
Por lo tanto, para § > 0 fijo, tomando un resto de (xy); podemos suponer
que que para todo k € N
¢"(imp, — lim f,, (z)) = Um e (pp — fulax)) > — 6.

Tendremos por lo tanto que para cada k € N existe un n; € N tal que para
todo n > ny se cumple que

e*(pn - fn(xk)) >y =0 (2'2>

Definamos para cada n € N una medida de probabilidad u,, en P(/,) dada
por

tn(A) = Zt“ para cada A € P(I,).

acA
Definamos ahora para cada k € N

Ay :={a € l:e(qu— galzr)) >y — 26}

Sea M > 0 una cota del diametro de Z. Usando (2.2), (2.1), la definicién de
pn v la de Ay tendremos que

=08 < € Pn—falm) = O taga — Y tagalzr)

a€ly a€ly
= Zt " (qa — ga(x1))
a€l,
= Z ta€*(qa — galzr)) + Z ta€"(qa — ga(z1))
a€lpNAg aEIn\Ak

IN

> taM +y =20 = (1, 0 A)M + 7y — 26,

a€lnNAy
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y por lo tanto
. o
hmnmf o (I, N Ag) > I

Asi que podemos aplicar el Lema 2.17 por lo que existe una subsucesiéon
(Ag,)i tal que NY_; Ag, # 0 para todo j € N. Por lo tanto, por la definicién
de A tendremos que para cada j € N existe un a; € I tal que

€ (qa; — Yo, (1)) > — 20

para todo ¢ < j. Sea hj = gq;, 75 = Gq; © Yi = Ty, para i, j € N. Tendremos
entonces que lim; h;(y;) = r; para cada j € N y ademés

e (ry — hj(yi)) = v — 26 (2.3)

para todo ¢ < j. Debido a la compacidad de Z, mediante un proceso de
diagonalizacion podemos encontrar una subsucesién de (h;); (que volveremos
a denotar por (h;);) tal que para todo i € N, la sucesién (h;(y;)); converge
hacia algin s; € Z y la sucesién (r;); converge hacia algin r € Z. También
podemos tomar una subsucesiéon de (y;); (que denotaremos de nuevo por
(y:):) tal que la sucesién correspondiente (s;); converja hacia algiun s € Z.
Usando esto junto a (2.3) tendremos que

v —20 <limlime*(r; — h;(y;)) = lime*(r — s;) = €*(r — s),
7 7 7

y como e* € Bg« tendremos que

| tim tim A () — tim 1 o (31) | = i = s = 7 = 26,

y como H e-intercambia limites con K tendremos que € > v — 24. Como
esto ocurre para todo 6 > 0 tendremos que € > v con lo que termina la
prueba. O

Corolario 2.19. Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo y
compacto de un espacio normado E y H C C(K, Z). Entonces

K

nAN—_— P Np—

K
d(conv(H) ,C(K,2)) < 4d(H* ,C(K, Z)).
Demostracion. Basta aplicar el Corolario 2.13 y el Teorema 2.18. O

Corolario 2.20. Sea K un espacio compacto y H C C(K) uniformemente
acotado. Entonces

~ 7RK ~ —RK

d(conv(H) ,C(K))<2d(H ,C(K)).



2.3. DISTANCIA Y ENVOLTURAS CONVEXAS 29

Demostracion. Basta aplicar el Corolario 2.9 y el Teorema 2.18. O

En este tltimo caso también es posible estudiar que ocurre cuando H no
estd contenido en C'(K).

Teorema 2.21. Sea K un espacio compacto y H C RE uniformemente
acotado. Entonces

AN— RK ~

d(comv(H) ,C(K)) < 5d(H" ", C(K)).

RK K
Demostracion. Debido a que conv(clgx (H)) = conv(H) , tendremos que
la desigualdad anterior se cumple con H si, y sélo si, ocurre con su clau-
sura. Por lo tanto podemos suponer que H es cerrado en R con lo que

A ]

dEY, C(K)) = d(H,C(K)).

Sea £ > OZ(FRK,C(K)) = d(H,C(K)). Para cada f € H existird una
funcién gy € C(K) tal que

1f = 9rlle <& (2.4)

Sea Hy := {g; : f € H}. Tendremos claramente que H, esta contenido
en H 4+ By[0,¢] que es compacto ya que H es cerrado y uniformemente

— pRpK
acotado. Por lo tanto HO]R C H + Byl0,¢]. Por otro lado, esta claro que

__RK
H C Hyo+ B0, €] por lo que tendremos que HOR C Hy+ B[0,2¢] y como
Hy, C C*(K) (por ser H uniformemente acotado) podemos deducir que

~

RK
d(Hy ,C*"(K)) <2,

por lo que aplicando el Corolario 2.9 tendremos que Hy 4e-intercambia limites
con K,y por lo tanto, por el Teorema 2.18, conv(H,) 4e-intercambia limites
con K. De nuevo por el Corolario 2.9 tendremos que

conv(Hy)  C C*(K) + Bo[0,4¢]

y debido a (2.4) tendremos que

K R

K
conv(H)  Cconv(Hy) + Boo[0,¢] € C*(K) + Byl0, 5¢]

con lo que terminamos la prueba. O

Observacién 2.22. Como ponemos de manifiesto en la Observacion 3.8, la
constante 2 del Corolario 2.20 es optima y en el Teorema 2.21 no podemos
poner una constante menor que 3.
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2.4 Compacidad débil y puntual

Un teorema de Grothendieck afirma que un conjunto H de C'(K) con K com-
pacto es débilmente compacto (viendo a C'(K) como un espacio de Banach)
si, y sOlo si, es uniformemente acotado y compacto en la topologia producto
de R (véase por ejemplo [17, Theorem 4.2]). En este capitulo el resultado
principal es el Teorema 2.24 que es una versién cuantitativa del teorema de
Grothendieck que acabamos de mencionar.

Observacién 2.23. Si H e-intercambia limites con A y consideramos la
aplicacion 0 : x — §(x) donde 0,(h) = h(zx) es el funcional de Dirac entonces
tendremos claramente que §(A) C ZH y que H e-intercambia limites con A
si, y solo si, 6(A) e-intercambia limites con H. En algunas ocasiones identi-
ficaremos A con 6(A), y en tal caso podremos decir que el e-intercambio de
limites de A con H es equivalente al de H con A.

Teorema 2.24. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto unifor-
memente acotado de C(K), entonces tendremos

—_RrBc@m)*

dA C(K) <@ C(Beuy)) < 4dH . C(K))

N —

donde estamos considerando Be k)« con la topologia w* = o(C(K)*, C(K)).
~ —RBCE)*

Demostracion. Sea ¢ = d(H ,C(Be(ky)). Como (Be(ky-, w*) es com-

pacto, por el Corolario 2.9 tendremos que H 2¢ intercambia limites con

Be(ky+. Como 0(K) C Beky+, tendremos que H 2e-intercambia limites con

d(K). Si consideramos H C C(K) entonces H 2e-intercambia limites con K.

Aplicando de nuevo el Corolario 2.9 tendremos que

. rBc)*

dA™ C(K)) < 2¢ = 2d(H ,C(Begy)-

Veamos ahora la segunda desigualdad. Sea ¢ = CZ(FRK, C(K)). Usando
el Corolario 2.9 tendremos que H 2e-intercambia limites con K. Aplicando
ahora la Observacién 2.23 tendremos que §(K) 2e-intercambia limites con
H, pero entonces, de forma inmediata tendremos que —d(K’) 2e-intercambia
limites con H. Por otro lado, es obvio que si dos conjuntos intercambian
limites con un tercer conjunto, también lo hara la unién de los dos primeros
y por lo tanto Y = {£0, : * € K} 2e-intercambia limites con H. Como
Y es uniformemente acotado en H (por ser H uniformemente acotado en
K) podemos aplicar el Teorema 2.18, de donde obtendremos que conv(Y")
2e-intercambia limites con H. Si consideramos H C RPct*  de nuevo por la
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Observacién 2.23 tendremos que H 2e-intercambia limites con conv(Y'). Por
otro lado, conv(Y") es un conjunto denso de B¢ (k)-, por lo tanto, si aplicamos
la Proposicién 2.5 y el Teorema 1.6 tendremos que

~ —RrBom)*

(A ,C(Bowey)) < 4e = 4d(H", C(K)).
O

En particular, si alguna de las dos distancias es 0 también lo serd la otra
y de aqui podremos obtener como Corolario el Teorema de Grothendieck.

Corolario 2.25 (Grothendieck). Sea K un espacio topoldgico compacto y
H C C(K) un subconjunto uniformemente acotado de C(K). Entonces H es
débilmente compacto si, y solo si, es wx-compacto. Esto también se cumple
con las respectivas nociones relativas.

Demostracion. Este resultado es inmediato por el Teorema 2.24 ya que H es
wx-relativamente compacto en C(K) si, y sélo si,

~ —RK

d(H" ,C(K)) =0

y por el criterio de completitud de Grothendieck tendremos que C(K) es
cerrado en C(Bck)~) de donde podemos deducir que H es débilmente rela-
tivamente compacto si, y sélo si,

~ —rBox)*

con lo que queda demostrado que las nociones relativas son equivalentes.
Usando esto junto a que la topologia débil y la topologia wx son comparables
en H se deduce que H de débilmente compacto si, y sélo si, es compacto en
la topologia producto. O
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Capitulo 3

Distancia a espacios de Banach

En el Capitulo 2 hemos estudiado en términos de distancias si un subconjunto
de un espacio C(X, Z) esta cerca de ser compacto. De forma anéloga, si X es
un espacio de Banach y H C X es un subconjunto acotado, considerando la
w*-clausura de H en X** podemos ver una forma de medir si H esta proximo
de ser w-compacto mediante la distancia

d(H" | X).

En este Capitulo vamos a estudiar esta distancia que se va a poder usar para
obtener diversas versiones cuantitativas de teoremas clasicos sobre compaci-
dad débil en espacios de Banach. Otras formas de medir lo proximo que esta
un conjunto de ser w-compacto es mediante las medidas de no-compacidad.
La siguiente definicién aparece en [2].

Definicién 3.1. Sea X un espacio de Banach y sea p una funcion con va-
lores reales definida en la familia de subconjuntos acotados no vacios de X .
Diremos que u es una medida de no-compacidad débil en X si para A, B C X
acotados y X € R cumple:

(i) ,u(A) =0 si, y solo si, A es débilmente relativamente compacto.

p(conv A A) p(A).
#(AU B) = mix{u(A), u(B)}.
p(A+ B) < pu(A) + u(B).
) p(AA) = [Alu(A).
En este Capitulo vamos a ver también algunas relaciones entre la distancia
que estamos utilizando y algunas medidas de no-compacidad.

33
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3.1 Relacion con funciones continuas

En esta seccién vamos a ver como podemos aplicar resultados del capitulo
anterior a espacios de Banach. Esto se consigue gracias a la Proposicién
3.2. Dado un subconjunto compacto K de un espacio localmente convexo,
denotaremos por A(K) el espacio de las funciones afines definidas en K, y
por A°(K) al espacio de las funciones afines continuas definidas en K. La
mayoria de los resultados de esta seccién se pueden encontrar en [4].

Proposicion 3.1. Sea K un subconjunto compacto convexo de un espacio
localmente convezo y sea f € A(K) acotada. Entonces

d(f,C(K)) = d(f, A°(K)).

Demostracion. Es suficiente ver que d(f, A°(K)) < d(f,C(K)), pero como
d(f,C(K)) = 1 osc(f, K) basta con ver que d(f, A°(K)) < josc(f, K). Sea
0> %osc( f, K), definamos al igual que se hace en la prueba del Teorema 1.6

hiz) = inf Sup f(z) =6

fa(z) = sup inf f(2)+¢
Ueu, €U

donde U, es el conjunto de entornos de x en K. Tendremos entonces que
f1 superiormente semicontinua, fy es inferiormente semicontinua y f; < fo.
Veamos que f; es céncava (y de forma andloga f, es convexa). Sea n > 0,
z,y € Ky 0<\<1. Sea U un entorno de Az + (1 — \)y tal que

sup f(z) =0 < fi(Az + (1 = N)y) +n. (3.1)

zeU

Sean V' y W entornos de x e y respectivamente, tales que AV +(1—-\)W C U.
Como f es afin, parau € V y v € W tendremos que

Af(u) + (1 =X f(v) = fAu+ (1 = Av) <sup f(z)

zeU

y por lo tanto

Asup f(2) + (1 — A)sup f(z) — 6 <sup f(z) — ¢

zeV zeW zeU

de donde deducimos usando (3.1) que

Ai(@) + (1= Nf(z) < fildz+ (1= Ny) +n.
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Por lo tanto, como n era arbitrario tendremos que f; es céncava. Debido que
fi < fa, por el Teorema 1.9, existe una funciéon afin continua h definida en
K tal que

filz) < h(x) < falz)

para todo x € K. Como para x € X se cumple que fo(x) — 0 < f(x)y
fi(z) +6 > f(x), tendremos que h(z) —§ < f(x) < h(x) +J y por lo tanto

1
If — hlloe < 3. Asf que d(f, A°(K)) < 6 para todo § > 5 osc(f, K), es decir,

(S, A°(K)) < 5 oself, K).

0

Proposicion 3.2. Sea X un espacio de Banach y sea Bx- la bola unidad
cerrada en su dual X* con la topologia w*. Consideremos 1 : X — X*™ y
J: X** — (°(Bx+) las inclusiones candnicas. Entonces, para todo x** € X**
tenemos que

(™, i(X)) = d(j(z™), C(Bx-)).

Demostracion. Viendo x*™* como una funciéon afin acotada definida en By,
tendremos por la Proposicién 3.1 que para cada § > d(z**, C(Bx+)) existe
una funcién afin w*-continua h; definida en By« tal que ||z** — hy]| < 6.
Definamos hy(z*) = —hy(—2*) para todo z* € Byxs«. Como z** es lineal
tendremos que ||z** —hy || < 4. Por lo tanto, la funcién g = 1 (hy +hs) definida
en By« es afin, w*-continua y ¢(0) = 0. Por lo tanto, g se puede extender a
una forma lineal y** definida en todo X*. Ahora bien, como y*|p,. = g es
w*-continua, por el criterio de completitud de Grothendieck (Corolario 5.8)
tendremos que y** = i(x) para algin x € X. Finalmente, para cada x* € By«
tendremos que

(@) i@ @) = e (@) = i) + 52 (@) - shaa)|
1 Kk * * kok * *
< U™ (@) = k(@) + [l (27) = ha(2T)]) < 0,
asi que como esto ocurre para todo § > d(f,C(Bx~)) podemos afirmar que
d(z*,i(X)) < d(j(z*),C(Bx+)) y como la otra desigualdad es evidente, la
prueba queda terminada. O

De esta Proposicion se pueden particularizar los resultados que hemos
obtenido para C(K) C R¥ en espacios de Banach. Consideremos un espacio
de Banach X y un conjunto acotado H C X** C RPx*. Dotando a Bx- de
la topologia w* podremos considerar entonces X C (C(Bx+),|| - ||oo) donde
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la inclusién conserva la norma ya que por el Teorema de Hahn-Banach, para
todo x € X se cumple que [|z|| = sup,.cp, ., |[2*(7)|. Ademds tendremos que

. —w*
la clausura puntual de H en RPx* es precisamente la w*-clausura ' en X**
a que como (Byx«,w") es compacto, tendremos que (X**, w*) es cerrado en
Y ) Y
RBx*_ Por otro lado tendremos que

~

d(H,X) =sup inf ||y — x|,
(. X) = sup int |y — |

donde || - || es la norma canénica en X**. En particular tendremos que:

Corolario 3.3. Sea X un espacio de Banach y sea H C X acotado. Entonces
H es débilmente relativamente compacto en X si, y solo si,

~ RBX*

d(H ,C(Bx~+)) =0.
Como consecuencia del Corolario 2.9 tendremos:

Corolario 3.4. Sea X un espacio de Banach y H un subconjunto acotado
de X. )

(i) Si H e-intercambia limites con Bx-, entonces d(H" | X) <.

(i) Si CZ(FUJ*, X) < e, entonces H 2e-intercambia limites con Bx-.

Como consecuencia del Corolario 2.10 tendremos:

Corolario 3.5. Sea X un espacio de Banach y H un subconjunto acotado
de X que e-intercambia limites con un conjunto w*-denso de Bx«, entonces

pNp—

dH", X) < 2.

El Teorema de Krein nos dice que si X es un espacio de Banach y H C X
es un subconjunto débilmente relativamente compacto, entonces también lo
es su envoltura convexa conv(H ) (véase por ejemplo [15, Theorem 3.58]). Esto
es equivalente a decir que si d(H" , X) = 0, entonces d(conv(H) ,X) = 0.
El siguiente resultado es una versiéon cuantitativa de este teorema.

Corolario 3.6. Sea X un espacio de Banach y H subconjunto acotado de
X. Entonces i

d(conv(H)" , X) < 2d(H"", X).
Demostracion. Basta aplicar el Corolario 2.20. O

Si solo exigimos que H C X** sea w*-compacto tendremos el siguiente
Corolario.
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Corolario 3.7. Sea X un espacio de Banach y sea H C X** un subconjunto
w*-compacto. Entonces

d(conv(H)" , X) < 5d(H, X).
Demostracion. Aplicar el Teorema 2.21. O

Observacién 3.8. En [19] y en [20] se demuestra que la constante 2 del
Corolario 3.6 es optima. Sin embargo, no se sabe si la constante 5 del Coro-
lario 3.7 es la mejor que se puede poner, pero en [20] se demuestra también
que no podemos poner una constante menor que 3. De aqui se puede deducir
que también tenemos la constante optima en el Corolario 2.20 y que en el
Teorema 2.21 no podemos poner una constante menor que 3.

A partir de la nocién de e-intercambio de limites, en [1] se introduce la
siguiente funcion.

Definicién 3.2. Sea A un subconjunto acotado de un espacio de Banach X .
Se define

v(A) = sup{lim lim f,,(z,,) — limlim f,,(x,,)}

donde el supremo de arriba se toma para todo par de sucesiones (), C A
Y (fu)n C Bx~ tales que los limites involucrados existen.

En otras palabras, y(A) es el infimo de los € > 0 tales que A e-intercambia
limites con By-. En [25] se trabaja con §(H) = y(conv H) donde se demues-
tra que es una medida de no-compacidad. Pero de hecho, por el Teorema
2.18 tendremos que 7y(conv H) = y(H) por lo que v es una medida de no-
compacidad. Ademas, de nuevo por [25] se conocen las siguientes definiciones
equivalentes de 7.

Proposicion 3.9. Sea X un espacio de Banach y H C X un subconjunto
acotado. Se tiene las siguientes igualdades:

*

v(A) = sup{d(z™, conv{z,}>,) : (£n)n C conv A, z** € {:L"n};o:lw }
= sup{inf{||lu; — us|| : (u1,us) € scc((xn)n)} : (xp)n C conv A}
donde
scc((xn)n) = {(u1,u2) : uy € conv{z; }i, ug € conv{x;};2, .1, m € N}
~ Si reescribimos el Corolario 3.4 en términos de v, tendremos que 7 y
d(~*", X) son equivalentes:

Corolario 3.10. Sea X un espacio de Banach y H C X un subconjunto
acotado. Entonces

SA(H) < d(", X) < A(H).
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3.2 Algunos casos particulares

En esta seccion vamos a estudiar ciertas propiedad que al exigirlas a un
espacio de Banach nos permiten asegurar que las dos distancias involucradas
en el Corolario 3.6 son iguales. Vamos a ver que esto ocurre en el caso de
que el dual no contenga una copia de ¢! y en el caso de que X cumpla cierta
propiedad que llamaremos .J. Recordemos primero la definicién de espacio
angélico.

Definicién 3.3. Se dice que un espacio topologico X es angélico si para todo
conjunto relativamente numerablemente compacto A C X se tiene que:

(i) A es relativamente compacto en X.

(ii) Para cada x € A existe una sucesién en A que converge a x.

La siguiente definicién es introducida en [19)].

Definicién 3.4. Se dice que un espacio de Banach tiene la propiedad J
(brevemente X € J) si para cada z € Bx~\X y para todo 0 < b < d(z, X),
existe una sucesion {z}}, C {u € Bx+ : z(u) > b} que converge a 0 en la
topologia w*.

Proposicién 3.11. Sea X un espacio de Banach tal que (Bx+,w*) es angélico.
Entonces X € J.

Demostracién. Veamos primero que si z € By«\X y 0 < b < d(z,X),
entonces 0 € Zw*, donde A = {u € By« : z(u) > b}. Para ello tenemos que
ver que la interseccién de A con cualquier w*-entorno de 0 es no vacia. Sea
e>0, x1,29,...,2, € X* y consideremos el w*-entorno del origen

V(O,xl,xg, s '7$n;€) = {y* S X" 'Sup |y*($2>| < 5}‘

i=1,...n

Por el Teorema de Hahn-Banach, podremos tomar un ¢ € X** tal que
¢ e Xt |6 =1y éd(z2) = d(z,X). Tomemos ¢ tal que b+ ¢ < d(z, X).
Como By« es denso en (Bx«,w*), tendremos que existe un z* € By« tal
que

2" (z;)] = |2 (%) — ¢(xi)| <e, parai=1,2,...,n,
y
|2(z") — (2)] < e. (3.2)
Tendremos asi que z* € V (0,21, x2,...,T,;€) y ademds, por la desiguladad
(3.2) tendremos que
[2(z)] = [(2(2") = ¢(2) + o(2)| =] |2(2") — &(2)| — |&(2) | |

|
6(2)] = |2(z") —d(2)| > b+e—e=b
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y por lo tanto, z* € A con lo que podremos concluir que 0 € A” . Ahora bien,
como (Bx«,w") es angélico tendremos que existe una sucesién (zF,),, C A

que converge a 0 en (Bx«, w*) y por lo tanto X € J. O

Gracias a la Proposicién 3.11 tendremos que el siguiente resultado es una
generalizacién de [16, Proposition 14].

Proposicion 3.12. Sea X un espacio de Banach, H un subconjunto acotado
y € > 0. Tendremos que:

. . 5w . Ca .,

(i) Sid(H ,X) <e, entonces H e-intercambia limites con toda sucesion
(x})n de Bx+ que w*-converja a 0, es decir, si (Ty,)m €S una sucesion
de H, entonces

| linLn l%an(xm) — ligln hyllnx’;(xmﬂ <e

siempre que los limites involucrados existan.
(i) Si X € J y H e-intercambia limites con toda sucesion (x)), C Bx-
que w*-converja a 0, entonces d(ﬁw ,X) <e.

Demostracion. Veamos primero (i). Sea (), C H y sea (z)), C Bx-
tal que w*-limz; = 0 y supongamos que ambos limites iterados existen.

Tomemos z € H  un w*-punto de aglomeracién de (z,), y fijemos & > 0.
Tendremos entonces que existe z € X tal que ||z —z|| < e+ 0 y que

limlim 2 (z,,) = lim ) (2) v limlim ) (z,,) =1im0 =0

y por lo tanto
p = liin l%rlnz,’i(a:m) - h;rln 11£n$2($m)| = | hgn:sz(zﬂ
de donde podemos deducir que
p<| lifrlnx;i(z —x)| + | 111:£n:c;(:c)| <e+4+0

y como esto se cumple para todo § > 0 queda demostrado el e-intercambio
de limites.

Veamos ahora (ii). Realizando una homotecia sobre H podemos suponer
que H C Bx. Sea z € Fw*\X y sea 0 < b < d(z,X). Tendremos entonces
que z € Bx«~\X y teniendo en cuenta que X € J tendremos que existe
una sucesiéon (z7), C A := {u € Bx- : z(u) > b} convergente hacia 0 en la
topologia w*, y como A es acotado, también podemos suponer que lim,, 27 (2)
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existe. Para cada m, tomemos x,, € H que tal que paran € {1,2,...,m}, se
cumpla que |z¥ (2,,) — 2% (2)] < 1/m. En tal caso, lim,, 2} (z,,) = z%(2) para
todo n € N. Tendremos entonces que

limlimz) (z,) = 0
limlimz) (z,) = limax)(z) >0

y por lo tanto

b < |limlimz} (x,,) — limlim 2} (z,,,)| < €
y esto se da para todo 0 < b < d(z, X) por lo que tendremos que d(z, X) < e.
U

El siguiente resultado se puede encontrar en [19, Theorem 3| generalizado
para H C X™ w*-compacto pero con una demostracién que utiliza técnicas
muy diferentes a las desarrolladas aqui. La prueba que usamos aqui es una
adaptacion de la prueba dada en [16, Theorem 2] donde la demostracién se
hace para el caso particular de que (Bx~«, w*) sea angélico.

Teorema 3.13. Sea X un espacio de Banach que tiene la propiedad J y sea
H C X un conjunto acotado. Tendremos entonces que

A —aw* )

d(H ,X)=d(conv(H) ,X).

Demostracion. Esta claro que el término de la derecha debe de ser mayor

o igual al de la izquierda. Veamos la otra desigualdad. Sea ¢ = J(ﬁw*,X ).
Por la Proposicién 3.12 tendremos que H e-intercambia limites con toda
sucesion (), C Bx+ que w*-converja a 0. Si nos fijamos en la demostracién
del Teorema 2.18 podemos observar que si conv(H ) no e-intercambia limites
con una sucesion (y;), del espacio dual, entonces existe una subsucesién de
(y2)n con la que H no e-intercambia limites. De aqui deducimos inmediata-
mente que conv(H ) e-intercambia limites con toda sucesién (z7),, C Bx+ que
w*-converja a 0 y por lo* tanto, de nuevo por la Proposicién 3.12 podremos

afirmar que d(conv(H) ,X) <e. O
El siguiente resultado aparece en [16].

Teorema 3.14. Sea X un espacio de Banach tal que X* no contiene una
copia de 0*. Tendremos entonces que

A

AN—_—

d@T"", X) = d(conv(H)" , X).
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Demostracion. Sea ¢ = CZ(HUJ*,X) y tomemos C := conv(H) . Tenemos
que probar que C' estd contenido en A:={z** € X** : d(z™, X) < ¢e}. C es
un subconjunto w*-compacto convexo de X** y por lo tanto, gracias a que
t ¢ X* (véase por ejemplo [10, p.215]), tendremos que

C' = conv(ext C’)”'”.

Por el Teorema de Milman tendremos que ext ' C M~ < A. Ahora bien,
como A es ||-||-cerrado y convexo, C' = conv(ext C)”.” C A con lo que termina

la prueba. O

3.3 Operadores adjuntos

Un teorema de Gantmacher dice que un operador es débilmente compacto
si, v solo si, su adjunto lo es. Varios autores han estudiado si era posible
dar una versién cuantitativa de este resultado en términos de la medida
de no-compacidad débil introducida por De Blasi (véase [7]), pero en [1] se
demuestra que esto no es posible. En esta secciéon vamos a obtener versiones
cuantitativas de este resultado en términos de ~v y d. Veamos primero la
medida de De Blasi.

Definicién 3.5. Sea X un espacio de Banach y H C X un subconjunto
acotado. Se define la medida de De Blasi de H como

w(H)=inf{e >0: HC K+eBx y K C X esw-compacto}.

El siguiente teorema nos va a decir que es imposible obtener una version
cuantitativa del Teorema de Gantmacher en términos de w.

Teorema 3.15 ([1, Theorem 4]). Existe un espacio de Banach separable
X y una sucesion (T,,), en L(X,co) tal que
% 1
Sin embargo, en esta seccién vamos a obtener versiones cuantitativas del
Teorema de Gantmacher en términos de d y . En particular, como corolario

del Teorema 3.15 tendremos que w no es equivalente a v (y por lo tanto
tampoco a d(=*", X)). De hecho lo que obtendremos es lo siguiente:

Corolario 3.16. FExiste un espacio de Banach separable X y una sucesion
de conjuntos acotados H, C X* tales que

w(H,) =1 Y v(H,) <

S
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De hecho, el espacio separable de este corolario es el mismo que el del Teo-
rema 3.15. En otras palabras, para X* no existe ninguna constante M > 0
tal que w < M~. Sin embargo se cumple que en general que v < 2w ya
que para una medida de no-compacidad débil o siempre se tiene la relacién
d < d(Bx)w y claramente 6(Bx) < 2. Ademés, también se tiene la desigual-
dad d(=*", X) < w.

La siguiente proposicién es una generalizacién del Teorema de Gantma-
cher en términos de 7.

Proposicién 3.17. Sean X eY espacios de Banach, T : X — Y un operador
yT*:Y* — X* su operador adjunto. Entonces

(T (Bx)) <(T"(By+)) < 29(T(Bx)).

Demostracion. Sea € = y(T*(By-+)). Por definicién tendremos entonces que
T*(By~) e-intercambia limites con By« y como Bx C By« tendremos que
T*(By+) e-intercambia limites con Bx. Veamos que T (Bx) e-intercambia
limites con By=. Sean T'(z,), C T(Bx) y (y%)m C By+ sucesiones tales que
existan los siguientes limites

lm liim (T (x,,), y.,) lm (T (x,,), yo,,)-
Por otro lado (T'(z,),y%) = (z., T*(y},)) va que T* es el operador adjunto
de Ty por lo tanto

lmlim(T(x,,),y;,) = Umlim(z,, T*(y;,))

n m n m

lim im/(T'(z,,), y,) = lmlim(z,, T*(y},))

y como Bx y T*(By+) e-intercambian limites tendremos que

| Mm Hm(T (2,), y,) — Hm U (T (), y5)| < €

con lo que queda demostrado que T'(By) e-intercambia limites con By« por
lo que y(T'(Bx)) < e.

Veamos ahora la segunda desigualdad. Sea ¢ = y(T'(Bx)). Por definicién
T(Bx) e-intercambia limites con By:. Veamos que T*(By+) e-intercambia
limites con Bx. Sea (z,), una sucesion en Bx y sea T*((y,)m) una sucesion
en T*(By~) tales que los siguientes limites existan

lim lim(z,,, T*(y.,)) lim lim(z,,, T*(y,))-

n m m n
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Tendremos por otro lado que (T'(z,),y,) = (x,, T*(y%,)) v por lo tanto

lm lim(z,, T*(y5)) = Umlm(T(z,),y")

lmlim(xz,, T*(y)) = lmlim(T(x,),y)

y como T'(By) e-intercambia limites con By« entonces

| lim lim(z,,, T*(y;,)) — Hmlm(x,, T*(y: )| < e,
asi que T*(By~) e-intercambia limites con Bx y como By es w*-denso en
By« aplicando el Corolario 2.6 tendremos que y(7™(By~)) < 2¢. O

—w*

Como vy cZ( , X) son equivalentes de forma inmediata tendremos que
también podemos dar una versién cuantitativa del Teorema de Gantmacher
en términos de d.

Corolario 3.18. Sean X e Y espacios de Banach, T : X — Y un operador
y T :Y* — X* su operador adjunto. Entonces

w* - w* w*

d(T(Bx)" ,Y)<d(T*(By-) ,X*)<4d(T(Bx) ,Y).

| —

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 3.17 y el Corolario 3.10. O



44

CAPITULO 3. DISTANCIA A ESPACIOS DE BANACH



Capitulo 4

Aproximacion por sucesiones

En esta seccién vamos a estudiar algunos casos en los que podremos hablar
de aproximacién por sucesiones. Los resultados principales de esta seccién
son el Teorema 4.2 y el Teorema 4.7. El Teorema 4.2 nos va a decir que
el e-intercambio de limites implica la e-aproximacion por sucesiones en es-
pacios C(X). Este Teorema, para ¢ = 0 nos va a dar como Corolario la
angelicidad en espacios C'(K) con K compacto. Ademas se sabe que C'(X) es
angélico cuando X es numerablemente K-determinado (véase [28]) por lo que
la clausura de conjuntos numerablemente compactos se puede alcanzar por
sucesiones. Esta aproximacion por sucesiones es cuantificada en el Teorema
4.7 que nos va a dar como corolario la angelicidad de estos espacios.

Lema 4.1. Sea (Z,d) un espacio métrico compacto y sea X un conjunto.
Dadas fi, fa,..., fn € Z%X y § > 0, existe un subconjunto finito L C X tal
que para cada x € X existe y € L tal que

d(fe(y), fu(x)) <0
para todo 1 < k < n.

Demostracion. Consideremos en Z" la métrica dada por

doo (1), (yr)) := sup d(w, yi)
1<k<n
donde (), (yx) € Z™. Tendremos entonces que esta métrica induce la to-
pologia producto en Z". Sea B := {(fi(x),..., fa(x)) : © € X}, entonces
la familia { By ((fi(z),. .., fu(z));0) : x € X} es un cubrimiento abierto del
conjunto compacto B”". Por lo tanto existe un conjunto finito L. C X tal
que

B C | Buol(fi(): - fal)): ).

yeL

45
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Claramente este conjunto L cumple lo deseado. O

Teorema 4.2 ([4, Proposition 5.2]). Sea (Z,d) un espacio métrico com-
pacto, X un conjunto y H un subcon]unto de ZX que e-intercambia limites

con X . Entonces dado [ € T, existe una sucesion (fu)n C H tal que

sup d(g(x), f(x)) < €

reK
para todo punto de aglomeraciéon g de (fn)n en ZX.

Demostracion. Definamos f; := f. Aplicando el Lema 4.1 obtenemos que
existe un conjunto finito L; C X tal que

gl;requi d(fi(x), fi(y)) <1

para cada x € X. Supongamos que hemos elegido funciones fi,...,f, € H
y subconjuntos L, ..., L, de X tales que

1 m
d(fm(y), f1(y)) < — para todo 1 <m < ny paratodo y € U Ly,
k=1

1
min max{d(fx(x), fr(y))} < — para todo 1 < m < n y para todo z € X.
YELm k<m m

__7X
Como f, € H 77 existe fni1 € H tal que

1 n
d(far1(y), f1i(y)) < il para todo y € kL:JlLk.

Por otro lado, aplicando el Lema 4.1 a fi, fo, ..., fos1 v 0 = #1 tendremos
que existe L, tal que

1
yenii% krgﬁcl{d(fk( x), fr(y)} < o bara todo x € X.

o0

Sea ahora D := ULk. Sea x € X fijo, entonces podemos construir una

k=1
sucesion (y,), en D tal que r&éx{d(fk(x), fr(yn))} < 1/n para cada n € N.

Tendremos entonces que

lim fi(y,) = fr(x) para todo k € N.
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Tomemos un punto punto de aglomeracién g de (fi)r en Z¥ y una subsu-
cesién (fy;); tal que en el punto fijo o se cumpla que lim; f;, (z) = g(z).
Tendremos entonces que

li]m li;n fx; (yn) = h’;(n fr; (x) = g(z).

Por otro lado, como para todo y € D se cumple que limy fi(y) = fi(y)
tendremos que

HTILTII%H Ji;(Yn) = h;ILnfl(yn) = filz) = f(z).
Como H e-intercambia limites con X tendremos que

d(g(z), f(z)) < e
y esto ocurre para todo x € X con lo que termina la prueba. O

Corolario 4.3. Sea (Z,d) un espacio métrico compacto, X un conjunto y H
un subconjunto de Z*X que intercambia limites con X. Entonces para cual-
X

quier [ € H”" ewiste una sucesion (fn)n C H tal que
HELH fulz) = f(2)
para todo x € X .

Demostracion. Dado f € FZX, por el Teorema 4.2 tendremos que existe una
sucesiéon (f,), C H tal que todo punto de aglomeracién g de (f,), en Z¥X
cumple que g = f. Teniendo en cuenta que Z%X es compacto podemos concluir
que (f,)n converge hacia su tinico punto de aglomeracién f en ZX. O

Corolario 4.4. Si K es un espacio topoldgico compacto, entonces (C(K),7,)
es angélico.

Demostracion. Tomemos H C C(K') un conjunto relativamente numerable-
mente compacto en C(K). Por el Corolario 2.8 tendremos que H es relativa-
mente compacto. Sea ahora f € H. Por el Corolario 4.3 tendremos que existe
una sucesién en H convergente a f. Por lo tanto (C(K),7,) es angélico. 0

Definicién 4.1. Sea X un espacio topolégico, (Z,d) un espacio métrico y
e > 0 fijo. Diremos que un conjunto H C C(X,Z) es e-relativamente nu-
merablemente compacto (en C(X,Z)) si toda sucesion (f,)n, en H tiene un
punto de aglomeracion f € Z* tal que

osc(f) :=sup{osc(f,z):x € X} <e.

Cuando € = 0 este concepto coincide con el de relativamente numerablemente
compacto en C(X, 7).
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Proposicién 4.5. Sea X un espacio topoldgico, (Z,d) un espacio métrico y
e >0 fijo. Si H C C(X,Z) es e-relativamente numerablemente compacto,
entonces H e-intercambia limites con todo subconjunto relativamente nume-
rablemente compacto de X.

Demostracion. Sea (f,), una sucesién en H y fijemos f € Z* un punto de
aglomeracién de ( f,,), con osc(f) < ¢, sea (z,,)m una sucesién en X que tiene
un punto de aglomeracién x en X y supongamos que los siguientes limites
existen
0= 11’7{11 hgbn foltm) L:= lirrnn liin fu(m).

Tendremos claramente que ¢ = f(z) y L = lim f(z,,). Tomemos z € X,
como osc(f) < e existe un entorno U de = en X tal que d(f(y), f(z)) < e
para todo y € U. Para todo n € N existe m > n tal que z,, € U y entonces
d(f(zm), f(x)) <e. De aqui tendremos que

d(f (), lim f(zm)) < e.
0

A continuacién, combinando la prueba del Teorema 4.2 y la prueba de
[28, Theorem 1] vamos a obtener el Lema 4.6 que es una generalizacién del
Teorema 4.2. En este Lema, X serd un conjunto, ¥ sera un subconjunto de
NN y S serd el subconjunto del conjunto de sucesiones finitas definido por

S =A{(ay,as,...,a,): existe @ = (ay)m € X,n € N}

Sea {A, : @ € X} una familia de subconjuntos no vacios de X que cubren
X. Para a = (ay,as,...,a,) € S definimos

Cal,ag,...,an = U Aﬁ
BES(a)

donde S(ai,ag,...,a,) ={B €X: 5= (bn)m,b; =a; para j =1,2,...n}.

Definicién 4.2. Sea X un conjunto, (z,), una sucesion en X y (A,), una
sucesion de subconjuntos de X tales que X D Ay D Ay D --- D A, D ---.
Diremos que la sucesion (), estd eventualmente en (A,), si para cualquier
N € N existe un ny tal que x,, € Ay sin > ny.

Lema 4.6. Sea (Z,d) un espacio métrico compacto y sea H C Z*. Supon-
gamos que para cada o = (ap)m € Xy para cada sucesion (x,), € X que
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estd eventualmente en (Cq, ay....an)n, He-intercambia limites con la sucesion

__7X
(Tn)n. Entonces, para cada f € T, existe una sucesion (fu)n C H tal que

sup d(g(z), f(x)) < e

zeX
para cualquier punto de aglomeracion g de (f,), en Z*.

Demostracion. Definamos f; := f. Como S es numerable, existe una biyec-
cion ¢ : N — S. Definamos D,, := Cy,) para todo n € N. Por el Lema 4.1
existe un subconjunto finito L; C D, tal que

rreliLn{d(fl(at), fily))} < 1 para cada = € D;.
yela
Como f € FZX, existe fo € H tal que

d(fa(y), f1(y)) < % para cada z € L;.

Procediendo por recurrencia, para cada n € N, podemos encontrar subcon-
juntos finitos L,, C D,, y funciones f;, i =1,2,...,n+ 1 tales que

, [ 1
min rl?gzc{d(fk(:v), fely)} < ~ para cada x € D, (4.1)
y
1
Aha0), T ) < — para caday € | J
j<n
Entonces, la sucesion (f,), elegida satisface
lim f,,(y) = f(y) para caday € D = U L,. (4.2)
neN

Fijemos = € X. Elijjamos a € ¥, & = (G, ), tal que x € A,. Tomemos
P=¢ '({(ar,as,...,a,):n € N}) C N,

P es un subconjunto infinito porque ¢ es una biyeccion. El punto = pertenece
a cada D, para todo p € P,y por lo tanto, dado p € P, por (4.1) existe
yp € L, C D, tal que

d(Fulx), Fuly)) < % para todo k < p. (4.3)
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La sucesion (y,)pep esta eventualmente en (Cy, 4y 4, )n- Efectivamente, sea
meNyp; =0 (a,a a;)) para j = 1,2 m.Sip € P # D,

yp] 2 1, W2y ...y Wy p J g Ly ey . p yp p]>
para j = 1,2,...,m, entonces y, € D), = Cy, 45,00, CON Mg > m. Como
mo > m, entonces Y, € Coyan,.amg C Caraz,..am-

Fijemos ahora un punto de aglomeracién g de (f,), en Z*. Elijamos una
subsucesion (f,, )r tal que en el punto fijo x tengamos que limy, f,,, (z) = g(z).
Como P es infinito, existe una sucesién estrictamente creciente (p;); € P.
Por (4.3), lim; fi.(yp;) = fe(7) para k € N. Por un lado tendremos que

g(x) = lim fo, (z) = limlm fu, (yp,)

y por el otro, por (4.2) tendremos que
f(I) = fl(I) = ernfl(ypg) = ernf(ypg) = lijrnliglfnk(ypg)

Finalmente, usando que la sucesién (y,), esta eventualmente en (Cy, 45, an )ns
obtenemos que

A(g(w), £(2)) = A1 fo (35, i i £ (35,) < .

Recordemos ahora antes de continuar un par de definiciones.

Definicién 4.3. Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Diremos que una
aplicacion F : X — 2 multivaluada es superiormente semicontinua si para
cada x € X y todo abierto U de Y tal que T'(x) C U existe un entorno V de
x en X tal que F(V) C U, donde por F(V) denotamos a U{F(z) : z € V'}.

Definicién 4.4. Un espacio topoldgico (T, T) se dice que es numerablemente
K -determinado si existe una aplicacion multivaluada superiormente semicon-
tinua F - M — 2T para algin espacio métrico separable M tal que F(M) =T
y F'(m) es compacto para cada m € M.

Tendremos por ejemplo que los espacios o-compactos son numerablemen-
te K-determinados, y también los espacios K-analiticos (véase [33]). Den-
tro de los espacios de Banach, los espacios separables también son nume-
rablemente K-determinados, y mas generalmente, todo espacio de Banach
débilmente compactamente generado es numerablemente K-determinado.

Si tenemos un espacio numerablemente K-determinado X, como todo
espacio métrico separable es imagen continua de un subconjunto de NV ten-
dremos que existe una aplicacién superiormente semicontinua 7" : ¥ — 2%
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para algin subconjunto ¥ C NY tal que T'(«) es compacto para cada a € 3
y la familia {T'(a) : « € ¥} cubre X.

Vamos a poner a este conjunto en las situaciones del lema anterior. To-
memos A, = T'(a) para cada a € ¥, fijemos a = () € Xy sea (x,), € X
una sucesion que estd eventualmente en (Cy, 4y, a,)n. Veamos que en esta
situacién {z, : n € N} es compacto. Sea {U; : i € I} una familia de con-
juntos abiertos de X que cubre K = {z,, : n € N} UT(«). Entonces existe
Up,Us,...,U, € {U; :i € I} tal que T(a) C U = U_,U;. Como T es supe-
riormente semicontinua, existe ng tal que si n > ng entonces Cy, 4.0, C U.
Como (x,), tiene una cola en cada conjunto Cy, 4y 4., €xiste m € N tal
que x, € U para cada n > m. Sea Upy1,...,Uprm en {U; : i € I} tal que
x; € Upyi para i = 1,2,...,m. Entonces Uy, Us, ..., Uy cubre K y por lo
tanto K es compacto con lo que demostrabamos lo que queriamos. Por lo
tanto, podemos obtener como Corolario lo siguiente:

Teorema 4.7. Sea X un espacio numerablemente K-determinado, (Z,d)
un espacio métrico compacto y H C C(X, Z) un subcon]unto e-relativamente

numerablemente compacto. Entonces para cada f € il , exriste una sucesion
(fu)n C H tal que
Sup d(g(z), f(x)) <e€ (4.4)
jAS]

para cada punto de aglomeracion g de (f,) en Z*X.

Demostracion. Para demostrar esto, por el Lema 4.6 basta con ver que en las
condiciones del comentario anterior a este Teorema, H e-intercambia limites
con la sucesion (z,,),, pero esto es cierto por la Proposicién 4.5 ya que tenemos
que {z, : n € N} es compacto. O

Corolario 4.8. En las condiciones del Teorema anterior tendremos que para

_ 7X
todo f € a7 se cumple que osc(f) < 3e. En particular tendremos que dada
una sucesion (gn)n C H, todos sus puntos de aglomeracion g cumplen que
osc(g) < 3e.

__7X
Demostracion. Sea f € H 7 Entonces, por el Teorema 4.7 tendremos que
existe una sucesion (f,), C H tal que

sup d(g(z), f(x)) < €

zeX

para cada punto de aglomeracién g de (f,) en Z*. Por otro lado, debido
a que H es e-relativamente numerablemente compacto tendremos que (f,,),
tiene un punto de aglomeraciéon h € Z* tal que osc(h) < e y de aqui se
deduce directamente que osc(f) < 3e. O
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Corolario 4.9. Sea X un espacio numerablemente K-determinado y sea
H C C*(X) uniformemente acotado y e-relativamente numerablemente com-
pacto. Entonces tendremos que

~ __RX 3
dE" 0" (X)) < 55
Demostracion. Basta aplicar el Corolario anterior y el Teorema 1.6. O

Corolario 4.10. St X un espacio numerablemente K -determinado, entonces
(C(X),T,) es angélico.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 4.7 y el Corolario 4.8 parac = 0. O
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Teorema de James

23






Capitulo 5

Preliminares de analisis
funcional

5.1 Topologias compatibles con pares duales

En esta seccion vamos a ver las relaciones que existen entre las distintas
topologias definidas sobre un espacio vectorial que tiene asociado el mismo
espacio dual. Recordamos que para un espacio localmente convexo FE denota-
mos por E* su dual algebraico (es decir, el conjunto de aplicaciones lineales
de E en R) y por E’' denotamos a dual topoldgico (es decir, el conjunto de
las aplicaciones lineales y continuas de £ en R).

Definicién 5.1. Un par dual (F,G) son dos espacios vectoriales F' y G y
una aplicacion bilineal (-,-) : F' x G — R satisfaciendo:

(i) Si (x,y) =0 para cada x € F, entonces y = 0.

(i) Si (z,y) =0 para cada y € G, entonces x = 0.

Si X es un espacio de Banach con dual topolégico X* tendremos que
(X, X*) es un par dual junto con la aplicacién bilineal (x,z*) = z*(z) para
cada (z,z*) € X x X*. Andlogamente, si E' es un espacio topolégico local-
mente convexo con dual £’ tendremos que (£, E’) es un par dual.

Definicién 5.2. Sea (F,G) un par dual y sea A un subconjunto de F. Lla-
maremos polar (absoluta) de A al subconjunto de G dado por

A ={ye G:|(z,y)| <1 para todo x € A}.

Definicién 5.3. Sea E un espacio vectorial y F' un subespacio de E* que se-
para puntos de E. Se dice que una familia G de conjuntos o(F, E)-acotados en
F es saturada si G es cerrada respecto a tomar maltiplos escalares y clausuras

25
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o(F, E)-cerradas absolutamente convezras de sus elementos y ademds, para
todo G1,Gy € G existe Gz € G tal que Gy U Gy C Gj.

Definicién 5.4. Sea G una familia saturada tal que Jgeq G separa puntos
de E. Se define la topologia g en E como la topologia de convergencia uni-
forme sobre G, es decir, la generada por la base local de entornos del origen

{U(G,e) : G € G} donde U(G,e) ={y € E : |g(y)| < € para todo g € G}.

Noétese que 7g es una topologia localmente convexa que, debido a que
Ugeg G separa puntos, es Hausdorff.

Lema 5.1. Sea (E,T) un espacio localmente convezo y sea
G ={U° : Ues un entorno equilibrado de 0}.

Entonces G es una familia saturada que cubre E' y 17 = 15.

Demostracion. Estd claro que G cubre a E’ y también tendremos que es
saturada ya que A°U B° C (AN B)°.

Tomemos V' un 7-entorno de 0. Como 7 es una topologia localmente
convexa podemos suponer que V' es 7-cerrado, convexo y equilibrado. En tal
caso tendremos que V° € Gy que V = (V°)° es un abierto en 7g.

Sea ahora V' un 1g-entorno de 0. Por definicion de G, podemos suponer
que V =¢eU(G, 1), donde G = U° para algin 7-entorno U de 0. En tal caso
tendremos que U(G,1) = G° = (U°)° D U y por lo tanto, V D U es un
T-entorno de 0. O

Definicién 5.5. Sea (F,G) un par dual. La topologia de Mackey, que de-
notaremos por u(F,G), se define como la topologia en F de la convergencia
uniforme sobre todos los conjuntos equilibrados convezros o(G, F')-compactos

de G.

Denotemos por R a la clase de todos los conjuntos equilibrados convexos
w*-compactos de E’. Tendremos claramente que R es una familia satura-
da tal que |Jper R separa puntos y p(E, E') = 7, y por lo tanto, por el
Lema 5.1 tendremos que 7 es mds gruesa que u(E, E’), ya que si U es un
entorno equilibrado de 0, entonces U° es equilibrado y convexo en E’ y por
el Teorema de Alaoglu también que es w*-compacto. La demostracién del
siguiente Teorema estd sacada de [24].

Teorema 5.2 (Mackey, Arens). Sea E un espacio localmente convezo. La
topologia de Mackey p(E, E") es la topologia localmente convera mds fina
sobre E que tiene a E' como espacio dual.
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Demostracion. Por el comentario anterior tendremos que toda topologia so-
bre E que tiene como dual a £’ es més gruesa que u(E, E').

Veamos que (E,u(E, E')) = E’. Consideremos E* el dual algebraico de
E y sea f un funcional lineal u(FE, E’)-continuo sobre FE. Tendremos que
existe un conjunto equilibrado convexo w*-compacto K de E' y ¢ > 0 ta-
les que SUp,cp e |f(@)] < 1, es decir, f € U(K,¢)°. Por otro lado, como
U(K/e,1) = U(K,e), podemos suponer que € = 1 y por lo tanto, f perte-
nece al polar (K°)° de K° en E*. Como E’' C E* tendremos que K también
es un conjunto equilibrado convexo w*-compacto en E*. Por el Teorema del
bipolar aplicado al par dual (E*, E) tendremos que f € (K°)° = K C E'
con lo que queda demostrado que (E, u(E, E')) C E' y con ello termina la
prueba puesto que la inclusion contraria es inmediata. O

Corolario 5.3 (Teorema de Mackey de las topologias compatibles).
Sea (E,T) un espacio localmente convezro y sea F' C E*. Entonces (E,7) = F
s, y solo si,

o(E,F)CTCulE,F).

En este caso se dice que T es compatible con el par dual (E, F).

Gracias a los teoremas de separacion podemos demostrar que los conjun-
tos convexos y cerrados coinciden en todas las topologias compatibles.

Proposicién 5.4. Sea (E, F) un par dual, entonces los conjuntos converos
y cerrados de E son los mismos para todas las topologias compatibles.

Demostracion. Sea T una topologia compatible con el par dual (E, F). Es
suficiente ver que todo subconjunto convexo A es 7-cerrado si, y solo si, es
o(E, F)-cerrado. Esté claro que si es o(F, F)-cerrado entonces es 7-cerrado
ya que o(F,F) C 7. Supongamos ahora que A es 7-cerrado y sea B la
clausura de A en la topologia o(FE, F). Si suponemos que B # A, entonces
existe z € B\ A. Como A es convexo y 7-cerrado y {x} es convexo y compacto,
entonces existe f € (E,7) = F y o € R tales que

sup f(2) < o < f(x)
z€A

y por lo tanto el conjunto {z € E : f(z) > a} es un entorno abierto en la
topologia o(FE, F') de x que no corta con A lo que es imposible ya que x € B.
Por lo tanto A = B, es decir, A es o(E, F') cerrado. O

El siguiente Lema establece una relacion entre los subconjuntos completos
de ciertas topologias localmente convexas del mismo espacio vectorial. En
particular, vamos a conseguir relacionar la completitud en una topologia
compatible con la completitud en p(E, F).
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Lema 5.5. Si 1y y m son dos topologias localmente convezras de un espacio
vectorial & con 11 mas fina que 1 y tales que 11 tiene una base de entornos
de 0 que son cerrados en Ty, entonces todo subconjunto mo-completo de E
es T -completo. En particular, si T es una topologia compatible con el par
dual (E,F) y A C E es T-completo, entonces A es completo para todas las
topologias compatibles mds finas y por lo tanto es u(E, F')-completo.

Demostracion. Sea A un subconjunto de E 7y-completo y sea (z;)jes C A
una 7y-red de Cauchy. Tendremos entonces que () e es una 7-red de Cau-
chy y por lo tanto existe x € A tal que la red converge a = en la topologia
T9. Sea U una base de entornos de 0 en la topologia 7 que sean 7, cerrados
y sea U € U. Tendremos por un lado que existe jy tal que si jy < jy
Jju < j', entonces z; — x5 € U. Tomando limites en j' en la topologia 7 y
teniendo en cuenta que U es Ty-cerrado tendremos que z; —x € U y por lo
tanto, z; € (x + U) N A para todo j > jy y con ello demostramos que A es
T1-completo. O

5.2 Teorema de completitud de Grothendieck

En esta seccién vamos a ver como se puede construir un modelo para la
complecién de un espacio localmente convexo. Empecemos primero con el
siguiente lema.

Lema 5.6 (Lema de aproximacién). Sea E un espacio localmente conve-
zo, S un subconjunto absolutamente convezro cerrado de E y x* : E — R una
forma lineal. Son equivalentes:
(i) z*|s es continua.
(ii) Para cada € > 0 existe ¥’ € E' tal que |2'(x) — z*(x)| < € para todo
rxel.

Demostracion. Laimplicacién (ii)=-(i) es inmediata ya que el limite uniforme
de redes de funciones continuas es una funcién continua.

Veamos la implicacion (i)=-(ii). Como z*|g es continua, fijado € > 0 existe
un entorno del origen absolutamente convexo cerrado U tal que |z*(z)| < ¢
para cada x € U[\S y por lo tanto, z* € £(U()S)°, donde este polar
estd tomado en el espacio dual (£, E*). Como U y S son absolutamente
convexos y o(E*, E) cerrados, por el Teorema del bipolar tendremos que
(U°US°)° =U°NS° =U[S y aplicando polares a esta igualdad tendre-
mos que (U[S5)° = (U°US°)* C U°+ 557 por otro lado, como U°
es o(E*, F) compacto, tendremos que U° + S° es o(E*, E)-cerrado y por lo
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tanto, * € (U () S)° C e(U° + S°) y como U° C E’, tendremos que existe
' € E' tal que ¥ — 2’ € £5°, es decir,

|2*(z) — 2'(z)| < e para todo z € S
con lo que termina la prueba. O

Teorema 5.7. Sea (E,T) un espacio localmente convexo y & la familia de
los equicontinuos de E'. Sea

E={z*€ (EY) : 2|y es o(E', E)-continuo para cada H € E}.

El espacio E dotado de la topologia T de convergencia uniforme sobre £ es
un modelo para la complecion de (E,T).

Demostracion. Por el Lema 5.1 tendremos que si consideramos la inclusion
natural = : (E,7) — (F,7) obtenemos una aplicacién continua. Como cada
vt € E restringido a equicontinuos absolutamente convexos o(E’, E')-cerra-
dos es una aplicacion continua, tendremos por el Lema 5.6 aplicado al espacio
(E,0(E',E)) que podemos aproximar x* uniformemente sobre cada H € &
por elementos de E, con lo que obtenemos la densidad de E en E. Por
ultimo, nos queda ver que (F,T) es un espacio completo. Si cogemos una
red de Cauchy sobre este espacio, tendremos que es puntualmente de Cauchy
sobre E’ por lo que es puntualmente convergente sobre £’ a una aplicacién
lineal y debido a que los limites uniformes de redes de funciones continuas son
continuos, tendremos que el limite de esta red es continuo para cada H € &€
por lo que obtenemos que el limite permanece en E y por lo tanto el espacio
es completo. O

De forma inmediata obtendremos:

Corolario 5.8 (Criterio de completitud de Grothendieck). Un espacio
localmente convexo E es completo si, y solo si, todo ¢ € E™ cuya restriccion
a conjuntos equicontinuos es o(E', E)-continuo es un elemento de E.

5.3 Toneles y discos de Banach

Definicién 5.6. Sea (E,T) un espacio localmente convexo. Se dice que un
subconjunto A es un T-tonel (o simplemente un tonel cuando esté claro cudl
es la topologia sobre la que trabajamos) si es un subconjunto cerrado absolu-
tamente convexro que absorbe puntos. Se dice que E es tonelado si todo tonel
es un entorno de 0.
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En esta secciéon vamos a ver algunos espacios que son tonelados. Empe-
cemos recordando algunas definiciones.

Definicién 5.7. Un espacio topologico se llama de Baire si la interseccion
de cualquier sucesion de abiertos densos es un conjunto denso.

Obsérvese que tomando complementarios, tendremos que un espacio es
de Baire si, y solo si, la unién de cualquier sucesién de cerrados con interior
vacio tiene interior vacio.

Proposicién 5.9. Sea X un espacio topologico. Si X es un espacio topologico
localmente compacto, o X es un espacio métrico completo, entonces X es un
espacio de Baire.

Demostracion. Vamos a hacer la prueba para espacio métrico completo. Pa-
ra espacio localmente compacto se haria con las mismas ideas. Tomemos
(Gp)n una sucesion de abiertos densos. Para demostrar que (), G, es denso
tenemos que ver que dicho conjunto tiene interseccion no vacia con cual-
quier abierto V' de X. Por la densidad de G; en X tendremos que G; [V
es no vacio. Tomemos z; € X y r; < 1 tales que Blxy,r] € V[)Gh.
Por la densidad de G5 en X, existe 25 € X y 15 < 1/2 de modo que
Blxa, o) C G\ B(x1,71) C Gi[)G2(\V. Por induccién construimos una
sucesion (z,)n, € X v (rn)n € (0,00) con r, < 1/n, de modo que se cumpla
que Blzy, 1) C G, B(Tn—1,7n-1) C G1[Gs...G, (V. Por construccion,
la sucesién (x,), es una sucesiéon de Cauchy por lo que converge hacia un
x € X. Para cada n € N, tendremos que como B[z,,r,] es cerrado, entonces
z € Blxn, ] C G,V y por lo tanto z € V(N Gn) # 0. O

En particular tendremos que los espacios de Banach y los espacios de
Fréchet son de Baire, y de aqui, por la siguiente Proposiciéon podremos de-
ducir que también son tonelados.

Proposicién 5.10. Sea (E,T) un espacio localmente convero de Baire, en-
tonces (E, 1) es tonelado.

Demostracion. Sea A un tonel, entonces como A absorbe puntos, tendremos

que E = U nA, y por lo tanto, la unién de la sucesiéon (nA),, tiene interior

neN
no vacio y como el espacio es de Baire, tendremos que existe n € N tal que

nA tiene un punto interior. Como estamos en un espacio vectorial topolégico,
esto equivale a decir que A tiene un punto interior. Sea x un punto interior
y U C A un entorno abierto de x contenido en A. Entonces el conjunto

1 1



5.3. TONELES Y DISCOS DE BANACH 61

es un abierto que estd contenido en A por ser absolutamente convexo y
ademas contiene al 0. Por lo tanto, 0 es un punto interior de A. O

Definicién 5.8. Dado un conjunto A absolutamente convexo y absorbente
de un espacio vectorial E, se define el funcional de Minkowski de A como

Mu(z) =inf{t >0: 2z € tA}
para x € E.

Definicién 5.9. Sea (E,T) un espacio localmente convexo. Se dice que un
subconjunto B acotado, absolutamente convexo y absorvente es un disco de
Banach si (span B, Mp) es un espacio de Banach.

Proposicion 5.11. La imagen mediante una aplicacion lineal y continua de
un disco de Banach es un disco de Banach.

Demostracion. SeaT : (E,7) — (F,7') una aplicacién lineal y continua entre
dos espacios localmente convexos y sea B C E un disco de Banach. Entonces
T(B) es un conjunto acotado por ser T' continua y absolutamente convexo
por ser 7' lineal. Para ver que (spanT'(B), Myp)) es un espacio de Banach

1
es suficiente ver que para toda sucesion (z,), con Mpp)(zn) < o la serie

o

E z, es convergente. Veamos primero que dado z,, existe z, € span B tal

n=1
que T(z,) = 2z, y ademds Mp(z,) < 5. Para ello es suficiente ver que

dado z € spanT(B) y € > 0 existe = € span B tal que T(z) = z y ademas
Mp(x) < My (2) + €. Pero esto es inmediato ya que como
z

=" eT(B),
v MT(B)(Z)—l-aE ( )

entonces existe y € B tal que T'(y) = w y por lo tanto & = (M) (2) +¢)y

cumple lo que querfamos. Asi que podemos construir una sucesién (z,),

cumpliendo las condiciones deseadas. Como (span B, Mp) es un espacio de
o

Banach, la serie Z x, es convergente por ser de Cauchy y de aqui tendremos

n=1

o
que entonces la serie Z Y, es convergente ya que y, = T'(x,) y la aplicacién

n=1
T : (span B, Mp) — (spanT(B), Mrp(g))

es lineal y continua. O
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Proposiciéon 5.12. Sea B un disco de Banach de un espacio topoldogico
(E,T), entonces B es absorbido por todo T-tonel.

Demostracion. Como B es acotado, tendremos que la inclusién

i: (span B, Mp) — (E,T)

es una aplicacion continua. Sea A un 7-tonel, tendremos en tal caso que el
conjunto A Nspan B = i~1(A) es absolutamente convexo, absorbe los puntos
de span B y es M g-cerrado en span B por ser ¢ continua. Ahora bien, por la
Proposicién 5.10 sabemos que (span B, Mp) es tonelado, asi que i ~!(A) es
un M p-entorno de 0. Por otro lado, como B es acotado en (span B, Mp),
tendremos que es absorbido por M g-entornos de 0. En particular, B es ab-
sorbido por i71(A) = A Nspan B y por lo tanto es absorbido por A. O

Lema 5.13. Todo subconjunto convexo relativamente numerablemente com-
pacto () de un espacio localmente convexo E estda contenido en un disco de
Banach D C E. En particular, () es absorbido por cada tonel de E.

Demostracién. Sea E la complecién de E dada en el Teorema 5.7. Como ()
es acotado, la aplicacién

T: Q) — E
(Ea)g ~ D284

estd bien definida, es lineal y continua y por lo tanto T'(B), con B la bola

unidad de £*(Q), es un disco de Banach en E que claramente contiene a Q.

Veamos que T'(B) C E. Supongamos primero que (§,), cumple que &, > 0
N

para todo n € N. Sea sy = Zgn, s= lim sy y sea x, € ). Entonces
N—oo

n=1

o) N N
’ gn ’. gn
E Entp = lim sy g >z, =s lim g -—x, € K
N N
n=1 e n=1 SN e n=1 SN

ya que () es convexo y relativamente numerablemente compacto en E. Para
ver el caso general basta separar (), en elementos positivos y negativos y
hacer las sumas correspondientes por separado. Por lo tanto, como T'(B) es
un disco de Banach en E y como estd contenido en E, T'(B) es un disco de
Banach en F que contiene a Q). O
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5.4 Teorema de Eberlein-Grothendieck

Usando el Teorema 2.8 vamos a ver la relacion entre compacidad e intercam-
bio de limites en el caso de un espacio localmente convexo.

Teorema 5.14 (W.F.Eberlein, A.Grothendieck). Sea (E,T) un espacio
localmente convexo, sea B C E un conjunto convexo y T-completo. Entonces
para A C B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) A es débilmente relativamente numerablemente compacto.
(ii) A es débilmente relativamente compacto.
(iii) A es acotado e intercambia limites dobles con todos los subconjuntos
T-equicontinuos de E'.

Demostracion. Es inmediato que (ii) implica (i). En los tres casos tenemos
que A es acotado, asi que para cada entorno U de 0 en F, dotando a U° con
la topologia débil (y por lo tanto U° es compacto) existe A > 0 tal que

KU: (ng(EvE,) - (C(Uov[_kv)‘])vao)

UO

estd bien definida y es continua.

Veamos que (i) implica (iii). Por (i), dado U un entorno de 0 en E
tendremos que Ky (A) es wyo-relativamente numerablemente compacto en
C(U°,[=A, A]) vy por lo tanto, por el Teorema 2.8 tendremos que

Ky(A) ~U°

y de aqui obtenemos que A intercambia limites dobles con cada subconjunto
de E' T-equicontinuo.

Veamos ahora (iii) implica (ii). Para ello es suficiente con ver que si E™
(E/* ’El)

es el dual algebraico de E’, entonces A’ C FE ya que entonces ten-

dremos que A7TEED) e EED o o(E, E")-compacto. Para ver esto, por
el criterio de completitud de Grothendieck (Corolario 5.7) basta ver que las
restricciones de z € ZU(E,*’E/) sobre conjuntos U° con U un entorno de 0, son
o(E', E)-continuas. Por otro lado tendremos por el Teorema 2.8 que Ko (A)
es wye-relativamente compacto en C(U°, [—\, A]), y por lo tanto, los limites
puntuales sobre U° de elementos x|y con z € A son o(FE’, E)-continuos de
donde podemos deducir que z|y- es o(E’, E)-continuo. O
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Capitulo 6

Teorema de R. C. James

En 1950, R. C. James anunci6 que un espacio de Banach con base es reflexivo
si tiene la propiedad de que cada funcional lineal continuo alcanza su norma
en la bola unidad cerrada de todas sus normas equivalentes. En ese mismo
ano, V. Klee probé este resultado sin necesidad de la base. En 1957, R. C.
James probo que la bola unidad cerrada de un espacio de Banach separable es
débilmente compacto (y por lo tanto el espacio es reflexivo) si todo elemento
del dual alcanza su supremo en la bola. En 1962 V. Klee conjeturd que esta
propiedad podria ser una caracterizacion de compacidad débil para subcon-
juntos débilmente cerrados de un espacio de Banach separable. Finalmente,
en 1964, R. C. James publicé el Teorema que enunciamos a continuacién,
sobre el que se va a centrar este capitulo.

Teorema 6.1 (R. C. James). Sea E un espacio localmente convexo cua-
sicompleto (es decir, que todo subconjunto cerrado y acotado es completo).
Entonces un subconjunto acotado débilmente cerrado A C E es débilmente
compacto si, y sélo si, todo p € E' alcanza su supremo en A, es decir, existe

x € A tal que o(x) = sup{p(y) : y € A}.

Como consecuencia del teorema de James tenemos que en particular, un
espacio de Banach es reflexivo si, y sélo si, todo elemento del dual alcanza
su norma en la bola unidad.

6.1 Espacios de Banach separables

En el caso de un espacio de Banach separable, la demostracién del Teorema
de James se simplifica bastante, como vamos a ver en esta seccion. Para ello la
herramienta que vamos a usar es la desigualdad de Simons ([31, Lemma 2]).
Vamos a dar dos pruebas de esta desigualdad, una de ellas va a ser la original

65
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de [31] pero dividiéndola en dos partes para poder aprovechar posteriormente
parte de la demostracion, y la otra prueba, mas reciente y sencilla, es la dada
en [27]. De la prueba usada en [31] se puede extraer el siguiente Lema que
aparece en [32] donde se usa para demostrar el Teorema de James en espacios
de Banach.

Lema 6.2. Sea S un conjunto y sea (z,), una sucesion acotada en €>°(S).
Sea d >0,1>¢e>0ysea A, =conv{z : i > n}. Elijamos y, € A; tal que

a; =supy; < inf supy + d(e/2)
S yeA1 g

€ Ym+1 € Am—i—l tal que

m—+1
k—1
A1 = sup(E " k)
S k=1

< inf sup Zsk Lyp +e™y) + 8(e/2)™
yEAerl S 1

Entonces, para cada m € N tendremos que

m

lfm > o + 15—(a1 — (1+£)d).

n—oo — &
Demostracion. Sea ay = 0. Como (Y, + €Ym+1)/(1+¢€) € Ay, por definicién
de «,, tendremos que

-1

(1+e)ay, < sup[(l+e) Ly, + em Ly, + EYmr1] F0(1+¢)(e/2)™
1

3

e
Il

m—+1 m—1
< sup Zsk Yg) + esup Zsk L) +8(e/2)™(1 + ¢)
k=1

= Qi1 + EQm_1+0(e/2)"(1 +¢).
De aqui tendremos que
Q1 — Oy, > E(Qn — Q1) — 6(e/2)™(1 4 ¢€),
de donde iterando deduciremos que

e(m — 1) — (1 +)d(e/2)™
e (A1 — Qm_2) — (1 +)de™(1/2™ +1/2™1)

Omy1 — Oy

' '(oq —ag) — (1 +¢e)de™(1/2m +1/2™ ... 4 1/2)
" = (1+¢€)d),

VvV IV IV IV IV

€
€
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asi que para n > m tendremos que

[y

n—

—a,, = Z apr1 — g > (g — (1 +¢€)0) e

k=m
Por lo tanto .
— gn—m
Qp =y + 6m17€(041 — (1+¢)d),
y tomando limites tendremos que
gm
lim o, > ap + 1—(a1 (1+¢)d).
n—oo £

O

Teorema 6.3 (Desigualdad de Simons [31, LemmaZ2]). Sea S un con-
Junto, (x,), una sucesion acotada en ((S) y sea T C S tal que si A\, > 0
con Y > A, =1, entonces existe t € T tal que

i AnZp(t) = sup Z AnTn (s
n=1

sGS
Entonces

inf{sup z(s) : © € conv{z, : n € N}} < suplimsup z,(t).
seS teT n

Demostracion. Sea C' = {> 0" Ay = Ay >0y > 2 A, = 1}. Considere-
mos ahora

m = inf{supxz(s):z € conv{z, : n € N}},
s€S

M = sup{supz(s):x € conv{x, : n € N}}.
seS

Claramente tendremos que —oo < m < M < 4o00. Sea ¢ > 0 arbitrario y
tomemos ¢ € (0,1) tal que

—0(1+e)—Me>(m—20)(1—e¢).

Sea C,, = conv{x, : p > n} y por induccién elijamos y,, € C,, tal que

sup (Z e’y (s) ) < inf sup ( Z e’y (s) +5”_1y(x)> +5(%)”.

eC,
ses p<n yebn ses p<n—1
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Aplicando ahora el Lema 6.2 tendremos que

m

3

sup z(s) — sup z,_1(s) > (m—(1+¢)d),

s€S s€S 1—¢

donde

20 =0, Zn = i N~y y z = i Ny
p=1 n=1

Como y, € C para todo n tendremos que (1 — A\)z € C. Por hipédtesis existe
un t € T tal que 2(t) = sup,cg 2(s). Para n > 1 tendremos

e Myn(t) = 2(t) = zaca(t) = Y e ly(s)

p>n+1
> sup z(s) — sup z,_1(s) — Z Pt M
ses s€S p>ntl
8n—l n
> . (m—46(1+¢)) —

Por la eleccién de e, tendremos que y,(t) > m — 2J para todo n > 1. Co-
mo y, € C,, obtendremos que para cada n > 1, existe k, > n tal que
xy, (t) > m — 26 y por lo tanto u(t) = limsup,, ,,(t) > m — 20, asi que

supu(t) > m — 2§ = inf{sup z(s) : « € conv{x, : n € N}} — 20
teT ses

y como 0 era arbitrario terminamos la prueba. O

Veamos ahora la prueba dada en [27] que es més sencilla puesto que no
usa el Lema 6.2.

Demostracion. (Oja [27]) Para € ¢>°(X) denotemos o(x) = sup,cqz(s)
ysea Cp = {D 07 Ay = Ay > 0,32 N\, =1} parak € N. Sixz € C)
tendremos que es de la forma

o0
E AnTn
n=1

con cada A > 0y fozl A, = 1. Sea m tal que \,, > 0. Si para cada k > m

tomamos
k

2k IZEE: Efgﬁi_x_a%

i=1 n=1
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tendremos que (z); converge uniformemente a z. Por otro lado tendremos
que z € conv{x, : n € N} para k > m por lo que

inf{o(z) : v € conv{z, }>°,} = inf{o(z) : v € C1}
asi que es suficiente con demostrar que

inf o(z) < suplimsupz,(t) =: or.
zeCq teT n

Sea ¢ > 0. Elijamos inductivamente z;, € C} tal que se cumpla

2k < iof o(2F — 6.1
(2 + zpy1) < Zelélk+1 (2% + 2) + ST (6.1)
parak =0,1,2,..., donde vg =0y v, = Zi:l ;—Z Seav=> ", ;—Z Como
2, ks,
Zk+1 = 2k+1’l}k+1 — 2k+lvk Y Y = Qk’U — Qk’l}k = Z on € Ck+1, por (61)
n=k+1
tendremos para k =0,1,2,... que
5 5
o (28 ey — 2%,) < o(280) + ot = 25 (v) + ST (6.2)
m—1
Como v € C1, existe t € T satisfaciendo que v(t) = o(v). Como Z ok = gm=1
k=0
de (6.2), para m € N tendremos que
m—1
2" (t) =Y (28 g — 2%0p) (1) < (2™ — Do (v) + £ = 2™0(t) — o(v) + €.
k=0

Asi que o(v) < 2™0(t) — 2", (t) +€ = ym(t) +¢, y como y,, € C,, tendremos
que existe k,, > m tal que o(v) < zy, (t) + ¢, y de aqui

inf o(x) <lmsupx,,(t) +¢
zeCy m

con lo que termina la prueba por ser e arbitrario. O

Observaciéon 6.4. En la desigualdad de Stmons tenemos la hipdtesis de que
todas las combinaciones convezras infinitas alcancen su supremo en T. FEsta
condicion no puede ser debilitada a combinaciones convexas finitas. Tomemos
por ejemplo T = S = N y (x,), € (>(N) la sucesion que vale 0 en sus n
primeros términos y 1 en el resto, claramente tendremos que no cumple dicha
hipdtesis y tampoco se da la desigualdad.
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La prueba del teorema de James para espacios de Banach separables que
vamos a hacer, es la que se muestra en [9]. De hecho lo que se demuestra es
el siguiente resultado.

Teorema 6.5. Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto de X no
vacio, cerrado, convexo, separable y acotado. Entonces B es débilmente com-
pacto si, y solo si, todos los elementos de X* alcanzan su supremo sobre

B.

Demostracion. Veamos la implicacién no trivial. Supongamos que todos los
elementos de X* alcanzan su supremo sobre B y supongamos que B no es
débilmente compacto. Tendremos entonces que la w*-clausura de B en X**

se sale de X. Sea by € Ew*\X . Por el teorema de Hahn-Banach podemos
elegir u € X** |jul| =1y a > 0 tal que

u(bg) > o > sup u(b).
beB

Sea (b,)n una sucesiéon densa en norma en B. Como u es un elemento de
o -clausur X r u r X1
la o(X**, X**)-clausura de Bx-, tendremos que para cada n € N existe

1
x, € Bx« tal que x,(by) > a 'y |[(x, —u)(by)] < — para 1 < k < n. Por
n

la equicontinuidad de los z,, y ser {b, : n € N} denso en B tendremos que
(z,,)n converge puntualmente sobre B a u. Si ) A, =1 con A, > 0, debido
a que estamos en un espacio Banach tendremos que ) \,z, € X* y por
hipétesis alcanza su supremo en B. Podremos entonces aplicar la desigualdad
de Simons (Teorema 6.3) a S =T = By (x,), obteniendo que

sup{u(b) : b€ B} > if{supx(b): x € conv{z,} >}
beB
> inf{xz(by) : © € conv{z,};" 1} > a

lo que es imposible por eleccion de a. O

6.2 Demostracion del teorema de James

La demostracién que vamos a dar aqui es la que aparece en [17] que es
una adaptaciéon con unas ligeras modificaciones de la prueba dada en [29)].
Para empezar vamos a demostrar la siguiente Proposicién que originalmente
aparece en [29] y que puede ser bastante 1til independientemente del Teorema
de James, como por ejemplo podremos apreciar en la Seccién 7.1.
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Proposicién 6.6 (J. D. Pryce [29]). Sea (f.)n una sucesion en £(X)
uniformemente acotada y sea D C £*°(X) un subconjunto separable. Entonces
existe una subsucesion (fy, )i de (fn)n tal que

suplimsup(h — f,,)(x) = supliminf(h — f,, )(x)

2€X  k—oo zeX k—oo
inf hgi s;}p(h = fu)(@) = mflimnt(h - f,,)(2)

para cada h € D.

Demostracion. Vamos a probar que existe una subsucesién que cumple la
primera igualdad. Para conseguir que cumpla también la segunda igualdad
basta con repetir en la sucesion obtenida un razonamiento andlogo al que va-

mos a presentar aqui. Debido a que D es separable y a que la aplicacién sup(-)
reX
es continua en ¢*(X) podemos suponer que D es un conjunto numerable.

Pongamos D = {ky, ko, k3, ... }. Definamos (h,,),, como la sucesién

k17 k17 k27 k17 k27 k37 kh k27 k37 k47 s

con lo que tendremos que cada elemento de D se repite infinitas veces en dicha
sucesion. Como ( f,,), es uniformemente acotada tendremos que lim inf,, ... fi,
existe en £*°(X). Por la definicién de supremo, existe un x; € X tal que

(hy — liminf f,,,)(x1) > sup(hy — liminf f,,)(z) — 1

y por otro lado, existe una subsucesién (f}),, de (fm)m tal que

lim f! (21) = liminf f,,(21).

Suponiendo que por inducciéon hemos tomado z,,_; € X y una subsucesiéon
(fo=1),,, elegimos ahora un z,, € X tal que

1
(hy, —liminf 1) (x,) > sup(h, — liminf £ ) (z) — —
m— o0 z€X m—00 n

y una subsucesién (f7),, de (f»=1),, tal que

lim f7 (z,) = liminf f7(z,).

m—0o0 m—

Si tomamos la subsucesién (fF), de (f,), tendremos que (fF)p>, es una
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subsucesién de (f™),, y por lo tanto

sup(hy, — Hminf fF)(z) > sup(h, — limsup fF)(z)
zEX k—o0 zeX k—o0
> hy(2,) — limsup f(z,)
k—o0
= ho(z,) = lm f7(z)
> sup(h, — liminf 7 (z) — =
1
> sup(h, — liminf ff)(z) — —.
Z‘EX k—oo0 n

Sea h € D, tendremos entonces que para cada n tal que h = h,, se cumple
que

1
sup(h — liminf f)(z) > sup(h — limsup f¥)(x) > sup(h — liminf fF)(z) — —
z€X k—oo z€X k—o0 z€X k—o0 n
y como hay infinitos n € N tales que h = h,, tendremos que

sup limsup(h — fF)(x) = sup liminf(h — fF)(x)
zeX k—oo zeX k—oo
por lo que tomando f,,, = fF terminaremos la prueba. O

La prueba del Teorema de James se va a reducir a estudiar espacios
(>°(X) donde la Proposicién anterior es bastante util. En £>°(X) usaremos
el sublineal p(f) = sup f(z) por lo que nos seran utiles algunas propiedades

reX

sobre sublineales que vamos a ver a continuacion.

Lema 6.7. Sea E un espacio vectorial y p : E — R un sublineal. Sea oo > 0,
B C E un conjunto convezro y vy € E tal que

inf p(vg +y) > 1+ p(vo),
yeB
entonces existe un yo € B tal que

inf p(vg +y1 + ays) > o+ p(ve + yo)-
y1,Y2€8

Demostracion. Sea § := inf cp p(vg +y) — p(vg) — 1 > 0. Tomemos yy € B
tal que

«
{ > — —0. .
ylggp(vo +y) > p(vo + vo) 2 0 (6.3)
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Para y1,y, € B arbitrarios tomemos

W toys
=27

€ B.
1+«

Tendremos entonces que

(1+a)(vo+ 2) = v + y1 + ays + vy

y por lo tanto

(1+ a)p(vo + 2) < p(vo + y1 + aya) + ap(vo).

De aqui tendremos que

plvo+ 1 +ays) > (14 a)p(vg + 2) — ap(vy)
> (14 a) inf p(vo + z) — ap(vo)
yeB
>

a(1+ ) + fnf p(vo +y) > o+ 53+ p(vo + o)
Yy

donde la tercera desigualdad sale de la hipdtesis del enunciado y la cuarta
desigualdad sale de (6.3). Por lo tanto

, [0}
inf p(vo+y1 + ays) > a+ =38 + p(vg + o) > a + p(ve + yo).
y1,Y2€8 2

A partir de este lema podemos obtener el siguiente resultado.
Proposicion 6.8. Sea E un espacio vectorial y p : E — R un sublineal. Sea

(Bn)n una sucesion de nimeros positivos y By D By D Bs D ... una sucesion
de subconjuntos convexos contenidos en E. Si

inf > 1
ylenBlp(y) :

entonces existe una sucesion (yn)n con y, € B, tal que

N N-1
n=1 n=1
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Demostracién. Si encontramos una sucesion (y,), con y, € B, tal que

N-1

1
yler}ng p(5— Z Buyn +y) > 1 +p Z Bnyn),
n=1

como y € By la prueba estaria terminada. Veamos esto por induccién sobre
N. El caso N = 1 es la hipotesis del enunciado. Supongamos que hemos

encontrado yi,...,yny_1 cumpliendo la desigualdad. Entonces, aplicando el
Lema 6.7 a
N-1 B
B := By, vy:= Bnln ¥ Q= N+l
T By Z By

tendremos que existe un z tal que

1 N-1 /6 /6 1 N-1
nf PG D a1+ ) > R p(o= D g+ 2)
n=1 =

z1,22€ BN ﬁN ﬁN /GN n=1

En particular, tomando z =: yy y dividiendo la desigualdad entre o tendre-
mos que

inf o Un + > inf p +
YEBN+1 /5N+1Z/6y v =z yeBN v)
N-1 3
> inf Boin + o2y + 2
21,268y ON41 nz::l B 1 ' 2)
;N
> 1+ p( Brin)
]

Del siguiente teorema podremos obtener facilmente el teorema de James.

Teorema 6.9 (del doble limite de James). Sea (L,7) un espacio lo-
calmente convezo, sea X un conjunto, T : L — (*°(X) un operador lineal
T-wyx-continuo y Q C L un subconjunto convexo relativamente numerable-
mente compacto en L. Si todas las funciones Ty, y € L alcanzan su supremo
en X, entonces T(Q) es uniformemente acotado en X y T(Q) ~ X (inter-
cambian limites).
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Demostracion. Podemos suponer que L C (*(X), 7 = wx|p y T es la in-
clusiéon ya que vamos a trabajar con T(L) y T(Q). Aplicando el Lema 5.13
tendremos que () esta contenido en un disco de Banach de L que a su vez es
un disco de Banach en ¢*°(X) y por lo tanto, por la Proposicién 5.12; @ es
absorbido por todos los toneles de ¢*°(X). En particular, () es absorbido por

{f- X =Rl flle <1},

es decir, () es uniformemente acotado en X.

Supongamos ahora que ) » X. Tendremos entonces que existen suce-
siones (fu)n € Q ¥ (Tm)m € X tales que los siguientes limites existen y se
cumple que

lim lim f,(z,) > lm lim f,(z,).
m—00 N—0o0

n—oo m—oo
Si cambiamos ) por A seguiriamos estando en las hipdtesis del teorema y
por lo tanto podemos suponer que
lim lim f,(z,) > lm lim f,(x,) + 3,
m—0o0 N—0o0

n—0o0 Mm—00

en otras palabras, existe un ng tal que si n > ngy entonces

h_rgo[fn(xm) - }g& filzn)] = 3.

m

Podemos entonces suponer que para todo n € N existe un mg tal que si
m > my entonces

folzm) — lim fi(z,,) > 2. (6.4)
Si tomamos D := span{ f, }, aplicando la Proposicién 6.6 existe una subsuce-
sién que sin perdida de generalidad podemos suponer que de nuevo es (f,),
tal que para todo h € D
sup liminf(h — f;)(z) = sup limsup(h — f;)(x).

zeX 1o zeX 11—

Sea K, := conv{f,, : m > n}, entonces aplicando (6.4) tendremos que para
h = ZnNzl)\nfn € K; con 27]:[:1)% =1y A\, >0paran € {1,2,...,N}, se
cumple que

N
sup liminf(h — f;)(x) = sup(z An(fn — limsup f;))(x)
zeX VT° zeX T i—00
N
n=1
>

N
> A2=2
n=1
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donde hemos usado un m suficientemente grande.

Podemos entonces aplicar la Proposicién 6.8 al sublineal p = sup,¢ y, una
sucesién cualquiera de nimeros positivos (3,), v a B, = K,, —limsup,_, . fi
por lo que existen g, € K, tales que

N-1
sup (Zﬂn n—nmsupf»(x)) > By + sup (Z B n—umsupf»(x))

zeX 1—00 zeX 1—00
(6.5)

Como g, € K1 C Q y @ es wx-relativamente numerablemente compacto en
L tendremos que la sucesién (g,), tiene un punto de aglomeracién g en L.
Por lo tanto, para cada x € X tendremos que

—oo < liminf g,(z) < g(x) < limsup g,(z) < +o0.

Por otro lado, como
x):Z)\ka(a:) con Z)\Zzl y AL >0
k=n k=n

tendremos que para cada n existen mq, mo > n tales que

() > fo, (1) Yy gn(7) < finy(2)

y de aqui tendremos que

liminf f;(z) < liminf g,(z) < g(z) < limsup g,(z) < limsup f;(x)

=00 n—oo n—oo i—00

de donde tendremos que para todo h € D

sup(h — limsup f;)(z) < sup(h — g)(z) < sup(h — liminf f;)(x)

zeX i—00 zeX zeX i—00
= sup(h — limsup f;)(x)
zeX 1—00

y por lo tanto
sup(h — limsup f;)(z) = sup(h — g)(x)

zeX 1—00 zeX

para todo h € D. Podremos entonces reescribir (6.5) como

sup (Z B (gn (x) ) > By + sup (Z Bn(gn (:E)) ) (6.6)

zeX zeX
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1
Fijemos ahora (3, = - tendremos que
n!

1 1 1 1 e
— - 1 ) < — 0. (6.7
Z b n—i—l( +n+2+(n+2)(n+3)+ )_n+1 (6.7)

Como g, € @ que esta contenido en un disco de Banach en L, tendremos que

la serie -
ho =Y Bulg
n=1

converge en L. Tendremos por lo tanto que hg alcanza su supremo en algin
xo € X. Esto nos va a llevar a una contradiccion. Denotemos h,, := ¢, — g.
Como ¢ era un punto de aglomeracion de g, entonces

lim inf h,, < 0. (6.8)

n—~o0

Definamos por otro lado

M = supsup |h,(z)] < o0
neN zeX

que es finito ya que los g, estan uniformemente acotados. Tendremos entonces

m=1

m=n+1 m=n+1

Por otro lado tendremos que

ho(zo) = supho(z) > sup Zﬁm m()) — sup(— Z B

m=1 m=n+1
> ﬁn‘l’supZﬁmm )_MZ ﬂmz
zeX m=1 m=n-+1
n—1 [e'9)
m=1 m=n+1

donde la segunda desigualdad ha salido de aplicar (6.6). Juntando las dos
ultimas desigualdades tendremos que

Buhn(0) > Br —2M > B,

m=n+1



78 CAPITULO 6. TEOREMA DE R. C. JAMES

es decir,

B (0) > 1—2M% > Ba—1

m=n+1
donde la convergencia hacia 1 la hemos obtenido de (6.7). Por lo tanto

liminf A, (x¢) > 1,

n—

lo que es imposible por (6.8). O

De aqui y del teorema de Eberlein-Grothendieck obtenemos el siguiente
corolario que por el Lema 5.5 implica el teorema de James.

Corolario 6.10. Sea A un subconjunto débilmente cerrado y acotado de un
espacio localmente convexo E tal que conv(A) es u(E, E')-completo. Entonces
son equivalentes:

(i) A es débilmente compacto.

(ii) Todo ¢ € E'" alcanza su supremo en A.
Si A no es débilmente cerrado, (ii) implica que A es débilmente relativamente
compacto.

Demostracién. Por el Teorema de Eberlein-Grothendieck (Teorema 5.14) es
suficiente ver que (ii) implica que A ~ U° para todo u(E, E')-entorno U de
cero. Pero por otro lado, la restricciéon

T:(E,o(E, E)) — (=(A)

estd bien definida, es o(E’, E)-wa-continua y U° es o(E’, E)-compacto por
lo que por el teorema del doble limite de James tenemos que

U° = T(U°) ~ A.

6.3 Condicién de completitud

En esta secciéon vamos a ver que la condicién de cuasicompletitud no puede ser
eliminada incluso en el caso de que en vez de un espacio localmente convexo
tengamos un espacio normado, es decir, vamos a buscar un ejemplo de espacio
normado no reflexivo con la propiedad de que todo elemento del dual alcanza
la norma en la bola unidad. La construccion que vamos a hacer es debida a
R. C. James y se puede encontrar en [17]. Recordemos que si X es un espacio
de Banach, denotamos por X* su dual topoldgico. El siguiente Lema nos va
a permitir la construccion de ciertos espacios de Banach a partir de otros. En
particular nos va a permitir la construccion de espacios de Banach reflexivos.
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Lema 6.11. Si (X, || - ||n) es una familia de espacios de Banach, entonces

X =C((Xa)n) = 4 (@a)n € HXn [ (@n)nll == (Z Hani> < 00

es un espacio de Banach y su espacio dual es (isométricamente)
X" = (X))
donde -
(@n)n((@n)n) = Z Pn(Tn)-
n=1

En particular, si todos los X,, son reflexivos también lo serd el espacio X .

Demostracion. Se comprueba facilmente que £?((X,,),) es un espacio de Ba-
nach. Veamos primero que (¢,),((2,)n) estd bien definido:

oo o) o) % o0 %
D leal@)l <D lieall lanll < (Z ||s0n||> (Z ||93n||> :
n=1 n=1 n=1 n=1

Ademds, acabamos de ver que la norma de (¢,), en X* es menor o igual a
su norma en £?((X}),). Para cada ¢ € X*, sea ¢, = ¢ o1, donde i, es la
inyeccién natural de X,, en ¢*((X,),). Tendremos entonces que

o(z) = ‘P(Z inTn) = Z O(inTn) = Z On(Tn). (6.9)

Dado 0 < € < 1, elijamos z,, € X,, de norma 1 tal que

T
<
loal < 0 (12).

entonces (£,7,), € *((X,)n) para todo (£,), € £? y por (6.9) tendremos que

S &ligal| < Zgnwn(l?g)‘='¢(<f"f’;>n)\
n=1 n=1
] oo 3
< et (Yo
n=1

ast que (3 [|al*)'? < [lll(1—€)~" para todo 0 < & < 1, (¢n)n € ((X4);)
y
(C((Xn)n))" = C((Xa)7)

isométricamente. O
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La idea ahora es construir un espacio de Banach reflexivo y buscar un
subespacio propio de tal forma que siga cumpliendo la condicién de alcanzar
los supremos en la bola unidad y tal que el bidual de este espacio coincida
con el del espacio de Banach.

Tomemos A, = {(1,n),(2,n),...,(n,n)} y sea X,, = (*°(A,) (es decir,
X, = (R || - |oc))- Sea ahora

A= D A,
n=1

denotemos por T, la restriccion de R4 en R4» y sea

[N

X =0((Xn)a) = f: A= R: <Z IIWn(f)Ilio) <00

Tendremos que X es reflexivo por serlo cada X,,. Sea f un punto extremal
de B la bola unidad cerrada de X, entonces tendremos claramente que m,(f)
es un punto extremal de la bola unidad de radio ||7,(f)||c en £*°(X,). Por
lo tanto

[T ()X, )| = |7 (F) (2, n)] = - - - = |ma(f) (0, n)].

Denotemos

C:={f e X:|m ()L n)| = [m(f)(2,n)] = - = [7a(f)(n, )|, n € N},

tendremos entonces que

Y :=spanext B C (] := {Zfz i EC}.

1=1

Si vemos que todos los elementos de ] son no inyectivos tendremos que
X # Y debido a que X tiene claramente elementos inyectivos (vistos como
funciones de AenR). Sea f = >, f; € C\, entonces paran > 2™ tendremos
que

(D) = 3 ael)

donde «; > 0y e; es una aplicacién de A, en {—1,+1}. Para cada k € A,
tomemos z, = (e;(k))™,, como s6lo existen 2™ vectores en R™ con entradas
+1 tendremos que todos los z, no pueden ser distintos y por lo tanto existe
k,l € A, tales que

ei(k) = e;(1) 1<i<m
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y entonces
T () (k) = m (f)(1).

Por lo tanto, sabemos que existe un espacio de Banach reflexivo X tal que
Y = spanext B # X donde B es la bola unidad del espacio de Banach. Como
Y es denso en X tendremos que cada elemento de Y* se puede extender a
un unico elemento de X™* por lo que podemos identificar X* con Y*. Cada
elemento de Y* = X* alcanza su supremo en la bola unidad de X, pero de
hecho debe de alcanzar su supremo en algin punto extremal de B, es decir,
también debe de alcanzar su supremo en la bola unidad de Y. Sin embargo
Y no es reflexivo ya que Y = X* = X

6.4 Mejor aproximacién

En esta seccion vamos a ver la relacion entre la reflexividad de un espacio de
Banach y la proximinalidad de ciertos subconjuntos mediante el Teorema de
James. Recordemos que cuando tengamos un espacio localmente convexo E
denotamos su dual topolégico por E’, pero en el caso de que ademdas F es
un espacio normado se denota su dual topoldogico por E*. Empecemos con
algunas nociones basicas.

Definicién 6.1. Sea D un subconjunto de un espacio métrico (M,d). Dire-
mos que D es proximinal, si todo x € M tiene una mejor aprorimacion en

D.

En 1933, Mazur observé que para cada funcional lineal continuo z* € X*
de norma 1 de un espacio de Banach real X, se cumple que el hiperplano
Fy ={x € X : z*(x) = 1} tiene un elemento de norma minima si, y sélo si,
x* alcanza su supremo en la bola unidad cerrada.

Lema 6.12. Sea (X, || -||) un espacio normado y sea x* € X*, con ||z*|| = 1.
Entonces tendremos la siguiente igualdad:

inf{{lyll : 2*(y) = 1} = 1 = sup{z*(z) : [Jz]| = 1} = sup{z”(2) : [lz|| <1}.

Demostracion. La segunda igualdad y la tercera son conocidas y salen de la
definicién de norma. Veamos la primera igualdad. Sea y € X con

L=2a2"(y) < [l«" [yl = llyl-

Tendremos entonces que inf{||y|| : z*(y) = 1} > 1. Por otro lado, por la
definicion de norma tendremos que para cada € > 0, existe un z. € X tal
que ||z.|| =1y z*(z.) > 1 — e. Por lo tanto

() =

1

Le
—1—¢’

z* ()
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y por lo tanto inf{||y|| : z*(y) = 1} = 1. O
Proposicién 6.13. Sea (X, ||-||) un espacio normado y x* € X*, con norma
|z*|| = 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) x* alcanza su supremo en Bx.

(ii) Para un a € R, el hiperplano H, = {x € X : 2*(z) = a} es proximinal.

(iii) Para todo o € R, el hiperplano H, = {x € X : 2*(z) = a} es proximi-
nal.

Demostracion. Para xog ¢ H,, la sustitucién

. Lo — <
v x*(xg) — &

nos conduce a que
inf{[lzo — 2 - 27(2) = o} = f{[z" (o) — [yl - " (y) = 1}.

Por lo tanto, la existencia de una mejor aproximacién para zy en H, es
equivalente a la existencia de la mejor aproximacion de 0 a H; y la prueba
termina aplicando el Lema 6.12. O

En el lenguaje de teoria de aproximaciones, por el Teorema de James,
usando la Proposicion 6.13 tendremos que:

Teorema 6.14. Un espacio de Banach es reflexivo si, y solo si, todos los
hiperplanos cerrados son proximinales.

Por ultimo, podremos hacer esta caracterizacion usando conjuntos débilmente
cerrados.

Corolario 6.15. Para un espacio de Banach X, las siquientes condiciones
son equivalentes:
(i) X es reflexivo.
(ii) Todos los hiperplanos afines cerrados de X son proximinales.
(iii) Todas las variedades afines cerradas de X son proximinales.
(iv) Todos los conjuntos cerrados, converos de X son proximinales.
(v) Todos los conjuntos débilmente cerrados de X son proziminales.

Demostracion. Las implicaciones (v)=-(iv)=-(iii)=-(ii) son triviales. Por otro
lado, la implicacién (ii)=-(i) nos la da el Teorema 6.14 por lo que basta con
demostrar (i)=(v). Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo,
sea A C X es un conjunto débilmente cerrado, x € X y tomemos

d = if{|lz —y[| : y € A}.
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Tendremos entonces que existe una sucesiéon (y,), C A tal que
lim ||z — y,|| = d.
n

Ahora bien, tendremos que (y, ), esta acotada en norma y por lo tanto, dicha
sucesion esta contenida en un subconjunto w-compacto de X ya que X es
reflexivo, y de aqui podemos deducir la existencia de una subsucesion (yy, )k
de (yn)n w-convergente hacia algin yy € A ya que A es w-cerrado. Para cada
x* € Bx+ tendremos que

2" (@ = yo)| = Y a* (& — 9,)] < lim |l — s, || = d
y por lo tanto

|z = yoll = sup |27(z — yo)| < d = int |[z— yol| < ||z — yol
T*eX* yeA

con lo que tendremos que d = ||z — yo|. O
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Capitulo 7

Aplicaciones

7.1 Sucesiones que alcanzan la norma

Vamos a ver una caracterizacion de la reflexividad de los espacios de Banach
en términos de sucesiones que alcanzan la norma y (P)-sucesiones (Teore-
ma 7.6). Los resultados que aparecen en esta seccién se han sacado de [26].
La siguiente definicién aparece en [30].

Definicién 7.1. Sea X wun espacio de Banach, se dice que una sucesion
(xn)n C Sx es una (P)-sucesion si para todo f € Sx«, existe g € Sx+ tal que
limsup,,_ o, f(x,) < liminf, . g(z,).

Lema 7.1. Sea X un espacio de Banach, Y un subespacio cerrado de X y
(Tpn)n C Sy una (P)-sucesion en Y. Entonces (z,), es una (P)-subsucesion
en X.

Demostracion. Sea f € Sx« y sea a la norma de f al restringirlo a Y.
Claramente tendremos que a < 1. Si @ = 0 tomemos g € Sy- tal que
liminf, .. g(x,) > 0. Si tenemos que a > 0 tomemos g € Sy« tal que
limsup,, . f(z,)/a < liminf, . g(z,). En ambos casos, por el teorema de
Hahn-Banach podemos extender g a un funcional en X de norma 1 tal que

limsup f(z,,) < liminf g(z,).

n—oo

0

Lema 7.2. Sea X un espacio de Banach y sea (x,), C Sx una sucesion que
satisface

sup limsup f(z,) = sup liminf f(x,). (7.1)

fGSX* n—oo fESX* n—00

85
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Si el supremo del miembro de la izquierda de la igualdad no se alcanza ten-
dremos que (x,,), es una (P)-sucesion. Reciprocamente, si tenemos que (T )n
es una (P)-sucesion, entonces (7.1) se satisface y ninguno de los supremos
se alcanza.

Demostracion. Supongamos que se cumple (7.1) y que no se alcanza el su-
premo del miembro de la izquierda de la igualdad. Sea f € Sy, entonces
tendremos que

limsup f(x,) < sup limsuph(z,) = sup liminf h(z,).

Nn—00 heSxx mn—oo he€Sx» M7

Por lo tanto, existe g € Sx« tal que limsup,,_, . f(z,) < liminf, . g(z,).
Supongamos ahora que (x,,), es una (P)-sucesién. Por un lado, la desigualdad

sup limsup f(z,) > sup liminf f(x,)

fESX* n—oo fESX* n—0o0

siempre se da. Claramente, por definiciéon de (P)-sucesién tendremos que la
otra desigualdad también se da y por lo tanto tendremos que se cumple (7.1).
Sisup;cg,. imsup,,_ ., f(z,) se alcanzase en algin fy € Sx~, tendrfamos que
para todo g € Sy~

limsup f(z,) > sup lim f(z,) > lim g(z,),

n—00 fe€Sxx V70

lo que es imposible por ser (x,,) una (P)-sucesién. Por otro lado, si tuviésemos
que SUPjeg, . liminf, .. f(x,) se alcanzase en algtin f; € Sx«, tendriamos
debido a limsup,,_., f(z,) > liminf, . f(x,) v a la igualdad (7.1), que
SUDpes,. Hmsup,, h(z,) se alcanzaria en f, pero acabamos de ver que esto
es imposible. O

Definicion 7.2. Sea X un espacio de Banach, diremos que una sucesion
(Tn)n alcanza la norma en X si supeg, . limsup,,_ o f(z,) se alcanza en

SX* .

Obsérvese que la nocién de sucesién que alcanza la norma es una nocién
méas débil que la de sucesiéon débilmente convergente. Existe una relacién
fuerte entre las (P)-sucesiones y las sucesiones que no alcanzan la norma
como podemos ver en el siguiente Lema.

Lema 7.3. Sea X un espacio de Banach y sea (z,), C Sx. Tendremos que:
(i) Si (xp)n es una (P)-sucesidn, entonces ninguna subsucesion suya al-
canza la norma.
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(i) Si (xn)n no tiene subsucesiones que alcanzan la norma, entonces tiene
(P)-subsucesiones.
Por lo tanto, un espacio de Banach X no contiene (P)-sucesiones si, y solo
si, cada sucesion acotada en X tiene subsucesiones que alcanzan la norma.

Demostracion. Es inmediato que toda subsucesién de una (P)-sucesién es
una (P)-sucesion y por lo tanto, por el Lema 7.2 no alcanza la norma.

Supongamos ahora que la sucesion (z,), no tiene subsucesiones que alcan-
cen la norma. Por la Proposicién 6.6 tendremos que existe una subsucesion
(2, )k tal que

sup limsup f(z,,) = sup liminf f(x,,).
fE€Sxx k—oo feSxx k—oo

Aplicando ahora el Lema 7.2 tendremos que (z,, ) es una (P)-sucesién. Para
ver la segunda parte es suficiente ver que si hay una sucesién (z,), que
no tiene subsucesiones que alcanzan la norma, entonces existe una sucesion
normalizada que también cumple esta condicion. Claramente tendremos que
(2n)n contiene una subsucesién (x,, )i tal que limy_ ||, || = @ > 0. En tal
caso, limsup,_, o f(zn, /||zn,]]) = limsup,_ f(xn,)/a para todo f € X*.
Por lo tanto, si supg,, limsup,_,, f (xn,) no se alcanza, tampoco lo hace

supg,, lmsupy, o f(@n, /|20, [])- -

Lema 7.4 ([26, Lemma 4.1]). Sea X un espacio de Banach separable que
no contiene (P)-sucesiones y sea (x,,), una sucesion acotada en X . Entonces
(n)n tiene una subsucesion (xy, )i tal que para cada x € X,

sup (f(z) —limsup f(zy,)) = sup (f(x) — Uminf f(z,,)),

FESxx k—o0 FESx hoo (7.2)
inf (f(z) —limsup f(zy,,)) =  inf (f(z)—lminf f(z,,))

feSx* k—o00 JFE€Sx+ k—o0

Y SUDseg,., (x — Hmsup, ., ¥, ) se alcanza.

Demostracion. Asumamos que (z,), tiene una subsucesién convergente. Por
el Lema 6.6, tendremos que esta subsucesién tiene una subsucesién (z,, )k
que satisface (7.2). Entonces tendremos que para f € Sx-

(@) = Mmsup f(zn,) = (@) = i f(@,) = flz = Jim 2,,) = ()
para y = = — limy_,o ©p, . Asi que en este caso, el supremo que es la norma
de y se alcanza.

Supongamos ahora que (x,), no tiene subsucesiones convergentes. Con-
sideremos X como un subconjunto de ¢*°(Sx+). Por el Lema 6.6 existe una
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subsucesion (x,, ) que satisface (7.2). Supongamos que existe un z € X tal
que
sup (f () — lmsup f(zn,)) (7.3)
FeSxx k—00
no se alcance. Como (z,,), es acotado, existe una subsucesion de (z,, ), que
denotaremos por (y,), tal que lim ||z — y,|| = a existe. Como (z,,), no tiene
subsucesiones convergentes en norma, tendremos que a > 0 y ademas pode-
mos suponer que y, # x para todo n. Sea z, = (x — yn)/||x — yn||. Vamos
a ver que (z,), es una (P)-sucesién con lo que llegaremos a una contradic-
cién. Como (yy,), es una subsucesion de (z,, ), tendremos que (yy,), también
satisface (7.2). Por lo tanto

sup limsup f(z,) = a ' sup limsup f(z — yn)

fESxx n—oo fESxx n—oo

= g} sup liminf f(z — y,)

fESX* n—oo

= sup liminf f(z,).

fES s MO

Si vemos que sup;cg, . limsup,_, ., f(2,) no se alcanza, junto a la igualdad
anterior, por el Lema 7.2 tendremos que (z,), es una (P)-sucesién. Supon-
gamos que se alcanza supycg. ., imsup,,_, . f (z,). Vamos a ver que entonces
(7.3) también se alcanzaria y con ello llegarfamos a una contradiccion. Sea
f € Sx- tal que

sup limsup f(z —z,,) = sup limsup f(z —y,)
feSxx mn—oo feSxx n—oo
= limsup f(z — yn)
< limsup f(z — Ty, )-

De aqui obtenemos que supg_, imsup,,_,(f(z — 2y, )) se alcanza y con ello
terminamos la prueba. O

Proposicién 7.5 ([26, Proposition 4.2]). Sea X un espacio de Banach
separable que no contiene (P)-sucesiones. Entonces, toda sucesion acotada
(xn)n en X tiene una subsucesion que converge puntualmente en Sy« hacia
algin z € X** y z alcanza su norma en Sx«.

Demostracidon. Sea (z,), una sucesién acotada en X. Supongamos sin per-
dida de generalidad que (x,), estd contenida en la bola unidad. Tomemos
una subsucesion (z,, ), como la dada en el Lema 7.4 y sea z una funcién
definida sobre X* dada por z(f) = liminf, . f(z,,). Vamos a ver que
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2(f) = limy—o f(2n,) para todo s € X* de donde podremos deducir que z es
lineal y acotada en la bola unidad de X™* y por lo tanto z € X**. Ademas, co-
mo X no tiene (P)-sucesiones, tendremos que ||z|| = sup g, ., im0 f (20, )
se alcanza por el Lema 7.3.

Consideremos X como un subconjunto de £*°(Sx~). Supongamos que exis-
te algin fy € Sx«, una subsucesion (py,)m de (2, )r y un b > 0 tales que

fo(pm — 2z) > b > 0 para todo m € N.
Tomemos z, = p, — 2z, A, = conv{z; : 1 > n} yfijemos 6 >0y 0<e<1

tales que (1+¢)0 + 2¢ < b. Construyamos las sucesiones (¥, ), y (@), dadas
por el Lema 6.2. En tal caso tendremos

Yn+z€ A, +z=conv{p;,—z:i>n}+z

= conv{p; : i > n}. (7.4)

Definamos v(f) = limsup,_ . f(z,,). Como (pm), es una subsucesién de
(Tn, )k € Yn € A, = conv{z; : i > n}, tendremos que

z= ligiolgf T, < Hﬁg}f(z" +2) < h'gicgf(yn + 2)

<limsup(y, + z) < limsup(z, + z) < limsup z,, = v. (75)
n—00 n—00 k—o0
Por (7.4), x = (1 —¢2) Y 1o, " Y(yx + 2) € X. Por lo tanto
sup (1—¢) > e 'yu(f) = sup (z—2)(f) = sup (—v)(f)  (T.6)
FeSxx — fESx~ FESxx

donde la segunda igualdad se cumple porque habiamos tomado una subsuce-
sion (2, ), dada por el Lema 7.4. Por este mismo Lema tendremos que existe
un g € Sx. tal que

sup (z —v) = (z —v)(g).
fe€Sxx*

Para m € N, por (7.6) y por la definicién de «,, tendremos

(= elimon = s (1= Y ulf) = sup (a0

= 1= &M +z-0))

< (=) Y & ulg) + (1= )" Ymar + 2 — 0)(9)
k#m+1
< (I—¢g)am+2(1—¢) Z g1

kE>m-+1
+ (1 =2)e™(Yme1 +2—v)(9)
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donde la primera desigualdad sale porque (z — v)(g) < 0 por (7.5). Por la
desigualdad que acabamos de obtener y por el Lema 6.2 tendremos que

26m+1

E"(Ymi1 +2—0)(g) > lima, —ay, — -
em 2em 1
>t (1 — (14)0) = gy — ———.
> « +1_5(a1 (1+¢)d) —a -

Por lo tanto, para n € N tendremos que
(Ym +2—0)(9) =2 (a1 — (1 +¢)d —2¢) /(L —2).

Como por (7.5), lim inf,,, o Ym+2—v < 0, tendremos que oy < (1+¢)0+2¢.
Por otro lado, como y; = Y t;2; para ciertos t; > 0 tales que > t; = 1 también
tendremos

a; = sup yi(f) > Ztizi(fO) >b> (1+¢€)d+ 2,
fE€Sxx*

con lo que llegamos a una contradiccion. O

Teorema 7.6 (|26, Theorem 4.3]). Sea X un espacio de Banach. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
(i) X es reflexivo.
(ii) Toda sucesion acotada (z,), en X tiene subsucesiones que alcanzan la
norma.
(i) Toda sucesion acotada (xy), en X tiene una subsucesion (T,, ), para
la que se alcanza sup;cg, , iminf f(x,, ).
(iv) X no contiene (P)-sucesiones.

Demostracion. (i) = (ii). Sea (x,), una sucesiéon acotada de un espacio de
Banach reflexivo X. Tendremos entonces que existe una subsucesion (x,,, )i, de
(n)n que converge débilmente a un z € X. Sea f € Sx« tal que f(x) = ||z||.
Entonces, para cada h € Sx+ tendremos que

lim sup h(z,, ) = limh(z,) = h(z) < ||z
y por lo tanto el supremo del limite superior se alcanza en f.

(ii) = (iii). Sea (z,), una sucesién acotada en X. Tendremos que existe
(@n, )k una subsucesién de (z,), y h € Sx- tales que

lim A(x,,) = sup limsup f(z,,).

k—oo fe€Sx+ k—oo
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Entonces

sup liminf f(z,,) > lim A(x,, )= sup limsup f(x,,)
feSxx k=oo k=00 fE€Sxs  k—oo

> sup liminf f(x,,)
FES K k—oo

y por lo tanto, supcg , iminf f(z,,) se alcanza en h.

(iii) = (ii). Por la Proposicién 6.6, existe una una subsucesion (y,), de
(xn)n tal que para toda subsucesién (yn, )r de (yn), se cumple que

sup limsup f(y,,) = sup Uminf f(y,,).

fe€Sx+ k—oo feSx« k—oo

Por hipétesis, existe una subsucesion (yn, ) de (Yn)n y b € Sx+ tal que

lim A(y,,) = sup Uminf f(y,,).

k—o0 fESK+ k—

Tendremos entonces que

sup limsup f(y,,) > Um h(y,, )= sup Hminf f(y,,)

fE€Sx+ k—oo k—o0 feSxs k—oo

= sup limsup f(yn,)

y por lo tanto, supcg, . imsup,_, f(zn,) se alcanza en h.
(ii) < (iv) es el Lema 7.3.

(iv) = (i). Supongamos que X no tiene (P)-sucesiones y supongamos
que X no es reflexivo. Sea Y un subespacio no reflexivo separable de X. Por
el Lema 7.1 tendremos que Y no contiene ninguna (P)-sucesiéon. Vamos a
ver que Y contiene una copia isomérfica de . Si Y no tuviese una copia
de ¢*, entonces por el Teorema de Odell-Rosenthal (véase [10, Chapter XIII,
Theorem 10]) tendremos que Sx es w*-sucesionalmente denso en Sx««, es
decir, cada elemento de Sy« sera el w*-limite de una sucesion en Sy. Como
X no es reflexivo, por el Teorema de James (Teorema 6.1) tendremos que
existe un ¢ € Sy« tal que su supremo sobre Sy« no se alcanza. Tomemos
entonces una sucesiéon (x,), C Sy tal que w*-limz,, = ¢. Claramente (z,,),
es una (P)-sucesion, lo que es imposible por estar afirmando (iv). Por lo tanto
Y contiene una copia isomérfica de £*. Sea (z,,),, una £*-base isomérfica en Y.
Por la proposicién 7.5, existe una subsucesién de (y,),, de (z,), que converge
puntualmente en Y* y esta subsucesién vuelve a ser una ¢!-base. Tomemos
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T : (' — Y la aplicacién lineal dada por T'(e,) = y,, donde (e,), es la base
usual de /'. Tendremos que la aplicacién dual T* : Y* — (> es suprayectiva
por lo que podremos tomar un f € Y* tal que 7*f = (—1,1,—1,1,...). En
tal caso, f(y,) = f(Te,) = T*f(e,) y por lo tanto, f(y,) = (—=1)" y de
aqui tendremos que f(y,) no es convergente lo que es imposible porque (y,),
convergia puntualmente sobre Y*. Asi concluimos que X es reflexivo. O

7.2 Compacidad débil en L(p, X)

Vamos a ver ahora una caracterizacién de la compacidad débil que en L' (1, X)
donde L'(u, X) es el espacio de las clases de equivalencia de las funciones
integrables Bochner sobre un espacio de probabilidad (€2, ¥, ) en un espacio
de Banach, dotando a este espacio con la norma || f||; = [ || f||du. Esta carac-
terizacién aparece en [11] aunque inicialmente fue obtenida por Ulger (véase
[34]) para conjuntos uniformemente acotados. De este resultado se puede ob-
tener una caracterizacion de la compacidad en espacios de Banach, tal como
se hace en [11], que también se puede obtener directamente del Teorema de
James como se ve en [34].

Definicién 7.3. Sea (€2, X, p) un espacio de medida. Una funcion f : QQ — X
se dice que es simple si existen x1,...,x, € X y Ay,..., A, € X tales que

f = Z?:l XA;Ti -

Definicién 7.4. Sea (2, %, p) un espacio de medida finita y X un espacio
de Banach. Se dice que f : Q2 — X es fuertemente medible, medible Bochner
o p-medible si existe una sucesion de funciones simples (fn)nen tal que

lim f,,(w) = f(w) en casi todo w € €.

Definicién 7.5. Sea f =" | xa,%; una funcion simple. Se define la integral
de Bochner de f como

/Qf dp = ZM(Ai)Ii-

Definicién 7.6. Una funcion f : Q0 — X medible Bochner se dice integrable
Bochner si existe una sucesion de funciones simples (fn)n tal que

i [ 17 = )l e =0,
noJao
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En tal caso, el limite lim,, fQ fndp existe y es independiente de la eleccion de
(fn)n- Se define la integral de Bochner de f como

/fd,u:lim/fnd,u.
Q n Ja

Definicién 7.7. Sea A un subconjunto de L'(u, X). Se dice que A es uni-
formemente integrable si

lim / du =10
L Elfl I

uniformemente para f € A.

Definicién 7.8. Sea (2, X, p) un espacio de medida finita y X un espacio de
Banach. Se dice que f : Q) — X es débilmente medible si para cada x* € X*
se tiene que x*f es p-medible.

Teorema 7.7 (de medibilidad de Pettis). Una funcion f : Q — X es
fuertemente medible si, y sélo si, es esencialmente separable (es decir, que
ezxiste un conjunto cuyo complementario es de medida nula tal que su imagen
es un conjunto separable en norma) y débilmente medible.

Teorema 7.8 ([11, Theorem 1.1]). Sea A un subconjunto acotado de
LY(p, X). Son equivalentes

(i) A es débilmente relativamente compacto.

(il) A es uniformemente integrable, y dada cualquier sucesion (f,), C A
eziste una sucesion (gn)n con g, € conv{f; : k > n} tal que (g,(w)),
es convergente en norma en X para casi todo w € €.

(iii) A es uniformemente integrable y dada una sucesion (f,), C A existe
una subsucesion (gn)n con g, € conv{fy : k > n} tal que (g,(w)), es
débilmente convergente en X para casi todo w € Q.

Demostracion. Supongamos que se da (i). Entonces A es uniformemente in-
tegrable (véase por ejemplo [12, p. 104]), y si (f,), es una sucesién en A, en-
tonces alguna subsucesion (f,, )r converge débilmente a algin f € E'(p, X)
y por lo tanto, f esta en la clausura débil de todos los conjuntos de la forma
conv{ f, :m >k}, pero estos conjuntos son convexos, con lo que la clausura
en la topologia débil coincide con su clausura en norma || - [|1, asi que existe
una sucesion hy, € conv{f,, :m >k}, k € N, tal que ||hx— f|l1 — 0. De aqui
podemos deducir que existe una subsucesion (g,,), de (hg)r que converge a f
en casi todo punto en la norma de X.
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(ii) implica (iii) es inmediato.

Veamos (iii) implica (i). Por el Teorema 5.14 es suficiente ver que tene-
mos la propiedad del intercambio de limites con la bola unidad de L(u, X)*.
Sean (fin)m C Ay (¢n)n C Bri(u,x)- dos sucesiones tales que los siguientes

limites existan:
a = limlim p, (f) B = limlim p, (fm)-

Sea (gn)n con g, € conv{fy : k > n} tal que (g,(w)), es débilmente con-
vergente en X para todo w € Q\FE para cierto E € X con p(FE) = 0. Sea
g : Q — X la funcién definida como el limite débil puntual de (g,), en
O\E y definida como 0 en E. De la definicién de g tendremos claramente
que es esencialmente separable y débilmente medible, y por lo tanto, por
el Teorema 7.7, g es fuertemente medible. Por el Lema de Fatou, al ser A
uniformemente acotado y p una probabilidad, tendremos que

/ lglld < / lfm inf [|g, |dys < lm inf / lgalldi < o,

asf que g € L'(p, X). Veamos que la sucesién (g, ), converge débilmente en
L' (u, X) a g. Como g, es fuertemente medible tendremos que es esencial-
mente separable y por lo tanto existe un conjunto A, con complementario de
medida nula tal que su imagen es un conjunto separable en norma. Tomemos
una base de entornos numerable de g, (A,) y denotemos por ¥, al conjunto de
las anti-imagenes de estos entornos. Si de forma andloga para g construimos
Yo, tomando Y el o-dlgebra generado por la unién de todos los ¥; tendremos
que (gm)m v g estan contenidos en L'(u,Y’, X) y de esta forma, podemos
considerar que L'(u) es separable. En tal caso, usando [14, Ch. VL8, Coro-
llary 7] tendremos que los funcionales lineales i en L'(u, X) son representa-
dos por funciones w*-medibles h : Q@ — X* con ||h(-)|| € L>(p), mediante
h(f) = [{h, f)du para todo f € L'(u, X). Tomemos h de dicha forma, la
integrabilidad uniforme de (h, g,) y el hecho de que (h(+), g.(:)) — (h(-), g(-))
para casi todo 2, junto con el teorema de convergencia de Vitali (véase por
ejemplo [14, Ch. III.6, Theorem 15]) implica que (h,g,) — (h,g). Por lo
tanto (g,), converge débilmente a g.

Si h,, = Z a; fx, es una combinacién convexa de (fy,)m v ¢ € L'(p, X)*
i=1
es tal que v := lim p(f,,) existe, entonces

}

1<i<r

7 = o(hm)| = | Zai(v — o(fi))| < méx{|y — o(fr,)
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y de aqui obtendremos que o« = ¢(g) = [, donde ¢ es un w*-punto de
aglomeracién de (¢,), vy por lo tanto tenemos la propiedad del intercambio
de limites. O

Tomando €2 como un sélo elemento obtendremos:

Corolario 7.9. Para un subconjunto A de un espacio de Banach X las si-
gquientes condiciones son equivalentes:
(i) A es débilmente relativamente compacto.
(ii) Para cada sucesion (x,), C A contenida en A, existe una sucesion
(Yn)n con y, € conv{zy : k > n} que es convergente en norma.
(iii) Para cada sucesion (x,), C A contenida en A, erxiste una sucesion
(Yn)n con y, € conv{zy : k > n} débilmente convergente.

Utilizando el Teorema de James podemos dar una prueba directa del
Corolario anterior tal como se hace en [34]. Vamos a mostrar esa prueba en
la siguiente Proposicién.

Proposicién 7.10 ([34, Lemma 2.1]). Sea A un subconjunto acotado de
un espacio de Banach X. Entonces A es débilmente relativamente compacto
st, y solo si, para toda sucesion (x,), en A, existe una sucesion (Yn)n, con
Yn € conv{x, : m > n} que converge débilmente.

Demostracion. Supongamos que A es débilmente relativamente compacto.
Tendremos entonces que dada una sucesién cualquiera (x,,), existe una sub-
sucesion (y,), débilmente convergente.

Veamos el reciproco. Por el Teorema de James (Teorema 6.1) es suficiente

ver que cada elemento z* € X* alcanza su supremo en B := conv A. Sea
z* € X* no nulo y sea = supz*(z) = supx™(z). Tendremos entonces que
z€A z€B

existe una sucesion (z,), en A tal que § = lim,, x*(x,,). Por hipétesis, existe
una sucesion (y,), con y, € conv{z,, : m > n} que converge débilmente a
un elemento a € B. Cada y, es de la forma

kn kn

Sea ¢ > 0, como 3 = lim,, z*(x,,) existe N tal que para todo n > N tenemos
que z*(x,) > [ — e y por lo tanto, paran > N,

kn

P () = YN (@) > YN (G- =

i=n
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Asi que x*(a) > [ — e y como ¢ es arbitrario tendremos que z*(a) > (3. Por
otro lado, a € By 8 = supz*(z) de donde concluimos que z*(a) = 3. Por el

reB
Teorema 6.1 tendremos que B es débilmente compacto y por lo tanto A es
débilmente relativamente compacto. O

7.3 Topologias de convergencia sobre fronte-
ras

En esta secciéon vamos a mostrar algunos resultados que se pueden deducir
a partir del Teorema de James que relacionan algunas nociones de compaci-
dad débil con nociones de compacidad en topologias de convergencia sobre
algunos subconjuntos del dual. Para ello necesitamos mostrar primero algu-
nos resultados previos. Empecemos recordando lo que es la compactificacion
de Stone-Cech de un espacio (X, 7) completamente regular. Consideremos la
inclusion
S (X, 1) — (RC*(X),TP)

dada por S(z) = (f(z))s. Teniendo en cuenta que X es completamente re-
gular es facil ver que la topologia producto induce sobre X su topologia
original.

Definicién 7.9. En las condiciones anteriores, la compactificacion de Stone-
Cech de X (que se denotard por X ) se define como S(X).

Como S(X) es puntualmente acotado, gracias al Teorema de Tychonoff
podremos asegurar que es relativamente compacto y por lo tanto SX es
compacto. Ademas, X tiene la propiedad de que toda funciéon continua
f € C*(X) tiene una tinica extensién f° € C(3X). Esta extensién tinica nos
permite identificar C*(X) con C(5X) que ademas coincidiran en norma (del
supremo) ya que por un argumento de compacidad tendremos que

FABX) = f(X)

y por lo tanto
sup £ (a)| = sup |7(9).
reX rzeBX
Proposiciéon 7.11. Sea X un espacio topologico completamente reqular y
sea H C C*(X). Entonces son equivalentes:
(i) H es débilmente relativamente compacto.
(ii) H es uniformemente acotado en X y wgx-relativamente compacto.
(iii) H es uniformemente acotado en X e intercambia limites dobles con X .
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Demostracion. Teniendo en cuenta que C*(X) = C(SX) como espacios nor-
mados tendremos que la equivalencia de (i) con (ii) es debida al Corola-
rio 2.25. La equivalencia entre (ii) y (iii) nos la da el Corolario 2.8. O

Gracias a la Proposicion anterior podremos ligar la nocion de intercam-
bio de limites con la nocién de compacidad en ¢*°(X) para X un conjunto
cualquiera.

Lema 7.12. Sea X un conjunto y Q C £=°(X) un conjunto uniformemente
acotado que ademds intercambia limites con X . Entonces Q" es_compacto
en la topologia débil w del espacio normado (*°(X) y w = wx en Q.

Demostracion. Si dotamos a X de la topologia discreta (es decir, todos los
subconjuntos de X son abiertos) tendremos que X es completamente regular
y (>(X) = C*(X) = C(6X) como espacios normados. Tendremos entonces
por la Proposiciéon 7.11 que @) es débilmente relativamente compacto y por
lo tanto (@w,w) es compacto. Como la topologia wy es mas gruesa que la
topologia w tendremos que coinciden en Q" de donde se deduce que Q" es
wy compacto y por lo tanto Q" =0". O

Proposicién 7.13. Sea X un conjunto y L un subespacio de (*(X) tal
que todo f € L alcanza su supremo en X. Si Q C L es un subconjunto
convexo y wy-relativamente numerablemente compacto en L, entonces @wx
es uniformemente acotado en X y compacto en la topologia débil w del espacio
normado (*°(X) y ademds las topologias w y wx coinciden en Q.

Demostracion. Basta con aplicar el Teorema 6.9 y el Lema 7.12. O

Veamos que podemos asegurar cuando tenemos que las funciones alcanzan
su supremo sobre X en un subconjunto Y C X.

Corolario 7.14. Sea X un conjunto, Y C X un subconjunto y L un subespa-
cio de (>°(X) tal que todo f € L alcanza su supremo sobre X en'Y . Entonces
todo conjunto @) convero wy -relativamente numerablemente compacto de L
es wy -relativamente numerablemente compacto en L. Ademds, sobre Q" las
topologias wx, wy, c({>*(Y ), (>(Y)), y o(£>*(X),(>(X)’) coinciden.

Demostracion. Debido a que todo f € L alcanza su supremo en Y tendremos
que la aplicacion restriccién

L — (°(Y)
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es inyectiva. En particular tendremos que wy es una topologia Hausdorff
sobre L y aplicando la Proposicion 7.13 podremos deducir que () es un sub-
conjunto o (£*°(X), £>°(X)')-relativamente numerablemente compacto. Usan-
do de nuevo que cada f € L alcanza su supremo sobre Y tendremos que la
inclusion
L — 0(X)

es una isometria si equipamos a L con la norma || - ||y y ¢*°(X) con la
norma || - || x y por lo tanto es continua con las respectivas topologias débiles.
Tendremos asi que @ es o(¢>°(X), (> (X)')-relativamente numerablemente
compacto en L y en particular wx-relativamente numerablemente compacto
en L. De nuevo por la Proposicion 7.13 tendremos que las topologias wx y
o(0>(X),£>(X)") coinciden sobre el conjunto o(¢>(X), >°(X)’)-compacto
Q""" v por lo tanto, también coinciden con las topologfas mds gruesas wy y
a(>(Y), >(Y)). O

Definicién 7.10. Dado (E,T) un espacio localmente convexo, F© C E' un
subespacio del dual topologico yU un conjunto de entornos de 0 en E tal que
{eU : e > 0,U € U} es una base de entornos de 0, diremos que F' tiene la
propiedad R si para todo U € U y todo x € E se cumple que

mix p(z) = mdx (z).

Obsérvese que en la definicién se habla de maximo, es decir, estamos
diciendo que este se debe de alcanzar en algin elemento de U° N F' para todo
U € U. Obsérvese también que todo subespacio I' C E’ con la propiedad R
debe de ser o(E’, E)-denso en E’ por lo que tendremos que o(FE, F) es una
topologia de Hausdorff en E.

Teorema 7.15. Sea (E, T) un espacio localmente convero, F' C E' un subes-
pacio con la propiedad R y A C E convexo y o(E, F)-relativamente numera-
blemente compacto. Entonces el conjunto

ZJ(E’F)
es T-acotado y las topologias o(E, F) y o(E, E') coinciden sobre él.
Demostracion. Si tomamos X = U°, Y = U°NF, L = E|ge, Q = Alpgo y
consideramos la inclusion
Alye C E|ye — £2(U°),

estamos en la situacién del Corolario 7.14 por lo que tendremos que las
topologias wye- y wyenr coinciden en el conjunto

Al Y

T o —u)UOﬁF
Ue = Alpe
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que es wyo compacto y wyenp compacto. Ademads, este conjunto estd unifor-
memente acotado en U° y por lo tanto es 7-acotado. Ahora considerando

ZO’(E,F) SN H A‘UO

veu

o
wU NF

donde U es el conjunto de entornos de 0 en E’ tendremos que las topologias
producto [T, . v Il,,.,., inducen o(E, E') y o(E, I) respectivamente sobre

A por los que estas tltimas coinciden en A. O

Corolario 7.16 (M. De Wilde). Sean E y F' como en el Teorema anterior
y sea A un conjunto convero de E. Tendremos que:

(i) A es o(E, F)-compacto si, y sélo si, es o(E', E) compacto. Lo mismo
ocurre con numerablemente compacto, sucesionalmente compacto y las
nociones relativas.

(ii) Si A es u(E, E')-completo y o(E, F)-relativamente numerablemente
compacto, entonces es o(E, E')-relativamente compacto.

Demostracion. La primera parte es inmediata a partir del Teorema 7.15. Si
A es u(E, E') completo, entonces, por el Teorema de Eberlein-Grothendieck
(Teorema 5.14) tendremos que A es o(F, E')-relativamente compacto si es
o(E, E')-relativamente numerablemente compacto. Esto junto a (i) demues-
tra (ii). O

Corolario 7.17 (I. Tweddle). En las condiciones del Teorema 7.15, si
E ademds es un espacio sucesionalmente completo y (x,), es una sucesion
o(E, E')-acotada que converge a 0 en la topologia o(E, F), entonces dicha
sucesion estd contenida un subconjunto de E o(FE, E'")-compacto y absoluta-
mente convexo.

Demostracion. Como la sucesion (z,), es o(FE, E')-acotada (y por lo tanto
T-acotada) y E es sucesionalmente completo tendremos que

T: ¢ — FE
n=1

estd bien definida. Como (z,), o(FE, F')-converge a 0 tendremos que para
cada ¢ € F

S == (p(wn))n € o

’ / 1 ’
y ademas ¢, = ¢, asi que

o(T((&n)n)) = an(p(in) = (&n)n(Sw)
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donde en el tltimo miembro de la igualdad estamos viendo (&), como un
elemento del dual de ¢y. De esta ultima igualdad se deduce inmediatamente
que T es o((*, cy)-0(E, F')-continuo. Por lo tanto, T'(By) es o(E, F') compacto
y por el Corolario 7.16 tendremos que es o(E, E')-compacto por lo que T'(B1)
es el conjunto que buscdbamos. O

Corolario 7.18. Las sucesiones de Cauchy T-acotadas son las mismas para
o(E,F)yo(E,E).

Demostracion. Basta con que apliquemos el Corolario 7.17 y el Teorema 7.15
a la 7-complecion de F dada por el Teorema 5.7 y tengamos en cuenta que
una sucesion (z,), es de Cauchy si, y sélo si, para toda subsucesion (Y., )m
de (x,), se tiene que la sucesion (Ym+1 — Ym)m converge a 0. O

Corolario 7.19. En las condiciones del Teorema 7.15, si E es un espa-
cio sucesionalmente completo y A es un conjunto T-acotado, entonces A es
o(E, F)-sucesionalmente compacto si, y sélo si, es o(E, E')-sucesionalmente
compacto. La equivalencia se da también con las respectivas nociones relati-
vas.

Demostracion. Basta ver que si (x,), es una sucesién o(E, F')-convergente,
entonces también es o(F, E’) convergente. Si (x,), es o(FE, F')-convergente
entonces es de Cauchy en la topologia o(E, F') y por el Corolario 7.18 también
lo serd en o(E, E'). Sea x el o(E, F)-limites de (z,),. Tendremos entonces
que (z, — ), estd en las condiciones del Corolario 7.17 y por lo tanto,
estd contenida en un subconjunto A de E que es o(FE, E’)-compacto. Por lo
tanto, como (x,), es de Cauchy en o(FE, E') y esta contenida en A+ x que es
o(E, E')-compacto tendremos que es convergente (y de hecho el limite tiene
que ser ). O

Definiciéon 7.11. Sea X un espacio de Banach y B un subconjunto de Bx-.
Se dice que:
(i) B es un conjunto normante de Bx~ si, para cada x € X, se tiene que
]| = sup{|a*(2)| : =" € B};
(ii) B es una frontera de James para Bx- si ||x|| = max{|z*(x)| : z* € B}
para cada x € X.

Dado un espacio de Banach X, el primer ejemplo de frontera que se
nos deberia ocurrir es el de los puntos extremales ext Bx« de la bola dual.
Un problema que se plantea asociado a esta definicién es el problema de la
frontera, que se pregunta si la compacidad débil de un subconjunto A de
un espacio de Banach X es equivalente a la (X, B)-compacidad del mismo
conjunto donde B es una frontera de Bx«. Gracias al Corolario 7.16 se puede
dar una respuesta positiva cuando A es convexo.
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Corolario 7.20. Sea X un espacio de Banach, B una frontera de Bx- y A
un subcongunto convexo acotado de X. Entonces A es o(X, B)-compacto si,
y solo si, es débilmente compacto.

Demostracion. Si tomamos F' = span B, tendremos claramente que F' tiene
la propiedad R (en este caso U = {Bx}). Por lo tanto, aplicando el Co-
rolario 7.16, teniendo en cuenta que o(X, F) = o(X, B) tendremos que un
conjunto A es (X, B)-compacto si, y sélo si, es débilmente compacto. [

El problema de la frontera en general sigue abierto. Se tienen respuestas
afirmativas en varios casos como cuando B = ext(Bx~) (véase por ejemplo
[5]), cuando X no contiene una copia isomorfa de ¢!(T') con |T'| = ¢ (véase
[9, 18]) v cuando X = C(K), dotado con su norma canénica || - ||o, donde
K es un espacio compacto arbitrario (véase [8]).

Si cambiamos compacto por sucesionalmente compacto, podremos obte-
ner la equivalencia aunque A no sea convexo gracias al Corolario 7.19.

Corolario 7.21. Sea X un espacio de Banach, B una frontera de Bx- y
A un subconjunto acotado de X. Entonces A es o(X, B)-sucesionalmente
compacto si, y solo si, es débilmente compacto.

De aqui podemos ver la respuesta afirmativa del problema de la frontera
en el caso (X, | - ||) separable (caso particular de ¢1(I') € X).

Corolario 7.22. Sea (X, || -||) un espacio de Banach separable, B una fron-
tera de Bx+ y A un subconjunto acotado de X. A es o(X, B)-compacto si, y
solo si, es débilmente compacto.

Demostracion. Supongamos que A es o(X, B)-compacto. Como X es separa-
ble, tendremos que (Bx+,w*) es un espacio métrico compacto, y por lo tanto,
B es separable. Sea D un conjun*to w*-denso numerable de B. Tendremos en
tal caso que By« = B = D" vy por lo tanto, o(X, D) es una topologia
Hausdorff mas gruesa que o(X, B). Como A es o(X, B)-compacto tendremos
que (A,0(X,B)) = (A,0(X, D)) y por lo tanto, A es o(X, D) compacto,
y como D es numerable tendremos que A es o(X, D)-sucesionalmente com-
pacto y por lo tanto, o (X, B)-sucesionalmente compacto. Aplicando ahora el
Corolario 7.21 tendremos que A es débilmente compacto. O
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