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Introduccion

@ado un espacio topoldgico, se define el cardcter de densidad como el menor cardinal de un
subconjunto cuya adherencia es el total. Digamos que, topolégicamente, el caracter de densidad es
la cantidad de informacién necesaria para construir todo el espacio. No en vano, esta propiedad es

un invariante topoldgico, esto es se conserva via homeomorfismo.

La igualdad de dos espacios topoldgicos se establece mediante la herramienta del homeomor-
fismo; decimos que dos espacios topolégicos son topoldgicamente iguales cuando existe un homeo-
morfismo entre ellos. Y, a las propiedades que conservan dichos homeomorfismos, como hemos
mencionado, se las llama invariantes topoldgicos, puesto que dos espacios homeomorfos siempre las

van a compartir, esto es, o la tienen los dos o no la tienen ninguno.

Sin embargo, el hecho de que una propiedad, como el caracter de densidad, sea un invariante
topolégico no es suficiente para caracterizar un espacio topolégico. Esto es, si tenemos dos espacios
topolégicos que satisfacen un invariante no podemos asegurar, y en general no se dard, que ambos

sean homeomorfos.

Nuestro campo de estudio, los espacios de Banach (def. 1.1.3), son casos particulares de espacios
topoldgicos, dotados de estructura de espacio vectorial y donde la topologia viene inducida por
métricas completas muy particulares (ver def. 1.1.1). Asi, nos podemos plantear, en esta subclase

de espacios topoldgicos, la cuestion anterior.

Si dos espacios de Banach tienen distinto cardcter de densidad, estd claro, por ser éste un
invariante topoldgico, que estos dos espacios nunca pueden ser homeomorfos, es decir, no hay
posibilidad de encontrar un homeomorfismo entre ellos. Ahora bien, si dos espacios de Banach

tienen el mismo caracter de densidad, json homeomorfos?

Teorema de Torunczyk

A lo largo de este texto daremos soluciones parciales a esta pregunta que, sin embargo, per-
siguen un objetivo mayor. Y es que dicha cuestién fue resuelta de forma afirmativa en 1979 por
el matemdtico ruso H. Toruriczyk, en [27], de nombre: Characterizing Hilbert space topology. En

realidad su resultado tiene mayor alcance.
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La clase de los espacios de Fréchet, es aquélla formada por los espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos completos y metrizables. Todo espacio de Banach es un espacio de Fréchet
pero, la inclusién contraria no es cierta. Un ejemplo de que la inclusién es estricta lo supone RY,

esto es, el producto contable de rectas.

Toruniczyk establecid, en [27], el siguiente resultado.

Teorema 1. Todo espacio de Fréchet, X, es homeomorfo a un espacio de Hilbert

Ahora bien, es conocido el hecho de que todo espacio de Hilbert H es isométrico a l2(I"), donde
I es un conjunto de cardinalidad el cardcter de densidad de H (ver el teorema 1.2.5), lo que nos

permite afirmar el siguiente corolario.

Corolario 2. Dos espacios de Fréchet con el mismo cardcter de densidad son mutuamente homeo-

morfos.

Demostracién. Si X e Y son dos espacio de Fréchet con el mismo caracter de densidad, son
homeomorfos a espacios de Hilbert, Hx y Hy. Como el caricter de densidad es un invariante
topolégico, ambos espacios de Hilbert tienen el mismo caracter de densidad y, por tanto ambos
son homeomorfos a l2(I"), donde T' tiene cardinalidad el caracter de densidad de los Hilbert, pero

entonces:

Lo que termina la prueba. O

Observacion 3. Hemos utilizado, como haremos a lo largo de la tesina, el simbolo = para designar

la relacidn ser homeomorfo.

La prueba del teorema de Torurczyk sigue las lineas de los teoremas fundamentales de los
capitulos 3 y 4, manejando, en la notacién del capitulo 4, el hecho de que l5 sea un factor de X. Sin
embargo, la herramienta fundamental para la prueba es de naturaleza topolégica y profundiza en
el estudio de las variedades de Hilbert manejando los conceptos de ANR y de Q-variedades, donde
Q es el cubo de Hilbert.

Tipos de Homeomorfismos

Pero en esta tesina lo que buscamos es algo mas que una clasificacién topolédgica de los espacios
de Banach. Buscamos las propiedades ora lineales ora geométricas que se conservan entre dos

espacios de Banach que tienen el mismo caracter de densidad.

Ahora bien, a pesar de que un homeomorfismo, en principio, sélo contiene informacién to-
poldgica, podemos exigir mayor informacién. Los siguientes tipos de homeomorfismos en espacios

de Banach nos dan informacién sobre la relacion entre las estructuras lineales, métricas,. . . .
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Definicion 4. Sean X e Y dos espacios de Banach y sea f: X — Y un homeomorfismo, decimos

(i) Cuando f es lineal recibe el nombre de isomorfismo.
(ii) Cuando || f(z)|| = ||z| para todo x € X y f es lineal, f recibe el nombre de isometria.

(i1i) Si existe un cierto K > 0 tal que

e =yl < 1)~ F@I < Kl — ]l

decimos que f es un homeomorfismo de Lipschitz.

Encontrar homeomorfismos de estos tipos entre espacios de Banach es encontrar relaciones
fuertes entre las estructuras de los espacios de Banach. El propio resultado antes mencionado de
Torunczyk establece el homeomorfismo de cualquier espacio de Banach con un espacio de Hilbert.
Analizar si estos homeomorfismos conservan cierta informacion lineal y geométrica es de gran

importancia y entra de lleno en el terreno del renormamiento.

Ademas, buscar normas equivalentes en espacios de Banach es encontrar isomorfismos entre

espacios de Banach donde uno de ellos tiene ciertas propiedades especiales.

Estructura

El capitulo 1 estd completamente dedicado a la introduccién de los resultados y conceptos
bésicos y necesarios para la comprension de esta tesina. Aquellas personas familiarizadas con la
teoria de espacios de Banach, las bases de Schauder y la teoria de renormamiento pueden omitir, y

aconsejamos que asi sea, dicho capitulo.

En los 3 capitulos siguientes analizamos tres casos particulares del teorema de Torunczyk,

estudiando la construccién propia del homeomorfismo cuando es posible.

En el capitulo 2 bajo la hipdtesis adicional de la reflexividad se analiza el caso en el que el
caracter de densidad es numerable, esto es, los espacios son separables. En este caso el homeomor-

fismo se construye de forma explicita.

En el capitulo 3, gracias al teorema de Bartle-Graves conseguimos extender el resultado an-
terior eliminando la hipétesis adicional de la reflexividad. En este caso el homeomorfismo no es

completamente constructible pero tiene ciertas propiedades adicionales.

En el capitulo 4 saltamos del caracter de densidad numerable y nos adentramos en los espacios
de Banach no separables. Junto con la hipétesis de la reflexividad conseguimos, de forma analoga al
capitulo anterior, el homeomorfismo deseado, que, si bien, no es tampoco constructible, posee buenas

propiedades lineales y geométricas. Al final de este capitulo mostramos otro caso particular del
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teorema de Torunczyk, debido a S. Troyanski, que establece que todo espacio Cy(A) es homeomorfo

a un Hilbert, dando el homeomorfismo de forma explicita.

Finalmente, en el capitulo 5 analizamos una clase de espacios de Banach introducidas por
Dashiell y Lindenstrauss en 1973, en el articulo [6]. Y extendemos sus resultados de renormamiento

en los mismos.

Los resultados presentados en el capitulo 2 siguen el esquema del texto [9]. Los resultados de
los capitulos 2 y 4 siguen el esquema del texto de Van Mil, [29], y del de Bessaga y Pelczynski, [5].
El capitulo 5 presenta una profundizacién en el trabajo de Dashiell y Lindenstrauss en [6] que ha

sido realizada por el autor de esta memoria.



Capitulo 1

Preliminares

éa n los capitulos siguientes iremos, poco a poco, profundizando en los espacios de Banach asi como
en las herramientas necesarias para poder establecer, entre otros, el teorema de Anderson-Kadec
que nos asegura que todo espacio de Banach separable es homeomorfo al espacio de Hilbert 5. Es
por esto por lo que creemos que este capitulo es de especial importancia para aquéllos que no estén

familiarizados con los conceptos y resultados basicos de la teoria de espacios de Banach.

En virtud de lo anterior hemos intentado reflejar de forma autocontenida, en las secciones que
conforman este capitulo, los conceptos y resultados fundamentales en los espacios de Banach y en

especial aquéllos que nos serdn necesarios para la consecucién de nuestros objetivos.

1.1. Espacios de Banach

Esta seccion tiene como objetivo el introducir al lector en la teoria de los espacios de Banach.
Por tanto, el lector que tenga un conocimiento suficiente sobre dicha teoria, podria seguir la lectura

en las siguientes lecciones.

Empecemos a introducir los conceptos basicos.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial (real o complejo). Llamamos norma a toda aquella

aplicacion, ||-|| : X — R que satisface las siguientes propiedades:

1. ||lz|| > 0 para todo x € X.

2. x4yl < ||lz|| + ||lyl| para todos z, y € X.
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3. ||Az|| = |\l ||z]| para todo x € X y X escalar.

4. lz|| =0 siy sdlo si x=0.

Decimos que el par (X, ||-||) es un espacio normado. Si sdlo se satisfacen las primeras tres

condiciones entonces decimos que ||-|| es una seminorma.

Definicién 1.1.2. Dado (X, ||-||) un espacio normado llamaremos:

1. Bola unidad de X al conjunto Bx :={x € X : ||z|| < 1}; y
2. Esfera unidad de X al conjunto Sx :={x € X : ||z| = 1}.

Definicién 1.1.3. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, ||-||) tal que junto a la métrica
inducida por la norma d(z,y) = ||x — y|| es un espacio métrico completo. Cuando hablemos de la

topologia del espacio de Banach haremos referencia a la inducida por la norma.

Recordemos que un espacio métrico se dice completo cuando toda sucesion de Cauchy en dicho

espacio es convergente.

Los ejemplos fundamentales son los espacios euclideos, esto es, los espacios vectoriales finito-

dimensionales dotados de la métrica euclidea.

En dimensién finita la clasificacion de espacios de Banach es muy sencilla, teniendo que dos

espacios finito-dimensionales son isomorfos si y solamente si tienen la misma dimension.

El concepto de isometria entre espacios de Banach es paralelo al concepto de homeomorfismo
entre espacios topolégicos. Es decir, al igual que dos espacios topolégicos homeomorfos tienen
exactamente las mismas propiedades topoldgicas, dos espacios de Banach isométricos tienen las

mismas propiedades topoldgicas, lineales y métricas.

Hay métodos diversos de construir espacios de Banach a partir de otros dados. En particular,
dado un espacio de Banach X y un subespacio cerrado Y de X, se puede definir el espacio vectorial
cociente X/Y de forma natural y considerar la norma ||[z]|| = dist(z,Y"), donde [z] es un elemento

del cociente y = es un representante arbitrario de [z] en X. Este espacio normado es de Banach.

Observaciéon 1.1.4. Dicha norma induce en el espacio cociente la menor topologia que hace que

la proyeccion candnica, que a cada x € X le asigna su clase [x], sea continua.

Como aplicacién de esta definicion vamos a probar un lema que nos serd de ayuda en los

capitulos centrales.

Lema 1.1.5. Sea X un espacio de Banach, A C X con dim(A) < oo y B C X subespacio cerrado,

entonces A + B es cerrado.
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Demostracién. Como B es cerrado y X de Banach, X/B también es de Banach, y la aplicacién
p: X — X/B es una aplicacién lineal, continua y suprayectiva. p(A) es de dimensién finita, luego
p(A) es un cerrado en X/B. Como p es continua se tiene que p~'(p(A)) es cerrado en X. Ahora
bien, si z € A+ B, entonces © =a+b con a € Ay b € B. Por tanto, p(x) = p(a + b) = [a] = p(a),
y asi, € p~1(p(A)). Por otro lado, si x € p~1(p(A)), entonces existe a € A tal que p(z) = p(a), de
donde se deduce que [z] = [a]. En consecuencia, © —a € B, y por tanto, existe un b € B de manera

que x = a + b. Asi hemos probado que x € A + B. O

Veamos otros conceptos de interés.

Definicién 1.1.6. Dado (X, ||||) un espacio normado, definimos el dual de X como el conjunto
X* formado por todos los funcionales lineales y continuos f : X — K, donde K es el cuerpo de

escalares. Dicho conjunto es un espacio vectorial que dotado con la norma
11l := sup {|f(z)[}
rE€Bx

es un espacio de Banach.

Observacion 1.1.7. Un espacio de dimensién finita coincide con su dual. No hay méas que identi-
ficar cada uno de los vectores, ¢e;, de la base de X, con aquellos funcionales continuos que asignan

uno a e; y cero al resto de los elementos de la base.

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de espacios de Banach es el teorema de Hanh-
Banach. Lo podemos encontrar establecido siguiendo, principalmente, dos esquemas diferentes; por
un lado como teorema de separacién y por otro lado como teorema de extensiéon. A continuacién

enunciamos sin prueba dichos resultados.

Teorema 1.1.8. Sea Y wun subespacio de un espacio normado X. Si f € Y*, entonces existe,
F € X* que extiende a f y tal que ||[F||x« = || flly«-

Teorema 1.1.9. Sea C' un subconjunto cerrado y convero de un espacio de Banach X. Si zg ¢ C

entonces existe f € X* tal que
Re(f(z0)) > sup{Re(f(2)) : X € C}

Es a partir de aqui cuando se empiezan a obtener resultados profundos sobre la estructura de los
espacios de Banach, siendo los siguientes s6lo una muestra sucinta y suficiente para los resultados

que perseguimos probar.
Proposicién 1.1.10. Cada espacio de Banach X esta incluido isométricamente en su bidual.
Demostracién. En efecto, si consideramos la aplicaciéon 7 : X — X** tal que n(z)(f) = f(z)

para cada z € X y cada f € X* tenemos, gracias al teorema de extensiéon de Hahn-Banach, que 7

es una isometria. O
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Definicion 1.1.11. Un espacio de Banach se dice que es reflexivo cuando la isometria anterior es

suprayectiva, esto es, m(X) = X**.
Ademsds de la topologia que tenemos en un espacio de Banach gracias a la norma, podemos
definir ciertas topologias mas débiles.

Definicion 1.1.12. Sea X un espacio de Banach definimos la topologia débil de X, que denotare-

mos por w, como aquélla que tiene como base los conjuntos
{lyeX: file—y <ei=1,...,k}

para cualesquiera x € X, {f;}¥_, C X* y e > 0 fijados. De la misma forma en X* se define la

topologia débil*, que denotaremos por w*, como aquélla que tiene como base los conjuntos

{feX : (f—9g)(x) <ei=1,...,k}

para cualesquiera g € X*, {x;}¥_, C X y e > 0 fijados.

Una caracterizacién de dichas topologias en términos més manejables queda de manifiesto con

la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.13. Sea X un espacio de Banach, entonces:

1. Una red {zo}a en X converge en la topologia débil a x si y solamente si {f(xq)}a converge
a f(x) para toda eleccion de f € X*.

2. Unared {fo}a en X* converge en la topologia débil* a f siy solamente si {fo(x)}a converge

a f(z) para toda eleccion de x € X.

Vamos a ver ahora los resultados fundamentales de la teoria de espacios de Banach. Si bien las
pruebas hasta ahora no han sido expuestas, debido principalmente a que las consideramos basicas
o innecesarias para la comprension de los resultados, en adelante en esta seccidon acompanaremos

cada resultado con su correspondiente prueba.

Teorema de Mazur

La topologia débil es, como el nombre indica, mas débil que la topologia de la norma, asi pues,
los débil cerrados son cerrados en norma. La implicacién contraria no es cierta en general, sin

embargo, en los conjuntos convexos todo funciona de forma diferente.

Teorema 1.1.14 (Mazur). Todo conjunto cerrado y convero en un espacio de Banach X es
débilmente cerrado. Por lo tanto, para conjuntos converos, las clausuras en la norma y en la

topologia débil coinciden.
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Demostracién. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X es un espacio de Banach real, y
C' un subconjunto de X cerrado y convexo. Si zg ¢ C, por el teorema de separacién de H-B elegimos
f € X* tal que f(xo) > sup{f(x): z € C}. Sea a € R tal que sup{f(z) : x € C} < a < f(x0).
Consideramos el conjunto = = {x € X : f(z) > a} que es un débil abierto en X. Claramente,

x0 € 2y 2N C = (. Esto muestra que X \ C es w-abierto y, por lo tanto C es w-cerrado.

Sea C' un conjunto convexo. Como la norma de la topologia es més fuerte, obtenemos C' C C~.

. -~ s Val v
Ahora bien, como C' es un cerrado convexo, es w-cerrado, y asi tenemos C' = C" . O

Teorema de Alaoglu

Es conocido que la bola unidad de un Banach es compacta en norma si y solamente si la
dimensién del espacio es finita. Sin embargo, considerando las topologias débiles introducidas ante-
riormente podemos conseguir ciertas condiciones de compacidad sobre By. Entre estos resultados

se cuenta el teorema de Alaoglu.

Teorema 1.1.15 (Alaoglu). Sea X un espacio de Banach. Entonces Bx~ es w*-compacta.

Demostracién. Por el teorema de Tychonoff, el espacio [—1, 1]2X de todas las funciones reales so-
bre Bx con valores en [—1, 1] es un espacio topolégico compacto en la topologia producto (puntual).
Consideramos el conjunto Bx+«|p, de todas las restricciones de f € By« en By, que es claramente
un subconjunto de [—1,1]PX. Es fécil ver que la aplicacién restriccién es un homeomorfismo de
(Bx+,w") en Bx-~

suficiente ver que Bx+

By €n la topologia puntual, por lo que para ver la w*- compacidad de By« es

By €s cerrado puntualmente.

Sea {fa}aca una red en Bx+|p, que converge puntualmente a algin F € [—1,1]5X. Definimos
f0)=0y f(z) == F(ﬁ) para € X \ {0}. Como F' es homogénea en Bx, tenemos también
f(x) = 0F (%) para cualquier § > ||z||. Usando esto y la linealidad de F' en Bx, facilmente vemos
que f es lineal en X. Como f, — F puntualmente y || fo|| < 1, tenemos || f|| = sup,cp, |F(z)] < 1.

Asi, f € Bx- y F = f|py € Bx+|By, como querfamos. n

Caracterizacion de (Bx,w)

Bajo ciertas hipodtesis adicionales la bola unidad con la topologia débil es un compacto metri-
zable. En efecto, las hipdtesis a tener en cuenta seran la separabilidad y la reflexividad del espacio
de Banach.

Antes de ver la prueba probamos el siguiente resultado necesario.

Proposicion 1.1.16. Si X es un espacio de Banach. X* separable implica X separable.
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Demostraciéon. Sea {f,}, C Sx+ denso, para cada n € N elegimos z,, € Sx tal que f,(x,) > %
Sea Y = span{z, : n € N}. Como Y es separable, es suficiente probar que X =Y. Si X # Y,
gracias al teorema de Hahn-Banach, existe f € X*, ||f|| = 1 y tal que f(x) = 0 para todo x € Y.

Sea n tal que ||f, — f|| < 1 entonces:

[f@n)l = |fal@n) = (falzn) = flzn))] = [ful@n)] = [fo(zn) — f(2n)]
1 1 1
> — —fl . - _ - _Z
> falen)l = = fll-Neall > 5 = 5 = 5
que es una contradiccién, puesto que f se anula sobre Y . Luego X =Y y acabamos. ]

La siguiente proposicién prueba que la hipétesis de separabilidad nos asegura que (Bx»,w™) es

compacto metrizable.

Proposicién 1.1.17. Si X es un espacio de Banach separable y {x,} € Sx es denso en Sx.

Definimos en Bx+ una métrica:

9)=>_27|(f - g)(=i)]
i=1

Entonces la topologia w* coincide con la de la métrica p. Y, en particular, (Bx=+,p) es un espacio

métrico compacto.

Demostracién. Por el teorema de Alaoglu (Bx+,w*) es compacto, s6lo tenemos que ver que la
aplicacién I : (Bx+,w*) — (Bx=+,p) es continua, pues al ser I biyectiva con un compacto como

dominio y un 75 como espacio imagen si es continua es homeomorfismo.
Sea = = {g € Bx~» : p(f,g) < e} para alguna f € Bx-. Entonces, existe ng € N tal que
270 = 30, 270~ < £ Para toda g € Bx- tal que |(g — f)(z;)| < 750 bara cadai=1,2,...,no

se tiene:

0 no e’
p(f.9) = D 270 =)@l =D 27(f —g)@)l+ D 27(f — 9)(=)|
i=1 i=1 i=ng+1
+1 +1 & 9 N
< 221 —i— Z2Z <ng- 7-1-22’"0 §+2-Z—5.
i=ng+1
Luego
g .
r({se B sl Dl < pori=1.20 ) € Byl
Y, por tanto, I es continua como queriamos probar. O

Y, finalmente, podemos probar el resultado anunciado, apoyandonos en el hecho de que 7 es

una isometria y, por tanto (Bx,w) = (7(Bx),w*) vy que X es reflexivo, es decir, 7(Bx) = Bxx=.
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Teorema 1.1.18. Si X es un espacio de Banach, reflexivo y separable, entonces (Bx,w) es com-

pacto metrizable.

Demostracién. X** = X es separable, luego por la proposicién 1.1.16 X* es separable y, por la

proposicién 1.1.17 (Bx«+,w*) es compacto metrizable; asi pues, también lo es (Bx,w). O

Teorema de Goldstine

Hemos visto en el apartado anterior que la propiedad de que la bola del bidual fuese exactamente
la bola del espacio original, obtenido suponiendo la reflexividad del espacio, era crucial en la prueba.
En general, nos preguntamos cual es la relacién entre la bola del bidual y la bola original, en realidad
m(Bx). La respuesta dada por Goldstine y que presentamos en esta seccién necesita el siguiente

lema que es una versién especial del teorema de separacién de Hahn-Banach, teorema 1.1.9.

Lema 1.1.19. Sea X un espacio de Banach real. Si A es un conjunto w*-cerrado convexo en X*

y f e X*\ A, entonces existe un x € X tal que f(x) > sup{g(x): g€ A}.

Demostracién. Como A es w*-cerrado, existe un w*-entorno U del origen tal que (f+U)NA = 0.
Podemos suponer que U es convexo y de la forma U = {y* € X* : |y*(z;)| < e parai=1,2,...,n}
para ciertos z1,21,...,o, € X y € > 0. Por la simetria de U, tenemos f ¢ (A + U). Como A+ U
es w*-abierto, esto es abierto, también convexo, por el teorema de separaciéon de Hahn-Banach,
teorema 1.1.9 existe F' € X** tal que F'(f) > supgearp{F(9)} = sup,ea{F(9)}.

Afirmamos que F' = w(z) para algin x € X. Fijamos algin go € A y observemos que
C = supy(F) < F(f) — F(go) es finito. Consideramos los puntos x; como funcionales en X**.
Consideremos y* € ﬂ:zi_l(O). Entonces ty* € U para todo t > 0y, por lo tanto F(ty*) < C; es-
to es, F(y*) < . Similarmente, F(—y*) < €. Consecuentemente F(y*) = 0 y, por tanto, F es

combinacién lineal de x;, esto es F' € X. ]

Y la relacién buscada queda establecida de la siguiente forma.

Teorema 1.1.20 (Goldstine). Sea X un espacio de Banach. La w*clausura de Bx en X** es By«

Demostracién. Como Bx C Bx= y Bx= es w*-compacto por el teorema de Alaoglu, teore-

ma 1.1.15, la w*-clausura de Bx en X** esta contenida en B x»x.

Denotemos W = By~ y supongamos que W # Bx=+. Entonces existe 3" € Bx+ tal que

*%
0

x5t ¢ W. El lema anterior aplicado a X™* afirma la existencia de una f € X* tal que

x5"(f) > sup {y™(f)}.
e

Como el supremo es positivo, podemos suponer que supy**ew{y**(f)} = 1. Como Bx C W, se

tiene, en particular, || f[| < 1. Pero también [[zf*|| <1y z5*(f) > 1, que es una contradiccién. [



8 PRELIMINARES

Caracterizacion de reflexivos

Como hemos comentado anteriormente el hecho de que la bola unidad sea un compacto en
norma caracteriza a los espacios finito-dimensionales. Ahora bien, sabemos que la bola unidad
de un espacio separable y reflexivo es débil compacta. En realidad vamos a ver cémo para tener
w-compacidad no necesitamos la separabilidad. Es méas vamos a probar que los espacios de Banach

cuya bola unidad es débilmente compacta son una clase muy determinada.

Teorema 1.1.21. Un espacio de Banach es reflexivo si y solamente si Bx es débilmente compacta.

Demostracién. Sabemos que X es reflexivo si, y sélo si, X = X**. Entonces, Bx = Bxx= es, por

Alaoglu, teorema 1.1.15, w*-compacto en X**. Asi pues, Bx es w-compacto.

Reciprocamente si Bx es w-compacto se tiene que By es w*-cerrado en X**. Asi pues, por
Goldstine, teorema 1.1.20, Bx = Bx . = Bxe«=. Luego Bx = Bx» y asi, X = X*. O

1.2. Bases en espacios de Banach

En cualquier espacio vectorial de dimensién finita se estudia el concepto de base, herramienta
que permite describir dicho espacio y desarrollar herramientas de calculo que en otras circunstancias

no podrian darse.

Sin embargo, en un espacio vectorial de dimensién infinita, en particular en un espacio de
Banach de dimensién infinita el concepto de base algebraica, pierde sentido y potencia. Es por eso,
que hay diversos intentos de generalizacion de las bases algebraicas a bases en espacios de Banach
infinito-dimensionales. Sdlo estudiaremos aquéllas que han resultado ser de una mayor aplicabilidad

y que, por ende, utilizaremos a lo largo del texto.

1.2.1. Bases en espacios de Hilbert

Definicion 1.2.1. Un espacio de Banach cuya norma estd inducida por un producto escalar, esto
es, tal que para todo x, ||z|| = \/(z,x), se llama espacio de Hilbert.

Es un hecho conocido que para cualquier «x € H fijo, para H un espacio de Hilbert, la aplicacion

(x,-) : H— K es lineal y continua.

Definicion 1.2.2. Sean x ey € H. Decimos que x es ortogonal a y, lo que denotaremos por x 1y,
si {(x,y) =0. Sea M C H. Decimos que x es ortogonal a M, lo que denotaremos por x LM, si zly
para todo y € M.

Sea F' un subespacio de un Hilbert H. Definimos el complemento ortogonal de F' en H como el
conjunto F+ ={h € H: hlF}.
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Definicion 1.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y S C H. Decimos que S es un conjunto ortonormal
st x Ly para todo par x, y € S y (x,z) =1 para todo x € S. Un conjunto ortonormal mazximal (en

el sentido de la inclusion) en un espacio de Hilbert recibe el nombre de Base ortonormal.

Claramente toda base ortonormal S es una familia de vectores linealmente independientes. Y

de que sea maximal se deduce que span{S} = H. El primer resultado que debemos conocer es que

Teorema 1.2.4. Todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

Estas bases permiten describir completamente los elementos de los espacios de Hilbert, gracias a
la igualdad de Parseval y a los coeficientes de Fourier que no vamos a exponer aqui. S6lo queremos

poner de manifiesto el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, y A un conjunto no vacio con Card(A) = Dens(H).

Entonces H es isométrico a la(A).

Demostracion. Tomamos una base ortonormal de H; ésta vendrd indexada en cierto conjunto
A satisfaciendo las hipotesis. Entonces construimos la aplicaciéon que a cada x en H le asocia el

elemento ((x,e,))qca. Esta aplicacién es la isometria que buscamos. O

Un espacio de Hilbert se caracteriza por ser un espacio de Banach que satisface la igualdad del
paralelogramo
2 2 2 2
o+ ylI” + llz = yl” = 2([[«[I” + [y [I")-

Y estos espacios estan, gracias al teorema 1.2.5, isométricamente caracterizados por su carédcter de

densidad. Esto es, no sélo en términos exclusivamente topolégicos, sino lineales y geométricos.

Nos preguntamos pues si, suavizando las propiedades, esto es, considerando espacios de Banach
con propiedades parecidas a la igualdad del paralelogramo, conseguiremos resultados parecidos. No
perseguimos la isometria, pues somos conscientes de que dos espacio de Banach no son isométricos

por tener el mismo caracter de densidad.

También sabemos, como dijimos en la introduccién que dos espacios de Banach con el mismo
caracter de densidad son homeomorfos. La pregunta es, jbajo que hipdtesis adicional se consigue

que ese homeomorfismo nos dé, ademas de informacién topoldgica, informacién lineal y geométrica?

1.2.2. Bases de Schauder

En general, los espacios que no tienen estructura prehilbertiana (aquéllos que no tienen producto
escalar) carecen de una definicién satisfactoria de base. En esta seccién estudiamos una extensién
del concepto de base que tiene sentido exclusivamente en los espacios separables y, en el capitulo 4
estudiaremos las bases de proyecciones que generalizan las bases de Schauder a los espacios de

dimensién infinita no separables.
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Definicién 1.2.6. Sea X un espacio normado infinito-dimensional. Una sucesion {e;}2, en X
se dira que es una Base de Schauder de X cuando para cada x € X exista una unica sucesion de

escalares {a;}32,, que llamaremos las coordenadas de x, tales que
oo
Tr = Z a;e;.
i=1

Tras la definiciéon se deducen varias cosas, entre ellas que los vectores que forman la base son

linealmente independientes y que un espacio de Banach que tenga base de Schauder es separable.

Si {e;}; es una base de Schauder de un espacio normado X, entonces la proyecciones candnicas

P, : X — X se definen, para cada n € N, como:

00 n
Pn E a;€; = E a;e;.
i=1 =1

Si cada base de Schauder tiene asociadas una familia numerable de proyecciones que estructuran
el espacio, bajo qué condiciones, dada una familia de proyecciones, podemos asegurar que dicho
espacio tiene base de Schauder y que ademds las proyecciones canénicas son aquellas de las que se

partia. El siguiente lema responde a nuestra pregunta.

Lema 1.2.7. Sea {e;}; una base de Schauder de un espacio normado X . Las proyecciones candnicas

P, satisfacen:

1. dim(P,(X)) =n;
2. PoPp=PyP, = min(m,n) s
3. Pp(r) — x en X para todo x € X.

Inversamente, si {P,}72, es una sucesion de proyecciones acotadas en un espacio normado X y
satisfacen las tres condiciones anteriores, entonces P, son las proyecciones candnicas asociadas a

una base de Schauder en X.

Demostracién. Comprobar que las proyecciones candnicas asociadas a una base de Schauder

satisfacen las tres propiedades enunciadas es cuestion de rutina.

En lo referente a la propiedad inversa, si {P,}, son una sucesién de proyecciones continuas en
X que satisfacen las tres condiciones, entonces, definiendo, por conveniencia, Py = 0 y eligiendo
e; € Pi(X)Nker(P;_1), tenemos

n—o0 n—oo

r = lim (P,(x)) = lfm (Py(z) — Po(x)) = Y (Pilz) — Pioa(@) = ) cues
i =1

para ciertos escalares «;. La unicidad de estos escalares «; fijado z € X se sigue del hecho de que si
xr =Y .2, fBie;, entonces, por continuidad de P,, tendriamos P,(x) = Y_;"; Bie;, y, por tanto, que
Bie; = Pi(z) — Pi—1(z) = aye;. Luego, {e;}; es una base de Schauder en X y P, son sus proyecciones

canonicas asociadas. O
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Un teorema de Banach nos asegura que las proyecciones candnicas asociadas a una base de
Schauder en un espacio de Banach estan uniformemente acotadas.

Consideremos una base de Schauder, {e;}?°,, de un espacio de Banach X. Para cada j € N
y & = Y .2, a;e;, si denotamos f;(z) = aj, es inmediato que f; estd en X*. Los funcionales f;
reciben el nombre de funcionales asociados biortogonales o funcionales coordenada, a {e;}; y suelen

escribirse, siguiendo la notacién estandar, como e;.

En cada uno de los capitulos que siguen a éste de caracter introductorio se definen propiedades
en relacién a las base de Schauder, pero, como viene siendo costumbre, no las incluimos aqui.
Creemos que el mejor lugar para dichos conceptos y resultados no es este capitulo de preliminares.

Sin embargo, cuando dicho resultados nos sean necesarios serdn debidamente justificados.

Para terminar esta seccién sobre bases de Schauder creemos necesaria la introduccién de una

caracterizacion de estas bases que nos da un criterio més practico para su busqueda y comprobacién.

Proposicién 1.2.8. Sea {e;}; una sucesion de vectores en un espacio de Banach X. {e;}; es una

base de Schauder en X si y solamente si verifica las siguientes dos condiciones.

(1) X = span{e;}.

(i1) Existe K > 0 tal que para cada eleccion de n y m conn < m y de escalares ay,az, ..., any,
n m
E a;e; S K E a;e;
i=1 i=1
Demostraciéon. Una implicacion es clara, puesto que

n m m m
D aiei|| = (Po [ D aiei ||| S NPl asesl| < K| aies
i=1 i=1 i=1 i=1

Por otro lado, suponiendo que se satisfacen las dos condiciones anteriores. Podemos definir proyec-

ciones P, en span{e;} mediante

m n
P, Zaiei :Zaiei
i=1 i=1
para cada m > n y escalares a;. Esta claro que P, tienen norma a lo mas K, extendiendo las

proyecciones P, sobre X = span{e;}, tenemos que son una familia de proyecciones que satisfacen

las condiciones del lema 1.2.7 y, por tanto, {e;}; es una base de Schauder en X. ]

1.3. Renormamiento

A lo largo de los capitulos siguientes a éste, utilizaremos conceptos relativos a propiedades que
tienen las normas en ciertos espacios de Banach. Asi pues, el objetivo de esta seccién es presentar
el concepto de renormamiento en espacios de Banach y el estudio de las herramientas necesarias

para entender los resultados presentados en este texto.
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1.3.1. Las normas

En la seccion 1.1 se ha introducido el concepto de norma en un espacio vectorial. Dicha definicién
es estandar y todas las condiciones exigidas son necesarias. Sin embargo las propiedades destacables

que poseen las normas no se cinen a éstas.

En esta seccién vamos suponer que trabajamos en un espacio normado (X, ||-||), donde X es un
espacio vectorial y ||-|]| es una norma tal y como se definfa en 1.1.1. Como consecuencia inmediata

de la desigualdad triangular tenemos:

Lema 1.3.1. Para cualesquiera x ey € X tenemos ||z —y| > | ||z| — |ly]| |-

Demostracién. Se tiene de forma inmediata que
[zl = llz =y +yll < llz = yll + |yl

de donde ||z —y|| > ||z|| — ||y|l.- Como los papeles de = e y son intercambiables, tenemos también

|z —yll > |lyll = ||z]]. Y terminamos la prueba. O

Los espacios de Hilbert, gracias a que satisfacen la igualdad del paralelogramo, tienen muy
buenas propiedades de diferenciabilidad, y sus bolas unidad tienen unas propiedades de convexidad

excelentes.

Proposiciéon 1.3.2. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

» Sillz+yll=2y|z|]| =|lyl| =1 entonces z =y.
w Si{xn}n CSu, v € Sy y ||zn + z|| converge a 2 entonces x,, converge a x.

w Si{zn}n € {yYn}tn estin en Sy y |2y + yn|| converge a 2 entonces {xy, — yn}n converge a cero.

Demostracién. Es claro que la tercera condicién implica las otras dos restantes. Ahora bien,

gracias a la igualdad del paralelogramo tenemos:
= yall* = 20N zal® + lynll*) = 20 + yall® = 4 = |20 + yall*

Claramente el lado derecho de la ecuacion tiende a cero y, por tanto, se tiene el resultado. ]

1.3.2. Renormar en los Espacios de Banach

Decimos que dos normas definidas en un mismo espacio vectorial son equivalentes, si ambas

inducen la misma topologia. Es un hecho conocido que en los espacios de dimensién finita todas
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las normas son equivalentes. Pero en espacios de dimensién infinita esto no es cierto. Es precisa-
mente en los espacios de dimensién infinita donde nos planteamos el problema de encontrar normas

equivalentes con las propiedades deseadas.

El estudio de los espacios que poseen una norma equivalente LUR ocupa un papel central en la
teoria del renormamiento en espacios de Banach. El problema de obtener una norma equivalente
diferenciable en un espacio de Banach X estd relacionado con propiedades de convexidad de la
norma dual en X* a través del criterio de Smulyan. Por ejemplo, la norma en X sera Fréchet
diferenciable si la norma dual en X* es LUR. La obra de referencia basica sobre la teoria del

renormamiento es el libro de Deville, Godefroy y Zizler [8].

En el capitulo 2 mostramos que todo espacio separable es renormable LUR. Asi pues, la teoria
de renormamiento LUR se adentra en la teoria de espacios de Banach infinito-dimensionales no

separables. En este trabajo precisaremos, esencialmente, las siguientes propiedades de las normas.

Definicién 1.3.3. Una norma ||| se dice que es estrictamente convexa (R) si la esfera unidad no

contiene segmentos no degenerados. Esto es, satisface la primera afirmacion de la proposicion 1.3.2.

Definicién 1.3.4. Una norma ||-|| se dice que es localmente uniformemente convexa (LUR) si

satisface la sequnda condicion de la proposicion 1.3.2.

Definicién 1.3.5. Una norma ||-| se dice que es uniformemente convexa (UR) si satisface la

tercera condicion de la proposicion 1.3.2.
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Por lo comentado anteriormente, es de gran importancia la caracterizacién de los espacios de
Banach que admiten una norma cuya norma dual sea LUR. De la misma forma lo es el caracterizar

los espacios que admitan renormamientos con propiedades méas débiles que la propiedad LUR.

1.3.3. Las propiedades de las normas

Los apartados anteriores dentro de esta seccién pretendian ser una introduccién sencilla a la
teoria de renormamiento en los espacios de Banach. Esta, sin embargo, tampoco es excesivamente
complicada. Ahora, nuestro objetivo es estudiar unas definiciones més precisas que las ya dadas,
asi como equivalencias de las mismas y las herramientas necesarias para la comprensién de los

resultados del texto.

Hemos definido con anterioridad el concepto de norma estrictamente convexa (def. 1.3.3), el
concepto de norma localmente uniformemente convexa (def. 1.3.4) y el concepto de norma unifor-
memente convexa (def. 1.3.5). En este apartado nos vamos a centrar en los conceptos de norma

Kadec, y en una generalizacién del concepto de norma LUR. Veamos las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.6. Una norma ||-|| en un espacio vectorial normado X es una norma de Kadec
respecto de un subconjunto total A del dual X* si, para cada sucesion (x,)02, en X se satisfacen

las siguientes propiedades

Ky) Silim, f(x,) = f(zo) para todo f € A, entonces liminf, ||z, || > ||zo].

Ky) Silimy, f(z,) = f(zo) para todo f € A, y lim, ||x,|| = ||zol|, entonces lim,, ||z, — x| = 0.

Recordemos que un subconjunto A C X* es total si f(x) =0 para todo f € A implica que x = 0.

Observacién 1.3.7. La condicion (K1) es una consecuencia de (K3). En efecto, sea (z,)02 una
sucesion en X tal que lim,, f(z,) = f(xo) para todo f € A. Supongamos por el contrario que eziste

una subsucesion {x,, } tal que supy, ||z, || < c <1 =|zo].
Como para cada k la funcion () = ||Azo + (1 — Ny, || tiende a infinito para A — —oco y
Yr(0) < e <1, existen A\, < 0 tales que ||yx| =1 donde yr, = A\gzo + (1 — A\p)Xp, -

Zo

Yn
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Tenemos
h’in flyk) = h’lgnf(mnk) = f(xo) para todo f € A
Puesto que
flyr —m0) = (1 = A) f(@n;, — 20) y

Akl < Nk = @n, ]| llwo = 20, |71 < (L4 )(1 =) < oo

ya que
[0 = n || = [[zoll = [lzn, ]l = 1 —c
e = @y [l < Nlywll + llan, | < 1+c
Ast, por (K2), tenemos que limg, |yx — zo|| = 0. Equivalentemente
h']gn | Akzo + (1 — Ag)zp, — ol = lilgn(l — i) ||zn, — 2ol = 0.
Por lo tanto limy, ||y, — xo|| = 0. Asi, limy, ||y, || = ||zol|, una contradiccion.

Observacion 1.3.8. Si consideramos a X* como el conjunto total, la definicion anterior es equi-

valente a que la topologia de norma y la topologia débil coincidan en la esfera unidad. En este caso

la norma recibe el nombre de norma Kadec.

Observaciéon 1.3.9. En una terminologia mds actual una norma que es Kadec respecto de un

conjunto total A es lo que se denomina o(X, A)-Kadec. Esto es, en la esfera unidad, la topologia

de la norma y la topologia o(X, A) coinciden.

Por tanto, en la observacion anterior estamos diciendo que cuando una norma satisface la

condicion de Kadec-Klee es de Kadec.

Definicién 1.3.10. Sea (X, ||-||) un espacio normado y T una topologia en X. Diremos que la

norma ||| es T-LUR si
7T—limz, =z
n

siempre que

i [| (2, + 2)/2[] = Hm [[z,[| = ]

La dltima expresion de la definicion anterior es el reflejo analitico de la propiedad geométrica de

ser LUR, es, como se comentd, una generalizacién de la igualdad del paralelogramo que satisfacen

las normas en los espacios de Hilbert. En efecto,

Lema 1.3.11. Sean (z,,)n yx en (X, ||-||) cualesquiera. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) U 2(|n| + [|2]*) = [l + a]|* = 0,
(i) Yy, [|[(z + 2n) /2| = Ty, [lz, ] = (]|
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Demostracién. Si suponemos que se cumple (i) se tiene
lim 2([ln* + ll21%) = llz + @all* = 2(ll2]* + l|*) — 2|z])?* = 0
que es exactamente (7). Si suponemos que se cumple (i) entonces, en primer lugar, se tiene:
2([|zal® + 12]1%) = 2 + zall® = 2()zall® + l2)*) = (2]l + l2a])? = (lzall = ll2]])?

luego

Hm [z, || = [l]]
Y, en segundo lugar
. 2 _ . 2 2 2 2
i [|z + 2, |7 = Hm 2([|2 [ + [Jza]") = 22 [[«]") = 4 ][=["-

luego lim,, ||(x 4+ x,,)/2]] = ||=]| que es lo que queriamos probar. O

Ademds de estas equivalencias, si en la definicién dada de 7-LUR consideramos unas topo-
logias particulares, en realidad no muy restrictivas pues todas las topologias que se utilizan con tal

condicién son de este tipo, podemos dar otra equivalencia.

Lema 1.3.12. Sea (X,||||) un espacio normado, T una topologia en X de forma que el producto

por escalares es T-continuo, entonces son equivalentes:

a) ||| es T-LUR.

b) Dados x, y x € Sx tal que lim,, ||z, + z|| = 2 entonces T — lim,, ,, = x.

Demostracién. Que a) implica b) es claro, pues si consideramos x,, y  como en b) entonces se
cumple la condicién (ii) del lema 1.3.11, con lo que por a) se tiene que 7 — lim,, x,, = x. Obsérvese
que en esta implicacion no es necesaria ninguna hipétesis sobre 7. Para demostrar la implicacién

contraria supongamos que tenemos z,, y « en X satisfaciendo la condicién (i7) del lema 1.3.11, esto

es, la expresion que define 7-LUR, entonces, definimos los siguientes vectores: y, := Hxnﬂfl Ty, €
y :=||z| ' 2. Es claro que estos nuevos vectores estan en la esfera unidad. Pero, ademés

T T T+ x T

el ()
lzall i ] 2l Nlnll
T+ Ty 1 1
(o~ o ) el — 2.
|| 2l Nnll

Luego los nuevos vectores satisfacen las condiciones en b) y, por tanto se tiene que 7 — lim,, y,, = v,
pero gracias a que el producto por escalares es T-continuo se tiene que 7 — lim,, ,, = = con lo que

terminamos la prueba. ]
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Definicién 1.3.13. Si X es un subespacio de Banach de l(I'), para algin conjunto no vacio
I". Podemos definir la topologia de la convergencia puntual, esto es, una red xo en X converge
puntualmente a © € X si y solamente si, xo(y) converge a x(vy) para cada v € T'. Si considera-
mos estd topologia T,, entonces una norma con la propiedad 7,-LUR se denomina puntualmente

localmente uniformemente convexa.

Llegados a este punto podriamos estudiar los principales teoremas de renormamiento en espa-
cios separables, por ejemplo. Sin embargo preferimos que los resultados de renormamiento que se
incluyan en este texto sean exclusivamente los necesarios y que éstos sean expuestos y desarrolla-
dos dentro de los correspondientes apartados. Y es que consideramos que el mejor lugar para estos

resultados no es el capitulo de los preliminares.

Algunos limites al renormamiento

Cabe plantearse por qué, teniendo el concepto de convexidad uniforme que es muy cercano a
la igualdad del paralelogramo, buscamos nuevos conceptos como LUR o 7,-LUR. La respuesta se
encuentra en la imposibilidad de encontrar renormamientos uniformemente convexos en espacios

de Banach clasicos como ¢y, l1 0 . Los siguientes resultados ponen de manifiesto esta situacién.

Teorema 1.3.14 (Milman). Todo espacio de Banach que admite una norma equivalente unifor-

memente conveza es reflexivo.

Demostracién. Sea z** € X** con [[z**|| = 1. Por el teorema de Goldstine (teorema 1.1.20),
la bola unidad Bx es w*-densa en la bola unidad del bidual Bx««. Como |-|| es uniformemente
convexa, existe un § > 0 tal que si (z,y) € (Sx)? satisfacen que ||z +y|| > 2(1 — §), entonces
|z — y|]| < e. Como la norma bidual en X** es w*-inferiormente semicontinua, existe un entorno
convexo V de x** en (Bx++,w*) tal que ||u|| > 1 — ¢ para todo u € V. Se sigue que el |-|-didmetro
del conjunto no vacio Bx NV es menor que €. Como z** esta en la w* clausura de dicho conjunto,
tenemos por la w*-semicontinuidad inferior de la norma que ||| — dist(z**, X)) < e. Como ¢ es

arbitrario, se sigue que z** estd en X, por lo que X = X**. O

Asi pues, en cualquier espacio de Banach que no sea reflexivo no tiene sentido buscar normas
equivalentes uniformemente convexas. Esto es, por ejemplo, ¢g 0 [; nunca pueden admitir una norma

uniformemente convexa, puesto que no son reflexivos.

El resultado anterior se puede extender y obtenerse una completa caracterizacién de los espacios
que admite una norma uniformemente convexa. Este resultado, debido a P. Enflo y a Pisier, maneja

un nuevo concepto que introducimos a continuacion.

Definicion 1.3.15. Sean X e Y dos espacios de Banach. Decimos que Y es finitamente repre-
sentable en X si, para cada subespacio finito-dimensional F' de Y y para cada € > 0 existe un
isomorfismo T de F en T(F) C X tal que |T| || T~ < 1+e.
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Un resultado de interés es el hecho de que para X un espacio de Banach, su dual X** es siempre

finitamente representable en X.

Definiciéon 1.3.16. Decimos que un espacio de Banach X es superreflexivo si todo espacio de

Banach Y finitamente representable en €l es reflexivo.

El resultado al que haciamos referencia con anterioridad establece la siguiente caracterizacion.

Teorema 1.3.17. Un espacio de Banach es superreflexivo si y solamente si admite una norma

uniformemente conveza.

Demostracién. Ver [9], capitulo 9; Representabilidad Finita. O



Capitulo 2

Espacios Reflexivos y Separables

M lo largo de éste y de los siguientes capitulos, el objetivo principal para nosotros serd establecer
de la forma més explicita posible homeomorfismos entre espacios de Banach que comparten el mismo
caracter de densidad. Como dijimos en la introduccién, Torunczyk, ver [27], probé al final de la
década de los setenta que, en efecto, si dos espacios de Banach tienen el mismo caracter de densidad

entonces son homeomorfos.

En este capitulo estudiaremos el caso particular en el que ambos espacios son separables y
reflexivos, esto es, calcularemos el homeomorfismo de forma explicita bajo la hipétesis adicional de

la reflexividad y sélo en el caso del caracter de densidad numerable.

Este resultado queda establecido en el teorema 2.4.7. Para su prueba necesitamos varias herra-
mientas, entre ellas, los renormamientos LUR en los espacios separables, las bases de Markushevich,
la existencia de mejores aproximaciones en los espacio reflexivos. .. Veamos pues todos estos resul-

tados que nos llevaran a poder probar, en la tltima seccién del capitulo, el resultado deseado.

2.1. Normas LUR y renormamiento en separables

De vital importancia en la consecucién de nuestro objetivo principal, los renormamientos LUR
son, ademas, una via de estudio que ha solventado gran niimero de problemas. Nos vamos a centrar

en el caso separable, pues es suficiente para nuestra prueba.

Probaremos en esta seccién que todo espacio de Banach separable admite un renormamiento
LUR (teorema 2.1.4).

Recordemos en primer lugar la definicién de norma LUR.
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Definicién 2.1.1. Una norma ||-|| en un espacio de Banach X se llama LUR (Locally Uniformly

Rotund) si, para todos x,,, x € X que satisfagan
Hm(2fzl|* + 2fjan]* — |z + 2a]*) = 0,
se tiene que lim,, ||z — z,|| = 0.

Nétese que esta definicién es equivalente a que dados {x,}, y = en Sx tales que la sucesién

{H%H}n converge a uno, entonces {x, }, converge a x, ver capitulo 1.
Un primer resultado auxiliar que usaremos en la prueba del teorema 2.1.4 es el siguiente:

Lema 2.1.2. Sea X un espacio de Banach y A C X compacto en norma. Sea {fn}n una familia
de funcionales continuos que separan puntos de X. Entonces, en A, la topologia de la norma y la

topologia de la convergencia puntual en dicha familia coinciden.

Demostracién. El resultado se basa en que la topologia de convergencia puntual de la familia
de funcionales es de Hausdorff, gracias a que éstos separan puntos de X y, por tanto, la identidad

entre ambas topologias es un homeomorfismo. O

Lema 2.1.3. 57 X es un espacio de Banach separable podemos encontrar una familia numerable

de funcionales continuos que separan puntos de X.

Demostracién. Sea D un conjunto denso numerable en X. Para cada par de puntos distintos de D
definimos un funcional lineal continuo en la esfera dual que lleve los puntos a 1 y a 0 respectivamente.
Llamemos F' a la familia formada por todos estos funcionales. Es claro que F' es numerable. Nos
queda probar que separa puntos de X. Sean z # yen X y e < % de forma que las bolas de centro,
respectivamente, x e y con radio € sean disjuntas. Como D es denso en X existen z1 e y; en D
que estan, respectivamente, en las bolas anteriores. Sea f € F el funcional tal que f(z1) = 1y

f(y1) = 0. Como la norma de f es 1 tenemos que

[f(@) = 1] = |f(z) = f(z1)]
FW=11) = Fy)l <lly—ml <e,

IN

e =z <e

luego
l—e < f(x)<1+¢
—e < f(y)<e

con lo que f(y) es, a lo més, € y f(x) es, a lo menos, 1 —e. Y, claro, si f(z) = f(y) entonces
1 — e < ¢ pero esto implica que ¢ > % lo que por hipdtesis es una contradiccién, con lo que

acabamos la prueba. O

Una prueba alternativa a la anterior y que muestra mas elocuentemente que la clave de la

existencia radica en el teorema de extensiéon de H-B, pues elude los detalles técnicos, es la siguiente:
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Demostracién. Sea (z,), C Sx denso en Sx. Para cada uno de ellos tomamos f,, € Sx~ tal que

fn(xn) = ||zn|] = 1. La coleccién de estos funcionales es numerable y, en efecto, separa puntos, pues
| <4 oo fu(jEy) > by asi f@) £0. O

dado = # 0 existe un cierto z,, tal que ‘ Tn = Tl

Teorema 2.1.4 (Kadec). Todo espacio de Banach separable admite una norma LUR equivalente.

Demostracién. Sea X un espacio de Banach separable. Podemos tomar {x,,},, denso en Sx y, por
el lema 2.1.3, (fn)n C Sx+ que separa puntos de X. Para n € N, definimos F,, = span{z1, zo, ...z}
y observamos que dist(z, F,) — 0 para todo = € X.

En efecto, si x es nulo es evidente por ser F), subespacio vectorial. Si z es no nulo, existe una

subsucesién (zy, ), que converge a Luego ||z|| y, converge a z. Asi, dado ¢ > 0 existe un ko tal

T
que Vk > ko se cumple ||||z|| z5, — z|| < . Por construccién se tiene que ||z zn, € Fn, Ym > ny,
luego para cualquier n > ny, se tiene que 0 < dist(z, F},) < ’H:c” Ty, — :UH < € que es exactamente
dist(z, F},) — 0.

Definimos una norma ||| - ||| en X por:

[[][[* := ll]|* +Z2_”dlsth +Z2 " fulz

n=1
donde ||-|| es la norma original de X, y la distancia es en la norma ||-||. Como dist(z, F;) es una
funcién positivamente homogénea y subaditiva, ||| - ||| es una norma equivalente a [|-||. Veamos:
i) ||| - ||| es norma. Para que sea una norma, ||| - ||| debe cumplir las propiedades

Lo llzl[l z 0y [[|z]l| =0z =0
2. [l[Az|l] = Alff=[ll
3. M+ ylll < =l + [llyll]-
Las dos primeras condiciones son triviales. En cuanto a la segunda sélo es necesario el uso
de la desigualdad de Minkowski para p = 2, la propiedad triangular de la norma original, y
asi la misma propiedad heredada para dist(-, ), y la linealidad de los funcionales f;,.
ii) ||| - ||| es equivalente a ||-||.

Todos los sumandos que definen ||| - ||| son positivos, asi pues, se tiene que ||z|* < |||z|||* v,

por tanto: ||z|| < [||z]|]. Por otro lado se tiene:

00 [e's)
2 2 — 2 —
Hlell? < el + 30 2l + 3 27" fula)
n=1 n=1

oo
2 — 2 2 2
2l|z(* + Y 27" full®llz])* = 3]

n=1

IN

Luego, |||z||] < v/3]jz||. Y acabamos.
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Veremos ahora que ||| - ||| es LUR. Para este fin, supongamos dados x,,n € X tales que:
iy, (2|||2[]|* + 2[||zn][|* = [[|2 + z4|[|*) = 0. Ahora bien:

2 2 2 2 2 2
2[[[ (1" + 2lfzx |17 = ([l + 2&l[” = 2[|2[]” + 2[4 ]| = [l + x|

—1—22 (2dist(z, Fj,)? + 2dist(zy, Fp)? — dist(x + x5, F,)?)

+ZQ (2fn(x +2fn(xk)2_fn($+33k)2)

Y la desigualdad triangular de ||-|| nos da:
2 2 2
2ll2l|* + 2flax]l* — llz +2rll* = 2]l - llzxll)?

2dist(x, F,)? + 2dist(zy, F,)? — dist(z + zp, F,)? > (dist(x, F,) — dist(zy, F,))? > 0

2fn(2)* + 2fu(2r)? = fule +21)* = 2fn(@)* + 2fn(22)” = (fal@) + fulzx))®
= (fu(x) = falax))* 20
existen los limites de estas tres expresiones y también valen 0.

Asi pues, concluimos:

(1) lm gl =[]
(2) hmdlst(xk, n) = dist(z, F,,) para todo n.
(3) 11]?1 fu(zr) = fu(x) para todo n.

Como {f,} separa puntos de X, la topologia de la convergencia puntual en {f,} es una topologia
Hausdorff en X. Veremos més tarde que {z}} U {x} es compacto en la norma. Por lo tanto, en
{z} U {z} la topologia de la convergencia en {f,,} es equivalente a la topologfa de la norma (lema
2.1.2), y asi, como por (3) fn(xr) — fo(x) para todo n € N, tenemos que x — = en norma, que es

lo que querfamos probar. Sélo nos queda probar que {x;} U {z} es compacto en norma.

Usando (1), elegimos K > 0 tal que ||zx|| < K, Vk. Sea € € (0,1) dado. Elegimos n tal que
dis(xz, F,) < €y tomamos F = {y1,y2,...,ym} tales que las bolas B(y;,e) cubren (K + 1)Bgp,.
Estos existen por ser F,, finito dimensional y, por ende Bp, compacta. Usando (2), elegimos ko tal

que dist(xg, F,) < €, Vk > ko. Afirmamos que {1, 2, ..., 2k} UF es una 2e-red para {z} U {z}.

En efecto, Vk > kg existe 2y, € F,, tal que ||z — 2/k|| < . Como ||z < K, Vk y € < 1, tenemos
que ||2'g|| < ||zl + ||2'k — zx|| < K +e < K + 1. Como F es una e-red para (K + 1)Bp,, existe
"y, € F tal que ||2" — 2'k|| < ey, por tanto: ||z — 2"k < 2e.

Asi pues, queda probado que {zj} U {z} es totalmente acotado y por tanto {xj}U {x} es

compacto. ]
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Este ultimo lema se aleja de los objetivos de la seccién. Aun asi, lo incluimos en ella pues serd de
utilidad en la prueba final y s6lo maneja la hipétesis de que el espacio de Banach tenga una norma
LUR.

Lema 2.1.5. Un espacio de Banach X con norma LUR tiene la propiedad de Kadec-Klee. Esto es

la topologia débil y la topologia de la norma coinciden en la esfera unidad.

Demostracién. Sean z,, © € Sx tales que x, “, . Sea f € Sx+ con f(x) = 1. Se tiene que

flxn +2) — 2. Como f(xy, +x) < [|f|l||zn + || = ||xn + || se tiene lim, ||x, + x| > 2. Pero
claro ||z, + x| < ||zn| + ||z|| = 2. Luego lim, ||z, + z|| = 2, y como la norma es LUR tenemos
Ty — X ]

2.2. Existencia de mejores aproximaciones

Una pieza clave en la construccién que necesitaremos hacer para la prueba del teorema final es
la existencia de mejores aproximaciones, esto es; dado un cerrado convexo del espacio y un punto
cualquiera exista un unico elemento del cerrado para el cual se alcanza la distancia del punto al

conjunto.

Para obtener este resultado nos serdn necesarias las hipotesis de reflexividad y de que la norma

que manejamos es LUR, en el contexto separable, como sabemos, tenemos dichos tipos de norma.

Veamos antes un concepto necesario en las prueba de la proposicién 2.2.3

Definicion 2.2.1. Sea f: X — R una funcion, donde X es un espacio topologico. Se dice que f

es inferiormente semicontinua si cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes

. f_l(—oo,a] es cerrado para todo o € R.
= [}, 00) es abierto para todo o € R.

Lema 2.2.2. Sea f una funcion inferiormente semicontinua y x,, una sucesion en X que converge

a un cierto v € X, de forma que la sucesion f(x,) estd acotada. Entonces liminf,, f(x,) > f(x).

Demostracién. Llamamos d = liminf, f(z,) y supongamos que f(z) > d . Podemos suponer,

tomando una adecuada subsucesion, que d = lim,, f(z,,) y que {f(x,)} estd por debajo del punto

medio del segmento [d, f(z)] para cada n € N. Ahora bien, si llamamos A = ffl(%(x), 00), por ser

f inferiormente semicontinua A es un entorno de x, luego deberia contener a partir de un momento

d+f(x)
2

a la sucesion z,, pero esto implicaria que, a partir de un momento, f(x,) > que supone una

contradiccion. ]

Proposicion 2.2.3. Si un espacio de Banach X es reflexivo entonces la distancia de cualquier

punto a un subconjunto dado convexo y cerrado se alcanza.



24 CASO REFLEXIVO SEPARABLE

Demostracién. Sea z € X y d = dist(z, C), donde C' es un subconjunto de X cerrado y convexo.
Consideremos {c,}, C C tales que ||z —¢,|| — d. La desigualdad ||c,|| < ||z — |l + ||z|| nos
asegura que la sucesién {cy, },, estd acotada. Sisuponemos que la sucesién {c,, } tiene una subsucesion
convergente en la topologia débil a un cierto ¢, entonces,como C' es cerrado y convexo, C' es w-cerrado
(teorema de Mazur 1.1.14), y, por tanto ¢ € C'. La norma es w-inferiormente semicontinua pues los
conjuntos ||| ! (=0, & son convexos y cerrados, y asi, w-cerrados. Luego, por el corolario anterior,

|z —¢|| < d. Y, como, por la definicién de d, no puede ocurrir ||z — ¢|| < d, se tiene d = ||z — ¢|.

El hecho de que la sucesién {c,} tenga tal subsucesién es consecuencia del lema 2.2.4, que

demostramos a continuacion. O
Lema 2.2.4. Se satisface:

(i) Toda sucesion acotada en el dual de un espacio de Banach separable tiene una subsucesion

w* convergente.

(ii) Toda sucesion acotada en un espacio de Banach reflexivo tiene una subsucesion débil conver-

gente.

Demostracién. Veamos (i). Consideremos una sucesién { f, } en X* acotada. Gracias a la propo-
sicién 1.1.17, sabemos que (Bx+,w™) es métrico compacto. Y, por tanto, la sucesion { f,,} tiene una

subsucesién w* convergente.

Para ver (ii), sea {x,} una sucesién acotada y consideremos Y = span(x,). Entonces Y es sepa-

9y
rable y reflexivo y, por tanto, también lo es Y**. Asi pues, Y* también es separable (Prop. 1.1.16).
Luego, {z,} es una sucesién acotada en Y** que es dual de un separable, y por el punto anterior,
existe una subsucesion w* convergente en Y **. Es decir, una subsucesién que converge débilmente

en Y,y asi en X. O

Proposicién 2.2.5. Sea X un espacio de Banach reflexivo y estrictamente convexo (ver defini-
ciones 1.1.11 y 1.3.3 ), y C un cerrado convexo en X. Entonces, para cada x € X eziste un dnico

punto y € C tal que dist(x,C) = ||z — y||.

Demostracién. La existencia queda asegurada por la proposicién anterior. Supongamos sin pérdi-
da de generalidad que x = 0 y dist(z,C) = 1, sea ¢; # c2 € C con ||c1]] = ||c2|| = 1 entonces

2(c1 +¢2) € C, y por ser X estrictamente convexo se tiene H%(cl + @)H < 1, una contradiccién.
Para mayor claridad mostramos una prueba mas elocuente:

G N
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Dado =z € X tal que dist(z,C) = X\ y sean ¢; # c2 tales que ||z — c1]| = A = ||z — ¢2|| entonces
glei+e) ey

1 1 1
T — 5(61 + )| = 5(90 —c)+ 5(56 —¢2)

1
<l =l + o= cl) =
lo que constituye una contradiccion. O

Notese que la existencia viene asegurada tnicamente por la reflexividad de X y la unicidad por

la convexidad estricta.

Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es el siguiente corolario. Sélo hemos de

tener en cuenta que una norma LUR es siempre estrictamente convexa.

Corolario 2.2.6. Sea X un espacio de Banach reflexivo y LUR, y C un cerrado convexo en X.

Entonces, para cada x € X existe un unico punto y € C tal que dist(x,C) = ||z — y||.

2.3. Bases de Markushevich en separables

El objetivo de esta seccién es demostrar el corolario 2.3.3 que afirma que todo espacio separable
admite una base de Markushevich. Para ello, una pieza fundamental es el teorema 2.3.2. Pero antes

de nada debemos ver la definicién de tal concepto:

Sea X un espacio de Banach, y consideremos vectores {4 }oer C X. Una familia de funcionales
{fa}aer C X* se dice que es biortogonal a {zq}aer si fa(23) = dop para a, f € I'. En este caso, a

la familia {zq, fa }acr se le denomina sistema biortogonal en X.

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio de Banach. Un sistema biortogonal en X, {Zqa, fo}acr, €s

una base de Markushevich de X sispan{zq}tacr = X ¥ {fatacr separa los puntos de X.

Como dijimos antes, el siguiente es el teorema central de la seccién. En realidad, sélo es una
generalizacién del método de ortogonalizaciéon de Gram-Smith, que permite obtener bases ortonor-

males en cualquier espacio de Hilbert. Veamos:

Teorema 2.3.2. Sea X un espacio de Banach separable. Si {z;}; C X satisface span{z;}; = X y
{gi}: € X* separa puntos de X, entonces, existe una base de Markushevich {x;, f;} de X tal que

span{z;} = span{z;} y span{g;} = span{f;}.

Demostracién. Definimos: 21 = 21 y fi = gk, /9K, (21), donde k; € N es el primer indice para
el que gi,(z1) # 0. Ahora, buscamos el entero més pequenio hy de forma que gp, ¢ span{fi} y
definimos fa = gp, — gn,(x1)f1. A continuacién, buscamos un indice k2 tal que fa(z,) # 0y
definimos xo = (2zx, — f1(2k,)71)/ f2(2k,). Sea hg el indice més pequeno tal que zp, ¢ span{zi,xa2}.
Escribimos x3 = zp; — f1(2n5)71 — f2(2h3)22 ¥ f3 = (ks — Iks (1) f1 — grs (22) f2) / gks (3) con k3 el
primer indice tal que g, (z3) # 0. Inductivamente continuamos la construccién del siguiente modo:
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= En el paso 2n, tomamos hg, el menor entero tal que gp,, no esta en span{ fi, fa,..., fon—1}

y construimos

2n—1

2n 1
Zhon — Ji(Zhon )T
= Ghan — Zghgn Y T = — 2oiztJilhs, )T

f2n(zk2n) 7

donde ko, es el menor entero tal que fa,(2g,,) # 0.

= En el paso 2n + 1, construimos

2
Ghopni1 — 2121 Gkont1 (-%)fz
gk?n+1 (x2n+1)

Tn+1 = zh2n+1 - Z fi(zh2n+1)xi y f2n+1 -

Donde ha, 41 ¥ k2n41 son los menores enteros que cumplen respectivamente gi,, ., (Z2n+1) 7# 0

Y Zhoni1 ¢ Span{xl, Z2,. .. >~T2n}-

Con un argumento de induccién es sencillo probar que {z;, f;} es biortogonal, que span{z;} =
span{z;}, span{g;} = span{f;} y que {f;} separa los puntos de X.

Noétese que como hipdtesis de induccién para la prueba de lo anterior se puede utilizar que
{x;, fi}}' es biortogonal y que:

s Sin=2m

e span{f; 2_ —span{gj}hm

e span{z;}?™ = span{z; }kzm

m Sin=2m -1

2m 1 }ka 1

e span{f;};", "~ = span{g;

o span{x@}2m = span{zj}h”” ! O

Finalmente podemos demostrar el resultado buscado, apoyandonos para ello en el teorema

anterior y en las propiedades fundamentales de los espacios separables.

Corolario 2.3.3. Si X es un espacio de Banach separable, tiene una base de Markushevich.

Demostracién. Tomamos {z;}; un conjunto denso en X. Por el lema 2.1.3 podemos encontrar
una familia de funcionales continuos {g;}; que separan puntos de X. Si aplicamos ahora el teorema

anterior obtenemos {z;, f;} una base de Markusevich para X. O

La razon de que introduzcamos el concepto de base de Markusevich es que en general en un
espacio de Banach separable no existen bases de Schauder. Esta pregunta que formulé Mazur fue

contestada por Enflo de forma afirmativa, esto es, existen espacios de Banach separables sin base
de Schauder.
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2.4. Prueba del Teorema

En primer lugar, haremos una construccién sobre un espacio de Banach separable, reflexivo
e infinito dimensional cualquiera, para después poder establecer el homeomorfismo entre dos de
ellos (teorema 2.4.7). Sea pues, X un espacio de Banach separable, reflexivo e infinito dimensional.
Gracias al teorema 2.1.4 y al corolario 2.3.3, podemos suponer que nuestra norma es LUR y que

existe una base de Markushevich {z;, f;} en X.

Para n € Ny, definimos X,, := span{zy,y1,...}. Dado i € N, tenemos f;(x) = 0, Vx € X; vy,
por tanto fi(z) = 0, Vo € (2, Xy, Vi. Como por definicién {f;} separa puntos de X tenemos
que 2, X, = {0}. Ademds, X,, + span{x,} es cerrado en X,,_1 y X, + span{z,} contiene a
{Tn,Tnt1,...}, por lo tanto X,, + span{z,} = X,,_1.

En efecto, X,, es cerrado, y la dimensién de span{z,} es uno, finita. Por tanto, X,, + span{x,}
es cerrado (Lema 1.1.5). Ademds, como {x,,Zp+1,...} C X, + span{z,} y, en consecuencia,
span{Zn, Tni1,...} C X, + span{z,}, tenemos X,,_; = Span{z,,Zni1,...} C X, + span{x,}.

La otra inclusion es evidente por la construccién de los X,.

Por tanto, X, es un hiperplano de X,,_1 (pues X,, Nspan{z,} = 0) generado por f,, que divide
Xn,—1 en tres partes mutuamente disjuntas: X, y los semiespacios abiertos: X:A = £71(0,00),
X 1= fr1(—00,0). En efecto, pues X,,—1 = X,, @ span{x,} y X,, es un hiperplano de X,,_1 que
cumple f,|x, = 0.

anl
+
O Xn 1
. X,
n—1
Por induccién, la codimensién de X, es n. En efecto, si n = 0, Xo = span{zj,zo,...} = X
luego su codimensién es 0. Supuesto cierto para n > 0, como X,, = X, 11 @ span{z,+1} se tiene

que la codimension de X, 1 es la codimensién de X,,, que por hipétesis de induccién es n, més

uno, esto es n + 1.

Veamos un par de lemas acerca del buen comportamiento de esta construccion.

Lema 2.4.1. Para cada n € N la funcion Dy(z) = dist(z, X,,) es w-continua.

Demostracién. Consideremos n € N fijo. Sean 2,z € X tales que zj, — 2. Denotemos 7, 2 a sus
respectivas clases en X/X,,. Veamos que 7, — 2 en X/X,,, para ello, tomemos g € (X/X,)* y sea
p: X — X/X, la proyeccién natural que es lineal y continua. Tenemos, asi que gop € X* y, por

tanto |g(Zk) — g(2)| = |g o p(zx) — g o p(2)|, luego, en efecto zj <z
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Como X /X, es de dimensién finita la topologia débil y de la norma coinciden, luego 2, — 2 y
como, por definicién dist(z, X,,) = ||Z|| para todo =z € X y |||Zk]| — ||Z]| | < ||Zk — Z]|, se tiene que
Dy (zi) — Dn(2). m

Lema 2.4.2. Para cada x € X tenemos
0 < Dy(x) < Dpya(x) < ||z

y, ademads

lim D, (x) = ||| .
n—oo

Demostracion. Gracias a que la sucesiéon de subespacios X, es decreciente tenemos de forma
directa que la sucesién D, (x), para cada = € X fijo es no decreciente. Claramente D, (z) > 0 para
cada z € X y para cada n € N. Y como, para cada n € N, X,, es un espacio vectorial, entonces
Dy (z) = inf{||lz —y|| : y € X} < ||z — 0] = ||z]| y, por tanto, las desigualdades iniciales han sido
probadas.

Para probar la segunda afirmacion, fijado z € X podemos tomar para cada n € N, gracias a la
proposicién 2.2.5, un cierto z, € X,, tal que D, (x) = ||z — z,]|.

Es claro que z, - 0. En efecto, dado i € N tenemos f;(z,) = 0 para todo n > i, pues f; = 0
en X,. Como Bx es w-compacta (teorema 1.1.21) y la topologia de convergencia puntual de {f;}
sobre Bx es Hausdorff, la topologia débil y la {f;}-topologia coinciden en Bx. Como ademés
|znll < |||+ |z = 2al| = [J2]| + Dn(z) < 2||2]| = M, se tiene que 3% € Bx; pero claro, 3% converge
a 0 en la {f;}-topologia y por tanto en la débil, es decir, sea cual sea f € X* se tiene que f(33)

converge a 0, luego f(z,) también lo hace.

Por otro lado, el hecho de que la norma sea w-inferiormente semicontinua nos permite obtener

que ||z|| < liminf, ||z — z,|| (ver prop. 2.2.3 y lema 2.2.2). Por tanto
|z]| < liminf ||z — z,|| <limsup ||z — 2z, || < ||z,
n n
ya que ||z — z,|| = Dy(z) < ||z| para todo n. Luego, en efecto, lim,, o (dist(z, X,,)) = ||z||. O

Paran € N,y z € X tenemos D,(z) = || — z,|| para dnicos z, € X, determinados por z.

Ademds, para cada x € X asignamos una sucesién {d,(z)}, definida inductivamente por:

Dy (x) siz e XU Xy,

d1($> =
—Di(z) sizeX;.
Dy () si z, € X;F,
dnt1(z) = 4 dp(2) sizn € Xpnt1,

—Dpii1(z) siz, € X, .
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A la funcién d, : X — R la llamaremos n-distancia signada.

Para cada = € X, por tanto, tenemos una sucesion de numeros reales que satisfacen ciertas

propiedades de interés.

Lema 2.4.3. Supongamos dado x € X con ||z|| = 1 y consideremos la sucesion {dn(z)}n<w-

Entonces

1 |dpy1(2)] = |dn()]-
2. sup, |dy(x)] = 1.

3. Si|dpt1(x)] = |dn(z)| entonces dpyi1(x) = dy(z).

Demostracién. La primera de las propiedades del lema es evidente, puesto que Dy, (z) = |dy(z)].

La segunda propiedad se sigue de la siguiente igualdad
sup |d,(x)| = sup Dy, (z) = ||z|| = 1.
n n

Para probar la tercera propiedad observemos que gracias a la unicidad de la mejor aproximacién
si z,, no estd en X, 41 entonces Dy, (z) < Dpy1(x). Esto es |dpt1(x)| > |dn(x)|. Luego si suponemos

que |dp+1(x)| = |dn(x)| entonces, z, estd en X, 41 y, por definicién de d,,, dp+1(z) = dp(x). O

A la vista de este lema, la siguiente proposicién resulta ser la clave para la construccién del
homeomorfismo deseado, ya que nos permitira establecer una biyeccién entre las esferas unidad de

dos espacios de Banach separables y reflexivos.

Proposicién 2.4.4. Sea d,, una sucesion de nimeros reales que cumplen |dy 1| > |dy| para cada
n, sup,, |dn| =1, y dpt1 = dy st |dpy1| = |dn|. Entonces eziste un iunico x € Sx tal que d,(x) = d,

para todo n.

La prueba de ésta se basa en el siguiente lema.

Lema 2.4.5. Sean di,...,d, una sucesion de nimeros reales que cumplen |d; 1| > |d;| para todo
i <mnydiyr =d; si|dig1] = |di|. Sea Q. el conjunto de todos los x € X tales que d;(x) = d; para
1=1,2,...,n. Entonces

Qn =an+ X, para algina, € X
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Demostracion. Para n = 1, el conjunto ()7 es una traslacién de X; y el resultado se tiene. En

efecto, definimos @1y = X1 + Ay, tomando y € XJ cualquiera. Si tomamos x) € Q1) se tiene que

di(zy) =sgn A-Di(xy) =sgn A [A|Di(y) = X-di(y).

Asi, pues, si llamamos h; = #@y) se tiene 1,5, = X1+h1y C Q1. Ahora bien si existe z € ()1 con
x & Q1 5, entonces existe X # hy tal que x € @, pero entonces dq(z) = X - di(y) # hidi(y) = du,

que constituye una contradiccién junto con que = € Q.
Luego Q1 = X1 + hyy.

Asumimos que nuestra afirmacion es cierta para di,...,d,—1 y denotamos el espacio afin resul-

tante por @,—1. El conjunto @, es, obviamente, un subconjunto de Q,,_1.

Podemos tomar un elemento x de ),—1 con norma minima, en particular ||z|| = |d,—1|. En efec-
to, dado a,—1 existe un cierto z € X,,—1 tal que ||an—1 — 2|| = Dp—1(an—1). Pero claro, por un lado,

ap—1 — 2 € Qn_1y, por otro lado |d,—1| = Dp—1(an—1) = infrex,_, [lan—1 + z|| = infzeq,_, ||z]].

Sea y un punto arbitrario de X:Lr_l. Dado A € R, para cada elemento x) del subespacio afin
Qnx = Xp + 2+ Ay, tenemos D;(xy) = |d;| para i =1,...,n — 1, pues Qp x C Qn—1, y definimos
Y(A) := Dp(x)) = Dp(x+Ay). Sivariamos A, tenemos que la funcién 1(\) es estrictamente convexa.

En efecto, dados A1 y A2, sean 21 y 22 tales que ¥(\;) = ||z — (x + A\;y)||, para i = 1,2, entonces

A A A A A A
w( 1-; 2>§ 2’1-;22_<$+ 1-; 2y>H<¢( 1)‘5"‘/’( 2)

Alcanza su minimo en 0 con ¢ (0) = |dy—1], pues ¥(A) = Dy(xy) > Dyp_i1(zy) = |dp-1], ¥y
¥(0) = ||z|| = |dn-1]- La ecuacién (\) = |d,,| para |dy,| > |d,,—1| tiene exactamente una solucién
positiva A1 y otra negativa A\, ambas tnicas, ya que |dy,| > |dp—1]. Y cuando |d,| = |d,,—1] la tnica

solucién es A = 0.

Cada una de estas soluciones nos da un subespacio afin Q,,0, Qn.x; ¥ @n,x,, cuyos elementos
satisfacen dy,(zo) = dn—1(20), dn(zx,) = |dn|, ¥ dn(x),) = —|dyn|, respectivamente, por definicién
de d,. Analogamente al caso n = 1 se ve que cualquier x que cumple esas condiciones estd respec-

tivamente en Qn 0, Qnx; ¥ @nr,- Esto termina la prueba del lema. O

Demostracién (de la proposicién 2.4.4). El conjunto S de todos los elementos z € X tales
que d,(x) = d,, para cada n es la interseccién de los conjuntos @, del lema anterior. Como @Q,, es
una traslacién de X,,, si la interseccién de todos los @, contiene dos puntos, esto es =, y € NQ,

entonces z — y € NX,, pero NX,, = {0} luego =z = y.

Por tanto, el conjunto .S es como mucho unipuntual. Para ver que S es no vacio, consideramos la
interseccién de @, con Bx. Como |d,| < 1y la distancia de Q,, a X, es |d,|, tenemos Bx NQ,, # 0,
pues puedo tomar z € Qy, ||z|| = |d,| y, por tanto, x € Bx N Qy.
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Los conjuntos w-compactos Bx N, forman una familia encajada de w-compactos, y, por tanto

su interseccién es no vacia y contenida en Sx, puesto que sup, |d,| = 1. En efecto, cualquier
x € Ny (Bx NQp) = Bx N (N,Qy,) satisface que d,,(z) = d,, para todo n € N. Como |d,,| tiende a
1 entonces D, (x) converge a 1, pero claro, D, (z) converge a ||z||. O

Lema 2.4.6. Sean X e Y dos espacios de Banach. Si Sx = Sy entonces X 2Y .

Demostracién. Sea ¢ : Sy — Sy un homeomorfismo. Definimos ahora la aplicacién ¢ de la
siguiente forma: ¢(0) = 0y ¢(x) = ||z||- ¢(x/ ||z||) si x # 0. Estd claro que ¢ es un homeomorfismo.

Para probarlo s6lo hemos de considerar la aplicacién ¢ : Y — X definida por (0) = 0y

U(y) = llyll - ¢~ (/llyll) y comprobar las igualdades:

» ¢po1p = Iy: Dado y € Y no nulo, se tiene que

ol = - ()| = ot

entonces

<

W\ (e ()
W@W)_M”¢ I

= ol (o7 (3)) = ol 12 =

Para y = 0 es evidente.

60(y) =|wwww(

= Yo¢ = Ix:Dado z € X no nulo, tenemos

\mw—wwpgaﬁ—mw

entonces
o — i -1 ﬂ = ||z -1 M

= lalle (¢ (157)) = el 5 ==

~—

Para y = 0 es evidente. O

Teorema 2.4.7 (Kadec, version reflexivo). Todos los espacios de Banach reflexivos y separables

son mutuamente homeomorfos.

Demostracién. Sean X e Y espacios de Banach infinito dimensionales separables y reflexivos.
Asumimos que sus normas son LUR y que {z;, f;} e {v;, gi} son bases de Markusevich de X e Y
respectivamente. Construimos subespacios cerrados X,, de X e Y, de Y como antes, y definimos
DX, dX en Xy DY, dY enY dela misma forma.
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Construimos una aplicacién ¢ de Sx en Sy como sigue: Dado = € Sx, sea p(z) el tnico
elemento de Sy tal que dY (p(x)) = dX (z), para todo n. Esto queda asegurado por la proposicién
2.4.4. Entonces, de nuevo por la proposiciéon 2.4.4 ¢ es inyectiva y estd bien definida. Como los
papeles de X e Y son intercambiables, para probar que ¢ es un homeomorfismo de Sx en Sy sélo

necesitamos ver que @ es continua.

Para este fin, suponemos que xp, * € Sx, vy £ — x. Ahora bien por el lema 2.1.5 en Sy
la topologia de la norma y la débil coinciden y como ¢(xi), p(z) € Sy, es suficiente ver que
o) <> p(z). Supongamos lo contrario. Entonces por el teorema 1.1.18 ¢(xy,) = y € By para

cierta subsucesién de {x}, vy # ¢(x).

Sea ng = min{n € N : d¥ (y) # d;X (z)}. Entonces se tiene una de las siguientes situaciones:

Lo Y )] > |dY 1 ()],

2. ’dfo(x)’>|dx (1:)|,

no—1
3. |dy )| = |db, 1 ()| v | (@) |y |dX i (2)].

En el ultimo caso, se tiene que dy (y) = dY _,(y) v dp (x) = d\ _(z). Luego dy (z) = d} (y), que

no—1 no—1
supone una contradiccién.
Por la simetria los dos primeros casos se pueden asumir uno sdlo. Asi, vamos a probar sélo
. Y . ’
el primer caso. Como sgn d,, es continua en la {f;}-topologia en los puntos donde z,,—1 ¢ Yn,,
tenemos que sgn d{o es continua en la {g;}-topologia en los puntos p € By donde se verifica que

]dzo_l(p)\ < ]d{o (p)|.- Y, por lo tanto d}fo es w- continua en dichos puntos. Consecuentemente:

lim dy, (p(a1,)) = d), (v)-

Por hipétesis, sin embargo, limy |d} (¢ (zy,))| = limy |dp (zx,)| = |dX (@), puesto que |dy| = Dy, y
esto implica claramente la tercera condicién y, por tanto, nos lleva a una contradiccién.

Por tanto, ¢ es continua y ¢ es un homeomorfismo de Sx en Sy . Aplicando ahora el lema 2.4.6

acabamos. O



Capitulo 3

Espacios Separables

g n este capitulo vamos a prescindir de la hipdtesis adicional de la reflexividad. Esto va a supo-
ner que ya no podamos construir de forma explicita el homeomorfismo debido a que para poder

establecer dicho homeomorfismo serd necesaria la utilizacién del teorema de Bartle-Graves.

3.1. Preliminares

3.1.1. Un resultado de interés sobre espacios de Banach

Definicién 3.1.1. Dado E un espacio topoldgico, se define su peso, Wgh(E), como el infimo de

los cardinales de las bases de la topologia.

Por ejemplo, un espacio topolégico E que sea segundo axioma de numerabilidad, tiene una
base de la topologia numerable luego Wgh(FE) < Y. Sin embargo, un espacio primer axioma de
numerabilidad no tiene por qué tener una base de cardinal menor que uno dado, sélo hemos de
considerar un conjunto con el cardinal que queramos y dotarlo de la topologia discreta. El concepto
topolégico de caracter de densidad es bien conocido, sin embargo, en nuestro trabajo vamos a

manejar una modificacién de éste.

Definicion 3.1.2. Dado X wun espacio vectorial topolégico metrizable. Se denomina cardcter de

densidad de X, Dens(X), al cardinal siguiente:

» dim(X) si X es finito dimensional.

» Wgh(X) si X es infinito dimensional.
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Teorema 3.1.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces X es isomorfo a un cociente de l1(A),

donde Card(A) = Dens(X).

Demostracién. En el caso en que X es finito dimensional la afirmacién es obvia. Por tanto,
asumiremos que Dens(X) > Ng. Sea B = {x € X : |z|| < 1}, la bola unidad cerrada de X,
y sea A un subconjunto denso en B tal que Card(A) = Dens(X). Definimos un operador lineal
T :11(A) — X por la férmula

T(y) =Y _y(a)-aparay = (y(a)) € Li(A)
a€A

Como ), c4ly(a)| < oo para y € [1(A) y |la|| < 1 para a € A, concluimos que [T < 1y, en

particular, que T es continuo. Veamos que
T(l1(A)) DB

Para este fin, supongamos dado = € B. Elegimos un punto ag € A con ||z —ag|| < 27!. Supongamos
que hemos elegido distintos puntos ag, a,..., a,—1 en A tales que ||z — Z?:_ol 27%a;]| < 27™. Por
tanto, el punto z = 2" (z — E:‘:_Ol 27%a;) estd en B. Como A es denso en B, existe un punto a,, tal
que ||z —ay| < 271 Por tanto |lz — > ;2 %a;|| < 27" 1. Asi, de forma inductiva construimos una

sucesion {a,} de puntos de A tales que

o0
T = g 27 a;.
=0

Esto significa que x = T'(y), donde y € [1(A) es el punto definido por las condiciones y(a;) = 27*
parai=0,1,...,y(a) = 0 paraa € A\{ap,a1,...}, que establece lo buscado. Por la homogeneidad
del operador T y por lo anterior, obtenemos que T'(Il1(A4)) = X. Por tanto X es isomorfo (en

particular, homeomorfo) a ;(A)/kerT. O

3.1.2. La propiedad de Kadec-Klee en [,

Lema 3.1.4. En la esfera unidad de ly la convergencia coordenada a coordenada coincide con la

convergencia en norma.

Demostracién. Sea z,, = (z,,(7)) en la esfera unidad de I paran =0, 1,.... Si lim,, x, (i) = z¢(7)

para cada ¢ € N, entonces
4= hTILn(Han + H:CQH)2 > limsup ||z, + on2 > h’mninf lxn + :c0H2
n

Y como, fijado m € N se tiene:

m
i+ @ol|* = 1| P (an + 20)|* = Y 2 (0) + 20()]?
=1
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se tiene, por tanto

m m
timin 7 + 0] 2 3 (i) + w0(0) P =43 fro(0)
=1

i=1
y asi

n
lm inf ||z, + zol|* > 4sup Y _ |ao(i)|* = 4.
n

"oi=1

Luego lim,, ||z, + zo||*> = 4 y, por la identidad del paralelogramo,

1
2

lim |z, — o] = lm (2(|lzn® + 2]*) = llzn + 20]*)* = 0.

La implicacién contraria es evidente. O

Una consecuencia inmediata del lema es el siguiente corolario, que es, a su vez un corolario del
resultado visto anteriormente de que un espacio de Banach con una norma LUR tiene la propiedad

de Kadec-Klee. Es mas el propio lema es corolario de dicho resultado.

Corolario 3.1.5. Iy tiene la propiedad de Kadec-Klee.

3.1.3. Cubrimientos, particiones de la unidad y paracompacidad

Sea 7 una coleccién de subconjuntos de un espacio topolégico X. 7 es abierta (cerrada) si
cada elemento de o/ es abierto (cerrado). o/ es localmente finita (discreta) si cada punto de X
tiene un entorno que corta como mucho a una cantidad finita de elementos de & (como mucho un
elemento de 7). o es o-discreta si &/ puede representarse como unién de a lo mas una cantidad

contable de colecciones discretas.

Sea Z un subconjunto de X. Decimos que una coleccién &7 de subconjuntos de X es un cubri-
miento de Z si UaecyA D Z. La coleccién & se llama cubrimiento abierto de Z, cubrimiento cerrado,
cubrimiento localmente finito, cubrimiento discreto, cubrimiento o-discreto respectivamente si .o/

cubre a Z y la coleccidn «f tiene la correspondiente propiedad.

Sean o7 y A colecciones de subconjuntos de X (resp. cubrimientos de un conjunto Z C X).
Decimos que & refina a % o que & es un refinamiento de 4 si cada elemento de 7 estd contenido

en alguno de 4.

El siguiente resultado expresa una de las propiedades méas importantes de los espacios métricos.

Teorema 3.1.6. Todo cubrimiento abierto de un espacio métrico admite un refinamiento que es

un cubrimiento abierto localmente finito y o-discreto.
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Demostracién. Sea X un espacio métrico con una métrica d y sea % = {Us}ses un cubrimiento
abierto de X. Supongamos que el conjunto de indices S estd bien ordenado por una relaciéon <.

Asi, podemos definir inductivamente, para n = 1,2, ... colecciones abiertas ¥}, = {V; n}scs por
Ven =UB(c,27")

donde la unién se extiende sobre todas las bolas métricas B(c,27"™) cuyos centros satisfacen las

siguientes condiciones

(1) s es el primer elemento de S tal que ¢ € Uy
(2) ¢ ¢ Vi param <nyparate s
(3) B(e,3-27™) C Us

Se sigue de (3) que Vy,, C Us. Fijamos x € X y sea s el primer elemento de S tal que z € Uy y sea
el entero n elegido de forma que B(x,3-27") C Uy. Entonces, o bien z € V;,, para algin m < ny

para algin t € S, 0 x € V. Por tanto ¥ = U727}, es un cubrimiento abierto de X que refina % .

Demostraremos ahora que

(4) sizy € Vg, T2 € Vs y 81 < S2, entonces d(zq,x2) > 27"

de donde se sigue que cada coleccién ¥, es discreta, puesto que cada bola de radio 277!

corta,
como mucho, a un elemento de ¥;,. Para demostrar (4) notemos que, por la definicién de los
conjuntos Vs, », y Vs, n, existen puntos ¢; y c2 que cumplen las condiciones (1)-(3) para s = s;
y s = Sy respectivamente y tales que z; € B(c¢;,27") C Vs, para i = 1,2. Por tanto, por (3),

B(c1,3-27™) C Uy, vy, por (1), ca ¢ Us,. Asi d(c1,c2) >3-27",y
d(z1,22) > d(c1,c2) —d(c1,z1) — d(ecg, x2) > 27"
que claramente es (4).

Para acabar la prueba es suficiente ver:(5) si B(x,27%) C Vi, entonces B(x,2 ™ )NV, =0
paran > m+ k y para s € S, porque para cada x € X existe un indice k, un punto ¢ € S y un
m € N tal que B(z,27%) C Vi v, por lo tanto la bola B(z,2~™~*) corta, como mucho, a m+k — 1
elementos de #. (Por (5), B(z,27™ %) n Ven =0paran>m+kyselsS,y, por (4), para cada
n < m+k — 1, existe como mucho un s = s(n) tal que B(z,27" %) N Vimym 7 0.)

Para ver (5) fijamos un conjunto Vs, con n > m + k. Se sigue de (2) que los puntos ¢ que
aparecen en la definicién de V , no pertenecen a V; ,,. Asi, para cada uno de estos ¢, d(z,c) > 2=k

porque B(x,27%) C Vi . Por lo tanto
B(z,27™ ") N B(¢,27") =0

puesto que m+k > k+1yn > k+1. En efecto, si existiera y en la interseccién anterior tendriamos:
d(x,c) < d(z,y) +d(y,c) < 27mF 427 < 2.27F~1 = 27F que es una contradiccién. Con esto
queda probado (5) y por ende el teorema. O
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Un espacio Hausdorff X se dice paracompacto si cada cubrimiento abierto de X tiene un refi-
namiento abierto localmente finito. La clase de los espacios paracompactos contiene la clase de los

espacios métricos. En efecto, el teorema 3.1.6 muestra que

Corolario 3.1.7. Todo espacio métrico es paracompacto.

El concepto de paracompacidad y los relacionados con él han sido cuidadosamente estudiados
en varios libros de topologia general (Dugundji, Engelking, Kelley) donde, en particular, varias

propiedades de los espacios topoldgicos equivalentes a la paracompacidad han sido examinadas.

Estamos especialmente interesados en la relacién existente entre paracompacidad y existencia
de suficientes particiones de la unidad. Estos resultados nos permitiran, en la siguiente seccion, la

obtencion de los teoremas de selectores continuos de multifunciones.

Una familia & de funciones continuas no negativas en un espacio topolégico X se llama una
particién localmente finita de la unidad si para cada x € X existe un entorno U (z) y un subconjunto

finito #A(z) de £ tal que:

(1) 2pes(a) bly) =1 para y € U(z).
(ii) b(y) =0 paray € U(z) y b€ B\ HB(x).
Claramente, se tiene que si & es una particiéon localmente finita de la unidad, entonces la
coleccién %z = {b=1((0;1])}pez es un cubrimiento abierto localmente finito de X. Una particién

localmente finta de la unidad &£ se dice inscrita en un cubrimiento ¥ de X si existe una funcién
V — by de ¥ en % tal que by, ((0;1]) C V.

El objetivo primordial de esta seccién es caracterizar los espacios T y paracompactos. Asi,

queremos probar

Teorema 3.1.8. Un espacio topoldgico Hausdorff X es paracompacto si y solamente si para cada

cubrimiento abierto % de X existe una particion localmente finita de la unidad inscrita en % .

Demostraciéon. La suficiencia es trivial. La necesidad es una consecuencia inmediata de la defini-
cién de paracompacidad y la proposicién 3.1.15 para la que necesitaremos ciertos resultados previos

y que mostramos a continuacién. O

Empezamos con los siguientes lemas.

Lema 3.1.9. Sean A y B subconjuntos cerrados y disjuntos de un espacio paracompacto X. Si,

para cada x € B, existen conjuntos abiertos U, y V. tales que
ACU,, z€Vy, U NVy =10
entonces existen conjuntos abiertos U y V tales que

ACcU BCcV,UnNnV=>0
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Demostracién. La coleccién ¥ = {X \ B} U{V,},ep cubre X. Asi, por la paracompacidad de X,
existe un cubrimiento abierto localmente finito #; de X que refina a ¥". Definamos los conjuntos:
W={We#:WcCV,paraalginz € B}, V =y Wy U = X \ V. Claramente U y V son
disjuntos, abiertos y B C V. Ademas ANW = () para W € #. Asi, A C Uwen W. La conclusién

deseada se sigue de
Lema 3.1.10. Si # es una coleccion localmente finita, entonces
Uw=U w.
Wew Wew

En efecto, este lema nos darfa que Uyyey W =Upwey W =V, luego A C U. O
Veamos la prueba del lema.

Demostracién. Claramente [y, ey W C Uyyey W. Para verificar la inclusién inversa observemos
que, por ser # localmente finito, para cada z € (Jycy W existe un conjunto abierto U tal que
x € U, y una coleccién # (x) = {W € # : WNU # 0} finita. En consecuencia se tiene que,

2 & Uwer\n (@) W Como

(U

Wew Wer\¥ (z)

deducimos que

T € W = U W cC U w.
wew (x) wew (x) Wwew

con lo que acabamos la prueba. ]

Definicién 3.1.11. Un espacio topoldgico X es regular, si para cada conjunto cerrado A C X vy

para cada x € X \ A, existen U, V C X conjuntos abiertos y disjuntos tales que x € U y AC V.

Definicion 3.1.12. Un espacio topoldogico X es normal, si todo par de cerrados disjuntos de X

admiten entornos disjuntos.

Proposicién 3.1.13. Todo espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Como X es Hausdorff podemos aplicar el lema 3.1.9 a cualquier conjunto A
unipuntual, con lo que tenemos que todo espacio paracompacto es regular. Ahora bien, en estas
condiciones podemos aplicar el lema en toda su generalidad y acabar concluyendo que, en efecto,

todo espacio paracompacto es normal. ]

Lema 3.1.14. Para cada cubrimiento abierto % de un espacio paracompacto X existe un cubri-
miento abierto localmente finito W de X tal que {W hywey refina a % y un cubrimiento abierto
{Vulvew de X tal que Vi C U para todo U € U .
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Demostracion. Por la proposicién 3.1.13, X es normal. Por lo tanto para todo U € % y todo
x € U existe un abierto G,y tal que x € G,y C Gpu C U. Sea W cualquier cubrimiento
abierto localmente finito de X que refine al cubrimiento ¥ = {G v }zev,ve# - Entonces, claramente

{W ey refina % . Definamos ahora

V= U W para U € %.
wcuU

Si no existe, dado U, ningin W tal que W C U definimos Vi; = (). Claramente, para cada y € X
existe un W € # tal que y € W. Como # refina ¢, existe U € % y x € U tal que W C G, .
Entonces y € Vi7. Por lo tanto {Vy}yeq cubre X. Se sigue del lema 3.1.10 que Vi; C U para todo
Ue. O

Proposicién 3.1.15 (Stone). Para cada cubrimiento abierto % de un espacio paracompacto X

existe una particion localmente finita de la unidad inscrita en % .

Demostracién. Gracias al lema 3.1.14 construimos, en primer lugar, un cubrimiento abierto lo-
calmente finito # de X tal que {W }yey refine a %, y ahora un cubrimiento abierto {Viy hwey
tal que Viy C W para cada W € # . Por la proposicién 3.1.13, X es normal. Por lo tanto, aplicando
el lema de Urysohn existe, para cada W € #/, una aplicacién gy : X — [0;1] continua tal que
9w (1) D Vir v 9377 ((0;1]) € W. Sea j : # — % una funcién refinamiento tal que j(W) > W para
W € # . Definimos

-1
by = > gw ( > gW) para j~(U) # 0

J(W)=U wew
by:= 0 paraj '(U)=0

Como {Vjy }wew cubre X, existe, para cada x € X, un conjunto W € # tal que = € Vyy, por
tanto gy (z) = 1. Asi, Y ey gw(x) > 1. Como # es un cubrimiento localmente finito, para cada

x € X, existe un conjunto abierto O(x) tal que x € O(x) y las siguientes colecciones son finitas

W(x) = {We# :WnO(x)#0}
W U,z) = {(WeW(x):j(W)=U} (UeW,xe€X)

Asi, para cada y € O(z) tenemos que gy (y) =0 para W ¢ # (z) y

dawlw) = D gw(y).

wew wWeW (x)

Por lo tanto la funcién ) .y gw es continua, pues es localmente igual a una suma finita de

funciones continuas. También los numeradores de las funciones by son localmente iguales a sumas
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finitas de funciones continuas. Asi las by’s son funciones continuas no negativas en X . Es claro que,

para cada y € O(x), tenemos by (y) = 0 para todo U € Z \ j(# (x)), y

Uew Ueji(# (z)) Uej(W (z)) Wew (U,x) Wew (z)
que es igual a 1. Asi, {by}yes es una particién localmente finita de la unidad. Finalmente, para

todo U € %, tenemos

{reX:By()#£0}c | W
WcuU

Por lo tanto, por el lema 3.1.10 {z € X : By(z) # 0} C U. Asi, {by}yes estd inscrita en 7. O

3.2. Teorema de Bartle-Graves.

Sean X e Y dos espacios topoldgicos. Denotamos por 2 a la coleccién de todos los subconjuntos
no vacios de Y. Una multifuncién de X en Y es una funcién ¢ : X — 2¥. Si ¢(x) es un subconjunto
cerrado (compacto) de Y para cada z € X, entonces de ¢ se dice que es cerrada (compacta). Si Y
es un espacio métrico y ¢(z) es un subconjunto completo de Y para cada x € X, entonces diremos
que ¢ es completa. Si Y es un espacio vectorial y ¢(x) es convexo para cada x € X, entonces

decimos que ¢ es convexa. Si, para cualquier abierto U C Y, el conjunto
¢ ' (U) ={z € X :¢(x)NU # 0}

es abierto, entonces decimos que ¢ es inferiormente semicontinua.

Una funcién f : X — Y es una seleccién de la multifuncion ¢ : X — 2Y si f(x) € ¢(z) para
cada r € X.

Teorema 3.2.1 (Michael). Sea X un espacio topolégico paracompacto y sea E un espacio métrico
localmente convezo. Sea ¢ : X — 2F una multifuncion completa, convexa e inferiormente semicon-

tinua. Entonces ¢ admite una seleccion continua f.

Empezamos con el siguiente lema que utilizaremos en la prueba inductiva del teorema.

Lema 3.2.2. Sean X y E como antes. Sea ¢ : X — 2F una multifuncion convexa e inferiormente
semicontinua. FEntonces para cualquier entorno del origen, V', abierto y convexo en E existe una

funcién continua fyyv : X — E tal que, para cada v € X

() = (fov(2) + V) N o(x)

es no vacio y 1 : X — 2Y es una multifuncion convexa e inferiormente semicontinua.
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Demostracién. Como ¢ es inferiormente semicontinua y {V 4 e}.cr es un cubrimiento abierto de
E, la coleccién # = {¢~1(V + €)}ecr es un cubrimiento abierto de X. Como X es paracompacto,
existe una particién localmente finita de la unidad para X, digamos {bs}scs, que estd inscrita en
# . Por tanto para cada s € S existe un e en E tal que bs(z) = 0 para x ¢ ¢~ *(V +e,). Definimos
fov(z) = bs(z)es
ses

Como {bs} es particion localmente finita de la unidad, fsy es continua y, para todo x € X, el
conjunto S, = {s € S : by(x) # 0} es finito. Para cada s € S, existe un e, € ¢(z) tal que
e, —es € V puesto que € ¢~ (V + e,). Obviamente Y oses, 0s(2) =1y fov(m) =) .. bs(z)es.
Por tanto, por la convexidad de ¢(z) y V, se sigue que

Yo bs@e, € dl@) v Y bil@)e,— () €V

SESy SESy
que es equivalente a la primera afirmacién del lema. Por tanto ¢ es una multifunciéon bien definida.
La convexidad de 1 es una clara consecuencia de la convexidad de V' y ¢. Para establecer que 1 es

inferiormente semicontinua fijamos un subconjunto abierto U de E. Tenemos

VHU) ={z € X 1 ¢(x) NUN (fov (@) + V) #0} = (U)N (U= V).

Por la inferior semicontinuidad de ¢ y la continuidad de f, se sigue que 1~ !(U) es abierto, pues la

diferencia algebraica U — V' de abiertos en un espacio vectorial topoldgico es abierto. O

Demostracién del teorema 3.2.1. Sea {V),}n,en una base numerable de entornos abiertos con-
vexos y simétricos del origen tales que V,, D V, 41 para n = 1,2,.... Usando el lema anterior
definimos inductivamente una sucesién de multifunciones convexas e inferiormente semicontinuas
{¢n}nen de X en 27 y una sucesién de funciones continuas {f,}neny de X en E tales que ¢g = ¢
fn = f(bn,l,Vn;
On(x) = (fu(x) + Vo) Np_1(z) paraze X (n=1,2,...).

Ahora, elegimos e, () en ¢, (x) tal que ep(z) — frn(x) € Vp, para x € X y param = 1,2,...
Como ¢p(x) D Ppt1(z) v e — fn(z) €V, para e € ¢y 41(x), deducimos que

fn(@) = fo(@) = fin(2) — em(z) + em(x) — fu(x) € Vi + Vi, C 2V,

param >ny x € X. Asi, {fm(x)}o0_, v, por tanto, {e,,(x)}o°_; son sucesiones de Cauchy. Como
em(x) € ¢ (x) C ¢(x) para x € X y para todo m, se sigue de la completitud de ¢(x) que existen
los limites

lim e, (2) = lim fy () = £(x)

y f(z) € ¢(x) para x € X. Como V,, D Voy1 ¥ fm(z) — fulz) € Vi + Vi param >ny x € X,
deducimos que fp(z) — f(x) € 2V, para x € X y para todo n. Por tanto la sucesién {f,}o°; de
funciones continuas converge uniformemente a f en X. Asi, f es la seleccién continua de ¢ que

buscabamos. O
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Definicion 3.2.3. Un espacio de Fréchet es un espacio vectorial topoldgico localmente convezo

metrizable y completo.

Corolario 3.2.4 (Bartle and Graves). Sea u: E — X un operador suprayectivo, continuo y
lineal entre espacios de Fréchet. Entonces existe una funcion continua f : X — E tal que uf = idx

y f(0) = 0. Asi, existe un homeomorfismo h : E — keru x X definido por
h(e) = (e — fu(e),u(e)) parae € E

tal que
poh = u;h(e) = (e,0) parae € keru

donde ps : keru x X — X es la proyeccion natural.

Demostracién. Consideremos la multifuncién ¢ : X — 2F definida por ¢(x) = u~!(x) para
cada x € X. Claramente ¢ es convexa y completa. Obviamente ¢~'(U) = u(U) para cualquier
subconjunto U de E. Se sigue del teorema de la aplicacion abierta que u es abierta y, por tanto
u(U) es abierto cualquiera que sea U subconjunto abierto de E. Por tanto ¢ es inferiormente
semicontinua. Observemos, ahora, que el espacio X es paracompacto por ser metrizable. Por lo
tanto existe una eleccién continua de ¢, f1 : X — F. Claramente uf; = idx. Finalmente definimos
f = fi — f1(0). Entonces f(0) =0y uf = ufi — ufi1(0) = ufi = idy, puesto que f1(0) € u~1(0).
Veamos que, en efecto, h verifica las propiedades deseadas:

» h esta bien definida:
u(e — fu(e)) = u(e) —uf(u(e)) = u(e) —u(e) = 0. Luego, en efecto e — fu(e) € keru y, asi, h
estd bien definida.

= h es inyectiva:
Sean e1 y ey tales que h(ej) = h(e2) entonces e; — fu(e;) = ea — fu(ez) y u(er) = u(ez). Por
tanto fu(e;) = fu(ez) y, asi e; = ez y h es inyectiva.

= h es suprayectiva:

Dado (a,x) € keru x X consideramos el elemento a + f(x) € E. Entonces se verifica que

M+ f(2) = (a+F(@)— f(ala+ F(@), ula+ F(@)) = (a+ F(@) = f(2),) = (o, 2). Tnego,

en efecto, h es suprayectiva. Es mas h~!(a,z) = a + f(z).

= h es bicontinua.

Por cémo ambas funciones, h y h ™! estéan definidas se tiene de forma directa que son continuas.

Asi pues, h es un homeomorfismo. El resto de condiciones deseadas son evidentes. ]
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Corolario 3.2.5. Sea Ey un subespacio cerrado de un espacio de Fréchet E. Sea w: E — E/FEy la

aplicacion cociente. Entonces existe un homeomorfismo h: E — Eg x E/Ey tal que
p2h =u; h(e) = (eg,0) paraey € keru = Ej
donde po : keru x X — X es la proyeccion natural.

Corolario 3.2.6. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional. Entonces existe un subespacio

cerrado Z de 11(A) con Card(A) = Dens(X) tal que l1(A) es homeomorfo a Z x X.

Demostracién. En la prueba del teorema 3.1.3 se establece la existencia de un conjunto A con
Card(A) = Dens(X) y una aplicacién lineal continua y suprayectiva T": [1(A) — X. Si denotamos
su nucleo por Z, se tiene X « [1(A)/Z y, aplicando el corolario anterior con £ = [1(A) y Ey = Z

se tiene el resultado buscado, pues

1(A) = Z x 11(A))Z = Z x X. 0

En nuestra terminologia posterior diremos que todo espacio de Banach X es factor de un l1(A).

3.3. Renormamiento de Kadec.

Nuestro objetivo en esta seccién es construir normas en los espacios de Banach separables
siguiendo el espiritu del apartado 1.3. Esto es buscar normas equivalentes que tengas buenas pro-

piedades.

Vamos a utilizar varios conceptos relacionados con el renormamiento en espacios de Banach,
asi pues, al lector no familiarizado con ellos, si no ha leido el primer capitulo, le instamos a que lo

haga ahora.
Vamos a empezar viendo propiedades de las normas Kadec (def. 1.3.6).
Teorema 3.3.1 (Teorema de renormamiento Kadec). Todo espacio de Banach separable X

admite una norma Kadec respecto de un subconjunto total y numerable de X*. La nueva norma es

equivalente a la norma original | - | de X.

Demostraciéon. Denotemos por B* a la bola unidad del dual de X. Como X es separable, B*
es compacto y metrizable (ver prop.1.1.17) en la topologia w*. De la prueba de dicha proposicién

sabemos que la métrica en B* se puede expresar como

d*(*,y") = D 27 2" (z0) — y" (zn)|
n=1
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donde {z, : n € N} es un subconjunto numerable denso arbitrario de Bx. Como el espacio métrico
(B*,d*) es separable, existe una sucesién {x;};cn de elementos de B* de forma que el conjunto

{z} :i € N} es denso en (B*,d*). Es claro que la sucesién {z;};cn separa puntos de X.
Para cada € X definimos
wo(w) = |z = suplzi(z)] (3.1)
yparak=1,2,...
w(x) = sup {\x*(:v) —y*(x)]: 2™, y" € B, d"(z",y") < kfl} (3.2)
Y, finalmente

]l =~ 27w (). (3.3)
k=0

Claramente |z| < ||z|| < 3|z| y, por tanto, las normas son equivalentes.

Como la sucesion {z;}ien es densa en (B*,d*), tenemos

w(e)= s |ol(@) - () (3.4
d*(zf,2})<k=!

Se sigue de (3.1) y de (3.4) que para toda sucesién {z,}>° , de elementos de X tenemos que

si lima;(z,) = z;(xo) parai€ N, entonces liminfwg(zy,) > wi(xg) para ke N.  (3.5)
n n

En efecto, fijado 7 € N tenemos
|z} (z0)| = lim |2} (z,)| < liminf sup |z} (z,)| = lim inf wo(z,,)

y tomando el supremo sobre i € N obtenemos (3.5) para k = 0. Para k no nulo y fijo, y para cada

i y j naturales fijados de forma que d*(z7, 33;‘) < k™! se tiene

*

J

*

|z} (x0) — x}"(:ro)] = lfrrln |2} (xn) — 25 (20)| < h’H}Linf sup |z} (x) — ]

()| = lm inf wg ()
d*(zf,x5)<k=! n

donde, de nuevo, tomando el supremo sobre tales i y j obtenemos (3.5). Dicha ecuacién es pre-
cisamente la condicién (K7) de la definicién 1.3.6. Debemos pues probar la condicién (K32) de tal
definicién. Si

hgbnacj(xn) =uzj(vg) para i=1,2,... y h’Tan lznll = [|zol| s (3.6)
entonces, a partir de (3.5), se sigue que
lfznwk(xn) = wi(xo). (3.7)

En efecto, si suponemos que (3.7) no es cierta para un cierto k fijo, lim inf,, wy(z,) —wg(zo) = a > 0

gracias a (3.5). Entonces, para todo m > k tenemos

m m o
a+ Z 2w () < h’n}]infz 27w () < h'rrlnz 27w () = hzn llzn|l = ||lzol|
=0 =0 =0
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y tomando supremos sobre m, tenemos
a+ [[zoll < [zl

de donde « deberia ser negativo o nulo que es una contradiccién. Luego (3.7) se satisface.

Ahora, a partir de (3.1),(3.2), (3.6) y (3.7) se sigue que la sucesién
{fontnZo donde fr (¢7) =2"(2n) para 2" € B"y n=0,1,...,

estd formada por funciones acotadas y equicontinuas sobre (B*,d*), que convergen en el denso
{z7 i € N} a fz,. Asi, el teorema clasico de Arzela implica que la sucesién {f;,}>2, converge
uniformemente a f;, sobre B*. Equivalentemente x,, converge a x¢ en | - | y, por ser ambas normas

equivalentes z;,, converge a x en ||-||.

Veamos que, en efecto, tal sucesion es equicontinua. Tengamos en cuenta que, para cada x € X
y para cada € > 0 existe un cierto k(z,¢) tal que wy(, ) (z) < e. Entonces, fijado ¢ > 0 tomamos
k1 = k(zo,e/2) y no de forma que, por (3.7), wg, (zn) < € para n > ng. Tomamos entonces
el siguiente kg = mzix{kl, {k(x;,¢) ;21_1}, entonces wy, (z,) < € para todo n € N puesto que las
funciones wy(x) son decrecientes para cada z fijo. Tomando 6 = kg ! 1a condicién de equicontinuidad

se satisface. O

Observaciéon 3.3.2. En realidad lo que hemos probado es que si A es un subconjunto de B*

numerable y w*-denso, entonces existe en X una norma equivalente que es Kadec respecto de A.

En el capitulo anterior se prueba que todo espacio separable admite una norma equivalente

LUR. Veamos una extension de ese resultado.

Teorema 3.3.3. Todo espacio de Banach separable admite una norma equivalente LUR y Kadec.

El teorema es consecuencia evidente del teorema 3.3.1 y del hecho siguiente.

Proposicién 3.3.4. Sea X un espacio vectorial normado. Sea ||-| una norma de Kadec respecto

de un conjunto total numerable {f; : i € N}. Sea
o
all® = 21+ ail filx)|* para z € X (3.8)
i=1
donde los a; >0 (i = 1,2,...) son elegidos de forma que:

S ailfil@)P < [l
=1

Nota: a tales efectos, podemos tomar a; = 27 || f;|| 2.

Entonces las normas |||+ ||| y ||-|| son equivalentes, y |||-||| es LUR y de Kadec respeto a {f; : i € N}.
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Demostracién. Obviamente ||z|| < |||z||| < V2 |z| para 2 € X. Por tanto las normas son equi-
valentes. Es claro que ||| - ||| es una norma de Kadec respecto al conjunto {f; : i € N} puesto que
||-|| tiene la misma propiedad. En efecto, supongamos dada una sucesién de elementos {x,}22, en
X tales que lim,, f;(x,) = fi(xo) para cada ¢ € N. Y que, ademés, lim,, |||z,||| = |||zo]||- Es claro
que lim,, ||z, || = ||xo|| ¥, por tanto que lim,, ||z, — zo|| = 0 pero como las normas son equivalentes

se tiene lim,, |||z, — x0||| = 0.

S6lo hemos de probar que la norma ||| - ||| es LUR. Sea {z,}2, una sucesién en X tal que

i [[[zn[[| = [[[zol[| = 1; Mm [[|zn + zol|| = 2. (3.9)

Se sigue de la definicién y de la igualdad del paralelogramo en R que paran = 1,2,... tenemos
2(|llznll? + [llzol11%) = ll|zn + 2oll|?

= 2([lzal® + lzol®) = ll2n + zol® + Y ai (2l fi(@a)* + 21 fi(xo)|* = | fi(wn + z0) )
1=1

e}
= 2([[znll* + loll*) = llzn + 201> + Y ail fiwn — o)
=1

o0
> ail filan — o)
i=1
yva que, por la desigualdad triangular, ||z, + 2o||? < 2(||zs]|* + ||20]|?). Asf pues, tenemos
oo oo
0> lmsup Y _ as|fi(wn — z0)* > lminf > ail fi(zn — 20)|* > 0
" =1 [

Por tanto limy, > 2, a;|fi(xn — 70)|? = 0. Equivalentemente
lim fi(zy) = fi(xo) parai=1,2,... (3.10)
n

Asi, por (3.8) y (3.9), lim,, ||zy|| = ||zol|- Por lo tanto, por (K32), obtenemos lim, ||z, — z¢| = 0.

Como las normas ||| - ||| ¥ ||-|]| son equivalentes, concluimos que limy,, |||z, — || = 0. O

Ahora vamos a probar el teorema de renormamiento de Kadec para espacios de Banach con
bases. Este es un resultado esencial en la prueba original de Kadec del homeomorfismo de todos
los espacios de Banach infinito dimensionales separables. Recordemos que una sucesién {ey}x de
elementos de un espacio de Banach X es una base para X si para cada x € X existe una tnica

sucesién de escalares { fi(z)}x tal que

n
x = thLn; fr(x)e.
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Vimos en el primer capitulo que los funcionales fi son lineales y continuos. Usaremos, como viene

siendo habitual, la notacion

Ru(z)= > ful@)er; Pu(z)=2—Rn(z) (n=0,1,...)
k=n+1

Teorema 3.3.5 (Kadec). Sea X un espacio de Banach con una base {ey}r. Entonces existe una

norma ||-|| en X equivalente a la norma original del espacio y que satisface las condiciones siguientes

(B1) Si|ci| > |e2] y 1 - ca >0, entonces, para reales cualesquiera ay,...,an—1 y paran =2,3,...

n—1
Z ager + caen
k=1

n—1
Z ager + cién
k=1

> ;
(Bsg) Silimy, ||z,| = ||xo|| y limy, fx(xn) = fr(xo) para k =1,2,..., entonces
lim ||z, — x0|| = 0;
n

(Bs) La norma || - || es LUR.
Demostracién. En primer lugar observemos que (Bj) es equivalente a la siguiente condicién
(BY) 11> 5=y axexl| > HEZ;% akekH para reales cualesquiera aq,...,a, y an, #0; n=2,3,...

En efecto, si ponemos en (By) ¢1 = ayp, ca = 0, tenemos (B]). Por otro lado, si suponemos (Bj]) y

+H(1—2)x

que es exactamente (Bj). Sea |- |p la norma original del espacio X. Construiremos primero una

ponemos r = 22;11 arey. Tendriamos

> ||$ + 62€n||

Cc2 c2 2
|z + cren]| = = ||z + cren]| + (1 — 7) |z + ciren| > Ha: + caen
Cc1 C1 1

norma | - | equivalente a | - | y que satisface las siguientes condiciones

(BY) | o0 trer] < | S04 trer| para escalares arbitrarios t1,ta, ..., tpe1 y, paran =1,2,. ...

(B) la norma | - | es de Kadec respecto de los funcionales {fj : k € N}.

Habiendo hecho esto podemos definir la norma || - || por
o0
lzl* = J&* + ) axl fu(x)[? (3.11)
k=1
donde ag > 0 para k =1,2,... se eligen de forma que:

o
Zak|fk(l‘)’2 <|z|* paraze X.
k=1
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Se sigue inmediatamente de (Bf) y de la definicién (3.11) que la norma ||-|| satisface (B]). En
efecto, dados escalares by, ...,b, con b, # 0 se tiene

n—1 n—1
Z brer Z brer.
k=1 k=1

2 2

n—1
+ Z Cij?.
7j=1

Luego
n 2 n 2 n n—1 2 n—1
Z brex = Z brer| + Z ajb? > Z brer| + Z ajbjz- + anbfl
k=1 k=1 j=1 k=1 j=1
n—1 n—1
= Z brer| + anbi > Z brekll
k=1 k=1
Por la proposicién 3.3.4 la norma ||-|| (equivalente a | - |) es LUR, y es de Kadec respecto a los

funcionales {f : k € N}. Por tanto satisface (B2) y (B3).

La norma | - | se define en dos pasos. Definimos
q 00
|z[1 = sup Z fr(@)er| , |z| = Z?p‘Rp(:r)‘l (3.12)
0<p<g<o k=p+1 0 p=0
observamos que
lz|o < |z|1 < |z] <4C|x|o (3.13)

para z € X, donde C' = sup, supjq|,<1 | Py(w)|o = supy || FPyl|-

En efecto, como lim, P;(x) = x para todo x en X y F,(-) es un operador lineal acotado finito
dimensional, el principio de acotacién uniforme de Banach-Steinhaus implica que C' < +o00. Clara-
mente lzz:pﬂ fr(@)eglo = |Py(x) — Py(z)]o < 2C|x|o. Asi, |z|1 < 2C|x|p para todo z en X. Como
|Ry(z)|1 < |x|1 para z € X y parap=0,1,..., tenemos

|z| < 2sup|Rp(z))1 < 2|z <4C|z|p paraz € X.
p

El resto de las desigualdades de (3.13) son triviales.

Claramente (3.13) implica que las normas | - |o, | - |1 ¥ | - | son equivalentes. Se sigue de (3.12)
que
n n+1 n n+1
Z trep| < Z tkex| y |y (Z tk%) < |R, (Z tkek)
k=1 1 k=1 1 k=1 1 k=1 1
para p=0,1,... y para escalares arbitrarios t1,to,...,t,+1 (n =1,2,...). Esto implica que la | - |

satisface (BY). Para establecer (Bj) fijamos una sucesién {z, }5°, en X tal que

h';n Jr(xn) = fr(xo) para k =1,2,... (3.14)
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Entonces
q q
h’Tan Z fr(zn)ex = Z fr(zo)er para 0 < p < g < +o0. (3.15)
k=p+1 k=p+1
Por tanto
q q
lxolr = sup lim Z fr(zn)er| <liminf sup Z fre(xn)ex (3.16)
0<p<g<oo ™ f=pt1 o n 0<p<g<oo f=pt1 0
= lminf |z,|;. (3.17)
n
Claramente (3.14) implica que
HTan fk<RP<xn)) = fk(RP(xO)) parak=1,2... y p=0,1,...
Asi, reemplazando en (3.16) =, por Ry(z,) paran =0,1,..., tenemos
|Rp(z0)|1 < liminf|R,(xy,)|1 parap=0,1,... (3.18)
n
Por tanto
o0 (0.9]
|z <) 277 lim inf | Ry () |1 < lim: inf Y " 27P| Ry ()1 = lim inf 2, .
p=0 p=0
Esto muestra que la norma | - | satisface la condicién (K7) de la definicién de norma de Kadec. Si
suponemos ahora que lim,, |x,,| = |zg|. Entonces se sigue de (3.12) y (3.18) que
h’Tan |Rp(zn)|1 = |Rp(x0)|1 parap=0,1,... (3.19)

Obviamente lim, |R,(x)|1 = 0 para = € X puesto que las normas |- |o y | - |1 son equivalentes y
lim,, |Rp,(z)]o = 0. Sea € > 0. Tomemos py tal que |Rp,(xo)|[1 < €. Entonces, por (3.15) y por (3.19),

existe un ng tal que para n > ng
1Spo () — Spo(wo)1 <€y [Rpy(xn)1 <¢
Asi, tenemos
|z0 — 21 < |Spo(20) — Spo(Tn)]1 + [Rpe(z0)|1 + [Rp(2n)1 < 3e.

Por tanto lim,, |29 — z,|1 = 0, y por la equivalencia entre las normas |- |1 y | - |, lim,, |xg — z,| = 0.
Esto muestra que la norma | - | satisface la condicién (K3) de la definicién de norma de Kadec, y

completa la prueba del teorema. ]
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3.4. Modulo de Convexidad Local Uniforme

Sea X un espacio normado. Sean, como viene siendo habitual, S y B la esfera unidad y la bola

unidad de X respectivamente, es decir
S={zxeX:|z[|=1}; B={zeX:|z| <1}
Definimos paracadaz € Sy0<4§ <1
G(z;0)={ze€B:|[[Adx+(1—-X)z|| >1—-3d para0 <\ <1},
es decir, el conjunto de puntos de B que cumplen que el segmento que los une con = estd comple-

tamente en la corona B\ (1 —0)B.

G(z,9)

Sea
e(z,8) = 27 sup{||z — 2| : z € G(z,)},

que viene a ser la mitad de la distancia maxima de z a los puntos de la corona B\ (1 — §)B que

estan a su lado. Por conveniencia ponemos
g(x,0) =1 parax €S yparad > 1.
La funcién e(+;-) se llama el mddulo de convezidad local uniforme.

Lema 3.4.1. La funcion e(-;-) tiene las siguientes propiedades de continuidad

(00) 6 <e(@;0) <1 (reS1>520),
(02) e(x;6) <271z —yll +e(y; 0 + [lz = yll) (=, € 9),
(03) 0 <e(x;6+h) —e(x;0) <3hd™2 (x € 5;0<6;,0<h),

(04) la funcion e(-;-) es uniformemente continua en el producto S X [r;+00) para cada r > 0.
Ademds si la norma ||| es LUR, entonces la funcion £(-;-) es continua en S x [0;400) y
e(z,0) =0 para z € S.
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Demostracién. El lado derecho de la desigualdad (O;) es evidente. Tomamos z € S tal que la
cuerda que une x y z soporte la esfera (1 — )5, digamos en el punto ¢ . Claramente z € G(z;9), v,

por la convexidad de B, el punto ¢ cae entre x y z. Tenemos |[t|| =1 —§ pues t € (1 —9)S.

x

Asi
|z — 2|l = [lz —t|| + It — 2] > ||zl + [J2]] — 2[|¢]| = 2.

Por lo tanto e(x;6) > 27! ||x — 2|| > §. Esto prueba (O1).

Para probar (O2) observemos primero que el caso § > 1 — ||z — y|| es trivial. En efecto, si
d>1— |z —y| entonces e(y;0 + ||l —y||) =1 > e(y; ).

Siz,ye Sy0<§<1-|z—y|, entonces
G(z;0) C G(y; 6 + [lz — yll)
puesto que para z € G(z;6) y para 0 < A < 1 tenemos
Ay + (1 =Nzl = Az + (1= Azl = Alle =y =1 =0 = [lz =y
Se sigue de la observacién anterior y de la desigualdad ||z — z|| < ||z — y|| + ||y — 2| que

2¢(2;0) = supf{llz —z[|: 2 € G(2;0)} < lz — yl| + sup{lly — 2| : z € G(x; )}
[ = yll +sup{lly — 2]l : 2 € Gy; 6 + |z —yl)} = llz =yl + 2e(y; 6 + [l = yl))-

A

Que prueba (O2).
El lado izquierdo de la desigualdad de (Os) es trivial. El lado derecho de dicha desigualdad es

mas sofisticado que los demds. El caso 0 > 1 es trivial. Sid+h > 1 > §, entonces, por (O1), tenemos
3h672>3(1—0)0"2> (1—0) >e(x;0 4+ h) — (3 0).

Supongamos ahora que 0 < 6 < 0 + h < 1. Fijamos z € G(z;d + h) y z # x. Denotemos por F al

subespacio, a lo mas 2-dimensional, generado por = y z. Claramente, si z € G(x;0), entonces
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Por tanto en los siguiente supondremos que z ¢ G(x;d). Empezamos por el caso no trivial de que
z € S. Tomamos y € ENS tal que la linea recta Ty es soporte de la esfera (1 —9)S, y la linea recta
Tz separa (en E) el punto 0 de y. Tal punto y existe porque z ¢ G(x; ). Tomamos t en (1—0)SNZTy
y denotamos por t; el punto de interseccién entre los segmentos Tz y t0. Si ademds y; es el punto
de interseccién de la linea Tz con la linea paralela a 0t y pasando a través de y. Por el teorema de
tales, tenemos

ly =yl It —tall = llz —yll : lz — ]| (3.20)

Como ||t]| =1 — 0, tenemos ||z — t|| > ||z| — ||t]] = . Como z € G(x;d + h) y como t; € TZ cae
entre x y z, deducimos que |[¢1]] > 1 — 6 — h. El punto ¢; cae en el segmento unién de 0 y ¢ (puesto

que Tz separa 0 del segmento unién de z e y). Asi
[t —tall = [It] = [tall < (1= 6) = (1 =0 — h) = h.
Por tanto (3.20) implica
ly =il < llz =yl hd~" < 2h5~" (3.21)

Ahora, si y; cae fuera del segmento unién de x y z, entonces z cae entre x e y;. Por tanto, por la
desigualdad triangular,

|z =z <z —wnll < llz -yl +lly — vl

Asi
|z — 2| = [lz — yll < 2h6~'(< 6h62)

Si y1 cae en el segmento unién de x y z, entonces, por construccion, y; cae entre t1 y z (puesto que

t cae entre x e y y tt1 es paralela a yy7). Por lo tanto
y1 = (1 = X)z+ M para algin A € [0, 1]. (3.22)

Por tanto

Jall ST =AMt ST =AMt =1 = A+ A1 —6) =1— ).

Mientras, por (3.21),
Iyl = Nyl = lly = y1l = 1 — 26
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En consecuencia,

A < 2h62, (3.23)
De (3.22) y (3.23) obtenemos
lz — w1l = A|t1 — 2|| < 2\ < 462
Por lo tanto, por la desigualdad triangular,
lz = 2ll = llz =yl < lly = yull + llyr — 2] < 2h67" + 4h6™2 < 6h6~2.
Por tanto, en ambos casos
27 o — 2| = e(2;0) <27 (|lz — 2| — [lz — yll) < 3h6”.

Para completar la prueba de (Os) es suficiente con establecer el siguiente hecho intuitivamente
evidente:
Dado 2’ € G(z;8 + h) existe un z € G(z;6 + h) en S que satisface

|z —2'|| < [lz — =]

Consideremos s6lo el caso no trivial en que 6 +h < 1. Tomemos 2z’ € G(x;5 + h). Sea L' el rayo
que nace de x y pasa a través de z’. Si L' no corta el interior de la bola (1 — d — h)B, entonces

elegimos z como el segundo punto de interseccién de L' N S. Puesto que L' C G(x;6 + h).

Supongamos, ahora, que L’ corta el interior de la bola (1—§—h)B. Sea x” el punto de interseccién
de la esfera (1 —§ — h)S con el segmento [z;0] del rayo L” que nace de x y pasa a través de 0. Sea
L C E = span{z, 2’} el rayo que nace de x que soporta (1 —d — h)B y es tal que L' cae entre Ly
L". (Si L' y L” coinciden tomamos como L cualquiera de los rayos soporte). Tomamos un punto ¢
en (1—8—h)SNLyseaz” el punto de interseccion L' Ntz”. Como L' cae entre L” y L, el punto
2" cae entre t y 2. Por tanto z” = At 4+ (1 — A\)z” para algin 0 < A < 1. Como 2’ € G(z;0 + h), el
segmento unién de x y 2’ no tiene puntos en comiin con el interior de (1 — § — h)B. Por tanto o 2’

cae entre x y 2" 0 2/ = 2. asi

|z =2 < ||z =2"|| < Allz =t + Q= N) [|[= — 2"]|. (3.24)
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Como ||z"]| = ||t|| =1 - — h y como z” cae entre x y 0, tenemos

| —2"|| = llzll = [|2"] = ll=| = I}t]l < ll= Il (3.25)
Asi, combinando (3.24) con (3.25) obtenemos

o= 2'[| < Alw =t + @ = N) [l — ¢l < [l —¢l].

Finalmente elegimos z como el segundo punto de interseccién L N S. Claramente z € G(x;d + h),
puesto que la cuerda que une x con z no corta el interior de la bola (1 — § — h)B. Claramente, por

convexidad, ¢ cae entre x y z. Asi ||z — z|| > ||z — t|| > ||z — 2'||. Esto completa la prueba de (O3).

Sea r > 0. La continuidad uniforme de la funcién £(-;-) en el producto S x [r; +00) se sigue del
hecho de que la funcién e(-;-) satisface en S x [r;4+00) la condicién de Lipschitz con la constante
4r~2. En efecto, si (z,0) y (21,d1) estdn en S x [r; +00), entonces, por (O2) y (O3), en el tinico caso

no trivial de que 4, d; € [r; 1), tenemos

e(2;0) —e(x1;61) < (w30 + ||z — 1)) —e(r;01) + 27 | — 2|

3|(5 + H.%' — .731” — (51‘
[mfn(él, ) + HIL‘ — .%'1”)]2

+27 lz — 2

IN

3r72(16 — 01l + |z — 21 ) + 27 [l — 2|
4r72(16 = 0] + ||l — ).

IA

Intercambiando los papeles de los puntos (z,d) y (x1,01) y usando la simetria del lado derecho de

la desigualdad anterior tenemos
le(:8) —e(z1;01)| < 4r72(10 = 81 + [l — 1))

Supongamos que la norma ||-|| es LUR. Tomemos puntos (z,,d,) en S x [0; +00) paran =0,1,...
tales que

lim ||z,, — 20| = lim d,, = Jp = 0.

Ahora elegimos y, € G(z,;d,) tales que
lzn — ynll > e(xn,0n) >0 (n=1,2,...). (3.26)
Como y, € G(xp;0n) v, por tanto 1 — 0, < ||yn|| < 1, tenemos

1>

w >1-6, (n=1,2,...).

Asi
o + Yn

=1.

n
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Por tanto, como la norma es LUR se tiene que lim,, ||xo — y,|| = 0. Por lo tanto lim,, ||z, — y»| = 0.
Y asi, por (3.26), lim,, e(xy; d,) = 0. En particular, £(z¢;0) = 0 (ponemos z,, = ¢ y d,, = 0 para
n=1,2,...). Asi

lime(xy,;dy) = e(x0;0) = 0.
n

Por tanto la funcién e(-; -) es continua para § = 0, y esto completa la prueba de (O4) y del lema. [

3.5. Teorema de Anderson-Kadec

En esta seccién presentamos el método de prueba original de Kadec de que todo espacio de
Banach infinito dimensional separable es homeomorfo a ls. El tinico resultado “topolégico” que
usaremos es el teorema de Bartle-Graves (Corolarios 3.2.5 y 3.2.6). Los espacios de Banach con
bases juegan un importante papel en la prueba de Kadec. Necesitaremos, en particular, el siguiente

resultado debido a Banach.

Proposicién 3.5.1. En todo espacio de Banach infinito dimensional X existe una sucesion {ey}72

que es una base en un subespacio cerrado infinito dimensional de X.

Demostracién. Sea € > 0. Tomemos una sucesion {e;}7°; de ntimeros positivos tales que

p+q—1

[l @-e)=0+e)7" parapg=1.2,.... (3.27)
k=p

Construiremos una sucesion infinita {e;}7°; en X tal que

lex]| =1 parak=1,2,... (3.28)
P p+1
chek <(1- 6p)_1 Z CLCk (3.29)
k=1 k=1
(cr escalares; k =1,2,...,p+ 1; p=1,2,...). Supongamos que hemos hecho esto. Entonces combi-
nando (3.27) y (3.29) tenemos
P p+q—1 p+q ptq
chek < H (1— Em)*l chek <(l1+¢) chek (3.30)
k=1 m=p k=1 k=1
para escalares arbitrarios c¢1, g, ..., ¢prq (¢ =1,2,...). Sea Ey el espacio vectorial generado por

. k . s 1.
{ex}72, v sea E la clausura de Ey en X. Si x € Ejy, entonces v = Zk(:wl) ciper para cierto indice
k(z). Esta expresion (ademds de ser una suma finita) es dnica. En efecto, si 0 = Y ,'_; cxex, para

cierto entero n, entonces, por (3.30), ||>_,-; ckex|| = 0 para m = 1,2,...,n. Por tanto ¢; = 0 para
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kE=1,2,...,n. Paraz = Zz(jl) crer € Ep ponemos fi(z) = ¢ para k < k(z) y fi(z) = 0 para

k > k(x). Las funciones fj(-) son formas lineales sobre Ey. Estén acotadas pues, por (3.30).

| Fu@en| = sz Fnloem = 3" Foalem| < 201+2) el
m=1 m=1

para z € Fy. Asi, cada fi(-) tiene una tinica extensién, digamos, fi(-), a una forma lineal continua
en E (k=1,2,...). Definimos Sy(z) = >_}_, fr(z)ex para z € E. Claramente, por (3.30), tenemos
Sp(x) = x para n > k(x); [|Sn(z)|| < (1 +¢) ||z|| para n < k(z) y para x = Ez(jl) crer € Ey. Por
tanto lim, Sy(x) =z y [|Sn(z)|| < (1 +¢) ||z|| para n = 1,2,... y para todo = € E debido a que
Ey es denso en E y a la continuidad de Sy, (-) (n = 1,2,...) que se sigue de la continuidad de los
funcionales f(-) (k=1,2,...). Asi, lim,, S,,(z) = x para cada € E. Por tanto todo x en E tiene

la expresion
o0
=Y ful@)er.
k=1

Esta expresion es unica. En efecto, si z = ) ;2 | cxey, entonces

fo(@) = fp (Z Ck€k> = chfp(ek) =c, parap=1,2,...
k=1

k=1
(puesto fp(ex) = 0px para k,p=1,2,...).

Construimos la sucesion {e;}7°; inductivamente. Elegimos e; con |le1]| = 1 arbitrariamente.
Supongamos que para algin r > 1 ya han sido escogidos los vectores ej,es, ..., e, que satisfacen
(3.28) v (3.29). Sea W la interseccién de la esfera unidad de X con el espacio, a lo mas r-dimensional,
generado por los vectores eq, es, ..., e,. Claramente W es compacto. Por tanto existe un conjunto
finito {w;}M, C W que es una g,-red para W. Usando el teorema de extensién de H-B definimos

para cada w; una forma lineal continua g; sobre X tal que
gi(wi) = |lwil| = [lgsll =1 (i=1,2,..., M).
Como el espacio X es infinito dimensional, existe un x € X tal que
x#0; gi(x)=0 parai=1,2,..., M.

Ponemos e, = ||z|| " - 2. Claramente ||e, 1| = 1. Para terminar la induccién es suficiente con
comprobar la desigualdad (3.29) para p = r. Por la homogeneidad de la norma, la desigualdad

(3.29) (para p =) es equivalente a la siguiente
L=yl <A =)y +cers1]l (y €W, cescalar) (3.31)

Para verificar (3.31), fijamos y € W y tomamos w; de la e,-red {w; : j = 1,...,M} tal que
ly — wi|| < ep, como gi(er+1) =0y ||gi|| = 1, para cada ¢ € R tenemos

lwi + ceri1ll > [gi(wi + cery1)| = gi(wi) = 1.
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En consecuencia,
ly + cerpall = [Jwi + cerpall = ly —wil| 21—
Esta tltima desigualdad es claramente equivalente a (3.31). Esto completa la induccién y la prueba

de la proposicion. O

Ahora veremos que el problema de la equivalencia topoldgica de todos los espacios de Banach
infinito dimensionales separables se reduce al caso de espacios de Banach con bases. Empezamos
con el siguiente concepto. Si X es un espacio normado, entonces %y[X| denota el espacio nor-
mado de todas las sucesiones {x(7)}°; de elementos de X tales que lim; ||z(7)|| = 0. Admitimos
que [[{z(2)}2,4]] = sup; ||z(7)||. Las operaciones de suma y multiplicacién por escalares se definen

coordenada a coordenada. Si X es un espacio de Banach, entonces %[ X]| también lo es.

Lema 3.5.2. Sean X e Y espacios vectoriales normados. Entonces
(i) €o[X X Y] = X X 6[X x Y],
(ii) si X =Y, entonces o[ X]| = 6o[Y]. Ademds

(11i) el espacio 6yl1] tiene una base.

Demostracién. (i) El homeomorfismo deseado (incluso isomorfismo) es
{z(n),y(n)}iy — (2(1), {z(n +1),y(n)}321)

(ii) Si h: X — Y es un homeomorfismo, entonces la aplicacién h(z) = h(x) — h(0) para z € X
es también un homeomorfismo de X en Y y h(0) = 0. El homeomorfismo deseado de %p[X]
en 6plY] es

[o(n)}22) — {ham)},

Es claro que estd bien definida por ser h continua y h(0) = 0. Su inversa es

{z(n)}py — {h M (z(n) oz,
La bicontinuidad de h es clara.

(iii) El espacio €p[l1] puede verse como el espacio de las matrices de valores reales a = (a(4, j))i
tales que lim; 3, [a(i, j)| = 0 con la norma [la|| = sup; > _; [a(i, j)|. Las operaciones de adicién
y multiplicacién por escalares son entrada a entrada. Definimos, para n = 2F1(2r — 1)
(k,r =1,2,...), una matriz e, por e,(i,j) = 0 para (4,j) # (k,r); en(k,r) = 1. La sucesién
{en}2; forma una base para %p[l1]. En efecto, se tiene

o0

a=Y"ali(n), j(n))ex

n=1
donde (i(n), j(n)) = (k,r) paran = 2¥=1(2r — 1) (k,r = 1,2,...). Obviamente esta expresién

es Unica. ]
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Ahora estamos en condiciones de reducir nuestro resultado a otro méas manejable.

Proposiciéon 3.5.3. Si cada espacio de Banach infinito dimensional con base es homeomorfo a ls,

entonces cada espacio de Banach infinito dimensional separable es también homeomorfo a ls.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable arbitrario. Por la
proposicion 3.5.1, existe un subespacio cerrado infinito dimensional £ de X con base. Por nuestra
hipétesis & ~ ls. Asi usando del hecho de que Iy es isométricamente isomorfo a su cuadrado
cartesiano (puesto que es un espacio de Hilbert)y aplicando el primer corolario del teorema de

Bartle-Graves tenemos
X~EXX/E~lgx X/E~lyxlyx X/E~Iyx X.

Por otro lado usando el hecho de que todo espacio de Banach separable es un cociente del espacio
l1, teorema 3.1.3, y aplicando el corolario 3.2.4, deducimos que 1 >~ X X Y para algin subespacio

cerrado Y de ;. Por tanto, por los puntos (i) y (ii) del lema anterior, tenemos
Colll] 2 o[ X x Y] = X x 6[X x Y] ~ X X Gllh].

Por el apartado (iii) del lema anterior, el espacio 6p[l1] tiene base. Asi, por hipétesis, €o[l1] =~ lo.
Por tanto ls ~ X X ly. Asi, I ~ X. ]

El resto de esta seccién se dedica a la prueba del siguiente

Teorema 3.5.4. Todo espacio de Banach infinito dimensional con base es homeomorfo a ls.

Mas precisamente, si X es un espacio de Banach, |- | la norma de X, {ex} una base para X

con funcionales coeficientes { fi}, entonces existe un homeomorfismo H de X en ly tal que
(%) H(tr) =tH(x); sgn (H(x)(k)) =sgn fr(z)

(xeX;teR k=1,2,...).

La idea de la prueba del teorema 3.5.4 se puede esquematizar como sigue. Primero, aplicando
el teorema 3.3.5 renormaremos X con una norma LUR de forma que la base {ex} sea ‘ortogonal’
(lo que denominamos (Bj)) y la convergencia con respecto a los funcionales coeficientes de una
sucesién de elementos de la nueva esfera unidad sea equivalente a la convergencia en norma (lo que
denominamos (Bs)). El punto crucial de la prueba es la construccién sobre la nueva bola unidad de
una cierta funcién F(-)(véase la proposicién 3.5.5) con la propiedad de que para cualquier sucesién
{ar} de escalares la serie ), ayei es convergente a un elemento de la nueva esfera unidad si y
solamente si lim, F'(} ,_; aker) = 1. Hecho esto, asignaremos a cada x = Y o, fe(x)er en la

nueva esfera unidad la sucesién

o0

2

F(zn: fk(:c)ek) — F(nz:l fk(a:)ek>] sgn fn(x)
k=1 k=1

h(z) =

n=1
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comprobaremos que h(-) es un homeomorfismo de la nueva esfera unidad de X en la esfera unidad
de ls. Y, como hicimos en el capitulo anterior, lo extenderemos a un homeomorfismo de X en [s.

Para ello utilizaremos el lema 2.4.6.

Observemos que la construccién del funcional F'(-) es facil en el caso donde la base es completa-
mente acotada, es decir tiene la siguiente propiedad: Una serie ), aiej, converge si y solamente si
la sucesién de sus sumas parciales est4 uniformemente acotada. En este caso ponemos F(z) = ||z
donde ||-|| denota la nueva norma. En el caso general la construccién de F'(-) se basa en las técni-
cas que se han utilizado en el lema 3.4.1 para establecer algunas propiedades de los médulos de

convexidad local uniforme.

Recordemos que de acuerdo con el teorema 3.3.5 en cualquier espacio de Banach X con base

{er} existe una norma equivalente ||| que verifica las siguientes condiciones:
(By) si|e1] > |ea| y €1 - c2 > 0, entonces, para reales cualesquiera aq,...,a,—1 y paran =2,3,...,

7

>

n—1 n—1
E akger + cién E axer + C2en
k=1 k=1

(B2) limy, ||z, — zo|| = 0 si y solamente si lim,, ||z,| = ||zo|| ¥ Um,, fx(zn) = fx(zo) para k € N.

(B3) la norma ||-|| es LUR.

Ahora y en lo que sigue denotaremos por f, al enésimo funcional coeficiente de la base {ej}.

Usaremos también la notaciéon manejada anteriormente:

Py(z) =0; Py(x) = ka(x)ek paran =1,2,... (z € X)
k=1

Proposicién 3.5.5. Sea X un espacio de Banach con una base {ex} y sea la norma ||-| de X
que satisface las condiciones (B1),(B2) y (Bs). Entonces existe una funcién real y continua F(-)

definida en la bola unidad de X y que satisface las siguientes condiciones:
(a) Si0 < ||z|| <1, entonces 0 < F(x) < 1; F(0) =0; F(z) =1 siempre que ||z| = 1.
(b) Para cada indice fijo n y nimeros reales ay,az, . ..,an—1 tales que

n—1
E areg
k=1

<1

la funcion (o) = F(3.721 aper +aey,) es estrictamente creciente para o > 0 y estrictamente

decreciente para o < 0.



60 TEOREMA DE ANDERSON-KADEC

(c¢) Si una sucesion de nimeros reales {ay}7° | satisface la condicion

n n
Zakek <1 paran=1,2,... y limF Zakek =1,
k=1 " =1

. 0o
entonces la serie Y o | apey converge.

Demostracion. Para

T = ka(x)ek eX
k=1
definimos:

L(w) - G{yEX:y: (1_)‘)Pn—1($)+)‘Pn($)§0§)\§ 1}
n=1

pe) = e(l=™ 21— [lzl)) para0 < |z <1, ¢(0) =1
op(z) = inf{p(y):ye L@} ([z]|<1)
Fz) = [lz|*(1-¢()* (l=l <1)

L(z)

€3

Veremos que la aplicacion F' satisface las propiedades buscadas.

= La continuidad de F':

Claramente es suficiente probar que ¢ es continua. Sean 0 < n < r < 1. Usando propiedades
elementales de la composicién de funciones obtenemos de (Bs) y de la condicién (O4) que ¢
es uniformemente continua en el anillo /4 < ||y|| < r. En particular existe un 0 < § < n/4

tal que para y; con /4 < |ly;|| <r (i = 1,2) tenemos la implicacién
si [ly1 — ol <6, entonces |p(y1) — @(y2)| <. (3.32)

La implicacién (3.32) es también cierta para elecciones arbitrarias de puntos y; tales que
llyill <7 (i = 1,2). En efecto, si uno de los puntos es de norma < /4, entonces el segundo

tiene norma < n/4 + § < n/2. Por tanto, por (O;) tenemos

lo(y1) — @)l <1 —w(y1) +1—(y2) < llyrll + llyall < n.
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Ahora, elegimos z; con 0 < ||z;|| < r (i = 1,2) y tomamos y2 € L(x2) tal que p(y2)—n < ¢(z2).
Como y2 € L(x2), existe un A € [0;1] y un entero n tal que

Yo = (1 — )\)Pn_l(aZQ) + )\Pn(ﬂfg) = Pn_l(xg) + /\fn(xg)en.
Definamos y; = (1 — A\)Py—1(x1) + APy (x1). Por (By),

yill < N[Pn (i) || < U [[ P ()] = flzil] - (i = 1,2)

ly2 — y1ll < M[Pu(z2 — z1)[| + (1 = A) [[Pa1 (22 — 1) || < [|22 — 21|

Asi, por (3.32), si ||x1 — 22| <0y ||| <7 (i = 1,2), entonces

P(x1) — d(x2) < p(w1) — o(22) +1 < 21,

Intercambiando los papeles de x1 y 2 tenemos

P(z2) — ¢(x1) < 21.

Luego si ||zi]| <r (i = 1,2), entonces, para cada n > 0, existe § > 0 tal que si ||z1 — 22| < 9,
entonces

|p(z2) — ¢(x1)]| < 2.

Asi, hemos visto que ¢ y ¢ son uniformemente continuas en cada bola ||z|| < r. De nuevo,
aplicando resultados elementales en composicién de funciones obtenemos de (O4), que ¢ es
continua en cada punto x con ||z|| = 1y ¢(z) = 0. Por tanto ¢ es continua en la bola unidad.

Asi, para todo z en la bola unidad tenemos
0 < ¢(z) < p(P,(z)) para todon,

esto es
0 < ¢(2) < lmp(Pa(2)) = 0 (2).

Por lo tanto si ||z|| = 1, entonces ¢(x) = 0 y, para x1 con [|z1| <1

[9(x) — ¢(x1)| = ¢(w1) < p(21) = |p(z) — @(x1)].

Esta desigualdad muestra que ¢ es continua en la bola unidad y uniformemente continua en

cada bola ||z|| <r (0 <r < 1). Por tanto F tiene las mismas propiedades.

= Condicién (a):

Claramente F(0) = 0y 0 < F(z) < 1 para 0 < |[[z]] < 1 (pues, para 0 < |z| < 1,
0 < ¢(z) < 1). Ya hemos visto en la prueba de la continuidad de ¢ que si ||z|| = 1, entonces

0 = [¢(x)]? = 1 — F(z). Por otro lado, si suponemos que F(z) = 1 para algin z con |z| < 1.
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Entonces ¢(x) = 0. Por tanto, por definiciéon de ¢, existe una sucesién {y}3>, en L(z) tal
que limg ¢(yx) = 0. Como ¢(0) = 1, podemos asumir sin pérdida de generalidad que yy # 0
para k = 1,2,.... Por tanto, por (O1)

o(yr) = (o lurll ™51 = llwel) > 1= llup 20 (k=1,2,...).
Por tanto, limy ||yx|| = 1. Como yi € L(x), tenemos (por (Bj))
Joell < lm [[Pu@)] = ol €1 (k=1.2,...).
Ast ||z = 1.
Condicién (b):
Sea

n—1
z(a) = Z ager +ae, (—o0o0 < a < o0)
k=1

Entonces la definicién del conjunto L(z) implica que si a1 - a2 > 0y |aq| > |ae|, entonces
L(z(a1)) D L(z(aw)). Si, ademés ||z(a;)|| <1 (i =1,2), entonces ¢(z(a1)) < ¢(x(ag)) y (por
(B1)) [|lz(a)|| > [Jz(a2)||. Asi F(z(a1)) > F(z(a2)). Esto es equivalente a (b).
Condicién (c):
Sea {a,}>2; una sucesién de nimeros reales tal que si x, = > ,_; agex, entonces ||z, < 1
(n=1,2,...)y lim, F(z,) = 1. Claramente, la iltima condicién implica que lim,, ¢(z,) = 0.
Por lo tanto, podemos elegir y,, € L(zy,) (n = 1,2,...) tales que lim, ¢(y,) = 0. Por tanto
existe un N tal que y,, # 0 para n > N (pues ¢(0) = 1). Como y,, € L(x,) existe un indice
k(n) y An € [0,1] tal que

Yn = (1 = An) Prn)(Tn) + M Prn)+1(Tn) = Prpn)(Tn) + M) +1€kn)+1
paran=1,2,...

Observemos que para verificar (c) es suficiente probar que
Sim > k(n), entonces x,, € G <HynH7 1- ||yn||) paran > N (3.33)
Yn

En efecto, por definicién de la funcién e(x;d), se obtiene de (3.33) que

Yn
H Yn

o =2l < 42 (201 = ol ) = 40(0) parapeg > k() (0> )

Por tanto la condicién lim, ¢(y,) = 0 implica que {x,,}7°_; es de Cauchy. Como X es un
espacio de Banach, existe = € X tal que lim,,, x,,, = . Claramente fi(x) = lim,,, fx(xm) = ax
(k=1,2,...). Asi z = ;2 axer, puesto que {e,}5°; es una base para X. Para completar

la prueba tenemos que comprobar (3.33).
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Se sigue de la hipétesis m > k(n) y de la definicién de y,, que

m = Yn T (1 - )‘n)ak(n)+lek(n)+l + Un,m

donde vy, = 0 para m = k(n) + 1y vpm = ZZL:,C(“)H arer para m > k(n) + 1. Asi, para
0 <t <1 tenemos

tyn

[yl + (1 =t)zy = (1 HynHil +1=yn+ (1 —A)(1 - t)ak(n)+lek( )41+ (1 = t)vn,m.

Observemos que t ||y, || ' +1—t > t+1—t =1 pues |Jy,| < 1. Por tanto usando la igualdad

Yn = Z ager + AnQp(n)+1€k(n)+1
k=1
y aplicando (B7) obtenemos
t
H t):cm’z H( + 1= )| > lyall.
IIynH [yl

Pero esto significa que 2y, € G(|lynll ™" yn: 1 = |lynl]) v esto termina la prueba de (3.33) y de

la proposicion. O

Demostracién del teorema 3.5.4. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional con una
base {er} y sea |- | la norma original de X. Definimos, de acuerdo con el teorema 3.3.5, una norma
equivalente en X, digamos ||-||, que verifica las condiciones (B7), (B2) y (B3). Ahora construimos
un funcional F' que verifica junto con la norma |[|-|| y la base {ex} las condiciones (a), (b) y (c) de
la proposicién anterior. Definimos un homeomorfismo h entre la esfera unidad {x € X : ||z| = 1}

en la esfera unidad de Iy por

1
h(z) = {[F(Pa(z)) = F(Pa1())]2 sgn fn(2)}55
Los siguientes lemas muestran que h tiene las propiedades deseadas.

Lema 3.5.6. h es inyectiva y lleva la esfera unidad {x € X : ||z|| = 1} a la esfera unidad de ls.

Demostracién. Por (b), [F(P,(z))—F(P,—1(x))] > 0 paran = 1,2,... Por tanto, por continuidad
de F,

Y h@)(m)]? = [F(Pa(x)) = F(Pu-1())] = im F(Py(x)) = 1
n=1 n=1
(Puesto que la serie es telescépica, ||z|| = 1y lim, P,(z) = x se tiene que lim F(P,(z)) = F(x) = 1).

Asi, para cada x € X con ||z|| =1, ||h(z)]| = 1.

Ahora, elegimos y = {y,}22, € Iy con |ly||* = 322, [y(n)]*> = 1. Claramente |y(1)| < 1.

n=1

Por lo tanto, por (b), la ecuacién F(ae1) = [y(1)]? tiene una tnica solucién, digamos ag, tal que
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sgn a; = sgn y(1). Supongamos que para algin n > 1 los nimeros reales a1, ag, ..., a,—1 han sido

univocamente determinados de forma que para k=1,2,...,n—1
k k—1
F(Yaier) ~ F(3aier) = k] san y(k) = sen ax. (3.34)
i=1 i=1

Como ||ly|| = 1, se sigue de (3.34) que

L=F (ni wei) =1~ S |r (i aiei) — F (§ )] =S R 20 (335)
=1 k=1 =1 =1 k=1

Consideremos la funciéon .
ne
(o) =F (Z ageyp, + o - sgn y(n)en) .
k=1
Claramente 1(0) = F(ZZ;% ager). Se sigue de (3.35) y de las condiciones (a) y (b) que si y(n) # 0,
entonces existe un tnico @ > 0 tal que 1 = ¥(&) > [y(n)]* + F(37Z| axex). Por tanto, por la

continuidad de F, si y(n) # 0, entonces la ecuacién

tiene una solucién, digamos ay,, en el intervalo [0;&]. Por (b), esta solucién es unica. Ponemos

an = apsgn y(n). Si y(n) = 0, entonces, por (b), a, = 0 es el nimero para el que la igualdad

F(g ak€k> - F<§ ak@c) =[y(n)]> =0

se cumple. Esto completa la definicién inductiva de la dnica sucesién {a,}>2; que satisface (3.34)
para k =1,2,.... Claramente (3.34) implica que

n

F(éakek) =S P

k=1
Como ||y|| = 1, tenemos que lim,, F'(}_,_, axex) = 1. Por tanto, por (c), laserie > 72 | agey converge.

Sea x =Y p; agei. Como
n
F(z) = h}}lF(% akek) =1

la condicién (a) implica que ||z|| = 1. Claramente tenemos que h(x) = y. Por tanto h lleva la esfera

unidad de X en la esfera unidad de /2. Finalmente, la unicidad de la sucesién {a,}5° ; implica que

h es inyectiva. O
Lema 3.5.7. Sea {x,,}5°_y con ||xn| = 1, para m = 0,1,..., una sucesion en X. Entonces se
tiene que limy, ||y, — xol| = 0 si y solamente si

hran(h(a:m))(n) = h(xzo)(n) paran=1,2,... (3.36)
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Demostracién. La necesidad de (3.36) es un consecuencia directa de la definicién de h y de la

continuidad de F'. Para probar la implicacién opuesta, obtendremos de (3.36) que
lim f, () = fu(xg) paran=0,1,2... (3.37)
m
donde por conveniencia consideramos fo(x) = 0 para z € X. Como la norma ||-|| satisface (Bz2),
(3.37) nos lleva al resultado deseado.
La prueba de (3.37) la haremos por induccién sobre n. Es claro para n = 0. Supongamos que
(3.37) se verifica para 0 < n < k. Entonces, en particular
lim Pr—1(xm) = Pr-1(x0). (3.38)

Consideremos dos casos:

1°. fx(xo) # 0. Entonces (3.36) implica que sgn fi(z,,) = sgn fr(zo) para casi todo m, puesto
que, por (b), tenemos que sgn (h(xn,))(k) = sgnfi(zm) param =0,1,....

Como la sucesion { fi(xm)}o0_; estd acotada (|fx(zm)| < || fellllzml = || fell m = 0,1,...),
podemos suponer sin pérdida de generalidad (cambiando, si es necesario, la sucesién {x,, }°>°_;
por una subsucesién adecuada) que el limite, lim,, fix(z) = «, existe. Entonces, por (3.36)

y (3.38), tenemos

F(Py(x0)) = F(Pe-1(z0)) = Hm[F(Py(zm)) = F(Pp1(zm))]
= F(Pg_1(z0) + ae,) — F(Pi—1(x0))-
Asi
F(Px(x0)) = F(Pg_1(z0) + fr(zo)ex) = F(Pr_1(x0) + aeg),
mientras que
sgn fr(zm) =sgn fr(zo) =sgn a.

Por tanto, por la condicién (b) tenemos
o = fk (%0)

2°. fr(zo) = 0. Silimsup,, frx(xm) > 0, entonces, cambiando, si es necesario, la sucesion {x,, }°0_;
por una subsucesién adecuada, podemos suponer que existe lim,, fix(zm,) = a # 0. Asi (3.36)
y (3.38) implican
F(Py(x0)) = F(Pr-1(z0)) = 0=1Hm[F(Py(zm)) = F(Pp-1(m))]
= F(Py-1(z0) + aeg) — F(Py-1(z0))-

Por tanto F(Py(x0)) = F(Px—1(z0) + aer). Asi, por (b), @ = 0, que es una contradiccion.

Esto completa la inducciéon y por tanto el lema. ]
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Ahora estamos en condiciones de completar la prueba del teorema 3.5.4 . La continuidad de A~
se sigue del lema 3.5.7. La continuidad de h se sigue del lema 3.1.4 que afirma que la convergencia en
norma y puntual en la esfera unidad de I coincide y del lema 3.5.7. Por tanto h es un homeomorfismo

entre las esferas unidad de X y [o.

Finalmente definimos el homeomorfismo H de X en [y por

0 para x = 0,
o]l - h(rZ)  para @ #0.

|||

Como vimos anteriormente, tal definicién a partir de un homeomorfismo entre las bolas unidad
de los correspondientes espacios constituia un homeomorfismo entre los espacios. Asi pues, para
completar la prueba sélo hemos de comprobar que H satisface las condiciones de (% ). La segunda

es inmediata por (b) y como

tx tx z
Hitr) — Wﬂthmﬂ)zﬁwﬂm<ﬂwﬂ)zﬁwﬂm<%ntwﬂ0
T X
= [t|l|=llsgn ¢ <M> =t el <|wH> — e

se tiene que, en efecto, H satisface (¥ ). Asi pues, queda probado el resultado. ]

Ahora estamos en condiciones de poder enunciar y probar el resultado perseguido durante este

estudio.

Corolario 3.5.8. Todo espacio de Banach infinito dimensional separable es homeomorfo a ls.

Demostracién. Se obtiene el resultado combinando el teorema 3.5.4 con la proposicién 3.5.3. [

Corolario 3.5.9. Todo par de espacios de Banach infinito-dimensionales separables son mutua-

mente homeomorfos.

3.6. Teorema de Anderson

Hemos dedicado este capitulo a la prueba del hecho de que si un espacio de Banach es separable,
entonces es homeomorfo a lo. Esto es, topoldgicamente, son iguales. En realidad podemos establecer

un resultado ain maés general.

Teorema 3.6.1. Todo espacio de Fréchet separable es homeomorfo a ls.

Este resultado, que recibe el nombre de Teorema de Anderson-Kadec, responde a una pregunta
que planted Fréchet [10], pp. 94-96 (1928) y Banach [2], p. 233 (1932). Esta pregunta fue abordada
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por varios matemadticos. Histéricamente la primera contribucién fue hecha por Mazur [23](1929)
quién probé que todos los espacios L, y I, (1 < p < 0o0) son homeomorfos al espacio de Hilbert ls.
Este resultado fue generalizado al caso de los espacios de Orlicz y a otros espacios de funciones por
Kaczmarz [12] y M. H. Stone [26]. El homeomorfismo entre ¢y y l2 fue establecido por Kadec [13]
en 1953. Después, en una serie de articulos Kadec probé sucesivamente que todos los espacios de
Banach infinito dimensionales separables y uniformemente convexos (Kadec [14]), reflexivos (Kadec
[15]), conjugados (Kadec [16] e independientemente Klee [20]), con base incondicional (Kadec [17]),
con base (Kadec [18], [19]) son homeomorfos a l. El tltimo resultado combinado con un resultado
de Bessaga y Pelczynski [3] (que establece que si X es un espacio de Banach separable que contiene
un subespacio homeomorfo a [y, entonces X es homeomorfo a l2) nos da el homeomorfismo de
todos los espacios de Banach separables (como hemos visto en este capitulo). Finalmente en 1966
Anderson [1] probé que I es homeomorfo al producto infinito numerable de rectas, que combinado
con el resultado de Kadec mencionado arriba y un resultado de Bessaga y Pelczynski [4] da el

teorema 3.6.1.

Esta seccién esta dedicada a la exposicion del teorema de Anderson. Si bien, no vamos a dar
una prueba autocontenida del mismo, en el sentido de que no vamos a probar todos los resultados

necesarios. Pero enunciaremos los resultados imprescindibles para la prueba del mismo.

El Aparato Topolégico

Un espacio de Keller es cualquier conjunto convexo compacto e infinito-dimensional que es

afinmente homeomorfo a un subconjunto del espacio de Hilbert Is.

Sea W un conjunto convexo en un espacio vectorial topolégico X. Un punto xg € W es interno
para W si y solamente si 0 es interno para W — xq si y solamente si para todo y € W — xg, existe
un ¢ > 0 tal que —cy € W — . El conjunto de los puntos internos de W se denota por rint(W) y
rbd(W) = W \ rint(W). El punto xg es casi interno para W (zg € alint(W)) si

{y € W:3ec>0tal quexg — c(y —x9) € W} =W.

Ext(W) denota el conjunto de todos los puntos extremos x € W, esto es aquéllos tales que si x —y,

xz+ 1y € W entonces y = 0.

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es un T-conjunto si

{fed(@ X): f(Q) c A} =C(Q,X)
donde @ = [0;1]N y la clausura se toma en la topologia compacto-abierta. La clase de los T-conjuntos
en X la denotaremos por .7 (X).

El resultado que utilizaremos en la prueba de Anderson y que incluiremos aqui sin prueba es el

siguiente. Para mds informacién ver [5].
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Proposicién 3.6.2. Sea W un espacio de Keller y sea A € 7 (W) un Gg. Si se cumple la condicion
rint(W) #0 y ACrbd(W), (3.39)

entonces A es homeomorfo a RY.

Prueba del teorema

Podemos probar ahora el teorema de Anderson.

Teorema 3.6.3. El espacio de Hilbert lo es homeomorfo al producto numerable de lineas, esto es,
a RN,

Demostracién. Para un conjunto A C B, donde B es la bola unidad de ls, denotamos por A al
conjunto A dotado de la topologia de la convergencia coordenada a coordenada. Cuando escribamos

A lo haremos para denotar el espacio topoldgico con la topologia inducida por la norma de [s.

Claramente B es un espacio de Keller. Para cualquier funcién continua f : Q — E, podemos
definir f, : Q — B por la férmula
1/2

n
n

fula) = S @G+ (1= =5 S@OP | o

n+1 pt

para q € @, donde v; es el i-ésimo vector unidad en lg, es decir, v;(i) = 1 y v;(k) = 0 para k # 1.
Claramente, la sucesién f, converge uniformemente en @, y f,(Q) C S \ {v1} para todo n € N.

Claramente el conjunto
B\ (S\{vi}) ={wi} U(B\S)
es un F,, y por lo tanto, S\ {v;} es un Gs. Ademés S\ {v1} es disjunto de rint(B) = B\ S. Por

tanto, por la proposicién 3.6.2
S\ {v1} ~ RN

Definimos la proyeccién estereografica h : S\ {—v1} — 19, y la traslacién g : I — I, donde

19 = {x €y : 2(1) = 0}, mediante las férmulas

h(:c):{ r—z(1) v para x € ST;
(x —x(1)-vy) ||z — ZL‘(l)U1H_2 parax € (S\ ST)\ {v1}.

g(x)(n) =x(n+1) para z2€l), neN

Tanto A como g son homeomorfismos y, por tanto, tenemos

l22l825’\{—01}25\{01}
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Pero, gracias al lema 3.1.4, tenemos que

S\ {v1} ~ S\ {v}
y, por ende, la hipétesis del teorema. ]

Observacién 3.6.4. Observemos que la pieza clave en la prueba es el hecho de que en la esfera
unidad de la la topologia de la norma y la de la convergencia coordenada a coordenada coincidan.

Esto es, la propiedad de Kadec-Klee.

Observacion final

Hemos visto que todo espacio de Banach queda caracterizado topolégicamente por su caracter
de densidad. El mismo resultado es cierto, como hemos comentado, para los espacios de Fréchet.
Nos podriamos plantear la hipétesis de si esto es cierto en los espacios normados en general, es

decir prescindiendo de la completitud en el caso de los espacios de Banach.

La clasificacién topoldgica en este caso no es tan sencilla. Para més informacién al respecto ver

[5], capitulo 8.
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Capitulo 4

Espacios reflexivos

% emos visto en el capitulo anterior que todos los espacios de Banach infinito-dimensionales
separables eran homeomorfos, y ddbamos algunas propiedades de éste aunque no podiamos cons-
truirlo explicitamente debido al uso del teorema de Bartle-Graves. Ahora abordaremos el problema
del cardcter de densidad en general, para ello introduciremos la hipdtesis adicional de la reflexividad.
La construccién de tal homeomorfismo la haremos en la seccién 4.4 de este capitulo. Las pruebas de
estos resultados estan basadas en la técnica topoldgica de descomposicién que desarrollamos en las
secciones 4.1 y 4.2, las bases de proyecciones del andlisis funcional, y algunos resultados especiales

sobre el cardcter de isomorfia de ciertos espacios de Banach.

4.1. EIl método de la descomposicion

Sean X e Y espacios topoldgicos. Se dice que X es un factor de Y, que notaremos por X | Y, si
existe un espacio topoldgico Z tal que Y = X x Z. Para identificar los factores topoldgicos de los

espacios de Banach usaremos las siguientes proposiciones.

Proposicion 4.1.1. Supongamos que X es un espacio de Fréchet y Z es un espacio topoldgico.

Entonces cada una de las condiciones siguientes es suficiente para que Z | X .

(a) Z es homeomorfo a un subespacio cerrado de X .
(b) Z es homeomorfo a un cociente del espacio X .

(c) Eziste un operador lineal y continuo de X sobre Y con Z =Y.

Demostracién. Es s6lo una reformulacion de los corolarios 3.2.4 y 3.2.5 O
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El concepto de factor topoldgico es crucial en el estudio y planteamiento de la herramienta de

la que trata esta seccién. Para establecerla aiin es necesaria una definicién més.

Definicién 4.1.2. Dados X e Y dos espacios topoldgicos. Se define C(X,Y) como el espacio
formado por las funciones continuas de X en Y junto a la topologia compacto-abierta, que tiene
como base los conjuntos de la forma V(K,U) = {f € C(X,Y) : f(K) C U} para elecciones

arbitrarias de compactos K en X y abiertos U enY.

Algunas propiedades fundamentales de los espacios que acabamos de definir son las siguientes

Lema 4.1.3. Dados X, Y y T espacios topologicos se tiene que
CT,XxY)=C(T,X)xC(T,Y)

Si, ademds X =Y entonces
C(T,X)=C(T,Y)

Finalmente, tenemos también que C({z},Y) =Y para cualquier conjunto unipuntual {x}.

Demostracion. Para demostrar la primera de las afirmaciones, definimos el operador
T :COT,XxY)—C(T,X)xC(T,Y)

como el que a cada f € C(T, X xY) le asigna Y(f) = (Px o f, Py o f) donde Px y Py son las
proyecciones naturales de X x Y en X y en Y respectivamente. T esta claramente bien definido y

ademés es biyectivo, puesto que su operador inverso es Y~1(f, g)(t) = (f(t), g(t)).

Veamos que ambas aplicaciones son continuas: Dados K1, K2 compactos en T', U; abierto en X
y Uy abierto en Y, consideramos los abiertos en X x Y, V; =U; xY y Vo = X x Uy y llamamos
W1 = V(Kl, Vl) N V(KQ, Vg) y WQ = V(Kl, Ul) X V(KQ, UQ). Afirmamos que

T(Wy) = Wo.

Si esto es cierto, tendremos la bicontinuidad de Y. Ahora bien, dado F' € Wj tenemos que
Pi(Y(F)(t1)) € Uy para cada t1 € K1, y Po(Y(F)(t2)) € Uy para cada to € K, o lo que es lo
mismo Y (F') € Wa. Por otro lado, dado (f,g) € Wa, la aplicacién F(t) = (f(t),g(t)) estd en Wy y

Y(F)=(f,g). Es decir, la afirmacién anterior es cierta.

Para probar la segunda de las afirmaciones, consideramos ¢ : X — Y un homeomorfismo y
definimos ¢ : C(T,X) — C(T,Y) como aquel operador que a cada f € C(T,X) le asigna la
aplicaciéon (f) = ¢ o f. Como ¢ y f son continuas, 1 estd bien definida. Ademds, dados K un
compacto de T y U un abierto en Y, si llamamos V = ¢~ !(U), entonces es rutinario comprobar
que Y(V(K,V)) =V(K,U) y, por tanto, ¢ es un homeomorfismo.
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Finalmente, para probar la tercera afirmacién, consideramos la aplicaciéon ¢ : C({z},Y) — Y
que lleva cada funcién f € C({z},Y) a f(z) € Y. Evidentemente, para cada abierto U de Y si
consideramos el abierto V({z},U) se tiene que ¢(V({z},U)) = U, y, como es biyectiva, ¢ es un

homeomorfismo. O
Lema 4.1.4. Dados S, T espacios compactos y X arbitrario, se tiene que

C(S x T, X) = C(S,C(T, X))

Demostraciéon. Consideremos la aplicacién
0:C(SxT,X)— C(S,C(T, X))

definida por 6(f)(s)(t) = f(s,t). Gracias a la continuidad de f es sencillo probar que para cada
s € S fija, la aplicacién 0(f)(s) estd en C(T,X). Para ver que 6 estd bien definida, es necesario
probar que 6(f) es continua para cada f € C(S x T,X). Supongamos que no lo es. Entonces,
podemos suponer la existencia de un compacto K C T, un abierto U C X, con 6(f)(s)(k) C U y
de una red {s, C S} que converge a s € S'y tal que 0(f)(sa) ¢ V(K,U). Pero entonces, existe una
red en K, {t,} tal que

f(sa,ta) =0(f)(sa)(ta) €U

Pero, como K es compacto, tomando subredes podemos suponer que ¢, converge a un cierto t € K,

y, por tanto
F(s,8) =1 f (s, ta) = im(f)(sa)(ta) € X\ U

Pero como f(s,K) = 6(f)(s)(k) C U, llegamos a una contradiccién y, por tanto, 6 estd bien
definida.

Observemos que hasta ahora no hemos supuesto nada acerca de los espacios topoldgicos. Veamos
ahora con todas las hipotesis que 6 es, en efecto, un homeomorfismo. La inyectividad es inmediata.
Dado F € C(S,C(T, X)) definimos f(s,t) := F(s)(t). Vamos a probar que f estd en C'(S x T, X),
para ello, consideremos una red (sq,%q) convergente a (s,t), y U un entorno arbitrario de f(s,1).
Como f(s,t) = F(s)(t) y F(s) es continua, existe un cierto «; de forma que para todo o > ay se
tiene F'(s)(tq) € U. Ahora bien, el conjunto K := {t, : a > a1} U{t} es compacto y F(s)(K) C U,
pero como s, converge a s y F' es continua entonces F'(s) converge a F'(s) en C(T, X) y, por tanto,
existe un cierto ay tal que para cada o > a se tiene que F(s,)(K) C U. Pero entonces, si llamamos
ap = max{ay, as} entonces para cada « > ag se tiene que f(Sq,ta) = F(Sq)(ta) estén en U. Esto
es, f € C(S x T, X). Pero, claro 6(f) = F. Con lo que obtenemos la suprayectividad de 6. Dados,
K, C S, Ko C T compactos y U C X abierto, se tiene que (V (K1 x K2,U)) = V(K31,V(K2,U)),
como los primeros forman una base de la topologia en C'(S x T, X) y los segundos una base de

C(S,C(T, X)) se tiene que 0 es bicontinua y terminamos la prueba. O]
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Ahora estamos en condiciones de establecer la citada herramienta denominada Método de des-

COMpPOSICION:

Proposicién 4.1.5 (El método de descomposicién). Supongamos que los espacios topoldgicos

X, Y y T satisfacen las siguientes condiciones:
(i) X xC(T,X)=C(T,X), Y xC(T,Y) = C(T,Y).
(ii) X|Y,eY | X.

(iii) Y = C(T,Y).

Entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracién. Por (ii), existen espacios topoldgicos Z y Z' tales que X « Y X ZyY = X x Z'.

Por lo tanto, por el lema 4.1.3, y la conmutatividad y asociatividad del producto cartesiano, tenemos

Y

IS

C(T,Y) = C(T, X x Z') = C(T, X) x C(T, ')
o XxOT,X)xC(T,Z')=X xY.

Por otro lado
X 2 YXZ2CTY)XxZ2Y XxC(T,Y)xZ<=Y x X.

Por lo tanto X =Y. O

En el caso en que el espacio topoldgico T' es un punto, tenemos:

Corolario 4.1.6. Si X = X2, Y =Y?2 y X |Y,Y | X, entonces X =Y.

Muchas de las aplicaciones de la proposicién 4.1.5 corresponden a las siguientes elecciones del
espacio T": El conjunto de los enteros positivos N; el espacio w que es la compactificacién por un
punto de N, y el discontinuo de Cantor generalizado D*, donde D = {=1,1} y A es un conjunto
infinito. Veamos casos en los que la condicién (i) de la proposicién 4.1.5 es siempre cierta, para ello

definimos:

Definicion 4.1.7. Se definen los siguientes espacios.
1. XN=C(N,X)
2. cX]=Cw,X).

Definicién 4.1.8. Un grupo topoldgico es un par (G,7), donde G es un grupo, T una topologia y

las aplicaciones (f,g) — fg, f — f~' son continuas.
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Proposicion 4.1.9. Tenemos

(a) XN o X x XNy ¢[X] = X x c[X] para cualquier espacio topoldgico X ;
(b) C(D4,X) = X x C(DA,X) para todo grupo topoldgico X ;

(c) SiT es un espacio topoldgico infinito, Hausdorff, localmente compacto y o-compacto, entonces
C(T,X) = X xC(T,X) para cada espacio de Fréchet X.

Demostracién. Para (a) observamos que la férmula (x,,) — (z1, (zp+1)) define los homeomorfis-

mos deseados. Nétese que del resultado (a) se sigue que, para cualquier espacio topoldgico Z,
X | Z=Z=XxZ (4.1)
En efecto, si ¢[X] | Z entonces, para algun espacio topoldgico V', tenemos
ZocX|xVaXxcX|xVeXxZ

Para probar (b) en primer lugar observamos que si G es un grupo topolégico arbitrario y 7" es un

espacio topolégico, entonces la funcién

= (fto), f(to) /)

es un homeomorfismo de C(G,T') sobre el producto G x V, donde V es el espacio de todas las

funciones continuas g : T' — G tales que, para un ty fijo, g(to) es el elemento neutro del grupo G.

Claramente, si X es un grupo topolégico, entonces el espacio ¢[X] tiene la estructura natural

de grupo topoldgico. Por lo tanto,
C(DA, ¢[X]) 2 e[ X] x V

en particular
c[X]| C(DA, ¢[X)) (4.2)

Como C(S xT,X) = C(S,C(T, X)) para todo par de espacios compactos Sy T, tenemos
C(D4,¢[X]) = C(D?,C(w, X)) = C(D? x w, X),

de donde, por (4.2), ¢[X] | C(D4 x w, X). Por lo tanto, por (4.1), para completar la prueba de (b)
es suficiente ver que D es homeomorfo a D? x w, y por lo tanto C(D4, X) = C(DA x w, X). Para
este fin, nétese que DY v DN x w, puesto que todo espacio compacto perfecto y de dimensién cero

es homeomorfo al discontinuo de Cantor ([22]). Por lo tanto
D* = DA 5 DN 2 DA x DN x w2 DA x w

para todo conjunto infinito A (el cual suponemos contiene una copia de N).
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Ahora vamos a demostrar (c). Por (4.1), es suficiente ver que
cX] | C(T, X). (4.3)

Bajo las hipétesis de (c), C(T, X) tiene estructura natural de espacio de Fréchet, esto es, admite una
distancia invariante por traslaciones y completa, por lo tanto, por la proposicién 4.1.1, es suficiente
encontrar un subespacio Y de un cociente de C(T, X)) tal que Y « ¢[X]. Como T es un espacio
infinito de Hausdorff, existe una sucesién (U )nen de subconjuntos abiertos no vacios y disjuntos

dos a dos en T'. En cada U,, tomamos un punto ¢, y sea
A={t,:neN}

La aplicacién restriccién C(T, X) — C(A, X) es suprayectiva y lineal. Por lo tanto C(A4, X) es
isomorfo a un espacio cociente de C(T', X). Definimos el operador lineal u : ¢[X]| — C(A, X) por
u((zn)) = f con f(t;) = z; parai € Ny f(t) = limy, x,,, para t € A\ {t, : n € N}. Tenemos
que u es un embebimiento lineal. En efecto, la linealidad y la inyectividad son evidentes, ahora
bien, si consideramos la funcién continua ¢ : A — w definida por ¢(t;) = i y ¢(t) = oo para

t € A\ {t, : n € N} se tiene, para cada compacto K en A y cada abierto U en X que
u(V(p(K),U)) = V(K,U) Nu(c[X])

Y, por tanto que la aplicacién es bicontinua.

Asi pues, Y = u(c[X]) es el subespacio deseado de un cociente de C(T, X). O

4.2. El criterio de la descomposicion

Sea X un espacio vectorial topolégico. Recordemos que si X es de dimension finita, Dens(X)
denota la dimensién algebraica de X, y si X es de dimensién infinita entonces Dens(X) = Wgh(X),
el peso topolégico de X (que para un espacio metrizable coincide con el infimo de las cardinalidades

de subconjuntos densos de X).

El resultado principal de esta seccién es el siguiente

Teorema 4.2.1. Sea X un espacio de Banach y sea A un conjunto tal que Card(A) = Dens(X).
Entonces lo(A) | X implica X = l2(A).

Combinando el teorema 4.2.1 y la proposicién 4.1.1 tenemos

Corolario 4.2.2. Si un espacio de Banach X contiene un subespacio o un cociente que es homeo-
morfo al espacio la(A) para cierto conjunto A que verifique que Card(A) = Dens(X), entonces X

es homeomorfo a la(A).
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Este corolario es una herramienta muy conveniente para reconocer espacios de Banach homeo-

morfos a espacios de Hilbert. Para la prueba del teorema 4.2.1 necesitaremos varios lemas.

Lema 4.2.3. Sea A un conjunto infinito. Entonces

(1) o) =0, c)
(2)  uL(4) | DY,

Demostraciéon. Como A es infinito, existen conjuntos disjuntos A’ y A” tales que A=A UA" y
Card(A’) = Card(A”) = Card(A). Obviamente

C(DY) = C(DYVY") « ¢(DY x DAy = (DY, (D)) = C(DA, C(DY)).

Para probar (2) observamos que, por la proposicién 4.1.1, es suficiente encontrar un subespacio
cerrado de C'(D?) que sea isomorfo a I;(A). Para este fin, para cada b € A, definimos un f, € C(D4)

por la férmula
fo(s) = s(b) paras = (s(a))aca € DA

Como f(s) € D = {—1,1}, tenemos que ||fp|| = 1. Por lo tanto, para todo subconjunto finito no

vacio Ag C A y para cada sistema de escalares (¢)pca,, tenemos

S th|[ <D Il

bEAg beAg

Por otro lado, si tomamos un s € D4 tal que s(b) = sgn t, para b € Ay, siempre que t, # 0,

tenemos
Soth|| =D tefsls) = Y It
beAoy beA beAp
Luego
S tuho| =D Ital-
bEAg beAg

Esto muestra que la aplicacién que lleva los vectores unitarios de [5(A) sobre las funciones f, puede
ser extendido a una isometria de I (A) sobre C(D4). O

Lema 4.2.4. C(D?) « I1(A) = I5(A) para todo conjunto infinito A.

Demostracién. Para probar que I;(A) = C(D?) aplicamos la proposicién 4.1.5 con T = D4,
X = 11(A) e Y = C(D?). En este caso la condicién (i) de la proposicién 4.1.5 se sigue de la
proposicién 4.1.9(b), (iii) y la primera parte de (ii) se siguen del lema 4.2.3. La segunda parte de (ii),
C (D) | 11(A), sigue del corolario 3.2.6 y del hecho de que Dens(C(D?)) = Dens(I1(A)) = Card(A)

para todo conjunto infinito A.
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Para ver que l2(A) « [;(A) Aplicamos el homeomorfismo de Mazur
(2(a))aca — (lz(a)|* sgn z(a))aca

para cada (z(a))eca € l2(A). Es un ejercicio sencillo que dejamos para el lector probar que es, en

efecto, un homeomorfismo. O

Demostracién del teorema 4.2.1. En el caso en que la dimensién de X es finita la afirmacién
es evidente. Asi que supongamos que el espacio X es de dimensién infinita. Si l3(A4) | X por
el lema 4.2.4, C(D?4) | X. Asi, por el lema 4.2.4 y la proposicién 4.1.9(b), la terna T = D4,
Y =11(A) = C(D?) y X satisface las condiciones de la proposicién 4.1.5: (i) y (iii) y la segunda
parte de (ii). Por la proposicién 4.1.5, para completar la prueba del teorema 4.2.1, es suficiente

verificar la primera parte de (ii), i.e., el siguiente lema. O

Lema 4.2.5. Si X es un espacio de Banach infinito-dimensional y A es un conjunto de forma que
Card(A) = Dens(X), entonces X | C(D4).

Demostracién. La conclusién se sigue del corolario 3.2.6, que establece que X | [1(A), y del
lema 4.2.4 que establece que I (A) v C(D4). Esto deja probado el teorema 4.2.1. O

A modo de curiosidad se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2.6. Si A es infinito, entonces la(A) = (I2(A))N.

4.3. Bases transfinitas de proyecciones

En esta seccién y en las dos siguientes las letras griegas (excepto ) denotardn a numeros
ordinales; [£] = [1;§), el intervalo de nimeros ordinales visto como espacio topoldgico, donde la
topologia viene inducida por el orden, de forma que los ordinales sucesores son puntos aislados y

una base para un ordinal limite « serian los subconjuntos de la forma [, o] para cualquier § < a.

Con la expresién 7,, T 7 significard que 7 < 75 < ... es una sucesién de ordinales que cumple

lim,, 7, = 7.

Dado X un espacio de Banach. Si A C X* entonces A+ = {z € X : f(z) = 0 para todo f € A}

se denomina el anulador de A.

Definicién 4.3.1. Una base de proyecciones de tipo & en el espacio X es una sucesion transfinita

(sr)r<¢ de proyecciones lineales continuas s, : X — X que verifican las siguientes condiciones:

(1) sup{|s-|| : T <&} < oo

(ii) Para cada x fijo, la funcion T — s;(xz) es continua.
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(1ii) s1(x) =0, s¢(x) =2, Sa53 =585 = Sa  para o < 3.
(iv) Para cada T < &, el operador s.y1 — sy es 1-dimensional. Es decir:

Sr+1(z) — s7(x) = fr(x)xr donde z; € X, fr € X*.

Un sistema (27, f7)r<¢ que satisface esta 4iltima condicion se denomina sistema biortogonal aso-
ciado a la base (sr)r<¢. Las proyecciones complementarias de la base(s;)r<¢ son los operadores

rr: X — X dada por rr(x) =z — s;(z) para x € X.

La condicién (i) es en realidad superflua como consecuencia de la condicién (ii) y del teorema
de Banach-Steinhaus, en efecto, si no se cumpliese (i) existiria 7, T 7 con |[s., (z)| divergiendo,

pero s, (x) converge a s, (x) y ||s-(z)|| < oo, que supondria una contradiccién.

Observemos también que toda base de proyecciones admite un sistema biortogonal asociado
(@7, fr)r<¢; los elementos x; y los funcionales f; estdn univocamente determinados, salvo multipli-

cacién por escalares.

Ejemplo 4.3.2. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable con una base de
Schauder (xy)n, y sea (fn)n la sucesion de funcionales coeficientes de la base. Entonces el sistema

de operadores (5;)r<y, con 51 =0, sr(x) = > __ fa(®)x, es una base de proyecciones para X.

Ejemplo 4.3.3. Sea X wuno de los espacios co([€]) o [p([€]) con 1 < p < oo. Los vectores de X
son sucesiones transfinitas * = (aa)a<¢ de nimeros reales tales que Card({o : aq # 0}) < Vg y
o]l = supa<elaal < 00 para X = col(€]), lloll = (Cace laal?)? < 00 para X = 1,((€]). Bl sistema
de operadores (s;)r<¢ definido por s;((aa)a<¢) = (ba)a<e, donde by = aq para o < 7 y by = 0 para

a > 1, es una base de proyecciones para X .

Deberia ser mencionado aqui que el espacio I ([¢]) para Card(§) > Ry no tiene base de proyec-
ciones. Esto sigue del hecho de que ningin subespacio separable de I ([{]) estd complementado,
ver [25] o [11].

Proposicién 4.3.4. Si (x;)r<¢ es una sucesion transfinita de vectores en X no nulos con la

propiedad de que span{z, : 7 < £} = X y, para T < &, tenemos
(1) |z +z|| > ||z|| para todox € span{xy : ¥ € [7]},

entonces existe una base de proyecciones (sr)r<¢ tal que xr € Im(sr41 — s7) para todo T < &.

Demostracién. Supongamos que (z,),<¢ satisface (1); es entonces evidente que los vectores x,

son linealmente independientes. Sea

Z =span{z,; : T < &}
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Para una combinacién lineal z = t1z,, + taxs, + -+ - + tn2s,, definimos s;(z) = > ___t;z,. Cada

operador s, : Z — Z es una proyeccién de norma 1. Por lo tanto s, puede ser extendida de forma

Ti<T

tnica, por continuidad, a una proyeccién s, : X — X. El sistema (s;),<¢ satisface las condiciones
de la definicién 4.3.1. En efecto, las condiciones (iii) y (iv) son triviales y la condicién (ii) de la
que se deduce, como dijimos, la condicién (i) se sigue del hecho de que la funcién g(z,7) = s,(x)

satisface la condicién de Lipchitz con respecto a x con la misma constante 1 para todo T,

lg(x,7) = g(y, 7|l = lls-(z = )| <[l =yl

y de que es obviamente continua en 7 para cada = en el subconjunto denso Z de X ,puesto que en
el nico caso no trivial en el que 7 sea un ordinal limite, existe un cierto ordinal Gy < 7 tal que
sr(x) = sg(x) para todo By < f < 7.

En efecto, fijado z € X, si x € Z es directo, y si x ¢ Z entonces, fijado 7 un ordinal limite, para
cada £ > 0 existe un cierto z € Z tal que ||z — z|| < ¢/3 y un cierto Gy de forma que para todo 3

que satisfaga Gy < § < 7 entonces ||g(z,7) — g(z, 8)|| < €/3. Pero, entonces

lg(z,7) — g(z, B

IN

gz, 7) = g(z, Tl + lg(z,7) — 9(z, B)|| + [lg(2, B) — g(z, B)]|
2|z —z|| + /3 < ¢,

A

como queriamos probar. O

Definicién 4.3.5. Una base de proyecciones (s;)r<¢ en X se dice completamente acotada, siempre

que para cualesquiera sucesiones (Ty)nen de ordinales e (yn)nen de puntos de X, la condicion
(2) Tn T 7, Sty (yn) =Yk Dpara k< n, sup ||yn” <00
n

implica que existe y = limy, y,.

La base de proyecciones (sr)r<¢ se dice que es ortogonal, si, para cualesquiera o < 3 < &,

tenemos ||spra ()| < ||z||, ¥ [|sgra(2)| < ||z|| salvo que x = sgrq(x).

La propiedad de (sr),<¢ de ser completamente acotada no depende de la eleccién de la norma

||I-|| del espacio X, mientras que la ortogonalidad aparentemente si depende.

Proposicién 4.3.6. Si (s;);<¢ es una base de proyecciones en un espacio de Banach X, entonces

X admite una norma equivalente ||-|| tal que la base (s;)-<¢ es ortogonal respecto de ||-||.

Demostracién. Sea ||-||, la norma original en X. Sea (z-, fr)r<¢ €l sistema biortogonal asociado
a la base y tal que |||, = 1 para todo 7. Usando (ii), concluimos que, para cada z € X y € > 0,

el conjunto

{reldl:llsrai(@) —sr(@)l| = e} = {7 €[¢] : |fr(2)| = €}



4.3 BASES TRANSFINITAS DE PROYECCIONES 81

es finito, en efecto, si no lo fuera existiria una sucesién 7, de ordinales con 7, T 7 = sup,, 7, y con
|7, +1(x) — $7,(z)]| > € para todo n < w. Luego s., (x) no puede converger, lo que contradice (ii).
Por lo tanto el conjunto de ordinales 7 para los que fr(z) # 0 puede ser ordenado en una sucesién
(T(n,x))n<w tal que

‘f7(1,$)(a})| = |fT(2,m)($)’ >

definimos
@]}y = sup |[|sgra(z)lly,
a<B<E
oo
||1'H2 = 22_n|f’r(n,x)(w)| y
n=1
Izl = [lzlly + llll; -

Por la definicién 4.3.1 (i) concluimos que la norma |-||; es equivalente a la norma original. En
efecto. En primer lugar si tomamos 0 = £ y a = 1 entonces se tiene que uno de los valores sobre

los que se toma el supremo en la definicién de ||-[|; es exactamente ||z||,, luego ||z|; > |lz|,-

Por otro lado, si llamamos
M = sup{|[s7[lo : 7 < &}

tenemos

Isgra(@)lly < llsslly Irallo l€llp < M1+ M) ||z[lq-
Luego [[z]l, < M(1 + M) ||z[|,-

Es también fécil ver que ||-||, es una norma continua, en general no equivalente, en X. En efecto

o0 o0
l2lly = 27" frina @) < D27 || o [l l12llo < 2M |
n=1 n=1
puesto que
sup  |fr(x)| = sup |fr(z)z-| < 2sup{|s;[|} =2M
T€[¢], z€Bx T€[€], €Bx T€[€]

Ademsds, se comprueba que, para todo z € X, a < 8 <&,

3)  lssra(@)ll; < [l]l; parai=1,2.
@) lspra(@)lly < lzlly stz # spra(@).
Por lo tanto, ||-|| es una norma equivalente en X que hace a la base (s;),<¢ ortogonal. O

Observacién 4.3.7. Si X = cy([{]), entonces la norma ||-||, es equivalente a la norma original de
supremo. La base natural, vista en el ejemplo 4.3.3, es ortogonal, en la norma ||-||y y la bola unidad

cerrada en la norma |||, es estrictamente convexa (ver [7]).
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Proposicién 4.3.8. Si X es un espacio de Banach reflexivo, toda base de proyecciones (s;)r<¢ en

X es completamente acotado.

Para la prueba necesitamos dos lemas relacionados con Bases de Schauder.

Lema 4.3.9. Si X es un espacio de Banach separable reflexivo con una base de Schauder (xy)n<w,

entonces el sistema de funcionales coeficientes (fn)n<w constituye una base de Schauder en X*.

Demostracién. Por la proposicién 4.3.6, podemos suponer que la base de proyecciones de las

sumas parciales es ortogonal, y en particular

n m
E tix; g t;x;
i=1 i=1

Supongamos que f =t1fi+ -+ tofny g=1t1f1 + -+ tmfm, n < m. Por (5), comprobamos que

()

< paratodon <m y ti1,...,t,m, € R.

lgll- = sup{g(z) : [|lz]l <1} = sup{g(x) : # € span{zy, ..., wm}, 2] <1}
> sup{g(z): x € span{z1,...,z,}, ||z] < 1}
sup{f(z) : € span{z1, ..., zn}, [lz] < 1} = | f].

Asi, la condicién (5) se satisface si sustituimos los z; por f;. Por lo tanto, por la proposicién 1.2.8,
(fn)n<w €s una base de Schauder del espacio de Banach Z = span{f, : n < w}. De la reflexividad
de X se sigue que Z = X*. En efecto, si X*\ Z # (), entonces existirfa ' € X** distinta de
cero y tal que F(f;) = 0 para i < w. Como X es reflexivo, F' = 7(z) para cierto z € X. De
donde, 0 = F(f;) = fi(x) para todo ¢ < w. Asi & = 0y, por tanto, F' = 0 que constituye una

contradiccion. ]

Lema 4.3.10. Sea X un espacio de Banach separable y reflexivo con una base de Schauder (z;)i<y-

Entonces toda serie
(o)

tal que

es convergente.

Demostracién. Supongamos que C' = sup,, ||> ;" tixi|| < 0o. Sea f € X*. Tenemos

Z tif(z)| < |f (Z tx)

My(f) =sup{f(y) : y € span{w; :i > n}, [y] <1}.

(6)

donde
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Puesto que

< + <2C.

m m n—1
> tif (i) > tif(wi) > tif(w)
i=n i=1 i=1

Por el lema 4.3.9, tenemos que f = Y -2, f(x;)fi en la topologia de la norma de X*, de donde

M, (f) <1322, f(zi) fill, y por lo tanto, lim, M,(f) = 0. Asi pues, por (6), F(f) = > = tif(x:)
existe para cada f € X*, y F € X*. Por la reflexividad de X, existe un zp € X de modo

que F(f) = f(zp) para todo f € X* en particular fi(xp) = F(f;) = t;. Esto implica que

Tp = Zfil t;x; con lo que acabamos la prueba. ]

Demostracién de la proposicién 4.3.8. Sea (s;),<¢ una base de proyecciones en el espacio X.
Supongamos que 7, T 7 ¥ que (Y)k<w €S una sucesién acotada en X con s;, (yn) = yi para n > k.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y; = 0 € yp11 # Yn para todo n < w. Es sencillo
probar que la sucesién z, = yn+1 — Yn €s una base de Schauder en el espacio Z = span{z, : n < w}.

En efecto, dados t1,...,t,, arbitrarios, y suponiendo n < m se tiene que

m m n
37n+1 <Z tizi> = Z tiSTnJrl (ZZ) = Z tZ'Zi.
=1 =1 =1

puesto que s, (y;) = 2z sit <ny sg,,,(y;) =0 en otro caso. Luego

n m m m
Ztizi 57n+1 (Z tizi) Ztizi Ztizi
i=1 i=1 i=1 i=1

Como todo subespacio cerrado de un Banach reflexivo es Banach reflexivo, Z es reflexivo, luego

S H87_n+lH ' S S%p ”STn” :

por el lema 4.3.10 la base de Schauder (2, ),<. es completamente acotada. Asf, limg yr = > 7| zp

existe, es decir, la base de proyecciones original (s;);<¢ es completamente acotada. O

Teorema 4.3.11. Todo espacio de Banach infinito-dimensional y reflexivo X contiene un subes-
pacio cerrado infinito-dimensional Y con una base de proyecciones completamente acotada de tipo

&, donde & es el menor ordinal de cardinalidad Dens(X).

En primer lugar necesitaremos un lema

Lema 4.3.12. Sea X un espacio de Banach no separable. Si, para cada B C X* de forma que
Card(B) < Dens(X), existe un x € Bt, x # 0, entonces el espacio X tiene un subespacio cerrado

Y que posee una base de proyecciones de tipo £, el primer ordinal de cardinalidad Dens(X).

Demostracién. Sea x; un vector arbitrario en X \ {0}. Supongamos que hemos elegido vectores
(x7)r<a para cierto a < €. Sea A, el conjunto de todas las combinaciones lineales racionales de los
vectores (Z;)r<q. Por el teorema de Hahn-Banach, para cada x € A,, existe un f, € X*, ||f.]| =1
tal que fz(z) = ||z||. Sea By = {fz : v € Ay }. Tenemos

Card(B,) = Card(A,) < Ny - Card(a) < Dens(X).
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Por lo tanto, por la hipétesis del lema, existe z, € Bi \ {0}. Para cada u € A,, tenemos

lu+zal 2 fulu+za) = fulu) = [lu],

y como A, es denso en span{z, : 7 < a}, los vectores (z;)r<q cumplen la condicién (1) de la propo-

sicién 4.3.4. Considerando el subespacio cerrado Y = span{z, : 7 < £}, acabamos la prueba. O

Demostracion del teorema 4.3.11. Por la proposicién 4.3.8 y el hecho de que todo subespacio
cerrado de X es reflexivo, el problema se reduce a la construccién de una base de proyecciones de
tipo &, con £ el primer ordinal de cardinalidad Dens(X), en un subespacio de X. El caso separable

ya ha sido probado en la proposicién 3.5.1.

Asumamos que X es no separable. Por la reflexividad de X se tiene que Dens(X) = Dens(X™).
Sea ahora B C X* con Card(B) < Dens(X). Como Dens(X) > ¥y, podemos concluir que
Dens(span B) < Dens(X) = Dens(X*), de donde span B es un subespacio propio de X*. Asf, por el
teorema de Hahn-Banach y la reflexividad de X, existe x € X, x # 0, tal que x € mi C Bt,

i.e, x satisface las hipdtesis del lema 4.3.12 y hemos terminado. O

4.4. EIl teorema Central

En esta seccidn aplicaremos los resultados de las secciones anteriores para establecer el siguiente

resultado:

Teorema 4.4.1. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y reflexivo. Entonces X es

homeomorfo al espacio 11([£]), donde & es el primer ordinal de cardinalidad Dens(X).

Como, el espacio de Hilbert l2([£]) es reflexivo y por lo tanto homeomorfo a {1 ([£]), obtenemos

Corolario 4.4.2. Todo espacio de Banach reflexivo es homeomorfo a un espacio de Hilbert.

Alternativamente, el corolario 4.4.2 se sigue del teorema 4.4.1 y del lema 4.2.4.

Demostracion del teorema 4.4.1. Por el teorema 4.3.11, el espacio X tiene un subespacio cerra-
do Y con una base de proyecciones completamente acotada (s;)r<¢. Por la proposicién 4.3.6, pode-
mos suponer ademas que la base (s;)<¢ es ortogonal. Por lo tanto, de acuerdo con el corolario 4.2.2,
es suficiente con probar que Y = [y([€]). Asf el teorema 4.4.1 es una consecuencia de la siguiente

proposicién. O

Proposicién 4.4.3. Si X es un espacio de Banach con una base de proyecciones (s;)r-<¢ ortogonal

y completamente acotada, entonces X = 11([£]). El homeomorfismo h : X — 11([€]) queda descrito
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por las siquientes expresiones

(1) b(a,y) = [z lyll + > lsrr1 @)l = s @) - Irrs1 @)1

B T<E
(2) b(x) = b(z, ),

(3) hx) = ((bsr41(x) — bsr(x)) - sgn fr(x))7<¢ € Li([€))-

En las formulas, x, y € X, rr(z) = x — s;(x), las proyecciones complementarias, y fr son los

funcionales coeficientes del sistema biortogonal (xr, fr)r<¢ asociado a las base (s:)r<¢.

La prueba de la proposicion 4.4.3 se basa en varios lemas. En cada uno de ellos las hipdtesis

relacionadas con (s;)r<¢ y la notacién son las mismas que en la proposicién.

Lema 4.4.4. La funcion b(z,y) es una norma respecto de cada variable, si la otra se fija de forma

no nula. Mdas ain

) zllyl <b(@,y) <2 ll=llllyll  para todoz, y € X.

Demostracién. Por la ortogonalidad de la base (s;)-<¢ tenemos que
[sr+1 (@)l = [Is+(¥)[| =0  paratodoy € X, T <§,

y por lo tanto

Y (srar @)l = llsz @) = llse@)ll = llyll -

T<E
En efecto, si para cada subconjunto F finito de [¢] y para cada x € X, definimos ¢ (z) como la suma
finita > ([[s741(2)|| — |[s-(z)]|) , entonces, dado un subconjunto finito F' = {71 < ... < 7.},

gracias a la ortogonalidad, se tiene

(@ lsn@ll = lls1(®)ll =0
i) [sr ] = 5@ =0 parai=1,....n—1,
(@ lse@ll = llsr+1(m)ll = 0.

y, por tanto

n

$r(¥) =D (st @)l = s @)I) < Sr(y) + (@) + (b1) + -+ + (ba1) + () = [Ise()]
k=1
Luego, la serie anterior es sumable y su suma es menor o igual que ||s¢(y)||. Por tanto, existen a lo
mas una cantidad numerable de sumandos no nulos, correspondientes a los ordinales {7, }. Llamemos

C al valor de esa suma. Es sencillo probar que la suma parcial de los n primeros sumandos no nulos

es Cp = [|87,+1(¥) |-
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Ahora bien, si el supremo 7 = sup,, 7, no es un ordinal limite, entonces C = ||s;+1(y)|| = [|s¢(v)]|-

Y si 7 es un ordinal limite, entonces se tiene que C' = ||s-(y)||, pero, entonces ||s¢(y)|| = ||s-(y)|| = C.

Asi, concluimos que, para cualquier y # 0 fijo,b(-, ) es una norma y, aiin més, b(z,y) satisface

[ 1yl < bz, ) < [yl (=]l +sup [rria (@)1 < 2|2 |yl

donde la dltima desigualdad es debida a la ortogonalidad de la base.

Usando la continuidad de la funcién 7 — s;(z) y 7 — r-(x) y la ortogonalidad de la base, se
establece facilmente, por induccién transfinita, el siguiente andlogo transfinito de la clasica férmula

transformacion de Abel:

b, y) = llz]l - llyll + Y lsa@)ll- (ra@)] = llras1 (@)I])-

2<a<€

Combinando esta férmula con el hecho de que la base (s;),<¢es ortogonal, obtenemos que b(z, y)es

una norma con respecto a y para cualquier x # 0 fijo. O

Observacién 4.4.5. Notemos que para cada x # 0 y para cada y # 0, b supone una norma

equivalente a la original, ||-||.
Lema 4.4.6. Si (yx)ren es una sucesion de vectores de X entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(x) limy yr, = y1;

(xx) limy, bs,(yx) = bsr(y1) para 7 < & y limgsgn fr(yx) =sgn fr(y1), siempre que fr(y1) # 0.

Demostracién. Por el lema 4.4.4, podemos escribir
b(x) = b(y)| = [b(z,x) = by, y)| < [b(z,x) = b(z,y)| + [b(z, y) — b(y, v)|
< b(a,x —y) + 0 —y,y) < 2|z —yll (=]l + [lyl)

Luego, b es una funcién continua. Esto demuestra la implicacién (x) = (%x*).

Vamos a probar ahora la implicacién opuesta. Supongamos que se satisface (x%). La condicién
(%) es equivalente a la condicién

(5-) lim sr(yk) = sr(y1)

para 7 = £. Lo probaremos por induccién transfinita respecto de 7.

Obsérvese que (51) se satisface: s1(yx) = 0 = s1(y1).

Ahora asumimos que (5;) es cierto para algin 7 < £, hemos de mostrar que se satisface (5,41).

Por (5;) y por (xx), tenemos

bsr1(y1) = 1']?1 bsri1(yx) = H}gﬂ b(sr(yx) + fr(yr)zsr)
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donde los z; han sido elegidos de forma que son unitarios. Como b(z) > ||z||?, concluimos que la

sucesion (f-(yx)) estd acotada, ya que
()P = 1 e ()21 < s (wr)l® < bsria(yr)
y cada uno de sus puntos de aglomeracion % satisface la ecuacién
b(s7(y1) + toxr) = blsr(y1) + fr(y1)2r).

Una de las soluciones de esta ecuacién es tg = fr(y1). De la ortogonalidad de la base se sigue que
la funcién ¢(t) = b(s-(y1) + tz,) es estrictamente creciente para t > 0 y estrictamente decreciente
para t < 0. Por lo tanto existen como mucho dos soluciones de la ecuacién de arriba, y éstas tienen
que ser de signos contrarios. Si fr(y1) = 0, la tnica solucién es tg = 0, de otra forma, por la
segunda condicién de (**), sgn to = sgn fr(y1), es decir el punto de aglomeracién ty es unico, y

limg, f7(yx) = to = f+(y1), y por lo tanto
H;?l sry1(yk) = lflgn(sf(yk) + fr(yk)er) = s+ (y1) + fr(y1)er = sr41(y1)s

que es exactamente (5,41).

Finalmente, supondremos que 3 es un ordinal limite < £ y que (5;) se satisface para todo
T < [3. Veremos que esta hipdtesis junto con (%) implica (55). En primer lugar estableceremos
ciertas propiedades:(A),(B),(C) y (D) de la sucesién

U = sﬂ(yk)a kE<w
Como sarr(uk) = Sa(ur) — sr(ur) = sa(yr) — s+(yx) para 7 < a < 3, por hipétesis de induccién
(6) h’lgn Sarr(ug) = sarr(u1) paraT < a < .

Por la condicién (ii) de la definicién de base de proyecciones aplicada a r-(u1) y a &, fijado 7 y

e > 0 existe un cierto a(e, 7) tal que
[sars(ui)ll + & = [[rr ()] para o> af(e, 7),
y como [ es un ordinal limite y sgr;(u1) = rrsg(u1) = r-53(y1) = r-(u1), podemos suponer que
ale, ) < S.
Por (6), para cualquier € > 0,0 y 7, con 7 < o < 3 existe un indice k(a, 7,¢) tal que
[sarr(un)|l < l[sars(up)ll +€ < llrr(up)l| + & parak > k(a, 7€)

(la segunda de estas desigualdades se sigue de la ortogonalidad de la base de proyecciones). Por lo
tanto
lrz(ua)l| < [lrr(ue)l + 26 parak > k(a(e,7),7,¢).
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Esto establece la siguiente propiedad
(A) lrr(ur)|| < h’mkinf |lrr(ug)|| paraT < g.

Por (xx) la sucesién b(ui) = bsg(yy) estd acotada. Por el lema 4.4.4, M = supy, ||ug|| < oo, y

0 < Blutks 50 (k) — (1)) < 2M |5 (t) — sa(ur)]
Por lo tanto, por la hipétesis de induccién (54), tenemos

(B) 1f}£115(uk,3a(uk) —Sa(u1)) =0 paraa <.
Sea & > 0. Tomamos un a < 3 tal que

b(u1) = b(sp(ur)) < blur, sa(u1)) + ¢

Esto se puede hacer gracias a la continuidad de la funcién que a cada 7 le asigna s;(u;) y porque
b(ug, ur) > b(ug, Saipha(ur)) para todo k. Por (1), (A) y (B), tenemos

b(u1) < e+b(ur,sq(ur)) <e+ h'mkinf b(ug, sa(u1))
< e+ lirrkinf(g(uk, Sa(ug)) + b(ug, sa(ug) — sa(u1)))

= e+ limkinfg(uk, Sa(ug)) +0<e+ 11’;115(%, ug) = €+ b(uq).
Como es cierto para cualquier € > 0, obtenemos
(©) H;?lg(uk’ u1) = b(uy,u).

Ahora estableceremos la ultima propiedad

(D) Mm f[rea (up)l| = [lrr2(ua)ll, - siempre que |[s-(u1) || < lsr41(u)ll-
En efecto, supongamos que ||s-(up)|| < ||sr+1(u1)|| y que
() Mminf [[rrg ()| > [lrr(un)]] -

Usando (A) podemos concluir que

lim inf b(ug, w) > h'n";cinfé:(ll&ﬂ(m)ll = llsr ()} - [Irrsa (us)|
+ lminf([lsatr (un)ll = f[sa(u)l]) - a1 (w)]

+ lminf [Jry (ug )| - [Jus|| > b)),
lo que contradice (C). Asi, la desigualdad (7) es falsa. Por lo tanto, usando (A), obtenemos

Irea ()| = L inf -1 ()|
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Como nuestro argumento es valido para una subsucesién arbitraria de la sucesién (uy), el limite

inferior de la expresién anterior puede cambiarse por limite. Asi, tenemos (D).

Ahora estamos listos para establecer el resultado (53). Denotamos

a=inf{7r:s;(y1) = sp(yl)}.

Si a es un sucesor: a« = § + 1, entonces o < 3, puesto que 3 se ha supuesto un ordinal limite.
Por tanto, por la hipétesis de induccién (54 ), limy, so(yx) = sa(y1) = sp(y1) = ui. Ademsds, por la
definicién de « y por la ortogonalidad de la base (s;);<¢, tenemos ||ss(y1)| < ||ss+1(y1)||. Por lo
tanto, por (D),

lim |[ra(up)l] = llra(un)ll = lIrasa(y)l = 0.

Asi, por (5,),
lim spyr) = lim Sa(yr) + lim Ta(ur) = sa(y1) = sg(y1),

la condicién (53).

Supongamos ahora que « es un ordinal limite. Por la definicién de base de proyecciones existe
una sucesién de ordinales
Tp = 1nf{7 : [|r;(u1)]| > 1/n} T «

Méds ain, obviamente, s, t1(u1) # s, (u1) para todo n € N. Por lo tanto, por la ortogonalidad de

la base, tenemos
8) sz, (u)ll < ls741(u1)l|  para todon € N.

Sea e > 0. Fijamos un ordinal = 7,,+1 tal que ||r,(u1)|| < /4. Evidentemente < 7,41 < o < 3.
Asi, por (8), (D) y por la hipétesis de induccidn, existe un k(e) € N tal que

[l Can) || = [lrg (u) [} < /4, Nlsn(ur) = sy(w)l| < /4 parak > k(e).

Asi, para k > k(e), tenemos

Iss(yr) = syl = lluk = wall < llsy(ur) = sy(w)ll + [y (ug) = ry(ua)]]
< e/d+efd+e/2=¢.

Esto termina la induccion y la prueba del lema. O

Lema 4.4.7. Sean (s;)r<¢ y (fr)r<¢ la base natural y la sucesion de funcionales coeficientes del
espacio 11([€]). Sea (zx)k<w una sucesion de vectores de l1([€]). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(T) lmy, 21, = 21,

(1) limyg [|s-(zx)|| = ||s-(21)]| para 7 < & ylimy, sgn fr(zx) =sgn fr(z1) siempre que fr(z1) # 0.
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Demostracién. Sélo hemos de probar la implicacién (1) = (), puesto que la implicacién opuesta

es evidente. Supongamos que se verifica (f1). La condicién (}) es equivalente a

(9:) h’lgn sr(zk) = sr(21)
para 7 = £. Probaremos esto por induccién transfinita con respecto a 7 .
Obsérvese que (91) se satisface: s1(z;) =0 = s1(21).

La prueba de la implicacién (9;) = (9,41) utiliza el mismo argumento que la primera parte del
lema 4.4.6.

Supongamos que ( es un ordinal limite menor o igual que &, y que (9;) se verifica para todo

7 < 3. Hemos de probar que la hipétesis de induccién junto con (f1) implica (93).

Sea € > 0. Como f es un ordinal limite, existe un a < 3 tal que
(10)  llsa(z1) —sp(z1)ll < /6
Por (f1) y por la hipétesis (94 ), existe un kg € N tal que
(1) [lsa(zr) = sa(z0)l < €/6, |(lsp(zr)ll = llsp(20) )] < /6, parak > ko

Por (10), (11) y por la definicién de la norma en [ ([¢]), tenemos

Is8(2k) = salze)ll = lsp(20)ll = [[salze)l
< [(lsp(ze)ll = llss(z0) D]+ [(lss(z0)ll = Isa(z0)1D] + |(Isa(z0) | = Isa(21)1)]
<eg/b+¢e/6+¢e/6=¢/2 parak > k.

Finalmente, para k > ko,

[sp(zx) —sp(2)ll < llsalzk) = salz)ll + l[sp(21) = sa(20) [l + [Isp(2k) — sa (2]l
e/6+e/6+¢c/2<e.

A

Esto termina el proceso de induccién y prueba el lema 4.4.7. O

Demostracién de la proposicion 4.4.3. Usaremos los mismos simbolos s, fr, rr tanto para X

como para l1([£]). De las ecuaciones (1), (2) y (3) se ve que
(12)  bs;(z) =||s-h(x)|| paraT <&; sgn fr(z) =sgn frh(x) parat < ¢

para todo x € X. En efecto

lsrh(@)]l =Y (bsa+1(z) = bsa(x)) = bs: (),

a<T

para cualquier ordinal 7, limite o no, menor o igual que &.
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La ecuacién (12) junto con los lemas 4.4.6 y 4.4.7 muestran que h es un embebimiento. Tenemos

que ver que h(X) = [1([{]). Consideremos, para 7 < &, los conjuntos A, = {z € [1([¢]) : z = s-(2)}.

Obviamente A; = {0} = {h(0)} C h(X). Suponiendo que A; C h(X) para 7 < 3 probaremos
que Ag C h(X).

En primer lugar supongamos que 3 es un ordinal limite. Sea z € Ag tenemos
T, = inf{7 : ||r;(2)|| > 1/n} 1 B.

Como 7, < 3, s.,(2) € A;,, es decir existen x,, € X tales que h(xy,) = s.,(2). Es evidente que la
sucesion (zp,)n<, satisface la condicién (2) de la definicién 4.3.5. Como la base de proyecciones en

X es completamente acotada, se tiene que lim,, x,, = = existe. Claramente, z = h(x).
En segundo lugar supongamos que 3 = v + 1. Sea z € Ag. Elegimos un z = s,(x) € X, con
h(z) = s4(z). Dada la funcién
g(t) =b(z +t-sgn fy(2)-zy),

podemos encontrar un ¢y > 0 tal que g(to) = ||z||, ya que g(0) = b(z) = ||h(z)|| = ||sy(2)|| < |Iz] ¥

toma valores arbitrariamente altos. Entonces z = h(z +to - sgn f,(z) - ).

En efecto, como para todo 7 # 3 se tiene que s, (h(y)) = s;(z), donde y = = + tosgn fy(2)x,.

2l = > 1f+(2)],

T<y+1

Y sabemos que ||z|| = b(y), esto es

pero

by) = )l = D h(y)(7)]

T<y+1
y como | f-(2)| = |h(y)(7)| para todo T < 7, entonces |fy(2)| = |h(y)(7)]. Asi
z=5y(2) + [y (2)zy = sy(h(y)) +sgn f1(2) [[1(2)[ 2y = s5(h(y)) +sgn h(y)(7) [(y)(7)] 24
= 5y(h(y)) + h(y)(V)zy = h(y).

Por el principio de induccién transfinita, 11 ([£]) = A¢ C h(X). O

S. Troyanski ha observado que el funcional b con el que hemos estado trabajando puede ser
substituido por una norma equivalente ||| - ||| para el espacio X. Su construccién de la norma ||| - |||

es la siguiente.
Supongamos que (s;);<¢ es una base de proyecciones completamente acotada y ortogonal para
X. Para cada conjunto A de ordinales, define
Xa = span{z,: 7€ A},
Es = inf{l|lz—y| :ye Xa},
Fa(z) = ) |(sr1—s7)(@)].

TEA
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Para cadan € N, x € X, define
Gn(z) = sup{Ea(x) + nFs(z): Card(A) < n}.

Finalmente, se define
o0
|l = ll=ll + 27" Gn(x).
n=1

y se toma b(z) = |||z|||. Obsérvese que la norma asi definida es equivalente a la norma |[|z||.

Para ver que la funcién h definida en (3) con esta nueva funcién b es, de nuevo un homeomorfis-
mo, vamos a seguir un proceso analogo al anterior. En primer lugar vamos a probar que la funcién
es un embebimiento, esto es, una aplicacién inyectiva bicontinua. Para ello s6lo hemos de probar el

analogo al lema 4.4.6 para nuestra nueva funcién b.

Lema 4.4.8. Si (yx)ren es una sucesion de vectores de X entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(x) Mg yp = y1;
(xx) lmy, bsr(yr) = bs-(y1) para 7 < & ylimgsgn fr(yx) =sgn fr(y1), siempre que fr(y1) # 0.

Demostracién. Gracias a que la norma es equivalente, b es continua y, por tanto, la implicacién

(%) = (**) es evidente.

Vamos a probar ahora la implicacién opuesta. Supongamos que se satisface (x%). La condicién

(%) es equivalente a la condicién

(57') h/lgn ST(yk) = ST(yl)

para 7 = £. Lo probaremos por induccién transfinita respecto de .
Obsérvese que (51) se satisface: s1(yx) = 0 = s1(y1).
Ahora asumimos que (5;) es cierto para cierto 7 < £, hemos de mostrar que se satisface (5741).

Por (5;) y por (xx), tenemos

h’,ﬁn bsr11(yx) = 11']{}1 b(sr(yk) + fr(yr)zr) = bsr11(y1)

Como b(z) > ||z||, concluimos que la sucesién (f-(yx)) estd acotada y cada unos de sus puntos de

aglomeracién tg satisface la ecuacién

b(sr(y1) + toxr) = b(s(y1) + fr(y1)xr).

Una de las soluciones de esta ecuacién es tg = fr(y1). De la ortogonalidad de la base se sigue que

la funcién g(t) = b(s-(y1) + tx,) es estrictamente creciente para t > 0 y estrictamente decreciente
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para t < 0. Por lo tanto existen como mucho dos soluciones de la ecuacién de arriba y éstos tienen
que ser de signos contrarios. Si fr(y1) = 0, la dnica solucién es tg = 0, de otra forma, por la
segunda condicién de (**), sgn to = sgn fr(y1), es decir el punto de aglomeracién ty es unico, y

limg, f-(yx) = to = fr(y1), y por lo tanto
lim sry1(yx) = Hm(sr(ye) + fr(yn)er) = sr(v1) + fr(y)zr = sraa (),

que es exactamente (5,41).

El caso en que S es un ordinal limite se demuestra de la misma forma a la del lema del que éste

es un analogo. O

4.5. El teorema de Troyanski

En esta seccion incluimos un nuevo caso de los homeomorfismo que hemos estudiado en esta
tesina. Recordemos que hemos visto el homeomorfismo de forma explicita en el caso separable
reflexivo y en los casos separable y reflexivo de forma independiente y no de forma explicita.
Ahora probamos directamente el homeomorfismo entre ¢o(A) para cualquier conjunto A y I1(A).
Conocemos un homeomorfismo explicito entre [;(A) y l2(A), asi pues, tenemos un homeomorfismo

explicito entre cy(A), que no es ni reflexivo ni separable, y l2(A).

Recordemos que ¢o(A) es el espacio de Banach formado por todas las funciones x : A — R tal
que Card({a : |z(a)| > €}) < Ny para todo £ > 0 equipado con la norma del supremo; ¢1(A) es

el espacio de Banach de todas las funciones absolutamente sumables y : A — R con la norma
1Ylly = 22aca ly(a)l.

Esta seccién estd dedicada a la prueba del siguiente teorema de Troyanski, véase [28].

Teorema 4.5.1. Para un conjunto infinito arbitrario A, los espacios co(A) y £1(A) son homeo-

morfos.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es un segmento de ordinales:
A={a:1<a< ¢} =

Para cada = € ¢o(A), consideramos (B;(n))nen la sucesién de todos los elementos del conjunto
{a € A:z(a) # 0} ordenado de forma que

(1) 2(Be(n)) 2 2(Be(n +1)); Ba(n) < fu(n+1) siz(Bz(n)) = 2z(Be(n+1))

para todo n € N. Definimos una nueva norma en cy(A) por la férmula

(2) 2l =) 27" @(Ba(n))]-
n=1
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Esta norma es equivalente a la norma del supremo: ||z| < ||z||,, < 2||z||. Primero estableceremos

un homeomorfismo entre los conos:
cd (A) ={x € ¢¢(A) : z(a) > 0 para todo a € A}
¢ (A) ={y € t1(A) : y(a) > 0 para todo a € A}. O

Para este fin, para cada x : A — Ry a € A definimos r,(z) : A — R por la férmula

0 para b < a,
x(b) parab > a.

ra(z)(b) =

Claramente, si x € co(A), y € £1(A), entonces 74(x) € co(A), ro(y) € £1(A). Ahora, para x € cf (A),
y €L (A), a € A, sea

wa(@) = ra(@)l;  waly) = [ra()lly = Y y(b)-

b>a

Tenemos
Proposicién 4.5.2. Eriste un homeomorfismo h : ¢ (A) — ¢ (A) que satisface la condicion:
we(z) = we(h(z)) para z € cf (A), a € A.
Es obvio, que h, si existiese, seria tinico y estaria definido por la siguiente férmula
(3) (@) = (wa(®) — war1(t)aca paraz € Gf (A).

Es sencillo probar que la funcién (3) lleva elementos de cg (A) en ¢] (A). Para probar que es el

homeomorfismo que buscamos necesitamos seis lemas.

Lema 4.5.3. Sea z un punto fijo de cg (A). Entonces

(i) La funcién a — wqe(x) es no creciente, continua con respecto a la topologia de A inducida por
el orden y tal que inf{w,(x) : a € A} = 0;

(i1) we+1(x) = we(zx) si y solamente si x(a) = 0;

(iii) St b = [.(1), entonces x(b) = 2wp(x) — wps1(x) > 2we(x) — wey1(x) para todo a € A y la

igualdad se tiene solamente si wq(x) = wy(z).

Demostracién. Los apartados (i) y (ii) son evidentes, puesto que la funcién a — r,(z) es continua.
Vamos a probar (iii), para ello consideremos z € ¢ (A), a € A. Sean (a,,) y (b,) las subsucesiones

de elementos de la sucesion (3, (n))nen que son mayores que a y mayores que a—+ 1 respectivamente.
Si existe un j < w tal que a = aj, entonces, por (1),

by, =

an para n < j,
apt1  paran > j
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y ademas,
2wa(z) — wayr(x) = 2 2 "x(an) — Y 2 "x(by)
n=1 n=1
J—1 ‘ o
= 2 Z 27 "x(an) +2-2772(aj) + Z 27" 2 (a,)
n=1 n=j+1
j—1 0o
- Z 27 "z(an) — Z 27"z (an+1)
n=1 n=j
j—1
= 2 %z (ay) + 277 2 (ay)
k=1
j .
= Z 27 %z(ay) + 2772(aj) < x(a1) < x(b).
k=1
La igualdad se obtiene solamente si z(a1) = --- = z(a;) = z(a) = z(b).

En particular, si b = a; y por lo tanto j = 1, tenemos 2wg(z) — wet1(z) = x(ay) = z(b).
Si, por otro lado a ¢ {a, : n € N}, entonces a,, = b, y
oo
2w, (1) — war1(z) =D 2 Fa(ar) < z(ar) < z(b). O
k=1

Lema 4.5.4. Siz, z € cg (A) y wa(x) = wa(2) para todo a € A entonces v = 2.

Demostracién. Del lema 4.5.3 (ii) se sigue que {a : z(a) # 0} = {a : z(a) # 0}, y del lema 4.5.3
(iii), Bz(1) = B:(1) y x(b1) = z(b1), donde by = F5(1) = [.(1). Aplicando el lema 4.5.3 para los
elementos 7’ y 2/, donde

x,(a):{g(a) si a # by, y Z,(a):{z(a) si a # by,

sia=b 0 sia = by,

obtenemos que 3;(2) = G/ (1) = B (1) = 52(2) = ba, x(b2) = z(b2). Continuando este proceso por

induccién tenemos que (;(n) = B;(n) = by y x(b,) = 2(b,) para todo n € N, es decir x = z. O

Lema 4.5.5. Sea t : A — R* una funcién continua no creciente tal que inf{t(a) :a € A} =0y

sea u(a) = 2t(a) — t(a + 1), entonces existe un b € A tal que u(b) > u(a) para todo a € A.

Demostracion. Si el lema fuera falso, existiria una sucesién infinita creciente by < by < ... de
ordinales en A tal que u(b1) < u(b2) < .... Sea by = lim,, b,. Como ¢ es no creciente y continua,
tenemos

u(br) < Hmu(b,) = Hm(2t(ba) — (b + 1)) = Hbo) < t(b1) < u(br),

una contradiccion. O
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Lema 4.5.6. Si denotamos T al conjunto de las funciones t : A — R que son no crecientes,
continuas y que tienen infimos igual a 0. Entonces, para cada t € T existe un x € cg(A) tal que

we(z) = t(a) para todo a € A.

Observacién 4.5.7. Supongamos que z € cj (A4), b = B,(1), 2’ € ¢f(A) tal que 2'(a) = z(a)
cuando a # by 2/(b) = 0. Sea t(a) = we(z), t'(a) = we(z') para a € A. Entonces

#(a) = { 2t(a)-x(b) sia<b,

| t(a) sia>b

(4)

Estas relaciones combinadas con el argumento usado en la prueba del lema 4.5.4 explican la orga-

nizacién de la prueba del lema 4.5.6.

Demostracién del lema 4.5.6. Sea t € T, por el lema 4.5.5, el conjunto
At)={be A:2t(b) —t(b+1) > 2t(a) — t(a+ 1) para todo a € A}

es no vacfo. Sea oy = inf{b : b € A(t)}, u(t) = 2t(ay) — t(ay + 1). Definimos ¢’ : A — R por la

férmula (4) con b = 4. Es claro que t' € T. Definimos por induccién, tg = t, t,+1 = t), y ponemos
z(at,) = ulty), x(a)=0 siaé¢ {ay, :n €N}
Es rutinario comprobar que x € cg (A) y que wy(z) = t(a) para todo a € A. O

Lema 4.5.8. Sea z € CSF(A) y sea € > 0. Entonces existen un conjunto finito B C A yun é > 0

tales que, para z € car(A), la condicion

(5)  sup |wa(x) — wa(2)] <0
a€eB

implica |z — z|| < e.

Demostracién. Fijamos un k& € N con z(8,(k)) < e/4 y sea B = {3;(j) : j < k}. Analizando las
férmulas de la prueba del lema 4.5.6, concluimos que existe un § > 0 tan pequefio que la condicién
(5) garantiza que (;(j) = B.(j) para j < k y |z(a) — z(a)| < £/4 para a € B. Por tanto, si se
satisface (5) entonces

[ — 2|l <supla(a) — z(a)| <e/4+ sup |z(a)|+ sup |z(a)l
acA acA\B acA\B

<e/d+x(Bs(k)) +2(Bu(k)) <e/d+e/i+2/4=¢. O

Lema 4.5.9. Sea y € ZT(A) y sea € > 0. Entonces existen un conjunto finito B C A yun § > 0
tales que, para z € {1 (A), la condicion (5) con x substituido por y implica ||y — z||, < e.

Demostracién. La prueba es andloga a la del lema 4.5.8. O
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Demostraciéon de la proposiciéon 4.5.2. Es sencillo demostrar por inducciéon que, para cada
y € £ (A), hay exactamente un t € T tal que w,(y) = t(a) para cada a € A. Combinando este
hecho con los lemas 4.5.4 y 4.5.6 concluimos que la funcién h definida por la férmula (3) es inyectiva

y suprayectiva sobre ¢ (A).

Sean ,, € ¢f (A), yn € ¢{(A) paran =0,1,... Entonces, por los lemas 4.5.8, 4.5.9,

lim ||z, — 20]| =0 sii limwg(zy) = wae(zo) para todo a € A,
n n

lim ||y, — yoll; =0 sit limwe(yn) = wa(yo) para todo a € A.
n n
Por lo tanto h y h™! son continuas. O

Demostracién del teorema 4.5.1. Para cualquier funcién x : A — R, definimos las funciones
mod z: A— Rysgn z:A— {-1,1,0} definidas por

[mod z](a) = |z(a)|, [sgn z](a) =sgn z(a) paraa € A.

Es sencillo comprobar que si h es el homeomorfismo de la proposicién 4.5.2, entonces la funcién
h : cp(A) — £1(A) definido por la férmula h(x) = h(mod z) - sgn x para x € co(A) es un
homeomorfismo de ¢o(A) sobre ¢1(A). O
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Capitulo 5

Renormamiento en ciertos espacios
loo(T)

% emos visto en el capitulo 3 que en un espacio de Banach con base existe un homeomorfismo
con un espacio de Hilbert que lleva la esfera unidad a la esfera unidad y preserva también los
subespacios finito dimensionales asociados con las correspondientes bases. No sabemos si para
espacios separables sin base es posible conseguir lo mismo ya que el método de Kadec requiere el
esquema de descomposicion de Bessaga-Pelcynski que utiliza, a su vez, el selector de Bartle-Graves,

perdiéndose la propiedad de mandar esferas a esferas.

Precisamos estudiar cudnta linealidad podemos conservar en la construccién del homeomorfismo
en el caso separable para analizar, en el caso no separable, la invarianza de renormamientos por
homeomorfismos de Lipschitz o uniformes y para tratar de obtener aplicaciones o-continuas que
puedan preservar mas la linealidad que los homeomorfismos y que pudiesen darnos herramientas
adecuadas para atacar problemas de invarianza de las distintas propiedades de renormamiento que

se vienen estudiando en el seno del grupo de Anélisis Funcional de la Universidad de Murcia.

El siguiente teorema de Clarkson establece las bases para la transferencia de normas entre

espacios de Banach.

Teorema. Sean Y un espacio normado con norma estrictamente convexa, X un espacio normado y
T : X — Y una aplicacion lineal, continua e inyectiva. Entonces, X admite una norma equivalente

estrictamente conveza.

Este hecho fue utilizado por Lindenstrauss, por ejemplo, para probar que en cualquier espacio

de Banach reflexivo X existe un renormamiento estrictamente convexo, al ser capaz de construir un
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operador lineal continuo e inyectivo T : X — ¢y([), para algun conjunto de indices I. Sin embargo,
Dashiell y Lindenstrauss, [6], dieron ejemplos de espacios de Banach X con norma estrictamente

convexa y sin ningin operador T': X — ¢(I) lineal, continuo e inyectivo.

Como la convexidad estricta no conecta con la identidad del paralelogramo nos interesa la forma
mas débil de conectar ambas propiedades y es por ello que estudiamos si las normas de estos espa-
cios introducidos por Dashiell y Lindenstrauss son o no puntualmente LUR, ver definicién 1.3.13,
concepto éste que estudiamos tratando de ver su comportamiento a través de homeomorfismos de

la estructura uniforme o lipschitziana de espacios de Banach.

Este capitulo se centra en la prueba de que, en efecto, estos espacios que, al contener una copia

de o, no son LUR renormables, son puntualmente LUR renormables.

5.1. Preliminares
La principal herramienta que utilizaremos en este capitulo es la norma de Day, cuyas propiedades
han sido ampliamente estudiadas y pueden verse en [8], y que definimos a continuacién:

Definicién 5.1.1. Para cada funcion f € l(I') con I' un conjunto infinito, se define la norma de

Day como

N

o0

111y = P (Z jn|f<sn>|2>

n=1

donde el supremo se toma sobre todas las sucesiones (sy,) de términos distintos en T'.

Esta norma definida en f € [(I") es equivalente a la propia del espacio y es una norma de
reticulo. En la monografia [24] se introducen una serie de conceptos y se obtiene un resultado que

pasamos a presentar:
oe(f)={vel:|f(zeh  n(fe) = —sup{f*(y):7 ¢ o=()}.

El resultado que obtienen en la monografia citada es el siguiente lema para cuya demostracion

remitimos a la misma y del cual se deduce directamente que la norma de Day es LUR en Cy(I).

Lema 5.1.2. Sea f € (') y € > 0 de tal forma que L = o.(f) es finito o vacio. Supongamos que

n:n(f7€)>07l:ﬁ[/:y )
5:mfn{(5— 52—77) ,77/2}.

Sea g € (') que satisface

2 2 2 -
2(1fDay + 19l Day) = I1f + 9llDay < 27716

Entonces ||f — g, < 3e.
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Una herramienta muy 1til en renormamiento es el siguiente lema

Lema 5.1.3 (The convex Argument, [24]). Sea {||-||,,}n<w una sucesion de seminormas en un

espacio vectorial X, de forma que la sucesion {||z||,, }n<w es acotada para todo x € X. Entonces

x 1/2
Il = (Z 4 H'IIi)
1

es también una seminorma en X y para todo z,y € X yn € N tenemos
(lzll,, = l1yl,)* < 202l + 1y12) = =+l < 4= + [ylI*) — =+ yII).

Ademds tenemos

Hgl(?(\lwk\li + lywlln) = lew + willy) = lim(llzxll,, = yxlln) = O- (5.1)

cualesquiera xy, yr € X cumpliendo
. 2 2 2
(M) Hm 2zl + llywll™) = llyw + 2™ = 0.
Demostracién. Para todo z, y € X y n € N tenemos

2 2 2 2 2
0 < (lzll, = llyl)?* = 2(lzlly + lyl7) = Uell, + yll,)* < 2002l + lyllz) = e +yll,
- 2 2 2 2 2 2
< 4y ARl A+ ylR) = llz +yll) = 4"z + lyl?) = Nl + yl)-

Asi, pues se deduce directamente (5.1) de (#.))- O

5.2. Primer resultado

Estamos en condiciones de abordar nuestro estudio, para ello, presentamos a continuacién una
proposicién nueva que siguiendo el esquema de Dashiell y Lindenstrauss en [6] consigue extender un
resultado de convexidad estricta a su forma asintética o mejor dicho a un resultado de convexidad

local uniforme en la topologia de la convergencia puntual.

Proposicién 5.2.1. Sea I' un conjunto no numerable y f,, f en loo(I') tales que

(M) 1 201l bay + 11 Day) = £ + Fll Dy =0

entonces para cada t € I' que verifica
(L) f@®1> sup {[f(s)}
sel\{t}

se cumple

lim f(t) = f(2).

n—oo
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Demostracién. Si consideramos como 7 la convergencia puntual de I (I'), es claro, siguiendo el
esquema de prueba del lema 1.3.12 que podemos suponer que || fullpg, = || fllpsy = 1 paran € N
y imy oo [ fn + fllpay = 2. Para cada k € N podemos tomar una sucesién de términos distintos
{s¥} C T tal que

(Z i(sh) + £ (s >|> > i+ Fllpay — 3

n=1

Definimos z*, y* € Iy como

a* = (2F)pen donde aF 7fk( "

y¥ = (yF)nen donde yF = ;nf (s¥)

Es claro que

2"l <l fellpay =1 v 16"z <N fllpey =1
para k € Ny que
1
it Plowy = <[+, = o], + o], < 2

I

luego lim,,—, oo ka +y"||, = 2y como Iz es uniformemente convexa,

hm H H 0.
En particular: lfimy_,o |2¥ — 4*| = 0 para todo n € N es decir
1im |fi(s) — Fsh)] = 0
—00

para cada n € N.

Ahora bien, sin > 2y |a| < [b| entonces (1)%a? + ($)"b? < (3)%0% + (3)"a?, luego si k > 1, ¢
verifica (P) y t # s¥ tenemos

T |rf|r%ay—z4inf<sﬁ>
> [if() e +Z4nf”“]—[f(1) 0 +Z4nf”“

= 01647 ().

donde 8¢ = sF salvo cuando sF =t en cuyo caso 8¢ = s. Si llamamos 6 = sup{|f(s)|: s € T\ {t}}

entonces 3

171y — o] < 507 = )) > 0

Pero claro limg_, o Hkag =1= HfHDay, luego existe k; tal que para todo k > ki s = t.
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Dado £ > 0, existe k2 tal que para todo k > ko se tiene |fx(s¥) — f(sF)| < e. Si tomamos
ko = max{ki, ka} entonces para todo k > kg se tiene |fx(t) — f(t)| < e.

Luego, en efecto

lim fo(t) = f(t)

n—~oo

como queriamos probar. O

5.3. Definiciones basicas

Consideremos I"' = I = [0, 1]. Para cualquier subconjunto A C I y cualquier ordinal o < wy,

a+1)

denotamos por A(®) al a-ésimo conjunto derivado de A, esto es: A©) = A, Al es el conjunto de

todos los puntos de acumulacién de A® y para un ordinal limite o, A(® = ﬂﬁ<aA(ﬁ).

Para cada ordinal @ < wy, definimos X, como el subespacio de I ([) consistente en todas
aquellas funciones f tales que o.(f)(® = @) para cada ¢ > 0 donde o.(f) = {t € I : |f(t)] > €}.

Sea {Gy}n<w una base de la topologia de I. Para f € Iy (I) definimos la funcién f € lo(l)
por f(t) = limsup{|f(s)| : s — t,s # t}, para cada t € I. Sea f©O = |f|, frtD) = fl) ¢
fl) = infocp f (@) si ;1 es un ordinal limite. Consideramos la familia ®) de funciones ¢ sobre o (I),
definidas para f € lo(I) por

o(f) =

1 k
L3 ),
i=1

donde n recorre los nimeros naturales y {ai}i?:l recorre las sucesiones finitas de ordinales tales que

Day

0<a;<ay<...<ar <Ay lafunciéon 7g, esla funcién caracteristica de G,,. @ es una familia

numerable que podemos ordenar en una sucesion @1, @9, . ... Entonces definimos para cada f € X
1
> 4 2
_ L 2
M= 2 e’
‘7:

donde po(f) = Hf”oo

Lema 5.3.1. Sea f € (), 0 < a < w1 un ordinal, y G, un abierto de la base numerable de I

que hemos tomado. Entonces se cumple

£

<
o Sl oo
Demostracién. Serd suficiente ver que nuestra tesis se cumple para o = 1, puesto que f) > f(@)

para cualquier ordinal 0 < a < wi.

Supongamos que existe un cierto abierto GG de la base de I, de forma que Hf(l) HG o> ||f|]G7oo.

Entonces podemos tomar un cierto § > 0 de forma que || f ( > [[fllgo + 9. Tomamos un

1)HG,OO
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m € N de forma que m~! < 4, y s,, € G de forma que f()(s,,) + % > Hf(l)HGOO. Entonces

1
FOm) 4+ — > [£Of > U lgoe+82 FDlsm) + 6
m G, ’
que constituye una contradiccién. Asi pues, queda probado el resultado. ]

Proposicién 5.3.2. Para cada ordinal A < wy se tiene que Ny es una norma equivalente en X).

Demostracién. Aplicando el lema “Argumentos de Convexidad” tenemos que para cada A < wq,
Ny es una norma. Gracias a que hemos considerado o(f) = || f||,, tenemos que Nx(f) > || f|l

Por otro lado es claro que

e}

1 4 .
—9i(f)? < o sup{p;(f)?: j €N}
4J 3
7=0
%) % 1
1, .0 1,.o\2 1
11150y < (;Mnfnoo) ~ (311%)" = 5 111
y gracias al lema anterior
k 1 k
- JHE ] <H(E e
o (f) (Z Dr|| <+ (Z Inc, Day)
— Day —
k
< —= 1/l 1/l
(Sl ) < s (B) < 5
Y, por tanto
2 _ 4 .2 . 2
Ny < S IFI2 v ast Na() <5 1l
Luego, en efecto, las normas son equivalentes. O

Lema 5.3.3. Para todo ordinal A < wy, para cada € > 0, y para cada f € loo(I) se tiene que
o=(f)N = o (FY)

Demostraciéon. Haremos la prueba por induccién sobre A. Si A = 0 el resultado es trivial. Veamos
el caso A = 1. Sea t € o.(f )(1) esto implica que cualquier entorno de ¢ corta a o-(f) en un punto

distinto de ¢ con lo cual, por definicién f(V)(t) > ¢ y, por tanto t € o.(f().

Por otro lado, si suponemos que t € o.(f(1)) esto implica que f(I(#) > ¢ y esto que para cada
entorno de ¢ existe un punto sg en él distinto de ¢ que cumple f(sg) > . Luego, cualquier entorno
de t corta a o.(f) en al menos un punto distinto de ¢ y, en consecuencia, t € o.(f)(M). Asi pues, ya

hemos probado el caso A = 1.
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Si suponemos cierta la tesis para un cierto ordinal a@ < w; por lo probado se tiene que para su

ordinal sucesor también se cumple. En efecto
o (@D = (0. (£)@)D = g (FO)D) = g_( D)

Sélo nos queda el caso de un ordinal limite. Sea A un ordinal limite de forma que nuestra
tesis es cierta para todo ordinal § < A. Entonces, t estd en o.( f)(’\) si y solamente si ¢ estd en
o:(f)P) = o.(fP) para todo ordinal § < X por la hipétesis de induccién y por la definicién de
derivado. Ahora bien esto ocurre si y solamente si f(%)(t) > ¢ para todo 8 < \ y esto si y solamente

si fN(t) > e y finalmente si y solamente si t € o.(f*). Con lo que queda probado el lema. O

Corolario 5.3.4. Para cada ordinal \ < w se tiene que f € Xy si sélo si fO) = 0.

Demostracion. f estd en X, si y solamente si Ug(f)()‘) = () para todo € > 0 y esto sucede por

el lema anterior si y solamente si o (f (’\)) = () para todo € > 0 y esto sucede si y solamente si
fN =o. O

5.4. Resultados auxiliares

Tenemos varias consecuencias de la proposiciéon 5.2.1. Veamos:

Proposicion 5.4.1. Sean f,, f € X, para cierto 0 < X\ < wy tales que

(@) lim 2 (Na(fn)? + Na(f)?) = Na(fo + £)2 =0

n—oo

entonces para cada t € I, y cada ordinal oo < X tales que f(©) (t) > f(a+1)(t) se tiene

lim £ (t) = f@).

n—oo

Demostracién. Como f(®(t) > f@+1(t) existe un entorno de ¢, G, en la base de I tomada de
forma que f(@)(t) > SUPsec {131 (@) (s)}, gracias a la condicién (V) y al lema “Argumentos de

convexidad” se tiene:

Im 2(o(fn)? + @(f)?) = @(fa+ f)* =0

n—oo
para ¢(u) := Hu(a)ﬂ-GHDay' Tomando I' = G y las funciones f,ga)TrG y f@7g podemos aplicar la

proposicién 5.2.1. Luego, en efecto

I f{(t) = f(). O

n—oo
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Proposicién 5.4.2. Sean f,, f € X\, para cierto 0 < A < wy tales que
(V) lim 2 (Nx(fa)* + Na(f)?) = Na(fu + £)* =0
entonces para cada ordinal 0 < 3 < \ se tiene
Tim f7(t) = FO(0).

para todo t € 1.

Demostracién. Consideremos fijado, un ordinal 0 < § < Ay un ¢t € I. Si f) (t) = 0 entonces
B+ (t) = 0, luego existe un entorno de ¢, G, en la base escogida de forma que o.(f®)7g) es finito.
Entonces o9 (fP7g) es también finito y n(f@rg,2¢) > 0. Del lema 5.1.2, considerando I' = G,
n=n(fPrg,2e) se tiene
. B) _ £(B)
lim sup ||( f; el < 6e
k

y, por tanto
tmsup |7 (£) — £ (8)] < 62
k

Luego limy, 17 (t) = f®)(t) = 0.
En el caso en que f%)(t) # 0, existe un primer ordinal o, § < a, tal que f(®(t) > fletb(z).

En este caso, por la proposicién 5.4.1 tenemos que

Tim £ () = 1)

Si B = a por la afirmacién anterior acabamos. Si o >  entonces definimos h = f(# + f(@) Se

tiene que:
h(t) = (&) > fO@) + £ ) = FO@) - D (@) = fD ) = oD (1) > 0.

Luego h(t) > h()(t) y, por tanto, existe un entorno de ¢, G de forma que h(t) > supea (e3P (s)}-
Definimos ¢(u) := H2_1(u(ﬁ) + u<°‘))7rg}|Day para cada u € ls(I). Por (©) y por el lema “Argu-

mentos de Convexidad” tenemos:

Im 2(o(fn)? +@(f)?) — e(fn+ £)* =0

n—oo
Pero como

o) = 507 + 1)

Day
aplicando la proposicion 5.2.1 se tiene que

tim (£ + fEN @) = (F9 + £ @) (2)

n—oo
Y como hemos probado que lim,,_, fT(La) (t) = f(@)(t) se tiene que

1im fP(t) = FO(0). O
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Necesitamos ahora el siguiente lema:

Lema 5.4.3 (ver [6]). Supongamos A > 0 un nimero ordinal y una familia {aq : 0 < o < A} de

numeros reales tal que
i) aq > ag cuando 0 < a < B < A
ii) ag = inf{an+1 1 a < B} para 0 < § < A.

Entonces para cada € > 0, existe una sucesion finita creciente de ordinales g < a1 < ... < Gyl

tal que ap =0, agpr1 =\, y

k
Z(aaiJrl - aai+1) <e.
i=0
Demostracién. Se prueba de forma sencilla por induccién transfinita sobre A. ]

Proposiciéon 5.4.4. Sean f,, f € Xy, para cierto 0 < A < wi tales que
(@) dm 2 (Na(fa)? + Na(f)?) = Na(fa + 1)* =

entonces si t € I satisface una de las siguientes condiciones:

i) F(t) £0
ii) £(8) = FO(t) = 0.

se tiene

dim £0(t) = FO@).

Demostraciéon. Supongamos dado un cierto ¢ € I y analicemos segin el caso:

i) Supongamos que t € I es tal que f(t) # 0, entonces, por el lema 5.4.3 existen ordinales

0=ap<a; <...<apy1 = A de forma que

k

S (@) — F (0] < ()

=0

definimos h := Zf:o fl@i) v oclaro fN) = 0. Entonces

k k
OB IOREND DFAROED DF A
1=0 1=0
k
= flao)(g) — plars)(g Z fleatl) _ plairn))(g)
=0
> 1)~ 1Y) — GIF0)] = 510 > 0
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Por lo tanto, podemos tomar GG, un cierto entorno de ¢ en la base de forma que se verifique
h(t) > sup,eq\ i3{h(s)}. Sea ¢ la seminorma definida para u € X por

1 k
- (evi)
o(u) == T (Zu ) TG
=0 Day
Por el lema “Argumentos de convexidad” se tiene
dim 2(p(f)* +0(f)*) = o(fa + £)* =0
y, aplicando la proposicién 5.2.1 tenemos
k k
{ (ovi) — (cvi)
i (z i ) 0 - (z f ) 0
i=0 i=0
Pero, claro, por la proposicién 5.4.2 para cualquier ordinal no nulo § menor que A se tiene
lim f{7(t) = £ (1)
n—oo
de donde se deduce que
lim_ /() = fO (1)
n—oo
que es lo que queriamos probar.

ii) Supongamos ahora que f(t) = f()(t) = 0. Por ser f1)(¢) = 0, dado un € > 0 arbitrario existe
un cierto entorno de t, G, en la base de forma que o.(f(O7ng,) es vacio. Luego, oo (f (O)WGE)
es vacio y n(f@rg.,2¢) > 0. Del lema 5.1.2 tomando I’ = G y 1 = n(fOng,, 2¢) se tiene

lim sup H (féo) — f(0)> 7TGEH < be
n
Y, en particular
lmsup | 17 (t) — fO(#)] < 62
n
Como esto es para cualquier € > 0 tenemos
lim /(1) = £ (1)
n
que es lo que queriamos probar.
Asi, pues, en cualquiera de los casos i) o ii) se cumple la tesis. O

Antes de exponer el teorema clave del trabajo es necesario conocer una caracterizacion alterna-

tiva de la norma de Day que pasamos a dar a continuacion
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Definicién 5.4.5. Para cada funcion f € l(I') con I' un conjunto infinito, se define la norma de

Day como

N

1711y = (Z o Hin,r)

n=1

donde para cada n € N la norma ||-||,, se define como

11l := sup {Z f(s)>: N cT,Card(N) = n} )
r

e sEN

Para mas informacion acerca de esta equivalencia ver [24]. Tenemos entonces el siguiente resul-
tado

Proposicién 5.4.6. Sean fy, f en (X, Nx) cumpliendo
() lm 2 (Na(fu)? + Na(/)?) = Nalfu+ ) =0

Entonces, para cada n € N, para cada abierto G de la base de la topologia de I que tomamos para

definir Ny y para cada coleccion de ordinales ag < ap < ... < a < A se tiene que:
k k
{ (ci) - (ci)
s =[50
=0 n7G 1=0 TL,G

Demostracién. Gracias al lema 5.1.3 cada una de las seminormas ¢ € ®, cumple (). Y volviendo

a aplicar el lema 5.1.3 se tiene el resultado enunciado. O

Observacion 5.4.7. En particular, tenemos que para cualquier eleccion de G y de los ordinales

{ai}fzo, se verifica
k

Z fle)

1=0

k
> 5
1=0

lim
n

1,G 1,G

5.5. Teorema Final

Estamos en condiciones de demostrar el teorema fundamental

Teorema 5.5.1. (X, Ny) es 7,-LUR para todo ordinal A < wy.

Demostracién. Sean f,, f en (X, N)) cumpliendo

(0)  Jim 2(NA(fa)® + NA()®) = Na(fu + £) = 0

queremos probar que f, converge puntualmente a f. Veremos en primer lugar que |f,| converge
puntualmente a |f|. Para ello distingamos los casos en los que nos podemos encontrar cuando

tomamos un cierto t € I



110 RENORMAMIENTO EN CIERTOS ESPACIOS [0 (T")

a) Si f(t) #0o0 f(t) = fW(t) = 0, gracias a la proposicién 5.4.4, tenemos directamente

lim f{9(t) = fO().

n—oo

que es lo que queriamos ver.

b) Si f(tg) = 0 < fM(ty). Supongamos por reduccién al absurdo que fflo) (to) no converge a
O (ty) = 0. Podemos suponer entonces que existe una constante C' > 0 tal que f,(lo) (to) > C

para todo n natural.

Ahora bien, tomemos un ¢ > 0. Podemos hacer:

1. Como 0 = fM(ty) = infgc P (ty), podemos encontrar un cierto ordinal Ay < A de
forma que

FOI (1) < g

2. Por el lema 5.4.3 existen ag < a1 < ... < ap < agr1 con g =0y agy1 = Ao tales que

k
z:[f(owrl to) — F1+0) (k)

=0

DN ™

3. Podemos elegir un cierto entorno de ¢y en la base de la topologia de I escogida, G, de

forma que
(ai) (@it1) <
sup  {FOI(0)} < floe () +
teG\ {to} { } 2¢+1
parai=20,1,...,k. Y, por tanto, para todo ¢t € GG salvo para ty se tiene:

k k
Z Fe) < Z{ Fle)(to) + 21—&-1} ZfaM to) +€Z 21+1 Zfalﬂ) to) +
i=0 i=0

4. Tenemos entonces:

k k k -
Zf(ai+1)(t0) _ Zf(ai)(to) — Z [f(aﬁ-l) _ f(m-u)} (to) + f(ak+1)(t0) < 3 + f(Ao)(tO)
i=0 i=0 i=0

< = + Z = €
2 2
Luego
k k
Z f(a"“)(to) +e< Z f(ai)(to) + 2
i=0 i=0

Hemos conseguido, pues, un abierto de la base de I y una coleccién finita de ordinales {Oz,}kJrl

tales que
k

Zf(ai)

=0

k

k
<Y (to) +2e = f (ko) + 2¢
=0

=1

A=

1.G
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Pero i i
A, = Zféai) Z Oéz) (to) > C + Zf(az) to)
i=0 1,6 =0 i=1
Ahora bien, como fn (to) converge a f(®)(tg) parai=1,...,ky A, converge a A, tenemos

k k
C+Y fedtg) <A }:ﬂ%to+%

i=1

Luego, C' < 2¢. Como la eleccién de € era arbitraria, tenemos que C' = 0, que constituye una

contradiccion. Y, por tanto, prueba lo que queriamos probar.

Asi pues, hemos probado que |f,| converge puntualmente a |f|. Ahora bien, para llegar a la

conclusién final, consideremos las funciones

fotf
2

hp =

>
Il

f.

Estas nuevas funciones cumplen (<), en efecto:

lim Ny(hs) = lim Ny <f+2f> = Ny(f) = Na(h)

n 1
lim sup Ny <h ;h> < S tmsup(Na(hn) + Na(h) = Na(h) (5.2)
- h+ha\ 1, 3N . 3 1
hmnlan)\ < 5 > = hmnmfNA<1fn + Zf> == hmnlan)\ <Z(f + fn) ifn)
o 3 1
> tmint (2N + ) - g0 = () (5.3
Uniendo (5.2) y (5.3) se tiene lim,, N\((h + hy,)/2) = Nx(h) que finalmente prueba que estas fun-

ciones cumplen () gracias al lema 1.3.11. Podemos entonces aplicar lo demostrado a las funciones

hn v h'y tenemos que |h,| converge puntualmente a |h|.

Ahora bien, si fijamos un ¢t € I, f(t) # 0 y suponemos que f,(t) no converge a f(t) existe una

subsucesién fy, (t) que converge a —f(t) pero en ese caso

O =1 iy (0] = 3 m o (1) + £0)] =

que es una contradiccién. Si f(¢) = 0 no hay nada que probar. Luego la sucesién de funciones { fy, }»

converge puntualmente a f. Asf pues, (X, Ny) es 7,-LUR y terminamos la prueba. ]
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