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Introduction

T HE general framework of this dissertation is thestudy of distances to spaces of functionsand
its applications to the study of compactness, Banach spaces, separately continuous functions,

selection theorems, etc. Given arbitrary functionsf ,g∈ ZX from a topological spaceX to a metric
space(Z,d) the distance that we deal with is thestandard supremum metricgiven by

d( f ,g) = sup
x∈X

d( f (x),g(x))

that is allowed to take the value+∞. If F ⊂ ZX is some space of functions we consider, as usual

d( f ,F ) = inf
g∈F

d( f ,g) = inf
g∈F

sup
x∈X

d( f (x),g(x)).

The spaces of functionsF that we will consider are the space of continuous functionsC(X,Z),
the space of Baire one functionsB1(X,Z) and the space of measurable functionsM(µ,E) where
(Ω,Σ,µ) is a probability space. In the same context, if we consider a Banach spaceE and its
bidual spaceE∗∗ as subspaces of functions over the dual ballBE∗ , thestandard supremum metric
coincides with the norm of the bidual space.

W E study “quantitative” versions of many of the classical compactness resultsand their relatives.
A bit of the history behind these classical results that we will quantify followsbelow. In 1940

Šmulian [Šmu40] showed that weakly relatively compact subsets of a Banach space are weakly
relatively sequentially compact. He also proved that if a Banach spaceE hasw∗-separable dual
then a subsetH of E is weakly relatively countably compact if, and only if,H is weakly relatively
sequentially compact. Dieudonné and L. Schwartz [DS49] extended this last result to locally
convex spaces with a coarser metrizable topology. The converse of Šmulian theorem was obtained
by Eberlein [Ebe47] that proved that relatively countably compact sets are relatively compact sets
for the weak topology of a Banach space. Grothendieck generalized these results to locally convex
spaces that are quasicomplete for its Mackey topology. This result is based upon a similar one for
spaces(C(K),τp) over continuous functions on a compact spaceK endowed with the pointwise
convergence topology. Fremlin’s notion of angelic space and some of its consequences can be
used for proving those results in a clear way (see [Flo80]). Orihuela [Ori87] showed in 1987 that
spaces(C(X),τp) with X a countableK-determined space (or more general spaces) are angelic.
Similarly, for spaces(B1(X),τp) of Baire one functions with the pointwise convergence topology,
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Rosenthal showed that relatively countably compact sets are relatively compact sets. Bourgain,
Fremlin and Talagrand [BFT78] showed that in fact(B1(X),τp) is angelic.

In a different framework, Srivatsa [Sri93] proved in 1993 that ifF : X →P(E) is a set-valued
map from a metric spaceX into a Banach spaceE that is upper semicontinuous for the weak
topology ofE, thenF has a Baire one selector, i.e. there exists a Baire one functionf : X → E
such thatf (x) ∈ F(x) for x ∈ X. In particular, if f : X → E is a w-continuous function, thenf
is a ‖ · ‖-Baire one function. This result is also true when we replace(E,w) by (C(K),τp) for
a compact spaceK. From this result, the classical Namioka’s theorem [Nam74] about separate
and joint continuity can be deduced: ifX is a complete metric space,K a compact space and
f : X×K → R a separately continuous function, then there exists aGδ dense setD ⊂ X such that
f is continuous in each(x,k)∈ D×K. Saint-Raymond [SR83] and Bouziad [Bou90] proved some
generalizations of Namioka’s theorem.

A S said previously the goal of this dissertation is to offer, among others, quantitative versions
of the above results: to do so we use distances to spaces of functions as presented at the

beginning of this introduction. Note that in recent years, severalquantitativecounterparts for some
other classical results such as Krein-Šmulian, Grothendieck, etc., have been proven. These new
versions strengthen the original theorems and lead to new problems and applications in topology
and analysis: see, for instance, [CMR06, FHMZ05, Gra06, GHS04, GS06, GS07a]. Along this
line, our results offer quantitative versions of results by Orihuela, Gantmacher, Grothendieck,
Rosenthal, Namioka, Saint-Raymond, Bouziad, etc.

The original results included in this dissertation are contained in our research papers [ACb],
[ACa], [ACN], [Ang] and [ACR], the latter still in preparation.

We next summarize the content of this work.

Chapter 1. Preliminary results

This auxiliary chapter is devoted to prove some known results that will be used in the remain-
ing chapters. In the first two sections we provide a formula to measure distances to spaces of
continuous functions. In Section 1.1 we prove that distances to spaces ofcontinuous functions can
be computed with oscillations for functions from a normal space toR. This result was known for
bounded functions but this condition is not needed.

Theorem 1.1.9. Let X be a normal space and f∈ RX. Then

d( f ,C(X)) =
1
2

osc( f ).

In fact, Theorem 1.1.9 characterizes normal spaces

Corollary 1.1.12. Let X be a topological space. The following assertions are equivalent:

(i) X is a normal space,
(ii) for all f ∈ RX, there exist g∈C(X) such that d( f ,g) = 1

2osc( f ),
(iii) for all f ∈ RX, d( f ,C(X)) = 1

2osc( f ),
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(iv) for all non continuous function f∈ RX, d( f ,C(X)) < osc( f ).

In Section 1.2 we study some properties about paracompact spaces. Foran arbitrary metric space
(Z,d) we can also compute distances from a functionf ∈ ZX toC(X,Z) in the case when the space
X is paracompact.

Theorem 1.2.19 ([CMR06]). Let X be a paracompact space and Z a convex subset of a normal
space E. Then for each f: X → Z

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ).

The rest of the chapter contains several results that will be useful laterin this dissertation:
separation of convex sets, principe of local reflexivity, Pták Lemma and some properties about
good partitions. We include proofs for the sake completeness.

Chapter 2. Distance to spaces of continuous functions

C(X)

R
X

H

H
τp

d̂

-�

Hc

-�

ρ̂

Figure 1

The kind of problems that we study in this chapter are illustrated
in Figure 1. TakeX a topological space and letC(X) be the space of
real-valued continuous functions defined onX. ConsiderC(X) ⊂ RX

as in Figure 1. In order to fix ideas we start with a pointwise bounded
setH ⊂ C(X) (in general we allowH to be a subset ofRX as in the

figure): Tychonoff’s theorem says thatH
RX

is τp-compact. Therefore
in order forH to beτp-relatively compact inC(X) the only thing we

must worry about is to haveH
RX

⊂C(X). Let d̂ be theworstdistance

from H
RX

to C(X). Since uniform limits of continuous functions are

continuous functions,̂d = 0 if, and only, ifH
RX

⊂C(X) if, and only
if, H is τp-relatively compact inC(X). In generald̂ ≥ 0 gives us a
measure of nonτp-compactness forH relative toC(X). Hence one
question that naturally arises is:

(A) are there useful estimates ford̂ that are equivalent to qualitative properties of
the sets H’s?

Here is a simplified case in the framework of (A) also pictured in Figure 1. LetHc be the set of

those elements inH
RX

that are cluster points of sequences inH (Hc is likely to be strictly smaller

thanH
RX

). If ρ̂ is theworst distance fromHc to C(X), the inclusionHc ⊂ H
RX

clearly implies
ρ̂ ≤ d̂. We will study the existence of a universal constantM such that for all pointwise bounded
setsH ⊂ RX we have thatd̂ ≤ Mρ̂. In fact we study inequalities sharper than the previous one.

In [CMR06] Cascales, Marziscewski and Raja studied the distanced̂ whenX is a compact
space. For this study they introduced the notion ofε-interchange of limits. This notion was first
considered by Grothendieck in [Gro52], forε = 0. Forε ≥ 0, this concept has also been used, in
the framework of Banach spaces in [AT90, FHMZ05, KP01] amongst others.
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Definition 2.1.1Let (Z,d) be a metric space, X a set andε ≥ 0.

(i) We say that a sequence( fm)m in ZX ε-interchanges limits with a sequence(xn)n in X if

d(lim
n

lim
m

fm(xn), lim
m

lim
n

fm(xn)) ≤ ε

whenever all limits involved do exist.
(ii) We say that a subset H of ZX ε-interchanges limits with a subset A of X, if each sequence

in H ε-interchanges limits with each sequence in A. Whenε = 0 we simply say that H
interchanges limits with A.

We begin this chapter studying the tools developed in [CMR06] for compact spacesK. The
proofs that we give here of the results from [CMR06] are different from the proofs given in the
cited paper. IfH is a subset ofC(K,Z) we denote

γK(H) := sup{ε > 0 : Hε-interchanges limits withK}.

In terms ofγK , if H is a uniformly bounded subset ofC(K) andK is compact, Corollary 2.6 in
[CMR06] reads as

d̂(H,C(K)) ≤ γK(H) ≤ 2d̂(H,C(K)).

In the main result of [CMR06] the authors studied the relation between the distanced̂ and the
distanced̂ whenH is replaced by its convex hull conv(H): if K is a compact set andH ⊂ RK is a
uniformly bounded set, then

d̂(conv(H)
RK

,C(K)) ≤ 5d̂(H
RK

,C(K)).

If H ⊂ C(K) in the previous inequality constant 5 can be replaced by 2. For this inequalitythey
used theε-interchange of limits and some ideas from the proof of the Krein-Šmulian theorem in
Kelley and Namioka’s book [KN76, Chapter 5, Section 17]. The proof that we give here is original
and it is based on the proof of Krein-Šmulian theorem due to Pták [Ptá63], using his combinatorial
lemma together with theε-interchange of limits notion as Fabian, Hájek, Montesinos and Zizler
[FHMZ05] did for Banach spaces.

Next we introduce the notion below.

Definition 2.4.5 ([ACb]). Let X be a topological space, let(Z,d) be a metric space and H a subset
of ZX, we define

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),C(X,Z)),

whereclustZX(ϕ) denotes the set of all cluster points of the sequenceϕ in the product space ZX.

By definition inf /0= +∞ so if H is not relatively compact inH then ck( /0) = +∞. The index ck(H)
is smaller than the distancêρ that we included in Figure 1. Observe that ifH is a τp-relatively
countably compact subset ofC(X,Z) then ck(H) = 0. The following result says something about
the approximation of points in theτp-closure ofH by sequences fromH and about the quantitative
difference betweenτp-compactness andτp-countable compactness ofH relative toC(K).
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Corollary 2.4.9 ([ACb]). Let K be a compact space and let H be a uniformly bounded subset of
C(K). Then

ck(H) ≤ d̂(H
RK

,C(K)) ≤ 2ck(H). (A)

If f ∈ H
RK

, there exists a sequence( fn)n in H such that

sup
x∈K

| f (x)−g(x)| ≤ 2ck(H)

for all cluster point g of( fn)n in RK .

In particular, if the uniformly bounded subsetH is a τp-relatively countably compact set in
C(K) then, it is τp-relatively compact and each point in theτp-closure ofH is the limit of a
sequence ofH. In fact the space(C(K),τp) is angelic. Therefore, Corollary 2.4.9 is the quantitative
version of the angelicity of(C(K),τp) spaces. We provide the Example 2.4.10 that shows that
constant 2 in inequality (A) is sharp.

In Section 2.5 we extend Corollary 2.4.9 to the case of spacesC(X) whereX is countably
K-determined. By doing so we provide a quantitative version of the angelicity of these kind of
spaces proven by Orihuela in [Ori87]. We use the following notation: ifα = (a1,a2, . . .)∈NN and
if n∈ N, thenα |n := (a1,a2, ...,an). Let Σ be a subset ofNN and let{Aα : α ∈ Σ} be a family of
non-void subsets of the setX. Givenα = (a1,a2, . . .) ∈ Σ andn∈ N we write

Cα|n =
⋃

{Aβ : β ∈ Σ andβ |n = α|n}.

As usual, for a given setC⊂ X and a sequence(xn)n in X we say that(xn)n is eventually inC
if there ism∈ N such thatxn ∈ C for n≥ m. The following lemma is the main technical tool of
Section 2.5.

Lemma 2.5.5 ([ACb]). Let(Z,d) be a separable metric space, X a set and H a subset of the space
(ZX,τp) andε ≥ 0. We assume that:

(i) there isΣ ⊂ NN and a family{Aα : α ∈ Σ} of non-void subsets of X that covers X;
(ii) for everyα = (a1,a2, . . .)∈ Σ the set Hε-interchanges limits in Z with every sequence(xn)n

in X that is eventually in each set Cα|m, m∈ N.

Then for any f∈ H
ZX

there exists a sequence( fn)n∈N in H such that

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ ε

for any cluster point g of( fn)n∈N in ZX.

We use the lema to prove:

Theorem 2.5.6 and 2.5.7 ([ACb]).Let X be countably K-determined space,(Z,d) a metric sepa-
rable space and H a relatively compact subset of the space(ZX,τp). Then

ck(H) ≤ d̂(H
ZX

,C(X,Z)) ≤ 3ck(H)+2d̂(H,C(X,Z)) ≤ 5ck(H).
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If f ∈ H
ZX

, there exists a sequence( fn)n in H such that

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ 2ck(H)+2d̂(H,C(X,Z)) ≤ 4ck(H)

for each cluster point g of( fn) in ZX.

Note that ifX and(Z,d) are as in previous result andH ⊂C(X,Z) is relatively compact inZX

then the following conditions are equivalent:

(i) ck(H) = 0,
(ii) H is a τp-relatively countably compact subset of C(X,Z),

(iii) H is a τp-relatively compact subset of C(X,Z).

Whereas (ii)⇒(i) is obvious and (ii)⇔(iii) was known [Ori87], the implication (i)⇒(ii) seems
to require indeed the inequalities in Theorem 2.5.7.

Section 2.6 is devoted to studying other kinds of spacesX for which estimates as those that we
have presented in the two previous sections can be proven. The main result of this section is the
following one:

Corollary 2.6.4 ([ACb]). Let X be a topological space, E a Banach space and H aτp-relatively
compact subset of EX.

(i) If X is a metric space, then

ck(H) ≤ d̂(H
EX

,C(X,E)) ≤ 2ck(H).

(ii) If X is a normal space with countable tightness and E= R, then

d(H
RX

,C(X)) = ck(H).

To finish this chapter, in Section 2.7 we obtain a quantitative version of the Mazur’s theo-
rem about the uniform approximation of a pointwise limit of a sequence continuous functions by
elements of the convex hull of the sequence. We use this result in Chapter 4.

Theorem 2.7.1 ([ACN]). Suppose that X is a countable compact space, a> 0 and( fn)n ⊂ RX is
a uniformly bounded sequence such that for each x∈ X there exists an nx such that

if n > nx, then| fn(x)− f (x)| ≤ a,

(i.e. | fn(x)− f (x)| ≤ a eventually in n). Then for eachε > 0, there exists g∈ conv{ fn : n∈ N}
such that

‖g− f‖∞ < 2d+a+ ε.



Introduction ••7
Chapter 3. Distance to Banach spaces

In Chapter 2, using the distances to spaces of continuous functions, we have studied how far
a subset ofC(X,Z) is from beingτp-relatively compact. For a Banach spaceE we can also use a
similar argument: ifH is a bounded subset ofE and we consider thew∗-closure ofH in E∗∗ we
canmeasurehow farH is from beingw-relatively compact using the distance

k(H) = d̂(H
w∗

,E).

Observe that k is a measure of weak noncompactness, see Definition 3.3.1.Measures of noncom-
pactness or weak noncompactness have been successfully applied in operator theory, differential
equations and integral equations, see for instance [AT90, TBL97, Bla92, Fan06, Kry04, KP01]
and [KPS00]. We deal here with the following non-negative functions defined on the family of
bounded setsH of Banach spacesE, see Definitions 3.3.2, 3.3.10 and 3.3.12:

◮ γ(H) is the worst distance between iterated limits for sequences inH and sequences in the
dual unit ballBE∗ ,

◮ ck(H) is theworst distance toE of the sets of weak∗-cluster points in the bidualE∗∗ of
sequences inH,

◮ ω(H) is the worst distance fromH to weakly compact sets ofE.

The functionω was introduced by de Blasi [Bla92] as a measure of weak noncompactness that
can be regarded as the counterpart for the weak topology of the classical Hausdorff measure of
norm noncompactness. The functionγ already appeared in [AT90] and in [KP01]: in the latter the
sup is taken over all the sequences in the convex hull convH instead of sequences only inH; as
we show in this chapterγ(H) = γ(convH) which says that our definition forγ is equivalent to the
one given in [KP01]. The index k has been used in [CMR06, FHMZ05, Gra06]. Whereasω and
γ are measures of weak noncompactness in the sense of the axiomatic definitiongiven in [BM95]
the function k fails to satisfy k(convH) = k(H), that is one of the properties required in order to
be a measure of weak noncompactness in the sense of [BM95]. Nonetheless, k as well asγ and
ω does satisfy the condition k(H) = 0 if, and only if,H is relatively weakly compact inE.

In Section 3.1 we prove a result of [CMR06] that says the results obtainedin terms of distances
for spaces of continuous functions over a compact set can be specialized to obtain the correspond-
ing results in Banach spaces. As a consequence of this proposition, the main results of [FHMZ05]
and [Gra06] follow directly from the results obtained in the previous chapter.

In Section 3.2 we study some type of Banach spacesE where each bounded setH ⊂E satisfies
that

k(convH) = k(H).

This equality holds for Banach spaces withw∗-angelic dual ball (or more generally, Banach spaces
that has propertyJ [Gra06], see Definition 3.2.1) and Banach spaces whose dual spaceE∗ does
not contain an isomorphic copy ofℓ1 [FHMZ05].

Section 3.3 is devoted to studying different relations between the measures of weak noncom-
pactness k, ck,γ andω . As a consequence of results in the previous chapter we prove:
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Corollary 3.3.16 ([ACa]). Let H be a bounded subset of a Banach space E. Then

ck(H) ≤ k(H) ≤ γ(H) ≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H). (B)

γ(H) = γ(conv(H)) andω(H) = ω(conv(H)).

For any x∗∗ ∈ H
w∗

, there is a sequence(xn)n in H such that

‖x∗∗−y∗∗‖ ≤ γ(H)

for any cluster point y∗∗ of (xn)n in E∗∗.

We show using several examples that all constants involved in inequality (B)are sharp.

Recall that a Banach spaceE is said to have the Corson propertyC if each collection of closed
convex subsets ofE with empty intersection has a countable subcollection with empty intersection.
It is shown in [Pol80] that the Banach spaceE has the propertyC if, and only if, wheneverA⊂ E∗

andx∗ ∈A
w∗

, there is a countable subsetC of Asuch thatx∗ ∈ convC
w∗

. In particular Banach spaces
with w∗ angelic dual unit ball have Corson propertyC. To finish this section we prove that the
equality ck= k holds for the class of Banach spaces with Corson propertyC. The Example 2.4.10
shows us that the last equality does not hold in general.

Theorem 3.3.18 ([ACa]).If E is a Banach space with Corson propertyC, then for every bounded
set H⊂ E we haveck(H) = k(H).

In Section 3.4 we prove that for each bounded subsetH of c0, the following equalities holds:

ω(H) = γ(H) = k(H) = ck(H),

see Corollary 3.4.3. The equalityω(H) = γ(H) follows from [KPS00, Theorem 2.9]: for com-
pleteness we include the proof of this theorem, see Theorem 3.4.2. The other equalities follow
from the tools developed in this memoir.

Section 3.5 is devoted to studying the relationship between the different measures of weak
noncompactness inL1(µ) whereµ is a finite measure. Apell and De Pascale proved that the
measure of weak noncompactness of de Blasiω can be computed using Rosenthal’s modulus of
uniform integrability.

Theorem 3.5.2 ([AP84]).Let H be a bounded subset of L1(µ). Then

ω(H) = inf
δ>0

sup{
∫

E
|h|dµ : h∈ H,E ∈ Σ y µ(E) ≤ δ}.

Using this result, Kryczka and Prus proved in [KP01] that ifH is a bounded subset ofL1(µ)
then

γ(H) = 2ω(H) = 2γ(H),

where
γ(H) = sup{d(z,L1(µ)) : z is a cluster point of a sequence in conv(H)}.
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Using the tools developed in previous sections we obtain the following result.

Theorem 3.5.4.Let H be a bounded subset of L1(µ). Then

γ(H) = 2ω(H) = 2ck(H) = 2k(H).

In Section 3.6 we prove a quantitative version of a Gantmacher theorem. TheHausdorff measure
of norm noncompactness is defined for bounded setsH of Banach spacesE as

h(H) := inf{ε > 0 : H ⊂ Kε + εBE andKε ⊂ X is finite}.

A theorem of Schauder states that a continuous linear operatorT : E → F is compact if, and only
if, its adjoint operatorT∗ : F∗ → E∗ is compact. A quantitative strengthening of Schauder’s result
was proved by Goldenstein and Marcus (cf. [AT90, p. 367]) who established the inequalities

1
2

h(T(BE)) ≤ h(T∗(BF∗)) ≤ 2h(T(BE)). (C)

For weak topologies Gantmacher established that the operatorT is weakly compact if, and only if,
T∗ is weakly compact. Nonetheless, the corresponding quantitative version to(C) where h is re-
placed byω fails for general Banach spaces ([AT90]). On the positive side we prove a quantitative
version of Gantmacher result forγ.

Theorem 3.6.6 ([ACa]).Let E and F be Banach spaces, T: E → F an operator and T∗ : F∗ →E∗

its adjoint. Then
γ(T(BE)) ≤ γ(T∗(BF∗)) ≤ 2γ(T(BE)).

From the last theorem we get the following corollary.

Corollary 3.6.8 ([AT90]). The measures of weak noncompactnessγ andω are not equivalent.

To finish this chapter, in Section 3.7 we give another application of the techniques we have
developed here:

Theorem 3.7.1 ([ACa]). Let K be a compact space and let H be a uniformly bounded subset of
C(K). Then we have

γK(H) ≤ γ(H) ≤ 2γK(H).

Note that this result clearly implies that such anH is weakly compact if, and only if,H is aτp-
compact and norm bounded (Grothendieck). Our proof does not usethe Lebesgue Convergence
theorem as the classical proof does: it is purely topological.

Chapter 4. Distance to spaces of Baire one functions

In this chapter we study the distances to spaces of Baire one function. Recall that a function
f : X → Z is said to be a Baire one function iff is the pointwise limit of a sequence of continuous
functions( fn)n ∈C(X,Z). If E is a Banach space, since uniform limits of Baire one functions are
Baire one functions, Proposition 4.0.1,f ∈ B1(X,E) if, and only if, d( f ,B1(X,E)) = 0. So, as
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in the case of spaces of continuous functions, when we restrict ourselves to scalar-valued func-
tions, a pointwise bounded setH ⊂ B1(X) is τp-relatively countably compact inB1(X) if and only

d̂(H
RX

,B1(X)) = 0. We start this chapter by giving an answer to the following question.

(A) for which kind of topological spaces X and metric spaces Z can we theoretically
compute d( f ,B1(X,Z))?

For this we use the concept of fragmented andσ -fragmented maps. Recall that a function
f : X → (Z,d) is said to beε-fragmented for someε > 0 if for each nonempty setF ⊂ X, there
exists an open setU ⊂ X such thatU ∩F 6= /0 and diam( f (U ∩F)) ≤ ε. The function f is ε-
σ -fragmented byclosed setsif there exists a closed countable cover(Xn)n of X such thatf |Xn is
ε-fragmented for eachn∈ N.

Definition 4.1.2 ([GS06] and [ACN]). Let X be a topological space,(Z,d) a metric space and
f ∈ ZX a function. We define:

frag( f ) := inf{ε > 0 : f is ε-fragmented},

σ -fragc( f ) := inf{ε > 0 : f is ε-σ -fragmented by closed sets},

where by definition,inf /0 = +∞.

Obviouslyσ -fragc( f ) ≤ frag( f ). We prove that ifX is a hereditarily Baire space we have
the equalityσ -fragc( f ) = frag( f ), see Proposition 4.1.3. Our indexσ -fragc( f ) can be used to
compute distances.

Theorem 4.1.6 ([ACN]). If X is a metric space, E a Banach space and if f∈ EX then

1
2

σ -fragc( f ) ≤ d( f ,B1(X,E)) ≤ σ -fragc( f ).

In the case E= R we have the equality

d( f ,B1(X)) =
1
2

σ -fragc( f ).

In particular, ifX is a complete metric space,

d( f ,B1(X)) =
1
2

frag( f ).

This last equality extends [GS06, Proposition 6.4.], where the above equality is only proven forX
Polish.

As in Chapter 2 we can study how far a setH ⊂B1(X,E) is from beingτp-relatively countably
compact using

ckB1(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),B1(X,E)).

Using this index, in Section 4.2 we prove the following quantitative result about the difference
betweenτp-relative compactness andτp-relative countable compactness with respect toB1(X,E).
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Corollary 4.2.3 ([ACN]). Let X be a Polish space, E a Banach space and H aτp-relatively
compact subset of EX. Then

ckB1(H) ≤ d̂(H
EX

,B1(X,E)) ≤ 2ckB1(H).

In the particular case when E= R we have

d̂(H
RX

,B1(X)) = ckB1(H).

In particular, under the assumptions of Corollary 4.2.3,H is τp-relatively countably compact
if, and only if, H is τp-relatively compact (Rosenthal [Ros74]), so Corollary 4.2.3 strengthen this
result of Rosenthal. Observe now, as we did in the case of spaces of continuous functions, that we
get as a corollary that ifH ⊂ B1(X,E) then the following conditions are equivalent:

(i) ckB1(H) = 0,
(ii) H is a relatively countably compact subset of(B1(X,E),τp),

(iii) H is a relatively compact subset of(B1(X,E),τp).

The goal in Section 4.3 is to get a quantitative version of the Srivatsa’s theorem [Sri93] that
says that ifK is a compact set andf : X → C(K) is a continuous function for theτp topology in
C(K), then f is a ‖ · ‖∞-Baire one function. Observe thatF : X → (C(K),τp) is continuous if,
and only if, for eachk ∈ K, πk ◦F is continuous where the functionπk : C(K) → R is defined as
h h(k). We also know by Theorem 1.1.9 that distances to spaces of continuous functions can be
computed using oscillations. The question here is how farF is from being a Baire one function if
we replaceτp-continuity by bounded oscillation ofπk ◦F for all k∈ K. We prove the following:

Theorem 4.3.2 and Corollary 4.3.3 ([ACN]).Let X be a metric space, K a compact space and
F : X → RK a function. Then

d(F,B1(X,C(K))) ≤
3
2

sup
x∈X

osc(F(x))+2sup
k∈K

osc(πk ◦F).

If E is a Banach space and F: X → E∗∗ a function, then

d(F,B1(X,E)) ≤
3
2

sup
x∈X

osc(F(x))+2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦F),

where F(x) is considered a function on(BE∗ ,w∗).

This theorem can be used to prove a quantitative version of the Namioka’s theorem about
separate continuity and joint continuity. On the other hand, this quantitative version of Namioka’s
theorem can be proved under more general conditions and with better constants using topological
games. We do so in Section 4.4 usingσ -β -unfavorable spaces that are defined using topological
games, see Definition 4.4.4. Examples of this kind of spaces are separable Baire spaces, locally
compact spaces, complete metric spaces or more generally, countablyČech-complete spaces.
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Theorem 4.4.6 ([ACN]).Let f : X×K →R be a map, where X is aσ -β -unfavorable space and K
is a compact space. Then there exists a Gδ dense subset D of X such that, for each(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

If X is also a normal space, the constant 8 can be replaced by 7, see Corollary 4.4.8. In this
section we also useG (∆,L)-α-favorable compact spaces. Examples of this kind of spaces are
Valdivia compact spaces.

Corollary 4.4.14 ([ACN]). Let X be a Baire space, let K be aG (∆,L)-α-favorable compact space
for some dense subset L of K×K, and let f : X×K → R be a map. Then there exists a Gδ dense
subset D of X such that, for each(y,k) ∈ D×K we have

osc( f ,(y,k)) ≤ 7sup
x∈X

osc( fx)+6sup
k∈K

osc( f k).

If L = K×K, the constant 7 can be replaced by 2 and the constant 6 can be replacedby 4, see
Theorem 4.4.15.

We end the chapter with Section 4.5 and we prove the following quantitative version of a
theorem of Rudin, see [Rud81].

Theorem 4.5.1. Let (X,d) be a metric space, Y a topological space, E a normed space and
f : X×Y → E a function such that

(i) osc( f y) < δ for all y ∈Y.
(ii) osc( fx) < ε for all x ∈ D where D⊂ X is a dense subset.

Then there exist a sequence of functions fn : X×Y → E such that

(i) osc( fn) < ε for all n ∈ N.
(ii) For each(x,y) ∈ X×Y there exists n0 ∈ N such that if n> n0 then‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ

(i.e. ‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ eventually in n).

Theorem 4.5.1 can be used to prove a quantitative version of Srivatsa theorem, see Theo-
rem 4.5.4. It was the first method we used, but the result obtained is worsethan Theorem 4.3.1.
Thus we have preferred to present the proof we have finally included.

Chapter 5. Multifunctions and distances to other spaces

In Section 4.3 we proved a quantitative version of the Srivatsa’s theoremfor single-valued
maps. But as we have said at the beginning of this introduction, Srivatsa’stheorem is more general:
all set-valued maps from a metric spaceX into a Banach spaceE that arew-upper semicontinuous
have a Baire one selector [Sri93].

The first goal in this chapter is to extend the Corollary 4.3.3 obtained in Section4.3 to the
framework of set-valued maps and consequently to provide a quantitative version of the above
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mentioned Srivatsa result for set-valued maps. For this, in Section 5.1 we introduce the notion of
d-τ-semioscillation for a set-valued functionF : X → P(Y).

Definition 5.1.1 ([Ang]). Let X be a topological space, let(Y,τ) be a topological space, d a
metric in Y and F: X → P(Y) a set-valued map. We say that the map F has d-τ-semioscillation
(τ-semioscillation if d is tacitly assumed) smaller thanε in x∈ X if for eachτ-open subset V⊂Y
such that{z∈Y : d(z,F(x))≤ ε}⊂V, there exists a neighborhood U of x in X such that F(U)⊂V.
Then we denote

d-osc∗τ(F,x) = inf{ε > 0 : F hasτ-semioscillation in x smaller thanε}.

The d-τ-semioscillation is defined as

d-osc∗τ(F) = sup
x∈X

osc∗τ(F,x).

We denoteosc∗τ(F,x) = d-osc∗τ(F,x) andosc∗τ(F) = d-osc∗τ(F) when d is tacitly assumed.

This notion has the following properties whend is stronger thanτ:

(i) If F is a τ-upper semicontinuous map then the d-τ-semioscillation is 0.
(ii) If τ is a vector topology in a normed space and F(x) is τ-compact for x∈ X then F is

τ-upper semicontinuous if and only if, d-τ-semioscillation is 0, see Proposition 5.1.4.
(iii) If F is single-valued then F is continuous if and only if, d-τ-semioscillation is 0.
(iv) If F is single-valued andτ is the topology induced by the metric, then the d-τ-semioscillation

is equal to the usual notion of semioscillationosc∗(F,x).

If F is single-valued and(Y,τ) is the bidual space of a Banach space with thew∗ topology or a
space of functions with theτp topology, thed-τ-semioscillation coincides with the supremum of
the “pointwise semioscillations”:

Proposition 5.1.7 ([Ang]).Let X be a topological space, E a Banach space, E∗∗ the bidual space
of E and f : X → E∗∗ a function. Then, for every x∈ X

osc∗w∗( f ,x) = sup
y∗∈BE∗

osc∗(y∗ ◦ f ,x).

Proposition 5.1.8 ([Ang]).Let X be a topological space, x∈X, Y a set and f: X →RY a function.
Then

osc∗τp
( f ,x) = sup

y∈Y
osc∗(πy◦ f ,x)

where the mapπy : RY → R is given by h h(y).

It is well-known that if a set-valued mapF : X → P(Y) from a first countable space into a
topological space is upper semicontinuous whenever for each sequence (xn)n that converges to
somex∈ X if zn ∈ F(xn), n∈ N, we have

{zn : n∈ N}∩F(x) 6= /0.
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The following proposition gives a similar characterization for theτ-semioscillation.

Proposition 5.1.9 ([Ang]). Let X be a first countable space, x∈ X, (Y,τ) a topological space, d
a metric on Y and F: X → P(Y) a set-valued map. Given a≥ 0 the following statements are
equivalent:

(i) for each sequence(xn)n that converges to x∈ X, zn ∈ F(xn) and a′ > a

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} 6= /0,

(ii) osc∗τ(F,x) ≤ a.

Using the notion ofd-τ-semioscillation, in Section 5.2 we get the following quantitative ver-
sion of Srivatsa theorem. Sel(F) denotes the set of selectors of the set-valued mapF .

Theorem 5.2.2 ([Ang]).Let X be a metric space, E a Banach space and E∗∗ the bidual space. If
F : X → P(E∗∗) is a set-valued map then

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤
3
2

sup{oscz : z∈ F(X)}+2osc∗w∗(F)

where z∈ F(X) ⊂ E∗∗ is considered a function on(BE∗ ,w∗).

In the following Theorem,τ = σ(E,B) whereB⊂ BE∗ is a boundary (i.e. for eachx∈ E there
existsb∈ B such thatx(b) = ‖x‖) and theσ(X,B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. This happens forB the set of extreme points of the dual ball (see [BT80]),
for any boundaryB whenE = C(K) for some compact setK (see [CG98]) or for any boundary
when(BE∗ ,w∗) is angelic (see [CV95]).

Theorem 5.2.4 ([Ang]). Let X be a metric space, let E be a Banach space andτ = σ(E,B)
where B⊂ BE∗ is a boundary such that theσ(X,B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. If F: X → P(E) is a set-valued map then

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗τ(F).

Theorem 5.2.2 tell us that ifF : X → P(E) is a map from a metric space into a Banach space
such that osc∗w(F) = 0 or osc∗w∗(F) = 0 then

d(Sel(F),B1(X,E)) = 0;

we do not know ifF has a Baire one selector. On the other hand, ifF is w-upper semicontinuous
thenF has a Baire one selector. In Theorem 5.2.6 we prove that ifF only satisfies that osc∗w(F) = 0
but requiring thatF takes closed values thenF has a Baire one selector.

Theorem 5.2.6 ([Ang]).Let X be a metric space, E a Banach space and E∗∗ the bidual space. Let
F : X → P(E) ⊂ P(E∗∗) be a set-valued map withosc∗w∗(F) = 0. If F(x) is closed for all x∈ X,
then F has a Baire one selector.

Theorem 5.2.6 also holds when we consider topologiesτ = σ(E,B) whereB⊂BE∗ is a bound-
ary such that theσ(X,B)-relatively countably compact bounded sets arew-relatively compact.
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Corollary 5.2.8 ([Ang]). Let X be a metric space, let E be a Banach space andτ = σ(E,B)
where B⊂ BE∗ is a boundary such thatσ(X,B)-relatively countably compact bounded sets are
w-relatively compact. Let F: X → P(E) be a set-valued map such thatosc∗τ(F) = 0. If F(x) is
closed for all x∈ X, then F has a Baire one selector.

The dissertation concludes with Section 5.3 that is devoted to the study of distances to spaces of
measurable functionsM(µ,E) whereE is a Banach space and(Ω,Σ,µ) is a probability space. The
first objective of this section is to provide a formula to measure distances to spaces of measurable
function. To this end we introduce the following definition.

Definition 5.3.2.Given f∈ XΩ, we define

meas( f ) := inf{ε > 0 : for all A ∈ Σ+ exists B∈ Σ+
A such thatosc( f |B) ≤ ε}.

We use the conventioninf( /0) = +∞.
It is known that f ∈ M(µ,E) if, and only if, meas( f ) = 0. We prove that in fact, distances to

M(µ,E) can be computed using meas( f ).

Theorem 5.3.3 ([ACR]).Let f ∈ EΩ. Then:

1
2

meas( f ) ≤ d( f ,M(µ,E)) ≤ meas( f ).

Moreover, if E= R, then

d( f ,M(µ,E)) =
1
2

meas( f ).

The rest of the section is devoted to the study of a quantitative version of Bourgain property.
Bourgain property has been used as a very nice and powerful tool to study integration for Banach
valued functions, see [RS85], [GGMS87], [CMV97] and [CR05]. Iff : Ω → E is a bounded
function, the Bourgain property of the set

{x∗ ◦ f : x∗ ∈ BE∗} ⊂ RΩ

characterizes the Birkhoff integrability off .

Definition 5.3.6.Given H⊂ EΩ, we define

B(H) = inf{ε > 0 : for all A ∈Σ+ there exist B1, . . . ,Bn ∈ Σ+
A

such thatsup
h∈H

min
1≤1≤n

diam f (Bi) ≤ ε}.

H has the Bourgain property ifB(H) = 0. Bourgain property has interesting properties that
we can quantify. Bourgain proved that ifB(H) = 0 and f ∈ H

τp then there exists a sequence( fn)n

in H that converges tof in µ-almost everywhere (see [RS85]). We obtain a quantitative version
of this result:

Proposition 5.3.8 ([ACR]). Let H ⊂ EΩ and g∈ H
EΩ

. There exists a sequence(hn)n in H such
that

limsup
n→∞

‖hn(x)−g(x)‖ ≤ 2·B(H)
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for µ-almost every point x∈ Ω.

If H is a uniformly bounded family thenB(aconv(H)) = 0 whenB(H) = 0. On the other
hand, it is not true in general for non-bounded families. The version that we get of this result is
the following one that finish this section and the disertation.

Proposition 5.3.14 ([ACR]).Let H⊂ RΩ be a pointwise set. IfB(aconv(H)) < +∞, then

B(H) = B(aconv(H)).

Research papers

We finish this introduction with the summaries of the research papers that we have written
with material included in this dissertation.

Title: The quantitative difference between countable compactness and compactness.
Authors: C. Angosto and B. Cascales.
Submitted.

Abstract: We establish here some inequalities between distances of pointwise bounded
subsetsH of RX to the space of real-valued continuous functionsC(X) that allow us
to examine the quantitative difference between (pointwise) countable compactness
and compactness ofH relative toC(X). We prove, amongst other things, that ifX
is a countablyK-determined space theworst distance of the pointwise closureH of
H to C(X) is at most 5 times theworst distance of the sets of cluster points of se-
quences inH to C(X): here distance refers to the metric of uniform convergence in
RX. We study the quantitative behavior of sequences inH approximating points in
H. As a particular case we obtain the results known about angelicity for theseCp(X)
spaces obtained by Orihuela. We indeed prove our results for spacesC(X,Z) (hence
for Banach-valued functions) and we give examples that show when our estimates are
sharp.

Title: Measures of weak noncompactness in Banach spaces.
Authors: C. Angosto and B. Cascales.
To appear in Topology Appl.

Abstract: Measures of weak noncompactness are formulae thatquantify different
characterizations of weak compactness in Banach spaces: we deal here with De
Blasi’s measureω and the measure of double limitsγ inspired by Grothendieck’s
characterization of weak compactness. Moreover for bounded setsH of a Banach
spaceE we consider theworstdistance k(H) of the weak∗-closure in the bidualH of
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H to E and theworstdistance ck(H) of the sets of weak∗-cluster points in the bidual
of sequences inH to E. We prove the inequalities

ck(H)
(I)
≤ k(H) ≤ γ(H)

(II)
≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H)

which say that ck, k andγ are equivalent. IfE has Corson propertyC then (I) is
always an equality but in general constant 2 in (II) is needed: we indeed provide an
example for which k(H) = 2ck(H). We obtain quantitative counterparts to Eberlein-
Smulyan’s and Gantmacher’s theorems usingγ. Since it is known that Gantmacher’s
theorem cannot be quantified usingω we therefore have another proof of the fact
that γ andω are not equivalent. We also offer a quantitative version of the classical
Grothendieck’s characterization of weak compactness in spacesC(K) usingγ.

Title: Distances to spaces of Baire one functions.
Authors: C. Angosto, B. Cascales and I. Namioka.
Submitted.

Abstract: Given a metric spaceX and a Banach space(E,‖ · ‖) we use an index of
σ -fragmentability for mapsf ∈EX to estimate the distance off to the spaceB1(X,E)
of Baire one functions fromX into (E,‖·‖). WhenX is Polish we use our estimations
for these distances to give a quantitative version of the well known Rosenthal’s result
stating that inB1(X,R) the pointwise relatively countably compact sets are pointwise
compact. We also obtain a quantitative version of a Srivatsa’s result that states that
wheneverX is metric any weakly continuous functionf ∈ EX belongs toB1(X,E):
our result here says that for an arbitraryf ∈ EX we have

d( f ,B1(X,E)) ≤ 2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦ f ),

where osc(x∗ ◦ f ) stands for the supremum of the oscillations ofx∗ ◦ f at all points
x ∈ X. As a consequence of the above we prove that for functions in two variables
f : X×K →R, X complete metric andK compact, there exists aGδ -dense setD ⊂ X
such that the oscillation off at each(x,k) ∈ D×K is bounded by the oscillations of
thepartial functions fx and f k. A representative result in this direction, that we prove
using games, is the following: ifX is a σ -β -unfavorable space andK is a compact
space, then there exists a denseGδ -subsetD of X such that, for each(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

When the right hand side of the above inequality is zero we are dealing with separately
continuous functionsf : X ×K → R and we obtain as a particular case some well-
known results obtained by the third named author in the mid 1970’s.
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Title: Distances from selectors to spaces of Baire one functions.
Author: C. Angosto.
To appear in Topology Appl.

Abstract: Given a metric spaceX and a Banach space(E,‖ · ‖) we study distances
from the set of selectors Sel(F) of a set-valued mapF : X → P(E) to the space
B1(X,E) of Baire one functions fromX into E. For this we introduce thed-τ-
semioscillation of a set-valued map with values in a topological space(Y,τ) also
endowed with a metricd. Being more precise we obtain that

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗w(F)

where osc∗w(F) is the‖ · ‖-w-semioscillation ofF . In particular whenF takes closed
values and osc∗w(F) = 0 we get that thenF has a Baire one selector: we point out
that if F is weakly upper semicontinuous then osc∗

w(F) = 0 and therefore our results
strengthen a Srivatsa selection Theorem whenF takes closed set. We also obtain
similar results whenτ is the topology of convergence on some boundaryB or τ is the
w∗ topology of a bidual Banach space.
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Notation and terminology

Most of the notation and terminology is standard, otherwise it is either explained here or
whenever it is needed. All topological spaces we consider are Hausdorff spaces. We denote by the
symbolsN, R the set of natural numbers and the set of real numbers respectively. Given a setX,
P(X) denotes the set of all the subsets ofX.

By lettersX,Y, . . . we denote sets or topological spaces. We denote by(Z,d) a metric space (Z
if d tacitly assumed). WithYX we denote the set of all the the functions fromX toY. In particular,
XN is the set of sequences inX. We denote byX(N) the set of all the finite sequences ofX. The
domain of a arbitrary functionf is denoted by dom( f ). The spaceYX is equipped with the product
topologyτp. We also consider in the spaceZX thestandard supremum metricthat abusively is also
denoted byd and that we allow to take the value+∞, i.e.

d( f ,g) = sup
x∈X

d( f (x),g(x)) for f ,g∈ ZX.

By (E,‖ · ‖) we denote a normed space (E if ‖ · ‖ is tacitly assumed). InEX we consider the
supremum norm

‖ f‖∞ = sup
x∈X

‖ f (x)‖ for f ∈ EX

that is allowed to take the value+∞.
The (closed) unit ball of a normed spaceE is denoted byBE. If x belongs to a metric space

(Z,d) andε > 0 we denote byBZ(x,ε) (or B(x,ε) if we know the metric in the spaceZ) the closed
ball of Z with centerx and radiusε. If A,B are two subsets of the metric spaceZ andx ∈ Z we
denote

d(x,B) = inf
b∈B

d(x,b),

d(A,B) = inf
a∈A

d(a,B)

and
d̂(A,B) = sup

a∈A
d(a,B).

The diameter ofA is denoted by

diam(A) = sup{d(a,b) : a,b∈ A}.

If A is a subset of a topological space(X,τ), we denote by intA the interior ofA and byA the

closure ofA in X. Sometimes, we putA
X

to specify the topological space where the closure is
taken orA

τ
to specify the topology we are using. Ifϕ is a sequence of the topological spaceX we

denote by clustX(ϕ) the set of all the cluster points ofϕ in X. A subsetA⊂ X is aFσ set ifA is a
countable union of closed sets ofX. A is aGδ set if A is the intersection of a countable family of
open sets ofX.
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All vectorial spacesV that we consider here are real spaces. For setsA,B⊂V andr ∈ R, we
put A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} and rA = {ra : a ∈ A}. For eachS⊂ V, by the symbols
span(S), conv(S) and aco(S) we denote the linear span ofS, the convex hull ofSand the absolute
convex hull ofSrespectively, i.e.

conv(S) =
{ n

∑
i=1

λixi : xi ∈ S, λi ∈ [0,1],
n

∑
i=1

λi = 1
}

and

aco(S) =
{ n

∑
i=1

λixi : xi ∈ S, λi ∈ R,
n

∑
i=1

|λi | ≤ 1
}

.

If E is a normed space, we denote its algebraic dual space (the set of all the real-valued lineal
applications onE) by E′ and its topological dual space (the subset of the algebraic dual of contin-
uous and lineal functions) byE∗. We denote byw the weak topology of a normed spaceE and by
w∗ the weak star topology of a dual spaceE∗. If B⊂ E∗ we denote byσ(E,B) the topology of the
pointwise convergence inB.

If Γ is a nonempty set we write

ℓ∞(Γ) = { f ∈ RΓ : ‖ f‖∞ = sup
γ∈Γ

| f (γ)| < +∞},

c0(Γ) = { f ∈ ℓ∞(Γ) : the set{γ ∈ Γ : | f (γ)| > ε} is finite for eachε > 0}.

If Γ = N we denoteℓ∞(N) = ℓ∞ andc0(N) = c0.
If (Ω,Σ,µ) is a space of finite measure, the vectorial space of all the real-valued measurable

andµ-integrable functions onΩ is denoted byL1(µ). The setL1(µ) is the Banach space of the
equivalent classes (f andg are equivalent iff (ω) = g(ω) µ-a.e.) of the elements ofL1(µ), with
the norm‖ f‖1 =

∫

Ω | f | dµ.
The space of continuous maps fromX to Y is denoted byC(X,Y). As usual,C(X) is the

corresponding space of real-valued functions. Recall that a mapf : X →Y is a Baire one function
if it is equal to the pointwise limit of a sequence( fn)n of C(X,Y). The set of all the Baire one
maps fromX into Y is denoted byB1(X,Y) or byB1(X) if Y = R.
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Introducción

E L marco general de trabajo de esta memoria es elestudio de distancias a espacios de funciones
y sus aplicaciones al estudio de compacidad, espacios de Banach, funciones separadamente

continuas, teoremas de selección, etc. Dadas funciones arbitrariasf ,g ∈ ZX de un espacio topo-
lógico X a un espacio métrico(Z,d) la distancia que vamos a estudiar esla métrica estándar del
supremodada por

d( f ,g) = sup
x∈X

d( f (x),g(x))

que puede tomar el valor+∞. Si F ⊂ ZX es algún espacio de funciones, consideraremos como es
usual

d( f ,F ) = ı́nf
g∈F

d( f ,g) = ı́nf
g∈F

sup
x∈X

d( f (x),g(x)).

Los espacios de funcionesF que vamos a considerar son el espacio de funciones continuas
C(X,Z), el espacio de funciones de la primera clase de BaireB1(X,Z) y el espacio de funcio-
nes mediblesM(µ,E) donde(Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad. En el mismo contexto, si
consideramos un espacio de BanachE y su espacio bidualE∗∗ como subespacios de funciones
sobre la bola dualBE∗ , la métrica el supremocoincide con la norma del espacio bidual.

E STUDIAMOS versiones “cuantitativas” de varios resultados clásicos sobre compacidad y rela-
cionados. A continuación exponemos parte de la historia detrás de esos resultados clásicos

de los que daremos versiones cuantitativas. En 1940 Šmulian [Šmu40] mostróque los subconjun-
tos débilmente relativamente compactos de un espacio de Banach son débilmenterelativamente
sucesionalmente compactos. Además probó que si el espacio de BanachE tiene dualw∗-separable
entonces un subconjuntoH deE es débilmente relativamente numerablemente compacto sí, y sólo
si, H es débilmente relativamente sucesionalmente compacto. Dieudonné y L. Schwartz [DS49]
extendieron este último resultado a espacios localmente convexos con una topología más gruesa
metrizable. La implicación recíproca del teorema de Šmulian fue obtenida por Eberlein [Ebe47]
que probó que los conjuntos relativamente numerablemente compactos son relativamente compac-
tos para la topología débil de un espacio de Banach. Grothendieck generalizó estos resultados a
espacios localmente convexos cuasicompletos para su topología de Mackey. Este resultado se basa
en uno similar para espacios(C(K),τp) de funciones continuas sobre un espacio compactoK con
la topología de la convergencia puntual. La noción de angelicidad de Fremlin yalgunas de sus con-
secuencias se pueden usar para probar este resultado de una forma clara (véase [Flo80]). Orihuela
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[Ori87] mostró en 1987 que los espacios(C(X),τp) conX numerablementeK-determinado (de he-
cho en algunos espacios más generales) son angélicos. De forma similar, para espacios(B1(X),τp)
de funciones de la primera clase de Baire con la topología de la convergencia puntual, Rosenthal
mostró que los conjuntos relativamente numerablemente compactos y los conjuntos relativamen-
te compactos son los mismos. Bourgain, Fremlin y Talagrand [BFT78] probaron que de hecho
(B1(X),τp) es angélico.

En un contexto diferente, Srivatsa [Sri93] probó en 1993 que siF : X → P(E) es una apli-
cación multivaluada de un espacio métricoX a un espacio de BanachE que es superiormente
semicontinua para la topología débil deE, entoncesF tiene un selector de la primera clase de
Baire, es decir, existe una función de la primera clase de Bairef : X → E tal que f (x) ∈ F(x)
parax∈ X. En particular, sif : X → E es una funciónw-continua, entoncesf es una función de
la primera clase de Baire para la norma‖ · ‖ deE. Este resultado también es cierto cuando reem-
plazamos(E,w) por (C(K),τp) para un espacio compactoK. De este resultado, se puede deducir
el teorema clásico de Namioka [Nam74] sobre continuidad separada y continuidad conjunta: si
X es un espacio métrico completo,K un espacio compacto yf : X ×K → R una función sepa-
radamente continua, entonces existe un conjuntoGδ densoD ⊂ X tal que f es continua en cada
(x,k) ∈ D×K. Saint-Raymond [SR83] y Bouziad [Bou90] probaron algunas generalizaciones del
teorema de Namioka.

C OMO hemos dicho anteriormente, el objetivo de esta memoria es ofrecer, entre otras cosas,
versiones cuantitativas de los resultados mencionados: para ello usamos distancias a espa-

cios de funciones como hemos dicho al principio de esta introducción. Notemos que en los úl-
timos años, varias versionescuantitativasde resultados clásicos como los teoremas de Krein-
Šmulian, Grothendieck, etc., han sido probadas. Estas nuevas versiones mejoran los teoremas
originales y llevan a nuevos problemas y aplicaciones en topología y análisis:véase por ejem-
plo [CMR06, FHMZ05, Gra06, GHS04, GS06, GS07a]. Siguiendo esta línea, nuestros resultados
ofrecen versiones cuantitativas de resultados de Orihuela, Gantmacher, Grothendieck, Rosenthal,
Namioka, Saint-Raymond, Bouziad, etc.

Los resultados originales de esta memoria están contenidos en nuestros artículos [ACb], [ACa],
[ACN], [Ang] y [ACR], el último todavía en preparación.

A continuación resumimos el contenido de este trabajo.

Capítulo 1. Preliminares

Este capítulo auxiliar está dedicado a mostrar algunos resultados conocidosque serán usados
más adelante. En las dos primeras secciones, proporcionamos una fórmulapara medir distancias
a espacios de funciones continuas. En la Sección 1.1 probamos que las distancias a espacios de
funciones continuas pueden ser calculadas usando oscilaciones de funciones de un espacio normal
aR. Este resultado es conocido para funciones acotadas, pero de hechotal y como ponemos de
manifiesto esta condición no es necesaria.

Teorema 1.1.9.Sea X un espacio normal y sea f∈ RX. Entonces

d( f ,C(X)) =
1
2

osc( f ).
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De hecho, el Teorema 1.1.9 caracteriza los espacios normales.

Corolario 1.1.12. Sea X un espacio topológico. Son equivalentes

(i) X es normal,
(ii) para toda función f∈ RX, existe g∈C(X) tal que d( f ,g) = 1

2osc( f ),
(iii) para toda función f∈ RX se tiene que d( f ,C(X)) = 1

2osc( f ),
(iv) para toda función no continua f∈ RX se tiene que d( f ,C(X)) < osc( f ).

En la Sección 1.2 estudiamos algunas propiedades de los espacios paracompactos. Además, si
(Z,d) es un espacio métrico, podemos aproximar la distancia de una funciónf ∈ ZX a C(X,Z)
cuandoX es paracompacto.

Teorema 1.2.19 ([CMR06]). Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto convexo
de un espacio normado E. Entonces para cada aplicación f: X → Z tendremos

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ).

El resto del capítulo contiene varios resultados que serán útiles más adelante en el resto de
esta memoria: separación de conjuntos convexos, principio de reflexividad local, lema de Pták y
algunas propiedades sobre buenas particiones. Incluimos demostraciones para hacer este trabajo
autocontenido.

Capítulo 2. Distancia a espacios de funciones continuas

C(X)

R
X

H

H
τp

d̂

-�

Hc

-�

ρ̂

Figura 1

El tipo de problemas que vamos a estudiar en este capítulo están
ilustrados en la Figura 1. TomemosX un espacio topológico y sea
C(X) el espacio de las funciones continuas definidas enX que toman
valores reales. ConsideremosC(X)⊂RX como en la figura. Para fijar
ideas empezamos con un conjunto puntualmente acotadoH ⊂ C(X)
(en general permitimos queH sea un subconjunto deRX como en la

figura): el teorema de Tychonoff nos dice queH
RX

esτp-compacto.
Por lo tanto para saber siH esτp-relativamente compacto enC(X) só-

lo tenemos que ver si se cumple queH
RX

⊂C(X). Observemos que si

d̂ es lapeordistanciaH
RX

aC(X), como los límites uniformes de fun-
ciones continuas son funciones continuas se tiene qued̂ = 0 si, y sólo

si,H
RX

⊂C(X), lo que ocurre si, y sólo si,H esτp-relativamente com-
pacto enC(X). En generald̂ ≥ 0 es una medida de noτp-compacidad

paraH relativa aC(X). Una pregunta que se nos plantea de forma natural es:

(A) ¿existen estimaciones útiles ded̂ que sean equivalentes a propiedades cuali-
tativas de los conjuntos H?
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Mostramos ahora un ejemplo simple de (A) ilustrado en la Figura 1. SeaHc el conjunto de

los elementos deH
RX

que son puntos de aglomeración de sucesiones enH (Hc puede ser estric-

tamente más pequeño queH
RX

). Si ρ̂ es lapeor distancia deHc aC(X), la inclusiónHc ⊂ H
RX

claramente implica quêρ ≤ d̂. Estudiamos la existencia de una constante universalM tal que para
todo conjunto puntualmente acotadoH ⊂ RX tengamos quêd ≤ Mρ̂. De hecho estudiamos una
desigualdad más fina que la previa.

En [CMR06] Cascales, Marziscewski y Raja estudiaron la distanciad̂ cuandoX es un espacio
compacto. Para ello introdujeron la noción deε-intercambio de límites. Esta noción fue primero
considerada por Grothendieck en [Gro52] paraε = 0. Paraε ≥ 0, este concepto ha sido también
utilizado, en el campo de los espacios de Banach en [AT90, FHMZ05, KP01] entre otros.

Definición 2.1.1Sea(Z,d) un espacio métrico, X un conjunto yε ≥ 0.

(i) Diremos que una sucesión( fm)m en ZX ε-intercambia límites con una sucesión(xn)n en X
si

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn)) ≤ ε

cuando los límites involucrados existan.
(ii) Diremos que un subconjunto H de ZX ε-intercambia límites con un subconjunto A de X, si

toda sucesión en Hε-intercambia límites con cada sucesión en A. Cuandoε = 0 simple-
mente diremos que H intercambia límites con A.

Empezamos el capítulo estudiando las herramientas desarrolladas en [CMR06] para espacios
compactosK. Las pruebas que damos aquí de los resultados de [CMR06] son diferentes de las
dadas en dicho artículo. SiH es un subconjunto deC(K,Z) denotamos

γK(H) := sup{ε > 0 : Hε-intercambia límites conK}.

En estos términos, siH es un subconjunto uniformemente acotado deC(K), el Corolario 2.6 de
[CMR06] se puede leer como

d̂(H,C(K)) ≤ γK(H) ≤ 2d̂(H,C(K)).

En el principal resultado de [CMR06] los autores estudiaron la relación entre la distanciad̂
y la distanciad̂ cuando se reemplazaH por su envoltura convexa conv(H): si K es un conjunto
compacto yH ⊂ RK es un conjunto uniformemente acotado, entonces

d̂(conv(H)
RK

,C(K)) ≤ 5d̂(H
RK

,C(K)).

Si H ⊂ C(K), en la desigualdad anterior la constante 5 se puede reemplazar por un 2. Para ello,
los autores usaron elε-intercambio de límites y algunas ideas de la prueba del teorema de Krein-
Šmulian que aparece en el libro de Kelley y Namioka [KN76, Chapter 5, Section 17]. La prueba
que damos aquí es original y se basa en la prueba del teorema de Krein-Šmulian debida a [Ptá63],
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usando su lema combinatorio junto alε-intercambio de límites como Fabian, Hájek, Montesinos
y Zizler [FHMZ05] hicieron para espacios de Banach.

A continuación introducimos la siguiente noción.

Definición 2.4.5 ([ACb]). Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y H⊂ ZX,
definimos

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),C(X,Z)),

dondeclustZX(ϕ) denota al conjunto de puntos de aglomeración de la sucesiónϕ en el espacio
producto ZX.

Por definicióńınf /0 = +∞ así que si el conjuntoH no es relativamente compacto enZX conside-
ramos ck(H) = +∞. El índice ck(H) es menor que la distanciâρ que incluimos en la Figura 1.
Obsérvese que siH es un subconjuntoτp-relativamente numerablemente compacto deC(X,Z) en-
tonces ck(H) = 0. El siguiente resultado nos habla de la aproximación de puntos de laτp-clausura
de H por sucesiones deH y de la diferencia cuantitativa entreτp-compacidad yτp-compacidad
numerable deH relativa aC(K).

Corolario 2.4.9 ([ACb]). Sea K un espacio compacto y H un subconjunto de C(K) uniformemente
acotado. Entonces

ck(H) ≤ d̂(H
RK

,C(K)) ≤ 2ck(H). (A)

Si f ∈ H
RK

, entonces existe una sucesión( fn)n en H tal que

sup
x∈K

| f (x)−g(x)| ≤ 2ck(H)

para todo punto de aglomeración g de( fn)n enRK .

En particular, si el conjunto uniformemente acotadoH esτp-relativamente numerablemente
compacto enC(K) entoncesH esτp-relativamente compacto y cada punto de la clausura puntual
de H es el limite de una sucesión deH. De hecho, el espacio(C(K),τp) es angélico. Por lo
tanto, el Corolario 2.4.9 es una versión cuantitativa de la angelicidad de los espacios(C(K),τp).
Presentamos además el Ejemplo 2.4.10 que muestra que la constante 2 en la desigualdad (A) es
óptima.

En la Sección 2.5 extendemos el Corolario 2.4.9 al caso de espaciosC(X) dondeX es numera-
blementeK-determinado: así obtenemos una versión cuantitativa de la angelicidad de ese tipo de
espacios probada por Orihuela en [Ori87]. Usamos la siguiente notación:si α = (a1,a2, . . .) ∈NN

y si n∈ N, entoncesα |n := (a1,a2, ...,an). SeaΣ un subconjunto deNN y sea{Aα : α ∈ Σ} una
familia de los subconjuntos no vacíos deX. Dadoα = (a1,a2, . . .) ∈ Σ y n∈ N denotamos

Cα|n =
⋃

{Aβ : β ∈ Σ y β |n = α|n}.

Como es normal, dado un conjuntoC ⊂ X y una sucesión(xn)n enX diremos que(xn)n está
eventualmente enC si existem∈N tal quexn ∈C para cadan≥m. El siguiente lema es la principal
herramienta técnica de la Sección 2.5.
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Lema 2.5.5 ([ACb]).Sea(Z,d) un espacio métrico separable, X un conjunto, H un subconjunto
del espacio(ZX,τp) y ε ≥ 0. Supongamos que:

(i) existeΣ ⊂ NN y una familia{Aα : α ∈ Σ} de subconjuntos no vacíos de X que cubre X;
(ii) para cadaα = (a1,a2, . . .) ∈ Σ el conjunto Hε-intercambia límites en Z con cada sucesión

(xn)n en X que está eventualmente en cada conjunto Cα|m, m∈ N.

Entonces para cada f∈ H
ZX

existe una sucesión( fn)n∈N en H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ ε

para cualquier punto de aglomeración g de( fn)n∈N en ZX.

Usamos el lema anterior para probar:

Teorema 2.5.6 y 2.5.7 ([ACb]).Sea X un espacio numerablemente K-determinado,(Z,d) un espa-
cio métrico separable y H un subconjunto relativamente compacto del espacio (ZX,τp). Entonces

ck(H) ≤ d̂(H
ZX

,C(X,Z)) ≤ 3ck(H)+2d̂(H,C(X,Z)) ≤ 5ck(H).

Si f ∈ H
ZX

existe una sucesión( fn)n en H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ 2ck(H)+2d̂(H,C(X,Z)) ≤ 4ck(H)

para cualquier punto de aglomeración g de( fn) en ZX.

Obsérvese que siX y (Z,d) son como en el resultado previo yH ⊂C(X,Z) es relativamente
compacto enZX, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ck(H) = 0,
(ii) H es un conjuntoτp-relativamente numerablemente compacto deC(X,Z),

(iii) H es un conjuntoτp-relativamente compacto deC(X,Z).

Mientras (ii)⇒(i) es obvio y (ii)⇔(iii) era conocido [Ori87], la implicación (i)⇒(ii) parece que
requiere efectivamente las desigualdades del Teorema 2.5.7.

La Sección 2.6 está dedicada a estudiar otro tipo de espaciosX para los que estimaciones del
tipo que hemos presentado en la sección anterior pueden ser probadas.El resultado principal de
esta sección es el siguiente:

Corolario 2.6.4 ([ACb]). Sea X un espacio topológico, sea E un espacio de Banach y sea H un
subconjuntoτp-relativamente compacto de EX.

(i) Si X es un espacio métrico, entonces

ck(H) ≤ d̂(H
EX

,C(X,E)) ≤ 2ck(H).

(ii) Si X es normal contightnessnumerable y E= R, entonces

d(H
RX

,C(X)) = ck(H).



Introducción ••31

Para terminar este capítulo, en la Sección 2.7 obtenemos una versión cuantitativa del teorema
de Mazur sobre aproximación uniforme de un limite puntual de funciones continuas por elemen-
tos de la envoltura convexa de dicha sucesión. Necesitaremos este resultado más adelante en el
Capítulo 4.

Teorema 2.7.1 ([ACN]).Sea X un espacio numerablemente compacto, a> 0 y ( fn)n ⊂ RX una
sucesión uniformemente acotada tal que| fn(x)− f (x)| ≤ a eventualmente en n, es decir, para cada
x∈ X existe nx tal que

si n> nx, entonces| fn(x)− f (x)| ≤ a.

Entonces para cadaε > 0, existe g∈ conv{ fn : n∈ N} tal que

‖g− f‖∞ < 2d+a+ ε.

Capítulo 3. Distancia a espacios de Banach

En el Capítulo 2, usando las distancias a espacios de funciones continuas, hemos estudiado
cómo de lejos está un subconjunto deC(X,Z) de serτp-relativamente compacto. Para un espacio
de BanachE podemos usar un argumento similar: siH es un subconjunto acotado deE y consi-
deramos law∗-clausura deH enX∗∗ podemosmedircómo de lejos estáH de serw-relativamente
compacto usando la distancia

k(H) = d̂(H
w∗

,E).

Observemos que k es una medida de no compacidad débil, véase la Definición3.3.1. Las medidas
de no compacidad o de no compacidad débil han sido usadas con éxito en teoría de operadores,
ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales, véase por ejemplo [AT90, TBL97, Bla92, Fan06,
Kry04, KP01] y [KPS00]. Nos encontramos aquí con las siguientes funciones no negativas defini-
das sobre la familia de conjuntos acotadosH de espacios de BanachE, véanse Definiciones 3.3.2,
3.3.10 y 3.3.12:

◮ γ(H) es la peor distancia entre límites iterados de sucesiones enH y sucesiones en la bola
unidad dualBE∗ ,

◮ ck(H) es lapeordistancia aE de los conjuntos de puntos dew∗-aglomeración en el espacio
bidualE∗∗ de sucesiones enH,

◮ ω(H) es la peor distancia deH a conjuntosw-compactos deE.

La funciónω fue introducida por de Blasi [Bla92] como una medida de no compacidad débil
que puede ser considerada como contraparte para la topología débil de laclásica medida de Haus-
dorff de no compacidad. La funciónγ ya apareció en [AT90] y en [KP01]: en este último artículo,
el sup se toma sobre todas las sucesiones en la envoltura convexa convH en vez de sucesiones sólo
enH. Como mostramos en este capítulo,γ(H) = γ(convH) lo que nos dice que nuestra definición
paraγ es equivalente a la dada en [KP01]. El índice k ha sido usado en [CMR06, FHMZ05, Gra06].
Mientrasω y γ son medidas de no compacidad débil en el sentido de la definición axiomática dada
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en [BM95], la función k no cumple que k(convH) = k(H), que es una de las propiedades reque-
ridas para ser una medida de no compacidad débil en el sentido de [BM95]. Sin embargo, tanto k
comoγ y ω cumplen la condición k(H) = 0 si, y sólo si,H es débilmente relativamente compacto
enE.

En la Sección 3.1 probamos un resultado de [CMR06] que nos dice que los resultados obte-
nidos en términos de distancias para espacios de funciones continuas sobre conjuntos compactos
pueden ser aplicados para obtener los resultados correspondientes en espacios de Banach. Como
consecuencia de esta proposición, los principales resultados de [FHMZ05] y [Gra06] se obtienen
directamente de los resultados obtenidos en el capítulo anterior.

En la Sección 3.2 estudiamos algunos tipos de espaciosE donde cada conjunto acotadoH ⊂E
cumple que

k(convH) = k(H).

Esta igualdad se cumple para espacios de Banach con bola dualw∗-angélica (o más generalmente,
espacios de Banach que tienen la propiedadJ [Gra06], véase Definición 3.2.1) y espacios de
BanachE tales que el espacio dualE∗ no tiene una copia isomorfa deℓ1 [FHMZ05].

La Sección 3.3 está dedicada a estudiar las diferentes relaciones entre lasmedidas de no com-
pacidad débil k, ck,γ y ω . Como consecuencia de los resultados del capítulo previo probamos:

Corolario 3.3.16 ([ACa]). Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Entonces

ck(H) ≤ k(H) ≤ γ(H) ≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H). (B)

γ(H) = γ(conv(H)) y ω(H) = ω(conv(H)).

Además, para cada x∗∗ ∈ H
w∗

, existe una sucesión(xn)n en H tal que

‖x∗∗−y∗∗‖ ≤ γ(H)

para cada punto de aglomeración y∗∗ de(xn)n en E∗∗.

Mostramos mediante varios ejemplos que todas las constantes involucradas enla desigualdad (B)
son óptimas.

Recordemos que se dice que un espacio de BanachE tiene la propiedadC de Corson si cada
colección de subconjuntos cerrados convexos deE con intersección vacía tiene una subcolección
numerable con intersección vacía. En [Pol80] se demuestra que el espacio de BanachE tiene la

propiedadC si, y sólo si, cuandoA⊂ E∗ y x∗ ∈ A
w∗

, existe un conjunto numerableC deA tal que

x∗ ∈ convC
w∗

. En particular, los espacios de Banach con bola unidad dualw∗-angélica tienen la
propiedadC de Corson. Para terminar esta sección probamos que la desigualdad ck= k se da para
la clase de los espacios de Banach con la propiedadC de Corson. El Ejemplo 2.4.10 sirve para ver
que dicha igualdad no se da en general.

Teorema 3.3.18 ([ACa]).Si E es un espacio de Banach con la propiedadC de Corson, entonces
para cada conjunto acotado H⊂ E tenemos queck(H) = k(H).
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En la Sección 3.4 probamos que para cada conjunto acotadoH dec0, se tiene que

ω(H) = γ(H) = k(H) = ck(H),

véase el Corolario 3.4.3. La desigualdadω(H) = γ(H) se tiene en [KPS00, Theorem 2.9]: para una
mejor compresión incluimos la prueba, véase el Teorema 3.4.2. Las otras igualdades se obtienen
de las herramientas desarrolladas en este trabajo.

La Sección 3.5 está dedicada a estudiar la relación entre las medidas de no compacidad débil en
L1(µ) dondeµ es una medida finita. Apell y De Pascale probaron que la medida de no compacidad
débil de De Blasiω se puede calcular usando el módulo de integrabilidad uniforme de Rosenthal.

Teorema 3.5.2 ([AP84]).Sea H un subconjunto acotado de L1(µ). Entonces

ω(H) = ı́nf
δ>0

sup{
∫

E
|h|dµ : h∈ H,E ∈ Σ y µ(E) ≤ δ}.

Usando este resultado, Kryczka y Prus probaron en [KP01] que siH es un subconjunto acotado
deL1(µ) entonces

γ(H) = 2ω(H) = 2γ(H),

donde

γ(H) = sup{d(z,L1(µ)) : zes un punto de aglomeración de una sucesión en conv(H)}.

Usando las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores obtenemos el siguiente resulta-
do:

Teorema 3.5.4.Sea H un subconjunto acotado de L1(µ). Entonces

γ(H) = 2ω(H) = 2ck(H) = 2k(H).

En la Sección 3.6 probamos una versión cuantitativa del teorema de Gantmacher. La medida de
Hausdorff de no compacidad en norma está definida para conjuntos acotadosH de espacios de
BanachE como

h(H) := ı́nf{ε > 0 : H ⊂ Kε + εBE y Kε ⊂ X es finita}.

Un teorema de Schauder dice que un operador lineal y continuoT : E → F es compacto si, y sólo
si, su operador adjuntoT∗ : F∗ → E∗ lo es. Una mejora cuantitativa de este resultado fue probada
por Goldenstein y Marcus (cf. [AT90, p. 367]) estableciendo las desigualdades

1
2

h(T(BE)) ≤ h(T∗(BF∗)) ≤ 2h(T(BE)). (C)

Para topologías débiles, Gantmacher demostró que el operadorT es débilmente compacto si, y sólo
si, lo es su operador adjuntoT∗. Sin embargo la correspondiente versión de (C) reemplazando h
por ω no se puede demostrar en general ([AT90]). Por otro lado nosotros probamos una versión
cuantitativa del teorema de Gantmacher en términos de la medida deγ.
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Teorema 3.6.6 ([ACa]).Sea T: E → F un operador lineal y continuo entre dos espacios de
Banach. Entonces

γ(T(BE)) ≤ γ(T∗(BF∗)) ≤ 2γ(T(BE)).

De este último teorema se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.6.8 ([AT90]). Las medidas de no compacidad débilγ y ω no son equivalentes.

Para terminar este capítulo, en la Sección 3.7 damos otra aplicación de las técnicas desarrolla-
das aquí:

Teorema 3.7.1 ([ACa]).Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente aco-
tado de C(K). Entones

γK(H) ≤ γ(H) ≤ 2γK(H).

Observemos que este resultado claramente implica que tal conjuntoH es débilmente compacto si,
y sólo si,H esτp-compacto y acotado en norma (Grothendieck). Nuestra prueba no usa el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue tal como se hace en la prueba clásica: es puramente
topológica.

Capítulo 4. Distancia a espacios de funciones de la primera clase de Baire

En este capítulo estudiamos distancias a espacios de funciones de la primera clase de Baire.
Recordemos que una funciónf : X → Z es de la primera clase de Baire sif es el límite puntual de
una sucesión de funciones continuas( fn)n ∈C(X,Z). Si E es un espacio de Banach tenemos que
los límites uniformes de funciones de la primera clase de Baire son de la primera clase de Baire,
Proposición 4.0.1, y por lo tanto,f ∈ B1(X,E) si, y sólo si,d( f ,B1(X,E)) = 0. Así que, como
en el caso de espacios de funciones continuas, cuando nos restringimos al caso de funciones con
valores reales, un conjunto puntualmente acotadoH ⊂ B1(X) es τp-relativamente compacto en

B1(X) si, y sólo si,d̂(H
RX

,B1(X)) = 0. Empezamos el capítulo dando una respuesta a la siguiente
cuestión.

(A) ¿para qué tipo de espacios topológicos X y espacios métricos Z podemos calcular
d( f ,B1(X,Z))?

Para ello usamos el concepto de aplicaciones fragmentadas yσ -fragmentadas. Recordemos
que una funciónf : X → (Z,d) se dice que esε-fragmentada para algúnε > 0 si para cada conjunto
no vacíoF ⊂ X, existe un conjunto abiertoU ⊂ X tal queU ∩F 6= /0 y diam( f (U ∩F)) ≤ ε. La
función f esε-σ -fragmentada porconjuntos cerradossi existe un cubrimiento cerrado numerable
(Xn)n deX tal que f |Xn esε-fragmentada para cadan∈ N.

Definición 4.1.2 ([GS06] y [ACN]).Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y
f ∈ ZX una función. Definimos:

frag( f ) := ı́nf{ε > 0 : f esε-fragmentado},

σ -fragc( f ) := ı́nf{ε > 0 : f esε-σ -fragmentado por conjuntos cerrados},
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donde por definición,́ınf /0 = +∞.

Obviamenteσ -fragc( f )≤ frag( f ). SiX es un espacio hereditariamente de Baire probamos que
se tiene la igualdadσ -fragc( f ) = frag( f ), véase la Proposición 4.1.3. Podemos usarσ -fragc( f )
para calcular distancias.

Teorema 4.1.6 ([ACN]).Si X es un espacio perfectamente paracompacto, E un espacio de Banach
y f ∈ EX entonces

1
2

σ -fragc( f ) ≤ d( f ,B1(X,E)) ≤ σ -fragc( f ).

En el caso E= R tenemos la igualdad

d( f ,B1(X)) =
1
2

σ -fragc( f ).

En particular, siX es un espacio métrico completo,

d( f ,B1(X)) =
1
2

frag( f ).

Esta última igualdad extiende [GS06, Proposition 6.4.], donde está probada sólo para espaciosX
polacos.

Como en el Capítulo 2 podemos estudiar cómo de lejos está un conjuntoH ⊂ B1(X,E) de ser
τp-relativamente numerablemente compacto utilizando el índice

ckB1(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),B1(X,E)).

Usando este índice, en la Sección 4.2 probamos la siguiente resultado cuantitativo sobre la dife-
rencia cuantitativa entre compacidad y compacidad numerable relativa en(B1(X,E),τp).

Corolario 4.2.3 ([ACN]). Sea X un espacio polaco, E un espacio de Banach y H un subconjunto
τp-relativamente compacto de EX. Entonces

ckB1(H) ≤ d̂(H
EX

,B1(X,E)) ≤ 2ckB1(H).

En el caso particular E= R, tendremos

d̂(H
RX

,B1(X)) = ckB1(H).

En particular, bajo las hipótesis del Corolario 4.2.3,H esτp-relativamente numerablemente
compacto si, y sólo si, esτp-relativamente compacto (Rosenthal [Ros74]): así el Corolario 4.2.3
mejora este resultado de Rosenthal. Obsérvese ahora que como hicimos en el caso de funciones
continuas, obtenemos como corolario que siH ⊂ B1(X,E) las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:
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(i) ckB1(H) = 0,
(ii) H es un conjunto relativamente numerablemente compacto de(B1(X,E),τp),

(iii) H es un conjunto relativamente compacto de(B1(X,E),τp).

El objetivo de la Sección 4.3 es obtener una versión cuantitativa del teorema de Srivatsa [Sri93]
que dice que siK es un espacio compacto yf : X →C(K) es una función continua para la topología
τp enC(K), entoncesf es una función de la primera clase de Baire para la norma‖ · ‖∞ enC(K).
Obsérvese queF : X → (C(K),τp) es continua si, y sólo si, para cadak ∈ K, πk ◦F es continua
donde la funciónπk : C(K) →R está definida comoh h(k). Por otro lado, por el Teorema 1.1.9
sabemos que las distancias a espacios de funciones continuas pueden calcularse mediante oscila-
ciones. La cuestión ahora es saber cómo de lejos estáF de ser una aplicación de la primera clase
de Baire si reemplazamosτp-continuidad por las oscilaciones acotadas deπk ◦F para todok∈ K.

Teorema 4.3.2 y Corolario 4.3.3 ([ACN]).Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto y
F : X → RK una función. Entonces

d(F,B1(X,C(K))) ≤
3
2

sup
x∈X

osc(F(x))+2sup
k∈K

osc(πk ◦F).

Si E es un espacio de Banach y F: X → E∗∗ a una función, entonces

d(F,B1(X,E)) ≤
3
2

sup
x∈X

osc(F(x))+2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦F),

donde consideramos F(x) como una función en(BE∗ ,w∗).

Este teorema se puede usar para probar una versión cuantitativa del teorema de Namioka sobre
continuidad separada y continuidad conjunta. Por otro lado, esta versióncuantitativa del teore-
ma de Namioka se puede probar también bajo condiciones más generales y obteniendo mejores
constantes usando juegos topológicos. Esto es lo que hacemos en la Sección 4.4 usando espacios
σ -β -desfavorables, véase la Definición 4.4.4. Ejemplos de este tipo de espacioson los espacios de
Baire separables, espacios localmente compactos, espacios métricos completos, o de forma más
general, espacios numerablementeČech-completos.

Teorema 4.4.6 ([ACN]).Sea f: X×K → R una aplicación, donde X es un espacioσ -β -desfa-
vorable y K es un espacio compacto. Entonces existe un conjunto Gδ denso D de X tal que para
cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

Si X es además normal, podemos reemplazar la constante 8 por un 7, véase el Corolario 4.4.8.
En esta sección también utilizamos espacios compactosG (∆,L)-α-favorables. Ejemplos de este
tipo de espacios son los compactos de Valdivia.

Corolario 4.4.14 ([ACN]). Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compactoG (∆,L)-α-fa-
vorable para algún subconjunto denso L de K×K, y sea f: X×K →R una aplicación. Entonces
existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que para cada(y,k) ∈ D×K se tiene que

osc( f ,(y,k)) ≤ 7sup
x∈X

osc( fx)+6sup
k∈K

osc( f k).
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Si L = K ×K, podemos reemplazar la constante 7 por un 2 y la constante 6 por un 4, véase el
Teorema 4.4.15.

Terminamos este capítulo con la Sección 4.5 donde probamos la siguiente versión cuantitativa
del teorema de Rudin, véase [Rud81].

Teorema 4.5.1.Sea(X,d) un espacio métrico, Y un espacio topológico, E un espacio normado
f : X×Y → E una función tal que

(i) osc( f y) < δ para todo y∈Y.
(ii) osc( fx) < ε para todo x∈ D con D⊂ X denso.

Entonces existe una sucesión de funciones fn : X×Y → E tales que

(i) osc( fn) < ε para todo n∈ N.
(ii) Para todo(x,y) ∈ X×Y existe n0 ∈N tal que si n> n0 entonces‖ fn(x,y)− f (x,y)‖< δ (es

decir,‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ eventualmente en n).

El Teorema 4.5.1 se puede usar para probar una versión cuantitativa del teorema de Srivatsa,
véase el Teorema 4.5.4. De hecho este fue el primer método que usamos para hacer esto, pero de
tal forma, el resultado que se obtiene es peor que el obtenido en el Teorema 4.3.1. Por ello hemos
preferido presentar la prueba finalmente incluida.

Capítulo 5. Multifunciones y distancias a otros espacios

En la Sección 4.3 hemos probado una versión cuantitativa del teorema de Srivatsa para apli-
caciones univaluadas, pero como comentamos al principio de esta introducción, el teorema de
Srivatsa es más general: todas las multifunciones de un espacio métricoX en un espacio de Ba-
nachE w-superiormente semicontinuas tienen un selector de la primera clase de Baire [Sri93].

El primer objetivo de este capítulo es extender el Corolario 4.3.3 obtenido enla Sección 4.3
en el campo de las multifunciones y por lo tanto obtener una versión cuantitativa del teorema de
Srivatsa para multifunciones. Para ello, en la Sección 5.1 introducimos la noción ded-τ-semios-
cilación para multifuncionesF : X → P(Y).

Definición 5.1.1 ([Ang]). Sean X e(Y,τ) espacios topológicos, sea d una métrica en Y y sea
F : X →P(Y) una multifunción. Decimos que F tiene d-τ-semioscilación (τ-semioscilación si se
sobrentiende quien es d) menor queε en x∈ X si para cada subconjuntoτ-abierto V⊂Y tal que

{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ ε} ⊂V,

existe un entorno U de x en X tal que F(U) ⊂V. Denotamos entonces

d-osc∗τ(F,x) = ı́nf{ε > 0 : F tieneτ-semioscilación en x menor queε}.

La d-τ-semioscilación de F se define como

d-osc∗τ(F) = sup
x∈X

osc∗τ(F,x).
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Denotamos simplementeosc∗τ(F,x) = d-osc∗τ(F,x) y osc∗τ(F) = d-osc∗τ(F) cuando se sobrentienda
quién es d.

Esta noción tiene las siguientes propiedades cuando la topología asociada ad es más fuerte
queτ:

(i) Si F es una multifunciónτ-superiormente semicontinua entonces su d-τ-semioscilación es
0.

(ii) Si τ es una topología vectorial en un espacio normado y F(x) esτ-compacto para x∈ X,
entonces F esτ-superiormente semicontinua si, y sólo si, su d-τ-semioscilación vale 0,
véase la Proposición 5.1.4.

(iii) Si F es univaluada, entonces F es continua si, y sólo si, la d-τ-semioscilación es 0.
(iv) Si F es univaluada yτ es la topología inducida por la métrica, entonces la d-τ-semioscilación

coincide con la noción usual de semioscilaciónosc∗(F,x).

Si F una función univaluada e(Y,τ) es el espacio bidual de un espacio de Banach con la topología
w∗ o es un espacio de funciones continuas con la topologíaτp, la d-τ-semioscilación coincide con
el supremo de las “semioscilaciones puntuales”:

Proposición 5.1.7 ([Ang]).Sea X un espacio topológico, E un espacio de Banach, E∗∗ el bidual
de E y f : X → E∗∗ una función. Entonces, para cada x∈ X

osc∗w∗( f ,x) = sup
y∗∈BE∗

osc∗(y∗ ◦ f ,x).

Proposición 5.1.8 ([Ang]).Sea X un espacio topológico, x∈ X, Y un conjunto y f: X → RY una
función. Entonces

osc∗τp
( f ,x) = sup

y∈Y
osc∗(πy◦ f ,x) (0.1)

donde la aplicaciónπy : RY → R está definida por h h(y).

Es bien conocido que siX cumple el primer axioma de numerabilidad, entonces una multifun-
ciónF : X →P(Y) es superiormente semicontinua cuando para cada sucesión(xn)n que converge
a algúnx∈ X si zn ∈ F(xn), n∈ N, se tiene que

{zn : n∈ N}∩F(x) 6= /0.

La siguiente proposición da una caracterización similar para laτ-semioscilación.

Proposición 5.1.9 ([Ang]).Sea X un espacio que cumple el primera axioma de numerabilidad,
x∈ X, (Y,τ) un espacio topológico, d una métrica en Y y F: X → P(Y) una multifunción. Dado
a≥ 0 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) para cada sucesión(xn)n convergente a x∈ X, zn ∈ F(xn) y a′ > a

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} 6= /0,

(ii) osc∗τ(F,x) ≤ a.
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Usando la noción ded-τ-semioscilación, en la Sección 5.2 obtenemos la siguiente versión
cuantitativa del teorema de Srivatsa. Por Sel(F) denotamos el conjunto de selectores deF .

Teorema 5.2.2 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio
bidual. Si F: X → P(E∗∗) es una multifunción entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤
3
2

sup{oscz : z∈ F(X)}+2osc∗w∗(F)

donde se está considerando z∈ F(X) ⊂ E∗∗ como una función en(BE∗ ,w∗).

En el siguiente teorema,τ = σ(E,B) dondeB⊂ BE∗ es una frontera (es decir, para cadax∈ E
existeb ∈ B tal quex(b) = ‖x‖) tal que los conjuntosσ(X,B)-relativamente numerablemente
compactos sonw-relativamente compactos. Esto ocurre cuandoB es el conjunto de los puntos
extremos de la bola dual (véase [BT80]), para cualquier fronteraB cuandoE = C(K) para al-
gún conjunto compactoK (véase [CG98]) o para cualquier frontera cuando(BE∗ ,w∗) es angélico
(véase [CV95]).

Teorema 5.2.4 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach yτ = σ(E,B) donde
B ⊂ BE∗ es una frontera tal que los conjuntos acotadosσ(X,B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. Si F: X → P(E) es una multifunción entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗τ(F).

El Teorema 5.2.2 nos dice que siF : X → P(E) es una aplicación de un espacio métrico en
un espacio de Banach tal que osc∗

w(F) = 0 u osc∗w∗(F) = 0 entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) = 0;

sin embargo no sabemos siF tiene un selector de la primera clase de Baire. Por otro lado, siF
esw-superiormente semicontinua, entoncesF tiene un selector de la primera clase de Baire. En
el Teorema 5.2.6 probamos que siF sólo cumple que osc∗w(F) = 0 pero añadimos queF tome
valores cerrados, entoncesF tiene un selector de la primera clase de Baire.

Teorema 5.2.6 ([Ang]).Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio
bidual. Sea F: X → P(E) ⊂ P(E∗∗) una multifunción conosc∗w∗(F) = 0. Si F(x) es cerrado
para todo x∈ X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

El Teorema 5.2.6 sigue siendo válido cuando consideramos topologíasτ = σ(E,B) donde
B⊂ BE∗ es una frontera tal que los conjuntosσ(X,B)-relativamente numerablemente compactos
sonw-relativamente compactos.

Corolario 5.2.8 ([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banachτ = σ(E,B) donde
B ⊂ BE∗ es una frontera tal que los conjuntos acotadosσ(X,B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. Sea F: X →P(E) una multifunción conosc∗τ(F) = 0.
Si F(x) es cerrado para todo x∈ X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

Esta memoria concluye con la Sección 5.3 que está dedicada al estudio de espacios de funcio-
nes mediblesM(µ,E) dondeE es un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad.
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El primer objetivo en esta sección es obtener una fórmula para medir distancias a espacios de
funciones medibles. Para ello introducimos la siguiente definición.

Definición 5.3.2.Dada f ∈ EΩ definimos

meas( f ) := ı́nf{ε > 0 : para todo A∈ Σ+ existe B∈ Σ+
A tal quediamf (B) ≤ ε},

donde por definicióńınf /0 = +∞.
Es conocido quef ∈ M(µ,E) si, y sólo si, meas( f ) = 0. Probamos que de hecho la distancia

aM(µ,E) puede calcularse con meas( f ).

Teorema 5.3.3.Sea f∈ EΩ. Entonces:

1
2

meas( f ) ≤ d( f ,M(µ,E)) ≤ meas( f ).

Además, si E= R, entonces

d( f ,M(µ,E)) =
1
2

meas( f ).

El resto de la sección está dedicada al estudio de una versión cuantitativade la propiedad de
Bourgain. La propiedad de Bourgain ha sido usada como una herramientapotente en el estudio
de la integración de funciones con valores en un espacio de Banach, véase [RS85], [GGMS87],
[CMV97] y [CR05]: por ejemplo, sif : Ω → E es una función acotada, la propiedad de Bourgain
del conjunto

{x∗ ◦ f : x∗ ∈ BE∗} ⊂ RΩ

caracteriza la integrabilidad de Birkhoff def .

Definición 5.3.6.Sea H⊂ RΩ, se define

B(H) = ı́nf{ε > 0 : para todo A∈Σ+ existen B1, . . . ,Bn ∈ Σ+
A

tales quesup
h∈H

mı́n
1≤1≤n

diam f (Bi) ≤ ε},

donde consideramos queı́nf /0 = +∞.
H tiene la propiedad de Bourgain cuandoB(H) = 0. La propiedad de Bourgain tiene pro-

piedades interesantes que vamos a cuantificar en esta sección. Bourgainprobó que siB(H) = 0
y f ∈ H

τp entonces existe una sucesión( fn)n enH convergente af en µ-casi todo punto (véase
[RS85]). Obtenemos una versión cuantitativa de dicho resultado:

Proposición 5.3.8.Sea H⊂ EΩ y g∈ H
EΩ

. Entonces existe una sucesión(hn)n en H tal que

l ı́msup
n→∞

‖hn(x)−g(x)‖ ≤ 2·B(H)

para µ-casi todo punto x∈ Ω.

Si H es una familia uniformemente acotada entoncesB(aconv(H)) = 0 cuandoB(H) = 0.
Por otro lado, esto no es cierto en general para familias no acotadas. La versión que obtenemos
aquí, y que cierra la sección y la tesis, es
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Proposición 5.3.14.Sea H⊂ RΩ puntualmente acotado. SiB(aconv(H)) < +∞, entonces

B(H) = B(aconv(H)).

Artículos

Terminamos la introducción con los resúmenes de los artículos que hemos escrito con material
incluido en esta tesis.

Título: The quantitative difference between countable compactness and compactness.
Autores: C. Angosto y B. Cascales.
Enviado.

Abstract: Establecemos aquí algunas desigualdades entre distancias de conjuntos
puntualmente acotadosH deRX al espacio de funciones realesC(X) que nos per-
miten examinar la diferencia cuantitativa entre la compacidad numerable (puntual) y
la compacidad deH relativa aC(X). Probamos, entre otras cosas, que siX es un es-
pacio numerablementeK-determinado, lapeordistancia de la clausura puntualH de
H aC(X) es como mucho 5 veces lapeordistancia del conjunto de puntos de aglo-
meración de sucesiones enH a C(X): aquí con distancia nos referimos a la métrica
de la convergencia uniforme enRX. Estudiamos el comportamiento cuantitativo de
sucesiones enH aproximando puntos enH. Como caso particular obtenemos los re-
sultados conocidos sobre angelicidad de estos espaciosCp(X) obtenidos por Orihue-
la. Efectivamente probamos nuestros resultados para espaciosC(X,Z) (y por lo tanto
para funciones con valores en un Banach) y damos ejemplos que muestrancuando
nuestras estimaciones son óptimas.

Título: Measures of weak noncompactness in Banach spaces.
Autores: C. Angosto y B. Cascales.
Aparecerá en Topology Appl.

Abstract: Las medidas de no compacidad débil son fórmulas quecuantificandife-
rentes caracterizaciones de la compacidad débil en espacios de Banach: usamos aquí
la medida de De Blasiω y la medida del límite dobleγ inspirada por la caracteriza-
ción de Grothendieck de la compacidad débil. Además, para conjuntos acotadosH de
un espacio de BanachE consideramos lapeor distancia k(H) de la débil∗-clausura
en el bidualH deH a E y la peordistancia ck(H) de los conjuntos de los puntos de
débil∗-aglomeración en el bidual de sucesiones enH aE. Probamos las desigualdades

ck(H)
(I)
≤ k(H) ≤ γ(H)

(II)
≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H)
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que dicen que ck, k yγ son equivalentes. SiE tiene la propiedadC de Corson entonces
(I) es siempre una igualdad pero en general la constante 2 en (II) es necesaria: presen-
tamos un ejemplo para el cual k(H) = 2ck(H). Obtenemos contrapartes cuantitativas
a los teoremas de Eberlein-Smulyan y Gantmacher usandoγ. Como es conocido que
el teorema de Gantmacher no puede ser cuantificado usandoω , tenemos otra prue-
ba de queγ y ω no son equivalentes. Además ofrecemos una versión cuantitativa de
la caracterización clásica de Grothendieck de la compacidad débil en espaciosC(K)
usandoγ.

Título: Distances to spaces of Baire one functions.
Autores: C. Angosto, B. Cascales e I. Namioka.
Enviado.

Abstract: Dado un espacio métricoX y un espacio de Banach(E,‖·‖) usamos un ín-
dice deσ -fragmentabilidad para aplicacionesf ∈ EX para estimar la distancia def al
espacioB1(X,E) de funciones de la primera clase de Baire deX a(E,‖·‖). CuandoX
es polaco usamos nuestras estimaciones de esas distancias para dar una versión cuan-
titativa del bien conocido resultado de Roshental que dice que enB1(X,R) los con-
juntos puntualmente relativamente compactos son relativamente compactos. Además
obtenemos una versión cuantitativa del resultado de Srivatsa que afirma que cuando
X es métrico, cualquier función débil continuaf ∈ EX pertenece aB1(X,E): nuestro
resultado aquí dice que para una función arbitrariaf ∈ EX tenemos que

d( f ,B1(X,E)) ≤ 2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦ f ),

donde osc(x∗ ◦ f ) es el supremo de las oscilaciones dex∗ ◦ f para todos los puntos
x∈ X. Como consecuencia de lo anterior probamos que para funciones en dosvaria-
bles f : X ×K → R, conX métrico completo yK compacto, existe un conjuntoGδ
densoD ⊂ X tal que la oscilación def en cada(x,k) ∈ D×K está acotada por la
oscilación de las funcionesparciales fx y f k. Un resultado representativo en esta di-
rección, que probamos usando juegos topológicos, es el siguiente: siX es un espacio
σ -β -desfavorable yK es un espacio compacto, existe un conjuntoGδ densoD deX
tal que, para cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

Cuando el lado derecho de la desigualdad anterior es cero estamos trabajando con
funciones separadamente continuasf : X×K →R y obtenemos como caso particular
algunos resultados bien conocidos obtenidos por el tercer autor a mediados de los
setenta.

Título: Distances from selectors to spaces of Baire one functions.
Autor: C. Angosto.
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Aparecerá en Topology Appl.

Abstract: Dado un espacio métricoX y un espacio de Banach(E,‖ · ‖) estudiamos
distancias del conjunto de selectores Sel(F) de una multifunciónF : X → P(E) al
espacioB1(X,E) de funciones de la primera clase de Baire deX aE. Para ello introdu-
cimos lad-τ-semioscilación de una multifunción con valores en un espacio topológico
(Y,τ) dotado además de una métricad. Siendo más precisos obtenemos que

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗w(F)

donde osc∗w(F) es la‖ · ‖-w-semioscilación deF . En particular cuandoF toma valo-
res cerrados y osc∗w(F) = 0 obtenemos que entoncesF tiene un selector de la primera
clase de Baire: observamos que siF es débilmente superiormente semicontinua en-
tonces osc∗w(F) = 0 y por lo tanto nuestro resultado mejora un Teorema de selección
de Srivatsa cuandoF toma valores cerrados. Además obtenemos resultados similares
cuandoτ es la topología de convergencia sobre algunas fronterasB o τ es la topología
w∗ del bidual de un espacio de Banach.
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Notación y terminología

La terminología empleada a lo largo de este trabajo es estándar, en otro caso está explicada
aquí o cuando sea necesaria. Todos los espacios topológicos que se consideren serán Hausdorff.
Los símbolosN, R denotan el conjunto de los números naturales (enteros positivos) y el conjunto
de los números reales respectivamente. Dado un conjuntoX, el símboloP(X) denota el conjunto
de todos los subconjuntos deX.

Por las letrasX,Y, . . . denotamos conjuntos o espacios topológicos. Denotamos por(Z,d) a
un espacio métrico (oZ si d está asumida). EscribimosYX para denotar el conjunto de todas
las funciones definidas enX con valores enY. En particularXN es el conjunto de sucesiones en
X. Denotamos porX(N) al conjunto de las sucesiones finitas enX. El dominio de una función
arbitraria f se representa como dom( f ). El espacioYX está dotado de la topología productoτp.
En el espacioZX consideramos lamétrica estándar del supremoque también denotamos pord y
que permitimos que tome el valor+∞, es decir,

d( f ,g) = sup
x∈X

d( f (x),g(x)) para f ,g∈ ZX.

Denotamos por(E,‖·‖) a un espacio de normado (E cuando‖·‖ está asumida). EnEX denotamos
la norma del supremocomo

‖ f‖∞ = sup
x∈X

‖ f (x)‖ para f ∈ EX

que también permitiremos que tome el valor+∞.
La bola unidad (cerrada) de un espacio normadoE se denota porBE. Si x es un elemento

de un espacio métrico(Z,d) y ε > 0 denotamos porBZ(x,ε) (o simplementeB(x,ε) cuando esté
claro en qué espacio métrico estamos) a la bola cerrada deZ de centrox y radioε. Si A,B son dos
subconjuntos del espacio métricoZ y x∈ Z denotamos

d(x,B) = ı́nf
b∈B

d(x,b),

d(A,B) = ı́nf
a∈A

d(a,B)

y
d̂(A,B) = sup

a∈A
d(a,B).

El diámetro deA se denota como

diam(A) = sup{d(a,b) : a,b∈ A}.

Si A es un subconjunto de un espacio topológico(X,τ), denotamos por intA el interior de
A y por A la clausura deA enX. En ocasiones, para evitar confusiones especificamos el espacio
topológico sobre el que se toma clausura conA

X
o la topología conA

τ
. Si ϕ es una sucesión del
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espacio topológicoX denotamos por clustX(ϕ) al conjunto de los puntos de aglomeración deϕ en
X. Se dice queA⊂X es un conjuntoFσ si se puede poner como una unión numerable de cerrados
deX. Se dice queA es un conjuntoGδ si A es una intersección numerable de conjuntos abiertos
deX.

Todos los espacios vectorialesV considerados en esta memoria son reales. Dados dos con-
juntosA,B ⊂ V y r ∈ R, escribimosA+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} y rA = {ra : a ∈ A}. Para
cadaS⊂V, utilizamos los símbolos span(S), conv(S) y aco(S) para denotar, respectivamente, el
subespacio vectorial deV generado porS, la envoltura convexa deSy la envoltura absolutamente
convexa deS; es decir,

conv(S) =
{ n

∑
i=1

λixi : xi ∈ S, λi ∈ [0,1],
n

∑
i=1

λi = 1
}

y

aco(S) =
{ n

∑
i=1

λixi : xi ∈ S, λi ∈ R,
n

∑
i=1

|λi | ≤ 1
}

.

Si E es un espacio normado, denotamos su dual algebraico (el conjunto de lasaplicaciones
lineales deE enR) comoE′ y su dual topológico (el subconjunto del dual algebraico de aplica-
ciones lineales y continuas) porE∗. Denotamos porw la topología débil de un espacio normadoE
y por w∗ la topología débil estrella de un espacio dualE∗. Si B⊂ E∗ denotamos porσ(E,B) a la
topología de la convergencia puntual enB.

SeaΓ un conjunto no vacío. Escribimos

ℓ∞(Γ) = { f ∈ RΓ : ‖ f‖∞ = sup
γ∈Γ

| f (γ)| < +∞},

c0(Γ) = { f ∈ ℓ∞(Γ) : el conjunto{γ ∈ Γ : | f (γ)| > ε} es finito para cadaε > 0}.

CuandoΓ = N se denota simplementeℓ∞(N) = ℓ∞ y c0(N) = c0.
Dado un espacio de medida finito(Ω,Σ,µ), el espacio vectorial de todas las funciones reales

medibles yµ-integrables definidas enΩ se denota porL1(µ). EscribimosL1(µ) para represen-
tar el espacio de Banach formado por todas las clases de equivalencia (obtenidas identificando
funciones que coincidenµ-a.e.) de elementos deL1(µ), con la norma‖ f‖1 =

∫

Ω | f | dµ.
El conjunto de las funciones continuas del espacio topológicoX en el espacio topológicoY se

denota porC(X,Y). Como es normal,C(X) es el correspondiente espacio de funciones continuas
con valores reales. Recordemos que una aplicaciónf : X →Y es de la primera clase de Baire si es
el límite puntual de una sucesión( fn)n deC(X,Y). El conjunto de aplicaciones de la primera clase
de Baire deX enY se denota porB1(X,Y) o porB1(X) cuandoY = R.
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ESTEcapítulo auxiliar está dedicado a mostrar algunos resultados preliminares queserán usa-
dos más adelante. En las dos primeras secciones, proporcionamos una fórmula para medir
distancias a espacios de funciones continuas. El resto del capítulo contiene varios resul-

tados que serán útiles más adelante: separación de conjuntos convexos,principio de reflexividad
local, lema de Pták y algunas propiedades sobre buenas particiones. Incluimos algunas demostra-
ciones para hacer este trabajo autocontenido: algunos resultados son técnicos y laboriosos y las
referencias difíciles de encontrar.

1.1 Oscilación y distancia a espacios de funciones continuas en espa-
cios normales

En esta sección estudiamos cómo medir la distancia de una funciónf ∈ RX al espacio de fun-
ciones continuasC(X) conX un espacio normal, véase Teorema 1.1.9. Nótese que este resultado
aparece en [BL00, Proposition 1.18] con demostración para espacios paracompactos cuandof es
acotada . En la página 23 de [BL00] se comenta la validez del Teorema 1.1.9 para espacios norma-
les. Esta sección está dedicada a proporcionar de forma autocontenida una demostración de este
hecho comprobando además que la hipótesis de quef sea acotada no es necesaria. Recordemos la
definición de espacio normal.

Definición 1.1.1. Un espacio topológico X se dice que es regular si para todo conjunto cerrado
A⊂ X y para todo x∈ X existen dos conjuntos abiertos disjuntos U,V ⊂ X con A⊂ U y x∈ V.
Se dice que X es normal si para cada par de conjuntos cerrados y disjuntos A,B⊂ X , existen dos
conjuntos abiertos y disjuntos U,V ⊂ X con A⊂U, B⊂V.

Los espacios normales están caracterizados por el siguiente Teorema.

Teorema 1.1.2(Lema de Urysohn, véase [Eng77, Theorem 1.5.11]). Sea X un espacio topológico.
X es un espacio normal si, y sólo si, para cada par de subconjuntos A y Bde X cerrados y disjuntos
existe una función continua f: X → [0,1] tal que f|A = 0 y f |B = 1.
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Definición 1.1.3. Sea X un espacio topológico y sea f: X → R una función. Diremos que f es
superiormente semicontinua si para cada t∈ R tenemos que la antiimagen de[t,+∞) mediante f
es un cerrado de X.

Obsérvese que una función es superiormente semicontinua si, y sólo si, elsubgrafo

S( f ) :=
{

(x, t) : f (x) ≥ t
}

es cerrado enX×R, véase la figura 1.1

Figura 1.1: Función superiormente semicontinua: subgrafo

Definición 1.1.4. Sea X un espacio topológico y sea f: X → R una función. Diremos que f es
inferiormente semicontinua si− f es superiormente semicontinua, es decir, si para cada t∈ R se
cumple que la antiimagen de(−∞, t] es un cerrado de X.

Equivalentemente,f es inferiormente semicontinua si el epigrafo

U( f ) :=
{

(x, t) : f (x) ≤ t
}

es cerrado enX×R, véase la figura 1.2.
Si f y g son dos funciones superiormente semicontinuas (resp. inferiormente semicontinuas),

entonces su sumaf + g es una función superiormente semicontinua (resp. inferiormente semi-
continua). Más en general, si( fn)n es una sucesión de funciones superiormente semicontinuas
(resp. inferiormente semicontinuas) de forma que la serief = ∑∞

n=1 fn converge uniformemente
enX, entoncesf es superiormente semicontinua (resp. inferiormente semicontinua). Además,si
{ fi : i ∈ I} es una familia de funciones superiormente semicontinuas (resp. inferiormente semi-
continuas) se tiene que la funciónf (x) := ı́nf{ fi(x) : i ∈ I} es superiormente semicontinua (resp.
la función f (x) := sup{ fi(x) : i ∈ I} es inferiormente semicontinua). SiI es finito se tiene tam-
bién queg(x) := sup{ fi(x) : i ∈ I} es superiormente semicontinua (resp.g(x) := ı́nf{ fi(x) : i ∈ I}
inferiormente semicontinua).
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Figura 1.2: Función inferiormente semicontinua: epigrafo

Ejemplo 1.1.5. Sea X un espacio topológico y F un subconjunto cerrado de X, entonces lafun-
ción característicaχF que toma el valor 1 en F y 0 en el resto es una función superiormente
semicontinua ya que la antiimagen medianteχF de [t,∞) o es el conjunto vacío, o es F o to-
do el espacio X. Análogamente, si U es un conjunto abierto de X, entonces χU es una función
inferiormente semicontinua.

El siguiente teorema se va a usar en la demostración el Teorema 1.1.9 que nosda la fórmula
que permite calcular la distancia de una funciónf ∈ RX a C(X). En la prueba vamos a usar la
siguiente notación: dadas dos funcionesf ,g : A → R con A un conjunto cualquiera, denotamos
por f ∨g a la función

f ∨g(a) = máx{ f (a),g(a)} paraa∈ A,

y denotamos porf ∧g a la función

f ∧g(a) = mı́n{ f (a),g(a)} paraa∈ A.

Teorema 1.1.6([Jam74, Theorem 12.16]). Sea X un espacio topológico normal y sean f1 ≤ f2 dos
funciones reales definidas en X tales que f1 es superiormente semicontinua y f2 es inferiormente
semicontinua. Entonces existe una función continua f∈C(X) tal que

f1(x) ≤ f (x) ≤ f2(x)

para todo x∈ X.

Demostración.Si φ : R→ (0,1) es un homeomorfismo estrictamente creciente, entoncesφ ◦ f1
es superiormente semicontinua,φ ◦ f2 es inferiormente semicontinua yφ ◦ f1 ≤ φ ◦ f2. Si f es una
función continua tal queφ ◦ f1 ≤ f ≤ φ ◦ f2, entoncesφ−1 f es continua yf1 ≤ φ−1 f ≤ f2. Así
que podemos suponer quef1 y f2 toman valores en(0,1).

Vamos a demostrar la siguiente afirmación
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AFIRMACIÓN.- Para cadaε > 0 existe una función continua gε tal que

f1− ε ≤ gε ≤ f2 + ε.

Tomemosn∈ N tal que1
n ≤ ε, para cadak∈ {1,2, . . . ,n} sea

Ak := {x∈ X :
k
n
≤ f1(x)},

Bk := {x∈ X : f2(x) ≤
k−1

n
}.

Entonces, debido a quef1 ≤ f2 tenemos queAk y Bk son conjuntos disjuntos y comof1 es supe-
riormente semicontinua yf2 es inferiormente semicontinua, tenemos que además son conjuntos
cerrados. Por el Lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, existe una función continuagk : X → [0,1] tal
quegk|Ak = 1 y gk|Bk = 0. Definamos entonces

gε =
1
n
(g1 + . . .+gn).

Tenemos entonces quegε es una función continua. Fijadox∈ X, existek∈ {0,1,2, . . . ,n−1} tal
que

k
n
≤ f1(x) <

k+1
n

.

Si k≥ 1 tenemos quex∈ Ai para todoi ≤ k y por lo tanto,gi(x) = 1 para todoi ≤ k por lo que

f1(x)−
1
n

<
k
n
≤ gε(x).

Esta claro que estas desigualdades también se dan cuandok = 0. De forma similar tenemos que
existel ∈ {1,2, . . . ,n} tal que

l −1
n

< f2(x) ≤
l
n
.

Si l < n, tenemos entonces que paraj > l +1, x∈ B j y entoncesg j(x) = 0. Así que

gε(x) ≤
l
n
≤ f2(x)+

1
n
.

De nuevo, claramente esto también es cierto paral = n. Con esto la AFIRMACIÓN queda probada.

Por la AFIRMACIÓN, existe una función continuah1 tal que

f1−
2
3
≤ h1 ≤ f2 +

2
3
.

Supongamos que hemos construido funciones continuash1,h2, . . . ,hn tales que

f1−

(

2
3

)k

≤ hk ≤ f2 +

(

2
3

)k

y ‖hk−hk−1‖∞ ≤

(

2
3

)k
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para todok∈ {1,2, . . . ,n}. Como f1 ≤ hn +(2
3)n, hn ≤ f2 +(2

3)n y f1 ≤ f2 tenemos que

f1∨hn ≤ ( f2∧hn)+

(

2
3

)n

,

es decir

( f1∨hn)−
1
2

(

2
3

)n

≤ ( f2∧hn)+
1
2

(

2
3

)n

.

Como f1∨hn es superiormente semicontinua yf2∧hn es inferiormente semicontinua, por la AFIR-
MACIÓN tenemos que existe una función continuahn+1 tal que

( f1∨hn)−

(

2
3

)n+1

≤ hn+1 ≤ ( f2∧hn)+

(

2
3

)n+1

y por lo tanto

f1−

(

2
3

)n+1

≤ hn+1 ≤ f2 +

(

2
3

)n+1

y ‖hn+1−hn‖∞ ≤

(

2
3

)n+1

.

Tenemos entonces que(hn)n es una sucesión de Cauchy en(C(X),‖ · ‖∞) por lo que converge a
una función continuaf que claramente cumple quef1 ≤ f ≤ f2.

f1

h

U( f2) =
{

(x,y) : y≥ f2(x)
}

S( f1) =
{

(x,y) : y≤ f1(x)
}j

f2

*

Figura 1.3: Existencia de función continua dada en el Teorema 1.1.6

De hecho, el Teorema 1.1.6 nos proporciona una caracterización de losespacios normales,
como vemos en el siguiente corolario.
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Corolario 1.1.7. Sea X un espacio topológico. Son equivalentes:

(i) X es normal,
(ii) para cada par de funciones reales f1 ≤ f2 definidas en X tales que f1 es superiormente

semicontinua y f2 es inferiormente semicontinua, existe una función continua f∈C(X) tal
que f1(x) ≤ f (x) ≤ f2(x) para todo x∈ X.

Demostración.La implicación (i)⇒(ii) nos la da el Teorema 1.1.6. Para ver la implicación (ii)⇒(i)
vamos a usar el Lema de Urysohn. SeanA y B dos conjuntos cerrados y disjuntos. Tenemos que
entoncesB⊂ X\A y por lo tanto

χB ≤ χX\A.

ComoB es un conjunto cerrado yX\A es abierto, tenemos tal como vimos en el Ejemplo 1.1.5
queχB es superiormente semicontinua yχX\A inferiormente semicontinua. Así que por hipótesis,
existe f ∈C(X) tal que

χB ≤ f ≤ χX\A

y por lo tanto,f |B = 1 y f |A = 0. Por el Lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, concluimos queX es
normal.

Definición 1.1.8. Sea X un espacio topológico y(Z,d) un espacio métrico. Para f∈ ZX y x∈ X
se define la oscilación de f en X como

osc( f ,x) = ı́nf
U∈Ux

sup
y,z∈U

d( f (y), f (z))

y la semioscilación de f en X como

osc∗( f ,x) = ı́nf
U∈Ux

sup
y∈U

d( f (y), f (x))

dondeUx es el conjunto de entornos de x en X. Se define la oscilación de f (en X) y semioscilación
de f (en X) como

osc( f ) = sup
x∈X

osc( f ,x) y osc∗( f ) = sup
x∈X

osc∗( f ,x).

Cuando tengamos f∈ ZX e Y⊂ X denotaremos la oscilación y semioscilación de f en Y por

osc( f ,Y) = sup
x∈Y

osc( f ,x) y osc∗( f ,Y) = sup
x∈Y

osc∗( f ,x).

Claramente tenemos las siguientes desigualdades

osc∗( f ,x) ≤ osc( f ,x) ≤ 2osc∗( f ,x),
osc∗( f ) ≤ osc( f ) ≤ 2osc∗( f ).

El siguiente teorema muestra la relación entre la oscilación de una función y la distancia de
esta al espacio de funciones continuas. Como se ha comentado antes, esteresultado aparece en
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[BL00, Proposition 1.18] bajo condiciones más restrictivas:X es paracompacto yf es acotada.
Recordemos que la distancia que consideramos entre dos funciones es la distancia uniforme, es
decir, si f ,g∈ RX, entonces

d( f ,g) = sup
x∈X

d( f (x),g(x)).

Teorema 1.1.9.Sea X un espacio normal y sea f∈ RX. Entonces

d( f ,C(X)) =
1
2

osc( f ).

Demostración.Probemos primero qued( f ,C(X)) ≥ 1
2osc( f ). Si d( f ,C(X)) es infinita, tenemos

que se da la desigualdad. Supongamos entonces qued = d( f ,C(X)) es finita. Fijemosε > 0 y
x∈ X. Existeg∈C(X) tal qued( f ,g) ≤ d+ ε/3. Comog es continua, existe un entorno abierto
U dex tal que diam(g(U)) < ε/3. Entonces, siy,z∈U ,

d( f (y), f (z)) ≤ d( f (y),g(y))+d(g(y),g(z))+d(g(z), f (z)) < 2d+ ε

así que osc( f ,x) < 2d + ε. Como podemos hacer esto para todoε > 0 podemos concluir que
osc( f ,x) ≤ 2d.

Probemos ahora qued( f ,C(X)) ≤ 1
2osc( f ). Si osc( f ) = +∞ claramente se da la desigualdad

así que supongamos queδ = 1
2osc( f ) es finito. Parax ∈ X denotemos porUx al conjunto de

entornos dex∈ X y denotemos

Vx = {U ∈ Ux : diam( f (U)) < osc( f )+1}.

ClaramenteVx es una base de entornos dex y para cadaU ∈ Vx, f |U está superior e inferiormente
acotada. Entonces

2δ ≥ osc( f ,x) = ı́nf
U∈Ux

diam( f (U)) = ı́nf
U∈Vx

diam( f (U))

= ı́nf
U∈Vx

sup
y,z∈U

( f (y)− f (z))

≥ ı́nf
U,V∈Vx

sup
y∈U,z∈V

( f (y)− f (z))

= ı́nf
U∈Vx

sup
y∈U

f (y)− sup
U∈Vx

ı́nf
z∈U

f (z).

Por lo tanto, si definimos
f1(x) = ı́nf

U∈Vx

sup
z∈U

f (z)−δ

f2(x) = sup
U∈Vx

ı́nf
z∈U

f (z)+δ

tenemos quef1 ≤ f2. Además,f1 es superiormente semicontinua yf2 es inferiormente semiconti-
nua. Por lo tanto, por el Teorema 1.1.6, existe una función continuah definida enX tal que

f1(x) ≤ h(x) ≤ f2(x)
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para todox∈ X. Claramente
f2(x)−δ ≤ f (x) ≤ f1(x)+δ

así que
h(x)−δ ≤ f2(x)−δ ≤ f (x) ≤ f1(x)+δ ≤ h(x)+δ ,

por lo qued( f ,h) ≤ δ lo que prueba la desigualdad y con ello terminamos la prueba.

x0

6

?

1

2
osc(f)

osc(f)

6

?

X = [0, 1]

f
[

]

[

)

g

h

Figura 1.4: Distancia a espacio de funciones continuas

Observación 1.1.10.Si seguimos la segunda parte de la prueba anterior podemos observarque
realmente obtenemos que dada f∈ RX, existe g∈C(X) tal que

d( f ,g) = d( f ,C(X)).

En otras palabras, si consideramos el espacio de funciones continuasacotadas Cb(X) dentro de
ℓ∞(X), el subespacio Cb(X) es proximinal para el espacio de Banach(ℓ∞,‖ · ‖∞).

Observación 1.1.11.Observemos que siguiendo la primera parte de la prueba anterior, si X es
un espacio topológico arbitrario,(Z,d) un espacio métrico y f∈ ZX, entonces

d( f ,C(X,Z)) ≥
1
2

osc( f ).

La validez del Teorema 1.1.9 de hecho caracteriza a los espacios normales.

Corolario 1.1.12. Sea X un espacio topológico. Son equivalentes

(i) X es normal,
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(ii) para toda función f∈ RX, existe g∈C(X) tal que d( f ,g) = 1
2osc( f ),

(iii) para toda función f∈ RX se tiene que d( f ,C(X)) = 1
2osc( f ),

(iv) para toda función no continua f∈ RX se tiene que d( f ,C(X)) < osc( f ).

Demostración.Tal como hemos comentado después del Teorema 1.1.9, la implicación (i)⇒(ii)
se obtiene de la prueba de este. Las implicaciones (ii)⇒(iii)⇒(iv) son inmediatas. Para probar
(iv)⇒(i), tomemos dos conjuntos cerrados disjuntosA,B⊂ X y consideremos la función

f = χA−χB =











1 six∈ A,

0 six /∈ A∪B,

−1 six∈ B.

Si x /∈ A∪B, comoX\(A∪B) es abierto, se tiene que osc( f ,x) = 0. Six∈ A⊂ X\B, tenemos que

osc( f ,x) ≤ diam( f (X\B)) ≤ 1.

Análogamente se tiene que six∈ B, entonces osc( f ,x) ≤ 1. Por lo tanto, osc(g) ≤ 1 así que por
hipótesis, existef ∈ C(X) tal que| f (x)−g(x)| < 1 para todox ∈ X. Por otro lado, six ∈ A, se
tiene que

g(x) ≥ f (x)−|g(x)− f (x)| > 1−1 = 0,

y análogamente, six∈ B, entoncesg(x) < 0. Por lo tanto,

U = {x∈ R : f (x) > 0} ⊃ A,

V = {x∈ R : f (x) < 0} ⊃ B,

y comoU y V son abiertos disjuntos, tenemos queX es un espacio normal.

1.2 Oscilación y distancia a espacios de funciones continuas en espa-
cios paracompactos

Hemos visto en la sección anterior que la oscilación de una funciónf : X → R sirve para
medir la distancia de esta al espacioC(X). En esta sección estudiamos que relación hay entre
dicha distancia y la oscilación cuando suponemos quef está definida en un espacio paracompacto
X, Definición 1.2.5, y en vez de tomar valores enR, toma valores en un espacio normado arbitrario.
El resultado demostrado es:

Teorema 1.2.19 ([CMR06, Lemma 2.7]).Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subcon-
junto convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplicaciónf : X → Z tenemos que

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ).
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Para ello vamos a necesitar las caracterizaciones de paracompacidad ofrecidas en el Teore-
ma 1.2.11 y Teorema 1.2.18, que desarrollaremos completamente para una mejor compresión de
la sección. Las demostraciones que aparecen aquí de dichos teoremas se pueden encontrar por
ejemplo en [Eng77].

Definición 1.2.1.Se dice que una familia{As : s∈ S} de conjuntos de un espacio topológico X es
localmente finita si para todo x∈ X existe un entorno U de x para el que sólo existe una cantidad
finita de índices s tales que U∩As 6= /0. Se dice que la familia es discreta cuando para todo x∈ X
existe un entorno U de x que corta a lo sumo con un elemento de la familia.

Lema 1.2.2. Sea{As : s∈ S} una familia localmente finita en X. Entonces:

(i) {As : s∈ S} es localmente finita.

(ii) A =
⋃

s

As es cerrado en X, y así
⋃

s

As =
⋃

s

As.

Además, si suponemos que{As : s∈ S} es discreta, entonces también lo será{As : s∈ S}.

Demostración. Dadox∈ X, existe un entorno abiertoU dex tal queAs∩U = /0 salvo para una
cantidad finita de índicess∈ S. Por otro lado, debido a que si la intersección de un abierto con un
conjunto es vacía también lo es la intersección del abierto con la clausura delconjunto tenemos
queAs∩U = /0 salvo para una cantidad finita des con lo que queda probado (i). Por este mismo
razonamiento tenemos que si{As : s∈ S} es discreta, entonces también lo será{As : s∈ S}.

Veamos ahora (ii). Seax ∈ X\A. Por (i) existe un entornoU de x que corta a lo sumo a una
cantidad finita deAs que denotamos porAs1,As2, . . .Asn. Tenemos entonces que

U ∩
n
⋂

i=1

(X\Asi )

es un entorno dex que no corta conA. Por lo tantoA es cerrado.

Recordemos que una familia de subconjuntos{As : s∈ S} de un espacio topológicoX es un
cubrimiento deX cuando∪s∈SAs = X. Diremos que el cubrimiento es abierto (resp. cerrado) si
cadaAs es abierto (resp. cerrado) para todos∈ S.

Lema 1.2.3. Sea{Es : s∈ S} una familia de conjuntos de un espacio X y sea{Bt : t ∈ T} un
cubrimiento cerrado localmente finito de X. Supongamos que cada Bt corta a lo sumo a una
cantidad finita de Es. En tal caso existe una familia abierta{Us : s∈ S} localmente finita tal que
cada Es está contenido en Us para s∈ S.

Demostración.Para cadas definamosUs = X\
⋃

{Bt : Bt ∩Es = /0}. ClaramenteEs ⊂ Us para
todo s∈ S. Como{Bt}t es una familia localmente finita de conjuntos cerrados tenemos por el
Lema 1.2.2 que cadaUs es abierto. Dadox∈ X, existe un entornoU dex contenido en una unión

finita
n
⋃

i=1

Bti . Por otro lado, como cada vez queBt ∩Us 6= /0 se tiene queBt ∩Es 6= /0, y cadaBti corta

a lo sumo con una cantidad finita deEs, tenemos entonces que
⋃n

i=1Bti (y por lo tantoU) corta con
una cantidad finita deUs y de aquí obtenemos que{Us}s es localmente finita.
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Definición 1.2.4. Sean{As : s∈ S} y {Bt : t ∈ T} dos cubrimientos de un espacio X. Se dice que
{As}s es un refinamiento de{Bt}t si para cada s∈ S existe un t∈ T tal que As ⊂ Bt .

Definición 1.2.5.Se dice que un espacio topológico X es paracompacto si todo cubrimiento abier-
to de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Evidentemente los espacios compactos son paracompactos. Otro ejemplo típico de espacios
paracompactos son los espacios métricos, ya que el teorema de Stone nos dice que todo cubri-
miento abierto de un espacio métrico tiene un subcubrimiento localmente finito yσ -discreto (véa-
se [Eng77, Theorem 4.4.1]). Por último destaquemos también que los espacios Lindelöf (es decir
aquellos tales que todo cubrimiento abierto admite un subcubrimiento numerable) son también pa-
racompactos (véase [Eng77, Theorem 3.8.11]). Los espacios paracompactos son casos particulares
de espacios normales.

Teorema 1.2.6.Todo espacio paracompacto es normal.

Demostración.Veamos primero que siX es paracompacto, entoncesX es regular. SeaA un con-
junto cerrado deX y seax /∈ A. ComoX es Hausdorff, cadaa∈ A tiene un entorno abiertoUa tal
quex /∈Ua. Teniendo en cuenta que{Ua : a∈ A}∪{X\A} es un cubrimiento abierto deX, usando
la paracompacidad tenemos que existe un refinamiento abierto localmente finito{Vs : s∈S}∪{G}
con G ⊂ X\A y tal que para cadas∈ S existe algúna ∈ A conVs ⊂ Ua. TomemosW =

⋃

s∈S

Vs,

entoncesW es abierto yA ⊂ W. Además, como{Vs}s es una familia localmente finita, tenemos
gracias a el Lema 1.2.2 queW =

⋃

s∈S

Vs y como cadaVs está contenido en algúnUa, tenemos de

forma inmediata queX\W y W son entornos abiertos disjuntos dex y A respectivamente. Veamos
ahora queX es normal. Dados dos conjuntos cerradosA y B de X disjuntos tenemos que por la
regularidad deX, para cadaa ∈ A existe un entorno abiertoUa tal queUa∩B = /0 y razonando
como acabamos de hacer sustituyendox por B obtendremos entornos abiertos disjuntos deA y
B.

Lema 1.2.7. Sea X un espacio regular tal que todo cubrimiento abierto admite un refinamiento
localmente finito. Entonces todo cubrimiento abierto{Us : s∈ S} admite un refinamiento cerrado
localmente finito{Fs : s∈ S} tal que Fs ⊂Us para todo s∈ S.

Demostración.Sea{Us : s∈ S} un cubrimiento abierto deX. ComoX es regular, podemos to-
mar un cubrimiento abierto{Vt : t ∈ T} tal que{Vt : t ∈ T} es un refinamiento del inicial. La
familia {Vt : t ∈ T} es un cubrimiento abierto que por hipótesis tiene un refinamiento{Ai : i ∈ I}
localmente finito. Parat ∈ T tomemoss(t) ∈ S tal queAt ⊂Us y definamos

Fs =
⋃

s(t)=s

At .

ClaramenteFs ⊂ Us paras∈ S. Por el Lema 1.2.2 tenemos que cadaFs es cerrado y además
{At : t ∈ T} es una familia localmente finita de donde se deduce que también lo es{Fs : s∈S}.
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Definición 1.2.8. Sea X un espacio topológico. Se dice que una familiaA de subconjuntos X es
σ -localmente finita (resp.σ -discreta) si existe una sucesión de familias(An)n localmente finitas
(resp. discretas) tales queA = ∪NAn.

Teorema 1.2.9.Sea X un espacio regular. Son equivalentes:

(i) X es paracompacto.
(ii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abiertoσ -localmente finito.

(iii) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento localmente finito (no necesariamente
abierto).

(iv) Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado localmente finito.

Demostración.
(i)⇒(ii) es inmediato.

(ii)⇒(iii) Sea{Ut : t ∈ T} un cubrimiento abierto deX, por (ii) tenemos que existe un refina-
miento abierto{Vn,s : (n,s)∈N×S} donde para cadan0 fijo, la familia{Vn0,s : s∈S} es localmente
finita. Para cadan consideremosWn =

⋃

s

Vn,s. Tenemos entonces que{Wn : n ∈ N} es un cubri-

miento abierto deX. Sea ahoraAi = Wi\
⋃

j<i

Wj parai ∈ N. Tenemos que{Ai}i es un refinamiento

de{Wn}n, claramente es un cubrimiento y además es localmente finito ya que si fijamosx∈ X y
tomamosn el primer número natural tal quex∈Wn, entoncesWn∩Ai = /0 para todoi > n. Tenemos
finalmente que{An∩Vn,s : (n,s) ∈ N×S} es un refinamiento localmente finito de{Ut}t ya que
todox∈ X tiene un entorno que sólo corta con una cantidad finita deAn y para cadan, x tiene un
entorno que corta sólo con una cantidad finita deVn,s.

(iii)⇒(iv) sale del Lema 1.2.7.

(iv)⇒(i) Sea{Us : s∈S} un cubrimiento abierto deX y sea{Et : t ∈T} un refinamiento cerrado
localmente finito. Cadax ∈ X tiene un entorno abiertoVx que corta a lo sumo a una cantidad
finita de conjuntosEt . Sea{B j : j ∈ J} un refinamiento cerrado localmente finito de{Vx : x∈ X}.
Tenemos entonces que cadaB j corta a lo sumo con una cantidad finita de conjuntosEt y por lo
tanto, por el Lema 1.2.3, para cadat existe un abiertoGt tal que{Gt : t ∈ T} es localmente finito y
Et ⊂Gt . Si asociamos a cadat un conjuntoUst ∈ {Us : s∈S} tal queEt ⊂Ust obtenemos finalmente
que{Gt ∩Ust : t ∈ T} es un refinamiento abierto localmente finito de{Us}s.

Recordemos que una partición de la unidad es una familia puntualmente sumable de apli-
caciones{ fs : s ∈ S} de un espacio topológicoX en [0,1] tales que∑s∈S fs(x) = 1. Cuando
{ f−1

s ((0,1]) : s∈ S} refina a un cubrimientoA se dice que la partición está subordinada aA .
Por otro lado, si el cubrimiento{ f−1

s ((0,1]) : s∈ S} es localmente finito se dice que la parti-
ción es localmente finita. La paracompacidad caracteriza la existencia de particiones de la unidad
localmente finitas subordinadas a un cubrimiento abierto dado. Veamos primeroun lema.
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Lema 1.2.10.Sea{ fs : s∈ S} una partición de la unidad de un espacio topológico X. Entonces
la aplicación

f : X −→ (0,1]

x  sup
s∈S

fs(x)

es continua

Demostración.Seax0 ∈ X, tomemosa > 0 y T ⊂ Sun conjunto finito tales que

1− ∑
s∈T

fs(x0) < a < f (x0).

La funcióng = 1−∑s∈T fs es continua por lo que existe un entornoU dex0 tal que

1− ∑
s∈T

fs(x) < a

parax∈U . En particular, sis∈ S\T se tiene quefs(x) < a para todox∈U . Por otro lado, existe
s0 ∈ S tal que fs0(x0) > a. Tomemos ahoraV un entorno dex0 tal que fs0(x) > a para todox∈V.
En particular, six∈U ∩V se tiene quefs(x) < a < f (x) para todos∈ S\T y por lo tanto

f (x) = sup
s∈T

fs(x)

si x ∈ U ∩V. ComoT es un conjunto finito,f es continua al restringirla aU ∩V de donde se
deduce quef es continua enx0 con lo que la prueba queda finalizada.

Teorema 1.2.11.Sea X un espacio topológico. Son equivalentes:

(i) X es paracompacto.
(ii) Todo cubrimiento abierto del espacio X tiene una partición de la unidad localmente finita

subordinada a él.
(iii) Todo cubrimiento abierto del espacio X tiene una partición de la unidad subordinada a él.

Demostración.Supongamos queX es paracompacto y consideremos un cubrimiento abiertoA de
X y seaU = {Us : s∈ S} un refinamiento abierto localmente finito deA . Por el Lema 1.2.7 existe
un cubrimiento cerrado{Fs : s∈ S} deX tal queFs ⊂ Us para todos∈ S. Por el Teorema 1.2.6,
podremos aplicar el lema de Urysohn, Teorema 1.1.2, así que para cadas∈ Sexiste una función
gs : X → [0,1] tal quegs(x) = 0 parax∈ X\Us y gs(x) = 1 parax∈ Fs. ComoU es una familia
locamente finita la función

g : X −→ (0,1]

x  ∑
s∈S

gs(x)

está bien definida, es continua y claramente se tiene que{gs/g : s∈ S} es una partición de la
unidad localmente finita subordinada aA .

La implicación (ii)⇒(iii) es obvia, así basta ver que (iii)⇒(i). SeaU un cubrimiento abierto
deX y { fs : s∈ S} una partición de la unidad subordinada a él.
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AFIRMACIÓN.- Dada una función continua g: X → [0,1] y x0 ∈ X tal que g(x0) > 0,
existe un entorno U de x0 y un conjunto finito T⊂ S tal que

fs(x) < g(x)

para x∈U y s∈ S\T.

Para ello basta tomarT = {s1,s2, . . . ,sn} ⊂ S tal que

1−
n

∑
i=1

fsi (x0) < g(x0)

y

U0 = {x∈ X : 1−
n

∑
i=1

fsi (x) < g(x)}.

Por el Lema 1.2.10,

f : X −→ (0,1]

x  sup
s∈S

fs(x)

es una aplicación continua. Para cadas∈ S, el conjunto

Vs = {x∈ X : fs(x) >
1
2

f (x)}

es abierto, y la familiaV = {Vs : s∈ S} es un refinamiento deU . Aplicando la AFIRMACIÓN a
la funcióng = 1

2 f , se deduce queV es una familia localmente finita.

Definición 1.2.12. SeaA = {As : s∈ S} un cubrimiento de un conjunto X. La estrella de un
conjunto Y⊂ X con respecto aA es el conjunto

St(Y,A ) :=
⋃

{As : Y∩As 6= /0}.

Por St(x,A) denotaremos al conjuntoSt({x},A).

Definición 1.2.13.Se dice que un cubrimientoA es refinamiento baricéntrico de un cubrimiento
U de X cuando el cubrimiento{St(x,A ) : x∈ X} es un refinamiento deU .

Lema 1.2.14.Sea X un espacio topológico normal. Entonces, todo cubrimiento abierto localmen-
te finito admite un refinamiento baricéntrico.

Demostración.SeaA = {Us : s∈ S} un cubrimiento abierto localmente finito. ComoX es un
espacio normal, podemos tomarB = {Vs : s∈ S} un cubrimiento abierto tal queVs ⊂ Us para
cadas. En tal caso,B es localmente finito. Para cadax∈ X definamos

W(x) =
(

⋂

{Us : x∈Vs}
)

⋂

(

X\
⋃

{Vt : x /∈Vt}
)

.
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Vamos a ver queC = {W(x) : x ∈ X} es el refinamiento baricéntrico abierto que buscamos. Por
un lado, comoB es localmente finito, el primer término (∩Us) es una intersección finita, y por el
Lema 1.2.2 tenemos que el segundo términoX\∪Vt es abierto y por lo tanto,W(x) es abierto.
Por otro lado,C es un cubrimiento deX ya que six∈ X entoncesx∈W(x). Fijemosx0 ∈ X y sea
Vs tal quex0 ∈ Vs. Seay tal quex0 ∈ W(y). Si y /∈ Vs tenemos queW(y) ⊂ X\Vs y por lo tanto
x0 ∈ X\Vs lo que es imposible. Así quey∈ Vs si x0 ∈ W(y) y por lo tantoW(y) ⊂ Us y de aquí
deducimos que St(x0,C ) ⊂Us con lo que terminamos la prueba.

Definición 1.2.15.SeanA = {Us : s∈ S} y U cubrimientos de un espacio X. Se dice queA es
un refinamiento estrella deU cuando el cubrimiento{St(Us,A ) : s∈ S} es un refinamiento de
U .

Lema 1.2.16.Un refinamiento baricéntricoA de un refinamiento baricéntricoB de un cubri-
mientoU es un refinamiento estrella deU .

Demostración.DadoW0 ∈ A , elijamosx0 ∈W0. Para cadaW ∈ A tal queW∩W0 6= /0 elijamos
z∈W∩W0, entoncesW∪W0 ⊂ St(z,A )⊂V para algúnV ∈B. En tal caso,x0 ∈V y por lo tanto
W ⊂V ⊂ St(x0,B) y esto ocurre para todoW ∈ A tal queW∩W0 6= /0, por lo que tenemos que
St(W0,A ) ⊂ St(x0,B) ⊂U para algúnU ∈ U .

Lema 1.2.17. Sea X un espacio topológico tal que cada cubrimiento abierto admite un refina-
miento baricéntrico abierto. Entonces cada cubrimiento abierto de X admite un refinamientoσ -
discreto abierto.

Demostración.SeaU = {Us : s∈ S} un cubrimiento abierto deX. SeaU0 = U , por el Le-
ma 1.2.16 podemos tomarU1,U2, . . . una sucesión de cubrimientos abiertos deX tales queUn+1

es un refinamiento estrella deUn paran = 0,1,2, . . . Para cadas∈ Sy n∈ N definamos

Us,n = {x∈ X : x tiene un entornoV tal que St(V,Un) ⊂Us}.

La familia{Us,n : s∈ S} es un refinamiento abierto deU paran∈ N.

AFIRMACIÓN.- Si x∈Us,n e y/∈Us,n+1 entonces no existe U∈Un+1 tal que x,y∈U.

Efectivamente, para cadaU ∈ Un+1 existeW ∈ Un tal que St(U,Un+1) ⊂ W, y por lo tanto, si
x ∈ U ∩Us,n, entoncesW ⊂ St(x,Un) lo que implica que St(U,Un+1) ⊂ St(x,Un) ⊂ Us, así que
U ⊂Us,n+1 con lo que queda probada la AFIRMACIÓN.

Dotemos aSde un buen orden≺ y definamos

Vs0,n = Us0,n\
⋃

s≺s0

Us,n+1.

Entonces sis1 ≺ s2 se tiene queVs2,n ⊂ X\Us1,n+1. Por lo tanto, por la AFIRMACIÓN se tiene que
si x∈Vs1,n ey∈Vs2,n cons1 6= s2, entonces no existeU ∈ Un+1 tal quex,y∈U . Así que la familia
de abiertos{Vs,n : s∈ S} es discreta paran∈ N.
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Basta por lo tanto ver que{Vs,n : s∈ S,n∈ N} cubreX. Seax∈ X y denotemoss(x) el menor
elemento deX tal quex ∈ Us(x),n para algún entero positivon. Comox /∈ Us,n+2 paras≺ s(x),
tenemos por la AFIRMACIÓN que six,z∈U ∈ Un+2 entoncesz /∈Us,n+1 paras≺ s(x), es decir

St(x,Un+2)
⋂ ⋃

s≺s(x)

Us,n+1 = /0

lo que muestra quex∈Vs(x),n.

Teorema 1.2.18.Un espacio topológico X es paracompacto si, y sólo si, todo cubrimiento abierto
admite un refinamiento baricéntrico abierto.

Demostración.Supongamos queX es un espacio topológico paracompacto. DadoU un cubri-
miento abierto deX, tenemos que existe un refinamiento abierto localmente finitoV . Aplicando
ahora el Lema 1.2.14, tenemos queV admite un refinamiento baricéntricoW . Está claro queW
es un refinamiento baricéntrico deU .

Supongamos ahora que todo cubrimiento abierto admite un refinamiento baricéntrico abierto.
Por el Lema 1.2.17 tenemos que cada cubrimiento abierto deX admite también un refinamiento
σ -discreto, en particularσ -localmente finito. Por lo tanto, por el Teorema 1.2.9 basta ver queX es
regular. SeaT ⊂ X cerrado y seax∈ X\T. Como{x} es un conjunto cerrado,U = {X\x,X\T}
es un cubrimiento abierto. Por hipótesis y por el Lema 1.2.16,U tiene un refinamiento estrella
A . Veamos que en tal caso St(x,A ) y St(T,A ) son entornos abiertos disjuntos dex y T respec-
tivamente. Supongamos que no son disjuntos, esto quiere decir que existenV,V ′ ∈ A tales queV
contiene ax,V ′ corta conT y ademásV∩V ′ 6= /0. En tal casoV ′ ⊂St(V,A ) y por lo tanto St(V,A )
contiene ax y corta conT lo que es imposible por serA un refinamiento estrella deU .

Finalmente disponemos de todos los ingredientes para demostrar la relación entre distancia y
oscilación para funciones definidas en espacios paracompactos con valores en un espacio normado.

Teorema 1.2.19([CMR06, Lemma 2.7]). Sea X un espacio paracompacto y sea Z un subconjunto
convexo de un espacio normado E. Entonces para cada aplicación f: X → Z tenemos que

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ).

Demostración.La primera desigualdad se obtiene por la Observación 1.1.11. Veamos la segunda
desigualdad. Podemos suponer que osc( f ) es acotada ya que en caso contrario la desigualdad sería
trivial. Seas= osc( f ) y seaε > 0. Para cadax ∈ X tomemos un entornoUx de x de modo que
diam(Ux) < s+ε. Por el Teorema 1.2.18, el cubrimientoA = {Ux : x∈X} admite un refinamiento
baricéntrico abiertoW . Por el Teorema 1.2.11 existe{pa : a ∈ A} una partición de la unidad
localmente finita subordinada aW . Para cadaa∈ A fijemos un puntoxa ∈ p−1

a ((0,1]) y tomemos
za = f (xa). Definamos ahora

g(x) = ∑
a∈A

pa(x)za.
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Claramente tenemos queg es una función continua. Seax∈ X fijo y seaB = {a∈ A : pa(x) > 0}.
ComoW es un refinamiento baricéntrico deA podemos afirmar que existey∈Y tal que

⋃

a∈B

p−1
a ((0,1]) = St(x,{p−1

a ((0,1]) : a∈ A}) ⊂ St(x,W ) ⊂Uy

por lo quex∈Uy y xa ∈Uy para todoa∈ B. Por lo tanto,f (x) y g(x) pertenecen a conv( f (Uy)) y
como diam conv( f (Uy)) = diamf (Uy) < s+ε tenemos que‖g(x)− f (x)‖< s+ε y esto podemos
hacerlo para cualquierx∈ X por lo qued( f ,g) ≤ s+ ε. Por lo tantod( f ,C(X,Z)) ≤ s+ ε. Como
ε > 0 es arbitrario, tendremos qued( f ,C(X,Z)) ≤ s.

En el teorema anterior, la desigualdad1
2osc( f )≤ d( f ,C(X,Z)) no se puede mejorar en general

ya que de hecho es una igualdad cuandoZ = R. El siguiente ejemplo nos va a mostrar que la
desigualdadd( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ) también es óptima.

Ejemplo 1.2.20. Sea X= [0,1] y Z = conv{en : n ∈ N} donde(en)n es la base estándar de
ℓ1. Tomemos una partición de[0,1] formada por una cantidad numerable de conjuntos densos
A1,A2, . . . ,An, . . . y definamos f: [0,1] → Z como la aplicación que toma el valor en en An para
n∈ N. Tenemos queosc( f ) = d( f ,C([0,1],Z)).

Claramente, osc( f ) = 2. Veamos ahora qued( f ,C([0,1],Z)) = 2. Para ver esto es suficiente
ver que para cadag∈C([0,1],Z) y cadaδ > 0, existey∈ [0,1] tal que

d( f ,g) ≥ ‖g(y)− f (y)‖1 ≥ 2−δ .

Efectivamente, sabemos queg(0) = ∑m
k=1 λkek con ∑m

k=1 λk = 1 y λk ≥ 0 parak = 1,2, . . . ,m.
Fijemosn > my tomemosy∈ An tal que‖g(0)−g(y)‖1 ≤ δ . Entonces

‖ f (y)−g(y)‖1 ≥ ‖ f (y)−g(0)‖1−‖g(0)−g(y)‖1

= 2−‖g(0)−g(y)‖1 ≥ 2−δ

y por lo tantod( f ,C([0,1],Z)) = 2. �

Obsérvese que en el caso particular de que el espacio métrico de llegadafuese un espacio de
BanachE, podríamos plantearnos estudiar la relación entre la oscilación de una función f ∈ EX

con
sup

x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦ f ).

Sin embargo, no existe ninguna constanteM > 0 tal que

osc( f ) ≤ M sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦ f )

ya que si una función es continua para la topologíaw enE, entonces supx∗∈BE∗
osc(x∗ ◦ f ) = 0 y

sin embargo, hay funcionesw-continuas que no son continuas para la norma: tómese por ejemplo
X = (E,w) y f la función identidad. Curiosamente, supx∗∈BE∗

osc(x∗ ◦ f ) nos da una estimación
para la distancia a las funciones de la primera clase de Baire, véase Corolario 4.3.4.
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Acabamos la sección haciendo notar que para espacios paracompactosX y funciones acotadas
f ∈ RX la fórmula del Teorema 1.1.6, y por lo tanto, la del Teorema 1.1.9 se puede obtener como
consecuencia del teorema de selección de Michael. SiX es un conjunto, denotamos porP(E) al
conjunto de las partes deX.

Teorema 1.2.21(Michael, véase [BL00, Theorem 1.16]). Sea X un espacio paracompacto, E un
espacio de Banach y supongamos queφ : X → P(E) es una multifunción inferiormente semicon-
tinua, es decir, para todo abierto U de E se tiene que el conjunto

{x∈ X : φ(x)∩U 6= /0}

es abierto. Supongamos además queφ(x) es cerrado y convexo para todo x∈ X. Entoncesφ
admite un selector continuo, es decir, existe f∈C(X) tal que f(x) ∈ φ(x) para todo x∈ X.

Teniendo el teorema de Michael en mente, para probar el Teorema 1.1.6 enel caso de que
X sea paracompacto, basta con comprobar que sif1 ≤ f2 con f1 superiormente semicontinua,f2
inferiormente semicontinua yf1(x) ≤ f2(x) para todox∈ X, entonces la multifunción

φ : X −→ P(R)

x  [ f1(x), f2(x)]

es inferiormente semicontinua, por lo que como consecuencia del Teorema 1.2.21 tiene un selector
continuo que será precisamente la función que buscamos.

En la Sección 1.1 vimos que la fórmula

d( f ,C(X)) =
1
2

osc( f )

para toda funciónf ∈ RX caracterizaba de hecho a los espacios normales, Corolario 1.1.12. Es
natural plantearse aquí si el Teorema 1.2.19 caracteriza a los espaciosparacompactos.

Problema 1. Sea X un espacio topológico tal que para todo espacio métrico(Z,d) y toda función
f ∈ ZX se tiene que

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f ).

¿Es X un espacio paracompacto?

1.3 Separación de conjuntos convexos

El objetivo de esta sección es demostrar el Teorema 1.3.3 que va a ser fundamental en la Sec-
ción 3.1 para calcular distancias a espacios normados. El siguiente teoremaes una consecuencia
directa del teorema de extensión de Hahn-Banach.
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Teorema 1.3.1([Cho69, Theorem 21.11]). Sea E un espacio vectorial topológico y sean A y B dos
subconjuntos disjuntos de E no vacíos y convexos con A abierto. Entonces existe un hiperplano
afín cerrado que separa A y B, es decir, existe f∈ E′ y λ ∈ R tales que A⊂ {x∈ E : f (x) ≥ λ}
y B⊂ {x ∈ E : f (x) ≤ λ}. Si además B es abierto, la separación es estricta, es decir, podemos
tomarλ ∈ R de modo que A⊂ {x∈ E : f (x) > λ} y B⊂ {x∈ E : f (x) < λ}.

Lema 1.3.2([Cho69, Theorem 21.19]). Sea E un espacio localmente convexo y X⊂ E un sub-
conjunto compacto convexo. Sea f1 : X →R una aplicación cóncava superiormente semicontinua
y sea f2 : X → R una aplicación convexa inferiormente semicontinua. Sean

S( f1) := {(x,y) ∈ X×R : f1(x) ≥ y}

y
U( f2) := {(x,y) ∈ X×R : f2(x) ≤ y}.

Si f1(x) < f2(x) para todo x∈ X, entonces existe un conjunto convexo abierto U⊂ X×R tal que

(U( f2)+U)∩ (S( f1)+U) = /0.

Demostración.Para cadax∈ X, tomemosεx > 0 y un entorno abiertoVx de 0 tales que para todo
y∈ (x+Vx)∩X tengamos que

f1(y) < f1(x)+
εx

2
< f1(x)+ εx < f2(x)− εx < f2(x)−

εx

2
< f2(y).

Tomemos para cadax un entorno abierto de 0 equilibradoUx de modo queUx+Ux ⊂Vx. Tenemos
entonces que{x+Ux : x ∈ X} es un cubrimiento abierto deX y como X es compacto existen
x1,x2, . . . ,xn ∈ X tales que{xi +Uxi : i ∈ {1,2, . . . ,n}} es un cubrimiento deX. Tomemos un

entorno abierto equilibradoV de 0 tal queV +V ⊂
n
⋂

i=1

Uxi y seaε = mı́ni εxi . Tomemos

U = V × (−ε/2,ε/2).

Afirmamos que(U( f2)+U)∩ (S( f1)+U) = /0. En caso contrario, existen puntos(x,y) ∈U( f2) y
(x′,y′) ∈ S( f1) tales que(x−x′,y−y′) ∈U +U . Tenemos por un lado que|y−y′| < ε y por otro

ladox−x′ ∈V +V ⊂
n
⋂

i=1

Uxi . Como{xi +Uxi} es un cubrimiento deX, existei tal quex∈ xi +Uxi ,

pero comox−x′ ∈Uxi entoncesx′ ∈ xi +Uxi +Uxi ⊂ xi +Vxi y en tal caso

y′ ≤ f1(x
′) < f1(xi)+

εxi

2
= f1(xi)+ εxi −

εxi

2
<

< f2(xi)− εxi −
εxi

2
< f2(x)− εxi ≤ y− εxi ≤ y− ε

de donde deducimos quey−y′ > ε lo que es una contradicción.
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h af́ın

continua

f1 sup. semicont. cóncava

f2 inf. semicont. convexa

f2

f1

Teorema 1.3.3([Cho69, Theorem 21.20]). Sea E un espacio localmente convexo, X⊂ E un sub-
conjunto compacto convexo, f1 : X → R una aplicación cóncava superiormente semicontinua y
f2 : X → R una aplicación convexa inferiormente semicontinua tales que f1(x) < f2(x) para todo
x∈ X. Entonces existe una función afín continua h: E → R tal que

f1(x) < h(x) < f2(x) para todo x∈ X.

Demostración.Estamos en las condiciones del Lema 1.3.2, y por lo tanto existe un entorno abierto
de 0 enE×R tal que(U( f2)+U)∩ (S( f1)+U) = /0. Aplicando ahora el Teorema 1.3.1 tenemos
que existeα ∈ (E×R)′ y λ ∈ R tales que para todo(x1,y1) ∈ S( f1)+U e (x2,y2) ∈ U( f2)+U
se cumple queα(x1,y1) < λ < α(x2,y2). Ahora bien, comoα es lineal, debe ser de la forma
α(x,y) = α(x,0)+ γy para algúnγ ∈ R. Por otro lado,α(x, f1(x)) < α(x, f2(x)) y f1(x) < f2(x)
para todox enX, de donde deducimos queγ > 0. Definamos entonces

h(x) =
1
γ
(λ −α(x,0)).

Comoα es lineal y continua tenemos queh es afín y continua y de la definición deS( f1) y U( f2)
se deduce inmediatamente quef1(x) < h(x) < f2(x) para todox∈ X.

1.4 Principio de reflexividad local

En esta sección demostramos el Principio de Reflexividad Local, Teorema 1.4.6, que nos ha-
rá falta más adelante en la Sección 3.3 para poder obtener unas expresiones equivalentes para la
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medida de no compacidad débilγ allí definida, Proposición 3.3.4. Las demostraciones que pre-
sentamos en esta sección pueden encontrarse en [vD78]. Empecemos primero demostrando unos
lemas.

Lema 1.4.1.Sean U0,U1, . . . ,Un subconjuntos abiertos y convexos de un espacio normado E, con
∩n

i=0Ui = /0. Entonces existe una aplicación lineal y continua T: E → Rn tal que∩n
i=0T(Ui) = /0.

Demostración.Consideremos enEn el subconjunto

U = {(x0−x1,x0−x2, . . . ,x0−xn) : xi ∈Ui , i = 0,1, . . .n}.

U es un abierto convexo y por hipótesis, tenemos que 0/∈ U . Por lo tanto, por el teorema de
Hahn-Banach, existex∗ = (x∗1, . . . ,x

∗
n) ∈ (E∗)n tal quex∗ > 0 enU . Definimos ahora

T : E −→ Rn

x  (x∗1(x), . . . ,x
∗
n(x)).

Veamos que∩n
i=0T(Ui) = /0. Supongamos quey = (y1, . . . ,yn) ∈ ∩n

i=1T(Ui) = /0. Entonces existen
elementosxi ∈Ui , i = 0, . . . ,n tales queT(xi) = y. En particular, las coordenadasi-ésimas deT(x0)
y T(xi) coinciden parai = 1, . . . ,n, es decir,x∗i (xi) = x∗i (x0). Pero en tal caso tenemos que

x∗(x0−x1, . . . ,x0−xn) = 0 con(x0−x1, . . . ,x0−xn) ∈U

con lo que llegamos a una contradicción.

Lema 1.4.2. Si U es un subconjunto convexo y abierto de un espacio normado E, entonces

U = intU .

Demostración.ComoU es un abierto contenido enU tenemos queU ⊂ intU . Tomemos ahora
x∈ intU y fijemosy∈U\{x}. Como intU es abierto tenemos que existe unz∈U tal quex es un
punto interior del segmento[y,z], es decir,x = λy+(1−λ )zpara ciertoλ ∈ (0,1). Tomemos una
sucesión(zn)n enU convergente az. Tenemos entonces que

x = λy+(1−λ )z= λ
(

y+
1−λ

λ
(z−zn)

)

+(1−λ )zn (1.1)

paran∈ N. ComoU es abierto y(zn)n converge az tenemos que existen∈ N tal que

y+
1−λ

λ
(z−zn) ∈U.

Por lo tanto, comoU es convexo, por (1.1) tendremos quex∈U .

Lema 1.4.3. Sea E un espacio de Banach, U⊂ E abierto y convexo, Z un espacio normado
finito-dimensional y T: E −→ Z una aplicación lineal, continua y suprayectiva. Denotemos

U ′ = int‖·‖U
w∗

donde estamos considerando U⊂ (E∗∗,w∗). Entonces T∗∗(U ′) = T(U).
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Demostración.Claramente tenemos que

T∗∗(U ′) ⊂ T∗∗(U
w∗

) ⊂ T∗∗(U) = T(U). (1.2)

ComoU ⊂U ′ tenemos que
T(U) = T∗∗(U) ⊂ T∗∗(U ′). (1.3)

Por el teorema de la aplicación abierta, tenemos queT y T∗∗ son aplicaciones abiertas, así que
T(U) y T∗∗(U ′) son conjuntos abiertos. Por el Lema 1.4.2 tenemos queT(U) = intT(U). Por lo
tanto, comoT∗∗(U ′) es abierto, por (1.2) y (1.3) tenemos queT(U) = T∗∗(U ′).

Lema 1.4.4. Sea E un espacio de Banach, U⊂ E abierto y convexo, y sea L⊂ E un subespacio

cerrado de co-dimensión finita. Si U′ = int‖·‖U
w∗

entonces

U ′∩L
w∗

⊂U ∩L
w∗

.

Demostración.Seaz∈U ′∩L
w∗

. Vamos a construir una red enU ∩L que esw∗-convergente con
límite z. Denotemos por

H = {H ⊂ E∗ : H es un subespacio finito dimensional yL⊥ ⊂ H}.

Dotamos aH del orden dado por la inclusión. TomemosH ∈ H y consideremos la aplicación

T : E −→ H∗

x  x|H .

ClaramenteT es suprayectiva ya queH es de dimensión finita, así queT∗∗(x∗∗) = x∗∗|H para
todox∗∗ ∈ E∗∗. Por lo tanto, por el Lema 1.4.3 tenemos queT∗∗(U ′) = T(U) por lo que existe un

xH ∈U que coincide conzenH y por lo tanto también enL⊥. Pero comoz∈ L
w∗

= L⊥⊥, tenemos
quexH ∈ L⊥⊥∩E = L. Así que la red(xH)H∈H ⊂U ∩L y claramente esw∗-convergente az.

Lema 1.4.5. Sea E un espacio de Banach, U1, . . . ,Un ⊂ E abiertos y convexos y sea L⊂ E un

espacio afín cerrado de co-dimensión finita. Denotemos U′
i = int‖·‖Ui

w∗

. Si

L
w∗

∩U ′
1∩ . . .∩U ′

n 6= /0,

tenemos que
L∩U1∩ . . .∩Un 6= /0.

Demostración.Podemos suponer queL es un espacio vectorial. El casoL = E sale directamente
de los Lemas 1.4.1 y 1.4.3. Veamos el casoL 6= E. TomemosVi = Ui ∩L y denotemos porV ′

i el

interior en(L∗∗,‖ · ‖) deVi
w∗

. Tenemos entonces de nuevo por los Lemas 1.4.1 y 1.4.3 tomando
ahora como espacio de Banach el subespacioL que

V ′
1∩ . . .∩V ′

n 6= /0⇒V1∩ . . .∩Vn 6= /0. (1.4)
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IdentificandoL∗∗ conL
w∗

tenemos queσ(L∗∗,L∗) coincide conw∗ restringida aL
w∗

y comoL∗∗

esw∗ cerrado tenemos queVi
σ(L∗∗,L∗)

= Vi
w∗

. Entonces, por el Lema 1.4.4 tenemos que

U ′
i ∩L

w∗

⊂Vi
w∗

,

y comoU ′
i ∩L

w∗

es abierto enL∗∗ = L
σ(L∗∗,L∗)

,

U ′
i ∩L

w∗

⊂V ′
i . (1.5)

Finalmente, si∩n
i=1U

′
i 6= /0, por (1.5) tenemos que∩n

i=1V
′
i 6= /0, así que por (1.4) obtenemos el

resultado deseado.

Ya estamos en condiciones de demostrar el principio de reflexividad local.Obsérvese que este
resultado nos viene a decir que dado un espacio de BanachE, si tomamos espacios de dimensión
finita F ⊂ E∗ y G ⊂ E∗∗, entonces podemos identificarG con un espacioG′ ⊂ E de modo que
G′|F = G|F . Esta identificación se hace mediante una aplicación linealT : G → G′ que varía la
norma de los elementos menos de una cantidad arbitraria prefijada y además fijalos puntos de
G∩E.

Teorema 1.4.6(Principio de reflexividad local). Sea E un espacio de Banach, sea F⊂ E∗ un
espacio finito dimensional, G⊂ E∗∗ otro espacio finito dimensional yε > 0. Entonces existe una
aplicación inyectiva T: G→ E tal que

(i) Tx = x para todo x∈ E∩G,
(ii) ‖T‖‖T−1‖ < 1+ ε, donde estamos considerando T−1 : T(G) → G,

(iii) x ∗∗(x∗) = x∗(T(x∗∗)) para todo x∗∗ ∈ G y todo x∗ ∈ F.

Demostración.Vamos a demostrar primero que podemos encontrarT ′ que cumpla las condiciones
(i) y (ii). Seak = dimG−dimG∩E y seanz∗∗1 , . . . ,z∗∗k ∈ G tales que

G = span({z∗∗1 , . . . ,z∗∗k }∪ (G∩E)).

Elijamosδ ∈ (0,1) tal que

0 <
1−δ

(1−δ )(1−2δ )−δ (1+δ )
< 1+ ε. (1.6)

Por compacidad podemos elegirA = {y∗∗1 , . . . ,y∗∗m } ⊂ SG de forma queSG ⊂ A+ δBE. Tenemos
que caday∗∗i se puede expresar como

y∗∗i =
k

∑
j=1

αi j z
∗∗
j +bi

parai = 1, . . . ,mconαi j ∈ R y bi ∈ G∩E. Tomemos ahorax∗1, . . . ,x
∗
m ∈ SE∗ tales que

|y∗∗i (x∗i )| > 1−δ (1.7)
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parai = 1, . . . ,my consideremos

Ui = {(x1, . . . ,xk) ∈ Ek : |x∗i (
k

∑
j=1

αi j (x j −z∗∗j ))| < δ},

y

Vi = {(x1, . . . ,xk) ∈ Ek : ‖
k

∑
j=1

αi j x j +bi‖ < 1+δ}

parai = 1, . . . ,m. Supongamos por ahora que∩m
i=1(Vi ∩Ui) 6= /0 y sea(x1, . . . ,xk) ∈ ∩m

i=1(Vi ∩Ui).
Está claro que podemos definirT ′ : G → E lineal y continua de tal modo que se cumpla(i) y
ademásT ′(z∗∗i ) = xi parai = 1, . . . ,k. Vamos a comprobar que bajo estas condiciones, también se
cumple(ii). Por un lado tenemos que

‖T ′y∗∗i ‖ = ‖
k

∑
j=1

αi j x j +bi‖ < 1+δ .

Por otro lado

‖
k

∑
j=1

αi j x j +bi‖ ≥ |〈
k

∑
j=1

αi j x j +bi ,x
∗
i 〉| ≥ |〈x∗i ,

k

∑
j=1

αi j zj +bi〉|

− |〈x∗i ,
k

∑
j=1

αi j (x j −z∗∗j )〉|

= |〈x∗i ,y
∗∗
i 〉|− |〈x∗i ,

k

∑
j=1

αi j (x j −z∗∗j )〉| > 1−2δ ,

donde la última desigualdad sale de (1.7) y de que la definición deUi . Es decir, tenemos que

1−2δ < ‖T ′y∗∗i ‖ < 1+δ . (1.8)

De esta desigualdad sale la propiedad(ii) (a falta de demostrar que∩m
i=1(Vi ∩Ui) 6= /0). Si de-

notamos porP a la envoltura cerrada absolutamente convexa deA, comoSG ⊂ A+ δBE, se ve
fácilmente que(1−δ )BG ⊂ P, así que cualquiery∗∗ ∈ SG se puede escribir comoy∗∗ = ∑m

i=1 αiy∗∗i
con∑m

i=1 |αi | ≤ 1/(1−δ ). Por lo tanto, por (1.8),

‖T ′y∗∗‖ ≤
m

∑
i=1

|αi |‖T ′y∗∗i ‖ ≤ (1+δ )
m

∑
i=1

|αi | ≤
1+δ
1−δ

. (1.9)

Por otro lado, existei0 ∈ {1, . . . ,m} tal que‖y∗∗−y∗∗i0 ‖ < δ así que por (1.8) y (1.9) tenemos que

‖T ′y∗∗‖ ≥ ‖T ′y∗∗i0 ‖−‖T ′(y∗∗−y∗∗i0 )‖ > (1−2δ )−‖T ′‖‖y∗∗−y∗∗i0 ‖

≥ (1−2δ )−
1+δ
1−δ

δ =
(1−δ )(1−2δ )−δ (1+δ )

1−δ
,
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lo que junto a (1.6) nos permite concluir que‖T ′−1‖ ≤ 1+ ε, y esto junto a (1.9) nos da(ii).
Nos falta ver que se cumple que∩m

i=1(Vi ∩Ui) 6= /0. Supongamos que es falso. Entonces por el
Lema 1.4.1 tenemos que existe una aplicación lineal y continuaS: Ek −→ R2m−1 tal que

m
⋂

i=1

(S(Vi)∩S(Ui)) = /0. (1.10)

Denotemos ahora

U∗∗
i = {(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ) ∈ (Ek)∗∗ : |x∗i (

k

∑
j=1

αi j (x
∗∗
j −z∗∗j ))| < δ},

y

V∗∗
i = {(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ) ∈ (Ek)∗∗ : ‖

k

∑
j=1

αi j x
∗∗
j +bi‖ < 1+δ}

parai ∈ {1, . . . ,m}. Supongamos de momento que

V∗∗
i ⊂V ′

i = int‖·‖Vi
((E∗∗)k,w∗)

y U∗∗
i ⊂U ′

i = int‖·‖Ui
((E∗∗)k,w∗)

. (1.11)

En tal caso, por el Lema 1.4.3 tenemos queS(Vi) = S∗∗(V ′
i ) y S(Ui) = S∗∗(U ′

i ), i = 1, . . . ,m, de
donde se deduce que

S∗∗(V∗∗
i ) = S(Vi) y S∗∗(U∗∗

i ) = S(Ui), (1.12)

por lo que por (1.10) tenemos que∩m
i=1(s

∗∗(V∗∗
i )∩S∗∗(U∗∗

i )) = /0. En particular tenemos que
/0 = ∩m

i=1(V
∗∗
i ∩U∗∗

i ) ∋ (z∗∗1 , . . . ,z∗∗k ) con lo que llegamos a una contradicción.

Veamos ahora que ciertamente se cumple (1.11). Es suficiente ver queU∗∗
i ⊂ Ui

((E∗∗)k,w∗)
y que

V∗∗
i ⊂Vi

((E∗∗)k,w∗)
ya queU∗∗

i y V∗∗
i son abiertos. Empecemos porUi , parai = 1, . . .m. Tomemos

(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k )∈U∗∗
i . Tomemos una red((x1,α , . . . ,xk,α))α∈Λ w∗-converge a(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ). Tenemos

entonces paraα suficientemente grande que

|x∗i (
k

∑
j=1

αi j (x j,α −z∗∗j ))| < δ ,

es decir,(x1,α , . . . ,xk,α) ∈Ui y tomando límites tenemos que(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ) ∈Ui
((E∗∗)k,w∗)

.

Veamos ahora el caso deVi . Siαi j = 0 paraj = 1, . . . ,k es trivial, así que podemos suponer que
αi j0 6= 0 para algúnj0 ∈ {1, . . . ,k}. Tomemos(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ) ∈V∗∗

i y elijamos(xα)α∈Λ y (x j,α)α∈Λ
para j ∈ {1, . . . ,k}\{ j0} enE tales que

w∗- lı́m
α

xα =
k

∑
j=1

αi j x
∗∗
j +bi

w∗- lı́m
α

x j,α = x∗∗j j ∈ {1, . . . ,k}\{ j0}
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y además,‖xα‖ < 1+δ para todoα ∈ A. Definimos ahora paraα ∈ A

x j0,α =
1

αi j0

(

xα − ( ∑
j 6= j0

αi j x j,α +b j)

)

.

Tenemos entonces quew∗-lı́mα x j0,α = x∗∗j0 y por lo tantow∗-lı́mα(x1,α , . . . ,xk,α) = (x∗∗1 , . . .x∗∗k )
(tomando en cada caso la topologíaw∗ en el bidual correspondiente). Además

‖
k

∑
j=1

αi j x j,α +bi‖ = ‖xα‖ < 1+δ ,

por lo que(x1,α , . . . ,xk,α) ∈Vi para todoα ∈ Λ así que(x∗∗1 , . . . ,x∗∗k ) ∈Vi
((E∗∗)k,w∗)

.
Veamos finalmente que existeT que satisface también(iii ). Sea

L = (z∗∗1 , . . . ,z∗∗k )+(F⊥)k)∩Ek.

ComoF tiene dimensión finita, para cadaj ∈ {1, . . .k}, existey j ∈E tal quey j |F = z∗∗j |F
. Tenemos

entonces
L = (y1, . . . ,yk)+(F⊥∩E)k

así queL es un subespacio afín cerrado deEk de co-dimensión finita. Además, tenemos queF =
(F⊥∩E)⊥ por lo queF⊥∩E = F⊥. Así que

L
((E∗∗)k,w∗)

= (y1, . . . ,yk)+(F⊥)k = (z∗∗1 , . . . ,z∗∗k )+(F⊥)k.

Supongamos ahora que∩m
i=1(Vi ∩Ui)∩L 6= /0. Podremos suponer en tal caso que hemos elegido

x1, . . . ,xk de modo que pertenezcan también aL. Veamos entonces que añadiendo esta condición
conseguimos que se cumpla(iii ). Si (x1, . . .xk) ∈ L, entonces

(Tz∗∗1 , . . . ,Tz∗∗k )− (z∗∗1 , . . . ,z∗∗k ) ∈ (F⊥)k,

es decir,Tz∗∗j −z∗∗j ∈ F⊥ para j ∈ {1, . . . ,k} y por lo tantoTx∗∗−x∗∗ ∈ F⊥ para todox∗∗ ∈ G por
lo que tendremos(iii ). Veamos que dicha intersección es no vacía. Por un lado,

(z∗∗1 , . . . ,z∗∗k ) ∈ L
((E∗∗)k,w∗)⋂

(

m
⋂

i=1

(U∗∗
i ∩V∗∗

i )

)

.

Por otro lado,V∗∗
i ⊂V ′

i y U∗∗
i ⊂U ′

i , así que por el Lema 1.4.5 terminamos la prueba.

1.5 Buenas particiones

En esta sección estudiamos lo que llamaremosbuenas particionessobre un espacio topológico.
El resultado principal de esta sección es la Proposición 1.5.4 que nos permitirá más adelante
estudiar distancias a espacios de funciones de la primera clase de Baire, Teorema 4.1.6, ya que
una función constante sobre los conjuntos de una buena partición es de laprimera clase de Baire,
Proposición 4.1.4. Desarrollamos aquí la Proposición 1.5.4 de forma autocontenida para mejor
compresión de la sección.
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Definición 1.5.1. Sea X un espacio topológico.

(i) Se dice que una familia{Xi : i ∈ I} de subconjuntos de X esdiscretamenteσ -descomponible
(d.σ .d.) si para cada i∈ I tenemos que Xi =

⋃

{Xi,n : n∈ N}, donde la familia{Xi,n : i ∈ I}
es discreta para cada n∈ N, (véase la Definición 1.2.1).

(ii) Se dice que una familia{Xi : i ∈ I} de subconjuntos de X es unabuena partición deX si es
una familiad.σ .d.de subconjuntosFσ de X tales que Xi ∩Xj = /0 si i 6= j y X =

⋃

i∈I Xi .

En la siguiente proposición recogemos algunos resultados sencillos sobrefamilias d.σ .d. y
buenas particiones que nos harán falta en la Sección 4.1.

Proposición 1.5.2.Sea X un espacio topológico.

(i) Si {Xi : i ∈ I} es una familiad.σ .d. formada por conjuntosFσ , entonces los conjuntos Xi,n

de la definición pueden tomarse cerrados.
(ii) Si {Xi : i ∈ H} es una buena partición de X, y para cada i∈ I, {Yi

j : j ∈ Ji} es una buena
partición relativa al subespacio Xi , entonces{Yi

j : i ∈ I , j ∈ Ji} es una buena partición de X
([HJT85, Lemma 5]).

(iii) Cualquier familia numerable de conjuntos esd.σ .d. Por lo tanto si la familia{Xn : n∈ N}
es una partición numerable de X formada por conjuntosFσ , entonces{Xn : n∈ N} es una
buena partición.

Demostración.Empecemos probando (i). Podemos expresarXi = ∪{Xi,n : n∈N} para cadai ∈ I ,
con{Xi,n : i ∈ I} discreta paran∈ N ya que la familia esd.σ .d. por hipótesis. Por otro lado, cada
Xi es un conjuntoFσ , así que se puede expresar comoXi = ∪{Fi,m : m∈ N} con cada conjunto
Fi,m cerrado. Entonces

Xi =
⋃

(n,m)∈N2

Xi,n∩Fi,n.

Por el Lema 1.2.2 tenemos además que para cadan ∈ N, la familia {Xi,n : i ∈ I} es discreta de
donde se deduce que también lo será{Xi,n∩Fi,m : i ∈ I} para todo(n,m) ∈ N2. Esto concluye la
prueba de (i).

Veamos ahora (ii). Por hipótesis podemos expresarXi = ∪{Xi,n : n∈ N}, para cadai ∈ I , con
{Xi,n : i ∈ I} discreta paran∈N. Por otro lado tenemos queYi

j =∪{Yi
j,m : m∈N} con{Yi

j,m : j ∈ Ji}
discreta (enXi). En tal caso, podemos poner

Yi
j =

⋃

(n,m)∈N2

Xi,n∩Yi
j,m.

Por (i) además podemos suponer que los conjuntosXi,n son cerrados. Veamos que la familia

Xn,m := {Xi,n∩Yi
j,m : (i, j) ∈ I ×Ji}

es discreta para cada(n,m) ∈N2. Dadox∈ X, existe un entornoU dex tal que corta como mucho
con un elemento de la familia{Xi,n : i ∈ I}. Si no cortase con ninguno, tendríamos que ese entorno
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no corta con ningún elemento de la familiaXn,m. Supongamos entonces que existei0 ∈ I tal que

U ∩Xi0,n 6= /0.

Si x /∈ Xi tenemos en particular quex /∈ Xi0,n que es cerrado, así que tomando un entorno más
pequeño podemos suponer queU tampoco corta con este conjunto. Supongamos entonces que
x ∈ Xi . En tal caso, existe un entornoV de x que corta a lo sumo con un elemento de la familia
{Yi

j,m : j ∈ Ji}. En este último caso tenemos queU ∩V es un entorno dex que corta a lo sumo con
un elemento deXn,m. Con esto queda demostrado que la familiaXn,m es discreta. Por último, es
inmediato que{Yi

j : i ∈ I , j ∈ Ji} es una partición deX en conjuntosFσ y esto termina la prueba
de (ii).

Para finalizar veamos (iii). Sea{Xn : n∈ N} una familia numerable. Tenemos entonces que

Xn =
⋃

m∈N

Xn,m

dondeXn,n = Xn y Xn,m = /0 si m 6= n. Obviamente{Xn,m : n∈ N} es una familia discreta ya que
consta tan sólo de un elemento no vacío.

Definición 1.5.3. Se dice que un espacio topológico X es perfectamente paracompacto si espa-
racompacto y sus subconjuntos abiertos sonFσ .

Los espacios métricos son ejemplos de espacios paracompactos. La siguiente proposición apa-
rece en [Jun80] bajo unas condiciones más generales, en vez de considerar espacios paracompac-
tos se consideran espaciossubmetacomactos. Aunque podríamos considerar este caso más general
usando prácticamente la misma prueba, preferimos restringirnos aquí al caso de espacios para-
compactos que es el caso que vamos a necesitar más adelante. En lo que sigue, Γ es un ordinal y
por≺ denotamos el orden de los ordinales.

Proposición 1.5.4([Jun80, Proposition 1.16]). Sea X un espacio perfectamente paracompacto y
sea{Gγ : γ ≺Γ} una sucesión transfinita de conjuntos abiertos cubriendo X. Si Fγ = Gγ\

⋃

ξ≺γ Gξ ,
entonces{Fγ : γ ≺ Γ} es una buena partición de X.

Demostración.Podemos suponer sin pérdida de generalidad que siγ1 ≺ γ2 entoncesGγ1 ⊂ Gγ2.
ComoX es perfectamente paracompacto tenemos que los conjuntos abiertos son conjuntosFσ , o
equivalentemente, los conjuntos cerrados sonGδ . De aquí se deduce que cada conjuntoFγ es a la
vez un conjuntoFσ y Gδ . Así que basta ver que{Fγ : γ ≺ Γ} esd.σ .d..

DenotemosFΓ = /0 y GΓ = X. Paraγ � Γ cadaFγ es un conjuntoGδ por lo que tenemos que
existe una sucesión(Gγ,n)n de conjuntos abiertos tales que

Fγ =
⋂

n

Gγ,n.

Además se puede suponer queGγ,n ⊂ Gγ paraγ � Γ y n ∈ N (basta tomarG′
γ,n = Gγ,n∩Gγ en

caso contrario). Para cadax∈ X tomemosγ(x) ≺ Γ tal quex∈ Fγ(x). Probemos ahora la siguiente
afirmación:
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AFIRMACIÓN.- Fijemos un cubrimiento abiertoV de X, y para cada x∈X, tomemos
β (x)� Γ tal queSt(x,V )⊂ Gβ (x). Entonces existe una colección numerable h(V ) de
cubrimientos abiertos de X tales que para cada x∈ X, siγ(x)≺ β (x), entonces existe
δ ≺ β (x) y W ∈ h(V ) tales queSt(x,W ) ⊂ Gδ .

Para probar la AFIRMACIÓN, para cadaV ∈ V tomemosγ(V) el menor ordinal tal queV ⊂ Gγ .
Para cadan∈ N y γ � Γ sea

Vγ,n := Gγ,n

⋂ ⋃

γ(V)�γ
V.

Para cadan∈ N tomemosVn = {Vγ,n : γ � Γ}. Dadox∈ X y V ∈ V tales quex∈V, se tiene que

x∈V ∩Fγ(x) ⊂V ∩Gγ(x)

de donde se deduce queγ(x) � γ(V) y por lo tanto,x ∈ Vγ(x),n. Tenemos entonces queVn es un
cubrimiento abierto deX y comoX es paracompacto, podemos tomar un refinamiento abiertoWn

localmente finito. Tomemos ahorah(V ) = {Wn : n∈N} y veamos que cumple la AFIRMACIÓN.
Tomemosx ∈ X tal queβ (x) ≻ γ(x). En tal casox /∈ Fβ (x) y por lo tanto, existen ∈ N tal que
x /∈ Gβ (x),n así quex /∈ Vβ (x),n. Veamos ahora quex /∈ Vγ,n paraγ ≻ β (x). Si V ∈ V es tal que
γ(V) ≻ β (x) tenemos queV no está contenido enGβ (x). Por otro lado, St(x,V ) ⊂ Gβ (x) de donde
se deduce quex /∈ V si γ(V) ≻ β (x). Esto último nos lleva a quex /∈ Vγ,n paraγ ≻ β (x). Hemos
demostrado entonces que

x /∈
⋃

γ�β (x)

Vγ,n. (1.13)

ComoWn es un cubrimiento localmente finito tenemos quex tiene una cantidad finita de entornos
W1

n ,W2
n , . . . ,Wk

n ∈ Wn, k∈ N tales que

St(x,Wn) =
k
⋃

i=1

Wi
n.

CadaWi
n está contenido en un conjuntoVγi ,n con γi ≺ β (x) para 1≤ i ≤ k por (1.13). Tomemos

ahoraδ = máx{γ1, . . . ,γk} ≺ β (x). Tenemos entonces que

St(x,Wn) =
k
⋃

i=1

Wi
n ⊂

k
⋃

i=1

Vγi ,n ⊂ Gδ

con lo que termina la prueba de la AFIRMACIÓN.
Fijemos un cubrimiento abiertoV deX y denotemosC1 := h(V ). Definamos ahora

C2 :=
⋃

W ∈C1

h(W ).

Siguiendo por recurrencia, paran∈ N definamos

Cn+1 :=
⋃

W ∈Cn

h(W ).
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Tomemos ahora
C :=

⋃

n∈N

Cn.

C es una familia numerable de cubrimientos deX. Veamos que dadox∈ X, existeW ∈ C tal que
St(x,W ) ⊂ Gγ(x). Para ello, fijemosx∈ X y tomemos

α(x) := mı́n{γ � Γ : existeW ∈ C tal que St(x,W ) ⊂ Gγ}.

Sea ahoraW ∈ C tal que St(x,W ) ⊂ Gα(x). Supongamos queα(x) ≻ γ(x). Tenemos entonces
que existeW ′ ∈ h(W ) ⊂ C y δ ≺ α(x) tales que St(x,W ′) ⊂ Gδ , pero esto es imposible por
definición deα(x). Por lo tanto hemos demostrado que para todox ∈ X existeW ∈ C tal que
St(x,W ) ⊂ Gγ(x).

DenotemosC = {Vn : n∈ N} y paraγ ≺ Γ y n∈ N definamos

Fγ,n := {x∈ Fγ : St(x,Vn) ⊂ Gγ}.

Comox∈ Fγ si, y sólo si,γ(x) = γ, tenemos que justo por lo que acabamos de demostrar podemos
afirmar que

Fγ =
⋃

n∈N

Fγ,n

para todoγ ≺ Γ. Para terminar sólo nos queda ver que la familia{Fγ,n : γ ≺ Γ} es discreta para
todon∈N. Para ello tomemosV ∈ Vn tal quex∈V y tomemosγ tal quex∈ Fγ . Si γ ′ ≻ γ se tiene
que

Fγ ′,n
⋂

Gγ ⊂ Fγ ′
⋂

Gγ = /0.

Supongamos ahora que existez∈ Fγ ′,n∩V conγ ′ ≺ γ. En tal caso tenemos que

x∈V ⊂ St(z,Vn) ⊂ Gγ ′

y por lo tanto
x∈ Gγ ′

⋂

Fγ = /0

lo que es una contradicción por lo queFγ ′,n∩V = /0 para todoγ ′ ≺ γ. Por lo tantoV ∩Gγ es un
entorno abierto dex que corta a lo sumo con un elemento de la familia{Fγ,n : γ ≺ Γ} con lo que
termina la prueba.

1.6 Lema de Pták

En esta sección desarrollamos el Lema de Pták, Teorema 1.6.4. Dicho resultado es una herra-
mienta muy útil para tratar problemas sobre convexidad. Nos hará falta más adelante para demos-
trar una versión cuantitativa del teorema de Mazur (y a su vez, este teorema nos hará falta en el
Capítulo 4) y para demostrar el Teorema 2.3.1 relativo a envolturas convexas. La notación y las
demostraciones de esta sección se han tomado de [Tod97, Section 1.3].
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Definición 1.6.1. Una media convexa sobreN es una funciónµ : N→ [0,1] tal que

(i)
∞

∑
i=1

µ(i) = 1

(ii) El soporte deµ, sop(µ) = {i ∈ N : µ(i) > 0}, es finito.

ParaF ⊂ N, denotamos
µ(F) = ∑

i∈F

µ(i).

Definición 1.6.2. SeaF ⊂ N(N) una familia de subconjuntos finitos deN. Se dice queF es bien
fundamentada si no existe ninguna sucesión creciente(ni)i ⊂ N tal que para cada k∈ N, exista
Sk ∈ F con{n1, . . . ,nk} ⊂ Sk.

Notación: Denotemos porM al conjunto de todas las medias convexas sobreN, y dadoB ⊂ N
denotemos porMB al conjunto de todas las medidas convexasµ ∈ M tales que sop(µ) ⊂ B. Si
F ⊂ N(N) y /0 6= K ⊂ N entonces

FK = {F ∈ F : F ∩K 6= /0}.

Dadoε > 0 pongamos

MB(F ,ε) = {µ ∈ MB : para todoF ∈ F ,µ(F) < ε}.

Si B = N, MB(F ,ε) se denota simplemente comoM(F ,ε).

Lema 1.6.3. SeaF ⊂ N(N) y ε > 0. Entonces para todo conjunto B⊂ N tal que

MB(F ,ε) = /0

y para todo0 < δ < ε, existe un conjunto finito K⊂ B tal que

MB(FK ,δ ) = /0.

Demostración.Supongamos que
MB(F ,ε) = /0 (1.14)

y que existe 0< δ < ε tal que
MB(FK ,δ ) 6= /0 (1.15)

para todo conjunto finitoK ⊂ B. Tomemosm∈ N tal queδ + 1/m < ε y elijamos /06= K1 ⊂ B
un conjunto finito arbitrario. Por (1.15) podemos tomarµ1 ∈ MB(FK1,δ ) 6= /0. Definamos ahora
por recursiónµi con sop(µi) ⊂ B y Ki ⊂ B finito parai = 1, . . . ,m. Si hemos definidoKi−1, µi−1,
tomemos

Ki = Ki−1∪sop(µi−1).
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ComoKi−1 y sop(µi−1) son subconjuntos finitos deB, tenemos que el conjuntoKi es un subcon-
junto finito deB no vacío. De nuevo por (1.15) tenemos que podemos tomarµi ∈ MB(FKi ,δ ).
Definamos ahora

µ =
1
m

m

∑
i=1

µi .

Vamos a ver queµ ∈ MB(F ,ε) con lo que llegaríamos a una contradicción con (1.14) y con
ello quedaría probado el lema. Tenemos que probar por tanto que para todo F ∈ F se tiene que
µ(F) < ε. Supongamos primero queF ∩Km = /0. En tal caso, comoK1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km tenemos
queF ∩Ki = /0 parai = 1, . . . ,m. Por definición deKi , i = 2, . . . ,m tenemos queF ∩ sop(µi) = /0
para todoi = 1, . . . ,m−1. Por lo tanto

µ(F) =
1
m

µm(F) ≤
1
m

< ε.

Supongamos ahora queF ∩Km 6= /0 y tomemos

j = mı́n{i : 1≤ i ≤ my Ki ∩F 6= /0}.

En tal caso, para 1≤ i < j−2 tenemos queF∩sop(µi) = /0. Por lo tanto para 1≤ i < j−2 tenemos
queµi(F) = 0. ComoF ∈ FKi para j ≤ i ≤ m, tenemos queµi(F) < δ . Si j = 1 tenemos que

µ(F) =
1
m

(µ1(F)+ · · ·+ µm(F)) <
mδ
m

=
1
δ

< ε,

y si j > 1,

µ(F) =
1
m

(

(µ1(F)+ · · ·+ µ j−2(F))+ µ j−1(F)+(µ j(F)+ · · ·+ µm(F))
)

<
1
m

(1+mδ ) = δ +
1
m

< ε.

Por lo tantoµ(F) < ε con lo que terminamos la prueba del lema.

Teorema 1.6.4(Lema de Pták, [Ptá63]). SiF es una familia bien fundamentada de subconjuntos
deN, entonces para cadaε > 0 existeµ ∈ M , tal queµ(F) < ε para todo F∈ F .

Demostración.Supongamos queF es una familia de subconjuntos deN tal que para algúnε > 0,
M(F ,ε) = /0. TomemosB1 = N. Por el Lema 1.6.3, existe un subconjunto finitoK1 deB1 tal que

MB1(FK1,ε/2) = /0.

DenotemosF0 = F y F1 = FK1. Procediendo por recursión, vamos a definirKi , Bi y Fi . Supon-
gamos que tenemos definidosKi−1, Bi−1 y Fi−1 de forma que

MBi−1(Fi−1,
ε

2i−1) = /0.
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TomemosBi = Bi−1\Ki−1. ComoMBi ⊂ MBi−1, por el Lema 1.6.3 tenemos que existeKi ⊂ Bi

finito tal que

MBi (Fi ,
ε
2i ) = /0

dondeFi = (Fi−1)Ki . Parai ≥ 1 definamos

Ki =
{

{k1, . . . ,ki} : k j ∈ K j para 1≤ j ≤ i y {k1, . . . ,ki} ⊂ F para algúnF ∈ F
}

.

Como los conjuntosKn, n∈ N son finitos tenemos queKi es finito para todoi ∈ N. Además, por
construcción

MBi (Fi ,
ε
2i ) = /0 parai ∈ N

de donde podemos deducir queFi 6= /0 y por lo tantoKi 6= /0 parai ∈N. Claramente los conjuntos
Ki son disjuntos.

AFIRMACIÓN.- Existe{k1} ∈K1 tal que para todo i> 1 existe A∈Ki con{k1}⊂A.

Para probar la AFIRMACIÓN observemos primero que de la definición de los conjuntosKi se
tiene que

si A∈ Ki , entoncesA∩
j
⋃

s=1

Ks ∈ K j para j = 1,2, ..., i. (1.16)

De aquí se deduce directamente que dado{k} ∈ K1, el conjunto

A{k} = {i ∈ N tal que existeA∈ Fi con{k} ⊂ A}

es o finito, o bien todoN. Además, por (1.16) también se tiene que
⋃

{k}∈K1

A{k} = N.

ComoK1 es un conjunto finito, se tiene que algúnA{k} no es finito, así que existe{k1} ∈ K1 tal
queA{k} = N y esto prueba la AFIRMACIÓN.

Parai > 1 definamos ahora

K
2

i = {A∈ Ki : {k1} ⊂ A}.

Gracias a la AFIRMACIÓN tenemos que los conjuntosK 2
i son no vacíos. Además está claro que

son finitos y disjuntos dos a dos. Procediendo de forma análoga a como hicimos para probar la
AFIRMACIÓN, podemos encontrark2 ∈ K2 tal que{k1,k2} ∈ K 2

2 ⊂ K2 y para todoi > 2 existe
A∈ K 2

i ⊂ Ki tal que{k1,k2} ∈ A.
Siguiendo por recurrencia, podemos encontrar una sucesión(ki)i conki ∈ Ki , y de forma que

{k1,k2, . . . ,ki} ∈ Ki , i ∈ N.

Por definición deKi tenemos que existeF ∈ F tal que{k1,k2, . . . ,ki} ⊂ F y con ello, tomando
una subsucesión creciente de(ki)i , concluimos queF no es una familia bien fundamentada con
lo que termina la prueba.
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Distancia a espacios de

funciones continuas

EN este capítulo estudiamos problemas relacionados con distancias a espacios de funciones
continuas. SeaC(X) el espacio de funciones continuas definidas en el espacio topológico
X y que toman valores reales. Consideramos ahoraC(X) ⊂ RX y sead la métrica de la

convergencia uniforme enRX que aceptamos que tome valores infinitos. Por el teorema de Ty-
chonoff tenemos que siτp es la topología producto enRX, entonces un conjunto puntualmente

acotadoH ⊂C(X) esτp-relativamente compacto enC(X) si, y sólo si,H
RX

es un subconjunto de
C(X). Dado que los límites uniformes de funciones continuas son funciones continuas, esto último
ocurre si, y sólo si,

d̂(H
RX

,C(X)) = sup
f∈H

RX
d( f ,C(X)) = 0

por lo qued̂ nos sirve para medir cómo de lejos estáH de ser unτp-relativamente compacto en
C(X).

C(X)

R
X

H

H
τp

d̂

-�

Hc

-�

ρ̂

Figura 1

El tipo de problemas que nos vamos a plantear en este capítulo
están ilustrados en la Figura 1: seaHc el conjunto de todos los ele-

mentos deH
RX

que son puntos de aglomeración de sucesiones enH

(Hc puede ser estrictamente más pequeño queH
RX

). Si ρ̂ es lapeor

distancia deHc a C(X), la inclusiónHc ⊂ H
RX

implica queρ̂ ≤ d̂.
En este capítulo estudiamos la existencia de una constante universal
M tal que para todo conjunto puntualmente acotadoH ⊂ RX se tie-
ne qued̂ ≤ Mρ̂. En la Sección 2.4 vemos que esta constante puede
tomarse comoM = 2 si X = K es un conjunto compacto yH es un
conjunto uniformemente acotado enC(K). Más generalmente, en la
Sección 2.5 vemos que para la clase de los espacios numerablemente
K-determinadosX (también denominada por topólogos como espa-
ciosΣ-Lindelöf X) podemos tomarM = 5. La desigualdad

ρ̂ ≤ d̂ ≤ 5ρ̂, (2.1)

de alguna forma nos da una lectura “cuantitativa” del hecho de que los conjuntosτp-relativamente
numerablemente compactos yτp-relativamente compactos deC(X) son los mismos para los es-
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paciosX en cuestión. En realidad, probamos una desigualdad más fina que (2.1), véase el Teo-
rema 2.5.7, que nos dala diferencia cuantitativa entre compacidad numerable y compacidaden
dichos espacios(C(X),τp).

Otro caso de estimaciones ded̂ que nos dan propiedades cualitativas de los conjuntosH se pue-
de encontrar en [CMR06]: la principal herramienta que se utiliza en este artículo es la técnica del
ε-intercambio de límites dobles, Definición 2.1.1. En este capítulo también desarrollamos en las
Secciones 2.1, 2.2 y 2.3 los resultados obtenidos en [CMR06] para lo que damos demostraciones
distintas a las presentadas allí. El resto de las secciones contienen resultados originales.

2.1 Límites iterados y oscilaciones

La siguiente definición fue introducida por Grothendieck en [Gro52] en el casoε = 0 para
caracterizar la compacidad en espacios de funciones continuas. Luegoen [FHMZ05] se amplió
paraε ≥ 0 en espacios de Banach, donde se usó para estudiar distancias de espacios a espacios de
Banach (véase Capítulo 3). Por último en [CMR06] aparece esta noción talcomo se presenta aquí

para estudiar la distanciâd(H
RK

,C(K)) que hemos presentado en la introducción.

Definición 2.1.1. Sea(Z,d) un espacio métrico, X un conjunto yε ≥ 0.

(i) Se dice que una sucesión( fm)m en ZX ε-intercambia límites con una sucesión(xn)n en X si

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn)) ≤ ε

cuando los límites involucrados existan.
(ii) Se dice que un subconjunto H de ZX ε-intercambia límites con un subconjunto A de X, si to-

da sucesión en Hε-intercambia límites con cada sucesión en A. Cuandoε = 0 simplemente
diremos que H intercambia límites con A.

En la definición deε-intercambio de límites se pueden sustituir las sucesiones por redes tal
como vemos a continuación.

Lema 2.1.2([CMR06, Lemma 2.1]). Sea X un conjunto,(Z,d) un espacio métrico,(xα)α∈I una
red en X y( fβ )β∈J una red en ZX tales que existen los siguientes límites iterados

l ı́m
α

l ı́m
β

fβ (xα) y l ı́m
β

l ı́m
α

fβ (xα).

Entonces existen sucesiones crecientes de índices(αn)n ⊂ I y (βm)m ⊂ J tales que

l ı́m
α

l ı́m
β

fβ (xα) = l ı́m
n

l ı́m
m

fβm
(xαn),

l ı́m
β

l ı́m
α

fβ (xα) = l ı́m
m

l ı́m
n

fβm
(xαn).
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Demostración.Para simplificar la notación, denotemos porpβ = l ı́mα fβ (xα), qα = l ı́mβ fβ (xα),
p = l ı́mβ pβ y q = l ı́mα qα . Seaα1 ∈ N tal qued(qα1,q) < 1 y supongamos que hemos definido
βk ∈ N para 1≤ k ≤ n− 1 y αk ∈ N para 1≤ k ≤ n. Entonces, usando que lı́mβ pβ = p y que
lı́mβ fβ (xαk) = qαk para 1≤ k ≤ n podemos tomarβn (mayor queβn−1 si n > 1) tal que cumpla
qued(pβn

, p) < n−1 y d( fβn
(xαk),qαk) < n−1 para 1≤ k ≤ n. Por otro lado, como lı́mα qα = q y

lı́mα fβk
(xα) = pβk

para 1≤ k ≤ n podemos tomarαn+1 ≻ αn tal qued(qαn+1,q) < (n+ 1)−1 y
d( fβk

(xαn+1), pβk
) < (n+1)−1 para 1≤ k≤ n. Tendremos entonces claramente que(αn)n y (βm)m

son las sucesiones que buscábamos.

Corolario 2.1.3. Sea X un conjunto,(Z,d) un espacio métrico, H⊂ZX y A⊂X. Son equivalentes:

(i) H ε-intercambia límites con A.
(ii) Si (xα)α∈I es una red en A y( fβ )βJ

es una red en H entonces siempre que los límites
involucrados existan, se cumple que

d(l ı́m
α

l ı́m
β

fβ (xα), l ı́m
β

l ı́m
α

fβ (xα)) ≤ ε.

En [CMR06] se usa el Lema 2.1.2 en la prueba de los resultados que aparecen en esta sección.
Sin embargo, tal como vamos a hacer aquí, se pueden demostrar estos resultados directamente sin
necesidad de utilizar dicho lema, trabajando directamente con sucesiones. El siguiente resultado
nos va a permitir ligar las nociones deε-intercambio de límites y distancia. En la Definición 1.1.8
hemos introducido el concepto de semioscilación osc∗( f ) que utilizamos a continuación.

Proposición 2.1.4([CMR06, Proposition 2.2]). Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, sea X
un espacio topológico y H un subconjunto de C(X,Z). Tenemos que:

(i) Si H ε-intercambia límites con X y f∈ H
ZX

, entoncesosc∗( f ) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto yosc∗( f )≤ ε para todo f∈H
ZX

, entonces Hε-intercam-
bia límites con X.

Demostración.Veamos primero (i). Seaf ∈H
ZX

y seax0 ∈X. Denotemosδ = osc∗( f ,x0). Vamos
a construir por inducción una sucesión(xn)n enX y ( fn)n enH tales que:

(i) d( f (x0), f (xn)) > δ − 1
n paran≥ 1,

(ii) d( f (xi), fn(xi)) < 1
n paran≥ 1, i = 0,1, . . . ,n,

(iii) d( f j(x0), f j(xn+1)) < 1
n+1 paran≥ 1, j = 1,2, . . . ,n.

Como osc∗( f ,x0) = δ , existex1 ∈ X tal qued( f (x0), f (x1)) > δ −1. Como f ∈ H
ZX

, podemos
encontrarf1 ∈ H tal qued( f (xi), f1(xi)) < 1 parai = 0,1. Claramentex1 y f1 cumplen las con-
diciones (i) y (ii). Supongamos que para cierton ∈ N hemos construidofi y xi para todoi ≤ n.
Tomemos

Un = {x∈ X : d( f j(x0), f j(x)) < 1/(n+1) para j = 1,2, . . . ,n}.

Por la continuidad de las funcionesf j tenemos queUn es un entorno abierto dex0. Debido a
que osc∗( f ,x0) = δ , podemos encontrarxn+1 ∈ Un tal qued( f (x0), f (xn+1)) > δ − 1

n+1. Usando
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de nuevo quef ∈ H
ZX

, podemos encontrarfn+1 ∈ H tal que parai = 0,1, . . . ,n+ 1 se tiene que
d( f (xi), fn+1(xi)) < 1/(n+ 1). Claramente las sucesiones construidas cumplen las condiciones
que buscábamos.

ComoZ es un espacio métrico compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que la
sucesión( f (xn))n converge enZ. La condición (ii) implica que

lı́m
n

fn(xk) = f (xk)

para todok y por lo tanto
lı́m
m

l ı́m
n

fn(xm) = l ı́m
m

f (xm).

Por la condición (iii) se tiene que
lı́m

k
fn(xk) = fn(x0)

por lo que
lı́m

n
l ı́m
m

fn(xm) = l ı́m
n

fn(x0) = f (x0).

Por lo tanto, comoH ε-intercambia límites conX tenemos que

d( f (x0), l ı́m
m

f (xm)) ≤ ε.

Por otro lado, de la condición (i) se deduce que

d( f (x0), l ı́m
m

f (xm)) ≥ δ = osc∗( f ,x0)

y en consecuencia osc∗( f ,x0) ≤ ε.
Veamos ahora (ii). Tomemos sucesiones(xn)n en X y ( fm)m en H tales que los siguientes

límites existan
lı́m

n
l ı́m
m

fm(xn) y lı́m
m

l ı́m
n

fn(xm).

ComoX es numerablemente compacto, la sucesión(xn)n tiene un punto de aglomeraciónx enX.

ComoZX es compacto, existef ∈ H
ZX

un punto de aglomeración de( fm)m enZX. Observemos
que se tiene la desigualdad

d( f (x), l ı́m
n

f (xn)) ≤ osc∗( f ,x). (2.2)

Como se tiene que
lı́m

n
l ı́m
m

fm(xn) = l ı́m
n

f (xn)

l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn) = l ı́m
m

fm(x) = f (x),

tenemos que

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn)) = d( f (x), l ı́m
n

f (xn))
(2.2)
≤ osc∗( f ,x) ≤ ε.
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El siguiente lema nos permite estudiar que pasa cuando elε-intercambio de límites se da en
un subespacio denso.

Lema 2.1.5([CMR06, Lemma 2.3]). Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico
compacto, D un subconjunto denso de X,ε ≥ 0 y f ∈ ZX. Si todo punto x∈ X tiene un entorno Ux
tal que

sup
y∈Ux∩D

d( f (x), f (y)) ≤ ε

entoncesosc∗( f ) ≤ 2ε.

Demostración.Seax∈ X y seay∈Ux fijo. Tomemosd ∈ D∩Ux∩Uy. Entonces tenemos que

d( f (x), f (y)) ≤ d( f (x), f (d))+d( f (d), f (y)) ≤ ε + ε = 2ε

y por lo tanto osc∗( f ,x) ≤ 2ε. Comox era arbitrario el lema queda demostrado.

Proposición 2.1.6([CMR06, Proposition 2.4]). Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un
espacio topológico y H un subconjunto de C(X,Z). Si H ε-intercambia límites con un conjunto

denso D de X, entoncesosc∗( f ) ≤ 2ε para todo f∈ H
ZX

, y por lo tanto,osc( f ) ≤ 4ε.

Demostración.Fijemosδ > ε. Por el Lema 2.1.5 es suficiente con probar que sif ∈H
RK

, entonces
para caday∈ K existe un entornoV dey enK tal que

sup
d∈V∩D

d( f (d), f (y)) ≤ δ . (2.3)

Veamos esto por contradicción. Supongamos que

sup
d∈U∩D

d( f (d), f (y)) > δ

para cada entornoU de y. Denotemosd0 = y. Como f ∈ H
RK

, podremos encontrarg1 ∈ H que
satisface qued(g1(d0), f (d0)) ≤ 1. Usando queg1 es continua, tenemos que existe un entorno
U de y tal qued(g1(d0),g1(d)) ≤ 1 para todod enU . Por hipótesis, existed1 ∈ U ∩D tal que
d( f (d1), f (d0)) > δ . Continuando por recurrencia, obtenemos una sucesión(dn)n enD y (gn)n en
H tal que para cadan∈ N

d(gn(di), f (di)) ≤
1
n

i = 0,1, . . . ,n−1 (2.4)

d(g j(dn),g j(d0)) ≤
1
n

j = 1, . . . ,n (2.5)

d( f (dn), f (d0)) > δ . (2.6)

Tomando una subsucesión podemos suponer que( f (dn))n converge enR. Tenemos que

lı́m
n

l ı́m
m

gm(dn)
(2.4)
= l ı́m

n
f (dn),
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l ı́m
m

l ı́m
n

gm(dn)
(2.5)
= l ı́m

m
gm(d0)

(2.4)
= f (d0) = f (y),

así que

d(l ı́m
n

l ı́m
m

gm(dn), l ı́m
m

l ı́m
n

gm(dn)) = d(l ı́m
n

f (dn), f (y))
(2.6)
≥ δ ,

lo que contradice queH ε-intercambia límites conD con lo que terminamos la prueba.

Corolario 2.1.7. Sea X un espacio topológico numerablemente compacto,(Z,d) un espacio mé-
trico compacto y H⊂C(X,Z). Si H ε-intercambia límites con un conjunto denso D de X, entonces
H 2ε-intercambia límites con X.

Demostración.Por la Proposición 2.1.6, tenemos que osc∗( f ) ≤ 2ε para todof ∈ H
ZX

, y por lo
tanto, aplicando la Proposición 2.1.4 tendremos queH 2ε-intercambia límites conX.

El siguiente ejemplo nos muestra que las constantes 2 y 4 de la Proposición 2.1.6no pueden
ser mejoradas.

Ejemplo 2.1.8([CMR06]). Sea X= Z = [−1,1] dotado de la métrica euclídea. Sea g: X → Z la
aplicación definida para x∈ [−1,1] como

g(x) =























































−1 si x∈ {−1,−
1
2
,−

1
3
, . . .},

−
1
2

si x∈ [−1,0)\{−1,−
1
2
,−

1
3
, . . .},

0 si x= 0,

1
2

si x∈ (0,1]\{1,
1
2
,
1
3
, . . .},

1 si x∈ {1,
1
2
,
1
3
, . . .}.

Como la antiimagen mediante f de cada conjunto abierto es un conjuntoFσ contenido en[−1,1],
tenemos que g es una función de la primera clase de Baire. Por lo tanto, existe una sucesión( fn)n

de funciones continuas de[−1,1] en [−1,1] que convergen puntualmente hacia g. Definamos
H = { fn : n∈ N} y D = [−1,1]\{0,±1,±1

2,±
1
3, · · ·}.

Usando que( fn)n converge puntualmente haciag y la definición deg se obtiene inmediata-
mente queH (1/2)-intercambia límites conD y 1-intercambia límites conX. Por otro lado, la
funcióng, que de hecho pertenece a la clausura deH, cumple que osc(g) = 2 y osc∗(g) = 1 con
lo que podemos concluir que las constantes obtenidas son óptimas. �

SeaX un espacio numerablemente compacto y seaH un subconjuntoτp-relativamente nume-
rablemente compacto enC(X,Z). Si tenemos sucesiones(xm)m en X y ( fn)n en H tales que los
límites iterados existen, entonces es fácil comprobar que ambos límites son iguales a f (x) donde
f es un punto de aglomeración de( fn)n enC(X,Z) y x es un punto de aglomeración de(xm)m

en X. Por lo tanto, tenemos queH intercambia límites conX. Debido a esto tenemos que las
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Proposiciones 2.1.4 y 2.1.6 son versiones cuantitativas de un resultado deEberlein-Grothendieck
(véase por ejemplo [Flo80, p. 12]) que se obtiene haciendoε = 0 en los resultados mencionados y
que recogemos en la proposición siguiente.

Corolario 2.1.9. Sea X un espacio numerablemente compacto, Z un espacio métrico compacto y
H un subconjunto de C(X,Z). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H esτp-relativamente numerablemente compacto en C(X,Z).
(ii) H intercambia límites con X.

(iii) H intercambia límites con algún conjunto denso de X.

(iv) H
ZX

⊂C(X,Z).
(v) H esτp-relativamente compacto en C(X,Z).

2.2 Límites iterados y distancias

Usando ahora la Proposición 2.1.4 y el Teorema 1.1.9 podemos ligar la nocióndeε-intercambio
de límites con la de distancia a espacios de funciones continuas.

Corolario 2.2.1 ([CMR06, Corollary 2.6]). Sea X un espacio topológico y sea H un conjunto
uniformemente acotado de C(X).

(i) Si X es normal y Hε-intercambia límites con X, entonces

d̂(H
RX

,C(X)) ≤ ε.

(ii) Si X es numerablemente compacto yd̂(H
RX

,C(X)) ≤ ε, entonces H2ε-intercambia límites
con X.

Demostración.Basta aplicar el Teorema 1.1.9 y la Proposición 2.1.4. Nótese que podemos usar
la Proposición 2.1.4 porqueH es uniformemente acotado: si| f (x)| ≤ M para cadax∈ X y f ∈ H,
podemos mirarH ⊂C(X, [−M,M]).

La Proposición 2.1.7 junto con el Teorema 1.1.9 nos da el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.2. Sea X un espacio normal y sea H un subconjunto uniformemente acotado de

C(X). Si H ε-intercambia límites con un conjunto denso de X, entoncesd̂(H
RX

,C(X)) ≤ 2ε.

Gracias el Ejemplo 2.1.8 tenemos que las constantes del Corolario 2.2.2 y del Corolario 2.2.1
apartado (i) son de nuevo óptimas. Vemos ahora con el siguiente ejemplo quela constante 2 obte-
nida en el Corolario 2.2.1 apartado (ii) es también óptima.

Ejemplo 2.2.3([CMR06]). Consideremos el espacio X= {0}∪{1/k : k∈ N} dotado de la topo-
logía inducida porR. Definamos ahora fn : X →R como fn(t) = (1− t)n para cada n∈N y t ∈ X.
Tomemos H= { fn : n∈ N}.
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La sucesión( fn)n converge puntualmente a la función característicaχ{0} de donde se deduce

queH
RX

= H ∪{χ{0}}. Por el Teorema 1.1.9 tenemos claramente qued̂(H
RX

,C(X)) = 1/2. Por
otro lado, si tomamosxk = 1/k tenemos que lı́mn l ı́mk fn(xk) = 1 y lı́mk l ı́mn fn(xk) = 0. Por lo
tanto la constante 2 del Corolario 2.2.1 apartado (ii) es óptima. �

La Proposición 2.1.7 junto con el Teorema 1.2.19 nos da el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.4 ([CMR06, Corollary 2.8]). Sea X un espacio topológico paracompacto, Z un
subconjunto convexo y compacto de un espacio normado y sea H⊂C(X,Z). Tenemos que:

(i) Si H ε-intercambia límites con X, entonces

d̂(H
ZX

,C(X,Z)) ≤ 2ε.

(ii) Si además X es numerablemente compacto yd̂(H
ZX

,C(X,Z))≤ ε, entonces H2ε-intercam-
bia límites con X.

A continuación vemos con otro ejemplo que la convexidad deZ es esencial en el Corolario
2.2.4. Concretamente vemos que para cadan∈ N existe un espacio métrico compacto(Z,d), un

espacio compactoK y un subconjuntoH del conjuntoC(K,Z) tales qued̂(H
ZK

,C(K,Z)) = 1 y
H (1/n)-intercambia límites conK. Con esto queda probado no sólo que la cota obtenida en el
apartado (i) no es válida siZ no es convexo sino también que no es posible dar cota alguna.

Ejemplo 2.2.5([CMR06, Example 2.9]). Fijemosn∈ N y sea

Z = [−1,1]×{0}∪
n
⋃

i=−n

{
i
n
}× [0,1] ⊂ R2

dotado con la métrica euclídea. SeaK = [−1,1] con la topología euclídea y seag : K → Z definida
por la fórmula

g(t) =







(
i
n
,1) si t ∈ [

i
n
,
i +1

n
), i = −n,−n+1, . . . ,n−1,

(1,1) si t = 1.

Obsérvese que para cadaf ∈C(K,Z), o bien se tiene quef (t) = (s,0) para algúns, t ∈ [−1,1], o
bien f (K)⊂{i/n}× [0,1] para algúni. En ambos casos tenemos qued( f ,g)≥ 1. Comod(g, f0) =
1 paraf0 : K → Z la función constante que toma el valor(0,1)∈ Z, tenemos qued(g,C(K,Z)) = 1.
Parak > n tomemos

Ak =
n
⋃

i=−n

[
i
n
,
i +1

n
−

1
k
]∪{1} ⊂ K.

Esta claro que podemos tomar una sucesión de funciones continuas( fk)k>n tales quefk|Ak ≡ g|Ak.
Claramente dicha sucesión convergerá puntualmente ag. DefinamosH = { fk : k > n}. Se tiene

qued̂(H
ZK

,C(K,Z)) = 1 y H (1/n)-intercambia límites conK:
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Por un ladoH
ZK

= H∪{g}, y por lo tantod̂(H
ZK

,C(K,Z)) = 1. Veamos ahora que el conjunto
H (1/n)-intercambia límites conK. Tomemos una sucesión(hi)i enH y una sucesión(x j) j enK
tales que los siguientes límites existan

lı́m
i

l ı́m
j

hi(x j) y lı́m
j

l ı́m
i

hi(x j).

Si la sucesión(hi)i tiene sólo una cantidad finita de elementos distintos tenemos entonces que
los dos límites anteriores deben de ser iguales. Supongamos por tanto que dicha sucesión tiene
infinitos elementos distintos. Como(hi)i ⊂ H, tomando otra subsucesión podemos suponer que
(hi)i converge puntualmente haciag, y tomando una subsucesión, debido a queK es un espacio
métrico compacto, podemos suponer que(x j) j converge hacia algúnx∈K. Tenemos entonces que
lı́mi l ı́m j hi(x j) = l ı́mi g(x j) = g(x) y lı́m j l ı́mi hi(x j) = l ı́m j g(x), pero como ĺım j x j = x, teniendo
en cuenta la definición deg se obtiene qued(g(x), l ı́m j g(x j)) ≤ 1/n. �

La Proposición 2.1.6 junto con el Teorema 1.2.19 nos da el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.6. Sea X un espacio topológico paracompacto y sea H un subconjunto de C(X,Z)

queε-intercambia límites con un conjunto denso de X, entoncesd̂(H
ZX

,C(X,Z)) ≤ 4ε.

2.3 Distancia y envolturas convexas

El objetivo principal de esta sección es probar el Teorema 2.3.1 que nosdice que elε-inter-
cambio de límites se conserva cuando tomamos envolturas convexas. Este resultado se probó en
[CMR06, Theorem 3.3] y anteriormente se hizo para el caso menos general de espacios de Banach
en [FHMZ05, Theorem 13]. La prueba que damos aquí es original y sebasa en la prueba del teo-
rema de Krein-Šmulian debida a [Ptá63], usando su lema combinatorio junto alε-intercambio de
límites como Fabian, Hájek, Montesinos y Zizler [FHMZ05] hicieron para espacios de Banach.

Teorema 2.3.1([CMR06, Theorem 3.3]). Sea Z un subconjunto compacto convexo de un espacio
normado E, X un conjunto cualquiera, H un subconjunto de ZX y ε ≥ 0. Si H ε-intercambia
límites con X entonces su envoltura convexaconv(H) ε-intercambia límites con X.

Demostración.ComoZ es un subconjunto compacto de un espacio normado, existeM ≥ 0 tal que
‖z‖ < M para todoz∈ Z. Supongamos que tenemos una sucesión( fn)n en conv(H) y (xm)m enX
tales que lo siguientes límites existan y cumplan que

‖ l ı́m
n

l ı́m
m

fn(xm)− l ı́m
m

l ı́m
n

fn(xm)‖ = ε ′.

Tenemos que demostrar queε ′ ≤ ε. Podemos suponer sin pérdida de generalidad queε ′ > 0. Sea
F ⊂ H un conjunto numerable tal quefn ∈ convF para todon ∈ N. ComoF es un conjunto
numerable yZ es un espacio métrico compacto, tomando una subsucesión podemos suponer que
el límite ĺımm f (xm) existe para todof ∈ F . Denotemos

T( f ) := l ı́m
m

f (xm) para f ∈ F.
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Si f = ∑n
i=1 λigi conλi ∈ R y gi ∈ F , podemos definirT( f ) como

T( f ) := l ı́m
m

f (xm) =
n

∑
i=1

λi l ı́m
m

gi(xm) =
n

∑
i=1

λiT(gi). (2.7)

Tenemos así definida una aplicaciónT : convF → Z. Por lo tanto

lı́m
n

l ı́m
m

fn(xm) = l ı́m
n

T( fn)

así que
lı́m

n
T( fn)− l ı́m

m
l ı́m

n
fn(xm) = z con ‖z‖ = ε ′. (2.8)

Tomemosβ ∈ (0,ε ′) arbitrario. Elijamosδ > 0 y γ > 0 tales que

β +2γM < ε ′−δ . (2.9)

Por (2.8), eliminando una cantidad finita de índices podemos suponer que

lı́m
n

T( fn)− l ı́m
n

fn(xm) = l ı́m
n

(T( fn)− fn(xm)) = z+zm con ‖zm‖ < δ (2.10)

para todom. Paraf ∈ F denotemos

Γ( f ) := {m∈ N : ‖T( f )− f (xm)‖ ≥ β}.

Por (2.7) tenemos que cadaΓ( f ) es un subconjunto finito deN.

AFIRMACIÓN.- No existeµ : N→ [0,1] una media convexa sobreN tal que para
cada f∈ F

∑
n∈Γ( f )

µ(n) < γ.

Veamos esto por reducción al absurdo y supongamos que sí existeµ con esas características.
Consideremos ahora el funcional de Diracδ : x δx dondeδx( f ) = f (x), x∈X, f ∈ZX. Tomemos

y := ∑
m∈N

µ(m)(T −δxm).

Dado f ∈ F tenemos que

‖y( f )‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

∑
m∈N

µ(m)(T( f )− f (xm))

∥

∥

∥

∥

∥

≤

≤ ∑
m∈Γ( f )

µ(m)‖(T( f )− f (xm))‖+ ∑
m∈N\Γ( f )

µ(m)‖(T( f )− f (xm))‖ ≤ 2γM +β .
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En particular tenemos que‖y( fn)‖ ≤ 2γM +β para todon∈ N. Así que

2γM +β ≥ l ı́m
n
‖y( fn)‖ = ‖ ∑

m∈N

µ(m) l ı́m
n

(T( fn)− fn(xm))‖
(2.10)
=

= ‖z+ ∑
m∈N

µ(m)zm‖ ≥ ‖z‖−‖ ∑
m∈N

µ(m)zm‖ > ε ′−δ

lo que es imposible por (2.9) y con esto queda probada la AFIRMACIÓN. Aplicando ahora el
lema de Pták, Teorema 1.6.4, tenemos que{Γ( f ) : f ∈ F} no es una familia bien fundamentada y
por tanto, existe una sucesión(mp)p enN y una sucesión(gp)p enF tales que

{m1, . . . ,mp} ⊂ Γ(gp) para todop∈ N,

es decir
‖T(gn)−gn(xmp)‖ ≥ β si p≤ n. (2.11)

Tomando una subsucesión, podemos suponer que el límite lı́mngn(xmp) existe para todop ∈ N.
Tenemos entonces que

lı́m
n

l ı́m
p

gn(xmp)
(2.7)
= l ı́m

n
T(gn).

Por otro lado

‖ l ı́m
n

T(gn)− l ı́m
p

l ı́m
n

gn(xmp)‖ = l ı́m
p

l ı́m
n
‖T(gn)−gn(xmp)‖

(2.11)
≥ β

así que
‖ l ı́m

n
l ı́m

p
gn(xmp)− l ı́m

p
l ı́m

n
gn(xmp)‖ ≥ β

y esto se puede hacer con todoβ tal que 0< β < ε ′. Como(gn)n es una sucesión enF ⊂ H
deducimos queε ′ ≤ ε con lo que concluimos la prueba.

Corolario 2.3.2([CMR06, Theorem 3.6]). Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo
y compacto de un espacio normado E y H⊂C(K,Z). Entonces

d̂(conv(H)
ZK

,C(K,Z)) ≤ 4d̂(H
ZK

,C(K,Z)).

Demostración.Basta aplicar el Corolario 2.2.4 y el Teorema 2.3.1.

Corolario 2.3.3. Sea K un espacio compacto, Z un subconjunto convexo y compacto de unespacio
normado E y H⊂ C(K,Z). Entonces H esτp-relativamente compacto en C(K,Z) si, y sólo si,
conv(H) esτp-relativamente compacto en C(K,Z).

Corolario 2.3.4 ([CMR06, Corollary 3.4]). Sea K un espacio compacto y H⊂ C(K) uniforme-
mente acotado. Entonces

d̂(conv(H)
RK

,C(K)) ≤ 2d̂(H
RK

,C(K)).
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Demostración.Basta aplicar el Corolario 2.2.1 y el Teorema 2.3.1.

En este último caso también es posible estudiar que ocurre cuandoH no está contenido en
C(K).

Teorema 2.3.5([CMR06, Theorem 3.5]). Sea K un espacio compacto y H⊂ RK uniformemente
acotado. Entonces

d̂(conv(H)
RK

,C(K)) ≤ 5d̂(H
RK

,C(K)).

Demostración.Debido a que si tomamos la clausura puntual de conv(H
RK

) obtenemosconv(H)
RK

,
tenemos que la desigualdad anterior se cumple conH si, y sólo si, ocurre con su clausura. Por lo

tanto podemos suponer queH es cerrado enRK con lo qued̂(H
RK

,C(K)) = d̂(H,C(K)).

Seaε > d̂(H
RK

,C(K)) = d̂(H,C(K)). Para cadaf ∈ H existirá una funcióngf ∈C(K) tal que

d( f ,gf ) < ε. (2.12)

SeaH0 := {gf : f ∈ H}. Tenemos claramente queH0 está contenido enH + εBℓ∞(K) que es
compacto en la topología producto ya queH es cerrado y uniformemente acotado. Por lo tan-

to H0
RK

⊂ H + εBℓ∞(K). Por otro lado, está claro queH ⊂ H0 + εBℓ∞(K) por lo que tenemos que

H0
RK

⊂ H0 +2εBℓ∞(K) y comoH0 ⊂C(K) podemos deducir que

d̂(H0
RK

,C(K)) ≤ 2ε,

por lo que aplicando el Corolario 2.2.1 tenemos queH0 4ε-intercambia límites conK, y por lo tan-
to, por el Teorema 2.3.1, conv(H0) 4ε-intercambia límites conK. De nuevo por el Corolario 2.2.1
tenemos que

conv(H0)
RK

⊂C(K)+4εBℓ∞(K)

así que por (2.12) tenemos que

conv(H)
RK

⊂ conv(H0)
RK

+ εBℓ∞(K) ⊂C(K)+5εBℓ∞(K)

con lo que terminamos la prueba.

Observación 2.3.6.Como pondremos de manifiesto en la Observación 3.1.9, la constante 2 del
Corolario 2.3.4 es óptima y en el Teorema 2.3.5 no podemos poner una constante menor que 3.

2.4 Versión cuantitativa de la angelicidad deC(K) conK compacto

Si K es un espacio compacto es conocido que el espacio(C(K),τp) es angélico, ver definición
abajo. Nuestro objetivo en esta sección es obtener una versión cuantitativa de este resultado en
términos de distancias al espacioC(K). Recordemos primero la definición de espacio angélico.
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Definición 2.4.1.Sea(Y,τ) un espacio topológico. Diremos que Y es un espacio angélico si para
todo subconjunto A relativamente numerablemente compacto en Y se tiene que:

(i) A es relativamente compacto,
(ii) si y ∈ A

τ
, entonces existe una sucesión(yn)n en A convergente a y.

El siguiente lema que se puede encontrar en la demostración de [Flo80, Theorem 3.6].

Lema 2.4.2. Sea(Z,d) un espacio métrico compacto y sea X un conjunto. Entonces dadas
f1, f2, . . . , fn ∈ ZX y δ > 0, existe un subconjunto finito L⊂ X tal que para cada x∈ X existe
y∈ L tal que

d( fk(y), fk(x)) < δ

para todo1≤ k≤ n.

Demostración.Consideremos enZn la métrica dada por

d∞((xk),(yk)) := sup
1≤k≤n

d(xk,yk)

donde(xk),(yk) ∈ Zn. Tenemos entonces que esta métrica induce la topología producto enZn.
SeaB := {( f1(x), . . . , fn(x)) : x∈ X}, entonces la familia{B∞(( f1(x), . . . , fn(x)),δ ) : x∈ X} es un

cubrimiento abierto del conjunto compactoB
Zn

. Por lo tanto existe un conjunto finitoL ⊂ X tal
que

B⊂
⋃

y∈L

B∞(( f1(y), . . . , fn(y)),δ ).

Claramente este conjuntoL cumple lo deseado.

Teorema 2.4.3([CMR06, Proposition 5.2]). Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un con-

junto y H un subconjunto de ZX queε-intercambia límites con X. Entonces dado f∈ H
ZX

, existe
una sucesión( fn)n en H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ ε

para todo punto de aglomeración g de( fn)n en ZX.

Demostración.Definamosf1 := f . Aplicando el Lema 2.4.2 obtenemos que existe un conjunto
finito L1 ⊂ X tal que

mı́n
y∈L1

d( f1(x), f1(y)) < 1

para cadax∈X. Supongamos que hemos elegido funcionesf1, . . . , fn∈H y subconjuntosL1, . . . ,Ln

deX tales que

d( fm(y), f1(y)) <
1
n

para todo 1≤ m≤ n y para todoy∈
m
⋃

k=1

Lk
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y

mı́n
y∈Lm

máx
k≤m

{d( fk(x), fk(y))} <
1
n

para todo 1≤ m≤ n y para todox∈ X.

Como f1 ∈ H
ZX

existe fn+1 ∈ H tal que

d( fn+1(y), f1(y)) <
1

n+1
para todoy∈

n
⋃

k=1

Lk.

Por otro lado, aplicando el Lema 2.4.2 af1, f2, . . . , fn+1 y δ = 1
n+1 tenemos que existeLn+1 tal que

mı́n
y∈Ln+1

máx
k≤n+1

{d( fk(x), fk(y))} <
1

n+1
para todox∈ X.

Sea ahoraD :=
∞
⋃

k=1

Lk. Parax∈ X fijo podemos construir una sucesión(yn)n enD tal que

máx
k≤n

{d( fk(x), fk(yn))} < 1/n

para cadan∈ N. Tenemos entonces que

lı́m
n

fk(yn) = fk(x) para todok∈ N.

Tomemos un punto de aglomeracióng de( fk)k enZX y una subsucesión( fk j ) j tal que en el punto
fijo x se cumpla que lı́m j fk j (x) = g(x). Tenemos entonces que

lı́m
j

l ı́m
n

fk j (yn) = l ı́m
j

fk j (x) = g(x).

Por otro lado, como para todoy∈ D se cumple que lı́mk fk(y) = f1(y) tenemos que

lı́m
n

l ı́m
j

fk j (yn) = l ı́m
n

f1(yn) = f1(x) = f (x).

ComoH ε-intercambia límites conX concluimos que

d(g(x), f (x)) ≤ ε

y esto ocurre para todox∈ X con lo que termina la prueba.

Corolario 2.4.4. Sea(Z,d) un espacio métrico compacto, X un conjunto y H un subconjunto

de ZX que intercambia límites con X. Entonces dado f∈ H
ZX

, existe una sucesión( fn)n en H
puntualmente convergente a f .
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Demostración.Como H 0-intercambia límites conX, por el Teorema 2.4.3 tenemos que dada

f ∈ H
ZX

, existe una sucesión( fn)n enH tal qued( f (x),g(x)) = 0 para todox∈ X y todo punto de
aglomeracióng de( fn)n enZX. Tenemos entonces quef es el único punto de aglomeración de la

sucesión( fn)n que está contenida en el conjunto compactoH
ZX

. Por lo tanto la sucesión converge
puntualmente af .

Definición 2.4.5. Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y H⊂ ZX, definimos

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),C(X,Z)),

dondeclustZX(ϕ) denota al conjunto de puntos de aglomeración de la sucesiónϕ en el espacio
producto ZX.

Si H no es un conjunto relativamente compacto enZX tenemos que existe una sucesiónϕ
en H con clustZX(ϕ) = /0. En tal caso, ck(H) = +∞ ya qued( /0,C(X,Z)) = +∞ puesto que por
definición consideramos queı́nf /0 = +∞.

Observación 2.4.6.Observemos que si H es un conjunto relativamente numerablemente compac-
to en(C(X,Z),τp) entonces todo sucesión de H tiene punto deτp-aglomeración en C(X,Z) y por
lo tantock(H) = 0.

Necesitamos el siguiente lema para los resultados que siguen.

Lema 2.4.7([ACb]). Sea K un espacio compacto,(Z,d) un espacio métrico y H un subconjunto
de C(K,Z). Entonces H2ck(H)-intercambia límites con K.

Demostración.Sea( fm)m una sucesión enH, (xn)n una sucesión enK y supongamos que existen
los límites iterados

lı́m
n

l ı́m
m

fm(xn) y lı́m
m

l ı́m
n

fm(xn).

Supongamos que ck(H) < +∞ puesto que en caso contrario el resultado es inmediato. Fijemos
α ∈R conα > ck(H). La sucesión( fm)m tiene un punto de aglomeraciónf ∈ ZK (en la topología
producto) tal qued( f ,C(K,Z)) < α . Fijemos ahoraf ′ ∈C(K,Z) tal que

sup
x∈K

d( f (x), f ′(x)) < α . (2.13)

Tomemosx ∈ K un punto de aglomeración de(xn)n. Como f ′ y cada fm son continuas,f ′(x) y
fm(x) son, respectivamente, puntos de aglomeración de( f ′(xn))n y ( fm(xn))n. Por lo tanto pode-
mos tomar una subsucesión(xnk)k de(xn)n tal que ĺımk f ′(xnk) = f ′(x). Por lo tanto

d(l ı́m
k

f (xnk), f (x)) ≤

≤ d(l ı́m
k

f (xnk), l ı́mk
f ′(xnk))+d( f ′(x), f (x))

(2.13)
≤ 2α.

(2.14)
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Por otro lado
lı́m
m

l ı́m
n

fm(xn) = l ı́m
m

fm(x) = f (x)

así que

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn))

= d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), f (x)) = d(l ı́m
k

f (xnk), f (x))
(2.14)
≤ 2α.

Como esto lo podemos hacer para todoα > ck(H), H 2ck(H)-intercambia límites conK.

Corolario 2.4.8 ([ACb]). Sea K un espacio compacto,(Z,d) un espacio métrico compacto y H

un subconjunto de C(K,Z). Si f ∈ H
ZK

entonces existe una sucesión( fn)n en H tal que

sup
x∈K

d( f (x),g(x)) ≤ 2ck(H)

para todo punto de aglomeración g de( fn)n en ZK .

Demostración.Por el Lema 2.4.7,H 2ck(H)-intercambia límites conK. Basta aplicar ahora el
Teorema 2.4.3.

Corolario 2.4.9([ACb]). Sea K un espacio compacto y H un subconjunto de C(K) uniformemente
acotado. Entonces

ck(H) ≤ d̂(H
RK

,C(K)) ≤ 2ck(H)

y si f ∈ H
RK

, entonces existe una sucesión( fn)n en H tal que

sup
x∈K

| f (x)−g(x)| ≤ 2ck(H)

para todo punto de aglomeración g de( fn)n enRK .

Demostración.La desigualdad

ck(H) ≤ d̂(H
RK

,C(K))

se sigue inmediatamente de la definición de ck(H). Por otro lado, por el Lema 2.4.7 tenemos que
H 2ck(H)-intercambia límites conK y por lo tanto por el Corolario 2.2.1 tenemos que

d̂(H
RK

,C(K)) ≤ 2ck(H).

Por último, si f ∈ H
RK

, comoH es uniformemente acotado, por el Corolario 2.4.8 tenemos que
existe una sucesión( fn)n enH tal que para todo punto de aglomeracióng de( fn)n se tiene que

sup
x∈K

| f (x)−g(x)| ≤ 2ck(H).
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Ejemplo 2.4.10([ACb]). El siguiente ejemplo muestra que la constante 2 en la desigualdad

d̂(H
RK

,C(K)) ≤ 2ck(H)

en el Corolario 2.4.9 no puede mejorarse en general.
Consideremos[0,ω1] el intervalo de todos los ordinales menores o iguales que el primer ordi-

nal no numerableω1. Sea ahora

K = ({−1,1}× [0,ω1])/R

dondeR es la relación definida porxRysi, y sólo si

x = y

ó
x,y∈ {(−1,ω1),(1,ω1)}.

ClaramenteK es un conjunto compacto. Paraα ≺ ω1 definamosfα : K → R como

fα(i,γ) =

{

0 si γ ≻ α,

i si γ � α

y pongamosH = { fα : α ≺ ω1} ⊂C(K). Si ( fαn)n es una sucesión enH y α := sup{αn : n∈ N}
entoncesα ≺ ω1 y fαn(i,β ) = 0 para todon ∈ N y β ≻ α . Por lo tanto sig es un punto de
aglomeración de( fαn)n, tenemos queg(i,β ) = 0 para todoβ ≻ α . Si definimosh : K → R como
h(i,β ) = 0 si β ≻ α y h(i,β ) = i/2 si β � α entoncesh∈C(K) y d(h,g) ≤ 1/2 para cada punto
de aglomeracióng de( fαn)n. Por lo tanto ck(H) ≤ 1/2.

Por otro lado, la funciónh′ : K → R definida comoh′(i,β ) = 0 si β = ω1 y h′(i,β ) = i si

β 6= ω1 pertenece aH
RK

y claramente osc(h′) = 2= 2d(h′,C(K)), véase Teorema 1.1.9. Entonces

d̂(H
RK

,C(K)) ≥ d(h′,C(K)) ≥ 1≥ 2ck(H)

y por lo tanto, por el Corolario 2.4.9 se tiene qued(H
RK

,C(K)) = 2ck(H). �

A partir del Corolario 2.4.4 se obtiene fácilmente el siguiente resultado.

Corolario 2.4.11 (véase[Flo80, Theorem 3.7]). Si K es un espacio topológico compacto y(Z,d)
es un espacio métrico compacto, entonces(C(K,Z),τp) es un espacio angélico.

En realidad el Corolario 2.4.11 también es válido para un espacio métrico arbitrario. No nos
entretenemos en demostrar esto ahora ya que en la siguiente sección obtenemos como corolario
un resultado mucho más general.

Como comentamos en la Observación 2.4.6, siH es un subconjunto relativamente numerable-
mente compacto en(C(X),τp), se tiene que ck(H) = 0. Sin embargo, no sabemos si el recíproco
es cierto en general. Tras el Corolario 2.4.9 podemos concluir que el recíproco es cierto siK es un
espacio compacto yH es uniformemente acotado. En la siguiente sección veremos que también es
cierto en una situación más general.
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Corolario 2.4.12 ([ACb]). Sea K un espacio compacto y H⊂C(K) un conjunto uniformemente
acotado. Son equivalentes:

(i) ck(H) = 0,
(ii) H es τp-relativamente compacto,

(iii) H es τp-relativamente numerablemente compacto.

Demostración.De forma inmediata se tiene que (ii)⇒(iii)⇒(i). Para ver la implicación (i)⇒(ii),
basta tener en cuenta que por el Corolario 2.4.9, si ck(H) = 0 entonces

d̂(H
RK

,C(K)) = 0

y por lo tantoH esτp-relativamente compacto.

Problema 2. Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y H⊂C(X,Z). Sick(H) = 0,
¿se tiene que H es relativamente numerablemente compacto en C(X,Z)?

2.5 Versión cuantitativa de la angelicidad deC(X) conX numerable-
menteK-determinado

En esta sección estudiamos una versión cuantitativa de la angelicidad de los espaciosC(X)
paraX numerablementeK-determinado. La angelicidad de estos espacios fue probada por Orihue-
la en [Ori87], donde los resultados allí dados se demuestran en el caso más general en el que
X es un espacioweb-compacto. Sin embargo, para nuestra versión cuantitativa nos restringimos
a los espacios numerablementeK-determinados ya que esta clase es muy interesante, tanto para
topólogos como para analistas y ya que en este caso están las ideas esenciales de una posible ex-
tensión: notamos que nuestros resultados pueden extenderse sin dificultad a la clase de espacios
web-compactos. Veamos ahora la definición de espacio numerablementeK-determinado.

Para ello recordemos primero lo que es una multifunción superiormente semicontinua. SiY
es un conjunto, denotamos porP(Y) a la familia de subconjuntos deY. Dada una multifunción
F : X → P(Y) y A⊂ X un conjunto, abusando de la notación denotamosF(A) =

⋃

x∈AF(x).

Definición 2.5.1.Sean X e Y dos espacios topológicos y F: X →P(Y) una multifunción. Diremos
que F es superiormente semicontinua si para cada x∈ X y cada abierto V de Y tal que F(x) ⊂V,
existe un entorno U de x en X tal que F(U) ⊂V.

En lo que sigue,NN se considera dotado de su topología productoτp para la cual es un espacio
polaco (es decir, es un espacio métrico separable completo).

Definición 2.5.2. Diremos que un espacio topológico X es numerablemente K-determinado si
existe una multifunción superiormente semicontinua F: Σ → P(X) para algún conjuntoΣ ⊂ NN

tal que F(σ) es compacto para todoσ ∈ Σ y F(Σ) = X.
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Los espaciosσ -compactos son ejemplos de espacios numerablementeK-determinados. Otro
ejemplo de estos espacios son losK-analíticos (véase [Tal79]). Dentro del conjunto de espacios de
Banach numerablementeK-determinados se encuentran los separables, o más generalmente, los
espacios débilmente compactamente generados. Una buena referencia para espacios numerable-
menteK-determinados es [Ark92], donde aparecen con el nombre deespaciosΣ-Lindelöf. [Tal79]
es una buena referencia para espacios de Banach numerablementeK-determinados cuando los
dotamos de la topología débil.

Recordemos que siH ⊂ ZX es un conjunto de aplicaciones de un espacioX a un espacio
métricoZ, se denota

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),C(X,Z)),

donde clustZX es el conjunto de puntos de aglomeración de la sucesiónϕ enZX. Obsérvese que el
siguiente lema es una generalización del Lema 2.4.7.

Lema 2.5.3([ACb]). Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y H un subconjunto
de(ZX,τp). Si definimos

ε := ck(H)+ d̂(H,C(X,Z)),

entonces H2ε-intercambia límites con todo subconjunto relativamente compacto de X.

Demostración.Podemos suponer sin pérdida de generalidad queε < +∞ ya que en caso contrario
el resultado es trivialmente cierto. Sea( fm)m una sucesión enH, (xn)n una sucesión contenida en
un subconjunto relativamente compacto deX y supongamos que los siguientes límites existen

lı́m
n

l ı́m
m

fm(xn) y lı́m
m

l ı́m
n

fm(xn).

Si fijamosα ∈ R conα > ck(H), entonces la sucesión( fm)m tiene un punto deτp-aglomeración
f ∈ ZX tal qued( f ,C(X,Z)) < α . Observemos que

lı́m
n

l ı́m
m

fm(xn) = l ı́m
n

f (xn). (2.15)

Fijemos f ′ ∈C(X,Z) tal que
d( f , f ′) < α . (2.16)

Por otro lado, si fijamosβ ∈ R conβ > d̂(H,C(X,Z)), entonces param∈ N existe f ′m ∈C(X,Z)
tal que

d( fm, f ′m) < β . (2.17)

Fijemos ahorax∈ X un punto de aglomeración de(xn)n. Como f ′ y f ′m son funciones continuas,
f ′(x) y f ′m(x) son, respectivamente, puntos de aglomeración de( f ′(xn))n y ( f ′m(xn))n en el espacio
métrico(Z,d) y así podemos tomar una subsucesión(xnk)k de(xn)n tal que ĺımk f ′(xnk) = f ′(x) y
lı́mk f ′m(xnk) = f ′m(x) para cadam∈ N. Por lo tanto tenemos que

d(l ı́m
k

f (xnk), f (x)) ≤ d(l ı́m
k

f (xnk), l ı́mk
f ′(xnk))+d( f ′(x), f (x))

(2.16)
≤ 2α (2.18)
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y que

d(l ı́m
k

fm(xnk), fm(x)) ≤ d(l ı́m
k

fm(xnk), l ı́mk
f ′m(xnk))+d( f ′m(x), fm(x))

(2.17)
≤ 2β . (2.19)

Tomemos ahora una subsucesión( fmj ) j de( fm)m tal que f (x) = l ı́m j fmj (x). Obtenemos entonces
que

d(l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn), f (x)) = d(l ı́m
j

l ı́m
k

fmj (xnk), l ı́mj
fmj (x))

(2.19)
≤ 2β

y

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), f (x))
(2.15)
= d(l ı́m

k
f (xnk), f (x))

(2.18)
≤ 2α.

Combinando las dos últimas desigualdades tendremos que

d(l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn), l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn)) ≤ 2α +2β .

Como esto es cierto para todoα > ck(H) y β > d̂(H,C(X,Z)) la prueba concluye.

El siguiente lema se usará varias veces en la prueba del Lema 2.5.5: este lemaextiende el
Lema 2.4.2 reemplazando allí las hipótesis de que(Z,d) es un espacio métrico compacto por la
menos restrictiva de que(Z,d) es separable.

Lema 2.5.4([ACb]). Sea(Z,d) un espacio métrico separable y sea X un conjunto. Dadas funcio-
nes f1, . . . , fn ∈ ZX y D⊂ X, existe un conjunto numerable L⊂ D tal que para cada x∈ D

ı́nf
y∈L

máx
1≤k≤n

d( fk(y), fk(x)) = 0.

Demostración.La métrica
d∞
(

(tk),(sk)
)

:= sup
1≤k≤n

d(tk,sk),

(tk),(sk) ∈ Zn, nos da la topología producto del espacioZn. (Zn,d∞) es un espacio métrico separa-
ble, así que su subespacio

H = {( f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) : x∈ D}

también es separable. Por lo tanto, existe un conjunto numerableL ⊂ D tal queH ⊂ G
Zn

donde

G := {( f1(y), f2(y), . . . , fn(y)) : y∈ L}.

En otras palabras, para cadax∈ D tendremos que

( f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) ∈ G
Zn

,

o lo que es lo mismo

0 = ı́nf
g∈G

d∞
(

g,( f1(x), . . . , fn(x))
)

= ı́nf
y∈L

máx
1≤k≤n

d( fk(y), fk(x)).
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En el siguiente lema vamos a usar la notación que explicamos a continuación. Sin ∈ N y si
α = (a1,a2, . . .), entoncesα |n := (a1,a2, ...,an). SeaΣ un subconjunto deNN, denotaremos por
F(Σ) al subconjunto de todas las sucesiones finitas de enteros positivosN(N) definido por

F(Σ) =
{

(a1,a2, . . . ,an) ∈ N
(N) : existeα ∈ Σ,α |n = (a1,a2, . . . ,an)

}

.

Sea{Aα : α ∈ Σ} una familia de subconjuntos no vacíos del conjuntoX. Dadoα = (a1,a2, . . .)∈ Σ
y n∈ N escribimos

Cα|n =
⋃

{Aβ : β ∈ Σ y β |n = α|n}.

Como es habitual, dado un conjuntoC ⊂ X y una sucesión(xn)n enX diremos que(xn)n está
eventualmente enC si existem∈ N tal quexn ∈C paran≥ m.

El siguiente lema es la clave para la prueba del Teorema 2.5.6.

Lema 2.5.5([ACb]). Sea(Z,d) un espacio métrico separable, X un conjunto, H un subconjunto
del espacio ZX y ε ≥ 0. Supongamos que:

(i) existeΣ ⊂ NN y una familia{Aα : α ∈ Σ} de subconjuntos no vacíos de X que cubre X;
(ii) para cadaα = (a1,a2, . . .) ∈ Σ el conjunto Hε-intercambia límites en Z con cada sucesión

(xn)n en X que está eventualmente en cada conjunto Cα|m, m∈ N.

Entonces para cada f∈ H
ZX

existe una sucesión( fn)n∈N en H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ ε

para cualquier punto de aglomeración g de( fn)n∈N en ZX.

Demostración.Definamosf0 := f . Como F(Σ) es numerable, existe una biyecciónϕ :N→ F(Σ).
DenotemosDn := Cϕ(n) para cadan∈ N.

AFIRMACIÓN.- Existe una sucesión de funciones f0, f1, . . . , fn, . . . y una sucesión de
conjuntos L1,L2, . . . ,Ln, . . . con las siguientes propiedades:

(a) Ln = {ln
1, l

n
2, . . . , l

n
m, . . .} es un subconjunto numerable de Dn para cada n∈ N;

(b) para cada n∈ N y cada x∈ Dn tendremos

ı́nf
y∈Ln

máx
0≤k<n

d( fk(y), fk(x)) = 0; (2.20)

(c) para cada n∈ N la función fn pertenece a H y

d( fn(y), f0(y)) <
1
n

para cada y∈ {l j
k : 1≤ k≤ n,1≤ j ≤ n}. (2.21)

Vamos a probar la existencia de las sucesiones anteriores por recurrencia.

PRIMER PASO.Aplicando el Lema 2.5.4 aD := D1 y f0 obtendremos un subconjunto numerable
L1 = {l1

1, l
1
2, . . . , l

1
m, . . .} deD1 tal que

ı́nf
y∈L1

d( f0(y), f0(x)) = 0 para cadax∈ D1.
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Como f ∈ H
ZX

, existe f1 ∈ H tal que

d( f1(l
1
1), f0(l

1
1)) < 1.

INDUCCIÓN.Suponiendo que tenemosf0, f1, . . . , fn y L1,L2, . . . ,Ln satisfaciendo (2.20) y (2.21),

aplicamos el Lema 2.5.4 aD := Dn+1 y f0, f1, . . . , fn para obtenerLn+1 ⊂ Dn+1 tal que

ı́nf
y∈Ln+1

máx
0≤k<n+1

d( fk(y), fk(x)) = 0 para cadax∈ Dn+1.

De nuevo, comof ∈ H
ZX

podemos tomar una funciónfn+1 ∈ H tal que

d( fn+1(y), f0(y)) <
1

n+1
para caday∈ {l j

k : 1≤ k≤ n+1,1≤ j ≤ n+1}.

Las sucesiones construidasf0, f1, . . . , fn, . . . y L1,L2, . . . ,Ln, . . . cumplen(a), (b) y (c) y así queda
terminada la prueba de la AFIRMACIÓN.

Veamos ahora que la sucesión( fn)n tiene las propiedades que queremos: fijemos un punto de
aglomeracióngde( fn)n enZX y fijemos un puntox∈X, tenemos que probar qued(g(x), f (x))≤ ε.
Observemos primero que la desigualdad (2.21) implica que

lı́m
n

fn(y) = f (y) para caday∈ L =
⋃

n∈N

Ln. (2.22)

Tomemosα = (a1,a2, . . .) ∈ Σ tal quex∈ Aα y definamos

P := ϕ−1({α |n : n∈ N}) ⊂ N.

P es un conjunto infinito ya queϕ es una biyección. Comox∈
⋂

p∈PDp, al aplicar (2.20) a cada
p∈ P obtenemos que existeyp ∈ Lp tal que

d( fk(yp), fk(x)) <
1
p

para 0≤ k < p. (2.23)

Como el conjuntoP es infinito, podemos fijar una sucesión estrictamente creciente(pn)n en P.
Afirmamos que la sucesión(yp j ) j está eventualmente enCα|n para cadan ∈ N. Efectivamente,
para cadan∈ N tomemosp j(n) un elemento de la sucesión(p j) j , de forma quep j(n) > ϕ−1(α|i)
parai = 1,2, . . . ,n. Por lo tanto, sij > j(n) entoncesp j 6= ϕ−1(α|i) parai = 1,2, . . . ,n y por ello
ϕ(p j) = α |n(p j) para algúnn(p j) > n. De aquí tendremos que

yp j ∈ Dp j = Cα|n(p j ) ⊂Cα|n, para j > j(n),

con lo que hemos probado que(yp j ) j está eventualmente en cadaCα|n.
Observemos también que (2.23) implica que

lı́m
j

fk(yp j ) = fk(x) parak = 0,1,2, . . . . (2.24)
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Comog(x) es un punto de aglomeración de( fn(x))n en el espacio métrico(Z,d) podemos
tomar una subsucesión( fnk)k de( fn)n tal que ĺımk fnk(x) = g(x). Con todo lo anterior tenemos que

lı́m
k

l ı́m
j

fnk(yp j )
(2.24)
= l ı́m

k
fnk(x)=g(x),

y

lı́m
j

l ı́m
k

fnk(yp j )
(2.22)
= l ı́m

j
f (yp j )

(2.24)
= f (x).

Como la sucesión(yp j ) j está eventualmente en cadaCα|n, la hipótesis (ii) del lema nos dice queH
ε-intercambia límites con(yp j ) j , así que

d(g(x), f (x)) = d(l ı́m
k

l ı́m
j

fnk(yp j ), l ı́mj
l ı́m

k
fnk(yp j )) ≤ ε,

con lo que termina la demostración.

Teorema 2.5.6([ACb]). Sea X un espacio numerablemente K-determinado,(Z,d) un espacio mé-

trico separable y H un subconjunto de ZX. Entonces, para cualquier f∈ H
ZX

existe una sucesión
( fn)n en H tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x))
(a)

≤ 2ck(H)+2d̂(H,C(X,Z))
(b)

≤ 4ck(H)

para cualquier punto de aglomeración g de( fn) en ZX.

Demostración.Definamosε := ck(H)+ d̂(H,C(X,Z)). SeaT : Σ → P(X) la multifunción dada
por la Definición 2.5.2 y escribamosAα := T(α) para cadaα ∈Σ. Tenemos entonces que la familia
{Aα : α ∈ Σ} cubreX. Empecemos probando lo siguiente:

AFIRMACIÓN.- Para cadaα ∈ Σ el conjunto H2ε-intercambia límites con cada
sucesión(xn)n en X que está eventualmente en cada conjunto Cα|m, m∈ N.

Para probar esto basta usar el Lema 2.5.3 ya que cualquier sucesión(xn)n está en un conjunto
compacto deX, concretamente en el conjunto

K := {xn : n∈ N}∪T(α).

El hecho de queK es compacto es un resultado bien conocido sobre aplicaciones multivaluadas
superiormente semicontinuas que toman valores compactos pero vamos a incluiruna prueba aquí
para que la demostración sea autocontenida. Sea{Ui : i ∈ I} un cubrimiento abiertoK enX. Como
T(α) es compacto, existe una cantidad finita de elementos de la familiaUi1,Ui2, . . . ,Uip tales que
T(α) ⊂U =

⋃p
k=1Uik. ComoT es superiormente semicontinua, existem∈ N tal que

Cα|m =
⋃

{T(β ) : β ∈ Σ y β |m= α|m} ⊂U.
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Como(xn)n está eventualmente en cada conjuntoCα|m, existen(m) ∈ N tal quexn ∈U para todo
n > n(m). Si tomamosUip+1, . . . ,Uip+n(m)

elementos de{Ui : i ∈ I} tales que parak = 1,2, . . . ,n(m)

se cumpla quexk ∈Uip+k. Tenemos queK ⊂
⋃p+n(m)

k=1 Uik y consecuentementeK es compacto con lo
que la AFIRMACIÓN queda probada. Ahora la desigualdad(a) sale del Lema 2.5.5. Para terminar,

observemos que dadaf ∈ H si tomamosϕ(n) := f , n ∈ N, entonces clustZK (ϕ) = { f} y por lo
tanto tendremos que

d̂(H,C(X,Z)) ≤ ck(H), (2.25)

lo que nos proporciona la desigualdad(b).

Teorema 2.5.7([ACb]). Sea X un espacio numerablemente K-determinado,(Z,d) un espacio
métrico separable y H un subconjunto relativamente compacto del espacio(ZX,τp). Entonces

ck(H)
(a)

≤ d̂(H
ZX

,C(X,Z))
(b)

≤ 3ck(H)+2d̂(H,C(X,Z))
(c)
≤ 5ck(H).

Demostración.La desigualdad(a) sale directamente de las definiciones involucradas. Cuando
ck(H) = +∞ todas las desigualdades son triviales. Así que sólo tenemos que tener en cuenta el
caso ck(H) < +∞. La desigualdad(c) se obtiene de (2.25). Para probar(b) definimosε al igual
que hicimos en el Teorema 2.5.6 comoε := ck(H)+ d̂(H,C(X,Z)). Fijemosα ∈ R con

α > ck(H). (2.26)

Tomemosf ∈ H
ZX

. El Teorema 2.5.6 asegura la existencia de una sucesión( fn)n enH tal que

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) ≤ 2ε (2.27)

para cualquier punto de aglomeracióng de( fn) enZX. La desigualdad (2.26) nos asegura la exis-
tencia de un punto de aglomeracióng de dicha sucesión cond(g,C(X,Z)) < α lo que junto a la
desigualdad (2.27) nos da(b).

Obsérvese que siH ⊂C(X,Z) entoncesd̂(H,C(X,Z)) = 0 y por lo tanto, la constante 5 puede
reemplazarse por un 3 en la desigualdad (c) del resultado previo. Obsérvese también que los Teo-
remas 2.5.6 y 2.5.7 son autocontenidos y más generales que el Corolario 2.4.9. También podemos
hacer aquí como ya hicimos en el Corolario 2.4.12.

Corolario 2.5.8 ([ACb]). Si X y(Z,d) son como en el Teorema 2.5.7 y H⊂C(X,Z) entonces son
equivalentes:

(i) ck(H) = 0,
(ii) H es relativamente numerablemente compacto en(C(X,Z),τp),

(iii) H es relativamente compacto en(C(X,Z),τp).
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Mientras (iii)⇒(i) es inmediato y (ii)⇔(iii) era conocido [Ori87], la implicación (i)⇒(ii) pa-
rece que efectivamente requiere las desigualdades del Teorema 2.5.7: nosotros no conocemos una
demostración de este hecho sin utilizar las desigualdades que hemos establecido.

Para terminar vemos que de los resultados de esta sección se puede deducir directamente la
angelicidad de los espacios(C(X,Z),τp) paraX numerablementeK-determinado yZ métrico se-
parable. De hecho, por el siguiente teorema, podremos deducir que estotambién es cierto para
cualquier espacio métrico. Incluimos la prueba del siguiente teorema para hacer esta sección au-
tocontenida.

Teorema 2.5.9(Fremlin, [Flo80, Theorem 3.5]). Sea X un espacio topológico. Si(C(X,R),τp) es
angélico, entonces(C(X,Z),τp) es angélico para todo espacio métrico Z.

Demostración.Si H ⊂C(X,Z) esτp-relativamente numerablemente compacto, entonces para ca-
dax∈ X, la proyección

A(x) := { f (x) : f ∈ H}

es un conjunto relativamente numerablemente compacto enZ y por lo tanto relativamente compac-
to enZ. Así por el teorema de Tychonoff,A es relativamente compacto enZX. Por lo tanto, para

ver queH es relativamente compacto en(C(X,Z),τp) es suficiente probar queH
ZX

⊂ C(X,Z).

Para ello basta ver que si fijamosf ∈ H
ZX

, entoncesf es continua. Fijemosx∈ X y definamos

T : Z → R
z  d(z, f (x)).

T es continua, y por lo tanto también lo es

T∗ : (ZX,τp) → (RX,τp)

g  T ◦g.

Tenemos entonces queT∗(H) ⊂ C(X,R) y por lo tanto, como(C(X,R),τp) es angélico,T∗(H)
será relativamente compacto en(C(X,R),τp). Así tenemos queT∗( f ) es continua, pero por otro
ladoT∗( f ) = d( f (·), f (x)), lo que nos permite concluir quef es continua enx y esto lo podemos
hacer para todox∈ X.

Para finalizar la prueba, nos queda ver ahora que sif ∈ H
ZX

, entonces existe una sucesión en
H que converge puntualmente af . Consideremos ahora la aplicación continua

S: (C(X,Z),τp) → (C(X,R),τp)

g  d(g(·), f (·)).

Tenemos queS(H)
τp

es un conjunto compacto y

0 = S( f ) ∈ S(A
τp) ⊂ S(H)

τp
.

Por la angelicidad de(C(X,R),τp), existe una sucesión( fn)n en H tal que(S( fn))n converge
puntualmente a 0. Por la definición deS, esto se traduce en que( fn)n converge puntualmente af
con lo que la demostración termina.
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Corolario 2.5.10 (Orihuela, [Ori87]). Sea(Z,d) un espacio métrico y X un espacio numerable-
mente K-determinado, entonces C(X,Z) es angélico.

Demostración.Por el Teorema 2.5.9 basta con demostrar que(C(X,R),τp) es angélico. En par-
ticular, nos basta con ver que(C(X,Z),τp) es angélico siZ es separable, y esto es inmediato de
los resultados previos. Si tomamosH ⊂ C(X,Z) un conjuntoτp-relativamente numerablemente
compacto enC(X,Z), entonces ck(H) = 0. Esto implica que el lado derecho de la desigualdad (c)
en el Teorema 2.5.7 es cero y por lo tanto tendremos que

d̂(H
ZX

,C(X,Z)) = 0,

lo que nos dice queH
ZX

⊂C(X,Z) y asíH es relativamente compacto en(C(X,Z),τp). Por otro

lado, si tomamosf ∈ H
ZX

, por el Teorema 2.5.6 tendremos que existe una sucesión( fn)n enH tal
que para cualquier punto deτp-aglomeracióng de( fn)n se tiene

sup
x∈X

d(g(x), f (x)) = 0.

Esto implica que la sucesión( fn)n de hecho converge af debido a que el conjuntoH
ZX

es com-
pacto en la topología producto y tienef como su único punto deτp-aglomeración.

Observemos que esta sección es autocontenida y aunque se use el concepto deε-intercambio
de límites, en realidad no hemos usado ninguno de los resultados obtenidos enlas secciones an-
teriores. Por otro lado, tenemos que siX es un espacio numerablementeK-determinado, entonces
X es un espacio Lindelöf, y en particular, como se comentó en la Sección 1.2, paracompacto, así
que el Teorema 1.2.19 aquí también es válido cuandoZ es un subconjunto convexo de un espacio
normado. Por lo tanto, aunque no hayamos usado el concepto de oscilación, este es equivalente a
la distancia con la que trabajamos ya que tenemos las desigualdades

1
2

osc( f ) ≤ d( f ,C(X,Z)) ≤ osc( f )

para toda funciónf ∈ ZX.

2.6 Espacios contightness numerable

En las dos secciones anteriores hemos estudiado versiones cuantitativasde la angelicidad de
espacios(C(X,Z),τp) bajo distintas hipótesis del espacio topológicoX y el espacio métrico(Z,d).
Hemos obtenido en particular distintas desigualdades entre ck(H) y d̂(H,C(X,Z)). Vamos a de-
dicar ahora esta sección a estudiar la relación entre estos dos índices cuandoX es un espacio con
tightnessnumerable o en el caso más restrictivo de que se cumpla el primer axioma de numerabi-
lidad.

Definición 2.6.1. Se dice que un espacio topológico T tienetightnessnumerable si para todo
subconjunto S de T y t∈ S, existe un subconjunto numerable A de S tal que t∈ A.



2.6 Espacios contightness numerable ••107

Los espacios más simples que tienentightnessnumerable son los que cumplen el primer axio-
ma de numerabilidad (en particular, los espacios métricos). Sin embargo existen espacios que no
cumplen el primer axioma de numerabilidad y tienentightnessnumerable, como por ejemplo los
espacios de Banach con la topología débil, véase [Köt69, §24.1.6]. SiK es un espacio compacto
tal que(C(K),τp) es Lindelöf, entoncesK tienetightnessnumerable: por lo tanto, los compactos
de Talagrand, Gulko y Corson tienentightnessnumerable, [Tal79]. Algunas ideas de la prueba de
la siguiente proposición se inspiran en [Sán07, Proposición 8.10], resultado que es mejorado en
nuestro Corolario 2.6.4.

Proposición 2.6.2([ACb]). Sea X un espacio contightnessnumerable y H un subconjunto rela-
tivamente compacto de(RX,τp). Entonces

sup
f∈H

osc( f ) = sup
ϕ∈HN

ı́nf{osc( f ) : f ∈ clustRX(ϕ)}. (2.28)

Demostración.Seaα el lado derecho de (2.28). Claramente

β := sup
f∈H

osc( f ) ≥ α.

Si β = 0 tenemos que la igualdad es cierta. Siβ > 0, para probar que la igualdad (2.28) se cumple
basta con ver que siβ > ε > 0 entoncesα ≥ ε. Tomemosf ∈ H tal que osc( f ) > ε y fijemos
x0 ∈ X tal que

osc( f ,x0) > ε. (2.29)

SeaU una base de entornos parax0 ∈ X. Si definimos

f1(x0) = ı́nf
U∈U

sup
y∈U

f (y) y f2(x0) = sup
V∈U

ı́nf
z∈V

f (z),

entonces para cadaU,V ∈ U tenemos que

+∞ ≥ sup
y∈U

f (y) ≥ f1(x0) ≥ f (x0) ≥ f2(x0) ≥ ı́nf
z∈V

f (z) ≥−∞. (2.30)

Probamos ahora la siguiente afirmación:

AFIRMACIÓN.- para cada U∈ U existen yU ,zU ∈U tales que para cada par U,V
enU tenemos que

f (yU)− f (zV) > ε. (2.31)

Distinguimos aquí tres casos:

CASO 1. Los valores f1(x0) y f2(x0) son reales.- En este caso claramente tenemos que

osc( f ,x0) = f1(x0)− f2(x0)
(2.29)
> ε.
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Para algúnγ ∈ R la desigualdad (2.30) se puede reescribir entonces como

sup
y∈U

f (y)−
ε
2
≥ f1(x0)−

ε
2

> γ > f2(x0)+
ε
2
≥ ı́nf

z∈V
f (z)+

ε
2
,

para cadaU,V ∈ U . Por lo tanto, para cadaU,V ∈ U podemos cogeryU ∈U y zV ∈V tales que

f (yU)−
ε
2

> γ > f (zV)+
ε
2
,

con lo que la AFIRMACIÓN queda probada en este caso.

CASO 2. f1(x0) = +∞.- En este caso, la desigualdad (2.30) se puede reescribir para cadaU,V ∈U

como
+∞ = sup

y∈U
f (y) > f (x0)+2ε > f (x0)+ ε > f2(x0) ≥ ı́nf

z∈V
f (z) ≥−∞.

Por lo tanto podemos tomaryU ∈U y zV ∈V tales que

f (yU) > f (x0)+2ε > f (x0)+ ε > f (zV),

con lo que la AFIRMACIÓN queda probada en este caso.

CASO 3. f1(x0) = −∞.- Este caso es similar al casoCASO 2.

Observemos que
x0 ∈ {yU : U ∈ U }∩{zV : V ∈ U }.

ComoX tienetightnessnumerable, existen conjuntos numerables

B⊂ {yU : U ∈ U } y C⊂ {zV : V ∈ U }

tales que
x0 ∈ B∩C. (2.32)

Tenemos entonces queD := B∪C⊂X es numerable. En tal caso, comof ∈H, existe una sucesión
ϕ ∈ HN tal que ĺımn ϕ(n)(x) = f (x) para cadax ∈ D. Por lo tanto, sig es un punto deτp-aglo-
meración deϕ entoncesg|D = f |D y si U ∈ U es arbitrario, la ecuación (2.32) nos permite tomar
b∈ B∩U y c∈C∩U con lo que

d(g(b),g(c)) > ε

por (2.31) ya quef (b) = g(b) y f (c) = g(c). Por lo tanto osc(g,x0) ≥ ε. Hemos probado que

ı́nf{osc(g) : g∈ clustZX(ϕ)} ≥ ε

así queα ≥ ε con lo que se concluye la prueba.

Cuando suponemos queX cumple el primer axioma de numerabilidad, en la Proposición 2.6.2
se puede reemplazarR por un espacio métrico arbitrario, y la prueba es mucho más sencilla.



2.6 Espacios contightness numerable ••109

Proposición 2.6.3([ACb]). Sea X un espacio que cumpla el primer axioma de numerabilidad,
(Z,d) un espacio métrico y H un subconjunto relativamente compacto de(ZX,τp). Entonces

sup
f∈H

osc( f ) = sup
ϕ∈HN

ı́nf{osc( f ) : f ∈ clustZX(ϕ)}. (2.33)

Demostración.Al igual que en la prueba de la Proposición 2.6.3 tenemos que

β := sup
f∈H

osc( f ) ≥ α

dondeα el lado derecho de (2.33) así que es suficiente con ver que siβ > ε > 0 entoncesα ≥ ε.
Tomemosf ∈ H tal que osc( f ) > ε y fijemosx0 ∈ X tal que

osc( f ,x0) > ε. (2.34)

SeaU una base de entornos numerable parax0 ∈X. Para cadan∈N, usando la desigualdad (2.34)
podemos tomarxn,yn ∈Un tales qued( f (xn), f (yn)) > ε. Escribamos

D := {xn : n∈ N}∪{yn : n∈ N}.

Como D ⊂ X es numerable, procediendo como hicimos en la prueba de la Proposición 2.6.2,
deducimos la existencia de una sucesiónϕ ∈ HN tal que ĺımn ϕ(n)(x) = f (x) para cadax∈ D. Por
lo tanto, sig es un punto deτp-aglomeración arbitrario deϕ , entoncesg|D = f |D y en particular

d(g(xn),g(yn)) > ε, para cadan∈ N.

Así tenemos que osc(g,x0)≥ ε y comog es un punto deτp-aglomeración arbitrario deϕ , la prueba
de este caso se termina igual que se concluía la prueba de la Proposición 2.6.2.

Corolario 2.6.4 ([ACb]). Sea X un espacio topológico, sea E un espacio de Banach y sea H un
subconjuntoτp-relativamente compacto de EX.

(i) Si X es un espacio métrico, entonces

ck(H) ≤ d̂(H
EX

,C(X,E)) ≤ 2ck(H).

(ii) Si X es normal contightnessnumerable y E= R, entonces

d(H
RX

,C(X)) = ck(H).

Demostración.Si X es un espacio métrico, en particular cumple el primer axioma de numerabili-
dad, y por lo tanto, aplicando la Proposición 2.6.3 tenemos que

sup
f∈H

osc( f ) = sup
ϕ∈HN

ı́nf{osc( f ) : f ∈ clustEX(ϕ)}.
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Por otro lado, al serX un espacio métrico, también es paracompacto, así que la igualdad anterior
junto al Teorema 1.2.19 nos da

ck(H) ≤ d̂(H
EX

,C(X,E)) ≤ 2ck(H).

En el caso de queX tengatightnessnumerable yZ = R, podremos aplicar la Proposición 2.6.2
junto al Teorema 1.1.9 para obtener la igualdad deseada.

Observemos que la igualdad̂d(H
RX

,C(X)) = ck(H) no es cierta en general en el caso de que
X no tengatightnessnumerable como se puede ver en el Ejemplo 2.4.10.

2.7 Versión cuantitativa del teorema de Mazur

Un clásico teorema de Mazur dice que si tenemos una sucesión acotada de funciones conti-
nuas que convergen a una función continuaf definida sobre un compacto, entonces en la envoltura
convexa de la sucesión podemos encontrar una sucesión que converge a f uniformemente, Coro-
lario 2.7.2. El objetivo de esta sección es obtener una versión cuantitativade este teorema que
además nos será muy útil en la prueba del Teorema 4.3.2. Para ello vamos a usar el Lema de Pták,
Teorema 1.6.4, inspirándonos en las ideas de la prueba del Teorema de Mazur que aparece en
[Tod97].

Teorema 2.7.1([ACN]) . Sea X un espacio numerablemente compacto, a> 0 y ( fn)n ⊂ RX una
sucesión uniformemente acotada tal que| fn(x)− f (x)| ≤ a eventualmente en n, es decir, para cada
x∈ X existe nx tal que

si n> nx, entonces| fn(x)− f (x)| ≤ a.

Entonces para cadaε > 0, existe g∈ conv{ fn : n∈ N} tal que

‖g− f‖∞ < 2d+a+ ε.

Demostración.Sin perdida de generalidad podemos suponer quef = 0 y qued < +∞. Para cada
x∈ X definamos

Fx := {n∈ N : | fn(x)| ≥ 2d+a+ ε/2}.

Para cadax∈ X, existenx tal que cuandon > nx, | fn(x)| ≤ a, por lo que tenemos queFx es finito.
PongamosF = {Fx : x∈ X}. Veamos queF es una familia bien fundamentada. Supongamos que
no es así. Entonces tenemos que existe una sucesión creciente(ni)i enN tal que para cadak∈ N,
existexk ∈X tal que{n1, . . . ,nk}⊂Fxk. ComoX es numerablemente compacto,(xk)k debe tener un
punto de aglomeraciónx∞. Fijemosk∈N. Entonces paraj ≥ k, nk ∈ Fx j . Así que para todoj ≥ k,
| fnk(x j)| ≥ 2d+a+ε/2. Comod( fnk,C(X))≤ d, existeg∈C(X) tal qued( fnk,g) < d+ε/8. Por
lo tanto para cadaj ≥ k,

2d+a+ ε/2≤ | fnk(x j)| ≤ | fnk(x j)−g(x j)|+ |g(x j)−g(x∞)|

+ |g(x∞)− fnk(x∞)|+ | fnk(x∞)|

≤ | fnk(x∞)|+2d+ ε/4+ |g(x j)−g(x∞)|;
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así que
a+ ε/4≤ | fnk(x∞)|+ |g(x j)−g(x∞)|.

Comog es continua yx∞ es un punto de aglomeración de(x j) j , |g(x j)− g(x∞)| puede hacerse
arbitrariamente pequeño. Por lo tanto,a+ ε/4≤ | fnk(x∞)| y esto es cierto para cadak ∈ N, con-
tradiciendo la hipótesis de que| fn(x∞)| ≤ a eventualmente cuandon tiende a+∞. Hemos probado
queF es bien fundamentada, así que podemos aplicar el Lema de Pták, 1.6.4, aF , por lo que
existeµ ∈ M tal queµ(Fx) < ε/(3N) para cadax ∈ X, dondeN es una cota uniforme de( fn)n.
Elijamosk∈N tal que sop(µ) ⊂ {1,2, . . . ,k}. Seaλi = µ(i) para 1≤ i ≤ k. Entonces∑k

i=1 λi = 1.
Seax∈ X. Parai /∈ Fx, | fi(x)| < 2d+a+ ε/2. Esto nos lleva a que:

∣

∣

∣

∣

∣

k

∑
i=1

λi fi(x)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ∑
i∈Fx∩{1,...,k}

|λi fi(x)|+ ∑
i∈{1,...,k}\Fx

|λi fi(x)|

≤ N ∑
i∈Fx∩{1,...,k}

λi + ∑
i∈{1,...,k}\Fx

λi(2d+a+
ε
2
)

≤ Nµ(Fx)+2d+a+
ε
2
≤ N

ε
3N

+2d+a+
ε
2

= 2d+a+
5
6

ε.

Por lo tanto‖∑k
i=1 λi fi‖∞ < 2d+a+ ε como queríamos.

Corolario 2.7.2 (Mazur). Sea X un espacio numerablemente compacto y( fn)n una sucesión
de funciones continuas uniformemente acotadas definidas en X y puntualmente convergente a
una función continua f . Entonces existe una sucesión(gn)n en conv{ fn : n ∈ N} que es‖ · ‖∞-
convergente a f .
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EN el Capítulo 2 hemos estudiado en términos de distancias lo lejos que está un conjunto
H ⊂ ZX de serτp-relativamente compacto enC(X,Z). Podemos proceder de forma similar
cuando consideramos un espacio de BanachE: si H es un subconjunto acotado deE y

consideramos law∗-clausura deH enX∗∗ podemos ver una forma demedirsi H está próximo de
serw-relativamente compacto enE mediante la distancia

k(H) = d̂(H
w∗

,E) = sup
x∈H

w∗
d(x,E),

donde las distancias consideradas son las asociadas a la norma deE∗∗. En este capítulo vemos
cómo podemos aplicar los resultados obtenidos sobre distancias a espaciosde funciones continuas
sobre compactos para obtener resultados similares sobre distancias a espacios de Banach, Pro-
posición 3.1.3. En particular demostramos que siH es un subconjunto acotado de un espacio de
Banach, entonces

ck(H) ≤ k(H) ≤ 2ck(H),

donde

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clust(E∗∗,w∗)(ϕ),E),

véase Corolario 3.3.11. Este resultado nos explicala diferencia cuantitativa entre w-compacidad
numerable y w-compacidaden espacios de Banach.

Obsérvese que tanto k como ck son medidas de no compacidad débil, Definición 3.3.1. Tam-
bién estudiamos en este capítulo otras medidas de no compacidad débil, viendo larelación que
hay entre ellas en general y en qué casos son iguales.

Por último, para cerrar este capítulo, obtenemos versiones cuantitativas del teorema de Gant-
macher sobre compacidad débil de operadores adjuntos y del teorema deGrothendieck sobre la
relación entre compacidad débil y compacidad puntual en espacios de funciones continuas sobre
conjuntos compactos. En la Sección 3.1 recogemos resultados de [CMR06]y de [GHS04] que se
utilizarán más adelante. En la Sección 3.2 recogemos resultados de [FHMZ05] y [Gra06]. El resto
de secciones contiene resultados originales.
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3.1 Distancias a espacios de Banach vía distancias a espacios de fun-
ciones continuas

En esta sección estudiamos como se pueden aplicar resultados del capítulo anterior a espacios
de Banach. Esto se consigue gracias a la Proposición 3.1.3.

Dado un subconjunto compactoK de un espacio localmente convexo, denotamos porA (K)
el espacio de las funciones afines definidas enK, y porA C(K) al espacio de las funciones afines
continuas definidas enK.

Proposición 3.1.1([CMR06, Proposition 4.1]). Sea K un subconjunto compacto convexo de un
espacio localmente convexo y sea f∈ A (K). Entonces

d( f ,C(K)) = d( f ,A C(K)).

Demostración.Es suficiente ver qued( f ,A C(K))≤ d( f ,C(K)). Después del Teorema 1.1.9, esto
es lo mismo que ver qued( f ,A C(K))≤ 1

2osc( f ). Seaδ > 1
2osc( f ), definamos al igual que se hace

en la prueba del Teorema 1.1.9
f1(x) = ı́nf

U∈Ux

sup
z∈U

f (z)−δ

y
f2(x) = sup

U∈Ux

ı́nf
z∈U

f (z)+δ

dondeUx es el conjunto de entornos dex enK. Tenemos entonces quef1 superiormente semicon-
tinua, f2 es inferiormente semicontinua yf1 < f2. Veamos quef1 es cóncava (y de forma análoga
f2 es convexa). Seaη > 0, x,y∈ K y 0 < λ < 1. SeaU un entorno deλx+(1−λ )y tal que

sup
z∈U

f (z)−δ ≤ f1(λx+(1−λ )y)+η . (3.1)

SeanV y W entornos dex e y respectivamente, tales queλV +(1−λ )W ⊂ U . Como f es afín,
parau∈V y v∈W tenemos que

λ f (u)+(1−λ ) f (v) = f (λu+(1−λ )v) ≤ sup
z∈U

f (z)

y por lo tanto
λ sup

z∈V
f (z)+(1−λ )sup

z∈W
f (z)−δ ≤ sup

z∈U
f (z)−δ

de donde deducimos usando (3.1) que

λ f1(x)+(1−λ ) f1(x) ≤ f1(λx+(1−λ )y)+η .

Por lo tanto, comoη era arbitrario tenemos quef1 es cóncava. Dado quef1 < f2, por el Teore-
ma 1.3.3, existe una función afín continuah definida enK tal que

f1(x) < h(x) < f2(x)
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para todox∈ K. Como parax∈ K se cumple quef2(x)− δ ≤ f (x) y f1(x)+ δ ≥ f (x), tenemos
queh(x)−δ < f (x) < h(x)+δ y por lo tanto‖ f −h‖∞ ≤ δ . Así qued( f ,A C(K)) ≤ δ para todo

δ >
1
2

osc( f ,K), es decir,

d( f ,A C(K)) ≤
1
2

osc( f ,K).

Recordemos que como vimos en la Sección 1.1, siX es normal yf ∈RX es acotada, entonces
existeg∈C(X) tal qued( f ,g) = d( f ,C(X)).

Problema 3. Sea K un espacio compacto y sea f∈A (K). ¿Existe alguna función g∈A C(K) tal
que d( f ,g) = d( f ,A C(K))?

La Proposición 3.1.3 nos va a decir que dado un espacio de BanachE, medir la distancia de
un elemento del bidualz∈ E∗∗ a E es lo mismo que medir la distancia aC(BE∗ ,w∗). Obsérvese
que dicho resultado es una versión cuantitativa del criterio de completitud deGrothendieck, que
enunciamos a continuación.

Teorema 3.1.2(Criterio de completitud de Grothendieck, véase [Köt69, §21.9(4)]). Sea E un
espacio normado y E∗∗ su espacio bidual. Son equivalentes

(i) E es un espacio de Banach,
(ii) todo x∗∗ ∈ E∗∗ continuo en(BE∗ ,w∗) pertenece a E.

Proposición 3.1.3([CMR06, Corollary 4.2]). Sea E un espacio de Banach y sea BE∗ la bola
unidad cerrada en su dual E∗ con la topología w∗. Consideremos i: E → E∗∗ y j : E∗∗ → ℓ∞(BE∗)
las inclusiones canónicas. Entonces, para todo x∗∗ ∈ E∗∗ tenemos que

d(x∗∗, i(E)) = d( j(x∗∗),C(BE∗)).

Demostración.Viendo x∗∗ como una función afín acotada definida enBE∗ , tenemos por la Pro-
posición 3.1.1 que para cadaδ > d(x∗∗,C(BE∗)) existe una función afínw∗-continuah1 definida
en BE∗ tal que‖x∗∗−h1‖ ≤ δ . Definamosh2(x∗) = −h1(−x∗) para todox∗ ∈ BE∗ . Comox∗∗ es
lineal tenemos que‖x∗∗−h2‖ ≤ δ . Por lo tanto, la funcióng = 1

2(h1+h2) definida enBE∗ es afín,
w∗-continua yg(0) = 0. Por lo tanto,g se puede extender a una forma linealy∗∗ definida en todo
E∗. Ahora bien, comoy∗∗|BE∗

= g esw∗-continua, por el criterio de completitud de Grothendieck,
Teorema 3.1.2, tenemos quey∗∗ = i(x) para algúnx∈ E. Finalmente, para cadax∗ ∈ BE∗ tenemos
que

‖x∗∗(x∗)− i(x)(x∗)‖ = ‖
1
2

x∗∗(x∗)−
1
2

h1(x
∗)+

1
2

x∗∗(x∗)−
1
2

h2(x
∗)‖

≤
1
2
(‖x∗∗(x∗)−h1(x

∗)‖+‖x∗∗(x∗)−h2(x
∗)‖) ≤ δ ,

así que como esto ocurre para todoδ > d( f ,C(BE∗)) concluimos

d(x∗∗, i(E)) ≤ d( j(x∗∗),C(BE∗)).

Dado que la otra desigualdad es evidente, la proposición queda probada.
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Utilizando la Proposición 3.1.3 se pueden particularizar los resultados que hemos obtenido en
el capítulo anterior paraC(K) ⊂ RK en espacios de Banach. Consideremos un espacio de Banach
E y un conjunto acotadoH ⊂ E∗∗. Con la notación de la Proposición 3.1.3 tenemos que

j(H)
τp

= j(H
w∗

)

ya queH
w∗

es un conjunto compacto yj es continua. Así

d̂( j(H)
τp

,C(BE∗ ,w∗)) = d̂( j(H
w∗

),C(BE∗ ,w∗)) = sup
z∈H

w∗
d( j(z),C(BE∗ ,w∗))

= sup
z∈H

w∗
d(z, i(E)) = d̂(H

w∗

, i(E)).

De forma análoga también se tiene que

d( j(H)
τp

,C(BE∗ ,w∗)) = d(H
w∗

, i(E)).

En particular tenemos que:

Corolario 3.1.4. Sea E un espacio de Banach y sea H⊂ E acotado. Entonces H es débilmente
relativamente compacto en E si, y sólo si,

d̂(H
RBE∗

,C(BE∗)) = 0.

Como consecuencia del Corolario 2.2.1 y la Proposición 3.1.3 tenemos:

Corolario 3.1.5 ([FHMZ05, Proposition 8]). Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto
acotado de E.

(i) Si H ε-intercambia límites con BE∗ , entoncesd̂(H
w∗

,E) ≤ ε.

(ii) Si d̂(H
w∗

,E) ≤ ε, entonces H2ε-intercambia límites con BE∗ .

Como consecuencia del Corolario 2.2.2 y la Proposición 3.1.3 tenemos:

Corolario 3.1.6. Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E queε-intercambia

límites con un conjunto w∗-denso de BE∗ , entoncesd̂(H
w∗

,E) ≤ 2ε.

El Teorema de Krein nos dice que siE es un espacio de Banach yH ⊂ E es un conjun-
to débilmente relativamente compacto, entonces también lo es su envoltura convexa conv(H)

(véase [FHH+01, Theorem 3.58]). Esto es equivalente a decir que sid̂(H
w∗

,E) = 0, entonces

d̂(conv(H)
w∗

,E) = 0. El siguiente resultado es una versión cuantitativa de este teorema.

Corolario 3.1.7 ([FHMZ05, Theorem 2]). Sea E un espacio de Banach y H subconjunto acotado
de E. Entonces

d̂(conv(H)
w∗

,E) ≤ 2d̂(H
w∗

,E).
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Demostración.Basta aplicar el Corolario 2.3.4 y la Proposición 3.1.3.

Si sólo exigimos queH ⊂ E∗∗ seaw∗-compacto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.8([Gra06, Theorem 5]). Sea E un espacio de Banach y sea H⊂E∗∗ un subconjunto
w∗-compacto. Entonces

d̂(conv(H)
w∗

,E) ≤ 5d̂(H,E).

Demostración.Aplicar el Teorema 2.3.5 y la Proposición 3.1.3.

Observación 3.1.9. En [Gra06] se construye un ejemplo bajo la hipótesis del continuo con el
que se demuestra que la constante 2 del Corolario 3.1.7 es óptima. En [GHS04] se construye otro
ejemplo en el que se vuelve a demostrar que esta constante es óptima (sin utilizarla hipótesis del
continuo). Sin embargo, no se sabe si la constante 5 del Corolario 3.1.8 esla mejor que se puede
poner, pero en [GHS04] se demuestra también que no podemos poner unaconstante menor que 3.
De aquí se puede deducir que también tenemos la constante óptima en el Corolario 2.3.4 y que en
el Teorema 2.3.5 no podemos poner una constante menor que 3. Además, también tenemos que
la constante 2 que aparece en el Corolario 3.1.5 (ii) es también óptima ya que sino lo fuera, se
obtendría que tampoco lo sería en el Corolario 3.1.7.

Recogemos en la siguiente proposición un ejemplo distinto al dado en [GHS04], aunque con
la misma filosofía, que aparece en [GS06] y [GS07b] y que nos da el mismo resultado tal como se
muestra en la Tesis [Sán07].

Proposición 3.1.10([GHS04]). Existe un espacio de Banach X, un subconjunto H⊂ X y un
subconjunto w∗-compacto H′ ⊂ BX∗∗ tales que

d̂(convH
w∗

,X) = 2d̂(H
w∗

,X) y d̂(convH ′w
∗

,X) = 3d̂(H ′,X).

Demostración.Consideremos el conjunto de CantorC = {0,1}N y el conjunto de sucesiones
finitas de ceros y unosS = {0,1}(N). Denotemos porλ la probabilidad de Haar sobreC . Al igual
que hicimos en la Sección 2.5, siσ = (σ1,σ2, . . .) ∈ C , denotemosσ |n = (σ1,σ2, . . . ,σn). Para
cada subconjuntoA de{0,1}n seafA : C →{0,1} la función continua definida como

fA(σ) :=

{

1 si σ |n∈ A,

0 si σ |n /∈ A.

Definamos ahora
I := { fA : A⊂ {0,1}n y |A| = 2n−n,n∈ N}.

I es un conjunto numerable así que podemos expresarlo comoI = { fAm : m∈ N}. Paraσ ∈ C

denotemos
P(σ) := { fA ∈ I : fA(σ) = 0}.

Tenemos entonces que
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(i) I separa puntos deC .
(ii) Para todok∈ N, el conjunto{ fA ∈ I :

∫

C
fAdλ ≤ 1− 1

k} es finito. Por lo tanto

lı́m
m

∫

C

fAm(σ)dλ (σ) = 1.

(iii) Si σ (i) ∈ C y εi ∈ {−1,1} parai = 1,2, . . . p, entonces

p
⋂

i=1

P(σ (i))εi

es un conjunto infinito numerable dondeP(σ (i))+1 = P(σ (i)) y P(σ (i))−1 = I\P(σ (i)).
(iv) Para todofA ∈ I existeσ ∈ C tal que fA(σ) = 1.

Seaβ I la compactificación de Stone-C̆ech del conjunto discretoI . Cada vez que tengamos una
aplicacióng definida eI denotaremos por ˇg a su extensión de Stone-C̆ech a todo el espacioβ I .
Por (iii) y (iv) tenemos que

/0 6= P :=
⋂

σ∈C

P(σ)
β I

⊂ I∗ := β I\I .

AdemásP es un conjunto compacto. Consideremos ahora la funciónϕ : C → {0,1}I ⊂ Bℓ∞(I)

definida por
ϕ(σ)( fA) = fA(σ)

para todoσ ∈ C y fA ∈ I . La aplicaciónϕ es inyectiva y continua cuando dotamos a{0,1}I de la
topología producto que coincide con la topología heredada de(ℓ∞(I),w∗). El conjunto

D := ϕ(C ) ⊂ {0,1}I

es un conjunto compacto homeomorfo aC . Si denotamos pořD al conjunto de aplicaciones con-
tinuas sobreβ I que son extensión de elementos deD, tenemos quěD|P = 0. Sea ahoraµ := ϕ(λ )

la probabilidad de Radon sobreD, imagen deλ mediante la función continuaϕ, y z0 ∈ conv(D)
w∗

el baricentro deµ. Por (ii) tenemos que ˇz0(p) = 1 para todop∈ I∗. Así que

ž0|P = 1. (3.2)

Para cadam∈ N definamos

Dm
1 := {d ∈ D : πm(d) = 1}, Dm

0 := {d ∈ D : πm(d) = 0} = D\Dm
1

dondeπm : ℓ∞(I) es la proyección sobre la coordenadafAm. Tenemos entonces que

µ(Dm
1 ) =

∫

D
πm(x)dµ(x) =

∫

C
πm◦ϕ(σ)dλ (σ) =

∫

C
ϕ(σ)( fAm)dλ (σ) =

∫

C
fAm(σ)dλ (σ)



3.1 Distancias a espacios de Banach vía distancias a espacios de funciones continuas••119

así que por (ii) tenemos queµ(Dm
1 ) → 1 y por lo tantoµ(Dm

0 ) = µ(D\D1) → 0. Definamos ahora

X := { f ∈ ℓ∞(I) : f |P = 0}.

Su dual es
X∗ = ℓ1(I)⊕1 MR(I∗,P),

dondeMR(I∗,P) es el espacio de las medidas de Radonν sobreI∗ tales que|ν |(P) = 0. El bidual
deX es

X∗∗ = ℓ∞(I)⊕∞ MR(I∗,P)∗.

Seanπ1 : X∗∗ → ℓ∞(I) y π2 : X∗∗ → MR(I∗,P)∗ las proyecciones canónicas. SeaJ : X → X∗∗ la
inmersión canónica. Dadaf ∈ X, escribimosJ( f ) = ( f1, f2) donde f1 = π1( f ) = f y π2( f ) = f2
es tal que

f2(ν) = ν( f̌ ) =
∫

I∗\P
f̌ dν

para todaν ∈ MR(I∗,P).
La aplicaciónφ : ℓ∞(I) → X∗∗ tal queφ( f ) = ( f ,0) es un isomorfismo isométrico entreℓ∞(I)

y π1(X∗∗). La aplicaciónφ también es un isomorfismo entre dichos espacios cuando consideramos
las topologíasw∗ (viendoℓ∞(I) como dual deℓ1(I)). Tenemos entonces queφ(D) ⊂ BX∗∗ es un
conjuntow∗-compacto homeomorfo aC . Observemos que(Bob(I∗,P),‖ · ‖∞), el conjunto de las
funciones bolerianas acotadash : I∗ → R que se anulan sobreP está isométricamente sumergido
enπ2(X∗∗). De hecho, sif ∈ X, entonces

π2( f ) = f2 = f̌ ∈ Bob(I
∗,P).

Sea
K := {( f ,0) ∈ BX∗∗ : 0≤ f ≤ d para algúnd ∈ D}.

K es un conjuntow∗-compacto deBℓ∞(I) ⊂ BX∗∗ tal queφ(D) ⊂ K y K∩J(X)
w∗

= K. Denotemos
H = K∩J(X). Vamos ver ahora que

d̂(convH
w∗

,X) = 2d̂(H
w∗

,X).

Por el Corolario 3.1.7 es suficiente ver que

d̂(convH
w∗

,X) ≥ 2d̂(H
w∗

,X).

Sea( f ,0) ∈ K. Se tiene que‖( f ,0)− 1
2J( f )‖ = ‖(1

2 f ,−1
2 f̌ )‖ ≤ 1

2 y por lo tanto

d̂(H
w∗

,X) = d̂(K,X) ≤
1
2
.

Así que basta ver que

d̂(convH
w∗

,X) = d̂(convK
w∗

,X) ≥ 1.
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Para ello seaη := φ(µ) la probabilidad sobreφ(D) ⊂ K imagen deµ medianteφ . El baricentro
r(η) deη pertenece aconv(K) y verifica quer(η) = (z0,0) donde recordemos quez0 ∈ Bℓ∞(I) era
el baricentro deµ. Vamos a ver qued((z0,0),J(X))≥ 1. Dadoh∈ X se tiene quěh|P = 0 mientras
que por (3.2) tenemos que ˇz0|P = 1. Por lo tanto, dadoε > 0 existe un entorno abiertoV deP en
β I tal que para todoν ∈V,

ȟ(ν) ≤
ε
2

y ž0(ν) ≥ 1−
ε
2
.

En particular esto también pasará para cualquierν ∈V ∩ I 6= /0 así que comoε > 0 era arbitrario
concluimos que‖z0−h‖ ≥ 1. Tenemos entonces que‖(z0,0)− (h, ȟ)‖ ≥ 1 y por lo tanto

d̂(convK
w∗

,X) ≥ 1

como queríamos ver.
Construyamos ahoraH ′. Seag∈ Bob(I∗,P) la aplicación que vale 1 enI∗\P y 0 enP y consi-

deremos la aplicación

δ : ℓ∞(I) −→ X∗∗

f  ( f ,
1
3

g).

δ es una aplicación afín entreℓ∞(I) y π1(X∗∗) que es continua para las topologíasw∗. Por lo tanto

H ′ := δ (D) = {(d,
1
3

g) : d ∈ D} ⊂ BX∗∗

es un conjuntow∗-compacto homeomorfo aC . Veamos que

d̂(convH ′w
∗

,X) = 3d̂(H ′,X). (3.3)

Si (d, 1
3g) ∈ H ′ entonces

‖(d,
1
3

g)−
2
3

J(d)‖ = ‖(
1
3

d,
1
3

g−
2
3

ď)‖ ≤
1
3

y por lo tantod̂(H ′,J(X)) ≤ 1
3. Por otro lado, siτ ∈ C , tomamosdτ := ϕ(τ) y Aτ := sop(dτ) que

es un conjunto infinito. Vamos a ver qued((dτ ,
1
3g),J(X)) ≥ 1/3. Supongamos que esto es falso.

Entonces existeh∈ X tal que

‖(dτ ,
1
3

g)−J(h)‖ = ‖(dτ −h,
1
3

g−h)‖ <
1
3
.

Así que‖dτ −h‖< 1
3 por lo queh> 2

3 enAτ y entoncešh≥ 2
3 enAτ

β I
. ComoAτ es infinito, existe

p∈ Aτ
β I
\I ⊂ I∗. Seaδp ∈ MR(I∗,P) la probabilidad que vale 1 enp. Entonces

|((dτ ,
1
3

g)− (h, ȟ))(δp)| = |(
1
3

g− ȟ)(δp)| = |
1
3

g(p)− ȟ(p)| ≥
1
3
,



3.2 Envoltura convexa en algunos casos particulares ••121

así que‖(dτ ,
1
3g)−J(h)‖≥ 1

3 con lo que llegamos a una contradicción con la hipótesis inicial. Con
esto queda demostrado que

d̂(H ′,X) =
1
3
.

Por lo tanto, para probar (3.3) tenemos que ver qued̂(conv(H ′)
w∗

,J(X)) = 1. Es inmediato que

d̂(conv(H ′)
w∗

,J(X)) ≤ 1 ya queconv(H ′)
w∗

⊂ BX∗∗ . Por otro lado, seaρ := δ (µ). Razonando

ahora de forma similar a como hicimos conη para demostrar quêd(convK
w∗

,X) ≥ 1 obtenemos

qued(conv(H ′)
w∗

,J(X)) ≥ 1 con lo que finaliza la prueba.

3.2 Envoltura convexa en algunos casos particulares

En esta sección estudiamos algunas propiedades de los espacios de Banach que nos permitan
asegurar que las dos distancias involucradas en el Corolario 3.1.7 son iguales. Esto ocurre en el
caso de que el dual no contenga una copia deℓ1 y en el caso de queE cumpla cierta propiedad que
llamaremosJ que fue introducida en [Gra06].

Definición 3.2.1. Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad J (brevemente E∈ J) si
para cada z∈BE∗∗\E y para todo0< b< d(z,E), existe una sucesión{x∗n}n ⊂{x∗ ∈BE∗ : z(x∗)≥
b} que converge a 0 en la topología w∗.

Veamos primero el siguiente lema técnico:

Lema 3.2.2. Si z∈ E∗∗ \E y b∈ R cumple que d(z,E) > b > 0, entonces

0∈ {x∗ ∈ BE∗ : z(x∗) > b}
w∗

.

Demostración.Tenemos que probar que para cadaε > 0 y para cada cantidad finita de elementos
x1,x2, . . . ,xn ∈ E el w∗-entorno del origen enE∗

V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε) := {y∗ ∈ E∗ : sup
1≤i≤n

|y∗(xi)| < ε}

corta con el conjuntoS(z,b) := {x∗ ∈ BE∗ : z(x∗) > b}. El teorema de Hahn-Banach nos dice que
existe un funcionalφ ∈ E∗∗∗ tal queφ(x) = 0 para cadax∈ E, ‖φ‖= 1 y φ(z) = d(z,E). Podemos
suponer queb < b+ ε < d(z,X). Usando el teorema de Goldstine paraBE∗ ⊂ BE∗∗∗ podemos
encontrar un elementox∗ enBE∗ tal que

|φ(xi)−x∗(xi)| = |x∗(xi)| < ε, i = 1,2, . . . ,n, (3.4)

y

|φ(z)−z(x∗)| < ε. (3.5)
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Las desigualdades (3.4) implican quex∗,−x∗ ∈ V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε). Por otro lado, la desigual-
dad (3.5) implica que

|z(x∗)| = |(z(x∗)−φ(z))+φ(z)| ≥
∣

∣|z(x∗)−φ(z)|− |φ(z)|
∣

∣

= |φ(z)|− |z(x∗)−φ(z)| > b+ ε − ε = b.

Teniendo en cuenta todo esto, tenemos quex∗ o−x∗ pertenecen a

V(0,x1,x2, . . . ,xn,ε)∩S(z,b)

con lo que termina la prueba.

Proposición 3.2.3([Gra06]). Sea E un espacio de Banach tal que(BE∗ ,w∗) es angélico. Entonces
E ∈ J.

Demostración.Seaz∈BE∗∗\E, 0< z< d(z,E) y S(z,b) = {u∈BE∗ : z(u) > b}. Por el Lema 3.2.2

tenemos que 0∈ A
σ(E∗,E)

. Por lo tanto, como(BE∗ ,w∗) es angélico tendremos que existe una
sucesión(x∗m)m ⊂ A que converge a 0 en(BE∗ ,w∗) con lo que termina la prueba.

Gracias a la Proposición 3.2.3 tendremos que el siguiente resultado es una generalización de
[FHMZ05, Proposition 14]. El siguiente resultado es original y nos haráfalta en la prueba del
Teorema 3.2.5.

Proposición 3.2.4.Sea E un espacio de Banach, H un subconjunto acotado yε > 0.

(i) Si d̂(H
w∗

,E) ≤ ε, entonces Hε-intercambia límites con toda sucesión(x∗n)n ⊂ BE∗ w∗-con-
vergente a 0.

(ii) Si E ∈ J y H ε-intercambia límites con toda sucesión(x∗n)n ⊂ BE∗ que w∗-convergente a 0,

entoncesd̂(H
w∗

,E) ≤ ε.

Demostración.Veamos primero (i). Sean(xm)m ⊂ H y (x∗n)n ⊂ BE∗ tales quew∗-lı́mx∗n = 0 y
existan los siguientes límites

lı́m
n

l ı́m
m

x∗n(xm) y lı́m
m

l ı́m
n

x∗n(xm).

Tomemosz∈ H
w∗

un w∗-punto de acumulación de(xn)n y fijemosδ > 0. Tenemos entonces que
existex∈ E tal que‖z−x‖ ≤ ε +δ y que

lı́m
n

l ı́m
m

x∗n(xm) = l ı́m
n

x∗n(z) y lı́m
m

l ı́m
n

x∗n(xm) = l ı́m
m

0 = 0.

Por lo tanto
ρ := | l ı́m

n
l ı́m
m

x∗n(xm)− l ı́m
m

l ı́m
n

x∗n(xm)| = | l ı́m
n

x∗n(z)|

de donde podemos deducir que

ρ ≤ | l ı́m
n

x∗n(z−x)|+ | l ı́m
n

x∗n(x)| = | l ı́m
n

x∗n(z−x)| ≤ ε +δ
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y como esto se cumple para todoδ > 0 queda demostrado elε-intercambio de límites.

Veamos ahora (ii). Realizando una homotecia sobreH podemos suponer queH ⊂ BE. Sea
z∈ H

w∗

\E y sea 0< b < d(z,E). Tenemos entonces quez∈ BE∗∗\E y comoE ∈ J existe una
sucesión(x∗n)n ⊂ A := {u ∈ BE∗ : z(u) ≥ b} que converge hacia 0 en la topologíaw∗. Sea ahora
(xm)m una sucesión enH que tal que ĺımmx∗n(xm) = x∗n(z) para todon∈ N. Tenemos entonces que

lı́m
m

l ı́m
n

x∗n(xm) = 0,

l ı́m
n

l ı́m
m

x∗n(xm) = l ı́m
n

x∗n(z) ≥ b

y por lo tanto
b≤ | l ı́m

m
l ı́m

n
x∗n(xm)− l ı́m

n
l ı́m
m

x∗n(xm)| ≤ ε

y esto se da para todo 0< b < d(z,E) por lo que tendremos qued(z,E) ≤ ε.

El siguiente resultado aparece en [Gra06, Theorem 3] generalizado paraH ⊂E∗∗ w∗-compacto
pero con una demostración que utiliza técnicas muy diferentes a las desarrolladas aquí. La prueba
que usamos aquí es una adaptación de la prueba dada en [FHMZ05, Theorem 2] donde ahora
utilizamos la Proposición 3.2.4.

Teorema 3.2.5([Gra06]). Sea E un espacio de Banach que tiene la propiedad J y sea H⊂ E un
conjunto acotado. Tenemos entonces que

d̂(H
w∗

,E) = d̂(conv(H)
w∗

,E).

Demostración.Está claro que el término de la derecha es mayor o igual al de la izquierda. Veamos
la otra desigualdad. Seaε = d̂(H

w∗

,E). Por la Proposición 3.2.4 tenemos queH ε-intercambia
límites con toda sucesión(x∗n)n ⊂ BE∗ quew∗-converja a 0. Si nos fijamos en la demostración del
Teorema 2.3.1 podemos observar que si conv(H) no ε-intercambia límites con una sucesión(y∗n)n

del espacio dual entoncesH no ε-intercambia límites con alguna subsucesión de(y∗n)n. De aquí
deducimos inmediatamente que conv(H) ε-intercambia límites con(x∗n) y por lo tanto, de nuevo

por la Proposición 3.2.4 podremos afirmar qued̂(conv(H)
w∗

,E) ≤ ε.

Teorema 3.2.6([FHMZ05]). Sea E un espacio de Banach tal que E∗ no contiene una copia de
ℓ1. Tenemos entonces que

d̂(H
w∗

,E) = d̂(conv(H)
w∗

,E).

Demostración.Seaε = d̂(H
w∗

,E) y tomemosC := conv(H)
w∗

. Tenemos que probar queC está
contenido en A:={z∈ E∗∗ : d(z,E) ≤ ε}. C es un subconjuntow∗-compacto convexo deE∗∗ y por
lo tanto tendremos (véase por ejemplo [Die84, p.215]) que

C = conv(extC)
‖·‖

.

Por el Teorema de Milman tendremos que extC ⊂ M
w∗

⊂ A. Ahora bien, comoA es‖ · ‖-cerrado

y convexo,C = conv(extC)
‖·‖

⊂ A con lo que termina la prueba.
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3.3 Medidas de no compacidad débil

Definición 3.3.1. Una medida de no compacidad débil es una función no negativaµ definida en
la familia de los conjuntos acotados de los espacios de Banach, con la propiedad de que si E es
un espacio de Banach yME la familia de los acotados de E, entonces para cada A,B ∈ ME y
λ ∈ R se tiene que

(i) µ(A) = 0 si, y sólo si, A es débilmente relativamente compacto en E,
(ii) si A ⊂ B, entoncesµ(A) ≤ µ(B),

(iii) µ(λA) = |λ |µ(A).

En [KP01], se puede encontrar la definición de medidas de no compacidaddébil con más
hipótesis, como por ejemploµ(conv(A)) = µ(A) para todo subconjunto acotadoA de un espacio
de Banach. Sin embargo hemos preferido aquí limitar las hipótesis porque realmente lo que nos
interesa es la condición (i) y que la funciónµ se comporte en cierto sentido como una medida.
Las funcionesγ y ω que van a aparecer en esta sección son medidas de no compacidad débil en
el sentido de [KP01]. Sin embargo, las funciones k y ck van a fallar en alguna hipótesis aunque sí
van a cumplir las condiciones impuestas en nuestra definición.

A partir de la noción deε-intercambio de límites, en [AT90] se introduce la siguiente medida
de no compacidad débil.

Definición 3.3.2. Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Se define

γ(H) = sup{l ı́m
n

l ı́m
m

fn(xm)− l ı́m
m

l ı́m
n

fn(xm)}

donde el supremo de arriba se toma para todo par de sucesiones(xm)m ⊂ H y ( fn)n ⊂ BE∗ tales
que los límites involucrados existen.

En otras palabras,γ(H) es el ínfimo de losε > 0 tales queH ε-intercambia límites conBE∗ .
En [KPS00] se define una medida de no compacidad débil que demuestran que coincide con
γ(conv(H)). Pero de hecho, por el Teorema 2.3.1 tenemos queγ(convH) = γ(H). Antes de estu-
diar otras medidas de no compacidad débil veamos las equivalencias deγ estudiadas en [KPS00].
La medida que introducen allí esδ (H) = α(conv(H)) dondeα es la medida dada en la siguiente
definición.

Definición 3.3.3. Sea(xn)n una sucesión acotada de un espacio de Banach E. Se define la sepa-
ración convexa de(xn)n como

csep((xn)n) = ı́nf{‖u1−u2‖ : (u1,u2) ∈ scc((xn)n)}

donde
scc((xn)n) = {(u1,u2) : u1 ∈ conv{xi}

m
i=1,u2 ∈ conv{xi}

∞
i=m+1,m∈ N}.

Si H un subconjunto acotado de E. Se define

α(H) = sup{csep((xn)n) : (xn)n ⊂ H}.
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La siguiente proposición aparece en [KPS00] cuando sustituimosH por su envoltura convexa.
La misma prueba que dan allí sirve en nuestro caso.

Proposición 3.3.4([KPS00]). Sea E un espacio de Banach y H⊂ E un subconjunto acotado.
Entonces

α(H) = sup{d(x∗∗,conv{xn}
∞
n=1) : (xn)n ⊂ H, x∗∗ ∈ clust(E∗∗,w∗)((xn)n)}. (3.6)

Demostración.Llamemosβ (H) a la parte derecha de la igualdad (3.6), es decir

β (H) = sup{d(x∗∗,conv{xn}
∞
n=1) : (xn)n ⊂ H, x∗∗ ∈ clust(E∗∗,w∗)((xn)n)}.

Seaε > 0 y tomemos una sucesión(xn)n enH tal que

α(H)− ε ≤ csep((xn)n)

y fijemosx∈ conv{xn : n∈N}. Seam∈N tal quex∈ conv{xi}
m
i=1. Entonces siy∈ conv{xi}

∞
i=m+1

tenemos que

‖y−x‖ ≥ csep((xn)n) ≥ α(H)− ε.

Por el teorema de Hahn-Banach existe un funcionalx∗ ∈ BX∗ tal quex∗(y− x) ≥ α(H)− ε para
todo y ∈ conv{xi}

∞
i=m+1. Tomemos ahoraz∈ X∗∗ un punto dew∗-aglomeración de(xn)n. Existe

una subsucesión(xnk)k de(xn)n tal que

z(x) = l ı́m
k→∞

x∗(xnk)

y por lo tanto

‖z−x‖ ≥ (z−x)(x∗) = l ı́m
k→∞

x∗(xnk −x) ≥ α(H)− ε.

Comoε > 0 es arbitrario obtenemos queβ (H) ≥ α(H).
Veamos ahora queβ (H) ≤ α(H). Dadoε > 0 existe una sucesión(xn)n enH y un punto de

w∗-aglomeraciónz∈ X∗∗ de la sucesión tal qued(z,conv{xn}
∞
n=1) ≥ β (H)− ε. Por el teorema de

Hahn-Banach, podemos tomary∈ BX∗∗∗ tal que

y(z−x) ≥ β (H)− ε

para todox∈ conv{xn}
∞
n=1.

AFIRMACIÓN.- Existe una sucesión(x∗k)k ⊂ (1+ ε)BX∗ y una subsucesión(xnk) de
(xn)n tal que

x∗k(xni ) ≥ y(z)− ε si k≤ i
x∗k(xni ) = y(xni ) si k> i.

(3.7)
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Construyamos dichas sucesiones por inducción. Aplicando el principio de reflexividad local (Teo-
rema 1.4.6) tomandoG = span{y} y F = span{z}, obtenemos que existex∗1 ∈ (1+ ε)BX∗ tal que
z(x∗1) = y(x) (x∗1 es la imagen dey a través de la aplicación que se obtiene del Teorema 1.4.6). Al
serz un punto de aglomeración de(xn)n, podemos encontrarn1 ∈ N tal que|x∗1(xn1)−z(x∗1)| ≤ ε.

Supongamos ahora que hemos obtenidox∗1, . . . ,x
∗
k−1 y xn1, . . . ,xnk−1. Aplicando de nuevo el

principio de reflexividad local tomandoG = span{y} y F = span{z,xn1, . . . ,xnk−1} tenemos que
existex∗k ∈ (1+ε)BX∗ tal quez(x∗k) = y(z) y x∗k(xni ) = y(xni ) parai = 1, . . . ,k−1. Usando de nuevo
quez es un punto de aglomeración de(xn)n, podemos encontrar un número naturalnk > nk−1 tal
que |x∗i (xnk)− z(x∗i )| ≤ ε parai = 1, . . . ,k. Claramente las sucesiones construidas cumplen (3.7)
con lo que termina la prueba de la AFIRMACIÓN.

Tomemos ahoram∈ N, u∈ conv{xi}
m
i=1 y v∈ conv{xi}

∞
i=m+1. Tenemos quex∗m+1(u) = y(u) y

x∗m+1(v) ≥ y(z)− ε, y por lo tanto

(1+ ε)‖u−v‖ ≥ x∗m+1(v−u) ≥ y(z−u)− ε ≥ β (H)−2ε

así que

α(H) ≥ csep((xni )i) ≥
β (H)−2ε

1+ ε
.

Comoε es arbitrario concluimos queα(H) = β (H).

La Proposición 3.3.6 nos da otra caracterización deγ. Dicho resultado aparece en [KPS00]
enunciado paraγ(conv(H)) en vez deγ(H). La demostración que incluimos aquí es la dada en
[KPS00]. Necesitamos para ello el siguiente resultado.

Proposición 3.3.5([KPS00, Theorem 2.1]). Sea(xn)n una sucesión acotada en un espacio de
Banach E. Entonces para cadaε > 0 existe una sucesión(mn)n enN y una sucesión(yn)n en
E con y1 ∈ conv{x1, . . . ,xm1} e yn ∈ conv{xmn−1+1, . . . ,xmn} para n> 1 (es decir,(yn)n es una
sucesión de sucesivas combinaciones convexas de(xn)n) tal que si(u1,u2),(v1,v2) ∈ scc((yn)n)
entonces

‖u1−u2‖−‖v1−v2‖ ≤ ε.

Proposición 3.3.6.Sea E un espacio de Banach y H⊂ E un subconjunto acotado. Entonces

γ(H) = α(conv(H)).

Demostración.Veamos primero queα(H) ≤ γ(H). Siguiendo la demostración de la desigualdad
β (H) ≤ α(H) en la demostración de la proposición anterior, se tiene que existea (a seríay(z) en
la demostración de la proposición anterior) tal que para todoε > 0, existen sucesiones(yk)k en
H (yk seríaxnk) y ( fn)n en (1+ ε)BX∗ ( fn seríax∗n) que cumplen quefn(yk) ≥ a− ε paran ≤ k
y fn(yk) ≤ a− α(H)− ε paran > k. Tomemosgn = fn/(1+ ε) ∈ BX∗ paran ∈ N. Tomando
subsucesiones podemos suponer que los límites

ρ1 = l ı́m
n

l ı́m
k

gn(xk) y ρ2 = l ı́m
k

l ı́m
n

gn(xk)
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existen. Tenemos que
α(H)−2ε

1+ ε
≤ ρ1−ρ2 ≤ γ(H)

y comoε > 0 es arbitrario deducimos queα(H) ≤ γ(H).
Nos queda probar queγ(H)≤ α(conv(H)) ya que por lo que acabamos de demostrar, tenemos

queα(conv(H)) ≤ γ(conv(H)) = γ(H). Sea(xk)k una sucesión enH y sea( fn)n una sucesión en
BX∗ de modo que los límites

ρ1 = l ı́m
n

l ı́m
k

fn(xk) y ρ2 = l ı́m
k

l ı́m
n

fn(xk)

existan. Por la Proposición 3.3.5 tenemos que dadoε > 0, existe una sucesión de sucesivas com-
binaciones convexas(zk)k de(xn)n tales que‖zi −zj‖−csep((zk)k) ≤ ε parai 6= j. Entonces

ρ1 = l ı́m
n

l ı́m
k

fn(zk) y ρ2 = l ı́m
k

l ı́m
n

fn(zk).

Por lo tanto

|ρ1−ρ2| ≤ l ı́m inf
j

l ı́m inf
i

‖zi −zj‖ ≤ csep((zk)k)+ ε ≤ α(conv(H))+ ε

y comoε > 0 era arbitrario, concluimos queγ(H) ≤ α(conv(H)).

En la sección anterior aparece de forma natural la siguiente medida de no compacidad débil.

Definición 3.3.7. Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Se define

k(H) = d̂(H
w∗

,E).

Definición 3.3.8. Sea E un espacio de Banach yµ, η dos medidas de no compacidad débil en E.
Diremos queµ y η son equivalentes si existen constantes m,M > 0 tales que para todo subcon-
junto acotado H de E se tiene que

mµ(H) ≤ η(H) ≤ Mµ(H).

Si reescribimos el Corolario 3.1.5 en términos deγ, tenemos queγ y k son equivalentes:

Corolario 3.3.9. Sea E un espacio de Banach y H⊂ E un subconjunto acotado. Entonces

1
2

γ(H) ≤ k(H) ≤ γ(H).

De forma análoga a como hicimos en la Definición 2.4.5, introducimos ahora la siguiente
medida de no compacidad débil.

Definición 3.3.10.Se E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E. Definimos

ck(H) := sup
ϕ∈HN

d(clust(E∗∗,w∗)(ϕ),E).,

dondeclust(E∗∗,w∗)(ϕ) denota el conjunto de w∗-puntos de aglomeración de la sucesiónϕ en E∗∗.
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Para ver que ck es una medida de no compacidad débil basta ver queH es relativamente
compacto enE si, y sólo si, ck(H) = 0 pero esto es inmediato por el siguiente corolario ya queγ
es una medida de no compacidad débil.

Corolario 3.3.11([ACa]). Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E, enton-
ces

ck(H) ≤ γ(H) ≤ 2ck(H).

Demostración.De nuevo por la Proposición 3.1.3 podemos deducir estas desigualdades de las ob-
tenidas previamente para espacios de funciones continuas sobre compactos. Así que para obtener
la segunda desigualdad, basta con aplicar el Lema 2.4.7. La primera desigualdad se obtiene gracias
a la desigualdad ck(H) ≤ k(H) que es inmediata, y al Corolario 3.3.9.

Definición 3.3.12.Sea E un espacio de Banach y H un subconjunto acotado de E. La medida de
no compacidad débil de De Blasi de H se define como

ω(H) = ı́nf{ε > 0 : H ⊂ Kε + εBE y Kε ⊂ X es w-compacto}.

A continuación vemos queω es efectivamente es una medida de no compacidad débil. Vea-
mos que cumple la condición (i) de la Definición 3.3.1. Esto sale inmediatamente de la siguiente
proposición.

Proposición 3.3.13([ACa]). Sea E un espacio de Banach y sea H un subconjunto acotado de E,
entoncesk(H) ≤ ω(H).

Demostración.Basta con demostrar que siω(H) < ε, entonces k(H) ≤ ε. Fijemosε > ω(H),
entonces existe un conjuntow-compactoKε tal que

H ⊂ Kε + εBε

y por lo tanto, tomando clausuras en la topologíaw∗ del bidual,

H
w∗

⊂ Kε + εBE∗∗ ⊂ X + εBE∗∗ ,

así que
k(H) = d̂(H

w∗

,E) ≤ ε.

Corolario 3.3.14 (Grothendieck,[Die84, Lemma 2, p. 277]). Si H es un subconjunto acotado de
un espacio de Banach E, entoncesω(H) = 0 si, y sólo si, H es relativamente compacto en E.

Observación 3.3.15.Las condiciones extras que cumplen una medida de no compacidad débilµ
sobre un espacio de Banach E según la definición que aparece en [KP01] que no hemos exigido
nosotros son las siguientes:

(a) µ(conv(A)) = µ(A) para A∈ ME,
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(b) mu(A+B) ≤ µ(A)+ µ(B) para A,B∈ ME.

Bajo estas hipótesis extras se tiene que para todo H conjunto acotado de un espacio de Banach E

µ(H) ≤ µ(BE)ω(H).

En realidad, para que se de esta desigualdad sólo es necesario queµ cumpla (b). Para probar esto
basta tener en cuenta que siH ⊂ Kε + εBE, entonces tenemos que

µ(H) ≤ µ(Kε + εBE) ≤ µ(Kε)+ εµ(BE) = εµ(BE)

y como esto se puede hacer paraε > ω(H) se obtiene la desigualdad deseada. �

Podemos resumir las relaciones obtenidas en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.16([ACa]). Sea H un subconjunto acotado de un espacio de Banach E. Entonces

ck(H) ≤ k(H) ≤ γ(H) ≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H),

γ(H) = γ(conv(H)) y ω(H) = ω(conv(H)).

Además, para cada x∗∗ ∈ H
w∗

, existe una sucesión(xn)n en H tal que

‖x∗∗−y∗∗‖ ≤ γ(H)

para cada punto de aglomeración y∗∗ de(xn)n en E∗∗.

Observación 3.3.17.Si volvemos al Ejemplo 2.4.10 observamos que el compactoK que se de-
fine allí es disperso y por lo tanto el bidual deC(K) es ℓ∞(K) (ya queC(K)∗ = ℓ1(K), véase

[Rud57]). Por lo tanto, siA es un subconjunto acotado deC(K) se tiene queA
w∗

= A
τp ⊂ ℓ∞(K).

Consecuentemente este mismo ejemplo nos sirve para ver que la constante 2 en ladesigualdad

k(H) ≤ 2ck(H)

es óptima. Así se tiene que la constante 2 en la desigualdad

γ(H) ≤ 2ck(H)

también es óptima. Tal como vimos en la Observación 3.1.9, también sabemos que nose puede
mejorar el 2 en la desigualdad

γ(H) ≤ 2k(H).

�

Observemos que después del Corolario 3.3.16 tenemos que las medidasγ, k y ck son equiva-
lentes. Sin embargoω no es equivalente a ninguna de las anteriores, como vemos en la siguiente
sección.
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Para terminar esta sección vamos a demostrar que las medidas k y ck son iguales cuando
E tiene la propiedadC de Corson. Se dice que un espacio de Banach tiene la propiedadC de
Corson si cada vez que se tiene una colección de cerrados convexosdeE con intersección vacía,
entonces existe una subcolección numerable con intersección vacía. Claramente se tiene que si
(E,w) es Lindelöf, como los cerrados convexos son los mismos en la topología de la norma y la
débil, entoncesE tiene la propiedadC de Corson, pero sin embargo no todos los espacios con la
propiedadC de Corson cumplen que(E,w) es Lindelöf [Pol80, p.146]. En [Pol80] se demuestra
que un espacio de BanachE tiene la propiedadC de Corson si, y sólo si, para todo conjuntoA⊂E∗

y todo z∈ A
w∗

, existe un subconjunto numerableC de A tal quez∈ convA
w∗

. En particular, los
espacios de Banach con bola dualw∗-angélica tienen la propiedadC de Corson.

Teorema 3.3.18([ACa]). Si E es un espacio de Banach con la propiedadC de Corson, entonces
para cada conjunto acotado H⊂ E tenemos queck(H) = k(H).

Demostración.Ya sabemos que ck(H) ≤ k(H), por lo tanto si k(H) = 0 la igualdad es cierta.
Así que nos basta con probar que si 0< b < k(H) entoncesb ≤ ck(H). Tomemos en tal caso

x∗∗ ∈ H
w∗

\E cond(x∗∗,E) > b. Por el Lema 3.2.2, si denotamos

S(x∗∗,b) := {x∗ ∈ BE∗ : x∗∗(x∗) > b}

tenemos que 0∈ S(x∗∗,b)
w∗

. ComoE tiene la propiedadC de Corson, existe un conjunto numera-

bleC deS(x∗∗,b) tal que 0∈ convC
w∗

. ComoS(x∗∗,b) es convexo, existe un conjunto numerable

D deS(x∗∗,b) tal que 0∈D
w∗

. ComoD es numerable, existe una sucesión(hn)n enH que converge
a x∗∗ puntualmente sobreD. Por lo tanto, sih∗∗ es cualquierw∗-punto de aglomeración de(hn)n

enE∗∗, tenemos queh∗∗|D = x∗∗|D. En particular,

h∗∗(x∗) = x∗∗(x∗) > b,

para cadax∗ ∈ D. Por otro lado, como 0∈ D
w∗

, para cadah∈ E y ε > 0 existe algúnx∗ ∈ D tal
que|x∗(h)| < ε. Por lo tanto

‖h∗∗−h‖ ≥ h∗∗(x∗)−x∗(h) > b− ε.

Comoε y h son arbitrarios, obtenemos qued(h∗∗,E)≥ b para cadaw∗-punto de aglomeraciónh∗∗

deϕ = (hn)n. Concluimos que

ck(H) ≥ d(clustE∗∗(ϕ),E) ≥ b

y así termina la prueba.

Obsérvese que ck(H) = k(H) implica qued̂(H
w∗

,E) = d̂(Hc,E) donde

Hc :=
⋃

ϕ∈HN

clustE∗∗(ϕ),
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sin embargo, puede pasar queHc  H
w∗

. Efectivamente, siΓ es un conjunto no numerable, en-
toncesc0(Γ) es débilmente compactamente generado, y en particular débilmente Lindelöf porlo
que tiene la propiedadC de Corson. Por lo tanto ck= k en c0(Γ). Por otro lado, la bola unidad
H := Bc0(Γ) y Hc están formados por funciones definidas enΓ con soporte numerable y por lo

tantoBℓ∞(Γ) = H
w∗

contiene estrictamente aHc.
Se puede dar una prueba distinta del Teorema 3.3.18 en el caso particularde que la bola del

dual del espacio de Banach sea angélica con la topologíaw∗. Para ello se usan algunas ideas
de [Gra06]. Incluimos también esta prueba para ilustrar como otras técnicaspueden ser utilizadas
en este contexto: estas técnicas podrían ser útiles para otras cuestiones.Necesitamos el siguiente
lema.

Lema 3.3.19. Sean E y F espacios de Banach y T: E → F una aplicación lineal y continua.
Entonces para todo subconjunto acotado H⊂ E se tiene que

ck(T(H)) ≤ ‖T‖ck(H).

Demostración.Fijemos una sucesión(hn)n contenida enH y denotemosA := clust(E∗∗,w∗)((hn)n)
y B := clust(F∗∗,w∗)((T(hn))n). Como la aplicación adjuntaT∗∗ : E∗∗ → F∗∗ esw∗-w∗-continua con
T∗∗|E = T tenemos queT∗∗(A) ⊂ B. Por lo tanto

d(B,F) ≤ d(T∗∗(A),T(E))

= d(T∗∗(A),T∗∗(E))
‖T∗∗‖=‖T‖

≤ ‖T‖d(A,E)

≤ ‖T‖ck(H),

lo que implica que ck(T(H)) ≤ ‖T‖ck(H).

Demostración del Teorema 3.3.18 cuando la bola dual es w∗-angélica. Probamos el resultado en
dos pasos.
PRIMER PASO: el espacio dual E∗ es separable para la norma.Como k(H) ≥ ck(H), sólo te-

nemos que ver que k(H) ≤ ck(H), es decir,d(x∗∗,E) ≤ ck(H) para cadax∗∗ ∈ H
w∗

. ComoE∗

es separable para la norma, dadox∗∗ ∈ H
w∗

existe una sucesión(hn)n enH tal que ĺımnhn = x∗∗

en la topología débil∗ w∗. Por lo tanto clust(E∗∗,w∗)((hn)n) = {x∗∗} y asíd(x∗∗,E) ≤ ck(H) como
queríamos probar

SEGUNDO PASO:(BE∗ ,w∗) es angélico.Como ck(H) ≤ k(H), para ver que ck(H) = k(H) sólo
tenemos que probar que es imposible que ck(H) < k(H). Procedamos por contradicción suponien-
do que ck(H) < k(H) y entonces construiremos un conjunto acotadoA⊂ c0 con ck(A) < k(A) lo

que es imposible tras lo que hemos probado en el primer paso. Tomemosx∗∗ ∈ H
w∗

\E y b ∈ R
con

d(x∗∗,E) > b > ck(H). (3.8)

El Lema 3.2.2 nos dice que

0∈ {x∗ ∈ BE∗ : x∗∗(x∗) ≥ b}
w∗

.
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Como(BE∗ ,w∗) es angélico, existe una sucesión(x∗n)n enBE∗ conx∗∗(x∗n) ≥ b para cadan∈ N y
conw∗-lı́mmx∗n = 0. Definamos

T : E −→ c0

x  (x∗n(x))n.

La aplicaciónT es lineal y continua con‖T‖ ≤ 1. DefinamosA := T(H). Observemos que

T∗∗(x∗∗) ∈ T∗∗(H
w∗

) ⊂ T(H)
w∗

= A
w∗

. (3.9)

Sea(en)n la base canónica enℓ1 = c∗0. Observemos que para cadax∈ E tenemos que

T∗(en)(x) = enT(x) = en((x
∗
n(x))n) = x∗n(x).

Por lo tantoT∗(en) = x∗n y así

T∗∗(x∗∗)(en) = x∗∗(T∗(en)) = x∗∗(x∗n) ≥ b (3.10)

para cadan∈N. La desigualdad (3.10) nos dice que dadof ∈ (ℓ∞)∗ un punto dew∗-aglomeración
fijo de (en)n, se tiene quef (x) = 0 para cadax∈ c0, ‖ f‖ ≤ 1 y f (T∗∗(x∗∗)) ≥ b. Esto implica que

d(T∗∗(x∗∗),c0) ≥ b. (3.11)

Como‖T‖ ≤ 1, usando el Lema 3.3.19 obtenemos que

k(A)
(3.9)
≥ d(T∗∗(x∗∗),c0)

(3.11)
≥ b

(3.8)
> ck(H) ≥ ck(T(H)) = ck(A)

lo que nos da una contradicción.

3.4 Medidas de no compacidad débil enc0

La sección anterior ha terminando con una prueba del Teorema 3.3.18 cuando la bola dual
es w∗-angélica, donde se ha usado que enc0, las medidas k y ck son iguales. En esta sección
vemos que de hecho todas las medidas estudiadas en la sección anterior soniguales enc0. Esto
lo podemos hacer gracias a algunos resultados obtenidos en secciones previas y a un teorema de
[KPS00] que vamos a desarrollar aquí también, véase Teorema 3.4.2. Empecemos con el siguiente
lema.

Lema 3.4.1([KPS00, Theorem 2.8]). Sea H un subconjunto acotado de c0. Entonces

γ(H) = sup{d(z,c0) : z es un punto de aglomeración de una sucesión enconv(H)}.
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Demostración.Denotemos

β (H) = sup{d(z,c0) : zes un punto de aglomeración de una sucesión en conv(H)}.

Por un lado, a partir de las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.6 se deduce queβ (H) ≤ γ(H). Veamos
ahora queγ(H) ≤ β (H). Fijemos una sucesión(xn)n enH. Para cada punto dew∗-aglomeración
z= (z(k))k de la sucesión(xn)n, existirá una subsucesión(xni )i tal quez= w∗-lı́mi xni . Pongamos
d = d(z,c0) = l ı́msupk |x

∗∗(k)| y denotemosyi = xni parai ∈N. Fijemosε > 0 y p∈N. Tomemos
yn1,yn2, . . .ynp elementos de la sucesión y números naturalesk1 ≤ k2 ≤ . . .kp+1 de modo que

|z(k)| < d+ ε para k > k1

|yni (k)−z(k)| < ε para k≤ ki , i = 1, . . . , p,

|yni (k)| < ε para k > ki+1, i = 1, . . . , p.

Definamos ahora

x =
1
p

p

∑
i=1

yni ∈ conv{xn : n∈ N}.

Si H ⊂ M ·Bc0 y k j < k≤ k j+1 tenemos que

|x(k)−z(k)| ≤ 1
p ∑p

i=1 |yni (k)−z(k)|

≤ 1
p

(

∑ j−1
i=1 (|yni (k)|+ |z(k)|)+(|z(k)|+ |yn j |)+∑p

i= j+1 |yni (k)−z(k)|
)

≤ 1
p

(

∑ j−1
i=1 (ε +d+ ε)+(d+ ε +M)+∑p

i= j+1 ε
)

≤ 2ε +d+ M
p ,

y parak≤ k1 tenemos
|x(k)−z(k)| < ε.

Teniendo en cuenta que tantop comoε eran arbitrarios se deduce qued(z,conv{xn : n∈ N}) ≤ d
y esto junto a las Proposiciones 3.3.4 y 3.3.6 nos permite concluir queγ(H) ≤ β (H).

Teorema 3.4.2([KPS00, Theorem 2.9]). Las medidasγ y ω son iguales en c0.

Demostración.Dadod ≥ 0, consideremos la funciónrd : R→ R definida como

rd(α) =

{

0 si |α | ≤ d
α −d α

|α| si |α | > d.

Consideremos ahora
Rd : c0 → c0

(

x(k)
)

k  
(

rd(x(k))
)

k.

SeaH un subconjunto acotado no vacío dec0 y tomemosd = γ(H). Vamos a ver ahora que
γ(Rd(H)) = 0. Tomemos una sucesión(xn)n enH. Seaz∈ c∗∗0 un punto dew∗-aglomeración de
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la sucesión. Tomando una subsucesión podemos suponer quew∗-lı́mnxn = z. Por el Lema 3.4.1
tenemos que lı́msupk |z(k)| ≤ d. Por lo tanto

lı́msup
k

∣

∣

∣

(

w∗− l ı́m
n

Rd(xn)
)

(k)
∣

∣

∣
= l ı́msup

k
|rd(z(k))| = rd

(

l ı́m
k
|z(k)|

)

= 0.

Aplicando de nuevo el Lema 3.4.1 obtenemos queγ(Rd(H)) = 0. Por lo tanto,Rd(H) es un
conjunto w-relativamente compacto enc0. Así que, comoH ⊂ Rd(H) + d · Bc0, tenemos que
ω(H) ≤ d = γ(H).

Por otro lado,γ(Bc0) = 1. Es inmediato que dados dos conjuntos acotadosA y B dec0 (o de
un espacio de Banach cualquiera), se cumple queγ(A+B)≤ γ(A)+ γ(B), así que por la Observa-
ción 3.3.15 tendremos que

γ(H) ≤ γ(Bc0)ω(H) = ω(H)

lo que concluye la prueba.

Poniendo todos los resultados previos juntos concluimos:

Corolario 3.4.3. Las medidasck, k, γ y ω son iguales en c0.

Demostración.Sabemos que enc0, γ y ω son iguales por el teorema anterior. Por otro lado, del
Lema 3.4.1 se tiene que siH es un subconjunto acotado dec0, entoncesγ(H) ≤ k(conv(H)). Pero
por el Corolario 3.3.9 y el Teorema 2.3.1 tenemos que k(conv(H)) ≤ γ(conv(H)) = γ(H) así que
γ(H) = k(conv(H)). Ahora bien, enc0 podemos aplicar el Teorema 3.3.18 y el Teorema 3.2.5 por
lo que obtendremos que k(conv(H)) = k(H) = ck(H) con lo que terminamos la prueba.

3.5 Medidas de no compacidad débil enL1(µ)

Consideremos ahora(Ω,Σ,µ) un espacio de medida finito. En esta sección vamos a estudiar
la relación entre las distintas medidas de no compacidad débil estudiadas en la Sección 3.3 en el
espacioL1(µ). De hecho obtenemos que ck, k yω son iguales yγ sólo se diferencia de las anterio-
res en una constante, Teorema 3.5.4. Para ello utilizamos el concepto de integrabilidad uniforme
ya que en este espacio está directamente relacionado con la medidaω , Teorema 3.5.2.

Se dice que un subconjuntoH deL1(µ) es uniformemente integrable si

ı́nf
δ>0

sup{
∫

E
|h|dµ : h∈ H,E ∈ Σ y µ(E) ≤ δ} = 0. (3.12)

El siguiente teorema se puede encontrar en [DJ77, Theorem 15, p. 76].

Teorema 3.5.1(Dunford). Sea H un subconjunto de L1(µ). Entonces H es w-relativamente com-
pacto si, y sólo si, es uniformemente integrable.

La formula (3.12) con la que más arriba se define la integrabilidad uniforme sirve para calcular
la medidaω enL1(µ).
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Teorema 3.5.2([AP84]). Sea H un subconjunto acotado de L1(µ). Entonces

ω(H) = ı́nf
δ>0

sup{
∫

E
|h|dµ : h∈ H,E ∈ Σ y µ(E) ≤ δ}.

Demostración.Denotemos

η(H,δ ) = sup{
∫

E
|h|dµ : h∈ H,E ∈ Σ y µ(E) ≤ δ}

y
η(H) = ı́nf

δ>0
η(H,δ ).

Tenemos que ver queω(H) = η(H). Tomemosε > 0 y K ⊂ L1(µ) un conjunto relativamente
compacto tal queH ⊂K +εBL1(µ). Entonces para cadaδ > 0 tenemos queη(H,δ )≤ η(K,δ )+ε,
así que por el teorema de Dunford

η(H) ≤ ı́nf
δ>0

η(K,δ )+ ε = ε

y por lo tantoη(H) ≤ ω(H).
Veamos ahora la desigualdad opuesta. Supongamos queH ⊂ M ·BL1(µ). Fijemosδ > 0 y

a > δ−1M. Dadoh∈ H, definamos

Ah = {ω ∈ Ω : |h(ω)| ≥ a}

y observemos que por la desigualdad de Tchebychev se tiene que

µ(Ah) = µ(ω ∈ Ω : |h(ω)| ≥ a) ≤

∫

Ω
|h|dµ

a
≤ δ .

Por lo tanto
∫

Ah

|h|dµ ≤ η(H,δ ). (3.13)

DefinamosK := {hχΩ\Ah
: h∈ H}. Observemos que dadoE ∈ Σ

∫

E
|hχΩ\Ah

|dµ ≤ aµ(E),

y así de nuevo por el teorema de Dunford tenemos queK esw-relativamente compacto enL1(µ).
Finalmente, la desigualdad (3.13) se puede escribir como

‖h−hχΩ\Ah
‖ =

∫

Ah

|h|dµ ≤ η(H,δ )

y por lo tanto
H ⊂ K

w
+η(H,δ )BL1(µ).

de donde deducimos queω(H) ≤ η(H,δ ). Comoδ > 0 era arbitrario, podemos concluir que
ω(H) ≤ η(H).
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Usando esta caracterización deω enL1(µ), en [KP01, Theorem 2.5] se prueba que en dicho
espacio

γ(H) = 2ω(H) = 2γ(H),

donde

γ(H) = sup{d(z,L1(µ)) : zes un punto de aglomeración de una sucesión en conv(H)}.

Para ello demuestran por separado queγ(H) = 2ω(H) y que ω(H) = γ(H). Recogemos este
resultado en el Teorema 3.5.4, donde vemos que de hecho la segunda igualdad sale directamente
debido a las relaciones conocidas entre las distintas medidas de no compacidad débil con lo que
se simplifica la prueba. De hecho, lo que podemos deducir directamente de la primera igualdad es
que

γ(H) = 2ω(H) = 2ck(H) = 2k(H) = 2γ(H).

Enunciemos primero el siguiente lema de Rosenthal ya que nos hará falta en dicha prueba.

Lema 3.5.3(Rosenthal, véase [Die84], Chapter VII, o [DJ77], Chapter I). Sea(µn)n una sucesión
de medidas numerablemente aditivas definidas enΣ consupn∈N |µn|(Ω) < +∞. Dadoε > 0 y una
sucesión disjunta(En)n enΣ, existe un conjunto infinito P⊂ N tal que

|µn|
(

⋃

m6=n
m∈P

Em

)

≤ ε para todo n∈ P.

Teorema 3.5.4.Sea H un subconjunto acotado de L1(µ), entonces

γ(H) = 2ω(H) = 2ck(H) = 2k(H).

Demostración.Por el Corolario 3.3.16 tenemos queγ(H) ≤ 2ck(H) ≤ 2k(H) ≤ 2ω(H). Por lo
tanto, es suficiente probar que 2ω(H) ≤ γ(H). TomemosH ⊂ L1(µ) un conjunto acotado con
ω(H) > 0 y tomemosδ tal que 0< 2δ < ω(H). Vamos a construir primero una sucesión de
conjuntos medibles(Dn)n y una sucesión(xn)n enH tales que

(i)
∫

Dn

|xn(t)|dµ(t) > ω(H)−δ paran∈ N,

(ii)
∫

Dn

|xm(t)|dµ(t) ≤
δ

2n−1 para 1≤ m< n.

Por el Teorema 3.5.2 tenemos que existe un conjunto medibleD1 y x1 ∈ H tales que
∫

D1

|x1(t)|dµ(t) > ω(H)−δ .

Supongamos que hemos obtenidox1, . . . ,xn y D1, . . . ,Dn. Fijemosε > 0 tal que

sup
1≤m<n+1

∫

E
|hm|dµ ≤

δ
2n cuandoµ(E) ≤ ε.
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De nuevo por el Teorema 3.5.2, existeDn+1 conµ(Dn+1) ≤ ε y xn+1 ∈ H tales que
∫

Dn+1

|xn+1(t)|dµ(t) > ω(H)−δ .

Las sucesiones construidas cumplen los requisitos pedidos. Tomemos ahora Bn = ∪m≥nDn y sea
En = Bn\Bn+1. La sucesión(En)n es una familia disjunta de conjuntos medibles y para cadan∈N
tenemos por (ii) que

∫

Bn+1

|xn(t)|dµ(t) ≤ ∑
m>n

∫

Dm

|xn(t)|dµ(t) ≤ ∑
m>n

δ
2m−1 ≤ δ .

Aplicando ahora (i) tenemos paran∈ N que
∫

En

|xn(t)|dµ(t) =
∫

Bn

|xn(t)|dµ(t)−
∫

Bn+1

|xn(t)|dµ(t)

≥
∫

Dn

|xn(t)|dµ(t)−δ ≥ ω(H)−2δ .
(3.14)

Sea ahoraE =
⋃

n∈NEn. Por el lema de Rosenthal (Lema 3.5.3) tomando una subsucesión podemos
suponer que

∫

E\Ek

|xk(t)|dµ(t) < δ . (3.15)

Dados escalaresa1, . . . ,an tenemos

∥

∥

∥

n

∑
k=1

akxk

∥

∥

∥

1
≥

n

∑
j=1

∫

E j

∣

∣

∣

n

∑
k=1

akxk(t)
∣

∣

∣
dµ(t)

≥
n

∑
j=1

(

|a j |
∫

E j

|x j(t)|dµ(t)−
n

∑
k=1
k6= j

|ak|
∫

E j

|xk(t)| dµ(t)
)

(3.14)
≥ (ω(H)−2δ ) ·

n

∑
j=1

|a j |−
n

∑
k=1

(

|ak| ·
n

∑
j=1
j 6=k

∫

E j

|xk(t)|dµ(t)
)

(3.15)
≥ (ω(H)−3δ ) ·

n

∑
k=1

|ak|.

De aquí se deduce que csep((xn)n) > 2(ω(H)−3δ ) así que por la Proposición 3.3.6, tenemos que
γ(H) > 2(ω(H)−3δ ) y comoδ > 0 era arbitrario, concluye la prueba.

3.6 Versión cuantitativa del teorema de Gantmacher

La medida de no compacidad de Hausdorff de un subconjunto acotadoH de un espacio de
BanachE viene definida por

h(H) = ı́nf{ε > 0 : H ⊂ Kε + εBE y Kε ⊂ X es finito}.
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Un teorema de Schauder dice que un operador lineal y continuo entre dosespacios de Banach
T : E → F es compacto (es decir,T(BE) es un conjunto relativamente compacto enF) si, y só-
lo si, su operador adjuntoT∗ : F∗ → E∗ es compacto. Usando la medida de no compacidad de
Hausdorff, Goldenstein y Marcus probaron un resultado más fuerte (véase cita en [AT90, p. 367])
estableciendo las siguientes desigualdades:

1
2

h(T(BE)) ≤ h(T∗(BF∗)) ≤ 2h(T(BE)). (3.16)

Por otro lado, Gantmacher probó que un operadorT es relativamente débilmente compacto si, y
sólo si, su adjuntoT∗ lo es. Una cuestión natural es plantearse si se puede obtener una versión
cuantitativa de este teorema en unos términos similares a la desigualdad (3.16).La medida de no
compacidad débil que parece ser la primera candidata por su analogía conh es la medida de no
compacidad débil de De Blasi. Sin embargo en [AT90, Theorem 4] se da unejemplo viendo que
esto no es posible. En esta sección vemos que si en vez de considerarω , usamos la medidaγ (u
otra equivalente), es posible obtener una versión cuantitativa del resultado de Gantmacher, Teore-
ma 3.6.6, y como corolario obtenemos queγ y ω no son equivalentes, Corolario 3.6.8. Empecemos
viendo el ejemplo introducido en [AT90] en el Teorema 3.6.5. Para ello enunciemos primero unos
resultados que nos hacen falta en dicho teorema.

Definición 3.6.1.Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad de la aproximación débil
compacta (W.A.P.) si existe unλ ≥ 1 tal que para cualquier conjunto w-compacto K⊂ E y para
cualquierε > 0 existe un operador w-compacto T: E → E tal que

sup
x∈K

‖x−Tx‖ ≤ ε y ‖IE −T‖ ≤ λ

donde IE : E → E es el operador identidad.

Proposición 3.6.2([AT90]). c0 no tiene la W.A.P.

El siguiente resultado es consecuencia fácil del Lema de Riesz.

Lema 3.6.3. Si E es un espacio de Banach no reflexivo, entoncesω(BE) = 1.

Demostración.Está claro queω(BE) ≤ 1. Supongamos que no es igual a 1. Entonces existirá
0 < ε < 1 y un conjuntoK ⊂ E w-compacto tal queBE ⊂ K + BE. Tomando clausuraw∗ en el
bidual tenemos que

BE∗∗ ⊂ K + εBE∗∗ ⊂ E + εBE∗∗ . (3.17)

Por otro lado, por hipótesisE es un subespacio propio deE∗∗ así que por el lema de Riesz tenemos
que existez∈ BE∗∗ tal qued(z,E) > ε por lo que se llega a una contradicción con (3.17)

Si E y F son dos espacios de Banach, denotemos

W(E,F) = {T : E → F : T es un operadorw-compacto}.

Si tenemos un operadorT : E → F , denotemos‖T‖w la norma cociente

‖T‖w = d(T,W(E,F)).
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Proposición 3.6.4([Ast80, Theorem 5.2]). Sea E un espacio de Banach, sea T: E → ℓ∞ un
operador lineal y continuo y sea T∗ su operador adjunto. Entonces

ω(T∗(Bℓ1)) = ‖T‖w.

Teorema 3.6.5([AT90, Theorem 4]). Existe un espacio de Banach separable E y una sucesión
(Tn : E → c0)n de operadores lineales continuos tales que para todo n∈ N

ω(T∗
n (Bℓ1)) ≥

1
2

y ω(Tn(BE)) ≤
1
n
.

Demostración.Por la Proposición 3.6.2,c0 no tiene la W.A.P., así que para cadan∈ N existe un
conjuntow-compactoKn ⊂ c0 y εn > 0 tal que para todo operadorR : c0 → c0 tal que

sup
x∈Kn

‖x−Rx‖ ≤ εn y ‖Ic0 −R‖ ≤ n

se tiene queR no esw-compacto. Por el teorema de Krein-Smulyan podemos suponer que los
conjuntosKn son absolutamente convexos y cerrados. Por lo tanto, el funcional de Minkowski del
conjuntoAn

|x|n = ı́nf{t > 0 : x∈ tAn}

dondeAn = (εn/n)Bc0 +Kn, define una norma equivalente enc0. Se tiene que

εn

n
|x|n ≤ ‖xn‖ ≤ rn|x|n

para algúnrn > 0. Sea ahoraEn = (c0, | · |n) y seaSn : En → c0 la identidad. Veamos ahora que
‖Sn‖w ≥ εn. Si R : En → c0 es tal que‖Sn−R‖ ≤ εn, entonces

sup
x∈Kn

‖x−Rx‖ ≤ sup
x∈An

‖Snx−Rx‖ ≤ εn.

Si seguimos denotando porR el operador inducidoR : c0 → c0 tenemos que

‖Ic0 −R‖ = sup
x∈Bc0

‖x−Rx‖ ≤ sup
x∈An

n
εn
‖Snx−Rx‖ ≤ n

donde en la primera desigualdad hemos usado queBc0 ⊂
n
εn

An. Por construcción deKn tenemos
queR no puede ser un operadorw-compacto. Por lo tanto

‖Sn‖w ≥ εn. (3.18)

Por el Lema 3.6.3 tenemos queω(Bc0) = 1 así que

ω(Sn(BEn)) = ω(
1
n

εnBc0 +Kn) ≤
1
n

εnω(Bc0)+ω(Kn) =
1
n

εn (3.19)

donde hemos usado queω(Kn) = 0 por serK w-compacto.
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Para terminar la construcción consideremos ahora lac0-suma

E = (
⊕

N

En)c0

con las proyecciones naturalesPn : E → En y las inclusionesIn : En → E. Definamos ahora

Tn = ‖Sn‖
−1
w SnPn : E → c0.

Veamos ahora que(Tn)n es la sucesión de operadores buscada. Observemos primero que como
‖Sn‖

−1
w Sn = TnIn tenemos que paran∈ N

‖Tn‖w = 1

y por (3.18) y (3.19),

ω(Tn(BE)) = ‖Sn‖
−1
w ω(Sn(BEn) ≤

1
εn

·
1
n

εn =
1
n
.

Consideremos ahoraJc0 : c0 → ℓ∞ la inclusión canónica. Vamos ahora a comparar‖Tn‖w con
‖Jc0Tn‖w. Por definición de‖ ·‖w, dadoε > 0, podemos tomar un operadorw-compactoW tal que
‖Jc0Tn−W‖ ≤ ‖Jc0Tn‖w + ε. Los conjuntosw-compactos deℓ∞ son separables en norma y por lo
tanto, el espacioF = span{Jc0,WE} es separable. Por el teorema de Sobczyk (véase [LT96, 2.f.5])
existe una proyecciónP : F → c0 con‖P‖ ≤ 2 y por lo tanto

‖Tn‖w ≤ ‖Tn−PW‖ = ‖P(Jc0Tn−W)‖ ≤ 2‖Jc0Tn‖w +2ε.

Comoε > 0 es arbitrario, entonces‖Tn‖w ≤ 2‖Jc0Tn‖w. Ahora por el Teorema 3.6.4 tenemos que

‖Tn‖w ≤ 2‖Jc0Tn‖w = 2ω((Jc0Tn)
∗(Bℓ1)) = 2ω(T∗

n (Bℓ1))

y por lo tanto

ω(T∗
n (Bℓ1)) ≥

1
2
‖Tn‖w =

1
2
.

Si sustituimosω por la medida de no compacidad débilγ tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6.6.Sea T: E → F un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach.
Entonces

γ(T(BE)) ≤ γ(T∗(BF∗)) ≤ 2γ(T(BE)).

Demostración.Tomemos una sucesión(xn)n enBE y una sucesión(y∗m)m enBF∗ . Por la definición
deT∗ tenemos que

lı́m
n

l ı́m
m

y∗m(T(xn)) = l ı́m
n

l ı́m
m

T∗(y∗m)(xn),

l ı́m
m

l ı́m
n

y∗m(T(xn)) = l ı́m
m

l ı́m
n

T∗(y∗m)(xn)
(3.20)
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cuando los límites del lado derecho (o del lado izquierdo) existan. Por lo tanto, si (xn)n e (y∗m)m

son como antes y tales que los límites del lado izquierdo de (3.20) existan, entonces

| l ı́m
n

l ı́m
m

y∗m(T(xn))− l ı́m
m

l ı́m
n

y∗m(T(xn))| ≤ γ(T∗(BF∗)).

De aquí se obtiene queγ(T(BE)) ≤ γ(T∗(BF∗)).
Por otro lado, si(xn)n e(y∗m)m son como antes pero suponiendo que los límites del lado derecho

de (3.20) existen entonces

| l ı́m
n

l ı́m
m

T∗(y∗m)(xn)− l ı́m
m

l ı́m
n

T∗(y∗m)(xn)| ≤ γ(T(BE)).

Es decir, tenemos queT∗(BF∗)⊂C(BE∗∗ ,w∗) γ(T(BE))-intercambia límites conBE ⊂BE∗∗ . Como
BE esw∗-denso enBE∗∗ podemos aplicar el Corolario 2.1.7 con lo que finalmente obtenemos que
γ(T∗(BF∗)) ≤ 2γ(T(BE)).

Usando el Corolario 3.3.9 concluimos

Corolario 3.6.7. Sea T: E → F un operador lineal y continuo entre dos espacios de Banach.
Entonces

1
2

k(T(BE)) ≤ k(T∗(BF∗)) ≤ 4k(T(BE)).

Por otro lado, los Teoremas 3.6.5 y 3.6.6 conducen a:

Corolario 3.6.8. Las medidas de no compacidad débilω y γ no son equivalentes.

Demostración.Supongamos queγ y ω son equivalentes. En tal caso, para cada espacio de Banach
E, existen constantesm,M > 0 tales que para todo subconjunto acotadoH deE tiene que

mω(H) ≤ γ(H) ≤ Mω(H).

Por lo tanto, por el Teorema 3.6.6 tenemos que para todo operador lineal y continuo entre dos
espacios de BanachT : E → F se cumple que

mω(T∗(BF∗)) ≤ γ(T∗(BF∗)) ≤ 2γ(T(BE)) ≤ 2Mω(T(BE))

lo que es imposible por el Teorema 3.6.5.

El hecho de queγ y ω no son equivalentes fue probado previamente en [AT90, p. 372] por
Astala y Tylli. Ellos demostraron que existe un espacio de Banach separableE, una isometría
lineal J : E → ℓ∞ y una sucesión(Bn)n de conjuntos acotados deE conω(Bn) = 1 y ω(JBn) ≤

1
n

paran∈N. Sin embargoγ(IB) = γ(B) para toda isometría linealI así se obtiene queγ y ω no son
equivalentes.
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3.7 Versión cuantitativa del teorema de Grothendieck

Para terminar esta sección, vamos a probar una versión cuantitativa más fuerte del Teorema de
Grothendieck que caracteriza los subconjuntos débil compactos deC(K) (conK compacto) como
aquellos que son uniformemente acotados yτp-compactos. Nuestro resultado claramente implica
el Teorema de Grothendieck, sin embargo, nuestra prueba no usa el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue tal como se hace en la prueba clásica: es puramentetopológica. Denotemos

γK(H) := sup{| l ı́m
n

l ı́m
m

fm(xn)− l ı́m
m

l ı́m
n

fm(xn)| : ( fm)m ⊂ H,(xn)n ⊂ K}.

Obsérvese queγK(H) = 0 si, y sólo si,H intercambia límites dobles conK y esto pasa si, y sólo
si, H es relativamente compacto en(C(K),τp). Consideremos la aplicación

δ : K → BC(K)∗

definida comoδ (k)( f ) = f (k). Obsérvese que se tiene queH ⊂ C(K) ε-intercambia límites con
K para algúnε > 0 si, y sólo si,H ε-intercambia límites conδ (K) ⊂ BC(K)∗ .

Teorema 3.7.1.Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente acotadode
C(K). Entones

γK(H) ≤ γ(H) ≤ 2γK(H).

Demostración.Si H ε-intercambia límites conBC(K)∗ paraε > 0, como

δ (K) ⊂ BC(K)∗ ,

tenemos queH ε-intercambia límites conδ (K), y por lo tantoH ⊂ C(K) ε-intercambia límites
conK y de aquí sale la primera desigualdad.

Supongamos ahora queH ε-intercambia límites conK. En tal caso tenemos que el conjunto
δ (K) ε-intercambia límites conH, y por lo tanto, de forma inmediata tenemos que−δ (K) tam-
bién ε-intercambia límites conH. Por otro lado, es obvio que si dos conjuntosε-intercambian
límites con un tercer conjunto, también lo hace la unión de los dos primeros y por lotanto
Y = {±δx : x ∈ K} ε-intercambia límites conH. ComoY es uniformemente acotado enH (por
serH uniformemente acotado enK) podemos aplicar el Teorema 2.3.1, de donde obtenemos que
conv(Y) ε-intercambia límites conH. Si consideramosH ⊂RBC(K)∗ , tenemos queH ε-intercambia
límites con conv(Y). Por otro lado, conv(Y) es un conjunto denso deBC(K)∗ , por lo tanto, si
aplicamos la Proposición 2.1.6 tenemos queH 2ε-intercambia límites conBC(K)∗ y por lo tan-
to γ(H) ≤ 2γK(H).

Corolario 3.7.2. Sea K un espacio compacto y sea H un subconjunto uniformemente acotadode
C(K). Entones

d̂(H
RK

,C(K)) ≤ k(H) ≤ 4d̂(H
RK

,C(K)).
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Demostración.Si consideramos la aplicación restricciónp : RBC(K)∗ → RK tenemos que

p(H
BC(K)∗ ) = H

RK

ya quep es continua y las clausuras tomadas dan conjuntos compactos. De aquí saleinmediata-
mente la primera desigualdad. La segunda desigualdad sale como corolario del Teorema 3.7.1 si
usamos el Corolario 3.3.9 y el Corolario 2.2.1.

Corolario 3.7.3 (Grothendieck). Sea K un espacio compacto, un subconjunto H⊂C(K) es débil-
mente compacto si, y sólo si, H es uniformemente acotado yτp-relativamente compacto.
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EN este capítulo estudiamos distancias a espacios de funciones de la primera clase de Baire.
Recordemos que una funciónf : X → Z es de la primera clase de Baire sif es el límite de
una sucesión de funciones continuas( fn)n ∈C(X,Z). Si Z = E es un espacio de Banach se

tiene quef ∈ B1(X,E) si, y sólo si,d( f ,B1(X,E)) = 0 ya que los límites uniformes de funciones
de funciones de la primera clase de Baire son de la primera clase de Baire:

Proposición 4.0.1Sea X un espacio topológico y E un espacio de Banach. Sea( fn)n una sucesión
en B1(X,E) que converge uniformemente a una función f∈ EX. Entonces f∈ B1(X,E).

Demostración.Tomando una subsucesión podemos suponer que para todox ∈ X y todo n ∈ N
tenemos que‖ fn(x)− f (x)‖ ≤ 1/2n+2. Seag1 = f1 y paran≥ 2 seagn = fn− fn−1. Tendremos
entonces que‖gn(t)‖ < 1/2n y

f =
∞

∑
n=1

gn.

Para cadan∈N existe una sucesióngn j enC(X,E) tal que el ĺım j gn j(x) = gn(x) para todox∈ X.
Consideremos la funciónhn : [0,+∞) → R definida por

hn(t) = 1 si 0≤ t ≤ 1/2n, hn(t) = 1/(2nt) si t ≥ 1/2n.

Claramente se tiene que las funcioneskn j(x) = hn(‖gn j(x)‖)gn j(x) son continuas. Además, para
todox∈ X se tiene que‖kn j(x)‖ ≤ 1/2n y por lo tanto, la serie

∞

∑
n=1

kn j(x) (4.1)

converge uniformemente respecto del par(x, j) ∈ X×N. Tenemos que

lı́m
j

kn j(x) = l ı́m
j

hn(‖gn j(x)‖)gn j(x) = l ı́m
j

gn j(x) = gn(x).

Por la convergencia uniforme de (4.1) tenemos que la suma

ϕ j(t) =
∞

∑
n=1

kn j(x)
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es continua para todoj ∈ N. Además se cumple que

lı́m
j

ϕ j(x) =
∞

∑
n=1

l ı́m
j

kn j(x) =
∞

∑
n=1

gn(x) = f (x)

con lo que finaliza la prueba.

En la Sección 4.1 estudiamos para que espacios se puede calcular la distancia d( f ,B1(X,Z)).
Para ello vamos a usar los conceptos deε-fragmentabilidad yε-σ -fragmentabilidad, véase Defi-
nición 4.1.1 y Definición 4.1.2.

Como ocurre en el caso de espacios de funciones continuas, un conjunto puntualmente acota-

do H ⊂ B1(X) esτp-relativamente compacto enB1(X) si, y sólo si,d̂(H
RX

,B1(X)) = 0. Así que
de nuevo, procediendo de forma similar a como hicimos en espacios de funciones continuas, estu-
diamos la diferencia cuantitativa entre compacidad y compacidad numerable enespaciosB1(X,E)
conE un espacio de Banach.

Estudiamos también una mejora un teorema de Srivatsa [Sri93] que dice que siK es un con-
junto compacto yF : X →C(K) es una función continua para la topologíaτp enC(K), entonces
f es una función de la primera clase de Baire para la norma‖ · ‖∞ en C(K): si la aplicación
F no es continua pero tieneoscilación puntual acotadaobtenemos una cota para la distancia
d(F,B1(X,C(X))). Para terminar este capítulo estudiamos mejoras cuantitativas del teorema clá-
sico de Namioka sobre continuidad separada y continuidad global, y del teorema de Rudin sobre
funciones separadamente continuas.

4.1 Fragmentabilidad,σ -fragmentabilidad y distancia a espacios de
la primera clase de Baire

Definición 4.1.1.Dadoε > 0, y f : X → (Z,d) una función de un espacio topológico a un espacio
métrico, decimos que f estáε-fragmentada si para cada subconjunto no vacío F⊂ X, existe un
abierto U⊂ X tal que U∩F 6= /0 y diam( f (U ∩F)) ≤ ε. Decimos que f estáε-σ -fragmentada
por conjuntos cerradossi existe un cubrimiento cerrado numerable(Xn)n de X tal que f|Xn está
ε-fragmentada para cada n∈ N.

Obsérvese que siU es un abierto deX y A⊂ X, entoncesU ∩A 6= /0 si, y sólo si,U ∩A 6= /0.
De aquí se deduce quef estáε-fragmentada si para cada conjunto cerradoF ⊂ X existe un abierto
U ⊂ X tal queU ∩F 6= /0 y diamf (U ∩F) ≤ ε.

Definición 4.1.2. Sea X un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y f∈ ZX una función.
Definimos:

frag( f ) := ı́nf{ε > 0 : f estáε-fragmentada},

σ -fragc( f ) := ı́nf{ε > 0 : f estáε-σ -fragmentada por conjuntos cerrados},

donde por definición,́ınf /0 = +∞.
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Usando lo anterior, la noción usual de (σ -)fragmentabilidad [JOPV93, p. 248] puede ser defi-
nida como sigue:

(i) f está fragmentadasi, y sólo si, frag( f ) = 0.
(ii) f estáσ -fragmentada por conjuntos cerradosi, y sólo si,σ -fragc( f ) = 0.

Recordemos que un espacio topológicoX es hereditariamente de Baire si todo subconjunto
cerradoF ⊂ X es un espacio de Baire. La siguiente proposición nos dice que relación hay entre
frag( f ) y σ -fragc( f ).

Proposición 4.1.3([ACN]) . Sea X un espacio topológico y(Z,d) un espacio métrico. Si f∈ ZX

entonces
σ -fragc( f ) ≤ frag( f ).

Si además X es hereditariamente de Baire, entonces

σ -fragc( f ) = frag( f ).

Demostración.La primera desigualdad sale directamente de la definición. Supongamos entonces
queX es hereditariamente de Baire. Tenemos que probar que si+∞ > ε > σ -fragc( f ), entoncesf
estáε-fragmentada. SeaC un subconjunto cerrado deX. Fijemosε > σ -fragc( f ). Entonces existe
una sucesión(Xn)n de conjuntos cerrados cubriendoX tal que f|Xn

estáε-fragmentada para cada
n∈N. PongamosHn = Xn∩C. Entonces, la sucesión de conjuntos cerrados(Hn)n cubreC, y, como
C es un espacio de Baire, existen∈ N y un conjunto abiertoU ⊂ X tal que

/0 6= U ′ = U ∩C⊂ Hn ⊂ Xn.

Como f |Xn estáε-fragmentada, existe un subconjunto abiertoV deX tal queV ∩U ′ 6= /0 y además
diamf (V ∩U ′) ≤ ε. PongamosW = V ∩U . EntoncesW es un subconjunto abierto deX y

W∩C = V ∩U ∩C = V ∩U ′ 6= /0.

Por lo tanto diamf (W∩C) ≤ ε de donde se deduce quef estáε-fragmentada.

Nuestro objetivo ahora es establecer una fórmula que nos permita estudiardistancias a espacios
de funciones de la primera clase de Baire a través de frag( f ) y σ -fragc( f ). Para ello vamos a
utilizar funciones que son constantes en los conjuntos de una buena partición.

Proposición 4.1.4([JOPV93, Proposition 3]). Sea X un espacio perfectamente paracompacto y
E un subconjunto convexo de un espacio de Banach. Si f: X → E es constante en cada conjunto
de una buena partición, entonces f∈ B1(X,E).

Demostración.Sea{Xi : i ∈ I} una buena partición deX tal que f |Xi es constante parai ∈ I . Cada
{Xi : i ∈ I} se puede expresar como una unión numerable

Xi =
⋃

n∈N

Xi,n,
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de forma que cada familia{Xi,n : i ∈ I} es discreta paran∈N. Además, por la Proposición 1.5.2 (i)
podemos suponer que los conjuntosXi,n son cerrados parai ∈ [0,1], n∈N. Tenemos entonces que

Tn :=
⋃

{Xi,n : i ∈ I}

es una sucesión de conjuntos cerrados tal quef |Tn es continua para cadan∈N. PongamosC1 = T1

y paran > 1 denotemos

Cn = Tn\
n−1
⋃

i=1

Ti .

Para cadan∈ N, Cn es un conjuntoFσ así que existe una sucesión creciente de cerrados(Cn,m)m

tal que

Cn =
∞
⋃

m=1

Cn,m.

Como f |Tn es continua, en particular tenemos quef |Cn,m es continua paran,m∈ N. Tenemos por
lo tanto que

Dm =
m
⋃

i=1

Ci,m

es una sucesión creciente de cerrados que cubrenX. Además, como la familia{Ci,m : i = 1,2, . . . ,m}
es disjunta y finita se deduce quef |Dm es continua para cadam∈ N. ComoX es paracompacto,
f |Dm tiene una extensión continuafm definida en todoX, véase [Are52, Theorem 4.1]. La sucesión
( fm)m converge puntualmente af y por lo tantof ∈ B1(X,E).

Lema 4.1.5([ACN]) . Sea X un espacio perfectamente paracompacto, E un subconjunto convexo
de un espacio de normado,ε > 0 y f : X → E una funciónε-fragmentada. Entonces existe una
función h: X → E que es constante en cada conjunto de una buena partición de Y tal que

‖ f (x)−h(x)‖ ≤ ε para todo x∈ X.

Además, si E= R entonces h puede elegirse para que satisfaga

| f (x)−h(x)| ≤ ε/2 para todo x∈ X.

Demostración.Como f estáε-fragmentada, por inducción transfinita podemos encontrar un ordi-
nal Γ y un cubrimiento abierto{Gγ : γ ≺ Γ} deX tal queFγ 6= /0 y diamf (Fγ) ≤ ε, dondeF0 = G0

y, para 0≺ γ ≺ Γ, Fγ = Gγ\
⋃

ξ≺γ Gξ . Por la Proposición 1.5.4,{Fγ : γ ≺ Γ} es una buena partición
deX. SiE =R, elijamostγ el punto medio de convf (Fγ) y si E 6=R elijamostγ un punto arbitrario
de f (Fγ) paraγ ≺ Γ. Definamos ahorah : Y → E comoh(y) = tγ si y∈ Fγ . Claramenteh es una
función constante en cada conjunto de una buena partición deX que satisface qued( f ,h) ≤ ε, y
si E = R, entoncesd( f ,h) ≤ ε/2.
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Teorema 4.1.6([ACN]) . Si X es un espacio perfectamente paracompacto, E un espacio de Ba-
nach y f∈ EX entonces

1
2

σ -fragc( f ) ≤ d( f ,B1(X,E)) ≤ σ -fragc( f ). (4.2)

En el caso E= R tenemos la igualdad

d( f ,B1(X)) =
1
2

σ -fragc( f ). (4.3)

Demostración.Probemos la primera desigualdad en (4.2). Sid( f ,B1(X,E)) = +∞ la desigual-
dad se cumple. Supongamos entonces qued( f ,B1(X,E)) es finito. Fijemosα > d( f ,B1(X,E)) y
tomemosg∈ B1(X,E) con

‖ f (x)−g(x)‖ < α , para cadax∈ X. (4.4)

Tomemos una sucesión(gn)n enC(X,E) tal que ĺımngn(x) = g(x) para cadax∈ X. Fijemosε > 0
y para cadan∈ N definamos

Xn :=
⋂

m≥n

{x∈ X : ‖gn(x)−gm(x)‖ ≤
ε
3
}.

Está claro que cadaXn es cerrado y queX =
⋃

nXn. Por otro lado, para cadax∈ Xn tenemos que

‖gn(x)−g(x)‖ ≤
ε
3
. (4.5)

Comogn es continua, para cadaa ∈ Xn podemos tomar un entorno abiertoVa ⊂ X de a tal que
diamgn(Va) < ε

3. Por lo tanto, por (4.4) y (4.5) podemos concluir que diamf (Va∩Xn) < 2α +ε. Es-
ta última desigualdad nos dice queσ -fragc( f )≤ 2α +ε para cadaε > 0. Comoα > d( f ,B1(X,E))
es arbitrario concluimos queσ -fragc( f ) ≤ 2d( f ,B1(X,E)) con lo que concluye esta parte de la
demostración.

Veamos ahora la última desigualdad en (4.2). Como la desigualdad es trivialmentecierta cuan-
do σ -fragc( f ) = +∞, podemos suponer queσ -fragc( f ) es finito. Dadoε > σ -fragc( f ), existe
un cubrimiento cerrado numerable{Xn : n ∈ N} de X tal que f |Xn estáε-fragmentada para cada
n∈N. Por la Proposición 1.5.2 (iii), tenemos que{Yn : n∈N} es una buena partición deX, donde
Y1 = X1, y paran > 1, Yn = Xn\

⋃n−1
m=1Xm. Por el Lema 4.1.5 aplicado a cadaYn, existe una fun-

ción gn : Yn → E que es constante en cada conjunto de una buena partición deYn tal que six∈Yn

entoncesd(gn(x), f (x)) ≤ ε y d(gn(x), f (x)) ≤ ε/2 siE = R. Definamosg : X → E como

g(x) = gn(x) si x∈Yn.

Por la Proposición 1.5.2 (ii),g es constante en cada conjunto de una buena partición deX y así
que por la Proposición 4.1.4,g∈ B1(X,E). Claramente,d( f ,h)≤ ε en general, así que la segunda
desigualdad en (4.2) queda probada, y siE = R, entonces tenemos qued( f ,h) ≤ ε/2 por lo que
la igualdad (4.3) queda probada.
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Observación 4.1.7.Si seguimos la demostración del Lema 4.1.5 podemos observar la conclusión
obtenida cuando E= R se puede obtener también cuando E tiene la propiedad de que para todo
conjunto acotado H⊂ E existe x∈ E tal que

H ⊂ B(x,diam(H)/2).

Por lo tanto, la fórmula

d( f ,B1(X,E)) =
1
2

σ -fragc( f )

es válida para los espacios de Banach E con dicha propiedad. Un ejemplode espacios que cum-
plen dicha propiedad son los espaciosℓ∞(Γ) conΓ un conjunto arbitrario.

En [GS06] se demuestra que sif ∈ RX con X un espacio polaco (es decirX es un espacio
métrico completo separable), entonces

d( f ,B1(X)) =
1
2

frag( f ).

Combinando el Teorema 4.1.6 y la Proposición 4.1.3 obtenemos que este resultado es también
válido en un caso más general.

Corolario 4.1.8 ([ACN]) . Si X es un espacio métrico hereditariamente de Baire y f∈RX, enton-
ces

d( f ,B1(X)) =
1
2

frag( f ).

Para terminar esta sección veamos una caracterización deσ -fragc( f ) cuandof está definido
en un espacio métrico. Para ello veamos primero el lema siguiente.

Lema 4.1.9.Sea(X,d) un espacio métrico,(E,‖·‖) un espacio normado y f: X →E una función.
Entonces

frag( f ) ≥ ı́nf{ε > 0 : existe un cubrimiento

cerrado{Xn}n de X tal queosc( f|Xn
) ≤ ε para n∈ N}.

Demostración.Supongamos que frag( f ) < ε < +∞. Entonces, existe un ordinalΓ y una sucesión
de conjuntos abiertosGµ , µ ≺ Γ deX tales queX = ∪µ≺ΓGµ , Mξ = Gξ\∪µ≺ξ Gµ 6= /0 para todo
ξ ≺Γ y diam( f (Mξ )) < ε para todoξ ≺Γ. Los conjuntosF0 = X y Fξ = X\∪µ≺ξ Gµ son cerrados
así que el conjunto

Fξk = {t ∈ Fξ : d(t,X\Gξ ) ≥ 1/k}

es cerrado. Siγ ≻ ξ , entonces

d(Fξk,Fγk) ≥ d(Fξk,Fγ) ≥ d(Fξk,X\Gξ ) ≥ 1/k

así queXk =
⋃

ξ≺Γ Fξk es cerrado. ComoMξ =
⋃

k Fξk y ∪ξ≺ΓMξ = X, entonces∪kXk = X.
Elijamosa∈ Xk. Como la familia{Fξk : ξ ≺ Γ} es discreta, tenemos que existe un conjunto

abiertoVa y ξa ≺ Γ tal queVa∩Fξk 6= /0 si, y sólo si,ξ = ξa. Entonces,Va∩Xk =Va∩Fξak ⊂Mξa
así

que diam( f (Va∩Xk)) ≤ ε. Hemos probado que osc( f|Xk
) ≤ ε con lo que concluye la prueba.
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Proposición 4.1.10.Sea(X,d) un espacio métrico,(E,‖ · ‖) un espacio normado y f: X → E
una función. Entonces

σ -fragc( f ) = ı́nf{ε > 0 : existe un cubrimiento

cerrado{Xn}n de X tal queosc( f|Xn
) ≤ ε para n∈ N}.

(4.6)

Demostración.SeaA el ínfimo que aparece al lado derecho de la igualdad (4.6). Claramente tene-
mos queσ -fragc( f ) ≤ A. Probemos la desigualdad inversa. Para ello fijemosε > η > σ -fragc( f ).
Tenemos que existe un cubrimiento cerrado{Xn}n deX tal quef|Xn

estáη-fragmentada paran∈N.
Entonces, por el Lema 4.1.9, para cadan∈ N, existe un cubrimiento cerrado{Xm

n }m deXn tal que
osc( f|Xm

n
) ≤ ε para todom∈ N. Por lo tanto,{Xm

n : (n,m) ∈ N2} es un cubrimiento cerrado nume-
rable deX tal que osc( f|Xm

n
)≤ ε de donde se deduce queA≤ ε. Comoε > σ -fragc( f ) es arbitrario,

tendremos queA≤ σ -fragc( f ).

4.2 Diferencia cuantitativa entre compacidad y compacidad nume-
rable

En el Capítulo 2, para un conjuntoH de ZX dondeX es un espacio topológico y(Z,d) un
espacio métrico, hemos definido el índice ck(H) paramedircómo de lejos estabaH de ser relati-
vamente numerablemente compacto en(C(X,Z),τp). En espacios de funciones de la primera clase
de Baire podemos hacer algo análogo.

Definición 4.2.1.Si X es un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico y H es un subconjunto
del espacio(ZX,τp). Definimos

ckB1(H) := sup
ϕ∈HN

d(clustZX(ϕ),B1(X,Z)).

De forma análoga a como pasa en espacios de funciones continuasC(X,Z), si H es un sub-
conjunto relativamente numerablemente compacto de(B1(X,Z),τp), entonces ckB1(H) = 0. El
objetivo de esta sección, es estudiar la diferencia cuantitativa entre compacidad y compacidad nu-
merable. Para ello, de forma similar a como hicimos en el Capítulo 2, estudiaremos larelación
entre ckB1(H) y

d̂(H
RX

,B1(X)),

véase Corolario 4.2.3. La clave para ello es la siguiente proposición.

Proposición 4.2.2([ACN]) . Sea X un espacio métrico separable,(Z,d) un espacio métrico y H
un subconjunto relativamenteτp-compacto de(ZX,τp). Entonces

sup
f∈H

frag( f ) = sup
ϕ∈HN

ı́nf{frag( f ) : f ∈ clustZX(ϕ)}, (4.7)

donde las clausuras están tomadas en(ZX,τp).
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Demostración.Seaα el número que aparece en el lado derecho de (4.7). Claramente

β := sup
f∈H

frag( f ) ≥ α .

Si β = 0 la igualdad se cumple. En otro caso, la igualdad (4.7) quedará probada si vemos que
cada vez queβ > ε > 0 también tenemos queα ≥ ε. Tomemosβ > ε > 0 y elijamos f ∈ H tal
que frag( f ) > ε. Entonces existe un subconjunto no vacíoF ⊂ X tal que diamf (F ∩U) > ε para
cada conjunto abiertoU ⊂ X conU ∩F 6= /0. Fijemos{Un : n ∈ N} una base de la topología en
X y escribamosB := {n∈ N : Un∩F 6= /0}. Para cadan∈ B podemos tomarxn,yn ∈Un∩F tales
qued( f (xn), f (yn)) > ε. TomemosC := {xn : n∈ B}∪{yn : n∈ B}. ComoC⊂ X es numerable y
f ∈ H, existe una sucesiónϕ ∈ HN tal que ĺımn ϕ(n)(x) = f (x) para cadax∈C. Por lo tanto, sig
es un punto deτp-aglomeración arbitrario deϕ, entoncesg|C = f |C y en particular tenemos que

d(g(xn),g(yn)) > ε, para cadan∈ B. (4.8)

Si U es un conjunto abierto tal queU ∩C 6= /0 entonces existen∈ N tal que /06= Un∩C ⊂U ∩F.
Así que,n∈ B y comoxn,yn ∈U ∩C concluimos que

diamg(U ∩C) ≥ d(g(xn),g(yn))
(4.8)
> ε.

Hemos probado que
ı́nf{frag(g) : g∈ clust(ϕ)} ≥ ε

y por lo tantoα ≥ ε con lo que la prueba está finalizada.

Combinando la Proposición 4.2.2, el Teorema 4.1.6 y la Proposición 4.1.3, obtenemos el si-
guiente resultado.

Corolario 4.2.3 ([ACN]) . Sea X un espacio polaco, E un espacio de Banach y H un subconjunto
relativamenteτp-compacto de EX. Entonces

ckB1(H) ≤ d̂(H
EX

,B1(X,E)) ≤ 2ckB1(H).

En el caso particular E= R, tenemos

d̂(H
RX

,B1(X)) = ckB1(H).

En el caso en el que ckB1(H) = 0 y E = R se obtiene el resultado clásico debido a Rosenthal.

Corolario 4.2.4 ([Ros74]). Si X un espacio polaco, H⊂ B1(X) esτp-relativamente compacto si,
y sólo si, esτp-relativamente numerablemente compacto.

Obsérvese ahora que como hicimos en el caso de funciones continuas, obtenemos que bajo las
hipótesis del Corolario 4.2.3, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ckB1(H) = 0,
(ii) H es un conjunto relativamente numerablemente compacto de(B1(X,E),τp),

(iii) H es un conjunto relativamente compacto de(B1(X,E),τp).
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4.3 Distancia a espacios de funciones de la primera clase de Baire y
oscilación puntual

El punto de partida de esta sección es el siguiente teorema de Srivatsa.

Teorema 4.3.1(Srivatsa, [Sri93, Theorem 2.1]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Ba-
nach y K un conjunto compacto. Entonces:

(i) Si F : X →C(K) esτp-continua, entonces F es de la primera clase de Baire para la norma.
(ii) Si F : X → E es w-continua, entonces F es de la primera clase de Baire para la norma.

Obsérvese que la condición de queF : X → (C(K),τp) sea continua es equivalente a que para
todok∈ K, la aplicaciónπk ◦F sea continua donde la aplicaciónπk : C(K) → R está definida por
h h(k). Sabemos por el Teorema 1.1.9 que estudiar distancias a espacios de funciones continuas
(sobre espacios normales) es equivalente a estudiar la oscilación de dichas funciones. El problema
que nos planteamos aquí es estudiar qué pasa cuando sustituimos la condición de queπk ◦F sea
continua por la condición de que dichas funciones tengan oscilación menorque cierta cantidad.
Como vemos en el siguiente teorema, al hacer este cambio lo que obtenemos es una cota de la
distancia que hay deF a las funciones de la primera clase de Baire. Además también recogemos
el caso en el que el rango deF no son aplicaciones necesariamente continuas.

Teorema 4.3.2([ACN]) . Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto y F: X → RK una
función. Entonces

d(F,B1(X,C(K))) ≤
3
2

sup
x∈X

osc(F(x))+2sup
k∈K

osc(πk ◦F), (4.9)

donde, para F,F ′ : X → Rk, d(F,F ′) = sup{|F(x)(k)−F ′(x)(k)| : (x,k) ∈ X×K}.

Demostración.Obviamente podemos suponer que el lado derecho de (4.9) es finito.

Seaa > supx∈X osc(F(x)) y b > b′ > supk∈K osc(πk ◦F).
Primero vamos a reducir el caso general al caso donde la imagen deF es uniformemente

acotada enRX.
Por el Teorema 1.1.9, para cadak∈ K existe jk ∈C(X) tal qued(πk◦F, jk) < b/2. Definamos

ahora la aplicaciónJ : X →RK comoJ(x)(k) = jk(x). ClaramenteJ esτp-continua yd(F,J)≤ b/2.
Para cadax∈X,oscF(x) es finita así queF(x) es una función localmente acotada enK. ComoK es
compacto, tenemos queF(x)∈ ℓ∞(X). Por lo tanto también tenemos queJ(x)∈ ℓ∞(K). Denotemos
P0 = /0. Sea entonces

Pn = {x∈ X : ‖J(x)‖∞ ≤ n} y Qn = Pn\Pn−1.

Entonces cadaPn es cerrado enX y {Qn : n ∈ N} es una buena partición deX por la Propo-
sición 1.5.2 (iii). ComoJ(Qn) es acotado enℓ∞(K), F(Qn), también es acotado enℓ∞(K) para
cadan ∈ N. Supongamos que para cadan ∈ N podemos encontrar una funciónHn sobreQn que
es constante en cada conjunto de una buena partición deQn y d(F |Qn,Hn) ≤ 3a/2+ 2b. Por la
Proposición 1.5.2 (ii), la funciónH dada porH(x) = Hn(x) cuandox∈ Qn, es constante en cada
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conjunto de una buena partición deX. Por lo tanto, por la Proposición 4.1.4,H ∈ B1(X,C(K))
y ‖F −H‖∞ ≤ 3a/2+ 2b. Esto termina la prueba. Por lo tanto, a partir de ahora suponemos que
F(X) es acotada enℓ∞(K).

Para cadax∈ X, por el Teorema 1.1.9, existegx ∈C(K) con‖F(x)−gx‖∞ < a/2. Definamos
la aplicaciónG : X →C(K) comoG(x) = gx. Entonces para cada(x,k) ∈ X×K,

|F(x)(k)−G(x)(k)| ≤ a/2. (4.10)

ComoX es métrico, es en particular paracompacto, y por lo tanto, por el Lema 1.2.17 yel Teore-
ma 1.2.18 tenemos que todo cubrimiento abierto (y en particular una base de la topología) admite
un refinamientoσ -discreto abierto. En particular tenemos que existe una baseσ -discretaU para
la topología deX, es decir,U =

⋃

{Un : n ∈ N} donde cadaUn es una familia discreta de sub-
conjuntos abiertos no vacíos deX. Para cadaU ∈ U , elijamosxU ∈U . Para cadan definamos la
funciónGn :

⋃

Un →C(K) comoGn(x) = G(xU) parax∈U ∈ Un. El dominio deGn es
⋃

Un.
Fijemos ahorax∈ X. Para cadap∈N, existe unnp ∈N tal quex∈Up ⊂ B(x,1/p) para algún

Up ∈ Unp. Para cadak ∈ K, se tiene que oscπk ◦ F < b′, y por lo tanto, existepk ∈ N tal que
diam(πk ◦F(B(x,1/pk))) < b′. Si p > pk, comoUp ⊂ B(x,1/p),

diam
(

(πk ◦F)(Up)
)

≤ diam
(

(πk ◦F)
(

B(x,1/p)
)

)

≤ diam
(

(πk ◦F)
(

B(x,1/pk)
)

)

< b′. (4.11)

Además comox,xUp ∈Up, por (4.10) y (4.11) tenemos que

|Gnp(x)(k)−F(x)(k)| = |G(xUp)(k)−F(x)(k)| ≤

≤ |G(xUp)(k)−F(xUp)(k)|+ |F(xUp)(k)−F(x)(k)| < a/2+b′.

Esto muestra que para cadak ∈ K, |Gnp(x)(k)−F(x)(k)| < a/2+ b′ eventualmente parap. Co-
mo osc(Gnp(x)−F(x)) = oscF(x) < a, d(Gnp(x)−F(x),C(K)) < a/2. Aplicando ahora el Teo-
rema 2.7.1 obtenemos que existe una combinación convexa con coeficientes racionalesH de
{Gnp : p ∈ N} tal que‖H(x)−F(x)‖∞ < 3a/2+ b. Sea{Hm : m∈ N} una enumeración de las
combinaciones convexas con coeficientes racionales de{Gn : n∈ N}. Entonces, como hemos vis-
to antes, para cadax∈ X existem∈ N tal que‖Hm(x)−F(x)‖∞ ≤ 3a/2+b. Param∈ N, sea

Am := {x∈ X : Hm(x) está definido y‖Hm(x)−F(x)‖∞ ≤ 3a/2+b}.

Entonces
⋃

{Am : m∈ N} = X. Por construcción, existeVm una familia discreta de abiertos no
vacíos tales que

⋃

Vm = dom(Hm) y tal queHm es constante enV para cadaV ∈ Vm. Denotemos
hV

m ∈C(K) el valor constante deHm enV. Entonces

Am =
⋃
{

V ∩{x : ‖F(x)−hV
m‖∞ ≤ 3a/2+b} : V ∈ Vm

}

.

Pongamos
Bm :=

⋃
{

V ∩{x : ‖F(x)−hV
m‖∞ ≤ 3a/2+b} : V ∈ Vm

}

.
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ComoVm es una familia discreta de abiertos enX, Bm es la intersección de un abierto y un
cerrado enX por el Lema 1.2.2. De aquí obtenemos queBm es a la vez un conjuntoGδ y Fσ ya
queX es métrico.

Finalmente, definamosL : X → ℓ∞(K) como

L(x) := Hm(x) si x∈Cm = Bm\
⋃

k<m

Bk.

Claramente tenemos que cadaCm es un conjuntoFσ . Por lo tanto,{Cm : m∈ N} es una buena
partición por la Proposición 1.5.2 (iii). Obsérvese que relativo aCm, Cm es la unión de una familia
discreta{V ∩Cm : V ∈ Vm} de conjuntos abiertos (y por lo tantoFσ ) y Hm toma valores enC(K)
y es constante en cadaV ∩Cm. Así que por la Proposición 1.5.2 (ii),L toma valores enC(K) y
es constante en cada conjunto de una buena partición deX. Por lo tanto, por la Proposición 4.1.4,
L ∈ B1(X,C(K)).

Sólo nos queda probar que‖L−F‖∞ ≤ 3a/2+2b. Para ello, sólo tenemos que probar que si

x0 ∈ {x : ‖F(x)−hV
m‖∞ ≤ 3a/2+b}, (4.12)

entonces‖F(x0)−hV
m‖∞ ≤ 3a/2+2b.

Fijemosk∈ K. Como osc(πk ◦F) < b, tenemos que existe un entorno abiertoU0 dex0 tal que
diam(πk ◦F(U0)) < b. Por (4.12), existex∈U0 tal que‖F(x)−hV

m‖∞ ≤ 3a/2+b así que

|F(x0)(k)−hV
m(k)| ≤ |F(x0)(k)−F(x)(k)|+ |F(x)(k)+hV

m(k)|

≤ b+3a/2+b = 3a/2+2b.

Como esto es cierto para todok∈ K, ‖F(x0)−hV
m‖∞ ≤ 3a/2+2b.

En particular, siE es un espacio de Banach yK = (BE∗ ,w∗), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.3 ([ACN]) . Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y F: X → E∗∗ una
función, entonces

d(F,B1(X,E)) ≤ (3/2)sup
x∈X

osc(F(x))+2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦F),

donde estamos considerando F(x) como una función en(BE∗ ,w∗).

Demostración.En la prueba del Teorema 4.3.2, siK = (BE∗ ,w∗), por la Proposición 3.1.3 pode-
mos elegirgx ∈ E, y así, si seguimos la prueba llegamos a que

d(F,B1(X,E)) ≤ (3/2)sup
x∈X

osc(F(x))+2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦F).

Corolario 4.3.4 ([ACN]) . Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y F: X → E una
función, entonces

d(F,B1(X,E)) ≤ 2 sup
x∗∈BE∗

osc(x∗ ◦F).
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Obsérvese que el Teorema 4.3.2 y sus Corolarios 4.3.3 y 4.3.4 son extensiones del Teore-
ma 4.3.1. Veamos ahora algunas consecuencias del Teorema 4.3.2. En el siguiente corolario vamos
a utilizar que las funciones de la primera clase de Baire sobre un espacio deBaireX y con imagen
en un espacio métrico separable son continuas en un subconjuntoGδ denso deX. Introduzcamos
primero alguna notación que usaremos de aquí en adelante. Si tenemos unafunción f : X×Y →R,
denotemos porfx : Y → R y f y : X → R a las funciones dadas por

fx(y) = f (x,y) = f y(x)

para cada(x,y) ∈ X ×Y. A la función f , también asociamos la funciónF : X → RY dada por
F(x) = fx para cadax∈ X. Cuando hablamos de oscilación deF , está calculada con respecto a la
métrica uniforme sobreRY.

Corolario 4.3.5. Sea X un espacio métrico completo, K un espacio compacto y f: X ×K → R
una función. Entonces existe un conjuntoGδ denso D⊂ X tal que para cada x∈ D

osc(F,x) ≤ 3sup
x∈X

osc( fx)+4sup
k∈K

osc( f k)

donde F: X → RK es la función definida por F(x) = fx.

Demostración.Seaa = (3/2)supx∈X osc( fx)+2supk∈K osc( f k) y supongamos quea < +∞. Por
el Teorema 4.3.2,d(F,B1(X,C(K))) ≤ a. Fijemosε > 0, entonces existeG∈ B1(X,C(K)) tal que
‖F −G‖∞ < a+ ε/4. ComoX es un espacio de Baire, existe un conjuntoGδ densoDε ⊂ X tal
queG es continua enx para todox∈ Dε . Fijemos ahorax∈ Dε . Entonces podemos encontrar un
entornoU dex tal que diamG(U) < ε/2, y por lo tanto siy,z∈U ,

‖F(y)−F(z)‖∞ ≤

≤ ‖F(y)−G(y)‖∞ +‖G(y)−G(z)‖∞ +‖G(z)−F(z)‖∞ <

< a+
ε
4

+
ε
2

+a+
ε
4

= 2a+ ε.

Así que osc(F,x) ≤ 2a+ ε. Sea ahoraD =
⋂

{D1/n : n∈ N}. EntoncesD sigue siendo un subcon-
juntoGδ denso deX, y para cadax∈ D, osc(F,x) ≤ 2a.

Viendo el corolario anterior parece natural plantearse que podríamos decir de la oscilación de
la función f en cada punto(x,k) ∈ D×K. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.3.6. Sea X un espacio topológico, K un espacio compacto y f: X×K → R una función.
Entonces para cada x∈ X,

osc(F,x) ≤ sup
k∈K

osc( f ,(x,k)) ≤ 2osc(F,x)+osc( fx).

Demostración.Probemos la primera desigualdad. Supongamos quea = supk∈K osc( f ,(x,k)) es
finito y fijemosε > a. Entonces para cadak∈ K, existe un entorno abiertoUk dex y Vk dek tal que
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diamf (Uk×Vk) < ε. Como{Vk : k∈K} es un cubrimiento abierto del espacio compactoK, existen
k1,k2, . . . ,kn tales que la familia{Vki : 1≤ i ≤ n} cubreK. PongamosU =

⋂n
i=1Uki . EntoncesU es

un entorno abierto dex. Elijamosx′,x′′ ∈U y k∈ K. Entonces existei ∈ {1, . . . ,n} tal quek∈Vki .
Como(x′,k),(x′′,k) ∈Uki ×Vki y diamf (Uki ×Vki ) < ε entonces

| f (x′,k)− f (x′′,k)| < ε

y como podemos hacer esto para todok∈ K entonces

d(F(x′),F(x′′)) ≤ ε

así que osc(F,x) ≤ ε. Podemos hacer esto para todoε > a así que la primera desigualdad queda
probada.

Para la segunda desigualdad, supongamos que tanto osc(F,x) como osc( fx) son finitas y eli-
jamosε > osc(F,x) y δ > osc( fx). Tenemos que probar que osc( f ,(x,k)) ≤ 2ε + δ parak ∈ K
fijo. Como osc(F,x) < ε existe un entornoU de x tal qued( fx, fy) < ε para caday ∈ U . Por
otro lado, como osc( fx) < δ , existe un entornoV de k tal que diamfx(V) < δ . Entonces, para
(x′,k′),(x′′,k′′) ∈U ×V

| f (x′,k′)− f (x′′,k′′)| ≤ | f (x′,k′)− f (x,k′)|+ | f (x,k′)− f (x,k′′)|+ | f (x,k′′)− f (x′′,k′′)|

< ε +δ + ε = 2ε +δ

y por lo tanto osc( f ,(x,k)) ≤ 2ε +δ .

El lema anterior es una extensión del siguiente resultado básico.

Corolario 4.3.7. Sea X un espacio topológico, K un espacio compacto y f: X ×K → R una
función separadamente continua. Sea F: X →C(K) la función definida como F(x) = fx. Si x∈ X
entonces F: X → (C(K),‖ · ‖∞) es continua en x si, y sólo si, f es continua en cada punto de
{x}×K.

Corolario 4.3.8 ([ACN]) . Sea X un espacio métrico completo, sea K un espacio compacto y sea
f : X ×K → R una función. Entonces existe un conjuntoGδ denso D⊂ X tal que para cada
(y,k) ∈ D×K

osc( f ,(y,k)) ≤ 7sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

Demostración.Aplicar el Corolario 4.3.5 y el Lema 4.3.6.

Obsérvese que en la Sección 4.4, se obtendrá el Corolario 4.3.8 en un caso más general y con
mejores constantes. El Corolario 4.3.8 es una versión cuantitativa del teorema clásico de Namioka
sobre continuidad separada:

Corolario 4.3.9(Namioka,[Nam74]). Sea X un espacio métrico completo, K un espacio compacto
y sea f: X×K → R una función separadamente continua. Entonces existe un conjuntoGδ denso
D ⊂ X tal que f es continua en cada(x,k) ∈ D×K.
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4.4 Juegos y oscilaciones separadas en aplicaciones de dos variables

El Corolario 4.3.9 es una respuesta a una pregunta más general del tipo:¿para qué espacios de
BaireX y espacios compactosK, se cumple la afirmaciónN(X,K)?

N(X,K): Si f : X ×K → R es separadamente continua, es decir
fx y fk son continuas para cada(x,k) ∈ X×K, entonces para algún
conjunto Gδ denso D de X, la función f es continua (en la topología
producto X×K) en cada punto(x,k) ∈ D×K.

Definición 4.4.1. Se dice que un espacio de Baire X tiene la propiedadN si N(X,K) se cum-
ple para todo espacio compacto K, y similarmente, se dice que un espacio compacto K tiene la
propiedadN ∗ si N(X,K) se cumple para todo espacio de Baire X.

El Corolario 4.3.9 nos dice que los espacios métricos completos tienen la propiedadN , y
el Corolario 4.3.8 es una versión cuantitativa deN . Como comentamos más adelante, ejemplos
de espacios con la propiedadN son los espacios numerablementeČech-completos [Nam74] y
ejemplos de espacios con la propiedadN ∗ son los compactos de Valdivia [DG93]. En esta sección
vamos a estudiar versiones cuantitativas de las propiedadesN y N ∗ para clases de espacios
más grandes con la propiedadN o N ∗. Estos espacios están definidos en términos de juegos
topológicos así que empezamos la sección definiendo estos juegos.

Los juegos que vamos a considerar son juegos infinitos para dos jugadores, α y β , y los
movimientos de los jugadores se van alternando. Eltableroes un espacio topológicoX. El juego
de Banach-MazurG (X) en X se juega así: primeroβ elige un conjunto abierto no vacíoU0 en
X (la jugada 0 deβ ). Entoncesα elige un subconjunto abierto no vacíoV0 deU0 (la jugada 0 de
α). Inductivamente, la jugadan de β es un subconjunto abierto no vacíoUn ⊂ Vn−1 seguido de
la jugadan deα que es un subconjunto abierto no vacíoVn ⊂ Un. El jugadorα gana el juego si
⋂

{Vn : n∈ N} =
⋂

{Un : n∈ N} 6= /0. En caso contrarioβ gana.
Una estrategiasparaα en el juegoG (X) es una regla que determina las jugadas deα en cada

turno dependiendo del desarrollo del juego en cada momento. En otras palabras, la jugadan deα
Vn estará dado porVn = s(U0,U1, ...,Un), dondeUi+1 ⊂ s(U0,U1, ...,Ui) parai ∈ {0,1, ...,n−1}.
Se dice que la estrategias es ganadora siα gana siempre que use la estrategias. Intercambiando
papeles se define de forma similar una estrategia paraβ .

Definición 4.4.2. Se dice que un espacio topológico X es un espacioα-favorable siα tiene una
estrategia ganadora en el juegoG (X). Se dice que el espacio esβ -desfavorable siβ no tiene una
estrategia ganadora.

Proposición 4.4.3([Oxt57]). Un espacio topológico X esβ -desfavorable si, y sólo si, X es un
espacio de Baire.

Demostración.Veamos primero que siX no es un espacio de Baire, entoncesβ tiene una estrategia
ganadora. SeaU0 un conjunto abierto y sea(Gn)n una sucesión de abiertos densos enX tales que

∞
⋂

n=1

Gn∩U0 = /0.
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El primer movimiento deβ seráU0. Si la respuesta deα es un abiertoV0 ⊂ U0 se tiene que
V0∩G1 6= /0. Por lo tantoβ puede jugar ahoraU1 = V0∩G1 ⊂ V0. Continuamos por recurrencia.
Si α juegaVn se tendrá queVn∩Gn+1 6= /0 y entonces podemos tomar la jugadan+1 deβ como
Un+1 = Vn∩Gn+1 ⊂Vn. Claramente tenemos que

∞
⋂

n=1

Un ⊂
∞
⋂

n=1

Gn∩U0 = /0

así que la estrategia definida es una estrategia ganadora paraβ .

SeaX un espacio de Baire y razonando por contradicción supongamos queβ tiene una es-
trategia ganadorat. Vamos a construir un conjuntoS definiendo los elementos que lo forma por
inducción. Consideremos primero que /0∈ S. Supongamos que(U0,V0, . . . ,Un−1,Vn−1) ∈ S. En-
tonces

(U0,V0, . . . ,Un−1,Vn−1, t(V0, . . . ,Vn−1)) ∈ S.

Supongamos ahora quep = (U0,V0, . . . ,Un−1,Vn−1,Un) ∈ S. Por el Lema de Zorn podemos tomar
Vp una familia maximal de conjuntos abiertosVn ⊂Un tales que

{t(V0, . . . ,Vn−1,Vn) : Vn ∈ Vp}

es una familia disjunta. Entonces(U0,V0, . . . ,Un−1,Vn−1,Un,Vn) ∈ Spara todoVn ∈ Vp. Con esto
queda construido el conjuntoS. Por la maximilidad de la familiaVp tenemos que

Up = {Un+1 : (U0, . . . ,Un,Vn,Un+1) ∈ S}

es una familia disjunta de conjuntos tales que∪Up es denso enUn. Sea ahora

Wn =
⋃

{Un : existe(U0, . . . ,Vn−1,Un) ∈ S}.

Wn es un conjunto abierto y denso enU0. Supongamos que∩nWn 6= /0 y tomemosx∈ ∩nWn. Como
x∈W1, existenV0,U1 tales que

(U0,V0,U1) ∈ S

y x∈U1. Supongamos que tenemos que

(U0,V0, . . . ,Un) ∈ S

y x∈Un. Utilizando quex∈Wn+1 podremos encontrarUn+1,Vn+1 tales que

(U0,V0, . . . ,Un,Vn+1,Un+1) ∈ S

y x∈Un+1. Por inducción hemos encontrado una sucesiónU0,V0, . . . ,Un,Vn tal que

x∈
⋂

Un 6= /0
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y
Un = t(V0, . . . ,Vn−1)

para todon∈ N pero esto es imposible por sert una estrategia ganadora. Por lo tanto∩nWn = /0
por lo que podemos deducir queU0 no es un espacio de Baire. Por otro lado,U0 es un subconjunto
abierto de un espacio de Baire y por lo tanto es un espacio de Baire con lo que llegamos a una
contradicción.

Consideremos ahora el juegoGσ (X), que es una variación debida a Christensen [Chr81], del
juego de Banach-Mazur. Igual que antes los jugadoresα y β juegan de forma alternativa em-
pezandoβ . Las jugadas paraβ son las mismas, es decir, en la jugadan el jugadorβ elige
un conjunto abierto no vacíoUn ⊂ Vn−1. La jugadan de α consiste en un par(Vn,xn) donde
Vn es un subconjunto abierto no vacío deUn y xn ∈ X. El jugadorα gana el juegoGσ (X) si
⋂

{Vn : n∈ N} =
⋂

{Un : n∈ N} contiene un punto de aglomeración de la sucesión(xn)n, en caso
contrario ganaβ . Una estrategia en el juegoGσ (X) está definida de forma análoga que en el juego
G (X).

Definición 4.4.4. Se dice que un espacio topológico X esσ -β -desfavorable siβ no tiene una
estrategia ganadora en el juegoGσ (X).

Observación 4.4.5.Obsérvese que de la Proposición 4.4.3 se obtiene de forma inmediata que los
espaciosσ -β -desfavorables son espacios de Baire.

Veamos ahora algunos ejemplos de espaciosσ -β -desfavorables. Los espacios de Baire sepa-
rables son espaciosσ -β -desfavorables (Saint-Raymond [SR83]). Se dice que un espacio comple-
tamente regularX es numerablementěCech-completo (o fuertemente numerablemente completo)
si existe una sucesión{Un : n ∈ N} de cubrimientos abiertos deX tales que

⋂

{Fn : n ∈ N} 6= /0
cada vez que{Fn : n∈ N} sea una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados deX tales que
Fn está contenido en algún miembro deUn para cadan. Christensen [Chr81] demostró que los es-
pacios numerablementěCech-completos sonσ -β -desfavorables. En particular, los espaciosČech-
completos sonσ -β -desfavorable. Por lo tanto, los espacios localmente compactos y los espacios
métricos completos sonσ -β -desfavorables.

Generalizando un resultado de Christensen, Saint-Raymond [SR83] demostró que los espacios
σ -β -desfavorables tienen la propiedadN . Más tarde, Bouziad [Bou90] dio una prueba más ele-
gante y corta. Usando las ideas de Bouziad, en el siguiente teorema damos una versión cuantitativa
del resultado de Saint-Raymond.

Teorema 4.4.6([ACN]) . Sea f: X×K → R una aplicación, donde X es un espacioσ -β -desfa-
vorable y K es un espacio compacto. Entonces existe un conjunto Gδ denso D de X tal que para
cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+8sup
k∈K

osc( f k).

Demostración.Seab = supk∈K osc( f k), c = supx∈X osc( fx) y sear = 6c+8b. Supongamos quer
es finito, ya que en caso contrario el resultado sería cierto de forma trivial. Paran∈ N, sea

An := {x∈ X : osc( f ,(x,k)) < r +1/n para cadak∈ K}.
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Como la oscilación es una aplicación superiormente semicontinua yK es compacto, se tiene que
An es un conjunto abierto.

Veamos ahora que cada conjuntoAn es denso en X por contradicción. Supongamos que para
algúnp∈ N, Ap 6= X. Vamos a definir una estrategias para el jugadorβ en el juegoGσ (X). Sea
primeroU0 := s( /0) = X \Ap. Inductivamente supongamos que(V0,a0),(V1,a1), ...,(Vn−1,an−1)
han sido jugados porα . Debemos definir ahora la respuesta deβ

Un := s((V0,a0),(V1,a1), ...,(Vn−1,an−1)).

Primero elijamosxn ∈Vn−1. Comoxn 6∈ Ap, existekn ∈ K tal que

osc( f ,(xn,kn)) ≥ r +1/p. (4.13)

Elijamos un conjunto abiertoOn deX tal quexn ∈ On ⊂Vn−1 y

diamf (On,kn) < b+1/n. (4.14)

Para cadax ∈ X, como oscfx ≤ c, la Observación 1.1.10 nos permite elegirgx ∈ C(K) tal que
d( fx,gx) ≤ c/2. Definamos ahora la aplicacióng : X×K → R porg(x,k) = gx(k). Claramente

| f (x,k)−g(x,k)| ≤ c/2 para (x,k) ∈ X×K. (4.15)

Tomemos ahora

Wn := {k∈ K : |g(ai ,kn)−g(ai ,k)| < 1/n para i = 0,1, ...,n−1}. (4.16)

Comogai es una función continua parai = 0,1, ...,n− 1, Wn es un entorno abierto dekn en K.
Por (4.13), existe un punto(x′n,k

′
n) ∈ On×Wn tal que

| f (xn,kn)− f (x′n,k
′
n)| > r/2+1/(3p). (4.17)

En caso contrario osc( f ,(xn,kn)) ≤ r + 2/(3p). Elijamos un conjunto abiertoUn en X tal que
x′n ∈Un ⊂ On y

diamf (Un,k
′
n) < b+1/n. (4.18)

EsteUn es la jugadan deβ . Como el espacioX esσ -β -desfavorable, la estrategias paraβ no es
una estrategia ganadora. Por lo tanto existe una jugada ganadora paraα contra la estrategias de
β . Sea(V0,a0),(V1,a1), ...,(Vn,an), ... una jugada de este tipo paraα . Entonces la sucesión(an)n

tiene un punto de aglomeracióna∈
⋂∞

n=0Un. Sea(k∞,k′∞) un punto de aglomeración de la sucesión
(kn,k′n)n.

Comok′n ∈Wn por (4.16) tenemos que

|g(ai ,kn)−g(ai ,k
′
n)| < 1/n para 0≤ i < n
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y entonces, comogai es una aplicación continua

g(ai ,k∞) = g(ai ,k
′
∞) para cada i ∈ N. (4.19)

Por (4.17)

r/2+1/(3p) < | f (xn,kn)− f (x′n,k
′
n)|

≤ | f (xn,kn)− f (a,kn)|+ | f (a,kn)− f (a,k′n)|+ | f (a,k′n)− f (x′n,k
′
n)|.

Comoxn,a∈ On y x′n,a∈ Un, por (4.14) y (4.18) el primer y tercer término del último miembro
de la última desigualdad son menores queb+1/n. Por lo tanto tenemos

r/2+1/(3p) < | f (a,kn)− f (a,k′n)|+2b+2/n
(4.15)
≤ |g(a,kn)−g(a,k′n)|+c+2b+2/n

para cadan. Comoga es continua, tenemos que

r/2+1/(3p) ≤ c+2b+ |g(a,k∞)−g(a,k′∞)|. (4.20)

Por nuestra definición deb, existe un entorno abiertoG dea enX tal que

diamf (G,k∞) < b+1/(6p) y diamf (G,k′∞) < b+1/(6p). (4.21)

Como a es un punto de aglomeración de la sucesión(an)n, ai ∈ G para algúni. Por lo tanto
usando (4.19) y (4.15) se tiene que

|g(a,k∞)−g(a,k′∞)|
(4.19)
≤ |g(a,k∞)−g(ai ,k∞)|+ |g(ai,k

′
∞)−g(a,k′∞)|

(4.15)
≤ | f (a,k∞)− f (ai ,k∞)|+ | f (ai,k

′
∞)− f (a,k′∞)|+2c

(4.21)
< 2c+2b+1/(3p).

Combinando esta desigualdad con (4.20), tenemos que

r/2+1/(3p) < 3c+4b+1/(3p),

de donde concluimos quer < 6c+ 8b, contradiciendo la definición der. Esto demuestra queAn

es denso para cadan. SeaD =
⋂

{An : n ∈ N}. Como comentamos en la observación 4.4.5, los
espaciosσ -β -desfavorables son espacios de Baire, y por lo tanto,D es subconjuntoGδ densoX.
Por la definición deAn, está claro queD tiene la propiedad que buscábamos.

Corolario 4.4.7 ([ACN]) . Sean X y K como en el teorema anterior y sea F: X → C(K) una
aplicación. Entonces existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que para cada x∈ D,

osc(F,x) ≤ 8sup
k∈K

osc(πk ◦F),

donde la aplicaciónπk : C(K) → R está dada por h h(k).
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Demostración.Aplicando el Teorema 4.4.6 a la aplicaciónf : X ×K → R que está definida por
f (x,k) = F(x)(k) obtenemos un subconjuntoGδ densoD deX tal que

osc( f ,(y,k)) ≤ 8sup
k∈K

osc(πk ◦F)

para todo(y,k) ∈ D×K. La conclusión se consigue aplicando el Lema 4.3.6.

Corolario 4.4.8 ([ACN]) . Sea X un espacio normalσ -β -desfavorable, sea K un espacio compac-
to y sea f: X×K → R una aplicación. Entonces existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que
para cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 6sup
x∈X

osc( fx)+7sup
k∈K

osc( f k).

Demostración.Seac= supx∈X osc( fx) y b= supk∈K osc( f k). Asumamos queb es finito, ya que en
otro caso el resultado es cierto. Por la Observación 1.1.10, para cadak∈K, existegk ∈C(X) tal que
d( f k,gk) ≤ b/2. Definamos ahora la aplicacióng : X×K → R comog(x,k) = gk(x). Claramente
| f (x,k)−g(x,k)| ≤ b/2 para(x,k) ∈ X×K. Esto hace que las oscilaciones def , fx, f k y g,gx,gk

difieran como muchob respectivamente. Aplicando el Teorema 4.4.6 a la aplicacióng obtenemos
que existe un subconjuntoGδ densoD deX tal que para cada(x,k) ∈ D×K,

osc(g,(x,y)) ≤ 6sup
x∈X

osc(gx)+8sup
k∈K

osc(gk) ≤ 6(c+b)+8·0.

De aquí se tiene que para dicho(x,k),

osc( f ,(x,k)) ≤ osc(g,(x,k))+b≤ 6(c+b)+b = 6c+7b.

Observemos que las hipótesis del corolario previo y el Teorema 4.4.6 son muy similares. La
única diferencia es que en el corolario se añade la normalidad deX. Esta hipótesis extra tiene
el efecto de mejorar la conclusión ligeramente. Como hemos comentado anteriormente, los espa-
cios métricos completos cumplen las hipótesis del Corolario 4.4.8. Así que este resultado es una
generalización de nuestro Corolario 4.3.8 con mejores estimaciones.

Vamos a introducir ahora otro juego. SeaY un espacio topológico y seaL un subconjunto
denso deY×Y. El juegoG (∆,L,Y) se define como sigue. Primero el jugadorα elige un entorno
abiertoW0 de la diagonal∆ enY×Y y el jugadorβ elige un punto(a0,b0) ∈W0∩L. En la jugada
n, α elige un entorno abiertoWn de∆ y β elige un punto(an,bn) ∈Wn∩L. El jugadorα gana si
para cada entornoW de∆, (an,bn) ∈W para infinitosn∈ N. En el casoL = Y×Y, este juego fue
definido y usado por Bouziad [Bou90]. Este juego es una variación deljuego definido previamente
por Gruenhage [Gru84].

Definición 4.4.9. Sea Y un espacio topológico y L un subconjunto denso de Y×Y. Se dice que Y
esG (∆,L)-α-favorable siα tiene una estrategia ganadora en el juegoG (∆,L,Y).
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Bouziad [Bou90] probó que los espacios compactosG (∆,L)-α-favorables tienen la propiedad
N ∗. A continuación damos una versión cuantitativa de este hecho.

Teorema 4.4.10([ACN]) . Sea X un espacio de Baire y sea K un espacio compactoG (∆,L)-α-fa-
vorable para algún conjunto denso L de K×K. Supongamos que f: X×K →R es una aplicación
tal que fx ∈C(K) para cada x∈ X. Entonces existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que para
cada(x,k) ∈ D×K,

osc( f ,(x,k)) ≤ 6sup
k∈K

osc( f k).

Prueba del Teorema.Empezamos aislando la siguiente parte técnica de la prueba como lema para
futuros comentarios y uso.

Lema 4.4.11([ACN]) . Bajo las hipótesis del Teorema 4.4.10, si tomamos b= supk∈K osc( f k) y
para algún r> 0 y p∈ N,

A = {x∈ X : osc( f ,(x,k)) < r +
1
p

para cada k∈ K}

es no denso, entonces existe una sucesión(kn,k′n)n en L y a∈ X tales que para cada entorno
abierto W de∆, (kn,k′n) ∈W para infinitos n∈ N y

r/2+1/(3p) < 3b+3/n+ | f (a,kn)− f (a,k′n)| para todo n∈ N. (4.22)

Prueba del Lema.Como la oscilación es una aplicación superiormente semicontinua yK es com-
pacto se tiene queA es abierto. Supongamos queA 6= X. Supongamos ahora queα y β juegan a
los juegosG (X) y G (∆,L,K) simultáneamente. Seas la estrategia ganadora paraα enG (∆,L,K),
vamos a definir una estrategiat paraβ enG (X) paso a paso.

SeaU0 = t( /0) := X \A y sea(k0,k′0) ∈W0∩L la jugada 0 deβ en el juegoG (∆,L,K), donde
W0 = s( /0). Supongamos que estamos en la jugada(n− 1). Los movimientos deβ en el juego
G (∆,L,K) son (k0,k′0),(k1,k′1), ...,(kn−1,k′n−1). En el juegoG (X), α ha jugadoV0,V1, ...,Vn−1.
Debemos definir la jugadan deβ que será de la formaUn = t(V0,V1, ...,Vn−1). Primero elijamos
xn ∈Vn−1. Comoxn 6∈ A, existeyn ∈ K tal que

osc( f ,(xn,yn)) ≥ r +1/p. (4.23)

Por definición deb, existe un conjunto abiertoOn enX tal quexn ∈ On ⊂Vn−1 y

diamf (On,yn) < b+1/n. (4.24)

El conjuntoWn := s((k0,k′0),(k1,k′1), ...,(kn−1,k′n−1)) es un entorno abierto de∆. Definamos

Gn := {y∈ K : (yn,y) ∈Wn}. (4.25)

EntoncesGn es un entorno abierto deyn enK. Por (4.23), existe(x′n,y
′
n) ∈ On×Gn tal que

| f (xn,yn)− f (x′n,y
′
n)| > r/2+1/(3p). (4.26)
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Comoxn,x′n ∈ On, tenemos por (4.24) que

| f (xn,yn)− f (x′n,yn)| < b+1/n. (4.27)

Comoy′n ∈Gn, por (4.25)(yn,y′n)∈Wn. ComoWn∩L es denso enWn y f es continua en la segunda
variable cuando fijamos la primera variable, (4.26) y (4.27) siguen valiendocuando reemplazamos
(yn,y′n) por cierto(kn,k′n) ∈Wn∩L. Por lo tanto tenemos que

| f (xn,kn)− f (x′n,k
′
n)| > r/2+1/(3p) (4.28)

y
| f (xn,kn)− f (x′n,kn)| < b+1/n. (4.29)

Tomemos entonces(kn,k′n) el movimienton deβ en el juegoG (∆,L,K).
Finalmente, existe un conjunto abiertoUn enX tal quex′n ∈Un ⊂ On y

diamf (Un,kn) < b+1/n y diamf (Un,k
′
n) < b+1/n. (4.30)

Definamos entoncest(V0,V1, ...,Vn−1) := Un. Esto completa la definición det. Como X es un
espacio de Baire,t no es una estrategia ganadora paraβ , Proposición 4.4.3. Tomemos entonces
V0,V1, ...,Vn, ... una jugada ganadora paraα contra la estrategiat de β . En tal caso tenemos que
existe un elemento

a∈
∞
⋂

n=0

Vn =
∞
⋂

n=0

Un.

Por (4.28),

r/2+1/(3p) < | f (xn,kn)− f (x′n,k
′
n)| ≤ | f (xn,kn)− f (x′n,kn)|

+| f (x′n,kn)− f (a,kn)|+ | f (a,kn)− f (a,k′n)|+ | f (a,k′n)− f (x′n,k
′
n)|.

Usando (4.29) y (4.30) dos veces, tenemos que para cadan∈ N,

r/2+1/(3p) < 3b+3/n+ | f (a,kn)− f (a,k′n)|.

Comoses una estrategia ganadora para el juegoG (∆,L,K), (kn,k′n) ∈W para infinitosn∈N.

Continuación de la prueba del Teorema 4.4.10:Seab= supk∈K osc( f k) y r = 6b. Para cadan∈N,
sea

An := {x∈ X : osc( f ,(x,k)) < r +1/n para cadak∈ K}.

Vamos a mostrar por contradicción queAn es denso enX para cadan∈ N. Supongamos que para
algúnp, Ap 6= X. Entonces, por el Lema 4.4.11, existe una sucesión(kn,k′n)n enL y a∈ X tal que
para cada entornoW de∆, (kn,k′n) ∈W para infinitosn∈ N y

r/2+1/(3p) < 3b+3/n+ | f (a,kn)− f (a,k′n)| para cada n∈ N.



••166 Distancia a espacios de funciones de la primera clase de Baire

Sea
W := {(k,k′) ∈ K×K : | f (a,k)− f (a,k′)| < 1/(6p)}.

El conjuntoW es abierto así que podemos tomarn > 18p con(kn,k′n) ∈W. Entonces

r/2+1/(3p) < 3b+1/(6p)+1/(6p) = 3b+1/(3p)

lo que implica quer < 6b contradiciendo la definición der. Esto prueba queAn es denso en
X para cadan ∈ N. ComoX es un espacio de Baire,D :=

⋂∞
n=1An cumple las condiciones del

teorema.

Observación 4.4.12.En el Lema 4.4.11, si L= K ×K, entonces la prueba es más simple, la
condición fx ∈ C(K) para cada x∈ X no es necesaria y la desigualdad(4.22)puede mejorarse.
Efectivamente, bajo las hipótesis L= K×K, la sucesión(yn,y′n) puede tomarse igual que(kn,k′n).
Haciendo esto, la desigualdad(4.22)se puede reemplazar por

r/2+1/(3p) < 2b+2/n+ | f (a,kn)− f (a,k′n)|.

El siguiente corolario se prueba usando el Teorema 4.4.10 de la misma forma que el Corola-
rio 4.4.7 se obtiene del Teorema 4.4.6.

Corolario 4.4.13([ACN]) . Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compactoG (∆,L)-α-fa-
vorable para algún subconjunto denso L de K×K, y sea F: X →C(K) una aplicación. Entonces
existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que para cada x∈ D, osc(F,x) ≤ 6supk∈K osc(πk◦F).

Corolario 4.4.14([ACN]) . Sea X un espacio de Baire, sea K un espacio compactoG (∆,L)-α-fa-
vorable para algún subconjunto denso L de K×K, y sea f: X×K →R una aplicación. Entonces
existe un subconjunto Gδ denso D de X tal que para cada(y,k) ∈ D×K se tiene que

osc( f ,(y,k)) ≤ 7sup
x∈X

osc( fx)+6sup
k∈K

osc( f k).

Demostración.Seac = supx∈X osc( fx) y b = supk∈K osc( f k). De nuevo suponemos quec y b
son finitos ya que en caso contrario el resultado es inmediato. Por la Observación 1.1.10, para
cadax ∈ X, existegx ∈ C(K) tal qued( fx,gx) ≤ c/2. Definamos entoncesg : X ×K → R como
g(x,k) = gx(k). Entonces| f (x,y)− g(x,k)| ≤ c/2 para cada(x,k) ∈ X ×K. Al igual que en la
prueba del Corolario 4.4.8, las oscilaciones def , fx, f k y g,gx,gk difieren respectivamente como
muchoc. Por el Teorema 4.4.10, existe un subconjuntoGδ densoD deX tal que

osc(g,(x,k)) ≤ 6sup
k∈K

osc(gk) ≤ 6(b+c)

para cada(x,k) ∈ D×K. Por lo tanto, para cada(x,k) ∈ D×K,

osc( f ,(x,k)) ≤ osc(g,(x,k))+c≤ 6(b+c)+c = 7c+6b.
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En los siguientes dos resultados consideramos el casoL = K ×K. En particular, dichos resul-
tados serán validos cuandoK sea un compacto de Corson, véase Corolario 4.4.19. Observemos
que las desigualdades obtenidas en estos resultados son mejores que en el caso más general.

Teorema 4.4.15([ACN]) . Sea K en espacio compactoG (∆,K×K)-α-favorable, sea X un espacio
de Baire y sea f: X×K → R una aplicación. Entonces existe un subconjunto Gδ denso D de X
tal que para cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 2sup
x∈X

osc( fx)+4sup
k∈K

osc( f k).

Demostración.Seac = supx∈X osc( fx), b = supk∈K osc( f k) y r = 2c+4b. Para cadan∈ N, sea

An = {x∈ X : osc( f ,(x,k)) < r +1/n para cadak∈ K}.

Veamos por contradicción queAn es denso enX para cadan∈ N. Supongamos que para algúnp,
Ap 6= X. Entonces, por la Observación 4.4.12 existe una sucesión(kn,k′n)n enK ×K y a∈ X tales
que para cada entornoW de∆, (kn,k′n) ∈W para infinitosn∈ N y

r/2+1/(3p) < 2b+2/n+ | f (a,kn)− f (a,k′n)| para cada n∈ N. (4.31)

Para cadax∈ X, osc( fx) ≤ c así que por la Observación 1.1.10 existegx ∈C(X) tal que

‖ fx−gx‖∞ ≤ c/2.

Definamos ahora la aplicacióng : X×K → R comog(x,k) = gx(k). Claramente

| f (x,k)−g(x,k)| ≤ c/2 para (x,k) ∈ X×K.

En particular,
| f (a,kn)− f (a,k′n)| ≤ c+ |g(a,kn)−g(a,k′n)|. (4.32)

Definamos
W := {(k,k′) ∈ K×K : |g(a,k)−g(a,k′)| < 1/(6p)}.

W es abierto así que podemos tomarn > 12p con(kn,k′n) ∈W. Entonces por (4.31) y (4.32)

r/2+1/(3p) < 2b+1/(6p)+c+ |g(a,kn)−g(a,k′n)| < c+2b+1/(3p)

lo que implica quer < 2c+4b contradiciendo la definición der. Esto prueba queAn es denso en
X para cadan ∈ N. ComoX es un espacio de Baire,D :=

⋂∞
n=1An cumple las condiciones del

teorema.

El siguiente corolario se obtiene del previo de la misma forma que el Corolario4.4.8 se obtiene
del Teorema 4.4.6
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Corolario 4.4.16 ([ACN]) . Sea K un espacio compactoG (∆,K ×K)-α-favorable, sea X un es-
pacio normal de Baire y sea f: X×K → R una aplicación. Entonces existe un subconjunto Gδ
denso D de X tal que para cada(y,k) ∈ D×K,

osc( f ,(y,k)) ≤ 2sup
x∈X

osc( fx)+3sup
k∈K

osc( f k).

SeaΓ un conjunto arbitrario. Denotemos

Σ(Γ) := {x∈ [0,1]Γ : {γ ∈ Γ : x(γ) 6= 0} es numerable}.

Definición 4.4.17.Se dice que un espacio compacto K es un compacto de Corson si es homeo-
morfo a un subconjunto compacto deΣ(Γ) con la topología inducida por la topología producto de
[0,1]Γ. Se dice que K es un compacto de Valdivia si es homeomorfo a un subconjunto K′ de[0,1]Γ

tal que K′∩Σ(Γ) es denso en K′.

Bouziad [Bou90] probó que los compactos de CorsonK sonG (∆,K ×K)-α-favorables. Mo-
dificando un poco su prueba, se puede demostrar que cada compacto deValdivia es un espacio
G (∆,L)-α-favorable para cierto conjunto densoL deK×K.

Lema 4.4.18.Sea K un espacio compacto y sea L un subconjunto denso de K×K. Supongamos
que existe un cubrimiento abiertoU de K×K \∆ tal que

(i) la clausura de cada elemento deU es disjunto de∆,
(ii) cada punto de L está contenido en a lo sumo una cantidad numerable de elementos deU .

Entonces K esG (∆,L)-α-favorable.

Demostración.Para cada(x,y) ∈ L, sea{Un(x,y) : n ∈ N} una enumeración de todos los ele-
mentos deU que contengan(x,y). Permitimos infinitas repeticiones. Para(x,y) ∈ ∆∩L tomemos
Un(x,y) = /0. Una estrategiasparaα en el juegoG (∆,L,K) se define como sigue: Seas( /0) = K×K
y en la jugadan, suponiendo que las jugadas deβ han sido(x0,y0),(x1,y1), ...,(xn−1,yn−1) enL,
tomamos

t((x0,y0),(x1,y1), ...,(xn−1,yn−1)) = (K×K)\∪{Ui(x j ,y j) : 0≤ i, j ≤ n−1}.

Veamos quet es una estrategia ganadora. Fijemos(x,y) un punto de aglomeración de la sucesión
(xn,yn)n. Supongamos que(x,y) 6∈ ∆. Entonces(x,y) ∈U para algúnU ∈ U . Tenemos entonces
que (xk,yk) ∈ U par algúnk y por lo tanto, para algúnp, U = Up(xk,yk). Entonces para todo
n > máx(k, p), (xn,yn) 6∈U . Esto contradice que(x,y) sea un punto de aglomeración de(xn,yn)n.
Así que(x,y) ∈ ∆. Por lo tanto siW es un entorno de∆, entonces(xn,yn) ∈ W para infinitos
n∈ N.

Corolario 4.4.19. Cada espacio compacto de Valdivia K esG (∆,D×D)-α-favorable para algún
subconjunto denso D de K. Si además K es un compacto de Corson, entonces K es un espacio
G (∆,K×K)-α-favorable.
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Demostración.Supongamos queK ⊂ [0,1]Γ y que el conjuntoD = K ∩Σ(Γ) es denso enK (to-
mamosD = K si es un compacto de Corson). Para cada(γ,n) ∈ (Γ,N), sea

U(γ,n) = {(x,y) ∈ K×K : |x(γ)−y(γ)| > 1/n}.

Se ve de forma inmediata queU = {U(γ,n) : (γ,n) ∈ (Γ,N)} cumple las condiciones (i) y (ii) del
Lema 4.4.18 paraL = D×D. Esto concluye la prueba del corolario.

4.5 Versión cuantitativa del teorema de Rudin sobre continuidad se-
parada

El resultado principal de la Sección 4.3 es el Teorema 4.3.2: es posible daruna demostración
de este resultado utilizando el siguiente teorema que es una versión cuantitativa del teorema de
Rudin, Corolario 4.5.3. En esta sección presentamos dicha versión cuantitativa del teorema de
Rudin y mostramos también cómo se puede obtener la versión cuantitativa del teorema de Srivatsa,
Teorema 4.5.4, a través de dicho resultado: obsérvese que la constantesobtenidas son peores.

Teorema 4.5.1.Sea(X,d) un espacio métrico, Y un espacio topológico, E un espacio normado
f : X×Y → E una función tal que

(i) osc( f y) < δ para todo y∈Y.
(ii) osc( fx) < ε para todo x∈ D con D⊂ X denso.

Entonces existe una sucesión de funciones fn : X×Y → E tales que

(i) osc( fn) < ε para todo n∈ N.
(ii) Para todo(x,y) ∈ X×Y existe n0 ∈N tal que si n> n0 entonces‖ fn(x,y)− f (x,y)‖< δ (es

decir‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ eventualmente en n).

Demostración.Para cadan ∈ N, tomemos{hn
α : α ∈ An} una partición de la unidad localmente

finita subordinada a un cubrimiento abierto deX formado por conjuntos abiertos de diámetro
menor que 1/n. Esto podemos hacerlo gracias al Teorema 1.2.11 ya que los espacios métricos son
paracompactos. Para cadan∈ N y α ∈ An elijamosxn

α ∈ D tal quehn
α(xn

α) > 0 y definamos

fn(x,y) := ∑
α∈An

hn
α(x) fxn

α (y). (4.33)

Fijemos(x,y) ∈ X×Y y n∈ N. Entonces existe un entornoUx dex enX tal quehn
α |Ux = 0 para

cadaα ∈ Aα\B, conB⊂ Aα no vacío y finito. PongamosB = {α1,α2, . . . ,αm}. Para 1≤ k ≤ m,
como osc( fxn

αk
) < ε, existe un entornoVk

y dey enY tal que diam( fxn
αk

(Vk
y )) < ε. Pongamos

Vy = ∩m
k=1V

k
y .

Comohn
αk

es continua

lı́m
x′→x

hn
αk

(x′)diam( fxn
αk

(Vy)) = hn
αk

(x)diam( fxn
αk

(Vy)) < hn
αk

(x)εk
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para diam( fxn
αk

(Vy)) < εk < ε, así que eligiendo un entorno más pequeñoUx dex podemos suponer
que six′ ∈Ux entonces

hn
αk

(x′)diam( fxn
αk

(Vy)) < hn
αk

(x)εk < hn
αk

(x)ε. (4.34)

Además, también podemos suponer que dadoεk < ε ′
k < ε, se tiene que

diam(hn
αk

(Ux)) <
ε ′

k− εk

máx{supy′′∈Vy
‖ fxn

αk
(y′′)‖,1}

hn
αk

(x). (4.35)

Entonces, para(x′,y′) ∈Ux×Vy y (x′′,y′′) ∈Ux×Vy tenemos que

‖hn
αk

(x′) fxn
αk

(y′)−hn
αk

(x′′) fxn
αk

(y′′)‖ ≤

≤ ‖hn
αk

(x′) fxn
αk

(y′)−hn
αk

(x′) fxn
αk

(y′′)‖+‖hn
αk

(x′) fxn
αk

(y′′)−hn
αk

(x′′) fxn
αk

(y′′)‖

≤ hn
αk

(x′)diam( fxn
αk

(Vy))+‖ fxn
αk

(y′′)‖diam(hn
αk

(Ux))

(4.34)
< hn

αk
(x)εk +‖ fxn

αk
(y′′)‖diam(hn

αk
(Ux))

(4.35)
< hn

αk
(x)ε ′

k

así que
diam((hn

αk
fxn

αk
)(Ux×Vy)) < hn

αk
(x)ε para todo 1≤ k≤ m.

Entonces

diam( fn(Ux×Vx)) ≤
m

∑
k=1

diam((hn
αk

fxn
αk

)(Ux×Vy)) <

<
m

∑
k=1

hn
αk

(x)ε = ε

y por lo tanto que osc( fn) < ε.
Ahora vamos a probar que existen0 ∈ N tal que sin > n0 entonces‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ .

Como osc( f y) < δ existen0 tal que siz∈ X y d(x,z) < 1/n0 entonces‖ f (z,y)− f (x,y)‖ < δ . Si
n > n0 y α ∈ An es un índice tal quehn

α(x) > 0, entoncesd(xn
α ,x) < 1/n0. Así que tenemos que

‖ f (xn
α ,y)− f (x,y)‖ < δ y por lo tanto, por (4.33) tenemos que‖ fn(x,y)− f (x,y)‖ < δ .

Observación 4.5.2.Obsérvese que la sucesión( fn)n construida en la prueba además cumple que
( fn)y es continua para todo n∈ N e y∈Y. Si la función f es acotada, la sucesión construida es
además uniformemente acotada.

Corolario 4.5.3 (Rudin,[Rud81]). Sea(X,d) un espacio métrico, Y un espacio topológico, E un
espacio normado y f: X×Y → E una función tal que

(i) f y es continua para cada y∈Y,
(ii) existe D⊂ X denso tal que fx es continua para cada x∈ D.

Entonces f es una función de la primera clase de Baire.
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Vamos a ver ahora que como corolario del Teorema 4.5.1, tal como comentamosal principio
de esta sección se puede obtener una versión cuantitativa del teorema deSrivatsa similar a la que
obtuvimos en el Teorema 4.3.2 aunque con peores constantes.

Teorema 4.5.4.Sea X un espacio métrico, K un espacio compacto y F: X → RK una función.
Entonces

d(F,B1(X,RK)) ≤ 2sup
k∈K

osc(πk ◦F)+
5
2

sup
x∈X

osc(F(x))

dondeπk : RK → R está definida por h h(k).

Demostración.Podemos suponer sin pérdida de generalidad que supX osc(F(x)) es finito. Tene-
mos entonces queF(X) ⊂ ℓ∞(K), así que por la Observación 4.1.7,

d(F,B1(X,RK)) =
1
2

σ -fragc(F).

Por lo tanto es suficiente probar que

σ -fragc(F) ≤ 4sup
k∈K

osc(πk ◦F)+5sup
x∈X

osc(F(x)).

Para ello supongamos primero queF es acotada, es decir

sup{F(x)(k) : (x,k) ∈ X×K} < +∞

y pongamos

f : X×K → R

(x,k)  F(x)(k).

Elijamosδ > δ ′ > supk∈K osc(πk ◦F) y ε > supx∈X{osc(F(x))}. Por el Teorema 4.5.1, existe una
sucesión de funcionesfn : X ×K → R tal que para todo(x,k) ∈ X ×K existen0 ∈ N tal que si
n > n0 entonces‖ fn(x,k)− f (x,k)‖ < δ ′ y osc( fn) < ε para todon ∈ N. ComoF es acotada,
por la Observación 4.5.2, podemos suponer que la sucesión( fn)n es uniformemente acotada. Sea
ahora{gn : n∈ N} el conjunto de las combinaciones convexas con coeficientes racionales de las
funciones{ fn : n ∈ N}. Claramente, osc(gn) < ε para todon ∈ N y entonces, comoX ×K es
normal (véase [Eng77, Thm. 5.1.5 y Thm. 5.1.36]), por el Teorema 1.1.9 existehn : X ×K → R
continua tal qued(gn,hn) < ε/2. Por el Corolario 4.3.7, las funciones inducidas

Hn : X → RK

x  (hn)x

son continuas para la norma‖ · ‖∞ paran∈ N.
Como osc( f k) < δ ′, por el Teorema 1.1.9 existegk ∈C(X) tal qued( f k,gk) < δ ′/2 para todo

k∈ K. Definamos

g : X×K → R

(x,k)  gk(x).



••172 Distancia a espacios de funciones de la primera clase de Baire

Entonces,| f (x,k)−g(x,k)| < δ ′/2 para todo(x,k) ∈ X×K. Las funciones inducidas

G : X → RK

x  gx

son continuas cuando dotamos aRK de la topología producto ya queg es continua en la primera
variable. Definamos

Xn = {x∈ X : d(G(x),Hn(x)) ≤
3
2

δ +
5
2

ε}

paran∈ N.

AFIRMACIÓN.- Xn es un cubrimiento cerrado de X.

Los conjuntosXn son cerrados ya que las funcionesG y Hn son continuas para la topología pro-
ducto enRK así que para probar la AFIRMACIÓN tenemos que probar que para cadax∈ X existe
n ∈ N tal quex ∈ Xn. Fijemosx ∈ X. Las funciones( fn)x : K → R son uniformemente acotadas
y cumplen que para cadak ∈ K existen0 ∈ N tal quen > n0 entonces|( fn)x(k)− fx(k)| < δ ′.
Por otro lado, osc( fx) < ε y osc(( fn)x) < ε así que por el Teorema 1.1.9d( fx− ( fn)x,C(K)) < ε.
Aplicando ahora el Teorema 2.7.1 obtenemos que existe una combinación convexab de( fn)x tal
qued(b, fx) < δ +2ε. Claramente se puede tomar dicha combinación convexab con coeficientes
racionales y por lo tanto existen∈ N tal queb = (gn)x. Tenemos entonces que

d(G(x),Hn(x)) ≤ d(G(x), fx)+d( fx,(gn)x)+d((gn)x,Hn(x)) <

<
δ
2

+δ +2ε +
ε
2

=
3
2

δ +
5
2

ε

así quex∈ Xn con lo que la AFIRMACIÓN queda probada.
Vamos a ver ahora queF |Xn está(4δ + 5ε)-fragmentada. Fijemosξ > 0. Si /0 6= C ⊂ Xn, como
Hn es continua, existe un conjuntoV ⊂ X abierto tal queC∩V 6= /0 y diam(Hn(C∩V)) ≤ ξ .
Si x ∈ Xn entoncesd(G(x),Hn(x)) ≤ 3δ/2+ 5ε/2 pero comod(G(x),F(x)) < δ/2 entonces
d(F(x),Hn(x)) < 2δ +5ε/2 así que

d(F(y),F(z)) ≤

≤ d(F(y),Hn(y))+d(Hn(y),Hn(z))+d(Hn(z),F(z)) < 4δ +5ε +ξ

para todoy,z∈V ∩C. Entonces diam(F(V ∩C)) ≤ 4δ +5ε + ξ . Como esto se puede hacer para
todoξ > 0 obtenemos queF |Xn está(4δ +5ε)-fragmentada con lo que terminamos la prueba en
el casoF acotada.

Supongamos ahora queF no es acotada. Podemos construir de nuevog : X×K → R, tal que
gk es continua para todok ∈ K y d( f (x,k),g(x,k)) < δ ′/2 para todo(x,k) ∈ X ×K. Entonces,
las funciones parcialesG : X → RK son continuas para la topología producto por lo que tenemos
queYn = {x ∈ X : ‖G(x)‖∞ ≤ n} es cerrado paran ∈ N. Comod( f (x,k),g(x,k)) < δ ′/2 para
todo (x,k) ∈ X ×K, entoncesF es acotada enYn para todon ∈ N pero hemos probado que en
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tal casoF |Yn está(4δ +5ε)-σ -fragmentada por conjuntos cerrados. Por lo tanto basta comprobar
que la familia de conjuntos{Yn : n ∈ N} cubreX. Si x ∈ X, d(F(x),G(x)) ≤ δ/2. Por otro lado
d(F(x),C(K)) < ε/2 y como las funciones continuas sobre compactos son acotadas, entonces
G(x) es acotada enK por lo que tenemos que‖G(x)‖∞ ≤ n para algúnn∈ N.
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otros espacios

EN la Sección 4.3 hemos demostrado una versión cuantitativa del teorema de Srivatsa pa-
ra aplicaciones univaluadas. Pero de hecho, el teorema de Srivatsa es más general: todas
las multifunciones de un espacio métricoX en un espacio de BanachE w-superiormente

semicontinuas tienen un selector de la primera clase de Baire [Sri93].

El primer objetivo de este capítulo es extender el Corolario 4.3.3 obtenido enla Sección 4.3
al contexto de las multifunciones y por lo tanto obtener una versión cuantitativa del teorema de
Srivatsa. Para ello, en la Sección 5.1 introducimos la noción ded-τ-semioscilación para multifun-
cionesF : X → P(Y) dondeτ es una topología enY y d es una métrica enY. Esta noción tiene
las siguientes propiedades cuando la topología asociada ad es más fuerte queτ:

(i) Si F es una multifunciónτ-superiormente semicontinua entonces su d-τ-semioscilación es
igual a 0.

(ii) Si τ es una topología vectorial en un espacio normado y F(x) esτ-compacto para x∈ X,
entonces F esτ-superiormente semicontinua si, y sólo si, su d-τ-semioscilación vale 0,
véase la Proposición 5.1.4.

(iii) Si F es univaluada, entonces F esτ-continua si, y sólo si, la d-τ-semioscilación es 0.

(iv) Si F es univaluada yτ es la topología inducida por la métrica, entonces la d-τ-semioscilación
coincide con la noción usual de semioscilaciónosc∗(F,x).

(v) Si F es univaluada y(Y,τ) es el espacio bidual de un espacio de Banach con la topo-
logía w∗ o un espacio de funciones sobre un espacio compacto con la topologíaτp, la
d-τ-semioscilación coincide con el supremo de las “oscilaciones puntuales”, véase Propo-
sición 5.1.7 y Proposición 5.1.8.

Por último, la Sección 5.3 la dedicamos al estudio de espacios de funciones mediblesM(µ,E)
dondeE es un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un espacio de probabilidad. El primer objetivo
en esta sección es obtener una fórmula para medir distancias a espacios defunciones medibles
mediante un índice de medibilidad, Proposición 5.3.3. El resto de la sección estádedicada al
estudio de una versión cuantitativa de la propiedad de Bourgain. La propiedad de Bourgain ha
sido usada como una herramienta potente en el estudio de la integración de funciones con valores
en un espacio de Banach, véase [RS85], [GGMS87], [CMV97] y [CR05] entre otros
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5.1 Semioscilación en multifunciones

SeaX un espacio topológico,(Z,d) un espacio métrico yf : X → Z una función. La semios-
cilación de f enx∈ X se puede expresar como el ínfimo de losε > 0 tales que existe un entorno
Uε dex tal que f (Uε) está contenido enB( f (x),ε) (la bola de centrof (x) y radioε). Este hecho
nos sirve de inspiración para dar la siguiente definición.

Definición 5.1.1. Sean X e(Y,τ) espacios topológicos, d una métrica en Y y F: X → P(Y) una
multifunción. Decimos que F tiene d-τ-semioscilación (τ-semioscilación si se sobrentiende quien
es d) menor queε en x∈ X si para cada subconjuntoτ-abierto V⊂Y tal que

{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ ε} ⊂V,

existe un entorno U de x en X tal que F(U) ⊂V. Denotamos entonces

d-osc∗τ(F,x) = ı́nf{ε > 0 : F tieneτ-semioscilación en x menor queε}.

La d-τ-semioscilación de F se define como

d-osc∗τ(F) = sup
x∈X

osc∗τ(F,x).

Denotemos simplementeosc∗τ(F,x) = d-osc∗τ(F,x) y osc∗τ(F) = d-osc∗τ(F) cuando se sobrentienda
d.

Observación 5.1.2.Si (Y,‖ · ‖) es un espacio normado yτ es una topología sobre Y, entonces
‖ · ‖-osc∗τ(F,x) ≤ a si, y sólo si, para cada a′ > a y para cada subconjuntoτ-abierto V⊂ Y tal
que F(x)+a′B(Y,‖·‖) ⊂V, existe un entorno U de x tal que F(U) ⊂V. Esto es inmediato ya que si
b < b′ entonces

{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ b} ⊂ F(x)+b′B(Y,‖·‖) ⊂ {z∈Y : d(z,F(x)) ≤ b′}.

Observemos que siF es una función univaluada (es decir, que los valores que toma son puntos
y no conjuntos) yτd (la topología asociada ad) es más fuerte queτ, entoncesF esτ-continua enx
si, y sólo si, osc∗τ(F,x) = 0. Siτ = τd tenemos además que osc∗

τ(F,x) coincide con la noción usual
de semioscilación vista en la Sección 1.1.

CuandoF sea una multifunciónτ-superiormente semicontinua, tenemos que osc∗
τ(F) = 0.

Con el siguiente ejemplo vamos a ver que la implicación contraria no es cierta en general. La
Proposición 5.1.4 nos proporciona casos donde dicha implicación es cierta.

Ejemplo 5.1.3([Ang]). Tomemos X= (C(K),‖ · ‖∞) donde K es un espacio compacto y‖ · ‖∞ es
la norma del supremo. Sea(Y,τ) = (RK ,τp) y definamos F: X → P(Y) como

F( f ) := { f +n : n∈ N}
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donde( f + n)(x) = f (x) + n. Esta función no esτ-superiormente semicontinua y sin embargo
osc∗τ(F) = 0.

Por un lado osc∗τ(F) = 0 ya que

F(B( f ,ε)) = F( f )+ εBE.

Por otro lado, tomemosf ∈C(K), k∈ K y definamos

V :=
⋃

N

{g∈C(K) : g(k) ∈ ( f (k)+n−1/n, f (k)+n+1/n)}.

Es claro queF( f )⊂V, V esτ-abierto pero para cadaε > 0, F(B(x,ε)) no está contenido enV así
queF no esτ-superiormente semicontinua. �

Proposición 5.1.4([Ang]). Sea X un espacio topológico,(Y,‖ · ‖) un espacio normado,τ una
topología vectorial sobre Y más débil que la topología de la norma y F: X → P(Y) una multi-
función. Siosc∗τ(F) = 0 y F(x) esτ-compacto para x∈ X, entonces F esτ-superiormente semi-
continua.

Demostración.Tomemosx ∈ X y seaV ⊂ Y un conjuntoτ-abierto tal queF(x) ⊂ V. Tenemos
que encontrar un entornoU ⊂ X de x tal queF(U) ⊂ V. ComoF(x) esτ-compacto, existe un
τ-entornoW de 0 tal queF(x)+W ⊂V (véase por ejemplo [KN76, 5.2 (iv)]). Como la topología
de la norma es más fuerte queτ, existeε > 0 tal queεBE ⊂W y por lo tanto

F(x)+ εBE ⊂V.

Por lo tanto, como osc∗τ(F) = 0, existe un entornoU dex tal queF(U) ⊂V.

El siguiente lema se va a usar en la prueba del Lema 5.1.6. Recordemos que si Ses un subcon-
junto de un espacio de BanachE, el polar deSse define como

S◦ = { f ∈ E∗ : | f (s)| ≤ 1 para cadas∈ S}.

Lema 5.1.5([Ang]). Sea G un espacio normado de dimensión finita y0 < a < b. Entonces existe
un conjunto finito S⊂ BG tal que

aS◦ ⊂ bBG∗ .

Demostración.Fijemosε > 0 tal quea/(1− ε) < b. ComoBG es un conjunto compacto, existe
un conjunto finitoS⊂ BG tal que

BG ⊂
⋃

s∈S

B(s,ε). (5.1)

Seaz∈ aS◦. Entonces|z(s)| ≤ a para cadas∈ S. Vamos a probar que‖z‖ < b. Tomemosx∈ BG

tal que‖z‖ = z(x). Por (5.1), existes∈ S tal que‖x−s‖ ≤ ε. Entonces

‖z‖ = z(x) ≤ |z(s)|+ |z(x−s)| ≤ a+ ε‖z‖

así que

‖z‖ ≤
a

1− ε
< b.
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Lema 5.1.6([Ang]). Sea E un espacio de Banach y BE∗ lo bola del espacio dual E∗. Si0< b′ < b
y bBE∗ está contenido en un conjunto w∗-abierto V , entonces existe un subconjunto finito S de BE

tal que
b′S◦ ⊂V.

Demostración.SeaV ⊂ E∗ un subconjuntow∗-abierto tal queb·BE∗ ⊂V. Podemos verE∗ como
un subespacio deRBE . Entonces, para cadaz∈ b·BE∗ existe unw∗-entorno abierto dez

Vz = E∗
⋂

∏
y∈BE

Az
y ⊂V

con cadaAz
y abierto enR y Az

y =R paray∈ BE\Tz dondeTz es un subconjunto finito deBE. Como
b·BE∗ esw∗-compacto, existenz1,z2, ...,zn ∈ b·BE∗ tales que

b·BE∗ ⊂V ′ := ∪n
i=1Vzi ⊂V.

PongamosT = ∪n
i=1Tzi . Si y∈ BE\T y 1≤ i ≤ n, Azi

y = R así que

Vzi =

(

∏
y∈T

Azi
y × ∏

y∈BE\T

R

)

⋂

E∗.

Por lo tanto

b·BE∗ ⊂V ′ =

(

(
n
⋃

i=1
∏
y∈T

Azi
y )× ∏

y∈BE\T

R

)

⋂

E∗ ⊂V. (5.2)

DefinamosG = spanT y W = {y∗ ∈ E∗ : |y∗(y)| ≤ b paray ∈ BG}. Si z∈ W, por el teorema de
Hahn-Banach, existez′ ∈ b·BE∗ tal quez′|G = z|G. Por (5.2),z′ ∈V ′ y por lo tanto

(z(y))y∈T = (z′(y))y∈T ∈
n
⋃

i=1
∏
y∈T

Azi
y .

Así quez∈V ′ ⊂V. Como esto es cierto para todoz∈W, tenemos queW ⊂V. Por el Lema 5.1.5,
existe un conjunto finitoS⊂ BG tal que si

y∗ ∈ E∗ y |y∗(y)| ≤ b′

para caday∈ S, entoncesy∗ ∈W. Por lo tanto

b′S◦ ⊂W ⊂V.

Proposición 5.1.7([Ang]). Sea X un espacio topológico, E un espacio de Banach, E∗∗ el bidual
de E y f : X → E∗∗ una función. Entonces, para cada x∈ X

osc∗w∗( f ,x) = sup
y∗∈BE∗

osc∗(y∗ ◦ f ,x) (5.3)

donde w∗ denota la topología débil estrella en E∗∗.
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Demostración.Sin pérdida de generalidad podemos suponer quef (x) = 0.
Vamos a probar primero que osc∗

w∗( f ,x) ≥ suposc∗(y∗ ◦ f ,x). Claramente podemos suponer
que osc∗w∗( f ,x) < b conb finito. Tenemos que probar que

osc∗(y∗ ◦ f ,x) ≤ b

para caday∗ ∈ BE∗ . Por la Observación 5.1.2, siV es un conjuntow∗-abierto tal queb ·BE∗∗ ⊂V,
existe un entornoU dex tal que f (U) ⊂V. Fijemosε > 0, y∗ ∈ BE∗ y pongamos ahora

W = {y∗∗ ∈ E∗∗ : |y∗∗(y∗)| < b+ ε}.

W es abierto yb ·BE∗∗ ⊂ W así que existe un entornoU ′ de x tal que f (U ′) ⊂ W. Esto implica
quey∗ ◦ f (U ′) ⊂ (−b− ε,b+ ε) por lo que osc∗(y∗ ◦ f ,x) ≤ b+ ε y como esto es cierto para todo
ε > 0, entonces osc∗(y∗ ◦ f ,x) ≤ b.

Veamos ahora la desigualdad opuesta. Si supy∗∈BE∗
osc∗(y∗ ◦ f ,x) = +∞ la igualdad (5.3) será

trivialmente cierta. Supongamos entonces que supy∗∈BE∗
osc∗(y∗ ◦ f ,x) < b′ < b∈R. SeaV ⊂ E∗∗

un conjuntow∗-abierto tal queb ·BE∗∗ ⊂ V. Por el Lema 5.1.6, existe un subconjunto finitoSde
BE∗ tal que

b′S◦ ⊂V.

Por otro lado, como
sup

y∗∈BE∗

osc∗(y∗ ◦ f ,x) < b′,

para caday∗ ∈ SexisteUy∗ un entorno dex enX tal que

y∗ ◦ f (Uy∗) ⊂ (−b′,b′)

y entonces,
f (
⋂

y∗∈S

Uy∗) ⊂ b′S◦ ⊂V.

Con esto hemos probado que osc∗
w∗( f ) ≤ b con lo que concluimos la demostración.

La siguiente proposición se prueba con argumentos similares a los usados en la Proposi-
ción 5.1.7. En este caso la versión del Lema 5.1.6 que necesitaríamos tendría una prueba más
sencilla. Además, en vez de usar dicho lema, podemos usar un resultado conocido de Wallace que
dice que siKi es un espacio compacto de un espacio topológicoXi parai ∈ I y W es un subconjun-
to abierto en el espacio producto∏i Xi que contiene a∏i Ki , entonces existen conjuntos abiertos
Ui ⊂ Xi parai ∈ I tales queUi = Xi para todoi ∈ I\F para algún subconjunto finitoF deI y

∏
i∈I

Ki ⊂ ∏
i∈I

Ui ⊂W,

véase [Eng77, pag. 186].
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Proposición 5.1.8([Ang]). Sea X un espacio topológico, Y un conjunto y f: X →RY una función.
Denotemos como es usual la topología producto enRY comoτp. Entonces, para todo x∈ X,

osc∗τp
( f ,x) = sup

y∈Y
osc∗(πy◦ f ,x) (5.4)

donde la aplicaciónπy : RY → R está definida por h h(y).

Es bien conocido que siX cumple el primer axioma de numerabilidad eY un espacio topo-
lógico, una multifunciónF : X → P(Y) es superiormente semicontinua si, y sólo si, para cada
sucesión(xn)n que converge hacia algúnx∈ X, si zn ∈ F(xn), paran∈ N, entonces

{zn : n∈ N}∩F(x) 6= /0.

La siguiente proposición nos da una caracterización similar para laτ-semioscilación.

Proposición 5.1.9([Ang]). Sea X un espacio que cumple el primer axioma de numerabilidad,
x∈ X, (Y,τ) un espacio topológico, d una métrica en Y y F: X → P(Y) una multifunción. Dado
a≥ 0 las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) para cada a′ > a y para cada sucesión(xn)n convergente a x∈ X, si zn ∈ F(xn) entonces

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} 6= /0,

(ii) osc∗τ(F,x) ≤ a.

Demostración.(ii)⇒(i) Supongamos que osc∗
τ(F)≤ a< a′. Fijemos una sucesión(xn)n ⊂ X con-

vergente ax. Supongamos que para cadan existezn ∈ F(xn) tal que

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} = /0.

Entonces
{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} ⊂Y\{zn : n∈ N}

τ
.

Como osc∗τ(F) < a′ existe un entornoU dex tal que

F(U) ⊂Y\{zn : n∈ N}
τ
.

Por otro lado, como(xn)n → x, existen∈ N tal quexn ∈U y entonces

zn ∈ F(U) ⊂Y\{zn : n∈ N}
τ
,

lo que es una contradicción.
(i)⇒(ii) Fijemos a′ > a y supongamos que para cada sucesión(xn)n convergente ax ∈ X y

zn ∈ F(xn),

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} 6= /0. (5.5)
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Supongamos que existe un conjuntoτ-abiertoV ⊂Y tal que

{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} ⊂V

y F(U) * V para cada entornoU de x. Sea{Un : n ∈ N} una base de entornos dex. Entonces
para cadan∈ N existenxn ∈Un y zn ∈ F(xn) tales quezn /∈V. ComoV es un conjuntoτ-abierto
obtenemos que

{zn : n∈ N}
τ
∩{z∈Y : d(z,F(x)) ≤ a′} ⊂ {zn : n∈ N}

τ
∩V = /0

pero esto es imposible por (5.5). Así que osc∗
τ(F,x)≤ a′. Poder hacer esto para cadaa′ > a, implica

que (ii) se satisface.

Al igual que en la Observación 5.1.2, siY es un espacio vectorial topológico yd es la métrica
asociada a una norma‖ · ‖ podemos cambiar la afirmación (i) en la Proposición 5.1.9 por

(i) para cada sucesión(xn)n convergente ax∈ X, zn ∈ F(xn) y a′ > a

{zn : n∈ N}
τ
∩ (F(x)+a′B(Y,‖·‖)) 6= /0.

Para terminar esta sección, observemos que siX es un espacio topológico,(Y,d) un espa-
cio métrico,τ1, τ2 dos topologías enY tales queτ2 es más fuerte queτ1 y F : X → P(Y) una
multifunción, entonces

osc∗τ1
(F) ≤ osc∗τ2

(F). (5.6)

5.2 Selectores y distancia aB1(X,E)

El siguiente lema se va a usar en el Teorema 5.2.2. Obsérvese que es parecido al Teorema 2.7.1.
De hecho para probar el Teorema 2.7.1, en vez de usar el Lema de Pták podríamos haber seguido
las ideas de la prueba de este lema combinadas con el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue.

Lema 5.2.1([Ang]). Sea E un espacio de Banach, E∗∗ su espacio bidual, A un subconjunto de

E∗∗ e y∈ E∗∗. Pongamos d= sup{d(z− y,E),z∈ A} y a= d(y,A
w∗

). Entonces para cadaε > 0
existe z∈ conv(A) con

‖y−z‖ < 2d+a+ ε.

Demostración.Sin pérdida de generalidad podemos suponer quey = 0 y d,a < +∞. Fijemos

ε > 0, comod(y,A
w∗

) = a, entonces

y = 0∈ A
w∗

+(a+
ε
4
)BE∗∗ . (5.7)

Por definición ded, existe una funciónh : A → E tal que‖z−h(z)‖ < d + ε/4 para cadaz∈ A.
Entonces

A
w∗

⊂ h(A)+(d+
ε
4
)BE∗∗

w∗

= h(A)
w∗

+(d+
ε
4
)BE∗∗
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Así por (5.7) se tiene que

0∈ h(A)
w∗

+(d+a+
ε
2
)BE∗∗ = h(A)+(d+a+

ε
2
)BE

w∗

.

Como 0∈ E y h(A)+(d+a+ ε/2)BE ⊂ E, entonces

0∈ h(A)+(d+a+
ε
2
)BE

w

⊂ conv(h(A))+(d+a+
ε
2
)BE

w

.

Por el teorema de Hahn-Banach,

0∈ conv(h(A))+(d+a+
ε
2
)BE

w

= conv(h(A))+(d+a+
ε
2
)BE

‖·‖

.

Por lo tanto existeh∈ conv(h(A)) tal que‖h‖ < d+a+3ε/4. Si suponemos queh = ∑m
i=1 λih(zi)

con cadazi ∈ A, 0≤ λi ≤ 1 y ∑m
i=1 λi = 1, entonces

z=
m

∑
i=1

λizi ∈ conv(A)

y claramente‖z−h‖ < d+ ε/4. En consecuencia

‖y−z‖ = ‖z‖ ≤ ‖h‖+‖h−z‖ < d+a+
3ε
4

+d+
ε
4

= 2d+a+ ε,

con lo que concluye la prueba.

Recordemos que un selector de una multifunciónF : X → P(Y) es una funciónf : X →Y tal
que f (x) ∈ F(x) para todox∈ X. Denotamos

Sel(F) = { f : X →Y : f es un selector deF}.

Recordemos que paraA⊂ X denotamos

F(A) =
⋃

a∈A

F(a).

Gracias a la Proposición 5.1.7 tenemos que el siguiente teorema es una extensión del Corola-
rio 4.3.3.

Teorema 5.2.2([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio
bidual. Si F: X → P(E∗∗) es una multifunción entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤
3
2

sup{osc(z) : z∈ F(X)}+2osc∗w∗(F)

donde se está considerando z∈ F(X) ⊂ E∗∗ como una función definida en(BE∗ ,w∗).
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Demostración.Está claro que podemos suponer que sup{osc(z) : z∈ F(X)} y osc∗w∗(F) son fini-
tos. Pongamosa > a′ > osc∗w∗(F) y d > sup{osc(z) : z∈ F(X)}. ComoX es un espacio métrico,
existe una base de la topologíaσ -discretaU = ∪n∈NUn con cadaUn discreto. Para cadaU ∈ U

fijemosxU ∈U y zU ∈ F(xU). Paran∈ N, definamos la funciónfn : ∪ Un → E∗∗ como

fn(x) = zU si x∈U ∈ Un.

PongamosMx := {n∈ N : fn(x) está definida} parax∈ X. Por construcción, existe una sucesión
(xm)m convergente ax y zm ∈ F(xm) param∈ N tales que

(zm)m ⊂ { fn(x) : n∈ Mx}.

Entonces, por la Proposición 5.1.9

{ fn(x) : n∈ Mx}
w∗

∩
(

F(x)+a′BE∗∗

)

6= /0. (5.8)

Por el Teorema 1.1.9 combinado con la Proposición 3.1.3,d(z,E) = 1
2osc(z) para todoz∈ E∗∗.

Así que para cadaU ∈ U existeyU ∈ E tal que‖yU −zU‖ < d/2. Pongamos

jn(x) = yU si x∈U ∈ Un y n∈ Mx.

Tenemos que‖ jn(x)− fn(x)‖ < d/2 para todox∈ X y n∈ Mx así que

{ fn(x) : n∈ Mx}
w∗

⊂ { jn(x) : n∈ Mx}+
d
2

BE∗∗

w∗

= { jn(x) : n∈ Mx}
w∗

+
d
2

BE∗∗ .

Por (5.8) tenemos que

(

{ jn(x) : n∈ Mx}
w∗

+
d
2

BE∗∗

)

∩

(

F(x)+a′BE∗∗

)

6= /0

y entonces

{ jn(x) : n∈ Mx}
w∗

∩

(

F(x)+(
d
2

+a′)BE∗∗

)

6= /0.

Por otro lado para todon∈Mx y z∈ F(x), osc( jn(x)−z)≤ d así que combinando el Teorema 1.1.9
con la Proposición 3.1.3

d( jn(x)−z,E) ≤ d/2.

Ahora el Lema 5.2.1 nos permite asegurar la existencia de algúnk∈ conv{ jn(x) : n∈ Mx} tal que

k∈ F(x)+

(

3d
2

+a

)

BE∗∗ .
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Evidentemente podemos tomark como una combinación convexa con coeficientes racionales. Sea
{gm : m∈ N} el conjunto de las combinaciones convexas finitas con coeficientes racionales de
( jn)n. Por lo que hemos probado ahora, para cadax∈ X, existem∈ N tal quegm(x) está definida
y

gm(x) ∈ F(x)+

(

3d
2

+a

)

BE∗∗ .

Definamos para cadam∈ N

Am := {x∈ X : gm(x) está definida ygm(x) ∈ F(x)+(3d/2+a)BE∗∗}.

Entonces∪m∈NAm = X. Por construcción, existeVm una familia discreta de conjuntos abiertos tal
que∪Vm = dom(gm) y tal quegm es constante enV para todoV ∈ Vm. ComoX es un espacio
métrico, los conjuntos abiertos son conjuntosFσ y por lo tanto como las familias discretas son
discretamenteσ -descomponibles tenemos quegm es constante en los conjuntos de una buena
partición de dom(gm). DenotemosgV

m el valor constante degm enV. Entonces

Am =
⋃

V∈Vm

(

V ∩{x∈ X : gV
m ∈ F(x)+(3d/2+a)BE∗∗}

)

.

Si definimos ahora

Bm :=
⋃

V∈Vm

(

V ∩{x∈ X : gV
m ∈ F(x)+(3d/2+a)BE∗∗}

)

,

como la familiaVm es discreta, por el Lema 1.2.2 tenemos queBm es la intersección de un conjunto
abierto y un conjunto cerrado. Por lo tantoBm es un conjuntoFσ y Gδ . ComoAm ⊂ Bm, entonces
∪m∈NBm = X. Definamosh : X → E como

h(x) = gm(x) if x∈Cm = Bm\∪k<mBk.

Dado que cadaBm es un conjuntoFσ y Gδ , tenemos que cadaCm es un conjuntoFσ así que por
la Proposición 1.5.2 (iii), la familia{Cm : m∈N} es una buena partición. Comogm es constante en
los conjuntos de una buena partición de dom(gm)⊃Cm, por la Proposición 1.5.2 (ii) tenemos queh
es constante en los conjuntos de una buena partición deX. Por la Proposición 4.1.4,h∈ B1(X,E).

Vamos a probar ahora qued(h,SelF) ≤ 3d/2+ 2a. Para ello, es suficiente con probar que
h(x) ∈ F(x)+(3d/2+2a)BE∗∗ . Por la definición deh y Bm sólo tenemos que probar que si

x′ ∈ {x∈ X : gV
m ∈ F(x)+(3d/2+a)BE∗∗}, (5.9)

entonces
gV

m ∈ F(x′)+(3d/2+2a)BE∗∗ .

Para ello razonemos por contradicción. Supongamos que lo anterior es falso. Entonces,

F(x′)+aBE∗∗ ⊂ E∗∗\B(gV
m,3d/2+a).
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Comoa > osc∗w∗(F) y B(gV
m,3d/2+a) esw∗-cerrado, existe un entornoW dex′ tal que

F(W) ⊂ E∗∗\B(gV
m,3d/2+a). (5.10)

Por otro lado, por (5.9), existex∈W tal que

gV
m ∈ F(x)+(3d/2+a)BE∗∗ ⊂ F(W)+(3d/2+a)BE∗∗ .

Por lo tantoF(W)∩B(gV
m,3d/2+a) 6= /0, lo que es una contradicción con (5.10), y así termina la

prueba.

Corolario 5.2.3 ([Ang]). Sea X un espacio métrico y E un espacio de Banach. Si F: X → P(E)
es una multifunción entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗w(F).

Demostración.Es fácil comprobar que si consideramos la topologíaw∗ en el espacio bidual en-
tonces osc∗w∗(F) ≤ osc∗w(F) así que por el Teorema 5.2.2

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗w∗(F) ≤ 2osc∗w(F).

En el siguiente teorema,τ = σ(E,B) es la topología de convergencia puntual sobreB donde
B ⊂ BE∗ es una frontera (es decir, para cadax ∈ E existeb ∈ B tal quex(b) = ‖x‖) tal que los
conjuntos acotadosσ(X,B)-relativamente numerablemente compactos sonw-relativamente com-
pactos. Esto ocurre por ejemplo paraB el conjunto de los puntos extremales de la bola dual (véase
[BT80]), para cualquier fronteraB cuandoE = C(K) para algún conjunto compactoK (véase
[CG98]) o para cualquier frontera cuando(BE∗ ,w∗) es angélico (véase [CV95]).

Observemos queτ es más débilw, por lo tanto, por (5.6)

osc∗τ(F) ≤ osc∗w(F)

así que el siguiente resultado es más fuerte que el Corolario 5.2.3. Para laprueba usamos ideas
de [JOPV93]

Teorema 5.2.4([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach yτ = σ(E,B) donde
B ⊂ BE∗ es una frontera tal que los conjuntos acotadosσ(X,B)-relativamente numerablemente
compactos son w-relativamente compactos. Si F: X → P(E) es una multifunción entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) ≤ 2osc∗τ(F).

Demostración.Podemos suponer que osc∗
τ(F) < a′ < a cona finito.

Caso (I): Supongamos que existeM > 0 tal queF(x)∩MBE 6= /0 parax∈ X. ComoX es un
espacio métrico, existe una base de la topologíaσ -discretaU = ∪n∈NUn con cadaUn discreto.
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Para cadaU ∈ U fijemosxU ∈ U y zU ∈ F(xU)∩MBE. Definamos la aplicaciónfn : ∪ Un → E
como

fn(x) := zU si x∈U ∈ Un.

Si Mx := {n∈ N : fn(x) está definido}, por construcción, existe una sucesión(xm)m convergente a
x y zm ∈ F(xm) param∈ N tal que

(zm)m ⊂ { fn(x) : n∈ Mx}.

Entonces, por la Proposición 5.1.9, para cada subsucesión(zmk)k de(zm)m

{zmk : k∈ N}
τ
∩
(

F(x)+a′BE

)

6= /0. (5.11)

Supongamos que
{ fn(x) : n∈ Mx}

w
∩ (F(x)+a′BE) = /0. (5.12)

Entonces{zmk : k ∈ N}∩ (F(x)+ a′BE) = /0 para cada sucesión(zmk)k de (zm)m. Por (5.11) cada
subsucesión(zmk)k tiene un punto deτ-aglomeración enF(x)+a′BE. Por lo tanto{zm : m∈N} es
un conjunto relativamenteτ-numerablemente compacto y acotado así que por hipótesis es débil-
mente relativamente compacto. Tenemos entonces que

{zm : m∈ N}
τ
= {zm : m∈ N}

w
⊂ { fn(x) : n∈ Mx}

w
,

lo que es imposible por (5.11) y (5.12). Hemos probado que

{ fn(x) : n∈ Mx}
w
∩ (F(x)+a′BE) 6= /0.

Por el Lema 5.2.1, existek∈ conv{ fn(x) : n∈ Mx} tal que

k∈ F(x)+aBE.

Ahora podemos proceder como en la demostración del Teorema 5.2.2 para probar que existe
una funciónh : X → E que es constante en los conjuntos de una buena partición deX tal que
d(h,Sel(F)) ≤ 2a y por lo tanto, por la Proposición 4.1.4 termina la demostración en este caso.

Caso (II): El caso general. Definamos

Tn = {x∈ X : F(x)∩nBE 6= /0}.

Tomemosx′ ∈ Tn. Afirmamos que

F(x′)∩ (n+a)BE 6= /0.

Por contradicción supongamos que esto es falso. EntoncesF(x′)+aBE ⊂ E\nBE. Por tanto existe
un entornoU dex′ tal queF(U) ⊂ E\nBE. Comox′ ∈ Tn, existex∈U tal queF(x)∩nBE 6= /0, lo
que es una contradicción, con lo que deducimos queF(x′)∩ (n+a)BE 6= /0. La sucesiónH1 = T1,
Hn = Tn\Tn−1 paran≥ 2 es una buena partición deX por la Proposición 1.5.2 (iii). Por elCaso (I)
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para cadan ∈ N existe una funciónhn : Tn → E que es constante en los conjuntos de una buena
partición deHn y d(h,Sel(F |Hn)) ≤ 2a. Ahora podemos definirh : X → E como

h(x) = hn(x) si x∈ Hn.

Por la Proposición 1.5.2 (iii),h es constante en los conjuntos de una buena partición deX y
claramented(h,Sel(F)) ≤ 2a.

El Teorema 5.2.2 y el Corolario 5.2.3 nos dice que siF : X → P(E) es una multifunción de
un espacio métrico a un espacio de Banach tal que osc∗

w(F) = 0 u osc∗w∗(F) = 0 entonces

d(Sel(F),B1(X,E)) = 0;

sin embargo no sabemos siF tiene un selector de la primera clase de Baire. Como ya hemos
comentado, Srivatsa demuestra en [Sri93] que siF esw-superiormente semicontinua entoncesF
tiene un selector de la primera clase de Baire. En el Teorema 5.2.6 probamos que siF sólo cumple
que osc∗w(F) = 0 pero añadimos queF tome valores cerrados entoncesF tiene un selector de la
primera clase de Baire. Para ello necesitamos el lema siguiente.

Lema 5.2.5([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio bidual.
Sea F: X → P(E) ⊂ P(E∗∗) una multifunción tal queosc∗w∗(F) = 0, sea h: X → E una función
que es constante en los conjuntos de una buena partición de X y seaε > 0 tal que

B(h(x),ε)∩F(x) 6= /0

para x∈ X. Siδ > 0, entonces existe una función h′ : X → E que es constante en los conjuntos de
una buena partición tal que

(i) ‖h(x)−h′(x)‖ ≤ ε para todo x∈ X, y
(ii) B(h′(x),δ )∩F(x) 6= /0.

Demostración.Por hipótesis, existe una buena partición{Xi : i ∈ I} tal queh|Xi es constante para
cadai ∈ I . Por la Proposición 1.5.2 (ii) es suficiente con construirh′ en cadaXi de forma indepen-
diente así que podemos suponer sin pérdida de generalidad queh toma el valor constantec en todo
el espacioX.

ComoX es un espacio métrico, hay una base de la topologíaσ -discretaU = ∪n∈NUn con
cadaUn discreto. Para cadaU ∈ U fijemos

xU ∈U y zU ∈ F(xU)∩B(c,ε).

ComoUn es una familia discreta, podemos definir la funciónfn : ∪ Un → E∗∗ como

fn(x) := zU si x∈U ∈ Un.

PongamosMx = {n ∈ N : fn(x) está definida} parax ∈ X. Por construcción, existe una sucesión
(xm)m convergente ax y zm ∈ f (xm) param∈ N tales que la sucesión(zm)m ⊂ { fn(x) : n∈ Mx}.
Entonces por la Proposición 5.1.9

{ fn(x) : n∈ Mx}
w∗

∩ (F(x)+
δ
3

BE∗∗) 6= /0.
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Por el Lema 5.2.1, existek∈ conv{ fn(x)}n, una combinación convexa con coeficientes racionales,
tal que

k∈ F(x)+
2δ
3

BE∗∗ .

Sea{gm : m∈ N} el conjunto de la combinaciones convexas finitas con coeficientes racionales de
( fn)n. Por lo que acabamos de ver, para cadax ∈ X existem∈ N tal quegm(x) está definida y
gm(x) ∈ F(x)+ 2δ

3 BE∗∗ . Definamos para cadam∈ N

Am = {x∈ X : gm(x) está definida ygm(x) ∈ F(x)+
2δ
3

BE∗∗}.

Entonces∪m∈NAm = X. SeaVm una familia discreta de conjuntos abiertos tales quegm es constan-
te enV para todoV ∈ Vm y tal que∪Vm = dom(gm). ComoX es un espacio métrico, los conjuntos
abiertos son conjuntosFσ así quegm es constante en los conjuntos de una buena partición. Deno-
temos porgV

m el valor constante degm enV. Entonces

Am =
⋃

V∈Vm

(

V ∩{x∈ X : gV
m ∈ F(x)+

2δ
3

BE∗∗}

)

.

Si definimos ahora

Bm =
⋃

V∈Vm

(

V ∩

{

x∈ X : gV
m ∈ F(x)+

2δ
3

BE∗∗

}

)

,

como la familiaVm es discreta tenemos queBm es la intersección de un conjunto abierto y un
conjunto cerrado y por lo tantoBm es un conjuntoFσ y Gδ . Además, comoAm ⊂ Bm, entonces
∪m∈NBm = X. Definamosh′ : X → E como

h′(x) := gm(x) si x∈Cm = Bm\∪k<mBk.

CadaCm es un conjuntoFσ así que por la Proposición 1.5.2 (iii),{Cm : m∈ N} es una buena
partición. Cadagm es constante en los conjuntos de una buena partición deCm así que por la Pro-
posición 1.5.2 (ii),h′ es constante en los conjuntos de una buena partición. Por construcción está
claro que‖h′(x)−h(x)‖ ≤ ε. Tenemos que probar ahora queh′(x) ∈ F(x)+δBE∗∗ . Por definición
deh′ y Bm sólo tenemos que probar que si

x′ ∈

{

x∈ X : gV
m ∈ F(x)+

2δ
3

BE∗∗

}

, (5.13)

entonces
gV

m ∈ F(x′)+δBE∗∗ .

Supongamos que esto es falso. Entonces

F(x′)+
δ
3

BE∗∗ ⊂ E∗∗\B(gV
m,

2δ
3

)
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pero como osc∗w∗(F) = 0 y B(gV
m, 2δ

3 ) esw∗-cerrado, existe un entornoW dex′ tal que

F(W) ⊂ E∗∗\B(gV
m,

2δ
3

). (5.14)

Por otro lado, por (5.13), existex∈W tal que

gV
m ∈ F(x)+

2δ
3

BE∗∗ ⊂ F(W)+
2δ
3

BE∗∗

así queF(W)∩B(gV
m, 2δ

3 ) 6= /0, una contradicción con (5.14).

Teorema 5.2.6([Ang]). Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio
bidual. Sea F: X → P(E) ⊂ P(E∗∗) una multifunción conosc∗w∗(F) = 0. Si F(x) es cerrado
para todo x∈ X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.

Demostración.Por el Teorema 5.2.2 existe una aplicaciónh1 de la primera clase de Baire tal que

B(h1(x),1)∩F(x) 6= /0

para todox ∈ X. Si seguimos la demostración del Teorema 5.2.2 vemos que podemos suponer
queh1 es constante en los conjuntos de una buena partición deX. Aplicando ahora el Lema 5.2.5
podemos construir por inducción una sucesión(hn)n de aplicaciones de la primera clase de Baire
que satisface

(i) ‖hn(x)−hn+1(x)‖ ≤ 1/2n para todox∈ X y
(ii) B(hn(x),1/2n)∩F(x) 6= /0.

Definamosf : X → E como f (x) = l ı́mnhn(x). ComoF(x) es cerrado para cadax, tendremos por
(ii) que f (x)∈F(x). Por (i) f es el límite uniforme de(hn)n y por lo tanto, por la Proposición 4.0.1,
f es de la primera clase de Baire.

Corolario 5.2.7. Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach y E∗∗ su espacio bidual. Sea
F : X → P(E) una multifunción conosc∗w(F) = 0. Si F(x) es cerrado para todo x∈ X, entonces
F tiene un selector de la primera clase de Baire.

El siguiente corolario se obtiene adaptando las pruebas del Lema 5.2.5 y elTeorema 5.2.6 de
la misma forma que se prueba el Teorema 5.2.4 adaptando la prueba del Teorema 5.2.2.

Corolario 5.2.8. Sea X un espacio métrico, E un espacio de Banach yτ = σ(E,B) donde B⊂BE∗

es una frontera tal que los conjuntos acotadosσ(X,B)-relativamente numerablemente compactos
son w-relativamente compactos. Sea F: X → P(E) una multifunción conosc∗τ(F) = 0. Si F(x)
es cerrado para todo x∈ X, entonces F tiene un selector de la primera clase de Baire.



••190 Multifunciones y distancias a otros espacios

5.3 Distancia a espacios de funciones medibles

Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad completo y sea(E,‖ · ‖) un espacio de Banach.
Denotemos porM(µ,E) al espacio de funciones medibles deΩ en E (o simplementeM(µ) si
E =R). El primer objetivo de esta sección es obtener una fórmula que nos permitamedir distancias
a espacios de funciones medibles. Denotemos

Σ+ = {B∈ Σ : µ(B) > 0}

y paraA∈ Σ
Σ+

A = {B∈ Σ+ : B⊂ A}.

La siguiente proposición en la que se caracteriza la medibilidad de una función nos sirve para
motivación de lo que sigue.

Proposición 5.3.1.Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad completo,(E,‖ · ‖) un espacio de
Banach y f∈ EΩ. Son equivalentes

(i) f es medible,
(ii) para cadaε > 0 y para cada A∈ Σ+ existe B∈ Σ+

A tal quediamf (B) ≤ ε.

Demostración.Sale directamente de la Proposición 5.3.3.

Basándonos en la proposición anterior introducimos la siguiente definición.

Definición 5.3.2. Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad completo,(E,‖ · ‖) un espacio de
Banach y f∈ EΩ. Definimos el índice de medibilidad de f como

meas( f ) := ı́nf{ε > 0 : para todo A∈ Σ+ existe B∈ Σ+
A tal quediamf (B) ≤ ε},

donde por definicióńınf /0 = +∞.

Obsérvese que en estos términos, la Proposición 5.3.1 nos dice quef es medible si, y sólo si,
meas( f ) = 0. De hecho meas( f ) nos va a servir para estudiar la distanciad( f ,M(µ,E)).

Proposición 5.3.3([ACR]). Sea(Ω,Σ,µ) un espacio de probabilidad completo,(E,‖ · ‖) un es-
pacio de Banach y f∈ EΩ. Entonces

1
2

meas( f ) ≤ d( f ,M(µ,E)) ≤ meas( f ).

Además si E= R se tiene que

d( f ,M(µ)) =
1
2

meas( f ).

Demostración.Para ver la primera desigualdad podemos suponer qued( f ,M(µ,E)) es finita.
Tenemos que ver que cada vez queε > d( f ,M(µ,E)) se tiene que meas( f ) ≤ 2ε. Tomemos
g∈ M(µ,E) tal qued( f ,g)≤ ε. FijemosA∈ Σ+ y η > 0. Comog es medible, existe una sucesión
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gn : Ω → X de funciones simples tal que lı́mngn = g µ-para casi todo punto. Por el teorema
de Egorov, ([Din67, Theorem 1, p. 94]), existeE ∈ Σ con µ(Ω \E) < µ(A) y n ∈ N tales que
‖gn(ω)− g(ω)‖ ≤ η para cadaω ∈ E. EntoncesE∩A ∈ Σ+. Comogn es una función simple,
existeB∈ Σ+ contenido enE∩A tal quegn|B es constante. Por lo tanto diam(g(B)) ≤ 2η así que
diam( f (B)) ≤ 2ε + 2η . Esto prueba que meas( f ) ≤ 2ε + 2η . Comoε > d( f ,M(µ,X)) y η > 0
eran arbitrarios, obtenemos que meas( f ) ≤ 2·d( f ,M(µ,X)).

Veamos ahora la segunda desigualdad. Podemos suponer que meas( f ) < +∞ ya que en caso
contrario el resultado sería inmediato. Basta con ver que si meas( f ) < ε, existeg∈ M(µ,X) con
d( f ,g) ≤ ε.

AFIRMACIÓN.-Existe una sucesión(Bn)n de elementos deΣ+∪{ /0} tal que

µ(Ω\
⋃

n

Bn) = 0 y diam f (Bn) ≤ ε para todo n∈ N.

Como meas( f ) < ε, existeD ∈ Σ+ tal que diamf (D) ≤ ε. Tenemos por lo tanto que el conjunto

F :=
{

{Ai : i ∈ F} : Ai ∈ Σ+,diam f (Ai) ≤ ε parai ∈ F y Ai ∩A j = /0 si i 6= j
}

es no vacío. Dotemos aF del orden dado por la inclusión, es decir,C�D por definición siC⊂D.
Estamos en las condiciones del lema de Zorn por lo que(F ,�) tiene un elemento maximal.
Obsérvese que si{Ai : i ∈ F} ∈ F entoncesF es necesariamente numerable ya que

∑
i∈F

µ(Ai) ≤ µ(Ω) < +∞.

Sea{Bn : n ∈ F} con F ⊂ N maximal y tomemosBn = /0 si n ∈ N\F . Veamos que(Bn)n es la
sucesión deseada. En caso contrario, tenemos que

µ(Ω\
⋃

n

Bn) > 0.

Usando que meas( f ) < ε obtenemos que existeB⊂ Ω\∪n Bn tal que diamf (B) ≤ ε. Pero en tal
caso tenemos que

{Bn : n∈ F}∪{B} ∈ F

lo que contradice que{Bn : n∈ F} sea un elemento maximal deF y con esto termina la prueba
de la AFIRMACIÓN.

Para cadan ∈ N, si Bn 6= /0 tomemosxn ∈ f (Bn). Definamosg ∈ M(µ,X) comog(t) = xn si
t ∈ Bn para algúnn∈ N y g(t) = f (t) en caso contrario. Claramente tenemos qued( f ,g) ≤ ε con
lo que termina la prueba de la segunda desigualdad.

Por último, en el casoE = R, para demostrar que

d( f ,M(µ,E)) ≤
1
2

meas( f )

basta con repetir el argumento anterior con una pequeña diferencia. Enesta ocasiónxn se defini-
rá como el punto medio de convf (Bn). Así se obtendría que la funcióng obtenida cumple que
d( f ,g) ≤ ε/2 lo que concluye la prueba en este caso.
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Observación 5.3.4.De forma análoga a como pasaba en la Observación 4.1.7, si E tiene la
propiedad de que para todo conjunto acotado H⊂ E existe x∈ E tal que

H ⊂ B(x,diam(H)/2).

entonces podemos afirmar que

d( f ,M(µ,E)) =
1
2

meas( f ).

El siguiente ejemplo nos muestra que la desigualdadd( f ,M(µ,E)) ≤ meas( f ) obtenida en la
Proposición 5.3.3 es óptima.

Ejemplo 5.3.5. Seaµ la medida de Lebesgue en[0,1] y sea{et : t ∈ [0,1]} la base canónica de
E = c0([0,1]). Entonces la función f: [0,1] → E dada por f(t) = et cumple que

d( f ,M(µ,E)) = meas( f ) = 1.

Veamos que esto es así. Se tiene que meas( f ) = 1 ya que de hecho es inmediato que diamf (B) = 1
para todoB∈ Σ+. Tomemos ahorag∈ M(µ,X). En tal caso existeA∈ Σ conµ([0,1]\A) = 0 tal
queg(A) ⊂ c0([0,1]) es separable. Así que podemos encontrar un conjunto numerableC ⊂ [0,1]
tal queg(t ′)(t) = 0 para cadat ∈ [0,1]\C y cadat ′ ∈ A. Tomemost0 ∈ A\C. Entonces

d( f ,g) ≥ ‖ f (t0)−g(t0)‖ ≥ ( f (t0)−g(t0))(t0) = 1

de donde se deduce qued( f ,M(µ,X)) ≥ 1. Por lo tanto

1≤ d( f ,M(µ,x)) ≤ meas( f ) = 1

con lo que hemos probado lo que queríamos. �

Dedicamos el resto de esta sección al estudio de una versión cuantitativa de la propiedad
de Bourgain. La propiedad de Bourgain se ha utilizado como una herramienta muy potente en
el estudio de la integración de funciones con valores en un espacio de Banach, véase [RS85],
[GGMS87], [CMV97] y [CR05]. Por ejemplo sif : Ω → E es una función acotada, la propiedad
de Bourgain del conjunto

{x∗ ◦ f : x∗ ∈ BE∗} ⊂ RΩ

caracteriza la integrabilidad Birkhoff def .

Definición 5.3.6. Sea H⊂ RΩ, se define

B(H) = ı́nf{ε > 0 : para todo A∈Σ+ existen B1, . . . ,Bn ∈ Σ+
A

tales quesup
h∈H

mı́n
1≤1≤n

diam f (Bi) ≤ ε},

donde consideramos queı́nf /0 = +∞.
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Se dice queH tiene la propiedad de Bourgain cuandoB(H) = 0.

Proposición 5.3.7([ACR]). Sea H⊂ EΩ. Entonces

(i) B(G) ≤ B(H) para todo G⊂ H.
(ii) meas(h) ≤ B(H) para cada h∈ H.

(iii) B(H) = B(H
EΩ

).

Demostración.(i) y (ii) son inmediatos. Veamos que también se da (iii). Por (i) tenemos que

B(H) ≤ B(H
EΩ

). Veamos por tanto la desigualdad opuesta. Para ello supongamos queB(H) es
finito y seaε > ε ′ > B(H). FijemosA∈ Σ+. ExistenB1, . . . ,Bn ∈ Σ+

A tales que

sup
h∈H

mı́n
1≤i≤n

diam(h(Bi)) ≤ ε ′.

Fijemosg∈ H
EΩ

. Para cada 1≤ i ≤ n, elijamosti , t ′i ∈ Bi . Existeh∈ H tal que

‖h(ti)−g(ti)‖ ≤
ε − ε ′

2
≥ ‖h(t ′i )−g(t ′i )‖ para cada 1≤ i ≤ n.

Para algún 1≤ j ≤ n tenemos que‖h(t j)−h(t ′j)‖ ≤ ε ′ así que

‖g(t j)−g(t ′j)‖ ≤ ‖g(t j)−h(t j)‖+‖h(t j)−h(t ′j)‖+‖h(t ′j)−g(t ′j)‖ ≤ ε.

Como los puntosti , t ′i ∈ Bi se eligieron arbitrariamente, tenemos que

mı́n
1≤i≤n

diamg(Bi) ≤ ε.

Por lo tantoB(H
EΩ

) ≤ ε. Comoε > B(H) es arbitrario, con esto concluimos la prueba.

Bourgain probó que siB(H) = 0 y f ∈ H
τp entonces existe una sucesión( fn)n enH que con-

verge af enµ-casi todo punto (véase [RS85]). La siguiente proposición es una versión cuantitativa
de dicho resultado:

Proposición 5.3.8([ACR]). Sea H⊂ EΩ y g∈ H
EΩ

. Entonces existe una sucesión(hn)n en H tal
que

l ı́msup
n→∞

‖hn(x)−g(x)‖ ≤ 2·B(H)

para µ-casi todo punto x∈ Ω.

Demostración.Supongamos queB(H) es finito ya que en caso contrario el resultado sería tri-

vialmente cierto. Comog∈ H
EΩ

, existe un ultrafiltroU deH tal queg∈U
EΩ

para cadaU ∈ U .
DadoA∈ Σ+ y n∈ N, tomemos

H (A,n) := {h∈ H : diamh(A) ≤ B(H)+1/n}.
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Además consideremos queH ( /0,n) = H para todon∈N. Fijemosn∈N. Por definición deB(H),
para cadaA ∈ Σ+ existe un conjunto finitoF ⊂ Σ+

A tal queH =
⋃

B∈F H (B,n) y, teniendo en
cuenta queU es un ultrafiltro deH, podemos encontrarB∈ F tal queH (B,n) ∈ U . Usando el
Lema de Zorn de forma similar a como hicimos en la Proposición 5.3.3, podemos encontrar una
familia numerable{An,m} de elementos disjuntos deΣ+ ∪{ /0} con µ(Ω \

⋃

mAn,m) = 0 tales que
H (An,m,n) ∈U para cadam. Fijemostn,m∈ An,m cuandoAn,m 6= /0 y definamosfn : Ω →R como
fn(t) := g(tn,m) si t ∈ An,m y fn(t) := g(t) si t 6∈

⋃

mAn,m.

Observemos queB :=
∞
⋂

n=1

⋃

m

An,m cumple queµ(Ω\B) = 0. Afirmamos que

‖ fn(t)−g(t)‖ ≤ B(H)+
1
n

para todot ∈ B y todon∈ N. (5.15)

Efectivamente, tomemosm∈ N tal quet ∈ An,m. Fijemosη > 0. Comog ∈ H (An,m,n)
EΩ

, po-
demos encontrargn ∈ H (An,m,n) tal que‖gn(t)−g(t)‖ ≤ η y ‖gn(tn,m)−g(tn,m)‖ ≤ η . De aquí
tenemos que

‖ fn(t)−g(t)‖ = ‖g(tn,m)−g(t)‖ ≤ ‖g(tn,m)−gn(tn,m)‖+‖gn(tn,m)−gn(t)‖+‖gn(t)−g(t)‖

≤ B(H)+
1
n

+2η .

Comoη > 0 era arbitrario, se tiene la desigualdad (5.15).
Dadon ∈ N, el conjunto

⋂n
k=1

⋂n
m=1H (Ak,m,k) pertenece aU y por lo tanto contiene una

funciónhn tal que‖hn(tk,m)−g(tk,m)‖ ≤ 1/n para cada 1≤ k≤ n y cada 1≤ m≤ n. Veamos que

lı́msup
n→∞

‖hn(t)−g(t)‖ ≤ 2·B(H) para todot ∈ B.

Fijemosk∈ N. Entonces por (5.15) tenemos que‖ fk(t)−g(t)‖ ≤ B(H)+1/k. Tomemosm∈ N
tal quet ∈ Ak,m. Entonces para cadan≥ máx{k,m} tenemos que

‖hn(t)−g(t)‖ ≤ ‖hn(t)−hn(tk,m)‖+‖hn(tk,m)−g(tk,m)‖+‖ fk(t)−g(t)‖

≤ 2·B(H)+
2
k

+
1
n
.

Por lo tanto ĺımsupn→∞ ‖hn(t)−g(t)‖ ≤ 2 ·B(H)+ 2/k. Comok ∈ N es arbitrario, concluimos
que ĺımsupn→∞ ‖hn(t)−g(t)‖ ≤ 2·B(H). Con esto termina la prueba

Si H es uniformemente acotado, se tiene queB(aconv(H)) = 0 cuandoB(H) = 0. Por otro
lado, esto no es cierto en general para conjuntos no acotados. Para terminar esta sección vamos a
ver una versión cuantitativa de dicho resultado, véanse Proposición 5.3.12 y Proposición 5.3.14.
Para ello necesitamos unos resultados previos:

Lema 5.3.9([ACR]). Sea H⊂ EΩ. EntoncesB(H) es el ínfimo de todos losε > 0 que cumplen
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(Pε ) para cadaδ > 0 existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que

sup
h∈H

µ
(

⋃

{A∈ Γ : diamh(A) > ε}
)

≤ δ .

Demostración.Seaε > 0 que cumpla (Pε ) y tomemosB∈ Σ+. Existe una particiónΓ deΩ enΣ
tal que

sup
h∈H

µ
(

⋃

{A∈ Γ : diamh(A) > ε}
)

≤
µ(B)

2
.

De aquí se deduce que para cadah ∈ H podemos encontrarA ∈ Γ con µ(A∩B) > 0 tal que
diamh(A∩B) ≤ ε. Por lo tantoB(H) ≤ ε.

Recíprocamente, fijemosε > B(H) y veamos que se cumple (Pε ). Fijemosδ > 0 y conside-
remos la familia uniformemente integrable

K :=
{

g∈ M(µ,R) : 0≤ g≤ 1 µ-para casi todo punto,
∫

Ω
g dµ ≥ δ

}

.

Por el teorema de Dunford, Teorema 3.5.1, su imagen canónicaK∼ en L1(µ) es un conjunto
relativamentew-compacto enL1(µ). Es fácil ver queK∼ es‖ · ‖1-cerrado y convexo, y por lo
tanto esw-cerrado de donde deducimos que esw-compacto.

Fijemosg∈ K. ComoAg := {t ∈ Ω : g(t) > 0} ∈ Σ+, existenAg
1, . . . ,A

g
n(g) ∈ Σ+

Ag tales que

sup
h∈H

mı́n
1≤i≤n(g)

diamh(Ag
i ) ≤ ε. (5.16)

Definamos

V(g) :=
n(g)
⋂

i=1

{

f ∈ L1(µ) :
∫

Ag
i

f dµ > 0
}

.

V(g)∼ es unw-entorno de la clase ˆg deg∈ L1(µ).
ComoK∼ esw-compacto, existeng1, . . . ,gk ∈ K tales queK ⊂

⋃k
j=1V(g j). SeaΓ la partición

finita deΩ formada por todos los átomos del álgebra generada por la colección

{A
g j
i : 1≤ j ≤ k,1≤ i ≤ n(g j)}.

Fijemosh∈ H y definamos

C =
⋃

{A∈ Γ : diamh(A) > ε}.

Afirmamos queχC 6∈ K. Supongamos lo contrario. EntoncesχC ∈V(g j) para algún 1≤ j ≤ k, es
decir, para cada 1≤ i ≤ n(g j) tenemos queµ(C∩A

g j
i ) > 0 así que existeAi ∈ Γ tal queAi ⊂ A

g j
i y

diamh(Ai) > ε. Por lo tanto diamh(A
g j
i ) > ε para cada 1≤ i ≤ n(g j), contradiciendo (5.16). Esto

muestra queχC 6∈ K, es decir,µ(C) < δ con lo que terminamos la prueba.



••196 Multifunciones y distancias a otros espacios

Definición 5.3.10.Sea H⊂ EΩ uniformemente acotado. Definimos

sosc(H) := ı́nf{ε > 0 : para todo B∈ Σ+ existe una partición finitaΓ de B enΣ
tal que sup

h∈H
∑
A∈Γ

µ(A) diamh(A) ≤ µ(B)ε}.

Proposición 5.3.11([ACR]). Sea H⊂ EΩ be uniformemente acotado. Entonces

sosc(H) = B(H).

Demostración.PongamosM := sup{‖h(t)‖ : t ∈ Ω, h∈ H}. Fijemosε > B(H) y B∈ Σ+. To-
memosε > ε ′ > B(H) y elijamosη > 0 suficientemente pequeño para que

2Mη + µ(B)ε ′ ≤ µ(B)ε.

Por el Lema 5.3.9, existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que

sup
h∈H

µ(
⋃

{A∈ Γ : diamh(A) > ε ′}) ≤ η .

Entonces

∑
A∈Γ

µ(B∩A)diamh(B∩A) =

= ∑
A∈Γ

diamh(B∩A)>ε ′

µ(B∩A)diamh(B∩A)+ ∑
A∈Γ

diamh(B∩A)≤ε ′

µ(B∩A)diamh(B∩A)

≤ 2Mη + µ(B)ε ′ ≤ µ(B)ε.

Comoε > B(H) y B∈ Σ+ es arbitrario, sosc(H) ≤ B(H).
Veamos ahora la desigualdad opuesta. Para ello fijemosε > sosc(H) y B∈ Σ+. Tomemos una

partición finitaΓ deB enΣ tal que

sup
h∈H

∑
A∈Γ

µ(A) diamh(A) ≤ µ(B)ε.

La desigualdad anterior nos asegura que, para cadah ∈ H, existeA ∈ Γ con µ(A) > 0 tal que
diamh(A) ≤ ε. De aquí se tiene queB(H) ≤ ε. Comoε > sosc(H) es arbitrario, concluimos que
sosc(H) = B(H) con lo que completamos la prueba.

Proposición 5.3.12([ACR]). Sea H⊂ EΩ uniformemente acotado. Entonces

B(H) = B(aconv(H)).

Demostración.Por la Proposición 5.3.7 (i), tenemos queB(H) ≤ B(aconv(H)). Para probar la
otra desigualdad, fijemosε > sosc(H). DadoB∈ Σ+, existe una partición finita{B1, . . . ,Bp} deB
enΣ tal que

sup
h∈H

p

∑
j=1

µ(B j) diamh(B j) ≤ µ(B)ε.
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Tomemosg ∈ aconv(H) y escribamosg = ∑n
i=1 λihi para algúnh1, . . . ,hn ∈ H y λi ∈ R con

∑n
i=1 |λi | ≤ 1. Dadoη > 0, para cada 1≤ j ≤ p podemos elegirt j , t ′j ∈ B j tales que

p

∑
j=1

µ(B j)diamg(B j)−η ≤
p

∑
j=1

µ(B j) ‖g(t j)−g(t ′j)‖ ≤

≤
p

∑
j=1

µ(B j)
( n

∑
i=1

|λi | · ‖hi(t j)−hi(t
′
j)‖
)

≤
p

∑
j=1

µ(B j)
( n

∑
i=1

|λi | ·diamhi(B j)
)

=
n

∑
i=1

|λi | ·
( p

∑
j=1

µ(B j) diamhi(B j)
)

≤ µ(B)ε.

Comoη > 0 es arbitrario, obtenemos que∑p
j=1 µ(B j) diamg(B j)≤ µ(B)ε. Este argumento mues-

tra que sosc(aconv(H)) ≤ ε. Como ε > sosc(H) es arbitrario, sosc(aconv(H)) ≤ sosc(H). La
prueba termina por la Proposición 5.3.11.

Lema 5.3.13([ACR]). Sea H⊂ EΩ y A∈ Σ. Definamos G:= {hχA : h∈ H} ⊂ EΩ. Entonces

B(G) ≤ B(H).

Demostración.SiB(H) = +∞ el resultado es inmediato. Supongamos queB(H) < +∞ y fijemos
ε > B(H). Tomemos algúnB ∈ Σ+. Entonces oB∩A ∈ Σ+ o B\A ∈ Σ+. En el segundo caso,
tenemos que diamg(B\A) = 0 para cadag∈ G. En el primer caso, podemos elegir

B1, . . . ,Bn ∈ Σ+
B∩A

tales que suph∈H mı́n1≤i≤ndiamh(Bi) ≤ ε. Entonces

sup
g∈G

mı́n
1≤i≤n

diamg(Bi) ≤ +ε.

De aquí sigue queB(G) ≤ ε. Comoε > B(H) era arbitrario, esto termina la prueba.

Proposición 5.3.14([ACR]). Sea H⊂RΩ puntualmente acotado. SiB(aconv(H)) < +∞, enton-
ces

B(H) = B(aconv(H)).

Demostración.Empezamos probando la siguiente afirmación:

AFIRMACIÓN.- Existe un cubrimiento numerable de conjuntos disjuntos(An)n deΩ
enΣ tal que la familia de restricciones H|An ⊂R

An está uniformemente acotada cuan-
do µ(An) > 0.

Efectivamente, fijemosA∈ Σ+ y tomemosk > B(aconv(H)) = B(aconv(H)
RΩ

) (por 5.3.7 (iii)).

SeaG := aconv(H)
RΩ

. Entonces existenA1, . . . ,An ∈ Σ+
A tales que

sup
g∈G

mı́n
1≤i≤n

diamg(Ai) ≤ k.
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Definamosf : Ω → ℓ∞(G) como f (ω)(g) := g(ω) (estamos usando queG es puntualmente aco-
tado). Por el teorema de Hahn-Banach,{x∗( f ) : x∗ ∈ BE} = G. La desigualdad previa se traduce
entonces en

sup
ϕ∈Bℓ∞(H)∗

mı́n
1≤i≤n

diamϕ( f (Ai)) ≤ k.

Por [CR05, Lemma 3.3] tenemos que existe 1≤ j ≤ n tal que f (A j) es acotado, es decir,H|A j es
uniformemente acotado. De nuevo, utilizando el Lema de Zorn como hicimos en laprueba de la
Proposición 5.3.3 nos permite probar la AFIRMACIÓN.

Fijemosε > B(H) y B∈ Σ+. Entoncesµ(B∩An) > 0 para algúnn. Consideremos la familia
uniformemente acotadaHn := {hχAn : h∈ H} ⊂ RΩ. Por la Proposición 5.3.12 y el Lema 5.3.13,
tenemos queB(aconv(Hn)) ≤ B(H). ExistenB1, . . . ,Bp ∈ Σ+

B∩An
tales que

sup
g∈aconv(H)

mı́n
1≤i≤p

diamg(Bi) = sup
g∈aconv(Hn)

mı́n
1≤i≤p

diamg(Bi) ≤ ε.

Comoε > B(H) y B∈ Σ+ son arbitrarios, concluimos queB(aconv(H))≤B(H). Por otro lado,
por la Proposición 5.3.7 (i) tenemos queB(aconv(H)) ≥ B(H) y con ello termina la prueba.
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