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1. Introduccion

A lo largo de la presentacidon veremos algunos problemas concretos de la industria

financiera y las herramientas matematicas del cdlculo estocdstico utilizadas para
resolverlos.
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Productos financieros

La actividad fundamental de las entidades financieras es la compra, venta y gestion de
productos financieros.

Desde los productos financieros mas sencillos como pueden ser:

e Acciones,
e Bonos del estado o de companias privadas,
e Prestamos hipotecarios, ...

hasta contratos opcionales, mas dificiles de valorar, como por ejemplo:

e Opciones Call y Put estandar,
e opciones Call y Put con barrera,
e opciones mas exdticas como las opciones Asiaticas,

e opciones sobre cestas, con pagos que dependen del comportamiento de varias
acciones, ...
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Modelos de Evolucion Estocastica

El problema fundamental a la hora de tratar con estos instrumentos financieros es poder
determinar su precio (que también llamaremos prima o valor).

El primer paso para calcular el precio de una opcidn es elegir el proceso de evolucién
estocastico que le asignaremos al activo (o activos) que determinan el pago futuro del
contrato.

Notacion:
W = Movimiento browniano
S: = Precio del activo subyacente en tiempo ¢
So = Precio hoy del activo (precio spot)
' = Vencimiento de la opcidn

K = Precio de ejercicio (Strike)
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Uno de los modelos de evolucidon estocasticas, en tiempo continuo, mas basicos
que manejamos es el Movimiento Browniano, y utilizindolo como base construimos
las ecuaciones diferenciales estocasticas que determinardn la evolucién de los activos

subyacentes.

Por ejemplo, podriamos tener que el subyacente S; evoluciona en el tiempo como si
fuera el mismo movimiento browniano,

dSt — th .
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Un proceso un poco mas general seria el movimiento browniano con deriva (u) y con
un parametro (o) que sirve para controlar su nivel de varianza o incertidumbre,

dSt = ,udt -+ O'th .
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Uno de los modelos de evolucién mas utilizados es el modelo log-normal de Black-
Scholes, desarrollado en 1973 (por este trabajo recibieron el Premio Nobel de economia
en 1997 Myron Scholes, Robert C. Merton y [Fischer Black]). Su ecuacién diferencial
estocastica es la siguiente,

d
DS _ Lt + odw,
St

u=10.05;, 0 =0.3 histograma 5,
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Teoria de Valoracion

En un alarde de extrema sintesis, la teoria de valoraciéon por ausencia de oportunidad
de arbitraje nos permite concluir que el precio de un derivado sobre un activo que se
negocia en un mercado organizado se puede calcular como la siguiente esperanza:

Valor hoy = Vo, = Eq {H(ST1)} |,

donde, H(x) es la funcién de pago en el momento del vencimiento del contrato y que
depende del subyacente Sr.
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2. Técnicas de Calculo Estocastico

y Aplicaciones Financieras
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Lema de 1t0 y Formulas Analiticas

Dificultad

Si queremos calcular el precio de una opciéon Put de vencimiento T° = 1 ano, activo
subyacente S; y precio de ejercicio K necesitaremos:

1. Asignar un modelo de evolucién a S7, por ejemplo log-normal,

d
% — udt + odW, (1)
t

2. Calcular la siguiente esperanza,

Precio de una put = Eq {H(S7)} = Eq {(K — S1)"} (2)

Para calcular le esperanza de la expresion (2) lo primero que necesitamos es una
expresidn explicita para Sp. La ecuacién diferencial estocasticas (1) nos indica la regla
de evolucién para S; a lo largo del tiempo, pero no la distribucidon de S; para cada
tiempo t.
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Herramienta

El Lema de |to:

Supongamos que S; es un proceso de It0,

dSt — a(t, St)dt + b(t, St)th

y que definimos otro proceso Y;
Y: = f(tv St)

Entonces Y; es también un proceso de |t6 dado por

dY; — %(t, St)dt —|— %(t, St)dSt ‘|‘ laZ—f(t, St)(dst)2

ot ox 2 Ox2

Esto es

2

b
AY, = (80f + a 0uf + — 02,F )dt + b Do f AW,
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La ecuacién diferencial estocastica (1), un par de elecciones de f(t,S;) adecuadas y el
lema de [t6 nos permiten calcular la expresién explicita de S; para todo tiempo ¢,

Sy = Spexp { (M - %2) t+ a\/(t)g}

donde, £ es una variable aleatoria NV(0, 1) (normal de media cero y desviacién tipica 1).

Un argumento de ausencia de oportunidad de arbitraje determinard que la tnica eleccién
adecuada para s seran al valor de los tipos de interés sin riesgo, que denotaremos con 7.
De esta forma tendremos que el precio de una Put viene dado por la siguiente integral,

oo

P(S.t) = e~ (T /

— OO

9 +
(K — Ste(r_%)@_tHamu) A e_u_;du
V2
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Si hacemos la integral obtenemos la formula de Black-Scholes para una opcién Put,

P(Si,t) = Ke "T"ON(—d_) — S;N(—d,)

Formula de Black&Scholes para una put

donde,
1 S oV —t
di — log +
ovT —t =~ Ke r(T-1) 2
Y
w2 1
N(w) = ez - dz .

oo V2T
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Principio de Reflexion y Toque de Barreras

Movimiento Browniano

Dificultad

A la hora de ponerle precio a una opcién Put con barrera desactivante (opcién Put
down and out) nos interesa conocer la probabilidad de que un browniano toque una
barrera B antes de un determinado tiempo T,

B /\

P( max {W;} > B) =i?

0<t<T
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Herramienta

Principio de Reflexidon del movimiento browniano:

oo u2
P(max {Wt}2B> =2-P(Wpr>B)= —/ e 2T du

0<t<T

Nota

P( max {W;} > B)
0<t<T

— P(Oréltag%{wt} > Bﬂ Wp > B) + P(Orgtag%{wt} > Bﬂ Wr < B)

= P(Wr > B) + P(Orgtag%{wt} > Bﬂ Wr < B)

= P(Wr > B)+ P(Wr > B)

2 [ 42
B
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Lema de Girsanov y Toque de Barreras

Movimiento Browniano con deriva

Dificultad

En realidad, si suponemos que la evolucién del activo subyacente es log-normal, el tipo
de calculo que necesitamos para ponerle precio a opciones con barrera es,

B /\

St

— ;7
P (OgltaSXT {St} > B) L
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si denotamos,

la probabilidad que buscamos queda entonces,

P( max {at + oW;} > b) :

0<t<T

que es la probabilidad de que un browniano con deriva llegue a un nivel b antes de
tiempo 1T'. Esto ya no es tan sencillo como el principio de reflexién.
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Herramienta

L ema de Girsanov:

Si tenemos un proceso browniano con deriva WW; en su probabilidad natural P,

AW, = \dt + dW, .

Entonces, existe una probabilidad ) dada por,

)\2
dQ = dP - exp (—)\Wt _ ?t) |

tal que el proceso W; es un movimiento browniano sin deriva con respecto a esta nueva
probabilidad Q.

Fecha de elaboracion: 10 de Marzo de 2010 19



Universidad de Murcia

Con una adecuada eleccion de ),

Matematicas de los Mercados Financieros. Calculo Estoc3stico

\ —

Q|

obtenemos que podemos hacer el calculo en el mundo del browniano sin deriva,

. —~ dP
P (ogltang {at + oW} > b) = Pg (ogltang {O‘Wt} > b) E

Para terminar la cuenta tendriamos que condicionar esta probabilidad sobre los posibles
valores de W en tiempo 1, y obtendriamos resultados como,

2
P (ogltagXT {S:} > B‘ST = x) = exp {

a7 () (5))
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Calculo de Variaciones (Malliavin) y Computo de Derivadas

Dificultad

Para la gestién del riesgo que suponen los productos financieros no solo necesitamos
conocer su valor, también es imprescindible conocer cual serd su comportamiento cuando
se muevan las variables que determinan su precio. En definitiva, cuales son las derivadas
parciales de las funciones que determinan el precio.

Dada la complejidad de algunos de los productos financieros, no siempre disponemos de
formulas analiticas para el calculo de las esperanzas que determinan su precio,

Hay que calcular numericamente: | Vo = Eq {H(S7)}

En estos casos utilizamos métodos numéricos como la simulacién montecarlo, que
son computacionalmente muy poco eficientes. Ademds nos encontramos con muchas
dificultades a la hora de calcular derivadas de forma numérica.

Para algunos productos hay que calcular mas de 150 derivadas parciales.
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Herramienta

El calculo de Variaciones (calculo de Malliavin) nos permite calcular:

e Muchas derivadas al mismo tiempo que el precio del producto,
e Con un coste computacional extra practicamente marginal,

e Obteniendo estimadores no sesgados del valor de las derivadas parciales.

Como ya hemos dicho, el precio de los productos vendra dado por una expresidon de este
tipo, donde @ es la variable que nos interesa derivar,

Valor hoy = V(68) = E{f(Sr(0))} = [ £(S1(6.))p(x)da,

donde p(x) es la densidad de la variable aleatoria que gobierna la distribucién de Srp.
Por ejemplo, p(x) la densidad de una normal de media cero y desviacién tipica uno.
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Nos van a interesar el siguiente tipo de derivadas parciales,

0 0 0
S5V (0) = ZEF(SrO)] = Bl f (510)) = [ 25f(51(0.)p(a)da

donde 6 es la variable con respecto a la cual queremos derivar.

Como veremos, sera tremendamente (til transformar la integral sobre la derivada de la
funcién f en una integral en la cual aparezca la funcién f sin derivar,

[ 55 (SrO. 0wl = [ £(50, ) 0)p(w)ida

Esto nos permite computar las derivadas parciales a la vez que se calcula el precio de la
opcion.
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El procedimiento tiene dos partes:

of(0,x) of(0,x) 51:)

1. Relacionar 50 con o
0 0
Es decir, pasar de tener 8]0(;9’ ?) a tener 8f(g ’w)g(x,é’), para poder escribir
x

[ 2 s(se0.anptare = [PLEED g 110000

2. Y después utilizar una integracién por partes inteligente para obtener,

[P 0, ayparan = - [ (520600 |25+ gt6.02 ) plays.

Este tipo de argumento los podemos utilizar para productos que dependan de varios

subyacentes y ademas calcular todas las derivadas parciales a la vez que se calcula el
precio de producto.
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Nota

Férmula de integraciéon por partes.

B(f/(X)g(X)) = / £ (@) g(2)p(x)da

donde p(x) es la densidad de la variable aleatoria X . Por la férmula de integracién por partes

/‘OO fe)a(@)p(@)ds = /OO (f(z)g(z)p(z)) dz — /oo f(x)(g(z)p(x)) dx

= [f(@)g(@)p(@)]| =7 / f(@)(g(2)p(x)) da
:O

- [ 5@ (g’<a:> T g(x)

p'(x)
p(x)

Lo que conseguimos de esta manera es pasar de tener una integral en f’(x) a tener una sobre su
primitiva f(x).

) p(z)dz
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