Cdlculo estocastico: una introduccidn

Mathieu Kessler

Departamento de Matematica y Estadistica
Universidad Politécnica de Cartagena

Murcia, Marzo 2010

Mathieu Kessler UPCT



Movimiento Browniano
m Resenas histéricas
m Modelizacién y propiedades basicas.

Integrales estocasticas
m Introduccidn
m Esbozo de la construccién

Ecuaciones diferenciales estocasticas

Mathieu Kessler UPCT



Movimiento Browniano
m Resenas histéricas
m Modelizacién y propiedades basicas.

Mathieu Kessler UPCT



ales estocasticas Ecuaciones diferenciales estocasticas

Reseiias histéricas

Resenas histdricas

Dos derivaciones paralelas:

m En la modelizacidn fisica del movimiento molecular:
desde Brown hasta Einstein (1905)

m Teoria matematica de la probabilidad y de los procesos
estocasticos:
trabajo pionero de Bachelier (1900) en su interés por los
modelos para precios de acciones y opciones.
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Ecuaciones diferenciales estocasticas

Reseiias histéricas

Movimiento Browniano y movimiento molecular

m 1827: El botanico R.Brown: movimiento de las particulas de
polen esparcidas en el agua.

m 1877: Delsaux: el movimiento de las particulas individuales se
debe a los impactos de las moléculas de liquido. = su
velocidad varia por un gran nimero de pequenos choques.

m 1905: Einstein: el movimiento observado no es el resultado de
choques individuales sino que entre los instantes de
observacién, la velocidad cambia sin parar.

B = modelo para el desplazamiento neto entre dos tiempos de
observacién.
m = estimacidn del coeficiente de difusién térmica.
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Reseiias histéricas

Movimiento Browniano y movimiento molecular

Lo que hizo Einstein

m Y: primera componente desplazamiento neto de una particula
durante 7 (corto intervalo tiempo).

m Suponemos Y =4y, P(Y =y)=P(Y =—y) =1/2.

Yy Yy

q(x): densidad de
particulas en x
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Reseiias histéricas

Movimiento Browniano y movimiento molecular

m El ndmero neto de particulas que se desplazan de izquierda a
derecha en el intervalo 7:

1 1 1dg 5
= —y/2)y — = 2y ~ ——— :
5d(x =y/2)y = sa(x +y/2)y = =5~ (x)y
m El flujo de particulas:
ldg, \y? _ .dg
Tra T =D

D: coeficiente de difusion térmica, Ley de Fick
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Reseiias histéricas

Movimiento Browniano y movimiento molecular

m Se identifica

m No podemos observar y, pero observamos

1/7

Yar=)_ Vi,
i=1

Y;, independientes P(Y; = +y) = 1/2, var(Y;) = y2.
= var(Yat) = %y2,

1
D= §var( Yat).

B Perrin (1926): primera estimacién de NN, el niimero de Avogadro.
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Reseiias histéricas

Louis Bachelier

m Tesis doctoral marzo 1900, “Teoria de la especulacién”.
Revisor: H. Poincaré.

m Formacidn en fisica matemdtica, ecuacidn del calor...

m En su tesis:

m Los precios como proceso de Markov; deduce la e.d.p que
satisface la densidad de transicién = proceso Gaussiano.

m Deducciéon matematica del movimiento browniano como limite
de caminatas aleatorias.

m Obtiene la ley del maximo de un movimiento browniano; la
probabilidad de que supere un determinado umbral.

m Usa su modelo para calcular el precio de opciones.

‘ “El padre de las matematicas financieras” ‘
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Modelizacién y propiedades basicas.

El movimiento Browniano como proceso estocastico

Buscamos un modelo para el proceso (Xt),> -
Xi: posicion de una particula en el momento t.

Para que sea razonable, pedimos:

Xt+n — Xt es independiente de todas las variables Xs, s < t.

Los incrementos son estacionarios: es decir la distribucion de
Xirn — Xt no depende de t.

Continuidad: Para todo § > 0,
lim P(| Xexrn — X A =0.
Al ([Xera = Xe| > 6)/ 0

Si, ademas, Xy = p,

= Para todo t,  X; ~ N (p,0°t)
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Modelizacién y propiedades basicas.

El movimiento Browniano

El movimiento Browniano estdndar, (B:)>0, €s un proceso
continuo Gaussiano, con incrementos estacionarios e
independientes, que cumple By = 0.

Tenemos
Bt+A — By ~ N(Ov A)

Bt R N(O, t)
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacidon del movimiento Browniano

t
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacidon del movimiento Browniano
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacidon del movimiento Browniano

t
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacidon del movimiento Browniano
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacidon del movimiento Browniano

t
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Modelizacién y propiedades basicas.

Una realizacién del movimiento Browniano bidimensional

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 03
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Modelizacién y propiedades basicas.

Propiedades basicas del movimiento Browniano

m Una realizacién del proceso es una trayectoria entera, es decir
una funcién R™ — R.

m Para hablar de distribucién de probabilidad de un proceso
(Xt)>o » debemos introducir el concepto de probabilidad sobre
espacios de funciones. N. Wiener fue el primero que lo hizo.
Notacién (W;)¢>o: el proceso de Wiener (= Movimiento
Browniano)
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Modelizacién y propiedades basicas.

Propiedades basicas del movimiento Browniano

Si consideramos una realizacién del proceso,

Es una funcién continua.

Es una funcién con variacién infinita : dado [0, T]

n

Z‘Xt,.—XtH‘, para0=ty<...<t,=T
i=1

no esta acotado.

No es derivable en (casi) ningtin punto.
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Modelizacién y propiedades basicas.

Importancia del movimiento Browniano

El movimiento Browniano ha adquirido una importancia crucial

m Aparece cuando se usa argumentos asintéticos.
m Teorema de representacién de Lévy:
(Casi) Cualquier martingala continua es un movimiento
Browniano con un cambio de tiempo.

m (X;)r>0 es una martingala si E[X;| Xy, u < s] = X;. (e.g.
precios descontados)
m Dado X, existe By g, tal que X; = Bg(y).

m Se dispone del calculo de Itd para estudiar transformadas del
movimiento Browniano Y; = f(B:).
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m Esbozo de la construccién
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Introducc

Integrales estocdsticas

m Langevin y otros:

dX
— =atXo) + b(t, Xt )&,

donde &;,t > 0, son variables normales independientes.
En su forma integral:

t t
X; :/ a(s,Xs)ds—l—/ b(s, Xs)&sds.
0 0

El movimiento Browniano de Einstein: a =10, b =1,

t
&z/&m
0

(€¢)+>0 serfa la derivada de (Bt),g -
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Introduccién

Integrales estocdsticas

m ;Cémo dar sentido a " [ b(s, Xs)dBs"?
( B de variacién infinita = no es una integral de
Riemann-Stieljes.)

m Ito en los afios 40, construyd la teoria de las integrales
estocasticas.

m En esta teoria, no se presta interés a (&;)¢>0, €l “ruido
blanco”, sino que se da sentido a fot f(s)dBs.
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Esbozo de la construccién

Esbozo de la construccidn

Consideramos .
I(F) = / £(5)dB..
0

Consideramos una particién de [0,t], 0=tp < ... < t, = t,
Si f es una funcién aleatoria constante por trozos (" step
function”) con f(s) = fj si s € [tj, tj;1],

n

I(f) = Z fj (ij+1 - ij)

j=t
m /(f) es una variable aleatoria centrada.

m Su varianza es
||/(f)\|ﬁ2(,>) = E[I(f)?] = 3= E[f] (tj11 — 1))
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Esbozo de la construccién

Esbozo de la construccidn

Para una funcién aleatoria en general f en L?(P), podemos
encontrar una secuencia f(") de "step functions” tal que

fln) EB) ¢

Tenemos que
m /(f(") converge en L%(P). El limite no depende
- E[/(f("))2] _ fot E[f2(5)]ds de la secuencia escogida ().

Ito definid la integral estocastica de f como

n—oo
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Esbozo de la construccién

Integrales estocdsticas

m |t6 estudié de manera extensiva las propiedades de esta
integral = calculo estocastico o célculo de It6.

m Proceso de [to:
t t
Zy = Zo+/ Usds—i—/ VsdB;.
0 0
m La muy celebrada: “Férmula de [t6". Una regla de la cadena

para u(t, Z:).
= Férmula de Black & Scholes.
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Ecuaciones diferenciales estocasticas

Tiene ahora sentido buscar un proceso X que satisfaga

t t
X = Xo —|—/ a(s, Xs)ds+/ b(s, Xs)dBs
0 0
que también se escribe
dX: = a(t, X;)dt + b(t, X¢)dBs; Xo

Ecuacién Diferencial Estocastica (EDE)
Proceso solucién : " proceso de difusién.”
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Ecuaciones diferenciales estocasticas

Tenemos teoremas de existencia, de unicidad y también esquemas
numéricos para obtener soluciones aproximadas.

Aparecen por una parte en modelos que sean andlogos estocasticos
de ecuaciones diferenciales.
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Ejemplo de modelos basados en e.d.e

El modelo mas simple de crecimiento de una poblacidn:

a;: tasa de crecimiento instantaneo en t.
Tasa de crecimiento constante: a; = r.
Si introducimos una perturbacién aleatoria de r: a; = r + a&;,

es decir:  dN; = rN;dt + aN.dB;.

Célculo de [td:

N¢ o? o2
In (NO) r—7 t+aBt,:> Nt:NoeXp r—7 t+aBt
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Movimiento Browniano Geométrico

a2
Nt = Np exp [(r— 2> t—i—oth]

m Samuelson (1960): modelo para precios.
m Black-Scholes-Merton (1973): el MBG como base.

. . o 2
® Su comportamiento asintdtico depende de r — 5.
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Ny = No exp[(r — %)t + aBy]




Ny = No exp[(r — %)t + aBy]




El proceso de Ornstein-Uhlenbeck

dX: = 0(p — Xe)dt + odWe,  Xo = U,
O, neR, o>0.

Propuesto por Vasicek (1977) para tipo de interés instantaneo.
H Tenemos

t
X = Ue ™ 4 (1 — e %) + / e =) quy,.
0

Por lo tanto
) 1— 87201“

L(Xe)Xs) = N(e 99X, + p(1 — %79 o )

Si # > 0, X es ergddico con probabilidad invariante:
p(dx) = N(u,0%/(20))
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dXe = 0(p — X)dt + odW,, Xo= U,

T T T T T T
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Movimiento Browniano rales estocasticas

dXe = 0(p — X)) dt + odW,, Xo= U,
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dXe = 0(p — X)) dt + odW,, Xo= U,
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El proceso de Cox-Ingersoll-Ross

m El proceso de Cox-Ingersoll-Ross
dXt :H(M—Xt)dt+0\/ Xtth, XO = U,

O, ueR, o>0.
Cox, Ingersoll & Ross (1985), para modelizar el tipo de interés
instantaneo.

m Existe una solucién tnica hasta la primera vez que el proceso
alcance cero.

m Si 20 > o2, y 8 > 0, el proceso nunca alcanza cero, ademas
es ergddico.

m Distribucién invariante:

—20 204
He = Gamma(?, ?)
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dX; = O(p — X,)dt + o/ XedWs, Xo = U,
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