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Introduccion.

En esta memoria del Trabajo de Fin de Master exploramos algunas de las muchas formas en
las que la Teoria de Grupos conecta con otras ramas de las matematicas para abordar problemas
geométricos, tanto en el contexto euclideo como en el hiperbodlico.

En la primera parte trabajamos en la geometria euclidea, abordando algunos problemas clasicos
como son la descripcion de todos los grupos de simetrias de frisos y de mosaicos, la descripcion de
los grupos de simetria (y sus subgrupos de rotaciones) de los sélidos platonicos y la caracterizacion
de los grupos finitos de rotaciones en el espacio, o sea los subgrupos finitos de SO3. En esta
parte, los prerrequisitos y las herramientas teéricas que se necesitan corresponden bésicamente a

contenidos que se estudian en asignaturas de Algebra del Grado en Matematicas.

En la segunda parte trabajamos en el contexto de la geometria hiperbélica, con el objetivo final
de estudiar las regiones fundamentales que dan lugar a las teselaciones regulares del plano; estas
presentan una variedad mucho mas amplia que en el caso euclideo al relajarse mucho en este caso
la restriccion sobre la suma en los dngulos de un tridngulo. Alcanzar este objetivo requiere una
incursion en la geometria hiperbolica que obliga a desarrollar previamente nociones y herramientas
maés sofisticadas, algunas de las cuales no corresponden al Grado en Matematicas y que requieren
en cualquier caso interesantes conexiones entre conceptos que en el grado aparecen generalmente
circunscritos a una de las areas de estudio (dlgebra, anéalisis, topologia. .. ). Basicamente se han
desarrollado los modelos de Poincaré (disco y semiplano) que, al ser conformes, se adaptan bien al
objetivo, y por tanto se ha llevado a cabo un estudio previo de las transformaciones de Mdobius.
También, el estudio de las teselaciones requiere un analisis previo de los grupos discretos que

conservan la métrica.

Comentamos a continuacion el desarrollo de los capitulos y secciones de la memoria.

En el primer capitulo, como hemos dicho, clasificamos los grupos de simetrias de frisos y
de mosaicos en el plano euclideo, describimos los grupos de simetria de los so6lidos platonicos y
caracterizamos los subgrupos finitos de SOs.

En la primera seccion, cuya referencia principal es el libro Groups and Symmetry de Armstrong
[1], analizamos los grupos de simetrias de frisos y mosaicos en el plano euclideo.

En el caso mas basico, los frisos (o cenefas) consisten en la repeticion de un mismo patrén
en la franja del plano delimitada por dos rectas paralelas. El grupo de simetrias G' de tal figura
(grupo de movimientos del plano que la llevan a si misma) debe preservar su recta central [ y sus
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INTRODUCCION. 7

traslaciones deben estar generadas por una tnica traslacion de vector paralelo a [. La preservacion
de [ limita mucho las posibilidades para el grupo puntual J de G (su imagen por el homomorfismo
que lleva un movimiento a la transformacion ortogonal asociada) y un anélisis de dichas opciones

nos permite probar que hay exactamente 7 tipos de frisos.

Luego pasamos a los mosaicos, figuras obtenidas por repeticiones de un patron que ocupan
todo el plano “desarrollandose en dos dimensiones”. Esta condiciéon se traduce en que el grupo G
de simetrias de tal figura contiene un subgrupo de traslaciones H generado por dos traslaciones de
vectores linealmente independientes. Estos vectores forman un paralelogramo “que se va repitiendo
con el patron” y que técnicamente tratamos como el reticulo L de la orbita del origen por la acciéon
de H. Dada la condicion “discreta” de H, el par de vectores generadores se puede elegir con unas
condiciones de minimalidad que limitan a 5 las posibilidades para el paralelogramo fundamental
que se repite en el patron. El grupo puntual J actta en este reticulo L, y esto a su vez limita
también las opciones para J, lo que nos permite describir los 17 grupos de simetrias posibles para
los mosaicos, a lo que anadimos argumentos que muestran que esas posibilidades son esencialmente

distintas (grupos no isomorfos).

En la segunda seccién, cuyas referencias principales son el mismo libro [1] de Armstrong y el
Algebra and Geometry de Beardon [5], estudiamos grupos de simetrias de figuras tridimensionales.
Por una parte describimos los grupos de simetrias de los cinco sélidos platénicos, que de hecho son
solo tres por las dualidades entre parejas de sélidos. La estrategia consiste en describir los grupos
de simetrias positivas (necesariamente rotaciones, al quedar fijo el baricentro) y a partir de ellos
describir los grupos completos de simetrias.

Los grupos de rotaciones que aparecen son el simétrico Sy y los alternados Ay y As, v se
demuestra el notable resultado de que estos, junto con los ciclicos y los diédricos, son los tinicos
grupos finitos de rotaciones en el espacio.

La demostracion de dicho resultado requiere un resultado muy 1util de Burnside sobre el nimero
de orbitas cuando un grupo actiia en un conjunto, y se ha aprovechado para incluir un breve apar-
tado en el que se muestra una pincelada de como se puede usar esa idea para resolver determinados
problemas de conteo.

En el segundo capitulo, cuya referencia principal es el libro Una Introduccion a la Geometria
Hiperbolica Bidimensional de Lascurain [13] y, en menor medida, The geometry of discrete groups
de Beardon [6], se desarrollan los conceptos requeridos para poder estudiar las regiones funda-
mentales y las teselaciones regulares del plano hiperbolico, con un estudio previo de dos modelos
clasicos de dicho plano (los del semiplano y del disco) y de los grupos discretos que actian en él
(grupos Fuchsianos).

La geometria hiperbolica nace en el siglo XIX por medio de Bolyai, Lobachevsky y Gauss como
la primera geometria no euclidiana, en el sentido de que en el plano hiperbolico no se cumple
la unicidad del quinto postulado de Euclides. Es decir, en este contexto, dadas una recta ¢ y un
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punto exterior P, existe mas de una recta que pasa por P y no corta a £. La nociéon de recta ha de
entenderse como linea geodésica (por la que se alcanza la menor longitud entre cualesquiera dos
de sus puntos), y de hecho existe una infinidad de rectas por P que no cortan a /.

Béasicamente se han desarrollado los modelos de Poincaré (disco y semiplano) que, al ser con-
formes, se adaptan bien al objetivo, y por tanto se ha llevado a cabo un estudio previo de las
transformaciones de Mdobius.

De hecho, la existencia de una regién fundamental para un grupo I' que actiie isométricamente
en el semiplano (subgrupo de PSL(2,R)) obliga a que I" sea discreto, por lo que se hace natural
el estudio previo de esta condicion, que constituye una parte importante de esta segunda parte de

la memoria.

El plano hiperbolico admite diversos modelos, cada cual con sus ventajas y sus inconvenientes
segun el objetivo que se persiga. Los que mejor se adaptan al nuestro, por su naturaleza conforme
son el disco y el semiplano de Poincaré, y para trabajar en ellos una herramienta fundamental son
las transformaciones de Mobius en el plano complejo ampliado, a cuyo estudio dedicamos la primera
seccion del capitulo. Ademas de otras propiedades basicas (algunas de las cuales se estudian en
el Grado), analizamos su clasificacion por conjugacion, que seré esencial en todo el trabajo y que
también se puede medir en términos de la traza. Y caracterizamos las que preservan el disco y el
semiplano, destacando que estas tltimas son “las que pueden expresarse con coeficientes reales”.

En la segunda seccion del capitulo, tras definir la métrica inducida por una funciéon de densidad,
se presenta el modelo del semiplano para la geometria hiperbélica y, haciendo uso de los resultados
de la seccién anterior, se analizan diversas propiedades geométricas y en particular se describen
formulas para la distancia y para las circunferencias y se determinan sus isometrias, sus geodésicas
y las trayectorias de minima distancia punto-recta.

Se traslada entonces la atencién al modelo del disco de Poincaré. Ambos modelos son isométicos
via la muy manejable funcion de Cayley, lo que nos permitira trabajar en uno u otro modelo a
conveniencia. En particular, resulta sencillo describir las isometrias del disco. Cabe senalar que
existen otros modelos interesantes para el plano hiperbolico (todos isométicos), pero para este
trabajo basta con analizar estos dos por tratarse de modelos conformes.

Finalmente, se define el grupo completo GM(RZ) de isometrias de R2 y se prueba que el
subgrupo formado por los productos de un nimero par de reflexiones se puede identificar con
el de las transformaciones de Md&bius complejas. Usando esto, se prueba que la restricciéon al
semiplano superior de reflexiones en circulos ortogonales al eje real son isometrias hiperbdlicas y se
caracterizan los circulos en R? ortogonales al circulo unitario. Finalmente, se obtiene una féormula
explicita para la distancia hiperbolica en el disco y se muestra como expresar una transformaciéon
de Mobius (segin su tipo) como composicién de dos reflexiones en circulos.

Como ya hemos senalado al describir los grupos de mosaicos en el caso euclideo, el caracter
“discreto” de los subgrupos de traslaciones es esencial para establecer la clasificacion, pues limita
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mucho los tipos de reticulos. En la tercera secciéon de este segundo capitulo se analizan cuestiones
de esta naturaleza relativas a grupos de isometrias del plano hiperbdlico.

Primero se analizan los grupos (subgrupos de PSL(2,C)) dicontinuos, o sea aquellos para los
que hay puntos de C que no son “puntos limite” (puntos de acumulacion de sus orbitas), se muestran
algunos ejemplos y se demuestra que deben ser a lo sumo numerables. Se comparan entonces con los
grupos discretos, o sea procedentes de grupos de matrices discretos, y se demuestra que coinciden
con los discontinuos en el caso de subgrupos de PSL(2,R), ademéas de caracterizar los que son
abelianos y los estabilizadores, y establecer algunas condiciones suficientes para que un grupo sea
discreto.

Los subgrupos discretos de PSL(2,C) que preservan algin disco son precisamente los conju-
gados de subgrupos discretos de PSL(2,C) y se conocen como grupos fuchsianos. Por tanto, estos
son los (conjugados de) grupos discretos de isometrias del plano hiperboélico. De entre ellos son
especialmente importantes los que tienen como puntos limite precisamente a los puntos de R lla-
mados horociclicos, de los que estudiamos sus subgrupos normales y normalizadores. Finalmente,
vemos una curiosa condicion suficiente para que un subgrupo de PSL(2,R) sea discreto, como es
la de ser no abeliano y puramente hiperbolico.

En el @ltimo apartado de la seccion se analizan propiedades del conjunto limite (conjunto de
puntos limite), como la de ser un conjunto perfecto y nunca denso en el caso no elemental (o sea,
cuando tiene mas de dos puntos), y la de constar de puntos donde se acumulan todas las 6rbitas.

La memoria concluye con una seccién en la que se analizan las teselaciones hiperboélicas del
semiplano (o del disco) asociadas a un subgrupo de PSL(2,R) y los “bloques basicos” que las
forman. En primer lugar se analiza la nocién adecuada para trabajar con estos bloques, la de region
fundamental, un conjunto tal que entre él y su clausura hay un conjunto completo e irredundante
de representantes de las 6rbitas del grupo, y a continuaciéon se abordan dos formas de construir
tales regiones.

La primera de ellas es el poligono de Dirichlet que contiene a un punto, construido como la
interseccion de los semiplanos (que contienen al punto) determinados por las mediatrices de entre
dicho punto y el resto de puntos de su oOrbita. Tras ver una serie de propiedades geométricas
“naturales” que permiten hacer la construccion, se demuestra que tal poligono es en efecto una
region fundamental abierta, se describen su frontera y su exterior en términos de comparacion de
distancias entre el punto y otros puntos de su 6rbita, y se dan ejemplos explicitos de la construcciéon
en algunos casos sencillos. La segunda, ttil en otras situaciones como la que se muestra en la
memoria (aplicada al grupo clasico unimodular), es el poligono de Ford, que se define en términos
del circulo isométrico I(T) de una transformacion de Mobius T' (que no sea una traslacion),
consistente en los puntos para los que el factor de conformalidad es 1.

La memoria concluye con un breve apartado en el que se resalta, sin demostraciéon, una notable
diferencia entre el plano hiperbolico y el euclideo, como es la posibilidad de teselar el plano con
poligonos regulares de cualquier ntimero de lados.
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Finalmente, senalaremos que en la memoria se ha tratado de dar crédito a todas las fuentes,
incluidas las de las imagenes (algunas de las cuales son de elaboracion propia), y se ha generado
un indice terminolégico para facilitar la localizacion de las definiciones y notaciones que se usan.



Prolegémenos.

En el desarrollo de este trabajo se usaran nociones béasicas de analisis, topologia, que han
desarrollado durante el grado, y teoria de grupos. En el caso de analisis se usan conceptos de
continuidad, derivabilidad, integracion , y resultados basicos de transformaciones de Mobius entre
otros. Para el caso de las de topologia, se usaran nociones de compacidad, conexidad y sucesiones
en general. Todas ellas se usaran sin previa mencién ni demostracion de sus propiedades, ya que,
como se ha mencionado al principio, al haber sido definidas en el grado y ser propiedades basicas,
se dan por sabidas, y asf no se alarga innecesariamente el trabajo.

En cuanto a la teoria de grupos, muchas de ellas son definiciones y resultados que se han visto
en el grado. Otras, como nociones de acciones y érbitas, no se han visto en el grado. Algunas de
sus propiedades se usan sin mencionar, pero otros resultados se enunciaran antes de usarse pero

sin demostracion. Sin embargo, todas ellas se pueden ver en [15].
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Capitulo 1

Grupos de simetrias en espacios euclideos.

En este capitulo describiremos los grupos de simetrias para el caso euclideo. Empezaremos
primero viendo los frisos, cuya descripcion ha sido sacada de |2, 7, 18|. Describiremos qué mo-
vimientos dejan fija la franja y cuantos tipos de frisos hay. Luego pasaremos a detallar lo mismo
pero en el caso de los mosaicos, viendo qué diferentes tipos de paralelogramo fundamental se pue-
den formar que dan pie a la forma del reticulo y los correspondientes movimientos que lo fijan y

veremos cuantos tipos de mosaicos hay.

1.1. Grupos de simetrias de frisos y mosaicos.

Sea E, el grupo euclideo, es decir, el grupo de las isometrias de R?. Tenemos que las simetrias
de una figura plana se miden por un grupo, en este caso como un subgrupo de Ejs, cuyos elementos
van a ser las isometrias del plano que envian dicha figura a si misma. Clasificaremos los grupos
que puedan ser obtenidos de esta manera como grupos de simetria de patrones en dos dimensiones,
llamados patrones de mosaicos, cuando tengan un subgrupo de traslaciones generado por dos
vectores linealmente independientes.

En esta seccion denotaremos cada isometria en el plano como el par (v, M), donde v € R? y
M € O, donde O, denota al grupo de las matrices ortogonales 2 x 2. Con lo que si g = (v, M),
entonces

g(x)=v+ Mz

para todo = € R?. Definimos 7 : E; — O, mediante 7(v, M) = M. Se ve facilmente que 7 es
un homomorfismo y su nicleo consiste en las traslaciones (v, ). Ahora, si G es un subgrupo de
FE,, denotaremos H a G N T, donde T es el grupo de todas las traslaciones de R?, y J a 7(G).
Llamaremos a H el subgrupo de traslaciones y a J el grupo puntual. La restriccion de m a G es
un homomorfismo suprayectivo de G a J cuyo niicleo es H. Por lo tanto por el primer teorema
de isomorfia tenemos que J = G/H. Con esta notacién vamos a tener que si h = (w,N) y
g = (v, M), entonces gh(xz) = g(w + Nz) = v+ M(w + Nz) = (v + Mw) + M Nz, y entonces
gh = (v+ Mw, MN), es decir, van a formar un producto semidirecto.

Vamos a obtener que en general estos subgrupos de E5 van a estar limitados en caso en el que

sean finitos.
TEOREMA 1.1.1. Un grupo finito de Oy es o ciclico o diédrico.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo finito no trivial de O,. Supongamos que G esta dentro de
S0O,, donde SO, denota al grupo especial ortogonal, formado lor las matrices ortogonales 2 x 2

12



1.1. GRUPOS DE SIMETRIAS DE FRISOS Y MOSAICOS. 13

con deteminande igual a 1, por tanto cada elemento de GG representa una rotaciéon en el plano.
Denotamos Ay a la matriz de giro antihorario de angulo ¢ en el origen, y tomamos A, € G donde
v es positivo y lo més pequenio posible, aqui es donde se necesita que G sea finito. Dado Ay € G
dividimos 6 entre  para tener que 6 = ky + ¢, donde k es entero y 0 < ¢ < ¢, entonces
Ap = Appry = (A" Ay v Ay = (A,) " Ay. Ya que Ay y A, estan en G, entonces A, también estd
en G. Por la eleccion de ¢ nos da que ¢ = 0. Luego G esta generado por A, y por tanto es ciclico.

Si G no esta totalmente contenido en SO,, definimos H = GNSO,. Entonces H es un subgrupo
de G de indice 2, y por la parte anterior va a ser ciclico por estar contenido en SO,. Tomamos
r un generador de H y s un elemento de G\ H. Como s representa una reflexion tenemos que
5?2 =1id. Si r fuese el elemento neutro entonces G seria el grupo ciclico de orden 2. En otro caso, r
va a tener orden entero n > 2. Por tanto, los elementos de GG van a ser

{e,r,...,r" Vs s, sr" 1)

y se va a cumplir que rs = sr—t. Por lo tanto estamos ante el grupo diédrico. 0

1.1.1. Frisos.

El contenido y dibujos de este apartado han sido sacados de |2, 7, 18]. Un friso consiste en
repetir un determinado motivo, siguiendo determinados patrones, para rellenar una franja, o sea
una superficie delimitada por dos rectas paralelas. Con lo cual un grupo de simetria de un friso
va a ser un grupo de isometrias del plano que deja invariante la recta [ equidistante de las rectas
paralelas y cuyas tinicas traslaciones son las del grupo generado por la traslacion de un determinado
vector u en la direccién de dicha recta [. Tomando un sistema de referencia adecuado, la invarianza
de la franja lleva a que deja fijo el eje x, los tinicos giros van a ser los de &ngulos 0 y 7, con matrices
Iy A, = —I respectivamente, las tinicas posibles simetrias son aquellas cuyos ejes son la recta [ y
las rectas perpendiculares a esta , con matrices By y B, donde

1 0 -1 0
B - Bﬂ. _=

. Tenemos que J < {I, Ar, By, By} = Zy X Zs, donde hay 5 posibles subgrupos mas dos subcasos
para los subgrupos que contienen a B.

Por tanto los grupos de simetrias van a quedar determinados por el grupo J y por las simetrias
que estén contenidas. Con lo que van a ser 7 casos:

(a) J = {I}, es decir, el grupo solo esta compuesto por las traslaciones. Este caso corresponderia
al siguiente patron, donde el vector de traslacion es el que uno dos puntos consecutivos:

[ R L R A R

(b) J ={I,A,}. En este caso, ademéas de las traslaciones existan giros de 180°. Al componer
uno de los giros con la traslacion de vector u se obtiene un giro con el centro desplazado
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%u. El patron quedaria reflejado de la siguiente manera, donde los centros de la rotaciones
son los puntos marcados y los puntos medios de estos:

J = {I, By}, y suponemos que By se realiza como una simetria, es decir, que G contiene
a la simetria sobre [. Aqui tenemos ademas de las traslaciones las simetrias respecto a la
recta [, y todas las simetrias con deslizamiento sobre [ con vector un multiplo entero de w.

J = {1, By}, pero en este caso By no puede realizarse como una simetria, sino que tiene
que procede de una simetria con deslizamiento. Al aplicar dos veces esta simetria vamos a
obtener una traslacion de GG cuyo vector es de la forma ku con k € Z, por lo que el vector
de deslizamiento va a ser gu Si k = 2n es par, tenemos que si componemos la traslacion de
—nu con la simetria con deslizamiento obtenemos la simetria del caso (¢). Si k =2n — 1 es

impar, aplicando la misma composicién obtenemos la simetria con delizamiendo de vector

1

5 U-

%u, y obtenemos el siguiente patron, donde el vector entre dos puntos consecutivos es

ﬂ””””“”“i

J = {1, B}, donde B, es la simetria vertical. Sabemos que existe un vector w = (2) tal
que (w, B,) € G, por lo que también va a estar el cuadrado
(w, Br)? = (w + Bw, B2) = (( 0 ),1)
24
y como en GG solamente hay traslaciones horizontales, ;1 = 0. Por tanto, el sistema para ver
los puntos fijos
(I = ByJw)
es compatible y B, se realiza como simetria (de eje vertical). Cuando se compone esta
simetria con la traslacion (u, I) se obtiene una simetria con el eje desplazado %u, por lo que
el patron serd de este tipo, donde el vector entre dos puntos es %u y hay ejes verticales por
los puntos medios de cada dos de los puntos marcados consecutivos:

trrrrrrer et rt ot
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(f) J ={I, A:, By, By}, y suponemos que By se realiza como simetria sobre el eje [. Ya sabemos
que B, seguro que se realiza como simetria por el apartado (e), y por tanto también tenemos
todas las simetrias con ejes verticales trasladados por %u y sus miltiplos. Este patron
quedara reflejado de la siguiente manera, con los ejes verticales como en el caso anterior,
y centros de giro en los puntos medios de cada dos puntos consecutivos, en particular, los
centros de giro estan en los ejes de las simetrias verticales:

(g) J = {I,A,, By, B}, pero By no puede realizarse como simetria sin deslizamiento. De
manera andloga al caso (d) y caso (f) vemos que el patron quedaria asi, donde ahora los
centros de giro son los puntos marcados, y no estan en los ejes de simetrias verticales:

1.1.2. Mosaicos.

Aqui el contenido e imagenes han sido sacados principalmente de [1], otros dibujos son origi-
nales. En este caso estudiaremos las posibles formas de reproducir un mismo patrén que cubra
infinitamente toda una superficie. Definimos a un subgrupo de F5 como grupo (de simetria) de
un mosaico si su subgrupo de traslaciones H estd generado por dos vectores independientes y su
grupo puntual J es finito.

Para clasificarlos, primero vamos a necesitar obtener informacion sobre el subgrupo de trasla-
ciones y el grupo puntual.

A partir de ahora denotaremos como G a un grupo de un mosaico con subgrupo de traslaciones
H generado por traslaciones de vectores independientes w y v, 0 sea, H = GNT = (ty,ty) =
{tnusmv }nmez, ¥ grupo puntual J. Sea L la orbita del origen bajo la accion de H en R? o sea
L =Zu+Zv = {nu+mv}, mcz. Entonces L consiste en las intersecciones de un enlosado hecho a
base de repeticiones del rectangulo determinado por w y v. Pero estos vectores iniciales se pueden
cambiar por otros. Por ejemplo, si u = (1,3) y v = (1, 8) los puntos forman el reticulo L .
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b a

En este caso, haciendo operaciones elementales con coeficientes enteros en la matriz , pasamos

| o)
)

Y por tanto, si llamamos a = (2,1) y b = (—1,2), tenemos que L = Za + Zb. O sea, L se puede

a la matriz

describir a partir de un enlosado de lados més cortos (aunque las losas tienen igual area). Ademas,
en este ejemplo parece claro que las longitudes de a y b no son mejorables, en el sentido de que
no podemos encontrar otros con longitudes menores. Cuando esto ocurra diremos que tenemos un
paralelogramo fundamental.

Veamos que esto siempre se puede conseguir. Dado L = Zu + Zwv escogemos un vector no nulo
a de menor longitud en L (esto es posible porque L no tiene puntos de acumulacion), y un segundo
vector b que no sea un miltiplo de a de longitud lo més pequena posible. Entonces:

TEOREMA 1.1.2. El conjunto L es el reticulo generado por a y b. Es decir, L consiste en las
combinaciones lineales ma + nb donde m,n € Z, o sea L = Za + Zb.

DEMOSTRACION. En primer lugar, la correspondencia (v, ) — v es un isomorfismo entre 7'y
el grupo aditivo R? que envia H a L. Por tanto, L es un subgrupo de R? y cada punto de la forma
ma + nb pertenece a L.

Reciprocamente, supongamos en busca de una contradiccion que existe x € L pero que no
pertenece a Za + Zb. Podemos dividir el plano en paralelogramos usando los puntos del reticulo
Za + 7b. Escogemos la esquina ¢ mas cercana a @,  — ¢ va a ser un vector distinto de cero, ya
que x no esta en el reticulo, tampoco va a ser igual a @ o a b, x estaria en el reticulo, y su longitud

va a ser menor que ||b||, ya que existiria otro ¢’ que estaria mas cerca de . Como a es de menor
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longitud, en definitiva vamos a tener ||a|| < ||z — ¢|| < ||b]|, y ademéas,  — c estd en L y no es
miltiplo de a, lo que nos da la contradiccion buscada. 0

Vamos a clasificar los diferentes tipos de reticulos que se pueden formar a partir del paralelo-
gramo fundamental. Al final tendremos que vana ser 5 posibilidades. De propiedades del reticulo
de G y del grupo puntual de G vamos a construir informacién sobre G. Podemos reemplazar b por

—b si es necesario para asegurar que
lla —b|| < [la+ bl
Con esta suposicion tenemos los cincos diferentes tipos de reticulos:
(a) Oblicuo ||a|| < ||b]| < ||la —b|| < ||a + b||
(b) Rectangular ||a|| < ||b]| < |la — b|| = ||a + b
(¢) Rectangular centrado ||al| < ||b]| = ||la — b]| < ||a + b]|
(d) Cuadrado |[la|| = [[b]| < [la — b]| = ||a + b]|
(e) Hexagonal ||a|| = [|b]| = |la — b|| < ||a + b]|

Estos cinco casos quedan reflejados en la siguiente imagen:

L] L]
. . A
f.] b
a
° ° ° - °
Oblicuo Rectangular
L] L]
L] b L]
a
° - °

Recatangular Centrado

. I . o b .
b . .
a_ . .

Cuadrado Hexagonal

F1GURA 1.1.1. Tipos de reticulos

En verdad nos quedaria un posible caso mas en el que ||a|| = ||b]| < ||a — b|| < ||a + b]|| en
el que el paralelogramo fundamental es un rombo, pero como sus diagonales se cortan en angulo
recto tomanto @ — b y a+ b los nuevos vectores que formen el paralelogramo fundamental tenemos
el caso (c).

TEOREMA 1.1.3. El grupo puntual J actia en el reticulo L.
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DEMOSTRACION. El grupo puntual, al ser un subgrupo de O,, acttia en el plano de la manera
usual. Si M € J, y si @ € L, tenemos que ver que Mx € L. Supongamos que 7(g) = M donde
g = (v, M) y sea T la traslacion (x, ). Como H es el nicleo del homomorfismo 7, es un grupo
normal de G, y por tanto 79 = grg ! esta en H. Pero

97-971 = (T), M)(m’ ])(_Milvv Mﬁl)

(v, M)(x — Mo, M)

= (v+M(x— M 'tv), MM

= (v+ Mx —v,I)
(M, 1)

entonces Mx va a pertenecer a L. 0

TEOREMA 1.1.4. El orden de una rotacion en el grupo de un mosaico solo puede ser 2, 3, 4, o

DEMOSTRACION. Cada rotacion va a tener orden finito ya que el grupo puntual es finito. Si
tenemos una rotacion de orden ¢ en el grupo, también estd en el grupo una rotaciéon de angulo

0= 3%0. Por tanto, la matriz de rotacion

cos(f) —sen(0)
sen(0)  cos(0)

pertenece a J. Como antes, llamamos a al vector no nulo de minima longitud. Como J actta en
L, tenemos que Aa estd en L. Supongamos que g > 6, entonces 6 es menor de 60° y Aa — a es un
vector de L que va a ser menor que a, lo cual es imposible. Ahora, si ¢ = 5, tenemos que el angulo
entre A%a y —a es 36%, y por tanto, A%a + a va a ser menor que a. 0

TEOREMA 1.1.5. Un isomorfismo entre grupos de un mosaico lleva traslaciones a traslacio-
nes, rotaciones a rotaciones, simetrias a simetrias, y simetrias con deslizamiento a simetrias con

deslizamiento.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : G — G’ un isomorfismo entre grupos de un mosaico, sea 7 una
traslacion. Las traslaciones y simetrias con deslizamiento tienen orden infinito, mientras que las
rotaciones y simetrias tienen orden finito. Por tanto, ¢(7) debe ser otra traslacion o una simetrias
con deslizamiento. Supongamos que es una simetria con deslizamiento, cojamos una traslaciéon
7' € G’ que no conmute con ¢(7) (cualquiera cuya direccién no sea paralela al deslizamiento de
¢(7)). Si ¢(g) = 7', entonces g tiene que ser una traslacion o una simetrfa con deslizamiento. Pero
g? va a ser una traslacion seguro, y por tanto va a conmutar con 7, contradiciento que (b(gQ) = 7'
que no conmuta con ¢(7). Con lo cual traslaciones van a traslaciones y simetrias con deslizamiento
van a simetrias con deslizamiento.

Las simetrias tienen orden 2, por lo tanto su imagen va a ser o una simetria o una media vuelta.
Sea g € GG una simetria cuya imagen ¢(g) es una media vuelta. Tomemtos una traslacion 7 de G

en una direcciéon que no es perpendicular al eje de simetria de g. Entonces 7¢g es una simetria con
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deslizamiento, pero ¢(7g) = ¢(7)®(g) que es el producto de una traslacién con un medio giro, que
también es un medio giro. Luego, tenemos una contradiccion, por lo que simetrias van a simetrias,

y consecuentemente, rotaciones van a rotaciones. 0

COROLARIO 1.1.6. Si dos grupos de un mosaico son isomorfos, entonces sus grupos puntuales
también lo son.

DEMOSTRACION. Sea (G, G’ grupos de un mosaico con grupos de traslaciones H y H' y grupos
puntuales J, J' respectivamente. Si ¢ : G — G’ es el isomorfismo, tenemos por lo anterior que
¢(H) = H'. Luego ¢ induce un isomorfismo entre G/H y G'/H’. Y como los grupos puntuales son
en efecto estos grupos cociente, tenemos el resultado. O

Vamos ahora a hacer una clasificacion de los distintos grupos de un mosaico que puede haber.
Van a ser un total de 17, para obtenerlos todos vamos a examinar cada uno de los 5 posibles
tipos del paralelogramo fundamental. Primero, dado un reticulo L veremos qué transformaciones
ortogonales preservan L. Estas transformaciones van a formar un grupo, y por 1.1.3 el grupo
puntual de cualquier grupo de un mosaico que tenga a L como su reticulo va a ser un subgrupo
de este grupo. Esta limitacion del grupo puntual va a ser suficiente para enumerar los diferentes
grupos de mosaicos.

Antes de nada comenzaremos con la notacion que vamos a usar. El nombre de cada grupo de
un mosaico va a constar de letras (p, ¢, m,g) y ntameros (1, 2, 3, 4, 6). La p viene de la palabra
primitivo, que es cuando el reticulo esta formado copias del paralelogramo fundamental sin que
ningtin punto quede en medio. En un caso, el reticulo rectangular centrado, tomaremos copias no
primitivas con su centro como estructura basica central, en este caso usaremos la ¢ que viene de
reticulo centrado. Usaremos m para las simetrias (del inglés mirror) y g denotara a las simetrias
con delizamiendo (en ingles glide). Y los numeros van a corresponder al orden de la rotaciones.
Como aclaracion de la notaciéon, vamos a representar los giros de orden 2, 3,4y 6 comoo, A, Oy
respectivamente. Los mirrors serén lineas gruesas, mientras que los glides seran lineas discontinuas.

Vamos a proceder ahora a la clasificacion. A modo de recordatorio Ay va a ser la matriz de
giro antihorario 6 sobre el origen y By va a ser la reflexiéon cuyo eje de simetria es la bisectriz del
angulo ¢ con respecto al eje x positivo. O sea,

cosf) —sind CoS sin
0 v B (om0 smo

sinf  cosf sing —cos¢

A
A los elementos del grupo G los denotaremos ( .M ), donde M es la matriz ortogonales y A\ y
L

i son los coeficientes de la traslacion Aa + pub, donde a y b son los vectores que generan el reticulo.

Comenzamos la disticcion de casos segin la forma del reticulo.

(a) El reticulo de G es oblicuo. Entonces solo va a haber dos transformaciones que van a
mantener L, que son la identidad y el giro de angulo 7. Por lo que J < {£1}
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(pl) Si J = {I}. El grupo puntual solamente constaria de la matriz identidad, entonces
el grupo de un mosaico GG seria el generado por las traslaciones de los dos vectores

. . . m
independientes, es decir, los elementos ( Vi ), donde m y n son enteros.En los
n

esquemas que siguen se marcan siempre 9 puntos del reticulo que determinan 4 “losas”,
y en una de ellas se representan los centros de giro y los ejes de simetrias y de glides.
Al final de la seccién representaremos los disenios de los mosaicos.

p1

(p2) Si J = {%I}. En este caso G contiene a los medios giros. Tomamos uno de los puntos
fijos de estas rotaciones como origen, para que (O, —I) pertenezca a (. La union de
estas dos clases laterales H y H(O, —I) nos da el grupo G. Por una parte tenemos las
traslaciones y por otro los elementos de la clase H (0, —I ) tienen la forma

((:’f) 1)(0,-1) = ((Z) ).

Y resolviendo el sistema de puntos fijos obtendremos que sus centros van a ser los

puntos Fa + 5b.

(b) El reticulo de G es rectangular. En este caso tenemos que las transformaciones que van
a preservar L son, aparte de la identidad, los medios giros, y las reflexiones sobre el eje
horizotal y el vertical. Por lo tanto, el grupo puntual es un subgrupo de {I,—1I, By, B,}.
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Obviamente nos salen ademas los casos anteriores, pero aqui nos centraremos en los que no
hemos visto.
(pm) Si J ={I, Bo} y By se realiza como un mirror. De manera similar al caso (p2), tomamos
el origen en la base de ese mirror, para que (0, By) € G. Por lo que tendremos las clases
laterales H y H(0, By). Y los elementos de este tltimo van a ser de la forma

(™). 00,B)= ("), B).

n

Y de manera analoga resolvemos el sistema de puntos fijos para ver cuiles van a ser
los ejes de estas simetrias, y son los de la forma Za, es decir, rectas horizontales que
pasan por el reticulo y sus puntos medios.

pm

(pg) Si J = {I,By}. Pero en este caso en este caso la reflexion By no puede realizarse
como mirror sino como glide, es decir, que tiene que ser una simetria con deslizamiento
obligatoriamente. Cualquier simetria con deslizamiento podemos representarla como
otra simetria con deslizamiento en el que su vector es paralelo al eje de simetria. Como
en los frisos, aplicando dos veces esta glide tenemos una traslacion, por lo que nuestra
glide sera de la forma (ga, BO). Si k es par, componiendo con (ga, I) € (G tendriamos

que (0, By) estaria en GG, que es el caso anterior. Con lo cual, k es impar, y componiendo
1
2
de las clases laterales H y H(%a, BO). Los elementos de este iltimo van a ser

con (%a,]) € (G, tenemos que ( a, BO) estd en GG. De igual manera G va a constar

(™) ngamy = (™2

9 7B0)'

Que de vector %a nos dan los mismos ejes que el caso (pm) pero en este caso hay

deslizamiento.
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Si en vez de {I, By} hubieramos cogido {I, B,}, en este caso los papeles de horizontal

y vertical se intercambiarian y saldria el mismo caso.

(p2mm) Si J = {I,—1,By, B}, vy By y B se pueden realizar como simetrias. En este caso
situamos el origen en el corte de las bases de (0, By), (0, B;) v (0,—I). Tenemos ahora
que G va a ser la union de las clases laterales H, H(0, By), H(0, B,) y H(0,—1I). Estas
clases laterales nos daran los mismos ejes de simetrias de los casos anteriores y los
centros de rotaciones en los puntos medios como en el caso (p2).

o9
p2mm

(p2mg) Si J = {I,—1, By, B, }, pero en este caso digamos que, por ejemplo, que B, no puede
realizarse como simetria. Siguiendo un procedimiento similar al de (pg) tenemos que
(3b, B;) € G, como asumimos que (0, By) € G, uniendo estos dos movimientos tenemos

(5b.B)(0. ) = (b, -1) € G.
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Con lo que tenemos que G va a ser la unién de las clases laterales H, H(0, By),
H(%b, B,y H(%b, —1I). Todos menos el altimo nos han salido antes, el primero son
las traslaciones, el segundo son los mirror horizontales, el tercero son los glides ver-
ticales, y el ultimo un répido célculo nos da que son los medios giros con centro en

ima + (n+ 3)b para m y n enteros.

- =
[-e.-
-9 -

-
- =
- = -

%‘ .
p2mg

(p2gg) Si J = {I,—1I, By, B;}, pero ahora no tenemos reflexiones sin deslizamiento. Ahora
tenemos que (3b, Br) y (5@, By) estan en G. Haciendo

(%b,Bﬁ)(%a, By) ' = ((E) —1).

Como en los casos anteriores GG va a ser la union de las clases laterales H, H(%a, By),
H(3b,B:), y H(3a + 3b,—I), y los elementos de este ultimo son las medias vueltas
sobre los centros 1(2m + 1)a + 3(2n + 1)b.

1
1
-
1
1

r====r-==-=
1
1
- -
1
1
| E )
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(¢) El reticulo de G es rectangular centrado. En este caso las transformaciones ortogonales
que preservan L son las mismas que en el rectangular, por lo que J un subgrupo de
{I,—1, By, B, }. Sin embargo, en este caso tenemos dos nuevos grupos.

(cm) Suponemos que J = {I, By} vy que (v, By) realiza By en G. Esta isometria va a ser o
la simetrias en el eje horizontal o un glide sobre el eje horizontal. Tomamos un punto
soble una simetria o soble el glide de la linea sobre el origen, asi 2v va a ser un miltiplo
de a. En este caso hay que tener en cuenta que 2b — a va a ser perpendicular a a.

Si 2v = ka y k es par, entonces la reflexion

1 1
(07 BO) = (_akaa I)(§]{?CL, BO)
va a pertenecer a GG. Los elementos de G que no son traslaciones van a ser de la forma

1 1
(ma + nb, By) = ((m + §n)a + 571(26 —a), By)

donde m,n € Z. Tomando n pary m = —2

2
simetrias horizontales que pasan por los puntos del reticulo. Si n es par pero m # —in
que p p p . par p 31,

n van a producir todas las reflexiones en las

estas simetrias van a ser glides, donde la parte de traslacion de estas glides va a ser un
multliplo de a. Finalmente, si n es impar, tenemos glides sobre lineas que pasan por los
puntos medios de los puntos del reticulo, y la parte de traslacién va a ser um miltiplo
impar de %a.

Si k es impar, entonces

;
estd en (G. Esto otra vez en una reflexion por ser 2b — a perpendicular a a y cambiando

(2b — a), By) = (—%(k: +1)a+b, 1)(%@, Bo)

el punto de origen en la interseccion de sus simetrias, tenemos el caso anterior.
Y si consideramos que J = {I, B;}, nos va a dar un grupo isomorfo, ya que en este
caso los glides los perpendiculares a las del caso anterior anterior.

cm
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(c2mm) Si J = {I,—1, By, B;}. Haciendo los mismos calculos del caso anterior, y uniendo los
resulados de {I, By} y de {I, B}, tenemos las reflexiones resultantes.

(d) El reticulo de G es cuadrado. En este caso el grupo de transformaciones ortogonales que
dejan fijo el reticulo es el grupo diédrico de orden 8 generado por Az y By. Por lo que el
grupo puntual va a ser un subgrupo de este. Como el cuadrado puede ser considerado como
un caso especial de un rectangulo o de un rectangulo centrado, luego si J es un subconjunto
de {I,~1I, By, By, Bz, B%ﬂ} va a ser un caso anteriormente expuesto. Para comprobar que
es un caso especial del rectangular centrado lo que tenemos que hacer es girar la rejilla 7
y tomar como base del rectangulo el vertor a + b, y como altura el vector b — a. Estos dos
vectores son perpendiculares, y b y a + b van a formar un tridngulo isésceles. Y también
(a,by = (a+b,b).

(p4) SiJ = <Ag> Tenemos que G serd la union de las clases laterales H, H (0, Ax) , H(0,—1I)
y H(0,A_z). Como en los anteriores casos, los centros de los elementos de H(0, A
van a ser los puntos ™>"a + b, y van a tener orden 4. Los elementos de H (0, A,

2 2
yva los hemos obtenidos anteriormente, y para los elementos de H (O,A,g) nos van a

salir los mismos centros que de H(0, Az).
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(pdmm) Si J = <Ag, B0>, en el caso en el que By se pueda realizar como mirror. En este caso

(p4gm)

todas las clases laterales van a ser:

H  H(0,B)
H(0,Az) H(0,Bsz)
H(O,~1) H(0,B,

H(0, Asz) H(0, Ba)

2
Todas las tenemos analizadas menos H(0, Bz) y H(0, Bsx). La primera resolviendo el
sistema de los puntos fijos, nos va a salir un mirror en la diagonal m = —n cuando
se tenga solucion, y glides paralelos a este mirror que pasan por los puntos medios del
reticulo en otro caso. Para H (0, B%w) unas cuentas andlogas nos dan lo mismo pero
esta vez la orientacion es la otra diagonal.

p4mm

SiJ= <Ag, Bo>, pero ahora By no puede realizarse como mirror. Cojamos como origen
uno de los centros de rotacién de orden 4, asi tendremos (0, Az) € G. Como siempre,
al aplicar dos veces el glide vamos a tener el elemento (2ka, I), y 2k va a ser entero. Si
2k es par, combinando los movimientos

k
n

(—ka,])(( ) ,—I) = (nb, By)

y unos sencillos calculos més nos llevarian a que (0, By) estaria en G, lo cual es imposible.
Por lo que 2kes impar, y por tanto
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N[ N[

y una serie de cuentas analogas nos da que ( ( ) , By) € G. Entonces, las clases laterales

que forman G van a ser:

H H(O,Ag)
H(0,-1) H(O,A%ﬂ)
1 1
2 2
1 1
H([?),B,) H([?). Bs)
2 2 ’

La mitad superior ya la conocemos, de la otra mitad la iremos analizando uno a uno.
1 1
= m + =

Los elementos de H ( (f) , Bp) van a ser de la forma ( < N 12> , By), que calculando la
= n =
2

solucién del sistema nos va a dar que es imposible que sea mirror, por lo que solamente

[\

tendremos glides. Un rapido calculo para ver cual es su vector de deslizamiento y su

eje, nos da que van a ser los glides en las rectas horizontales sobre (5 + %)b Para

(

, B:) nos saldra lo mismo que en caso anterior sélo que con rectas verticales.

N[ N[

1
) , Bz ) son de la forma (<mj_— 12> , Bz ), que tendra solucion
n =

2
cuando m +n + 1 =0, lo que nos dard un mirror sobre la recta (m + 3)a + (m + 1)b.

Pero cuando no se cumpla la condicién saldra un glide en la diagonal con pendiente -1.

Los elementos de H((

NI N+

Por otro lado, los elementos de el dltimo va a ser lo mismo que en el anteriores, pero

con sentido contrario.

pagm

(e) El reticulo de G es hexagonal. En este caso las transformaciones ortogonales que dejan
fijo el reticulo va a ser el grupo diédrico de orden 12. En el caso del rectangular centrado,
los vectores a y b formaban un tridngulo isésceles. Aqui, los vectores forman un tridngulo
equilatero, que es un caso particular, por lo que cuando el grupo puntual J sea un subgrupo
de orden 2 o 4, obtendremos un caso del apartado (c). Entonces, nos fijaremos cuando J

contiene rotaciones de orden 3 o 6.



(p3)

(p3ml)
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SiJ = <A%ﬂ> Si tomamos como origen el centro de un giro tendremos que (0, A%w) € G,
por lo que las clases laterales son H, H (0, AgTw) y (0, A%r). El primero son traslaciones.
El segundo, resolviendo el sistema nos va a salir que son las rotaciones con centros en

(=57, 2’”%) Y el dltimo nos va a dar los mismos centros. En este caso, tenemos de

nuevo que 2b — a es perpendicular a a.

p3

SiJ = <A2l , BO>. Si tomamos como origen cualquier centro de rotacion tenemos que
3

(O,A%ﬂ) € G como siempre. En este caso vamos a ver que (0,By) € G. En general

. . A
vamos a tener una simetria del tipo (( ) By) en G, y por tanto:

(=) (2) ()

por lo que A es entero. Multiplicando por (0 A?w ) tenemos

o) - ) s

y como A es entero, u lo va a ser también. Componiendo con ((

(O, Bo) eG
Calculos anélogos tambien nos van a llevar que las demés simetrias de J se realizan

como mirrors. Por lo que vamos a tener las siguentes clases laterales:
H H(0, A%w)
H(OvA%r> H<O7BO>
H(O,B_%w) HO(O,B%W)
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Las clases laterales de las rotaciones nos van a dar los mismos centros de rotacion del

caso anterior. Y las de las simetrias nos van a dar los ejes de simetria de dngulo 0, % y

2T

<7, con sus respectivos glides paralelos pasando por los puntos medios.

p3m1

(p31lm) Si J = <A2%,B%>. Del mismo modo que el caso anterior, con una serie de calculos
elementales nos da que todas las simetrias tienen puntos fijos. Con lo que tenemos las

clases laterales
H H(0, A%ﬂ)

H(O,A%n) H(0, B;)

H(0, Bg) HO(0, B_%)
Que, andlogamente, las clases laterales de las rotaciones nos daran los mismos centros
que nos han dado antes, y las clases de las simetrias nos daran el eje que va en la
diagonal del reticulo, el que va de un punto medio de la base al vértice de arriba, y el
que va del vértice de arriba al punto medio del lateral del reticulo.

V2
I\

(p6) SiJ = <A§> En este caso tenemos que las clases laterales son H por todas las potencias
de la rotacion de angulo . Pero solamente deberemos centrarnos en la clase lateral
H(O,A%), va que el caso A%w y A%w lo hemos descrito antes y dara los centros de
rotacion en los puntos (%, %) y (%, %), a parte de otros pero estos quedaran solapador
con otros de mayor orden. El caso Az = —I ya ha sido descrito en multitud de ocasiones
v nos da centros de rotaciéon de orden 2 en los puntos medios del reticulo y en el centro.
Y el caso A%ﬂ va a dar los mismos centro que el caso Ag.

Con lo cual, resolviendo el sistema para hallar los puntos fijos de la matriz de rotacion

Ag nos sale que los centros van a ser los vértices del reticulo, y van a tener orden 6.
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p6

(pbmm) Si J = <A%, Bo>. Este caso es mas bien simple, porque las clases laterales van a ser
todas las de los anteriores casos, y como ya las hemos descrito, simplemente va a ser

una combinacién de todo lo anterior.

Y esta seria la descripcion de los 17 grupos. Solamente queda por ver que de hecho todos estos
17 son distintos entre si, como adelanto, nos saldra que lo son. Por el teorema 1.1.6, solamente
tenemos que verlo para grupos que tienen el mismo grupo puntual.

Vamos a describir una tabla donde comparemos los grupos puntuales:

G J G J
pl trivial p4 2Ly
p2 Lo pdmm D,
pm Zs pdgm D,
pg Lo p3 L3
p2mm  Zsy X Zs p3ml  Dj
p2mg  Zgy X Zo p3lm Ds
P28 Zo X Ly p6  Zg
cm Lo pbmm Dy

c2mm  Zo X Zig

En esta tabla vemos que podemos formar varios grupos, quitando lo que estan formados por un
elemento, tenemos el grupo Zs con p2, pm, pg vy cm. Con Zsy X Zso tenemos p2mm, p2mg, p2gg v
c2mm. Con Dy a pdmm y pdgm. Y con D3 p3ml y p31lm. Ahora veamos una serie de teoremas que
nos aseguran que los grupos de cada caso no son isomorfos entre ellos. Recordemos que si existieran
estos isomorfismos tendrian que llevar traslaciones a traslaciones, rotaciones a rotaciones y demaés.
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TEOREMA 1.1.7. Ninguno de los grupos p2, pm, pg y cm son isomorfos.

DEMOSTRACION. De entre todos estos tenemos que p2 solo contiene rotaciones, por lo que
no puede ser isomorfo a ninguno. Tenemos que pg no contiene simetrias, por lo que tampoco es
isomorfo a ninguno de los otros. Ahora, en pm tenemos que cada glide estd compuesto por una
simetria y una traslacion, y cada uno de estos movimientos pertenece a pm. Sin embargo, en cm
no funciona asi, ya que el glide

1 1 1 1

(§a + 5(2() —a),By) = <§a’[)(§(2b —a), By)

pero (%a, I) no pertenece a cm. O
TEOREMA 1.1.8. Ninguno de los grupos p2mm, p2mg, p2gg y c2mm son isomorfos.

DEMOSTRACION. Tenemos que p2gg no contiene reflexiones, por lo que no serd isomorfo a
ninguno. De los otros tres, p2mm solo contiene reflexiones, por lo que no es isomorfo a los otros.
Respecto a p2mg y c2mm, tenemos que las reflexiones en p2mg son horizontales, por lo que la
composicion de dos serd una traslacion, mientras que en ¢2mm tenemos reflexiones verticales y
horizontales, y la composicién de una vertical con otra horizontal va a ser una rotacién de angulo

7, por lo que no son isomorfo entre ellos. O
TEOREMA 1.1.9. pdmm no es isomorfo a pdgm.

DEMOSTRACION. Del grupo p4mm cada rotacion de orden 4 se puede poner como composicion
de dos simetrias que pertenezcan al grupo, mientras que en p4gm no es asi. Por ejemplo, tomamos
la rotacion de orden 4, y la centramos en el baricentro del poligono. Como el giro de 7 se puede
poner como la composicion de una simetria con pendiente 0 y otra con pendiente § que pasen por
el baricentro. En el caso de pAmm estas dos simetrias pertenecen al grupo, pero en el caso de p4gm

no se pueden obtener. Con lo cual no van a ser isomorfos. O
TEOREMA 1.1.10. p3ml no es isomorfo a p3lm.

DEMOSTRACION. En p31m cada rotaciéon de orden 3 puede ser escrita como el producto de
dos reflexiones del grupo, mientras que en p3ml no es asi. Un ejemplo de esto es el giro (a, A%ﬂ),
que mediante argumentos analogos al teorema de antes se tiene. 0
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Y con esto concluiria nuestra clasificacion de los 17 grupos de un mosaico . Ahora damos un
vistazo general de como serian los disefios, que han sido sacadas de [4]:

pl @2m

Pg
pm

p2 c2mm

p2Zmm |

p2gm

P2gg
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p31m

p3ml

p4

pAmm

pdgm

33
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p6

pémm
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1.2. Grupos de simetrias en el espacio.

En esta seccién hay un doble objetivo principal: describir los grupos de rotaciones de los polie-
dros regulares (que van a ser el grupo simétrico Sy y los grupos alternados Ay y As) y determinar
todos los grupos de rotaciones del espacio que son finitos (que son los ciclicos, los diédricos y los
tres anteriores). Ademas, al hilo de los argumentos que vamos a usar, vemos un ejemplo interesante
(que es solo uno de muchos posibles ejemplos similares) de como se puede usar la idea de accion
de un grupo en un conjunto para cierto tipo de problemas de conteo, y antes de eso incluimos un
comentario sobre los grupos cristalograficos, que serian el andlogo en 3 dimensiones de los mosaicos.

Recordemos que las isometrias del espacio euclideo son:

» La identidad.

= Traslaciones.

= Rotaciones sobre una recta [.

= Rotaciones sobre una recta [ seguido de una traslacion paralela a [.

= Reflexiones sobre un plano II.

= Reflexiones sobre un plano II seguido de una traslacion paralela a II.

= Rotaciones sobre un eje [ seguido de una reflexiéon en un plano perpendicular.

Los 4 primeros van a preservar la orientacion, mientras que los tres restantes la invierten.

1.2.1. Comentario: Grupos cristalograficos en el espacio.

En esta apartado daremos un breve vistazo, sin atender mucho a los detalles, a los grupos de
simetria en tres dimensiones. Al igual que los mosaicos y frisos, los grupos cristalograficos estaran
caracterizados si su subgrupo puntual es finito y su subgrupo de las traslaciones esta generado por
3 vectores independientes.

De manera analoga a los mosaicos, los tres vectores independientes van a formar un paralele-
pipedo fundamental, cuya union con los otros formaran el reticulo. Teniendo en cuenta la longitud
de los vectores y de los dngulos que formen entre ellos va a haber 14 tipos de reticulos distintos. Su
grupo puntual va a tener 32 posibilidades. Y juntandolo todo hay un total de 230 posibles grupos.
Cuya descripcion mas completa queda reflejada en [12].

1.2.2. Simetrias de poliedros regulares.

Un poliedro regular es aquel que estd hecho uniendo un niimero finito de poligonos regulares
que sean congruentes, cada poligono tiene p lados y van a concurrir ¢ de ellos en cada vértice.
Diremos que este poliedro es del tipo (p, q). A estos poliedros los vamos a denominar como sélidos
platoénicos.

Si proyectamos un poliedro del tipo (p, ¢) en el plano, podemos ser capaces de colocar g de los
poligonos juntos, en el plano sin que se sobrepongan unos con otros, cada uno teniendo un vértice

en el origen. De hecho, la suma de sus angulos van a ser menor estrictamente que 27, por tanto p
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v q deben satisfacer que

2
q(m — —W) < 2.
p

Mediante célculos elementales tenemos que implica que

(r—2)(¢g—2) <4

Asumimos que obviamente p,q > 3, por lo que los unicos tipos que lo van a cumplir son (3,3),
(3,4), (3,5), (4,3) y (5,3). Con lo cual tenemos 5 solidos platonicos.

Consideremos un poliedro regular de tipo (p, q) y supongamos que tiene C caras, A aristasy V
vértices. Por la formula de Euler, se tiene que cumplir que C' +V — A = 2. Como por cada arista
hay dos caras y cada cara tiene p aristas, entonces 2A = pC. Y por cada arista hay dos vértices,
y en cada vértice confluyen ¢ arista, por lo que 24 = ¢V. Juntando estas tres ecuaciones vamos a
tener un sistema compatible determinado cuyas incognitas son C, A, y V' y su solucion es

oM g 4
2p+ 29 — pq 2p 429 — pq 2p+2q —pq
Por la propiedad de que (p — 2)(q — 2) < 4 se cumple que 2p + 2q — pg > 0.
Damos ahora una tabla resumiendo las posibilidades

pqg CV
Tetraedro 3 3 4 4 6
Cubo 4 3 6 8 12
Octaedro 3 4 8 6 12
Dodecaedro 5 3 12 20 30

Icosaedro 3 5 20 12 30

Una vez determinados todos los poliedros regulares, para cada uno de ellos consideramos G
como el grupo de las rotaciones de R® que dejan el poliedro invariante, lo que va a suponer
que inducen una permutacion de los vértices. En la siguiente demostracion se asumiran ciertos

resultados bésicos geométricos como ciertos sin demostracion.

TEOREMA 1.2.1. El grupo de rotaciones G de un poliedro regular con A aristas tiene orden
2A.

DEMOSTRACION. Tenemos que ¢ p-agonos confluyen en cada vértice v, por lo que va a existir
una rotacion de orden ¢ que fija v y deja al poliedro invariante. Esta rotacién permuta las ¢ aristas
que salen de v, por lo que el estabilizador de cada vértice es un grupo ciclico de orden ¢. Finalmente,
como con sucesivas rotaciones podemos llevar un vértice a cualquier otro, la 6rbita de un vértice

cualquiera v es el conjunto de todos los vértices. Si ahora aplicamos la ecuacién de érbitas tenemos
que G tiene orden gV = 2A. O

Si centramos cualquier solido platénico en el origen, sea ¢ una simetria sobre algin plano en

el origen que deje invariante el poliedro tendremos que el grupo completo de las isometrias G va a
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ser la union de los conjuntos Gty oG™, y con lo cual
G| =|GT| +[0GT| =2|G"].

Pasemos ahora a un analisis mas en profundidad de estos grupos. Antes de nada recordamos
que dos poliedros son duales si cada uno puede obtenerse a partir del otro uniendo con segmentos
los centros de cada dos caras contiguas. En este caso, si uno de ellos tiene V' vértices, A aristas y
C caras, el otro poliedro tiene C' vértices, A aristas y V caras. En el caso de los solidos platénicos
tenemos que el tetraedro es dual a si mismo (autodual), el cubo y el octaedro son duales, y el
dodecaedro y el icosaedro son duales.

F1GURA 1.2.1. Dualidad de los sélidos platénicos

En cada poliedro regular, pensemos en la recta que une su baricentro con un vértice. En el caso
del tetraedro, esta recta pasa por el punto medio de la cara opuesta y es el eje de una rotacion ("de
tipo V") de orden ¢ = 3 (ntmero de caras que confluyen en el vértice) del tetraedro. Obsérvese
que hay V = 4 de esos ejes y en cada uno hay ¢ — 1 = 2 rotaciones no triviales. En los otros cuatro
poliedros, esa recta pasa por el vértice opuesto y es el eje de una rotaciéon de orden ¢ del poliedro.
Hay V/2 ejes asi, y para cada uno tenemos g — 1 rotaciones no triviales del poliedro. Un argumento
similar cambiando vértices por centros de caras nos da rotaciones "de tipo C'" que coinciden con
las de tipo V en el tetraedro, y en los demas solidos nos dan C'/2 ejes con p — 1 rotaciones no
triviales sobre cada uno de ellos. Finalmente, en los 5 so6lidos, las rectas que pasan por el baricentro
y el punto medio de una arista siempre pasan por el punto medio de una arista opuesta (paralela
a la original salvo en el tetraedro) y dan rotaciones "de tipo A" de orden 2, para un total de A/2
rotaciones no triviales en cada caso.

Esto nos da 12 rotaciones en el tetraedro: la identidad, 4 x 2 = 8 de tipo V' (0 C) y 3 de tipo

A; como sabemos que |GT| = 2A = 12, esas son todas las rotaciones del tetraedro. Similarmente
4 [e=D)Vr(p=1)CtA]
2

hemos descritol rotaciones en los otros solidos y en todos los casos ese ntimero

coincide con 2A, por lo que han quedado descritas todas sus rotaciones.
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Para el tetraedro, si numeramos sus 4 vértices hay un homomorfismo evidente G+ — Sy. Las
imagenes de las rotaciones de tipo V' (o C) son todos los 3-ciclos, mientras que las rotaciones de
tipo A dan todas las permutaciones de tipo [2,2], lo que nos da el isomorfismo con Aj.

Para el cubo, si numeramos sus 4 diagonales obtenemos un homomorfismo Gt — S,. En este
caso las imagenes de las rotaciones de tipo V' y de tipo A son, respectivamente, todos los 3-ciclos
y todos los 2-ciclos. Las rotaciones de tipo C' de orden 4 van a los 4-ciclos, y las de orden 2 a
las permutaciones de tipo [2,2], lo que nos da el isomorfismo con S;. Para el octaedro se obtiene
el mismo grupo de rotaciones por dualidad, pues cada rotacion del cubo genera una rotacion del
octaedro inscrito, y viceversa.

Finalmente, para el icosaedro (y, por dualidad, para el dodecaedro), sus 20 caras se dividen
en 5 grupos, en cada uno de los cuales los centros de las 4 caras determinan un tetraedro. Con
un poco mas de dificultad que en los casos anteriores se puede ver que, para el correspondiente
homomorfismo G* — Ss, las rotaciones de tipo V' y de tipo C dan, respectivamente, todos los
5-ciclos y todos los 3-ciclos, mientras que las de tipo A van a las permutaciones de tipo [2,2], lo
que nos da el isomorfismo con As.

En definitiva, hemos probado que el grupo de rotaciones del tetraedro es Ay, , los del cubo y
el octaedro son Sy, y los del dodecaedro y el icosaedro son As.

En cuanto a los grupos completos de simetrias G de estos poliedros, sabemos que son de la
forma G = GT UoG™, donde o es una simetria especular sobre un plano que preserva el poliedro.

En cuanto al tetraedro, claramente hay un homomorfismo G — S, cuya imagen contiene
estrictamente a A4 y por tanto es un isomorfismo G =2 Sy. Interpretandolo geométricamente, en el
tetraedro hay 6 simetrias especulares, que fijan los planos que contienen a cada arista y al punto
medio de la opuesta, y que en el isomorfismo anterior van a parar a los 2-ciclos. Si fijjamos una de
ellas, sobre plano II, y la componemos con las 6 rotaciones cuyo eje esta contenido en IT (que son
la identidad, 4 rotaciones de orden 3 y uno de orden 2) obtenemos estas 6 simetrias especulares,
mientras que si la componemos con las otras 6 rotaciones (4 de orden 3 y 2 de orden 2) obtenemos
6 rotaciones con simetria que, en el isomorfismo, corresponden a los 4-ciclos.

En el cubo, si componemos la simetria especular sobre un plano paralelo a dos caras con la
rotacion de orden 2 de eje perpendicular a ese plano, obtenemos una rotacién con simetria de orden
2 que manda cada vértice a su opuesto. Ese movimiento conmuta con todas las rotaciones del cubo,
puesto que es —I. Esto permite establecer un isomorfismo entre GG y Sy x Cs. Por dualidad, también
el grupo completo de simetrias del octaedro es Sy x Cs.

Analogamente, en el icosaedro (y en el dodecaedro), si componemos la simetria especular sobre
un plano que contiene a dos aristas opuestas con la rotaciéon de orden 2 de eje perpendicular a ese
plano, obtenemos una rotacion con simetria de orden 2 que manda cada vértice a su opuesto y que

permite establecer un isomorfismo entre G' y A5 x Cs.

1.2.3. Grupos de rotaciéon finitos.
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Aparte de los grupos Ay, Sy v As que acabamos de describir, tenemos que para otros poliedros
aparecen los grupos ciclicos C,,, en el caso de una piramide de base un n-agono regular, y D,
en el caso de un prisma con bases un n-agono regular. De hecho, estos grupos son los tnicos de
rotaciones finitos que hay en el espacio. Pero antes veamos un lema.

Si un grupo G acttia en un conjunto X, denotaremos por X9 al conjunto de puntos de X tales
que son fijados por g € G.

LEMA 1.2.2. (de Burnside) El numero de drbitas distintas es

a2

geG

En otras palabras, el nuimero de orbitas es el numero medio de puntos fijos.
DEMOSTRACION. La idea de esta demostracion es ver la cardinalidad del conjunto

M :={(g9,2) € G x X|gx =z}

de dos maneras distintas.
Primero, dado un z € X, los elementos g € G con (g,x) € M son exactamente los elementos
del estabilizador G,. Por lo tanto M es la union disjunta de los conjuntos G, x {z} (z € X) y

como |Gx| =[G : G,] y por el teorema de Lagrange [G : G| = ‘G_‘ tenemos que
!GI G|
Ahora, si a X lo dividimos en las 6rbitas By, ..., By vemos que esta tltima expresion va a ser igual
a
Gl <
(12.1) Z 3 |Gx| Yy |’B" ~S |6l = Kl
i=1 z,€B; i=1 z€B; ' " i=1

Por otro lado, dado g € G, los elementos © € X con (g,z) € M son exactamente los puntos
fijos de g, y hay |XY| de ellos. Por tanto,

(1.2.2) M| =) |X7.

geG

Finalmente, comparando (1.2.1) con (1.2.2) obtenemos que el numero de orbitas k es

5 21

gEG

Para aplicar este lema el siguiente resultado ahorra mucho trabajo.

PROPOSICION 1.2.3. Elementos conjugados de un grupo fijan el mismo nimero de puntos.
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DEMOSTRACION. Supongamos ¢ y h son conjugados en G, tal que ugu™' = h. Si g fija z,
entonces h fija u(z) ya que

h(u(x)) = ugu™ (u(z)) = ug(x) = u(=).

Por tanto, v va a enviar el conjunto X9 en X". El mismo argumento, con los roles de g y h

1

invertidos, se tiene que u~! envia X" a X9. Esto significa que u es una biyecciéon entre X9 y X",

por lo que estos conjuntos tienen el mismo tamano. 0

Vamos a ver que las posibilidades para los grupos de rotaciones estan bastante acotados. En el
que vamos a identificar SO3 con el grupo de rotaciones.

TEOREMA 1.2.4. Un subgrupo finito de SO3 es isomorfo o a un grupo ciclico, un grupo diédrico,

0 a unos de los grupos de rotacion de los solidos platonicos.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo de rotacion finito y no trivial. Entonces cada elemento g € GG
va a dejar la esfera invariante. Esta demostracion la abordaremos de manera geométrica. A los dos
puntos donde el eje de la rotacion g € G interseca a la esfera los vamos a llamar polos de g.
Denotamos por X al conjunto de todos los polos de todos los elementos de G \ {e}, donde e es
la identidad. Supongamos que x € X y g € G. Sea z un polo del elemento h € G. Entonces
ghg~(g(x)) = g(h(x)) = g(z), lo que nos dice que g(z) es un polo de ghg™' y por tanto g(z) € X.
Lo que nos da que G actia en X.

Sea N el nimero de orbitas distintas, tomamos un polo de cada oOrbita, y los llamamos
x1,...,2y. cada elemento de G\ {e} fija exactamente dos elementos, mientras que la identidad los
fija todos. Por lo tanto, por el lema de Burnside tenemos que

1 1 N
N = @[Q(IG\ - 1)+ |X]] = @[2(|G| -1+ Zl G ()],

donde G(z;) es la orbita de z;. Haciendo una reorganizacion de los elementos tenemos que

1 1
=N — = (1-— ).
> el 5" e
Si suponemos que G no es el grupo trivial, el miembro izquierdo de la ecuacién esta en el intervalo

1
29

[1,2), y cada sumando del miembro derecho esta en el intervalo [5,1). Con lo cual, N tiene que
ser o bien es 2 o bien es 3.

Si N = 2, entonces la ecuacion anterior da 2 = |G(x1)| + |G(x2)|, esto quiere decir que las
orbitas tienen tamano 1, es decir, son estabilizadores, y por lo tanto x; y z2 son polos. Estos polos
van a determinar un eje L y cada elemento de G \ {e} tiene que ser una rotacion a través de este
eje. El plano que pasa por el origen y es perpendicular a L va ser rotado por GG. Luego, G va a ser

isomorfo a un subgrupo de SO, y va a tener que ser ciclico por el teorema 1.1.1.
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y, con lo cual,

= 3, escribimos z, y y z en lugar de x1, x5 y z3. Tenemos por la ecuacion de antes que
1 1 1 1
20— —)=3—( + + )
|G| Gzl Gyl |G
2 1 1 1
1

+ o = +—
Gl (G 1G] |G

Como los términos del miembro derecho tienen que ser mayores que 1. Entonces, si ordenamos los

valores de G, G, y G, tenemos 4 posibilidades:

11
513 donde n > 2.

Ahora vamos a proceder al estudio de los casos.

(a)

Si |G| = |Gy| = |G:| = 2, entonces G es un grupo de orden 4 en el que cada elemento
tiene orden 2. luego G es isomorfo al grupo de Klein, pero en este contexto lo tomaremos
como diédrico.

Si |G| = |Gyl = 2y |G.] = n > 3, entonces G es un subgrupo de orden 2n. El
eje a través de z es fijado por cada rotacion den estabilizador G,. Luego G, es ciclico de
orden n. Supongamos que g es la rotacion de minimo orden que genera G,. Los puntos

z,9(x),...
r > s, entonces g"°(z) = . Pero solamente z y —z son los puntos fijados por ¢"~*, y como

,g"1(x) son todos distintos, ya que si hubiera dos iguales, g"(x) = ¢°(x) con

x es distinto de —z, ya que |G| = 2 # n = |G.|, entonces son distintos. Como g va a

preservar la distancia, tenemos que

lz —g(@)l| =+ =Ilg" "} (z) — |-

Por tanto, z,g(x),...,¢" *(x) son los vértices de un n-agono regular P. Ya que G
consiste en 2n rotaciones que envian P a si mismo, G tiene que tener un grupo de rotaciones
de P. Por tanto, G es diédrico. Obviamente, el poligono P es perpendicular al eje z y para

por el origen.
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(b) Si |G,| =2y |Gy = |G.| = 3, entonces G es un grupo de orden 12. La o6rbita de z va
a consistir en 4 puntos. Tomamos uno, digamos u, que satisface que 0 < ||u — z|| < 2y
tomamos un generador g de G,. Entonces u, g(u) y g*(u) son todos distintos y estan a la
misma distancia de z, con lo que forman un tridngulo equilatero. Tenemos también que
z, g(u) y g*(u) estan a la misma distancia de u. Por lo tanto, 2, u, g(u) y g*(u) son los
puntos de un tetraedro, que cada rotacién lo manda a él mismo. Por lo tanto el grupo de
rotaciones de G va a ser el mismo que el del tetraedro.

(c) Si|G;| =2, |Gy| =3y |G.| =4, entonces G es un grupo de orden 24. La orbita de z va a
consistir en 6 puntos. Tomamos uno, u, que sea distinto de z y —z y tomamos un generador
g de G.. Entonces u, g(u), g*(u) y g*(u) son todos distintos y equidistantes a z, con lo que
forman un cuadrado. El punto que falta en la orbita de z va a ser —z. Como G(u) = G(z)
entonces —u también estd en G(u), y va a ser g?(u), ya que cualquier otro punto estaria a
distancia menor que 2. Por lo tanto todos estos puntos forman un octaedro, por lo que su
grupo de rotaciones es el mismo que este.
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e

z

l\\ g giu

d) Si |G,| =2, |G,| =3y |G.| =5, entonces GG es un grupo de orden 60 y la 6rbita de z tiene
y g
12 puntos. Tomemos 2, llamémoslos u y v, y van a satisfacer que

0 <flz=ull <[]z =0l <2,

ya que si ||z —u|| = ||z — v|| estarfan en la misma orbita y |G,| = 2, pero esto es imposible.
Si g es la rotacion de minimo orden que genera G, entonces son distintos u, g(u), g*(u),
¢*(u) y g*(u), y equidistantes de z. Estos puntos van a formar un pentdgono regular. Lo
mismo tendremos para v y los ¢'(v), por lo que —z es el punto que falta. Centrandonos
ahora en u, tenemos que —u € G(u) = G(z), y como —u esta a distancia 2 de u, podemos
suponer que v = —u, y entonces —¢g‘(u) = g*(v) para todo i = 1,2,3,4. Por altimo los 5
puntos méas cercano a u van a ser equidistantes a u, y por tanto van a formar un dodecaedro.

Con lo cual, el grupo de rotaciones de G va a ser el del dodecaedro.

En las imagenes x es el eje de la orbita de x y x el de .

1.2.4. Aplicaciones a un problema de conteo.

Consideremos que tenemos dos cubos, en uno de ellos vamos a pintar las caras utilizando dos
colores distintos, rojo y verde. En otro cubo dibujamos en cada cara una linea que divida la cara
en dos mitades y es paralela a dos de las aristas, y estas lineas no pueden tocarse, como en el
siguiente dibujo.
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En el dibujo solo se han marcado las lineas visibles, faltan tres en las caras opuestas, paralelas
a las dibujadas.

A estas lineas también las vamos a pintar con dos colores distintos. Queremos saber en qué
cubo va a haber mas maneras de pintarlo. El resultado, que para estos casos sencillos se puede
obtener con argumentos muy elementales, es que el segundo cubo supera al primero 12 a 10. En
el resultado se ha supuesto que dos coloraciones son iguales si se llega de una a otra mediante
rotaciones del cubo.

El cubo tiene 6 caras, por lo que hay 2% coloraciones del cubo en total, a este conjunto lo
llamaremos X. El grupo de rotaciones del cubo va a actuar en X, y dos coloraciones del cubo van
a ser diferentes si no estan en la misma oOrbita.

Con esto, pasemos ahora a hacer un estudio de los dos problemas.

Primero, empecemos por el primer cubo. Debemos tomar un elemento de cada clase de con-
jugacion y ver qué elementos deja fijos. Llamamos r a la rotaciéon de 5 a través del eje que pasa
por el punto medio de dos caras opuestas, ¢ a la rotacion de 7 sobre el punto medio de dos aristas
opuestas, y s a la rotacion de %’T sobre una diagonal principal. Los representantes de las clases de
conjugacion, en vista del isomorfismo que hemos establecido entre G y Sy, van a ser 1, r,r?, t,
ys. Tenemos que r fija a los cubos que tienen la cara superior de un color, la cara inferior de otro
color y el resto del mismo. Por lo tanto tenemos 2% posibilidades distintas en este caso, es decir,
| X7| = 23. Mirando s tenemos que fija los cubos que tengan un mismo las 3 caras que hay en un
vértice que pasa por el eje, y un mismo color para las otras 3 restantes, por lo que hay 22 de ellas.
Y t va a fijar los cubos que tienen el mismo color en las caras que tienen una arista comin que
corta el eje de rotacion, el mismo color en la otra arista, y que tienen el mismo color en las dos
caras restantes, lo que da un total de 23 posibilidades. Y por tltimo 72 va a fijar los que tienen un
color en la cara superior, cualquiera en la cara inferior, y en las restantes las que tienen el mismo

en las caras opuestas. Y por ultimo la identidad va a fijar las 2° posibilidades.
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Juntando todo y que las clases de conjugacion de rr?, s, y t tienen 6, 3, 8, y 6 elementos
respectivamente, tenemos por el lema de de Burnside que el numero de formas distintas de pintar

un cubo es )
ﬂ[(6-23)+(6-23)+(3-24)+(8-22)+26]:
1
:§[6+6+4+6+8]:10.

Para el caso del segundo cubo. Un répido estudio nos da que en este caso el grupo de las
rotaciones es A4. Y consecuentemente, los representantes las clases de conjugaciéon van a ser 72,
s, 52, y la identidad, donde r y s son los mismos que el caso anterior. Haciendo una descripcion
analoga que en el caso anterior tenemos que el nimero de coloraciones distintas es

SI32) + (4 2) 4 (4 27) 42 =

1
=-112+4+4+16] = 12.
3

Y con esto quedarian descritos los dos problemas.
Mas ejemplos del uso de esta técnica se puede ver en ([1], pag. 102).



Capitulo 2

Geometria hiperbdlica.

En este capitulo damos una descripcion de la geometria hiperbolica bidimensional, las funciones
con las que se trabajan aqui, las clasificaremos en varios tipos, veremos como es su aplicaciéon
geométrica. Luego veremos como funciona esta geometria en general. Analizaremos un tipo de
subgrupo especial que van a ser los fuchsianos, que son clave para las teselaciones. Y por tltimo
daremos un breve vistazo a como son estas teselaciones. Principalmente ha sido sacada de [13],
aunque también de [5, 6]. La parte tltima de teselaciones estd basada en [8, 10, 9, 14|. Los
dibujos de este capitulo son todos originales hechos con la herramienta geogebra.

2.1. Transformaciones de Mdbius.

2.1.1. Proyeccidén estereografica y métrica cordal.

Counsideremos La esfera unitaria
§? = {o € RY[a] = 1},

a la que llamaremos esfera de Riemann. Vamos a ver que podemos relacionar el plano complejo
extendido con esta esfera. Para ello, en R? tomamos el plano z3 = 0 como el plano complejo C, y
la recta que se forma al unir e3 = (0,0, 1) con cualquier otro punto x = (x1, x5, x3) de la esfera.
Esta recta corta al plano complejo en un tinico punto, para encontrarlo consideramos la para-
metrizacion
es +t(x — e3)

donde t € R. El punto que buscamos tiene que cumplir que

les +t(z —e3)] - e3 =0

l+tx—e3)-e3=0<=1= .
+<l’ 63) €3 1_I3

Luego el punto z sera
1

1—(133

-1
- T 7 L2 ’fﬁs _
1-[[‘3 1—1’3 1-!133

T i)
_ —2 o).
(1—]}371—.1'3 )
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es + (x —e3) =
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Ahora, para encontrar esta relacion, consideramos la funcion
Y :§?\ {es} = C

xr1+ix . .,
dada por (1, x9,x3) — “522. Veamos que ¢ es una biyeccion.

Primero probemos que v es inyectiva. Construimos la inversa. Para ello tomamos z = ¥ (z),

vemos que
22 = ’xl—ixg 2 _ ri+ 23 _ 1— a3 Lt
1 — X3 (1—.733)2 (1-1’3)2 ].—3337
despejando 3 tenemos
2 —1
T3 = 15—
NPEES
También tenemos que
_ 21
z+z= )
1 — T3
y
(z+2)(1—x3) 2+2 2|2 =1 z+z 2
T, = = 1— = .
2 2 |22+ 1 2 |z|2 4+ 1
Luego
2+ Zz
r = —.
EREEER
Analogamente, tenemos que
2i172
z—Z= ,
1-— xT3
por lo que
zZ—Z
To = — 7.
CiP+

Con lo cual, tenemos la funciéon
z2+Z z—z  |zP-1
7T(Z) = 2 9 . 2 ) 2 Y
2+ 170(|z2+1) |22+ 1

que es una inversa por la izquierda, por lo que es inyectiva. Y ademés, también es una inversa por

la derecha, asi que también es suprayectiva y por lo tanto biyectiva. Tomando limites y haciendo
corresponder oo con ez tenemos una biyeccion entre S? y C. A ¢ la vamos a llamar proyeccion
estereografica.

PROPOSICION 2.1.1. Bajo la proyeccion estereogrifica, rectas en C y circulos en C se trasforman
en circulos en S? y viceversa.

DEMOSTRACION. Un circulo en S? es la intersecciéon de un plano con la esfera, por lo que los
puntos van a satisfacer
axry + brs + cx3 = d.
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Por lo tanto, este circulo es la preimagen de los puntos del plano por la proyeccion estereogréfica

que satisfacen
24z z—Z 2|2 — 1

C =
Pl iR R
Si escribimos z = x + yi, tenemos que

d.

a
|

2ax + 2by + c(z® + y*—1) = d(2* + y* + 1),

que de hecho es la ecuacién de una recta o un circulo, dependiendo si d = c o d # c.
Por otro lado, consideremos una recta en el plano definida por la ecuacién

axr + by = c.

Estos puntos bajo la proyecciéon estereografica son llevados al conjunto de puntos de la esfera tales

T i)
b
a(1—$3)+ (1—$3>

axy + bry = ¢(1 — x3),

que

Cc

y de aqui sacamos que estos puntos van a pertenecer a un plano, es decir, son la interseccion de
un plano con la esfera, se trata de un circulo. Como m(0c0) = (0,0, 1), y este punto satisface la
ecuacién anterior tenemos que este circulo para por el polo norte.

Pasemos ahora a un circulo en el plano, estara definido por la ecuacion

|z —al? = r?

(z —a)(z—a) =r?

12> — az — az + |a|* = 1,
_ P
por lo que usando que x3 = T tenemos que
1
1 t iz —2Re(az) = r* — |al*.

Escribimos a = ay + a2t v 2 = x + yi. Luego

—2(axz+a =7r“—la
2 = 2w+ azy) =1~

1

+x3—2a1 l — 2ay 2 = 7% — |af?
1—1‘3 1—!173 1—$3

1+ 23 — 20171 — 2a009 = (r* — |a]?)(1 — z3).
Despejando adecuadamente tenemos que estos puntos van a pertenecer a un plano, y por tanto va
a ser un circulo en la esfera. O

Se puede definir una distancia entre las proyecciones en la esfera de dos puntos del plano
complejo. Mediante una serie de calculos elementales podemos obtener la formula de esa distancia,
que quedan reflejados en [13]. Esta distancia va a inducir la métrica buscada en C.
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DEFINICION 2.1.2. Se define la métrica cordal en el plano complejo extendido de la siguiente

manera
|21 —22|

2

V1212414 22]2
——2 Si 29 = 00.
vV 1+|z1?

Como S? es un subespacio métrico de R3 , esta distancia define en efecto una métrica en C.

Si 21, 29 # 00
dC(ZhZQ) -

PROPOSICION 2.1.3. Las métricas cordal y euclidiana inducen la misma topologia en C, es

decir, definen los mismos abiertos en C. Ademds
do(z,00) = 0 <= |z,| — oc.

DEMOSTRACION. Para la primera parte, la de los abiertos, hay que probar que la funcion
Id: Cgp — Cg,

es bicontinua, donde Cg y C¢ son los planos con métrica euclidiana y cordal respectivamente.
Si |z, —z|] = 0, cuando n — oo, tenemos que por ser 7 continua entonces |r(z,)—m(z)| — 0, por
lo que Id es continua. Ahora, por la continuidad de v, si d¢(z, 00) — 0, entonces |7(z,) —7(2)| — 0
v |Y(7(2n)) — ¥(7(2))| = |2n — 2| = 0 cuando n — oo.
Para la segunda parte, sea z, una sucesion en C tal que |z,| — oco. Por definicién
2

v1+ ’ZnP’

haciendo el limite obtenemos facilmente que do — oc.

de(zp, 0) =

Supongamos ahora que d¢(z,,00) — 0, cuando n — 0o. Tenemos que dado € > 0, existe un n,
tal que si n > n,, se tiene que

-2 4 _
\/m<e y por tanto |z,| > /5 — 1.

Por lo que, dado M > 0, tomando € tal que

/4
M: 6—2—1,

se tiene que |z,| > M y por lo tanto |z,| — oo. O

2.1.2. Transformaciones de Mdbius. Propiedades basicas.

Una transformacion de Mobius es una funcion T : C — C dada por

az+b
T(Z):cz+d

donde a, b, c,d € C tal que ad — bc # 0, es decir, el determinante de la matriz

(0)
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es no nulo, y ademas

(i) Sic=0, se define T'(c0) = 0.
(i) Si ¢ # 0, definimos T'(00) = a/cy T(—d/c) = .

Dada una transformacion T'(z) = Zji} llamaremos su matriz asociada 7" a la correspondiente

matriz cuyas entradas son los coeficientes de la transformacion, es decir

7 a b
c d

De hecho, se tiene trivialmente:

PROPOSICION 2.1.4. La composicion de dos transformaciones de Mobius es una transformacion
de Mobius, de hecho es la transformacion que tiene como matriz asociada al producto de sus
matrices asociadas.

Las transformaciones de Mobius son biyectivas, y la inversa de una transformacion de Mobius
es la inversa de su matriz asociada. El conjunto de las transformaciones de Md&bius es un grupo

con la composicion.

PROPOSICION 2.1.5. Dos transformaciones de Mdbius

/ /
T(:) =25y S() =225

son iguales si y solo si existe un k € C, tal que

=ka, b=kt c=kd d=kd.

DEMOSTRACION. La condicién suficiente es inmediata, se saca factor comun k y ya esta. Para
la condicién necesaria tenemos que 7'y S coinciden en el 0 y en el oo, asi que se tiene que si a = 0,
entonces @’ = 0 y viceversa, y con los demés coeficientes igual.

Probemos primero el caso a, b, c,d # 0, se tiene que

d d’
Tt =——=—
(OO) c c
y y
—1 _ _
T70)=—=——.
De las ecuaciones anteriores ordenamos y tenemos % =<S=\Yy blb, = -7 =, y se sigue que
az+b a'z + pbt az+
cz+d  ANz+ X ANdz+d) A
Con lo que si evaluamos las dos funciones en la preimagen de 1, tendremos que & = 1 <=

A = pu. Para el caso de que algunos de los coeficientes sea 0, mediante argumentos anélogos lo
tendriamos. 0J
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Si k es una de las raices cuadradas de ad — bc, podemos poner a’ = ¢, etc. para obtener
az+b a'z+V

T p— p—
(2) cz+d dz+d

con a'd — b = 1. Por lo tanto toda transformacion de Mobius tiene asociada una matriz de

SL(2,C), el grupo especial lineal de matrices 2 x 2 con entradas en C y determinante 1. De hecho,
como ad — bc tiene raices £k, hay exactamente dos matrices asociadas.
Ciertamente, la proposiciéon 2.1.4 nos dice que hay un homomorfismo de grupos suprayectivo
de SL(2,C) sobre el grupo de las transformaciones de Mobius, es {1} por la proposicion 2.1.5.
En definitiva, por el primer teorema de isomorfia, el grupo de las transformaciones de Mobius
es isomorfo al cociente

SL(2,C)
{£1} ~
que se conoce como el grupo especial lineal proyectivo sobre C y se denota por PSL(2,C).

Como ejemplos de transformaciones de M&bius tenemos:

» La identidad.

» Las traslaciones, T'(z2) =z +b, con b€ Cy b # 0.

Las rotaciones, T'(z) = az, con a = ¢ # 1 .

Las homotecias, T'(z) = kz, con k € R y k # 1.

» Las composiciones de homotecias seguidas de rotaciones T'(z) = az, donde |a| # 1,0,a ¢ R™.
1

= La composicion de la reflexion en el circulo con la conjugacion, T'(z) = .

De hecho, estos ejemplos y sus composiciones nos dan todas las transformaciones de Mobius.

LEMA 2.1.6. Cualquier transformacion en PSL(2,C) se puede expresar como la composicion
de traslaciones, rotaciones, homotecias y la trasformacion z — %

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en el que una transformacion de PSL(2,C)
fija el co. Esta transformacion va a ser de la forma
a b
z— EZ + 7
y esto se ve que es una composicion de homotecias, rotaciones y traslaciones, dependiendo del valor
de los coeficientes.

Si no fija el oo, se puede expresar de la forma

az+b az+b+@—  Llepyd)4b-— g p—u
z — = — = — =

cz+d cz+d cz+d c+cz+

y esta transformacion es composicion de todas las transformaciones del enunciado. 0

Una propiedad importante de las transformaciones de Mobius es:

PROPOSICION 2.1.7. Las transformaciones de Mdobius complejas son funciones continuas en C
con la métrica cordal.
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DEMOSTRACION. Tenemos que probar la continuidad en co y en —¢ (si ¢ # 0), 0 en oo solo si

c=0.

Si ¢ # 0, y tomamos una sucesion z, — —%l cuando n — oo. Vamos a tener que
1
—zn — (_%) — 00
y por tanto
az, +b  az,+b  az,+0b 1
td - (D) ¢ a-(
Luego, dc(%, o0) — 0 cuando n — oo.
Si z, — oo cuando n — oo, entonces dc(gj:j_rs, o0) = 00. Ysic=0,y z, = oo cuando n — oo,
entonces do (%2228, 00) — 0. O

Otra propiedad geométrica interesante es la siguiente. Usaremos la palabra “circulos” (entre
comillas) para denotas circulos y rectas, ya que se puede ver una recta como circunferencia de

radio infinito.
TEOREMA 2.1.8. Las funciones de Mdobius en PSL(2,C) transforman “circulos” en “circulos”.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, al ser cada transformacion composicion de rotaciones,
traslaciones, homotecias y la transformacion z — %, si vemos que cada una lleva “circulos” en
“circulos” ya lo tendriamos. Se ve facilmente que las tres primeras lo cumplen, con lo que solamente
queda verlo para z — L.

Consideremos la ecuacion general del “circulo”
A(x* +y*)+ Bx +Cy = D.

Escribiendo z = x4+ yt y é = u + vi, despejando tendriamos que

1
2 +y2 )

T — Y 2 2 _
_I2+y2’ /U_12+y2 y () +/U -

y sustituyendo en la ecuaciéon general del circulo obtenemos la ecuacion
1 U —v
u? 4 v? u? 4+ 0?2 u? 4 v?

—D(u?* +v*) + Bu— Cv = —A.

Y esta ecuacion es de hecho la ecuacion de una circunferencia. O

y se tiene que

PROPOSICION 2.1.9. Dados z1, z2, 23 € C distintos y wy, wo, w3 € C distintos también, existe

una dnica transformacion en PSL(2,C) que envia cada z; al correspondiente w;, para j = 1,2, 3.

Esta proposicion nos dice que las transformaciones de Mdbius complejas son transitivas en
puntos de la esfera de Riemann. Y juntando con los resultados anteriores tenemos que las trans-

formaciones de Mobius actiian transitivamente una la familia de todos los “circulos”.
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COROLARIO 2.1.10. Dados dos “circulos” A y B en C eziste T € PSL(2,C), tal que T(A) = B,

es decir, actia transitivamente en los “circulos” de C.

DEMOSTRACION. El “circulo” A estara determinado por tres puntos distintos z;, asi como el
“circulo” B por tres puntos w;. Y por la proposiciéon anterior tendremos una transformacion de

Mébius T' que envia los z; a los w;, y ya lo tendriamos. 0

2.1.3. Clasificacién por conjugacion.

En esta parte nos vamos a centrar en una clasificacion de las transformaciones de M&bius segtin
sus puntos fijos, y a partir de ahi lo relacionaremos con su conjugada.
Antes de nada, lo primero que podemos decir es que una transformacién de Mobius fija a lo
sumo 2 puntos. Si T'(c0) # oo, al resolver la ecuacion:
az+b
cz+d -
al agrupar términos nos sale la ecuacion de segundo grado

c?+(d—a)z+b=0

que tiene a lo sumo dos soluciones. Y si T'(00) = 0o, tenemos que la ecuacion

az+b_
=

z

tiene una a lo sumo una.

DEFINICION 2.1.11. Sea T una transformacion de Mobius , si fija exactamente un punto en @,
se dice que T es parabolica.

LEMA 2.1.12. Sean T y ¢ transformaciones de Mdbius, entonces T fija un punto w en C (0 un
subconjunto A C C) sty solo si S = T fija o(w) (o preserva o(A)).

DEMOSTRACION.
T(w) =w <= ¢T(w) = p(w) <= Ty (p(w)) = p(w).
Y anélogamente se demuestra para el subconjunto A. 0

PROPOSICION 2.1.13. Sea T una transformacion de Mébius. Entonces:
(i) Si T es parabdlica, entonces T es conjugada en PSL(2,C) a una traslacion.
(i) Si T no es parabolica, entonces T' es conjugada en PSL(2,C) a una transformacion de la

forma z — az, donde o € C.

DEMOSTRACION. Primero, consideramos en caso en el que T es parabodlica con pinto fijo zg.
Sea ¢ € PSL(2,C) tal que ¢(zy) = oo, por ejemplo,
1

22—z

p(z) =
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Por lema anterior va a existir una transformacion S tal que fija co. Por lo tanto va a ser de la
forma:
S(z) =az+b.
De nuevo, por el lema anterior S solamente puede fijar un punto, y como ya fija oo, tenemos que
a = 1. Y con lo cual es una traslacion.
Para el segundo caso en el que T fije dos puntos, w; y ws, consideramos ahora

Z — Wy

Y= )
Z — W2

en el caso que , tomarfamos ¢ = z — w;. De nuevo, usamos el lema anterior y va a existir una
funcion S tal que va a fijar 0 y oo. Luego si

az +b

cz+d

tendriamos que b = ¢ = 0, y seria de la forma del enunciado. [l

Ahora veamos una clasificacion mas especifica para estos iltimos elementos.

DEFINICION 2.1.14. Sea T € PSL(2,C), tal que T fija exactamente 2 puntos en @, SuUpoONgamos
también que T es conjugada en PSL(2,C) a la transformacion S = az. Entonces:

(i) Si o] =1, a T se le llama eliptica.
(ii) Si € RT, a T se le llama hiperbolica.
(iii) Si|a|#1y a € R, a T se le llama loxodromica.

Hay que aclarar que estas definiciones dependen mucho de quién las defina ya que en unos
textos a las transformaciones loxodromicas o hiperbolicas se les llama simplemente hiperboélicas.
O en cambio se considera a las hiperbolicas como una subclase de las loxodrémicas.

2.1.4. Clasificacién por traza.

DEFINICION 2.1.15. Sea f una transformacion de Mobius, con matriz asociada A. Definimos

como su traza a (A)2
traza

tr*(f) = —

Al

En esta seccion veremos otra forma de clasificar las transformaciones de Mébius dependiendo
de esta traza que acabamos de definir. Esta clasificacion va a ser invariante mediante conjugacion
ya que la traza aplicada en matrices es invariante por conjugacion.

Antes de nada, sea k € C no nulo, definimos m;, por
mi(z) =kz sik#1

y para k =1
mi(z) =z + 1.
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A estas funciones las vamos a llamar formas estindar. En este caso vamos a tener que
1
w%mm:k+g+z

Anteriormente que en caso de que una transformacion f distinta de la identidad va a tener uno
o dos puntos fijos, llamemoslos « y 3 (si se necesitase). Ahora usando argumentos del lema 2.1.12
podemos tomar una funcion ¢ tal que p(a) = oo y ¢(8) = 0 para que @ fo~! fije co y el 0 (si 3
fuese punto fijo). Por tanto f va a ser conjugada a una de las funciones my, en caso de que no fije
[ se tiene que es conjugada a m;.

PROPOSICION 2.1.16. Sean f y g transformaciones de Mobius distintas de la identidad, entonces
[y g son conjugadas si y solo si tr(f) = tr?(g).

DEMOSTRACION. La condiciéon necesaria ya hemos dicho que la traza es invariante para la
conjugacion. Para la condicion suficiente, si tenemos que tr?(f) = tr?(g) como hemos visto antes
que f va a ser conjugada a una m, y ¢g va a ser conjugada a una funcién m, por ejemplo. Entonces
tenemos por la primera parte que

tr?(m,) = tr2(f) = tr(g) = tr*(m,)
por lo que tr*(m,) = tr*(m,), lo que quiere decir que
1 1
PH-+2=q+-+2
p q

y esto se va a tener si p=¢q o p =1/q. Para p = 1 se ve claramente que m, es conjugada a mi,y
si p # 1, tomando la funcion ¢(z) = 1/z tenemos que pm,p ! = mi, por tanto m, es conjugada
ami. Luego si f y g son conjugadas a my, y mi respectivamente, y estas iltimas acabamos de ver
que son conjugadas, entonces f es conjugada a g. 0

Ahora vamos a volver a dar una clasificacién de las transformaciones de Mobius, esta vez
dependiendo de su traza.

DEFINICION 2.1.17. Sea f una transformaciéon de Mobius, decimos que:

(i) f es parabdlica si y solo si f tiene solo un punto fijo, es decir, es conjugada a m;.
(ii) f es hiperbdlica si y solo si f es conjugada a my, con |k| # 1y f(D) = D para algtn disco
(0 semiplano) D en C.
(iii) f es loxodromica si y solo si f es conjugada a my con |k| # 1 y pero no se tiene que
f(D) = D para algin disco (o semiplano) D en C.
(iv) f es eliptica si y solo si f es conjugada a my, con |k| =1y k # 1.

PROPOSICION 2.1.18. Sea f una transformacion de Mébius, se tiene que:

(i) f es parabdlica si y solo si tr?(f) = 4.
(i) [ es eliptica si y solo si tr*(f) € (0,4].
(iii) f es hiperbolica si y solo si tr?(f) € (4, +00).
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(iv) f es lozodrémica si y solo si tr*(f) & (0,00).

DEMOSTRACION. Probaremos las tres primeras, ya que la dltima se va a satisfacer automati-
camente al ver las otras. Recordamos que f va a ser conjugada a una forma estdndar m, donde su

traza va a ser p + % + 2.

(i) Si f es parabolica, va a ser conjugada a my, y tr?(f) = tr?(m;) = 4. Y reciprocamente es
igual solo que siguiendo los pasos inversos
(ii) f es eliptica, es conjugada a m, con |p| = 1, supongamos p = ¢, por lo que

tr2(f) = e 4 e + 2 = 2cos(6) + 2.

Y por tanto tr?(f) € [0,4). Y reciprocamente, la tinica solucion distinta de 1 es e, y
directamente se tiene que es eliptica.

(iii) f es hiperbolica, va a ser conjugada a una transformacion m,. Tenemos que esta m, va a
mantener invariante a un disco D. Entonces, para cualquier z € D, las iméagenes iteradas
de z por my, son p"z donde n € Z. Estas imagenes van a estar contenidas en el disco D por
hipotesis, al ser |p| # 1 se tiene que 0 y 0o van a estar en la clausura de D, dependiendo si
n tiende a +o0o. El mismo argumento se puede usar para puntos que estan fuera de D. Por
lo que 0,00 € 9D, lo que quiere decir que 0D es una recta que pasa por el 0, luego D es
un semiplano y p > 0 y por lo tanto tr?(f) > 4.

Sitr(f) € (4,00), tenemos que para que m, sea real tiene que darse o que |p| =1 o
que p € R. Si |p| = 1 tendriamos el caso eliptico y la traza no va a valer mas de 4, por lo
que p es real, y en particular p > 0. Con lo cual las soluciones a la ecuacién son p = k,%
y necesariamente va a preservar el semiplano superior, por lo que m,, es hiperbélica y esto

conlleva a que f también lo es.
OJ

Para cuando estamos en el caso PSL(2,R), podemos decir como van a ser los puntos fijos de

estas transformaciones.

PROPOSICION 2.1.19. Sea f una transformacion de Mdébius en PSL(2,R), se tiene que:

(i) Si f es parabdlica entonces fija exactamente un elemento de R.
(i1) Si f es eliptica entonces fija dos elementos conjugados de C.

(111) Si f es eliptica entonces fija dos elementos de R.

2.1.5. Aplicacién geométrica.

Veamos ahora una accion geométrica de como actian estas transformaciones. Para este caso es

util considerar ciertas familias de “circulos”. Vamos a tomar oy, as € C distintos, y la funcion

(2.1.1) p(z) =

zZ — Q1

Z— gy
Claramente ¢ es de Mobius, y en este caso va a transformar los “circulos” que pasan por a; y s

en rectas que pasan por el origen. Ahora si consideramos en la imagen los “circulos” concéntricos,
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al ser ¢! de Mdbius, su preimagen también van a ser “circulos”, y de hecho van a ser los conjuntos

cuya razon entre las distancias entre oy y a es constante , es decir,

|z — an]

Estos “circulos” en particular se denominan de Apolonio. Con lo cual denotaremos como Cy, o

familia de “circulos” fijos, a la familia de “circulos” que pasan por a; v asg, vy por Cs a la familia de
“circulos” de Apolonio. Esta configuracion se va a llamar de Steiner.
Esta configuracion va a tener las siguientes propiedades:

1. Vpe ((A:, p # ai, a9 , se tiene que p estad exactamente en un “circulo” de cada familia.
2. Cada “circulo” en C' interseca a cada “circulo” de Cy ortogonalmente en dos puntos.
3. C\ {a1, a2} es la union disjunta de los “circulos” de la familia Cs.

Estas propiedades pueden ser complicadas de comprobar en C, pero cuando los consideramos en su
imagen por ¢, como las transformaciones de Mdbius mantienen “circulos” y angulos se comprueban
facilmente.
2.1.5.1.  Transformaciones elipticas.
Sea T eliptica con puntos fijos a1 y g, v ¢ la funcién de 2.1.1, entonces, hemos visto anterior-
mente que
S(2) =T =ez,

con lo que S va a ser una rotacion.

PROPOSICION 2.1.20. Si C es un “circulo” de Apolonio con puntos limite oy y o, entonces
TC)=C.

DEMOSTRACION. Como ¢ preserva C, y S preserva o(C). Entonces T = ¢ 'S¢, y T(C) =
p1Sp(C) = p~lp(C) = C. O

PROPOSICION 2.1.21. Si A es un “circulo” por oy y e, entonces T(A) es un “circulo” por oy
Y «ia, que forma con A un dngulo 0 en aq y as.

DEMOSTRACION. Como T = ¢~ 'S¢, primero trasformamos el “circulo” en recta por el origen,
luego al aplicar S giramos la recta un angulo 6 , y por ultimo volvemos al espacio inicial. Y al ser
todas transformaciones de Md&bius se van a conservar los angulos. O

En conclusion, las transformaciones elipticas giran los “circulos” de Apolonio, y mueve “circulos”
que pasan por a; y «g a “circulos” que pasan por oy y g con angulo 6 al original. También cabe
destacas que estas transformaciones son las tnicas que pueden tener orden finito, siempre que
0 ¢ Q.

Veamos ahora una representaciones graficas.
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(D

oS

F1GURA 2.1.1. Transformacién eliptica en circulos de Apolonio.

Se(C)

SES
a5
A

FiGUuRrA 2.1.2. Transformacion eliptica en circulos fijos.

Por tltimo, vamos a tener que estas transformaciones son las tinicas que van a tener orden
finito, dependiendo del orden de la rotaciéon en este caso, es decir, de si es un miltiplo racional de
7 o irracional.

2.1.5.2.  Transformaciones hiperbdlicas.

Sea T" como en el anterior caso, y ¢ la funcién conjugante que hace que
S(z) =Tyt =kz, keR",

es una homotecia.
En este caso, siguiendo pasos analogos del caso anterior, tenemos que va a mantener los ‘circu-

los” que pasan por a; y «s. Al hacer la imagen iterada de los puntos sus imagenes T" las va a
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mandar de a; hacia ay dentro del mismo “circulo”. En este caso a; se denomina repulsor, y a as

atractor.

T"(z)

() T(2)

(83

[e%1 53

FiGUuRrA 2.1.3. Transformacion hiperboélica en circulos fijos.

Ahora, si C' es un “circulo” de Apolonio, su imagen va a ser una circunferencia centrada en el
origen, y la accion de S la va a dilatar. Tenemos que las circunferencias de radio menor que 1 son
“circulos” de Apolonio respecto a aq, y los de radio mayor que 1 con “circulos” de Apolonio respecto
a ag. Por tanto, T va a intercambiar “circulos” de Apolonio, y en algunos casos intercambiara los

de a1 y as.

FIiGURA 2.1.4. Transformacion hiperbolica en circulos de Apolonio

2.1.5.3.  Transformaciones lozodromicas.

Las loxodromicas son una composicion de hiperbolicas y elipticas, por lo que su dinamica consiste
de una rotaciéon de los “ciirculos” de Apolonio, seguida de una traslacion a lo largo de los “circulos”

por a1 v s (0 viceversa, ya que estas funciones conmutan). De manera analoga al caso hiperbdlico,
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uno de los puntos fijos es un atractor y el otro un repulsor. En este caso, no hay “circulos” fijos,
sin embargo, estas transformaciones preservan espirales que se enrollan en los puntos fijos.

2.1.5.4. Transformaciones parabdlicas.

Tenemos en este caso que la transformacion de Mdbius T' va a ser conjugada a a una trasla-
cion S(z) = z + b mediante la funcion
1
z+a

p(z) =

T nos va a dar una particion, es decir, se va a tener que la familia de “circulos” fijos cubren C y se
intersecan solo en . Al iterar T algunos puntos fluyen a lo largo de estos “circulos” hacia «a, otros

se van a alejar para posteriormente acercarse de nuevo a «.

//
o(z)+b
¢(2)

FIiGURrA 2.1.5. Transformacion parabolica en circulos fijos

Si dada una transformacion de Mébius parabolica de punto fijo a queremos saber cuéles van a
ser esos “circulos” fijos tenemos que seguir varios pasos. Sea T' de la forma

az+b
T(z) = m,

es una traslacion, por que su imagen en el 0 nos va a dar cual es su vector

2
a+d’

sabemos que ¢TI !

de desplazamiento. Nos va a dar que T 1(0) = con lo cual si llamamos C' al “circulo” que

estamos buscando tenemos que

T fija C < S fija p(C)
< ¢(C) es recta de direccion ﬁ
< C = p Yrecta) es un “circulo”.
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Por lo que vamos a considerar la recta mas sencilla dada por
2
C)= t )
o0) = { gt}

2 a+d
—po N (—t=a+——=a+Na+d
C=y (a d) a 5 « (a ),

con lo que hemos obtenido la recta que pasa por «, que es un “circulo”, y por tanto los demés

luego

“circulos” fijos van a ser los perpendiculares a esta recta que pasen por a.

A esta configuracion de los “circulos” podemos anadirle su familia ortogonal para tener las
dos familias, los “circulos” fijos y los de Apolonio. Podemos considerar este caso como un caso
degenerado o limite de las elipticas, en donde los puntos a; y as son los mismos.

e
o

A\

FIGURA 2.1.6. Transformacion parabolica en circulos fijos y de Apolonio.

2.1.6. Transformaciones que preservan “discos”.

De igual manera denotaremos por “discos” a los discos o semiplanos en el plano complejo.

Definimos el semiplano superior
H? = {z € C|Im(z) > 0}.

TEOREMA 2.1.22. Las transformaciones de Mobius que preservan H? son las funciones defini-
das en PSL(2,R).

DEMOSTRACION. Consideremos

T(z)z?jig, ad —bc=1, a,bcdcR.
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Claramente T'(R) = R. También tenemos que

T(z)

_ai+b  (ac+db)+ (ad — be)i
Ccit+d 2+ d?

Y

luego

. 1
Im(T () = 5= > 0.

Como la imagen de un conexo es un conexo, se va a mantener que todos los puntos tienen parte

imaginaria positiva no nula, por lo que va a preservar HZ.

Reciprocamente, sea una funcion en general de PSL(2,C) de la forma

T(z) = gjig, ad —bc =1

preserva H?, entonces por la continuidad y biyectividad implican que 7" también preserva la recta
real extendida.
Ahora, si consideramos -
S(z) = ZH0
cz+d
claramente 7" y S coinciden en R. Y sabemos que si dos transformaciones coinciden en més de

dos puntos, entonces T' = S. Luego, los coeficientes de S son iguales a los de T" o son todos sus
opuestos, es decir, el vector (a,b,c,d) = (a,b,¢,d) o (a,b,c,d) = —(a,b,¢,d). Pero si se tiene lo

segundo entonces -

az+b  (az+b)(—ci+d)
cz4+d lcz + d|?

(i) =

ad—bc zﬂ—66<0
o ei+d)2 fei +df?

por lo que no preservaria H2, por tanto los coeficientes son iguales a sus conjugados, por lo que

Im(T'(i))

son reales. O

Estas transformaciones son muy importantes, ya que en mas tarde veremos que este modelo
juega un fundamental en la geometria hiperbolica.

Otro modelo de notable importancia es el modelo del disco unitario, A = {z € C||z| < 1},
llamado disco de Poincaré. Este modelo segin el caso, resulta mas comodo que el del semiplano,
va que en este iltimo hay que hacer una distinciéon especial en el co. Mientras que en el disco de
Poincaré todos los puntos de la frontera juegan el mismo papel.

Podemos encontrar una una funciéon en PSL(2,C) que transforme H? en A. Una serie de
calculos elementales nos da que la funcion es
z—1
Z+i

Esta funcién manda la recta real a la circunferencia unitaria, y como 7'(i) = 0, por conexidad se

T(z) =

va a tener que

T(H?) = A.
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Esta transformacion es llamada de Cayley, y ademéas es una rotacion de orden 3 en la esfera de
Riemann.

TEOREMA 2.1.23. Las transformaciones de Mobius en PSL(2,C) que preservan el disco uni-
tario A son de la forma

S(z) =52 laP =P =1, abeC.

DEMOSTRACION. Sea S una funcion de PSL(2, C) que preserva A. Tomamos la transformacion
zZ—1
z+1

que lleva de H? a A. Luego la transformacion U de la forma

T(z) =

U=T7'ST
sera una funcién de H? en H?, y como S preserva A, entonces U va a preservar H?, por lo que

Ue PSL(2,R) y

S =TUT "

Consideramos ahora estas transformaciones 7'y U en su forma matricial

=1 )y o= ) ersiar .
1 4 c d

Una serie de calculos triviales nos lleva a que

S—TUT’I—E a+d+ilb—c) a—d—i(b+c)
B 2\ a—d+ib+c) at+d+i(c+d) )’

y calculamos TUT 1.

y con lo cual es de la forma del enunciado. 0

Las transformaciones de Mdbius que preservan A, que denotaremos como M (A), son conformes
en A, ya que los unicos puntos donde una funcion en PSL(2,C) puede no ser conforme son oo y
su preimagen.

2.1.7. Razo6n doble.

Por el teorema 2.1.9 sabemos que dada una terna de puntos z; existe una funcién f que lleve
esta terna a otra terna de puntos w;. Si ahora consideramos la cuddrupla (z1, 29, 23, 24) y queremos
ver si existe una funcion tal que f(z;) = w; para todo i = 1,2,3,4. Para ver esto tenemos que
definir lo que es la razén doble.

DEFINICION 2.1.24. Para cuatro puntos distintos zi, 29, 23, 24 € C llamamos razon doble a

(21 — 23)(22 — 2)
(21— 22)(23 — 21)

[Zla 292y 23, Z4] —
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Si cualquiera de las variables z; tomase el valor oo se podria deducir la formula que se obtendria
a partir de la anterior. Un caso bastante trivial es la razon doble de (0, 1, z, 00) que vale

0,1, 2,00] = z.

Otros casos bésicos son

21 — %3
{21722723700] = )
21 — 22
y
Z9 — 24
{21722700724] = .
21 — 22

Como en este caso la razéon doble se obtiene directamente, seria muy util poder transformar cual-
quier cuadrupla a una de la forma anterior.

~

TEOREMA 2.1.25. Dado cuatro puntos distintos z1,22,23,24 € C y otros cuatro distintos
wy, we, w3, wy € C, la condicion necesaria y suficiente para que exista una transformacion de

Mobius tal que f(z;) = w; para todo i = 1,2,3,4 es que [z1, 29, 23, 24] = (w1, W, W3, Wy).

DEMOSTRACION. (=) Supongamos que existe dicha funcién. De momento, asumamos que
ninguno de estos puntos es co. Si
az+b
z) = ———
/() cz+d
con cz — d # 0, entonces
(ad — be)(zj — 2x)

wW; — W = f(Zj) - f<2k> - (czj — d)(CZk: + d)

Por tanto
(w1 —ws)(wz—w4)
(w1—w2)(ws—wa)

[wlaw27w37w4] =

(ad—bc)(z1 —z3) (ad—bc)(20—24)
(cz1—d)(cz3+d) (czo—d)(czq+d)
(ad—bc)(z1 —29) (ad—bc)(23—24)
(cz1—d)(czgo+d) (czz—d)(czq+d)

_ (s1—23)(22—24)
T (s1—22)(23—24)

El caso en el que alguno de los z; y/o de los w; sea oo, siguiendo las correspondientes

- [217227237’24]-

definiciones para f(oco) y para la razon doble se tendria de manera similar.

(<) Supongamos ahora que [z, 29, 23, 24] = [wy, we, w3, wy]. Tomemos g y h transformaciones
de Mobius tal que g(z1) = 0,9(22) = 1y g(z4) = 00, y h(wy) = 0,h(wy) = 1y h(w,) = oc.
Por la hipotesis y la invarianza de la razon doble, consecuencia de la implicacion anterior,

tenemos
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9(z3) = 1[0,1,9(z3),00]
= [9(21),9(22),9(23), 9(24)]
[21, 22, 23, 24]
[U)1, Wy, W3, w4]
= [h(w ) ( ) h(ws), h(ws)]
= h(w3)
Ahora simplemente hacemos f := h™lg y ya tenemos que f(z;) = w; para todo i =
1,2,3,4.
0
A los puntos z1,..., z, si estan en la misma circunferencia se dice que son conciclicos. A partir

de esto, sabemos que para 3 puntos siempre se cumple, pero que a partir de 4 ya no tiene por qué

cumplirse. Vamos a ver la condicion necesaria y suficiente para 4 puntos.

PROPOSICION 2.1.26. Cuatro puntos distintos zy, 29, 23,24 € C son conciclicos si y solo si

[21, 22, 23, 24] es real.

DEMOSTRACION. Cogemos 4 puntos cualesquiera z;, y tomamos la circunferencia C' que forman
21, z2 y z4. Tomamos la tnica transformacion de Mobius tal que g(z1) = 0,g(22) = 1y g(24) = 0.
Entonces g(C) es la recta real. Ahora por el teorema anterior:

(21, 22,23, 24) = |
[

Por lo tanto [z1, 22, 23, 24] va a ser real si y solo si g(z3) lo es. Y si es real entonces pertenece a
la recta real, y con lo cual 23 € C. O
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2.2. Meétrica hiperbélica.
Nosotros partimos de los 5 postulados de Euclides:

= Dos puntos cualquiera determinan un segmento de recta.
» Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.

Se puede trazar una circunferencia dados un centro y un radio cualquiera.

Todos los angulos rectos son iguales entre si.

Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una tnica paralela.

En nuestra geometria en el plano descrita anteriormente, se satisfacen todas estas propiedades. Sin
embargo, ahora consideremos un espacio donde la tltima propiedad no tiene por qué cumplirse.
Gauss introdujo el término de geometria no Euclidea, este seré el caso de la geometria hiperbdlica.

En esta seccion definiremos como es la métrica y cémo se calculan las distancias entre dos
puntos cualesquiera. También veremos cuéles van a ser las geodésicas en esta métrica, que van a
ser arcos de circunferencias, cuyo procedimiento para hallarlas variara dependiendo de si estamos
en el modelo del semiplano o en el disco de Poincaré.

2.2.1. Densidades.

Vamos a introducir la métrica con la que vamos a trabajar a partir de ahora. Recordemos que
si A es un abierto en R” y f es una funcién diferenciable de A en R" | se dice que f es conforme
en xg € A, si Df(x0) es el producto de una matriz ortogonal por la matriz kI, k € R*. Al namero
k se le llama el factor de conformalidad y se le denota por p (), o simplemente por j1(zo).

LEMA 2.2.1. El factor de conformalidad de una funcion conforme T es |T"|.

DEMOSTRACION. Si escribimos 7" de la forma T'(z) = u(z) +iv(2), donde z = x + yi. Tenemos
por las ecuaciones de Cauchy-Riemman que

DT(z) = ( _“5 Z”” )

y esta matriz es ortogonal si y solo si u2 + v2 = 1. Por tanto, haciendo

Ug Vg
_ 32 | VRt uRte?
DT(z) = \J/u2 +v? . .
Vudto  yfudtol
ya se tendria que es ortogonal, y de hecho, por Cauchy-Riemman, tenemos que 7"(z) = u, + iv,.

por lo que pr = Ju2 +v2 =T'(z2). O

DEFINICION 2.2.2. Sea A una regién en R™ | una densidad en A es una funcién continua
A A— R
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Estas densidades nos permiten medir longitudes de curvas de distintas maneras. Dada una -~
curva de clase C! en A, y ahora consideramos la densidad )\, se va a definir la A-longitud ~ como

mwz/Ammwmw,

donde 7 : [a,b] — A. Esta definicion se puede extender al caso de curvas de clase C! a trozos.

DEFINICION 2.2.3. Sea A una densidad en una region Ay z1, 20 € A, se define como A-distancia

entre z; y 25 como

inf (),
v

es decir, el infimo de todas las curvas v de clase C! por tramos que unen z; y z. A esta distancia
la vamos a denotar como py(z1, 22), y la llamaremos distancia hiperbélica.

TEOREMA 2.2.4. Sea \ una densidad definida en una region A de R™, entonces la distancia p)

define una métrica en A.

DEMOSTRACION. Primero tenemos que ver que es simétrica. Tenemos que v : [a,b] — A de
clase C! que une z; con zy, definimos ahora —v : [a,b] — A como —(t) = y(a + b — t), que seré

una curva que une 2, con 2;. Y tendremos que

b b
lx(—’y):/ /\(—’V(t))!’/(t)!dtZ/ Av(a+b =)y (a+b—1)|dt =

= [ A0 Gl =)

Claramente p(x,z) = 0. La desigualdad triangular se prueba facilmente, ya que la norma cumple
la desigualdad triangular y con la suma de integrales. Ahora solamente queda ver que si © # y
entonces p(x,y) > 0. Para ver esto, sea D un disco cerrado con centro en z, radio r y tal que y ¢ D.
Por compacidad y continuidad existe m tal que A(z) > m, Vz € D. Ahora, sea 7 : [a,b] — A una
curva que une z con y y to € |a,b|, tal que y(ty) es el primer punto donde la curva sale del disco
abierto D . En este caso se tiene

UE/AFNWW@WZm%

puesto que cualquier curva que une x con un punto en 0D tiene una longitud mayor o igual a r.
Por lo tanto p(z,y) > mr > 0. O

Ahora queremos dar relaciones para obtener espacios isométricos, para por ejemplo, exhibir
diferentes modelos del plano hiperboélico. Sean A y B dos regiones de R" v f : A — B, una
biyeccion conforme, supongamos que A estd dotada con la métrica definida por la densidad A.
Entonces, se puede proveer a la region B con una densidad o, de tal manera que f sea una

isometria. Para que se cumpla esta condiciéon, tenemos que definir ¢ como

_ A=)
(2.2.1) o(f(x)) = (z)
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donde p(z) es el factor de conformalidad de f en z. Con esto, se va a tener

%WWZ/KﬁWWUMmﬁz

= [ @b @2 = [ M@k =)

Luego es una isometria. También se puede probar para funciones C' a trozos. Ademés, hay que
destacar que se cumple el reciproco, es decir, que dadas dos regiones A y B con métricas definidas
por densidades A y o respectivamente y una biyeccién conforme entre ellas tales que se satisface
2.2.1, entonces A y B son regiones isométricas.

En particular, para el caso en el que busquemos una isometria en el mismo espacio, es decir,
dada una una region A con métrica definida por densidad A, si queremos que la biyeccion conforme
f A — A sea una isometria tiene que satisfacer

(2.2.2) Af(x) = 22

2.2.2. El modelo del semiplano.

Con lo descrito anteriormente sobre densidades podemos presentar el primer modelo de la
geometria hiperbodlica, el modelo del semiplano, en el que las distancias van a crecer segin los
puntos estén mas cerca de la recta real.

DEFINICION 2.2.5. El plano superior H? provisto con la métrica definida por la densidad

Md:]é@)

se le llama el plano hiperbélico y a esta métrica se le llama la métrica hiperbélica.

De las primeras cosas que podemos comentar de esta métrica es que dada una curva en C en
H2, tenemos que si la desplazamos horizontalmente su longitud no va a cambiar. En cambio, si la
desplazamos verticalmente va a aumentar o reducir tanto como queramos, en contraposicién con
la métrica euclidea donde mediria lo mismo. Mas tarde veremos que hay arcos de circunferencias

que euclideanamente medirfan lo mismo mientras que hiperbélicamente miden lo mismo.
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F1GURA 2.2.1. Curvas con misma longitud hiperbélica.

TEOREMA 2.2.6. El grupo PSL(2,R) actiia como grupo de isometrias en H? con la métrica
hiperbolica.

DEMOSTRACION. Sea una transformacion
T(2)

donde su matriz asociada pertenece a SL(2,R), entonces tenemos que

Im(T(2)) = Im (az—i—b) — Im ((az+b)(cz+d)> _

_az—i—b
ez +4d

cz+d lcz + d|?
adz + bcz Im(z)
=Im|——— | = ——.
lcz + d|? lcz + d|?
Por el lema 2.2.1, tendremos que
1
=T’ =
ur(2) = ITG) = (g

Y entonces vamos si se cumple la relacion 2.2.2. Por un lado

_ 1 _ lcz + d|?
Im(T(z)) Im(z) "’

y por otro lado
Az T ez +dP

pr(z) ﬁ CIm(z)

Y con lo cual son iguales, por lo que tenemos el resultado. 0

Vamos a establecer ahora como van a ser las curvas que minimizan las distancias en HZ.
Para ello primero consideremos un caso sencillo. Tomamos los puntos ¢ y ki con k > 1. Sea
7 : la, b] — H? de clase C*, tal que v(a) =iy v(b) = ki. Si l,(7) denota la longitud hiperbdlica de
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vy Y(t) = (71(t),72(t)), vamos a tener que por la definiciéon de [,(y) que

/\/ 72+72 ) .

V( 72 "5 (t) b
dt —==dt=1lo t =

/ L () g(72( ))’a

= log 72(5) —logya(a) =logk —logl =logk

Por lo tanto, como definimos p como el infimo de estas distancias, y de hecho se alcanza con la

curva donde a = 1y b = k dada por v(t) = ti. Entonces
p(i, ki) = log k.
En el caso de que k£ < 1, haciendo argumentos anilogos se tiene que
p(ki,i) = —logk.

Y ya por ultimo, haciendo calculos analogos, se va a tener en caso de que los puntos sean li y ki,
con [ < k, entonces

k
p(li, ki) = log 7
Si consideraramos el caso general de H" = {(z1,...,z,) € R|z,}, tomamos la densidad A(z) =

i, y las propiedades anteriores seran analogas.
Volvamos a proseguir en la bisqueda de las geodésicas en H?2.

PROPOSICION 2.2.7. El grupo PSL(2,R) actia transitivamente en la familia de “circulos”

ortogonales al eje real.

DEMOSTRACION. Primero vimos que estas transformaciones van a preservar H2. Ahora sola-
mente hay que ver que dado cualquier “circulo” ortogonal al eje real va a existir una funcion en
PSL(2,R) que transforma este “circulo” en el eje real imaginario.

Primero, si este “circulo” es una recta paralela al eje imaginario una simple traslacion nos
lleva al eje imaginario. Si tenemos una circunferencia cualquiera que corta ortogonalmente al eje
real, mediante una traslaciéon y una homotecia la transformamos en la circunferencia unitaria, y
como vimos anteriormente la aplicacion que lleva la circunferencia unitaria al eje imaginario ya lo

tendriamos. 0

Con esto ya podemos deducir cudles van a ser las geodésicas.

COROLARIO 2.2.8. Sean z,w € H?, se tiene que p(z,w) va a ser la longitud hiperbdlica del
tramo de“circulo” C' que corta ortogonalmente a la recta real y une estos dos puntos.

DEMOSTRACION. En virtud de la proposicion anterior y del teorema 2.2.6, tenemos que pode-
mos encontrar una funcion de PSL(2,R) que transforme esta circunferencia C en el eje imaginario
y ademads va a mantener las distancias por ser una isometria. Como después de hacer el cambio, en

eje imaginario la geodésica que une z con w es el segmento de recta que los une, entonces segmento
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de circunferencia va a ser la minima distancia. Para ver que es tinico , supongamos por reducciéon
al absurdo que existe otra curva de z a w con dicha propiedad, existiria otra geodésica, lo cual es
imposible. 0

FIGURA 2.2.2. Geodésicas en H?

Una vez descrita cuales son las geodésicas en este modelo nos queda ver cuanto va a medir esa
distancia. Para dos puntos cualesquiera z y w, consideramos los la circunferencia ortogonal al eje
real que las une, llamamos u y v a los puntos de la recta real que pertenecen a esa circunferencia.
Sabemos que va a existir una transformacion de Mdbius f que lleve a era circunferencia al eje
imaginario tal que f(u) =0y f(v) = oo, y entonces f(z) =aiy f(w) = bi. Por tanto,

b
plz,w) = log 2.
También podemos simplificar esta ecuacién como
p(z,w) = loglu, z,w, v].
Ahora veamos una propiedad de esta distancia
PROPOSICION 2.2.9. Sean z,w,v tres puntos distintos en H?, entonces
p(z,w) = p(z,v) + p(v,w) <= v € [z,w].

DEMOSTRACION. Supongamos que z,v,w estan en la misma linea hiperbolica con uy y usy los
puntos reales de esa circunferencia. Podemos considerar la aplicacion f que lleva esos cinco puntos
al eje imaginario tal que f(z) = ai, f(v) =biy f(w) = ci. Entonces,

p(z,0) + p(v,w) = log?+log$
= log<
= p(z,w).

Ahora si z, v, w no estuviesen en la misma linea hiperbolica, consideramos las curvas entre [z, v]
y [v, w], pero no formarian una curva simple, y por lo tanto p(z,v) + p(v,w) > p(z, w) O
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LEMA 2.2.10. La expresion
2 — w]”
2Im(z)Im(w)
es invariante bajo la accion de transformaciones en PSL(2,R)
DEMOSTRACION. Sea T' € PSL(2,R) de la forma
az+b
T(z) = .
(2) cz+d
Entonces )
T(:) = T _
2Im(T(2))Im(T(w))
2
lcz + d|*|cw + d|? % - %‘
- 2Im(z)Im(w)
[(az +b)(cw +d) — (aw+b)(cz+d)* |z —w]?
2Im(z)Im(w) ~ 2Im(2)Im(w)’

PROPOSICION 2.2.11. Sean z y w dos puntos en H?, entonces

|z — w?
h =14+ ——.
cosh p(z,w) * 2Im(z)Im(w)

DEMOSTRACION. Podemos suponer que z = ¢y w = ki, ya que para cualquier otro par de

puntos podemos tomar una funcion que lleve z a 7 y w a ki tal que su distancia hiperbélica sea la
misma. Con lo cual tenemos que:

o k+ 3
cosh p(z,w) cosh p(i, ki) = coshlog k =

2
k+1—2 (k—1)?
= —_— = - 1 —
2 ouh
_ itk N ekl
— 2Im(i)Im(ki) - 2Im(2)Im(w)

Para afirmar el ultimo paso usamos el lema anterior, ya que si llamamos f a esa funcién,
tenemos —=%° s invariante
2Im(z)Im(w) :

O

PROPOSICION 2.2.12. Sean z y w dos puntos en H?, entonces

.9l |z —w|?
B2 = ___Zwr
S 2p(z,w) 4Im(z)Im(w)’
1 |2
cosh? =p(z,w) = |2—w]

2 ~ AIm(z)Im(w)’

72
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DEMOSTRACION. Como en la proposicion anterior podemos suponer que hay una funciéon que
lleve z a iy w a ki. Entonces

1 1
sinh? ip(z, w) = sinh? ip(i’ ki) = sinh®log Vk =

(k=1 |i—ki|? o z—w)
4k AIm()Im(ki)  4Im(z)Im(w)’
Para cosh® 1p(z, w) simplemente usamos la relacién cosh® = 1 + sinh?. O

Una de las aplicaciones de estas formulas es para determinar como son los circulos hiperbolicos.

Veremos que van a ser circulos euclidianos en los que su centro esta desviado hacia abajo.

TEOREMA 2.2.13. El conjunto de puntos z = x + yi en H?, que equidistan hiperbolicamente
una distancia v de un punto zo = xg + Yot estdn determinados por

(z — 10)* + (y — yo cosh?r)? = y2 sinh? 7.

Que de hecho, constituye un circulo euclidiano.

DEMOSTRACION. Sea C' = {z € H?|p(z, 29) = r}, entonces

z—w* (@) P+
2Im(z)Im(z) 2yYo '

Despejando y completando cuadrados vamos a tener que

coshr = coshp(z,29) =1+

2yyo coshr = (x — x0)? + y* + y2(cosh? r — sinh®r)

(z — 10)* + (y — yo cosh?r)? = y2 sinh? 7.

En conclusién, tenemos que un circulo hiperboélico de centro zg = x¢ + yo¢ y radio hiperboélico
r es un circulo euclidiano de centro zy + iy coshr y radio yg sinh r.

DEFINICION 2.2.14. Un horociclo basado en un punto « € I@, si « es finito es un circulo en H2,
tangente en « a la recta real. Si @ = 0o es cualquier recta en H2 paralela a la recta real, y distinta.

DEFINICION 2.2.15. Un hiperciclo por a y 8 puntos distintos R es la interseccion de cualquier
“circulo” por o y 3 con HZ.
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FiGura 2.2.3. Ejemplo de circulo hiperboélico, horociclo e hiperciclo respectivamente

TEOREMA 2.2.16. Cualquier isometria del plano hiperbolico H? o es del tipo T(z) o T(—%),
donde T'€ PSL(2,R).

DEMOSTRACION. Sea ¢ una isometria de H?, podemos suponer que va a existir una funcién
T € PSL(2,R) tal que Ty fija el eje imaginario puntualmente.
Sea ahora z € H?, de la forma 2z = x + yi y To(2) = a + bi. Entonces tenemos que
it — Tp(z)|” Tp(it) — Top(z)|* it — 2|
2Im(it) Im(Tp(z)) - 2Im(T(it)) Im(Te(2)) - 2Im(it)Im(z)’
esto 1ltimo se tiene gracias al lema 2.2.10, y con esto

a?+0b—1)? 2+ (y—1t)?

b Yy

y(a® + (b—1)* = b(z* + (y—1)?).
Haciendo ¢ tender a co tenemos que b =y y de aqui que a = £z.

Finalmente, como las isometrias son continuas, se tiene que los puntos en el primer cuadrante,
donde T'¢ es la funcion z — —z (o la identidad), es un conjunto abierto y cerrado, este argumento
se aplica también al segundo cuadrante. Se sigue entonces por conexidad, y del hecho de que
cualquier isometria es inyectiva, que

Teo=1d o Tp=-Z2.
O

LEMA 2.2.17. Sea \ una geodésica en H?* yz € H? \ )\, entonces p(z,\) se alcanza en zy € A,
donde el segmento [z, z| corta ortogonalmente a .
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DEMOSTRACION. Como las las funciones de PSL(2,R) van a mantener las distancias podemos
suponer que A es el eje imaginario, con lo que p(z, \) = p(z,|z]i). Vamos a tener que

, |z —it]? % + %+t
‘h t - ]_ = =
cosh p(z, ) * 2Im(z)Im(it) 2yt
2 | 42
_EErE B )l
9t 2y \t 2] y

Esto ultimo se obtiene ya que un numero real positivo mas su inverso es siempre mayor que 2, y

se cumple la igualdad cuando es 1, es decir, en este caso cuando |z| = t. 0]

De este lema se puede deducir que para los tridAngulos hiperbodlicos en el modelo del semiplano,
y mas tarde en el disco de Poincaré, que tienen un dngulo recto y dos puntos finitos que

sin a cosh p(z, |z]i) =1

donde « es el angulo que forma z con la recta real.
Esto se tiene aplicando el lema anterior, en el caso cuando t = |z|, si z = x + yi se tiene que

sin acosh p(z, |2]i) = sinaﬂ _ oy lal

v oy
A esta propiedad se le conoce como propiedad del paralelismo.

i|z] «

«

FIGURA 2.2.4. Angulo del paralelismo
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2.2.3. El modelo del disco de Poincaré.

En el apartado anterior vimos que podiamos transformar el semiplano H? en el disco unitario

mediante la transformacion

z—1
z) = ——,
/) z4+1
y cuya funcion inversa es . '
1 1w+ 1
w) = :
/o) —w+1

Para definir la métrica en este modelo primero tenemos que calcular su inversa, que ya la

tenemos y su factor de conformalidad. Tenemos que

21
/ N
F'&) =
y de las ecuaciones de Cauchy-Riemman tenemos que u(z) esta dado por |f/'(z)| = #

Para calcular ahora la métrica tenemos que hacer el cociente de la densidad y su factor de
conformalidad. Como vimos anteriormente vamos a usar la métrica del semiplano y mediante el
isomorfismo f obtendremos el del disco de Poincaré. Primero hacemos

Im(£-1(2)) = Re <w+1> _ n ((w+1)(1—w)) 11— |w|2.

1 —w 11— w|? = w|?

Finalmente tenemos

A w) 1/ Im(f (w))

o) = ) ~ 21 (w) L
- I JwP

DEFINICION 2.2.18. El disco unitario A = {z € C||z| < 1} provisto de la métrica definida por

la densidad 5

i

se le conoce como disco de Poincaré y a la métrica inducida se le llama hiperbdlica.

a(w)

A ambos modelos, el del disco de Poincaré y el del semiplano, se les conoce como plano hiper-
bolico. Este modelo es mas homogéneo que el del semiplano, ya que todos los puntos en la recta al
infinito 0A similares, a diferencia del semiplano donde el co es un punto distinguido. En cambio,
como las transformaciones parabodlicas e hiperbdlicas son conjugadas a traslaciones y homotecias
respectivamente, se comprenden mejor en el del semiplano. Por tanto dependiendo de lo que se
vaya a tratar es mejor considerar un modelo u otro.

Por existir la isometria f entre ambos modelos casi todas las propiedades que se probaron
para el semiplano son validas para el modelo de Poincaré. Vamos a tener que esta funcién f va a
transformar los “circulos” ortogonales a la recta real en “circulos” ortogonales al disco, y a parte
de de ser isometria también va a preservar la longitud de las curvas de clase C! a trozos, por lo
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que las geodésicas van a ir a parar a geodésicas. Con esto tenemos que las geodésicas van a ser

semicirculos ortogonales al circulo unitario, asi como los didmetros.

FIGURA 2.2.5. Geodésicas en el disco de Poincaré

Para saber como construir estas geodésicas en este modelo puede verse en detalle en [11].

Otra propiedad que tiene es que los grupos PSL(2,R) y M(A) son conjugados bajo la trans-
formacion f, lo que lleva a que M(A) actiie como un grupo de isometrias en el disco de Poincaré,
en particular, en este modelo las rotaciones van a ser isometrias hiperbélicas. También los circu-
los hiperbdlicos van a ser circulos euclidianos. También vamos a tener una propiedad anéloga al
teorema 2.2.16.

TEOREMA 2.2.19. Cualquier isometria hiperbolica del disco de Poincaré es un elemento de
M(A), o de la forma %25, donde |al? — |c]* = 1.

cz+a’

La demostracion de este teorema se prueba ya que las funciones z —+ —2 y 2z — Z son conju-
gadas mediante f . Por lo que si partimos del disco, cambiamos al semiplano, usamos los mismos
argumentos que en teorema y volvemos al disco, llegamos al resultado que queremos.

Vamos a ver un resultado que nos va a dar la longitud de las geodésicas.

LEMA 2.2.20. La distancia hiperbolica del origen a un punto z en el disco de Poincaré esa dada
por
1+ |z

1 .
BT

DEMOSTRACION. Como f(i) = 0, podemos suponer que un punto es el 0 y el otro |z|, y para

cualquier otro punto podemos tomar una funcion que lo lleve al 0 y el otro a |z| respectivamente
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y mantenga la distancia hiperbdlica. Entonces para el segmento [0, |z|], podemos parametrizarlo
mediante la curva v : [0, [t|]] = A, y(t) = t. Por lo cual

S S| S| 1+ |z
Ih(7) = dt = | ——dt ——dt =1 .
A(7) /0 1 /0 1+t +/0 TR

2.2.4. El grupo completo de isometrias.

Vamos ahora a describir las isometrias del plano hiperboélico, en sus dos modalidades. Antes
de nada vamos a definir las reflexiones en circulos y rectas brevemente. Denotamos por z* a @7 y

por C'(a,r) al circulo de centro en a y radio 7.

DEFINICION 2.2.21. Se define la reflexion en C(a,r) como

a+r*(z—a)*, si ze€C,z+#a,
o(z) = < o0, si z=a,
a, si 2z = 00.
Esta misma definicién se puede aplicar a esferas de cualquier dimension.
DEFINICION 2.2.22. Se define la reflexion en la recta R(a, t) como la funcién ¢ : R2 — R? dada
por
z—2(z-a—t)a si zeR
00 si z=o00
donde z - a denota el producto escalar de z por a, y

Rla,t)={z€R¥z-a=t,ac R2\ {0},t € R} U {oo}

Vamos a tener que en general que estas funciones, las traslaciones y las transformaciones orto-

gonales son continuas con la métrica cordal. Con esto, podemos definir el grupo general de Mébius.

DEFINICION 2.2.23. El grupo general de Mabius actuando en R2, denotado por GM (R?),
consiste en todas las funciones que son una composicion finita de reflexiones en circulos.

Vamos a denotar por M (H?@Q) al subgrupo formado por aquellas funciones que estan compuestas
por un nimero par de reflexiones.

Este grupo M (R?) se dice que preserva la orientacion, es decir, que el determinante de su matriz
jacobiana en cualquier punto con valor finito es positivo.

PROPOSICION 2.2.24. Sea ¥(z) = z, S(z) = €z y ¢ la reflexion en la recta L que pasa por el
origen y por €, donde 0 < 6 < =, entonces

o= SpSL.
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DEMOSTRACION. Un vector normal unitario a L esta dado por ie’. Escribiendo a = a; + ias
y z = + yi, se tiene que Re(za) = a1z + agy, por lo cual

©(2) =z — 2Re(za)a = z — (2a + az)a = —a’z.

Y por tanto,
pS(2) = p(ez) = €®(e772) = €2 = S(2) = SY(2).

En primer lugar, podemos ver que las homotecias y las traslaciones pertenecen a M (@2)

LEMA 2.2.25. La homotecia z — kz es la composicion de una reflexion en el circulo unitario,

sequida de la reflexion en el circulo C(0,Vk).

DEMOSTRACION. Llamemos ¢ y v a sendas reflexiones, entonces

D(p(2) = h(2*) = k(z")" = k2.
O

LEMA 2.2.26. La traslacion z — z+ b es la composicion de la reflexion en la recta R(b/|bl,0),
sequida de la reflexion en la recta R(b/|b],]b]/2).

DEMOSTRACION. Sean ¢ y 1 dichas reflexiones respectivamente, y llamemos a = &, entonces

bl
(p(2)) = (2 = 2(a- 2)a) =
=z—2(a-2)a— 2[z—2(a-z)a]‘a—|2£| a=2z+b.

O

LEMA 2.2.27. La rotacion z — € es la composicion de las rectas que pasar por el origen que

pendientes eis y 0 respectivamente.

DEMOSTRACION. De la proposicion 2.2.24 tenemos que la reflexion en la recta por el origen y
i 0 ; . ., _
que pasa por €'z es ¢(z) = ¢z, por lo tanto, si lo componemos con la reflexion (z) = z tenemos

que p(1h(z)) = €z, es decir, una rotacion. Luego las rotaciones pertenecen a M(I@Q) O

Una consecuencia directa de estos dos lemas es que las transformaciones parabolica e hiperbo-
licas van a pertenecer a M (R?).
Primero veamos las transformaciones hiperbolicas. Tomemos el ejemplo en el que la transfor-

macion conjugante es

z—1

z2+1

y consideramos el espacio dado por la imagen de ¢, las circunferencias donde hacemos las reflexiones

(p:

van a ser los circulos de Apolonio L; y Ls. Y tomamos el eje imaginario para ver su direccion,
como es una homotecia, mantendré la recta y por lo tanto al deshacer ¢ nos mantendremos en el

mismo circulo fijo y en el mismo sentido. Graficamente seria
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Ws

-~ Wi

N LD

FIGURA 2.2.6. Representacion gréfica de las transformaciones hiperbolicas como
dos reflexiones en circulos

Ahora veamoslo con las parabolicas. Partimos de dos rectas Ly y Lo de separacion g, perpendi-
culares a la recta real, por lo que al aplicar ¢! nos van a dar “circulos” perpendiculares a la recta
real. Tomamos dos rectas perpendiculares a Ly v Ly que se forman al ir aplicando la traslaciéon
2+ b, al aplicar ¢ ~! sabemos que van a circunferencias ortogonales a las anteriores que pasan por

el punto fijo. Y vemos que va a preservar la orientacion.

Ly Ly

Wo

Wi

FIGURA 2.2.7. Representacion grafica de las transformaciones parabolica como dos
reflexiones de dos rectas paralelas.

Por tltimo veamos las rotaciones. En este caso, como estamos restringidos a H?, en el espacio
al aplicar ¢ nos tenemos que restringir a dentro del circulo unidad. Tomamos dos rectas L1 y Lo,
donde L, no tiene pendiente y L, tiene pendiente ¢?/2. Al coger una circunferencia en el espacio ¢
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lo rotamos mediante la reflexion de estas rectas. Como va a mantener la circunferencia, al aplicar

¢~ ! sera el mismo circulo de Apolonio.

L

L, "

FIGURA 2.2.8. Representacion grafica de las transformaciones elipticas como dos
reflexiones de dos rectas.

Veamos ahora un teorema bastante importante que nos va a identificar las transformaciones de
Mébius complejas con M (R?).

TEOREMA 2.2.28. PSL(2,C) = M(R?).

DEMOSTRACION. Primero probemos que M(R?) C PSL(2,C). Primero veremos que las refle-
xiones sobre circulos y recta van a ser de la forma

azZ+b
—
cz+d
con ad — bc # 0. Esta forma también es valida, ya que cambiar z por Z mantiene las condiciones.
En primer lugar, tenemos que la reflexion en el circulo C(a,r) esta definida por

— 1
2 (2 a)2=a+7“2, -
|z — al zZ—a

a—+r

a(z—a)+r* az+r*—|a?

f—a  z-a
y haciendo un renombramiento de los coeficientes lo tenemos de la forma que queremos.

Por otra parte, junto con la proposicion 2.2.24 tenemos que la reflexion en la recta R(a,t) es
a composicion T~19YT, donde T(z) = z — ta, es decir, la traslacion de la recta al origen, y 1 es la

reflexion en la recta R(a,0), y vimos que ¥(z) = —a?z. Con lo cual tenemos que

T %WT(2) =T (2 — ta) = T (—a*(z — ta)) = —a*2z + 2ta,
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v haciendo otra vez un renombrado de los coeficientes vemos que es de la forma del principio que
buscamos.

Por tanto, también tendremos que cualquier composicién de estas transformaciones va a ser una
funcion de PSL(2,C). Simplemente porque calculamos sus matrices asociadas, y la composicion de
estas va a ser la multiplicacién de estas matrices, por lo que nos dard otra matriz que pertenezca
a PSL(2,C). Luego M(R?) c PSL(2,C).

Veamos ahora la otra implicacién, que las transformaciones de Mobius complejas preservan
la orientacion, PSL(2,C) C M(]l/@) Basta verlo para homotecias, traslaciones, rotaciones y la
funcion % Hemos visto que las homotecias, traslaciones y rotaciones pertenecen a M (1@2) por los
lemas 2.2.25, 2.2.26 y 2.2.27 respectivamente. La funcién + es una reflexiéon en el circulo unitario

Z
més la conjugacion w, por lo que pertenece a M(R?). Luego PSL(2,C) C M(R?). O

De este teorema se pueden sacar varias conclusiones. Pero antes definamos unos conceptos.

DEFINICION 2.2.29. Sea W un “circulo”, se dice que z y w son puntos inversos con respecto a
W, sio(z) =w, donde o es la reflexion en W.

COROLARIO 2.2.30. Sea ¢ una transformacion en el grupo general de Mdbius, tal que fija

puntualmente un “circulo” W, entonces ¢ es la reflexion en W, o es la identidad.

DEMOSTRACION. Distingamos dos casos. Si ¢ € M(]l/@), entonces es la identidad ya que fija
més de tres puntos. Si ¢ & M(R?), si consideramos o la reflexion en W, entonces op € M(R?), y
aplicando el caso anterior, o = Id, y entonces ¢ = o ya que o es de orden 2. 0

COROLARIO 2.2.31. Sean o1 y oo la reflexiones en los “circulos” Wy y Ws, respectivamente,
entonces oy y oo son conjugadas en GM (R?), en particular, la transformacion conjugante se puede
tomar en PSL(2,C).

DEMOSTRACION. Sea T € PSL(2,C), tal que T(W,) = Ws, entonces como T 'o,T fija pun-
tualmente Wy, v aplicando el corolario anterior tenemos que o es la identidad o es o1, y como la

identidad no podria ser, entonces
T710'2T =01.

O

COROLARIO 2.2.32. Sea ¢ € GM(]I/@) y Wy, Wy “circulos”. en la esfera de Riemann, tales que

©(W1) = Ws, entonces ¢ manda puntos inversos con respecto a Wi a puntos inversos con respecto
a WQ.

DEMOSTRACION. Se sigue de los resultados anteriores que si 0 y 09 denotan las reflexiones en
las circunferencias W7 y W5 respectivamente, entonces

¢_10290 =01

por lo cual

020 = PO7.
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Ahora, si z y w son puntos inversos con respecto a Wise tiene que
o29(2) = ¢o1(2) = p(w).
([l

COROLARIO 2.2.33. Sea o la reflexion en un “circulo” W ortogonal al eje real, entonces la
restriccion de o a H? es una isometria hiperbolica.

DEMOSTRACION. Sea T' € PSL(2,R) la transformacion del “circulo” W al eje imaginario. Si

llamamos 1 la reflexion en el eje imaginario, entonces
o=T""T,
y como cada una preserva H?, entonces o preserva H?Z. O]

Mediante la transformacion de Cayley este tltimo resultado se puede afirmar para el disco de
Poincaré. De hecho, podemos dar el siguiente resultado, que se puede considerar como un anélogo
al teorema de Cartan-dieudonné.

PROPOSICION 2.2.34. Las refleziones en “circulos” ortogonales a la recta real (o al circulo

unitario) generan el grupo completo de las isometrias en H?( 0 A).

DEMOSTRACION. Tenemos por el teorema 2.2.16 que las isometrias de H? estas formadas por
elementos de PSL(2,R) o por z — —Z. Este altimo es claramente una reflexion en el eje imaginario.
Respecto a los elementos de PSL(2,R) sabemos que esta generado por homotecias, traslaciones
paralelas al eje real, y z — —%. Y todas ellas son reflexiones de “circulos” ortogonales al eje real,
por lo que se tiene el resultado. 0

PROPOSICION 2.2.35. Sea S(a,r) la esfera de centro a y radio v en R", es decir,
{z € Rz —a] =1},
y sea ¢ la reflexion en S(a,r), entonces si, x,y € R"\ {a}, se tiene

[z — ]
o(2) — o(y)| = :
[z — ally — a
DEMOSTRACION. Usando el producto escalar estdndar en R”, se sigue directamente de la

definicion de reflexiéon que

lp(z) — o)) = r(z—a) = (y —a)|?
4 1 1 (z—a)-(y—a)
"\ map T mar 2u—aww—aw>
4 wfaﬁ+ufaﬁfmx7w<y7w>
o—alPly—al?
4 |z—yl?
[e—ally—al®

=7

=7
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Enunciamos ahora un teorema que caracteriza aquellas isometrias del disco de Poincaré que son
reflexiones en circulos ortogonales al circulo unitario. De este resultado se derivan expresiones de
estas reflexiones, que junto con la proposiciéon anterior, permiten encontrar una féormula explicita

de la distancia en este modelo del plano hiperbolico.

TEOREMA 2.2.36. Sea C(a,r) un circulo en R* y ¢ la reflexion en este circulo. Entonces las

stguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) El circulo C(a,r) es ortogonal al circulo unitario.
(i1) (0) = a”.
(i4) |a|?* =1+ r.

(iv) la reflexion ¢ preserva A.

DEMOSTRACION. Primero veremos que las tres primeras son equivalente, y luego que ellas tres
implican la cuarta y viceversa.

Del teorema de pitagoras tenemos que el circulo C(a,r) es ortogonal al circulo unitario si y
solo si |a]? = 1+ r?. Tenemos también que

*

0(0) =a— rla* = (|0L\2 — rz)a

de donde se saca que
(la|* —r*)a* = a* < |a]* =1 + 1
Veamos ahora que (iv) implica (ii), lo que lleva a que implica las deméas. Como ¢ va a preservar
el disco unitario, vimos que ¢ va a mandar puntos inversos de uno a puntos inversos, por lo que si
©(00) = a, entonces p(0) = a*.
Por lo cual, queda ver que las primeras afirmaciones implican esta ultima, usando la férmula

de la proposicion 2.2.35 se tiene que
. |z —a|
o(2)] = [@(2) = p(a”)] = 7"2‘

z — alla — a*| -

_ (P -1) [p—a| | |z—a’

|a\<1—#) |z —a

2 —al* —|af’|z —a

|
lal

|z —al

Luego
* ’2

L—Jo(2)* =

Fijandonos en el numerador tendremos

|2 = af?

LR =2 + af? - |2Pla)? - 1

lal

= —|z[*(la]* = 1) + |a|* = 1 = r*(1 — [2]).

|z —af* —[lalz —

Y en consecuencia

2 (1~ |2)

(2.2.3) 1— o)) =r o



2.2. METRICA HIPERBOLICA. 85
Y se sigue que ¢ preserva el disco unitario ya que si |z| < 1, entonces |p(z)| < 1. O

TEOREMA 2.2.37. La expresion

|2 — w]”
(1 =1z = |wl?)’

con z,w € A, es invariante bajo isometrias del disco de Poincareé.

DEMOSTRACION. Basta probar que es invariante para las reflexiones en “circulos” ortogonales
al circulo unitario, ya que estos generan el grupo completo de las isometrias. Si ¢ es una reflexion en
una recta por el origen, entonces ¢ es una funcién lineal ortogonal y por lo tanto es una isometria
euclidiana, y es evidente que preserva la expresion del enunciado. Ahora, si ¢ es la reflexion en el
circulo C'(a, ), se sigue de la proposicion 2.2.35 y de la ecuacion 2.2.3, entonces

() )P ( 2—a?  Jw—adf ) (002 — (o)) —
1= le(2)PII1 = [e(w)P] - \r2(1 = [22) r2(1 = |w]?)

z—al* _|w—af? i lz—wf
= T =
r2(1 = [2?) r2(1 = [w]?) |2 — af?|w —af?

|2 — w]?
(=12 = fw]?)

TEOREMA 2.2.38. Sean z,w puntos en el disco hiperbolico de Poincaré, entonces

! |z — wl|?
sinh® ~p(z, w) = .
(1= [z[) (1 = |w]?)

2
DEMOSTRACION. Como ambas funciones son invariantes bajo isometrias, podemos considerar

el caso en el que z =0y w =1t € (0,1), ya que para cualquier otro par de puntos consideramos

la funcion que los lleve a estos, y la distancia seguira siendo la misma. Llamaremos u = log it

1—t7
entonces . Y
sinh? %p(z,w) = (%) =
L4t -2 -+ (1 -1\ ¢
! ( 1— 12 ) 112
que es a lo que querfamos llegar. O

Vamos a ver ahora los haces de geodésicas en el plano hiperbolico que describen de una manera
geométrica las distintas isometrias en PSL(2,R) o en M(A).

TEOREMA 2.2.39. Sea T € PSL(2,C) parabdlica, hiperbdlica o eliptica, entonces T se puede
expresar como 0201, donde o; son reflexiones en “circulos” Wy y Wy respectivamente para j = 1,2.
Ademds:

(i) Si T es parabolica, entonces Wy y Wy se intersecan en el punto fijo de T, es decir, son

tangentes.
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(11) Si T es eliptica, entonces Wy y Wy se intersecan en los puntos fijos de T.

(ii1) Si T es hiperbdlica, entonces Wy y Wy no se intersecan.

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema es similar a la segunda parte del teorema
2.2.28.

Si T es parabolica con punto fijo, va a ser conjugada a una traslacion mediante una transfor-
macion S, y vimos que las traslaciones son la composicion o,0; de dos reflexiones en dos rectas
paralelas, llamémoslas L, y Lo. Por consiguiente, S(L;) = W, para j = 1,2. Y se sigue del corolario
2.2.30 que So;S7! es la reflexion en W, para j = 1, 2. Tenemos que

S_ITS =090 < T = 5025_150'15_1.

Y como Ly y Lo se intersecan en oo, entonces Wy y Wy te intersecan en el punto fijo.

Si T es eliptica, de manera analoga, es conjugada a una rotaciéon, que vimos que era conjugada
a una rotacion, por lo que es la reflexion de dos rectas, una de ellas con pendiente cero. De nuevo
S(L;) =W, para j =1,2. Y lo demaés es idéntico.

Y si T es hiperbodlica siguen los mismos pasos se llega al resultado analogo. 0

Este resultado se aplica a todas la transformaciones en PSL(2,R) o de M(A), y en estos casos,
la descripcion es particularmente importante, ya que las reflexiones se hacen sobre “circulos” cuya
interseccion con el plano hiperbélico, ya sea H? o A, son geodésicas. A su vez, estas geodésicas
son también “semicirculos” en las familias de “circulos” de la configuracion de Steiner y su caso
degenerado (que se describieron en el capitulo anterior). Dichas configuraciones son muy ttiles
para entender otros aspectos importantes de la geometria de las isometrias del plano hiperbolico.

A continuacién describimos los tres casos relevantes.

(i) Eliptico: los puntos limite son conjugados, o inversos si es el caso A.
(i) Hiperbolico: los dos puntos limite estan en R, o en 9A.
(iii) Parabolico: en el caso degenerado con un solo punto en f&, o en A, de manera que @, 0
en 0A, es un “circulo” de la familia de los circulos de Apolonio degenerados

Vamos a considerar la restriccion de estos “circulos” en la clausura de del semiplano superior
H2, o del disco de Poincaré A. La restriccion quedaria: [poner imagenes]
Esta descripcion refina los resultados del teorema 2.2.39, si T € PSL(2,R), o T € M(A),
entonces
T € 09071,

donde 05, j = 1, 2, son reflexiones en geodésicas de la familia de los “circulos” de Apolonio. Tenemos
también que si L; y Lo son dos geodésicas cualesquiera, tenemos un tnico haz de geodésicas que
pasa por ellas. Y si L; v Ly no se intersecan, entonces existe otra geodésica L tal que corta
ortogonalmente a L; y L. Distinguiremos tres tipos de haces:
(i) Eliptico: si Ly y Lo se intersecan.
(ii) Hiperbolico: si Ly y Ls son disjuntos.
(iii) Parabolico: si L y Lo son tangentes.
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2.3. Grupos discretos.

En esta seccion vamos a ver algunas propiedades ciertos subgrupos de las transformaciones
de Mobius en PSL(2,R), algunas propiedades en PSL(2,C). Con esta descripcion, mas adelante
podremos describir las teselaciones en el plano hiperbolico.

2.3.1. Grupos discontinuos.

Tenemos que en general las transformaciones de Mobius no conmutan, pero en PSL(2,R)
vamos a tener que conmutan si y solo si coinciden en sus puntos fijos, a los que al conjunto de

puntos fijos en C de una transformacion T llamaremos Fr.

LEMA 2.3.1. Sean T y S transformaciones en PSL(2,C) distintas de la identidad que conmu-
tan, entonces T preserva el conjunto de los puntos fijos de S y S preserva los de T'.

DEMOSTRACION. Sea « € Fr, se tiene que
TS(a) = ST(«) = S(a),

con lo cual S(a) € Fr, por lo que S deja invariante a Fr. Y si a € Fg analogamente se tiene el
mismo resultado. O

En el caso PSL(2,R), tenemos un resultado méas fuerte.

TEOREMA 2.3.2. Dos transformaciones en PSL(2,R) distintas de la identidad conmutan si y
solo si fijan los mismos puntos.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que si S'y T fijan los mismos puntos. Como conmutar
y y fijar los mismos puntos fijos son propiedades invariantes bajo conjugacién, podemos suponer
que S'y T o son ambas traslaciones o son ambas de la forma z — az, y claramente van a conmutar.
Ahora si Ty S conmutan, vamos a considerar dos casos.

(i) Si T y S son parabolicos. Entonces por el lema anterior preservan los puntos fijos el uno
del otro, y como tienen uno entonces son iguales, es decir, Fr = Fg.

(i) Si, por ejemplo, T no es parabdlico. Si Fr # Fg se sigue del lema anterior S intercambia
los puntos fijos de T', que van a ser 2, y por lo tanto S? va a fijar los puntos de Fr y los
de Fg, por lo que va a fijar 3 o mas puntos, por lo que es la identidad, asi que S es una
transformacion eliptica de orden 2, y al ser PSL(2,R), los puntos van a ser conjugados
entre si. Aplicando el lema anterior otra vez, tenemos que 7T va a intercambiar los puntos
fijos de S, pero como T" € PSL(2,R), preserva el semiplano superior y no puede mandar
el punto fijo de S a su conjugado. Luego Fr = Fgs.

O

También tenemos un resultado parecido a este ultimo relacionado con transformaciones no
parabolicas, donde [T, S] = T'ST'S~! va a denotar al conmutador de T'y S.
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PROPOSICION 2.3.3. (i) Dos transformaciones de Mébius T y S tienen un punto comin en
C si y solo sitr([T, S]) = 2.
(1) Si Ty S son distintas de la identidad y tienen un punto comin en C entonces se tiene una

de las dos condiciones siquientes:
(a) [T,S] =1y Fr = Fs.
(b) [T, S] es parabdlico y Fr # Fs.

DEMOSTRACION. Para el caso (i) las condiciones son invariantes para la conjugacion, podemos

r=(54) 5=(51)

tr([T,S]) = 2+ b%¢* + b(a — d)g(e — h) — (a — d)*gf.

Suponemos también que el punto que tienen en comin es oo, por lo que g = 0, lo que lleva a que

suponer que

Tenemos que

tr([T,S]) = 2. Reciprocamente, si tr([T,S]) = 2, si T es parabolica podemos tomar a =d =1y
b # 0, entonces g = 0 y ambos fijan co. Si T' no es parabolica podemos tomar b = 0, por lo que
ad =1y a # d, entonces gf = 0 para que se cumpla la ecuaciéon, por lo que S va a fijar 0 o oo,
con lo que va a tener un punto en comin con 7.

Para ver (ii), suponemos que T'y S son de la forma de arriba, pero como [T, S] es parabolico
podemos suponer g = 0. Entonces [T, S] = I si y solo si

fla—d)=ble—h)

y mediante la ecuacion para obtener los puntos fijos vemos que esto ultimo implica Fr = Fg. [

A continuacion, vamos a ver las definiciones de conjunto limite y ordinario.

DEFINICION 2.3.4. Se dice que un punto o € C es un punto limite con respecto a un subgrupo
I’ de PSL(2,R), si existen z € C y transformaciones distintas T,, € I', n € N, tales que

T.(2) = a

cuando n — oo.

Al conjunto de estos puntos limite lo vamos a denotar por L(I") o L.

DEFINICION 2.3.5. Dado I' < PSL(2,C), al conjunto O(I') = C \ L se le llama el conjunto

ordinario.

Como resultados que podemos remarcar, sin demostrar, es que si el conjunto limite es finito
entonces va a consistir en uno o dos puntos, de otra manera va a ser un “circulo”, la esfera de
Riemann o un fractal. Por otra parte vamos que el grupo actiia de manera menos cadtica en el
conjunto ordinario, lo cual da lugar a las teselaciones, que veremos mas adelante.

DEFINICION 2.3.6. Se dice que el subgrupo I' de PSL(2,C) es discontinuo, si el conjunto
ordinario O(I") no es vacio, equivalentemente, que L(I") # C.
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TEOREMA 2.3.7. Los conjuntos limite L(I") y ordinario O(I") definidos por un subgrupo I' de
PSL(2,R) son invariantes bajo la accion de T.

DEMOSTRACION. Basta probar que para toda transformacion 7' € T se tenga que T'(IL) = L.
Como T es biyectiva, se tendra también que 7(Q) = Q.
Si a € L, existen T, distintas en I' y z € C, tal que

T, — a.
Ahora si T € T, se sigue que entonces por continuidad que
TT, — T(a),

y como las T'T,, son distintas, se tiene que T'(«) € L, por lo cual T'(L) C L, para toda T' € T.
Tomando en particular 7!, entonces T7'(IL) C L. Luego L. C T(L) y se tiene el resultado. O]

Podemos hacer dos observaciones rapidas. La primera es que si G < I', donde I' < PSL(2,C),
entonces es evidente que

L(G) c L(D),
y consecuentemente
o) Cc O(G).
Lo que lleva a que subgrupos de grupos discontinuos son discontinuos.
TEOREMA 2.3.8. Sean I" < PSL(2,C) y G un subgrupo de indice finito respecto de I, entonces
L(G) = L(I')

DEMOSTRACION. Podemos descomponer al grupo I' en la unién disjunta de las clases laterales
derechas

Si el punto « € L(I"), existen transformaciones distintas S, € 'y z € @, tales que S, (z) — a, por
lo que usando la descomposicién anterior, se puede escribir

Sp=VoTj,, Vo €G jn€{1,2,...,m}.

Se tiene entonces que necesariamente alguna 7 acontece un numero infinito de veces en la sucesion

Sp, digamos T}. Seleccionando la correspondiente infinita y renombrando se sigue que
U Tk(2) = «,

donde U, € @G. Escribiendo Ty(z) = w, tenemos que U,(w) — « y como las transformaciones
U, € G son todas distintas. Por lo tanto a € L(G). O

PROPOSICION 2.3.9. Sean ¢ € PSL(2,C) yI' < PSL(2,C) entonces

L(pLe™") = o(IL(T") 5 O(elp™') = p(O(I)).
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DEMOSTRACION. Primero, como ¢ es biyectiva, si demostramos lo primero se tendra directa-

mente que

O(¢I'p™") = p(O(I)).
Sea ¢(z) € p(IL(T')), por lo que existen T}, € T distintas y w € C, tales que T, (w) — 2, se sigue
que entonces por continuidad que

eTap™ (p(w)) = p(2).

Luego, ¢(z) € L(¢l'v™!). Reciprocamente, dado

p(2) € L{plyp™),
existen T, ~! distintas y w € C, tales que ¢T,o (w) — ¢(2). Por lo que T, (¢~ (w)) — 2 v se
tiene que ¢(z) € p(L(T)). O

LEMA 2.3.10. Sea T una transformacion en PSL(2,C), que no es eliptica supdngase también

que existe w € C y una sucesion creciente de naturales ny, k € N, tales que
T (w) = 2o,
entonces zg es un punto fijo.

DEMOSTRACION. Si T es la identidad se tiene inmediatamente el resultado.

(i) Si T es parabdlica tiene su punto fijo finito «, tomando

1

plz) = —,

se tiene que
pT™ o7 (p(2)) = p(2) + nyb

con b € C, b # 0. Pero también tenemos que por la proposiciéon anterior

pT™ ™ (p(w)) = p(20),
luego si tomamos w = zy e igualamos las ecuaciones tenemos que ¢(zg) = 00y 29 = Q.
(ii) Si T es hiperbdlica o loxodromica con puntos fijos a y /3, tomando
z=p

;
zZ—

p(z) =
se tiene de la misma manera que en el caso anterior que
PT™ ™ (p(2)) = t"p(2)
cont € C, |t| #0,1. Ademas,
PT™ 0™ (p(w)) = ¢(20)

cuando k£ — o0o. De la misma manera, igualando ecuaciones se tiene que ¢(zg) = 0,00 y

20:a76
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0

EJEMPLO 2.3.11. Demos ahora una serie de ejemplos.

(1) SiT es finito, se obtiene directamente que I' es discontinuo y que O(I') = C claramente ya

que no podremos obtener una sucesion infinita de elementos distintos para que se cumpla

la definicion.

(2) SiT es ciclico, tenemos tres casos:

(a)
(b)

Si I' es ciclico finito, tenemos por el primer caso que va a ser discontinuo.

Si I' es ciclico infinito eliptico. Al conjugar I' para tenerlo que esté generado por la
transformacion de la forma transformacion de la forma T'(z) = €?z. Claramente, 6 no
es de la forma 27t con t € QQ, ya que facilmente se obtiene que seria finito. Por lo tanto
tenemos que para todo n,m € Z, n # m, se tiene que

ezne # ezm@

" con n € Z son todos distintos. Ahora, como OA es compacto,

es decir, los ntimeros €
estos nimeros tienen un punto de acumulacién en, por ejemplo, e?¥. Con lo cual existe

una subsucesion creciente de nimeros naturales m;, j € N, tales que
6zmj9 N 621/17

cuando 7 — oo.
Con lo cual, si denotamos por S(z) = e ¥z, Vz € C, se tiene que

TmiS(z) = M%)y — 2,

cuando 7 — oo. Por lo cual, esto es valido para cualquier punto y I" no es discontinuo.
I ciclico no eliptico. Llamamos T" al generador, y si T}, es una sucesion de transforma-
ciones distintas de I', entonces existe una subsucesion 7;, de tal manera que son todas
potencias positivas crecientes T, o T—!. Si T es parabolica, denotamos su punto fijo
como «. Claramente o € LL(I") por ser o un punto atractor. Y si 7" si es hiperbolica o
loxodromica, llamamos « y ( sus puntos fijos, de igual manera que antes a, 8 € L(T).
Si tuviéramos otro zj tal que perteneciera a ("), por la forma de T, y el lema anterior
se tendia que 2 serfa un punto fijo, por que en el caso parabdlico L(I') = {a} y para
el caso hiperbolico o loxodromico L(T') = {«, 5}.

DEFINICION 2.3.12. Sean

T — an bn T - a b
¢, dy c d

matrices en SL(2,C), o en GL(2,C), se dice que T,, — T, si a, — a,...,d, — d cuando n — 0.

LEMA 2.3.13. Sean A, B, A,, B,, n € N, matrices en SL(2,C) tales que A, — A, B, — B,

entonces

A, B, — AB.
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DEMOSTRACION. Con calculos elementales se obtiene facilmente. O

LEMA 2.3.14. Sean T y T,,, n € N, matrices en SL(2,C), tales que T,, — T, entonces

para todo z € C.

T.(z) = T(2)
DEMOSTRACION. Denotemos a

T, = ( (o O > .
C’n dn

Se sigue del lema anterior que T—'T,, — T—'T = Id, por lo que Vz € C
anz + by,
L 2
cnz +d,

con z # —%. En el caso en el que z = oo se tiene que
n

T 'T(c0) = In =00
Cn

sic, #0.Y sisic, =00, T7'T,(c0) = co de nuevo. Luego,
TT,(z) =2 Vz2eC y Tu(z) = T(z) VzeC.
OJ

LEMA 2.3.15. Sea M un subconjunto no numerable de R™, entonces existe un punto de R" que

es un punto de acumulacion de M.

DEMOSTRACION. Supongamos que el conjunto M no se acumula en ningin punto. Sean z;,
con j € I, los elementos de M, entonces para toda x; existe §; tal que

B(xz;6;) = {y € R"| |y — x;] < d;}

. Js; .

interseca a M solamente en ;. Ahora, se puede tomar y; € B(xj, 5 ), tal que y; tiene coordenadas
racionales. Y esto va a llevar a que existe una biyeccion entre las x; y las y;, lo que contradice que
M es no numerable. 0

TEOREMA 2.3.16. Un grupo discontinuo en PSL(2,C) es a lo sumo numerable.

DEMOSTRACION. Sea I' un grupo discontinuo en PSL(2,C) y I un grupo de las matrices
asociadas de I' en SL(2,C). A cada matriz

a b _
el

podemos asociarle el punto (a,b,c,d) € C*, denotamos por M al subconjunto de C* asociado

a I'. Afirmamos que M es a lo sumo numerable, de otra manera por el lema anterior, existen
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(G, by €y dy) € M distintos, tales que
(any bny Cn, dn) — (av b7 ¢, d)

cuando n — oo. Como el determinante es una funcién continua, se sigue que ad — bc = 1.

Ahora, escribiendo

Tu(z) = 220y T(2) =25

entonces por el lema 2.3.14 tenemos que
T,(z) — T(2)Vz € C

y L(T) = @, contradiciendo que T' es discontinuo. Por tltimo nos hacia falta verificar que los
(Gpy by, €y dy,) son distintos entre si. Si tomamos n suficiente grande, se pueden tomar entornos

disjuntos y simétricas de los puntos (a, b, c,d) y (—a, —b, —c, —d) respectivamente. O
2.3.2. Grupos discretos.

DEFINICION 2.3.17. Sea I' < SL(2,C), se dice que I' es discreto si no existe una sucesion de
matrices distintas T,, € I', n € N, tal que T,, — T, cuando n — oo. Con T una matriz cualesquiera
con coeficientes complejos.

Una cosa que podemos sacar facilmente de esta definicion, es que a partir del lema 2.3.13
podemos sacar que cualquier grupo conjugado a un grupo discreto también va a ser discreto.

DEFINICION 2.3.18. Se dice que un subgrupo I' de PSL(2,C) es discreto si esta determinado
por un subgrupo discreto I' de SL(2,C).

LEMA 2.3.19. Un subgrupo I' de SL(2,C) es discreto si y solo si no existe una sucesion T, € T,
n € N, matrices distintas, tales que T,, — Id.

DEMOSTRACION. Basta probar la suficiencia, ya que la otra implicacion es directa por defini-
cion. Si I' no fuera discreto, existen matrices S, € I' distintas tales que S,, — S. Se sigue también
que entonces del lema 2.3.13 tenemos

Sn+1S;1 — 1.

Finalmente, si hubiera una cantidad de estas matrices se tendria a partir de un k que S, 15, = Id
para todo n > k, y esto contradice que las matrices S, 1S, ! son distintas. Por tanto, dicha sucesion
es infinita y podemos tomar una subsucesién convergente, lo que contradice la hipotesis de que I’
no es discreto. 0

TEOREMA 2.3.20. Sea I' subgrupo de PSL(2,C) discontinuo, entonces I' es discreto.

DEMOSTRACION. Si T, el grupo preimagen o de las matrices asociadas de I, no es discreto, por
el lema anterior existen matrices distintas T}, es T, tales que T}, — I, lo cual implica que T},(z) — 2
para todo z € C y I no serfa discontinuo. 0
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TEOREMA 2.3.21. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R) discreto, entonces I' es discontinuo.

DEMOSTRACION. Con esta hipotesis es lo mismo demostrar que los puntos del semiplano su-
perior son ordinarios. Suponemos que esto no se cumple, entonces existe un punto zo € H? N1L(T)
y transformaciones T},(z) — 29, donde z € H?, ya que I' < PSL(2,R).

Tomando S € PSL(2,R), tal que S(i) = z, se tiene que 1,,5(i) — 29 y
SIS (i) — S (20).

Ahora, el grupo I' esta determinado por un grupo de matrices I' en SL(2,R), denotamos

b
ST = o

donde la matrices S € SL(2,R) y T}, € I' definen S y T}, € I' definen S y T}, respectivamente.
Bajo estas hipotesis, se tiene que

—1 N ant + by, i
Im(S ﬂ@@»_fm(a;;5>_

Im ((ani + ) (—cni + dn)) 1

2+ T2xa

y también que
a + b2

—1 2
STTLSOF = 2

Luego
1
2 +d?

n

s Im(SH(z)) > 0

2 32
a; + by

2 ]2

2 +d?

Se sigue que entonces las sucesiones {c,} y {d,} estan acotadas superiormente. También, las

sucesiones {a,} v {b,} estan acotadas superiormente, ya que existe un real positivo k tal que

— ’871(20”2 > 0.

az+b: _a:+0?
c2+d2—  k

Esto va a suponer una contradiccion ya que se podria tomar una subsucesiéon convergente de

a’l’b bn
Cn dy
y el grupo ST'I'S no seria discreto, y por tanto el grupo I' tampoco. Por lo tanto, los puntos del

semiplano superior son ordinarios y I' es discontinuo. 0]

COROLARIO 2.3.22. Sea IT' < SL(2,R) discreto, entonces L(I') C R.

DEMOSTRACION. En este caso seguimos los pasos del caso anterior y tendremos el resultado
para los puntos del semiplano superior e inferior, lo cual nos deja la interseccion en R. O
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En los casos anteriores nos hemos fijado en PSL(2,R), ya que en el caso de PSL(2,C), lla-
mados kleinianos, no siempre se va a tener. Tomemos por ejemplo, el grupo de Picard, es decir, el

determinado por las matrices

{ ( “ Z > € SL(2, (C)|a, b, ¢, d son enteros Gaussianos} ,

C

donde entero gaussiano significa ser de la forma a; + asi, con ay,as € Z. Este grupo va a ser
discreto, pero no discontinuo. La prueba de esta afirmacion se encuentra en (|6],pag. 96).

DEFINICION 2.3.23. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X y Y un subespacio
invariante bajo G de X, se dice que G actia discontinuamente en Y, si dado cualquier compacto
K C Y, se tiene que

gE)NK #0

solamente para un numero finito de transformaciones en G.

Recordemos que denotamos a M(A) como el grupo de PSL(2,C) que preserva el disco de
Poincaré. Observamos que si I' es un subgrupo discreto de M(A), entonces L(I") C 0A. Esto de
debe ya que si tomamos la funcién de Cayley

z—1

fa) =,

se tiene que f~1T'f es un subgrupo de PSL(2,R), ya que preserva el semiplano, y por la proposicién

2.3.9 y el corolario 2.3.22 se tiene que
fHLT) = L(f ') C R,
y por tanto
L) C f(R) = 0A.

Vamos a recordar cudl es la definicion de estabilizador.

DEFINICION 2.3.24. Dado I' < PSL(2,C) y z € (6, se define el subgrupo estabilizador de z,
denotado por I',, como
{T el'|T(z) = z}.

PROPOSICION 2.3.25. Sea I' < PSL(2,C) y T cualquier transformacion en PSL(2,C), enton-
ces
Trey =TT, T

TEOREMA 2.3.26. Sea I' un subgrupo abeliano discreto de PSL(2,R) entonces I' es ciclico.

DEMOSTRACION. Como I es abeliano, se sigue del teorema 2.3.2 que todas las transformaciones
de T fijan los mismos puntos. Si I' fija dos puntos, entonces I' es puramente hiperbélico o eliptico,
o sea, solo contiene elementos de uno de esos tipos, ya que en un caso los puntos fijos son reales y
en el otro complejos conjugados.
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Si I' es puramente parabolico. Como las propiedades de conmutar o de ser discreto son
invariantes bajo conjugacion, podemos suponer que I' es un grupo de traslaciones de la
forma

I'={T|T(z) =2+ X\ A€ M CR}.
El conjunto M tiene un elemento positivo minimo p. De otra manera, si existe una sucesion

in > 0, tal que u,, — 0. Al tomar el subgrupo preimagen de matrices I es SL(2,R), se
1
A Lo
0 1 0 1

M ={nu,n € Z}

tendria que

y I' no seria discreto.
Ahora, tendremos que

lo cual probaria que I' = (z — z + u). Esto se afirma ya que para un A € M, se tiene que
A =qu—+r,donde 0 < r < pcon q € Z y necesariamente r = 0. En caso contrario, se
tendria que r > 0, y si hacemos la operacion

TA(Tu_l)q(z) =z+r

donde T)\(z) = z+ Ay T,,(2) = z + p, pero esto contradice que la eleccion de p.
Si I' es puramente hiperbolico. Conjugando podemos suponer que I' es el grupo de las
homotecias

I'=A{T|T(z) = kz,k € M C R}.

Ahora, M no contiene una sucesion k,,, tal que k, — 1, ya que en tal caso

(52 )-G)
1 —
O«/E 01

y I' no seria discreto. Por consiguiente, podemos tomar p € M, p > 1, tal que YA € M, se

tiene A > p. Afirmamos que ahora el conjunto M es
M = {pu"In € Z}

lo cual probaria el caso, y se tendria que I' = (z — puz).
De nuevo, para afirmar esto, tomamos A\ € M, con A > 1, entonces existe n € N, tal

n+1

que p™ < A < p" . Si la primera desigualdad es estricta se tendria que

A
l<—=x<upu
,un

lo que contradice la eleccion de p. Ahora tomamos la transformacion

T ") (z) = %z,

donde T,(z) = az y y esto también contradice la eleccion de p.
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(iii) SiT es puramente eliptico. Conjugando tenemos que I" es el grupo de las rotaciones M(A)
de la forma
I'={T|T(z) =¢“2,0 € M C R}.
En este caso, no puede existir una sucesion 0, € M, donde M = {On,n € Z} tal que
0, — 0, ya que se tendria que

e® 0 10
0, —
0 e 2 01

y I' no seria discreto. Finalmente, va a existir un elemento ¢ minimo en M, y de esta forma

I'= <z — eiwz>. La prueba de esto es analoga a las anteriores, buscando la contradiccion
en la eleccion de 4. Con lo que I' = (e?z).

O

El teorema anterior no va a ser valido para PSL(2,C) ya que existen subgrupos discretos

abelianos que no van a ser ciclicos. Como ejemplo tomamos la matriz el grupo formado por las

{(1 a+M>}
0 1 '
a,beZ

Este grupo es un caso particular del grupo de Picard, con lo que va a ser discreto, claramente es

matrices de la forma

abeliano, y no va a ser ciclico ya que la matriz identidad no va a ser potencia de ninguna matriz.
Es decir, si a,b # 0 entonces

10 1oatbi\ (1 n(a+bi)
(01>#<0 1 >_(0 1 )

Veamos que tampoco el teorema se cumple si estamos en SL(2,R).

para todo n > 1.

PROPOSICION 2.3.27. El grupo generado por las matrices
-1 0 11
o 1) Y 1o

DEMOSTRACION. Es inmediato ver que es abeliano y que no pertenece a PSL(2,R). Sea I es

es abeliano pero no es ciclico.

grupo generado por estas matrices. Tenemos que cualquier elemento de este grupo que no sea —I

(1)

Ahora, tenemos que los tnicos posibles generadores de este grupo son o £7 o £7~!. Sin embargo,

va a ser de la forma +7™ donde

ninguno de los grupos ciclicos generados por estos elementos va a contener a la matriz —1. 0
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TEOREMA 2.3.28. Sean T y S funciones de un subgrupo I' en PSL(2,C), tal que T es hiperbolica
o loxodromica. Supongase también que Fs N Fr consiste en exactamente un punto, entonces I' no

es discreto.

DEMOSTRACION. Como las propiedades y de la conclusion del teorema son invariantes por

conjugacion, se puede suponer que
FT = {0,00} y Fs ﬂFT = {OO}

Ahora, las transformaciones 7'y S estan definidas por matrices en SL(2,C) de la forma

(1) ()

donde b es distinto de 0 y |k| # 1.
gpng—1p-n _ [ @ Zz k (1) a b mo 00)
0 at 0 + 0 a 0 k"

Calculamos
_ ak™ % # —bk™ _ 1 ab(l — k)
0 - 0 ak" 0 1 '

Reemplazando T~! por T si es necesario, se puede suponer que |k| < 1. Luego, si n — oo

TGP ( L ab )
0 1

Finalmente, como ab # 0, las potencias de k son distintas, se sigue que las transformaciones

Eal
N

ST™S~1T—" también son distintas y por lo tanto I' es discreto. ([l

Este resultado nos va a decir ademés que en un grupo discreto un punto fijo de una transfor-
macion hiperbolica (o loxodrémica) no es un punto fijo de una parabolica y que los puntos fijos de
dos transformaciones hiperbolicas o loxodrémicas son iguales o disjuntos.

TEOREMA 2.3.29. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R) discreto. Entonces:

(1) Si z € H?, T, es la identidad o ciclico finito.
(ii) Si z € R, T, es la identidad o ciclico infinito.

DEMOSTRACION. En el caso (i), I' va a consistir en funciones elipticas que son de orden finito,
ya que I es discreto, y los puntos que no son reales son ordinarios. Ahora, se sigue que de la ecuacion
de los puntos fijos, que todas las transformaciones en I', fijan también z. Por consiguiente, vamos
a tener que es abeliano por el teorema 2.3.2, y con lo cual, por el teorema 2.3.26 también va a ser
ciclico.

En el caso (ii), si z es un punto fijo de una transformacioén parabolica, se sigue del teorema
2.3.28 que I', consiste en elementos parabélicos que fijan z, con lo cual de nuevo por el teorema
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2.3.2 I', es abeliano y ciclico. Estos mismos argumentos se siguen para el caso hiperbolico, que en
este caso de nuevo tendrian los dos mismos puntos fijos. 0

PROPOSICION 2.3.30. Sea I' un subgrupo estabilizador discreto de PSL(2,R), entonces L(I")

tiene a lo mas dos puntos.

DEMOSTRACION. Sea I' = T',, si 2 € H?, esto se sigue del teorema anterior que este grupo
ciclico es eliptico y finito, por lo que L(T") = .

Size I@, se sigue del teorema anterior que I' es ciclico infinito. Mas atin, en virtud del lema
2.3.10 se tiene que L(I") consiste en uno o dos puntos, dependiendo de si el generador es parabolico
o hiperbolico. O

De nuevo se tiene que este argumento no es cierto si I' no es discreto, ya que si tomamos una
transformacion 7' que sea eliptica de orden infinito con puntos fijos z y w, y I' = (T'), se tiene
r=r,yL()=C.

2.3.3. Grupos Fuchsianos.

DEFINICION 2.3.31. Un grupo fuchsiano es un grupo discreto de PSL(2,C) que preserva un
“disco”, es decir, es un grupo que es conjugado a un subgrupo discreto de PSL(2,R).

PROPOSICION 2.3.32. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R), tal que L(T') = {z}, T es ciclico
parabolico.

DEMOSTRACION. Sean T, transformaciones distintas en I', y z € @, tal que T,,(2) — zp. Se
tiene que si T € T, entonces T'(z9) = 29, de otra manera 7T, (z) — T(20) y T'(20) seria otro punto
limite. Por lo que

I'=r,,.
Ahora, como zy es el Gnico punto limite, el grupo I' no contiene transformaciones hiperbélicas y
por lo tanto es puramente parabolico. Finalmente, como I' es discontinuo, también es discreto y
por lo tanto es ciclico, por ser abeliano. O

Tenemos que bajo las mismas hipotesis de este teorema en PSL(2,C) tendremos que estos
grupos van a ser discretos, pero pueden tener transformaciones elipticas, y el subgrupo de las
parabolicas puede ser doblemente parabdlico.

DEFINICION 2.3.33. Se dice que un grupo I' de PSL(2,R) es horociclico, o de primera clase, si
L) = R.
LEMA 2.3.34. Sea T' fuchsiano infinito, entonces L(T) # ().

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer I' < M(A). Como I es discre-
to, I' es numerable, por lo que existe zg € A, tal que zy no es un punto fijo. Se sigue entonces que
['(z9) es un conjunto infinito en A, y como A es compacto, necesariamente I' tiene un punto de
acumulacion en JA. Luego, L(T") # 0. O
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PROPOSICION 2.3.35. Sea I' un subgrupo normal de un grupo horociclico G, entonces IL(T") # ().

DEMOSTRACION. Si tuviéramos que L(T") = (), por el lema anterior tendriamos que no podria
ser infinito, por lo que el indice [G : T'] es infinito por el teorema 2.3.8, porque si fuera finito
tendrian que tener los mismos conjuntos limite. Ahora, si T € I' es distinta de la identidad, se
tiene que T' es necesariamente eliptica y que si zy es un punto de T, entonces [G : G, ] = oo, ya
que G, es finito.

Finalmente, si S;, 7 € N, denotan representantes de las clases laterales derechas de G, en G,
se sigue que S;(2o) # S;(20), si @ # j. Por lo cual

S;TS;!

es una coleccion infinita de transformaciones distintas en I', ya que sus puntos fijos estan dados por
la coleccion S;(zg). Esta contradiccion implica que I' debe ser de orden infinito y tener al menos
un punto limite. ]

Usando los resultados anteriores se puede refinar un poco mas la dltima proposicion.

PROPOSICION 2.3.36. Sea I' un subgrupo normal de un grupo horociclico G, entonces el conjunto
limite IL(T') consiste en mds de un punto.

DEMOSTRACION. Si L(I") consistiera en un punto zg, se sigue de la proposicion2.3.32 que I’
es un grupo estabilizador ciclico paraboélico. Ahora, la proposicion 2.3.30 implica que no toda
transformacion de G fija zg, ya que este grupo es horociclico. Sea T' € G tal que T'(z) # 20y S
el generador de I, se tiene entonces que la funcion T'ST~! pertenece al grupo I'. Sin embargo, el
punto fijo de ST es T'(20), lo cual contradice que I" es un grupo estabilizador. Por consiguiente,
la cardinalidad de LL(I") es mayor a uno. O

DEFINICION 2.3.37. Se dice que I' < PSL(2,C) es elemental, si L(I") tiene a lo més dos puntos.
En caso contrario se dice que I' se dice que no es elemental.

Recordemos ahora la nocién de normalizador.

DEFINICION 2.3.38. Sea GG un grupo cualesquiera, y I' un subconjunto de G, se define norma-
lizador de T'en G, denotado por Ng(I'), como el subgrupo

{g € Glglg~! =T}

PROPOSICION 2.3.39. Sea T una transformacion parabolica o eliptica en un grupo fuchsiano

G, entonces si I' = (T'), se tiene que

donde zy es un punto fijo.

DEMOSTRACION. SiT es parabdlica con punto fijo zo. Tomamos S € Ng(T'), entonces ST"S™! =
T™ por definicion y unos sencillos calculos nos dan que S(zp) = 2. Por ser G discreto, S es para-
bélica y vamos a tener también que Ng(I') = G,,.
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Si T es eliptica con T'(zp) = 2y para zp € PSL(2,R). Si S € Ng(T'), se tiene que ST"S~! =T™
y como S € PSL(2,R), en caso contrario la conjugacion no preservaria el hiperplano superior, se
tiene que zp = S(z9). Consecuentemente, Ng(I") consiste en todas las transformaciones elipticas
en G que fijan zy y 2o, es decir, Ng(I') = G,. O

Para ver el caso hiperbdlico veremos antes un resultado que necesitaremos.

LEMA 2.3.40. Sea I' un subconjunto de un subgrupo G de un grupo K, y ¢ € K, entonces
pNa(D)p™" = Nogp-1(¢Te™).

PROPOSICION 2.3.41. Sea T una transformacion hiperbélica en un grupo fuchsiano G Supon-
gamos que los puntos fijos de T son a y b, y que I' = (T'). Entonces:

(i) Na(I') =T, si G no contiene elementos de orden 2 que intercambian a y b.
(i1) No(T') = (T, S), si existe S € G, tal que S(a) = .

DEMOSTRACION. Como siempre, podemos suponer que 7' fija 0 y oo, por lo que T'(z) = kz,
con ke Rty k#1.

Si p € Ng(T'), entonces T~ ' = T™ y preserva {0,00}. Por lo tanto, si G no contiene
elementos elipticos de orden, que intercambien 0 y oo, se tiene que Ng(I') = Go, ya que todos los
elementos de G que fijan 0, también fijan oc.

En cambio, si existiera un elemento eliptico S € G de orden 2 tal que S(0) = oo, entonces
como S es una funcion de la forma z — %, se sigue que
k"a z
7) == T (2),
y se tiene que la transformacién S pertenece también al grupo normalizador Ng(T'). Finalmente,

ST"S71(2) = ST™(2) = S(
z
si Sy S9 intercambian 0 y oo, entonces S1.5; los fija, y en consecuencia

Na(T') = (Go, S) .

LEMA 2.3.42. Sea I' < PSL(2,R) puramente hiperbélico, tal que

_ A 0 _
T= el'e SL(2,R
(0 )\-1) (7 )7

con A > 0 y XA # 1. Supdngase también que existe una sucesion de matrices distintas T,, € T, tal

que T,, — Id, entonces
=" Y
0 p,t

cuando n — oo, con p2 # 1.
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DEMOSTRACION. Denotamos a las matrices T), por

an bn
Cn dy )’
se tiene entonces con a,d, — 1y b,c, — 0, en particular, si n es suficientemente grande a,d, > 0.

Vamos a usar las trazas de ciertos conmutadores para encontrar condiciones en las entradas de las
matrices T,.

Si C, =TT, T~'T;!, entonces
(20 a by Y (AT 0\ [ d b )
S WV cn dy 0 A —cn an |
o dan b, A, —Alb, )
S\ Nl A, S VD V' B

B ( Uy — N2bpCy  —apby + Nanby >

\2d,c, — dn,c, —N"2bycn + and,
por lo cual la traza de C), estd dada por

20, dy — bpcn (AN + A7) = 2(1 + bucn) — bucy (V2 +X172) =
=2 — by (A — A7H2

Ahora, calculamos las trazas de las matrices D, = TC, T~*C !, se tiene que

_ A0 andy, — N2bpc,  —anb, + N2a,b,
TCn - =
0 X! A\ 2d,cp — dpcn, =N "2bycpn + and,

A0 1—buen(N2— 1) apby(—1+\?) B
0 At Cnldp(=14+272) 1 =buea(A2—=1) |
AL = buea (A2 1) Aanb, (=1 + A?)
S\ A edn (14N AL = bue( A2 —1)]

T_lc_l A_l 0 1-— bncn<)\_2 — 1) —anbn(—l + Az) o
" 0 A (=1 4+ 272 1=Dbue,(N2—1) |
_ ( AL = buen(A2 = 1)] =Aanbu(—1 + A2) >

“Aendn(—14+A72) AL = bue, (A2 —1)]
Por lo cual la entrada superior derecha de D,, estad dada por

[1 = buc( A — D)1 = bpe,(A2 = 1)] = Napbpead, (N — 1) (A2 = 1)
y la inferior derecha por

A 2a,b,00dy (AN — 1) (A2 = 1) + [1 = bpe (A2 = D][1 = buca (A — 1)].



2.3. GRUPOS DISCRETOS. 103

En consecuencia, la traza de D,, es
—pbnCndy (N2 — 1) (A2 = 1)(A? = XA72) +2[1 — b,V = D][1 = bpe,(V 2= 1)] =
= apbpcnd, (N =2+ A )N+ X+ 2+ 282N - 1) (V2 = 1)—
20 (A2 =1+ 1) =
= apbnCadn (N — A2+ A7) 4 20,0000 dn (2 — A2 — A72) — 20,0, (2 — A2 — A7)+
+2 = 2bcn (N2 H A2 —2) =
= 2+ apbpcpdy (N = AN+ X2 = 2) = 2+ apbpcad, (A — AN

Ahora, como [tr(C,,)| > 2y b,c, — 0, entonces la traza de C,, es mayor que 2, tr(C,) > 2, sin
es suficientemente grande. En particular, existe un ntimero natural Ny, tal que si n > Ny, se tiene
que b,c, < 0.

También como [tr(D,)| > 2y apbycad, — 0, se sigue que tr(D,) > 2, si n es suficientemente
grande. De igual manera, existe Ny tal que si n > Ny entonces a,b,c,d, > 0. Méas ain, ya que
a,d, — 1, entonces existe un N3 tal que si n > N3 entonces a,d, > 0.

Por consiguiente, tomando N = max{Ny, No, N3} y n > N, se tiene que b,c, < 0 y que
bncn, > 0, por lo que b,c,, = 0. Entonces tr(C,,) =2y que C,, = Id, ya que el grupo es puramente
hiperbolico, por que si no por la proposicion 2.1.18 se tendria que seria parabolica. Esto ultimo da

que T y T,, conmutan, y entonces 7}, fija 0 y 0o, y T, van a ser de la forma del enunciado. O

TEOREMA 2.3.43. Sea I' < PSL(2,R) no abeliano y puramente hiperbolico, entonces I' es
discreto.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

_ A 0 _
T= el'e SL(2,R
(0 )\-1) (7 )7

con A >0y \# 1. Sil no fuera discreto, existe una sucesion de matrices distintas S,, € T, tales
que S,, — Id. Se sigue entonces del lema anterior que si n > N, entonces

_ Pn 0
Sn:<0 p_1)71072z7£1'

Ahora como I' no es abeliano, existe S en I', tal que no fija 0 y oo, ya que si fijase uno de los
dos, por la proposiciéon 2.3.3, se tendria que el conmutador es parabdlico, pero estamos en el caso
puramente hiperbolico. Por lo que la transformacion estd dada por la matriz de la forma

(“ b)enbm¢0
c d
Calculamos ahora

T -5 §5-15-1_ [ Pn 0 a b pnt 0 d —=b\ _
oo 0 pt c d 0  pn —c a
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| pna pb pod —pytb )
C\edte ptd )\ —puc pua )

_ * (P2 —1)ab
(pn? = 1)ed * '

Ahora, por el lema 2.3.14 T,, — Id, por lo que aplicando de nuevo el lema anterior tenemos que

Tn:<* 0>a
0 =

sin > N’ > N. Por consiguiente, esto implica que ab = 0 y que c¢d = 0. Pero como habiamos
supuesto que ¢ y b eran distintos de 0, entonces a = d = 0, pero eso contradice que

ts(S)| = la+d| > 2

2.3.4. Conjunto limite de un grupo discreto.

PROPOSICION 2.3.44. Sea T" fuchsiano y A € L(I") punto fijo de alguna transformacion de T,
entonces existe N € L(T'), tal que Vz € C\ {\, A7}, X es punto de acumulacion de la drbita T'(z).

DEMOSTRACION. Sea T la transformaciéon en I' que fija A, se tienen dos casos, que sea para-
bdlica o hiperbolica.

Si T es parabodlica. En este caso ya describimos cuando vimos en la aplicacion geométrica de
las transformaciones parabolicas que la para todo z € C \ {A} tenemos que T}, (z) — A si n — oc.
Es decir, la orbita de z se acumula en A, y estas 6rbitas son de hecho los horociclos.

Si T es hiperbélica. Analogamente, vimos que va a ver un punto atractor A, el punto de
acumulacion, y X el repulsor. O

Como las hipdtesis y las conclusiones son invariantes bajo conjugacion, basta probar el resultado
para subgrupos discretos de M(A). En este caso tenemos que L(I") C 0A, y solo existe un numero
finito de transformaciones en I' determinadas por matrices de la forma

()

va que las correspondientes transformaciones fijan 0 y oo, y estos son puntos ordinarios, porque si

existiera un numero infinito, existiria una subsucesion hacia ellos. Por el teorema 2.1.23 tenfamos

M(A) = {( Z Z ) € SL(Q,C))yaP — ez = 1}.

que
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LEMA 2.3.45. Dado I' € M(A) discreto, no existe una sucesion de matrices distintas de I’

Qn  Cp
— — Y
Cpn  An

tales que a,, — a € C, o tales que ¢,, — ¢ € C.

DEMOSTRACION. Si a, — a, |a,|* = |a|* ¥ |e,|* = |a]* — 1. Pero entonces las sucesiones a,, y
¢, estan acotadas y se puede extraer una subsucesion convergente de

Qp  Cp
Cn  Qp

Lo que contradice que I" es un grupo discreto. El caso ¢, — ¢ es anéalogo. O

Obsérvese que en el contexto del lema anterior, dada cualquier sucesion de matrices distintas
de la forma del lema, se va a tener que ¢, — 0.

COROLARIO 2.3.46. Para todo subgrupo fuchsiano I de M(A) existe un nimero positivo m con

Cf" f” el
C’I’L a’?’L

DEFINICION 2.3.47. Sean ' un subgrupo de PSL(2,R) y z € C. se define Ar(z) como el
conjunto de los puntos w € C tales que existen transformaciones distintas 7,, € I" para las cuales
Th(z) = w.

la siguiente propiedad: si

entonces ¢, =0 o0 |c,| > m.

En general, los puntos de Ar(z) son los puntos de acumulacion de la o6rbita de z y el mismo
punto z, cuando este es un punto fijo de una transformaciéon de orden infinito. Evidentemente se

tiene también que pata todo z, Ap(z) C L(T"). Hay veces que simplemente lo denotaremos como
A(z).
LEMA 2.3.48. Sea I' < PSL(2,C) y z € C. Entonces:

(i) T(A(z)) = A(z), VT €T.
(i) A(z) es cerrado.

DEMOSTRACION. La prueba de (i) es idéntica a la del teorema 2.3.7.
Para probar (ii) sea A\g, k£ € N, una sucesion en A(z) tal que A\, — A, tomando subsucesiones
se puede suponer que |A\p — A| < % Se puede tomar transformaciones distintas 7,,, en I, tales que

1
T (k) = Ml < 1

Como las A\, son puntos distintos, las 7T, se pueden tomar distintas también. En el caso de que
A = oo se debe usar la métrica cordal. Luego

Ty, — Al = Ty — Xl + M — A <

o
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y A € A(z), con lo cual es cerrado. O
TEOREMA 2.3.49. Sea I' < M(A) discreto, entonces L(I') = A(o00).

DEMOSTRACION. Hay que probar que L(I") C A(co). Sea A € L(I"), entonces

A =1im, o T(2), donde T, = ( an n )
c, dp

son matrices distintas en I' y 2z € C, el caso cuando z = oo no hada que probar ya que por
definicion se tendria. Como ya se menciono, se tiene que ¢, = 0 solamente para un nimero finito
de transformaciones, por lo que podemos suponer que ¢, # 0 para todo n € N. Se tiene entonces
dos posibilidades:

(i) |enz+ @, > 1,sin > N.

(ii) |,z + @n| < 1 en una subsucesion ng, k € N.

En el primer caso, tenemos que

anz + Cp Ay,

Cpz +a, Cp

1
<——=0
‘Cn|

Ta(2) = Th(o0)| =

1
Cn(Cnz + ay)

sin > N. Esto altimo se tiene porque vimos en el lema 2.3.45 que |¢,| no esta acotado. Luego

T.(2) — T,,(c0)| — 0.
Por definicién tenemos que
IA—T,.(2)| = 0,
asi que uniendo todo tenemos que
A = To(00)] <A =Tou(2)] + |Tn(2) — Tu(o0)] — 0.
Por lo tanto, A € A(c0).

Para el segundo caso, se sigue de nuevo que del lema 2.3.45 que

2= T (00)] =

n

y z € A(00). Por la invariabilidad del lema anterior tenemos que 75, (k) € A(o0), y por ser cerrado
tomando el limite tenemos que A € A(c0). O

COROLARIO 2.3.50. Sea I' fuchsiano, entonces IL(I") es cerrado y por lo tanto O(T') es abierto.

DEMOSTRACION. Si I' < M(A), el resultado se sigue directamente del teorema anterior. Y
para el caso general podemos tomar y a funciéon conjugante que envie ese I' al disco unitario y por
la proposicion 2.3.9 se tiene el resultado. 0

Para un resultado algo mas general tenemos:
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TEOREMA 2.3.51. Si I' es un subgrupo de PSL(2,C) es no elemental y discreto, entonces para

todo z € @, se tiene que

L(T) = A(2).

La prueba de este hecho se tiene en ([6], pag. 98) cuya demostracion no veremos ya que su
prueba alargaria el trabajo y no nos hace mucha falta este resultado.
Probamos ahora un resultado complementario a la proposicion 2.3.44.

LEMA 2.3.52. Sea I fuchsiano y A un punto limite de I, que no es un punto fijo, entonces
Vz € (C z £ N, se tiene que la drbita de z se acumula en X\, donde N es un punto en C que

solamente depende de A\ y T'.

DEMOSTRACION. Sin perder generalidad podemos suponer I' < M(A). Se sigue del teorema
2.3.49 que X\ € A(0), por lo que existen T,, € I" distintos, tales que T,,(c0) — A,

Tn:<?” f”)@.
Cn Qp

El mismo célculo de la demostracion del teorema 2.3.49 muestra que

1 1 1
T(z) =Ta(o0)| = -7 1= == —
Cn(Cnz + 8n)|  |Enl* |2 — (=n/Cn)|
Ademés, el conjunto
Qnp,
—— =T
" 7o)

estd acotado, ya que no puede acumularse en el punto ordinario oo, ya que si no ¢, — 0 y vimos
que no estd acotado. Por lo que existe un punto de acumulaciéon A\’ y una subsucesion 7, para la
~1
cual T}, (00) — o0.
Ahora si z € C, con z # XN, entonces el conjunto Tn_kl(oo) no se acumula en z por lo que

z—(—a—)‘>e>0
Cny,

si k > N. Més atn, se sigue de la observacion descrita después del lema 2.3.45 que |c,| — oo,

cuando n — oo. En consecuencia, tenemos que
1
cleaf?
por lo que T,, (2) = A\, Vz € C\ {N}, va que Ty, (00) = A.
Finalmente, T},,, es un conjunto infinito, de otra manera 7, (z) = A, si £ > N, pero entonces
T, . T-'(\) = A, contradiciendo que A no es un punto fijo. Por lo tanto, Vz € C\ {N} I'(z) se

Nk~ ny

T'(2) = Tn(o0)] < — 0,

acumula en . O

DEFINICION 2.3.53. Dado I' < PSL(2,C)y z € ((AI, se define el conjunto derivado de z, denotado
por d(I'(z)), como el conjunto de puntos de acumulaciéon de la 6rbita de z.

Claramente se tiene que d(I'(2)) C A(z).
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TEOREMA 2.3.54. Sea I' fuchsiano. Entonces:
(i) L(I') =d(I'(z)) Vz € O.
(1) Si T no es elemental, entonces L(I") = d(I'(2)) Vz € C.

DEMOSTRACION. El primer resultado es inmediato por la proposicion 2.3.44 y el lema anterior,
ya que X € L.

Para probar (ii), notese que bajo estas hipdtesis toda orbita contiene al menos tres puntos.
Para probar esta afirmacion, observamos primero que si es una 6rbita de un solo punto, se tendria
que I" seria un grupo estabilizador y IL(I") tendria a lo més dos puntos por la proposicion 2.3.30
Por otra parte, si el conjunto {z1, 2o} es una orbita, entonces todo elemento de I" preserva {z1, 2o}
y se tienen dos posibilidades.

(a) T es de orden 2, lo cual no es posible, ya que el grupo es no elemental.

(ii) T contiene como subgrupo de indice 2 a un grupo estabilizador y IL(T") tendria a lo més dos

puntos por el teorema 2.3.8, vy la proposicion 2.3.30 de nuevo.

Habiendo probado la afirmacion, el resultado del teorema es inmediato. Sea z € C fijo y
w € L(I"), basta probar que la 6rbita de z se acumula w. Se sigue de la afirmacion, que existen
otros dos puntos, v y v, distintos entre si y distintos a z, de tal manera que z, u, y v pertenecen
a la misma orbita. Finalmente, usando la proposicion 2.3.44 y del lema anterior se tiene que esta

orbita se acumula en w. O

TEOREMA 2.3.55. Sea I' fuchsiano no elemental y \ un punto limite de ', entonces todas las

orbitas se acumulan en A. En particular,

La demostracion de este hecho se puede encontrar en (|6], pag. 97).

TEOREMA 2.3.56. Sea I' fuchsiano no elemental, entonces L(I") es perfecto, es decir, cerrado
y sin puntos aislados.

DEMOSTRACION. Como LL(T") es cerrado, basta probar que no hay puntos aislados. Sea A €
L(T), por ser I" no elemental, existe otro punto limite A; distinto a A. Ahora, que sigue del teorema
anterior que la orbita de A\; se acumula en A. Finalmente, una orbita de puntos limite consiste en

puntos limite, porque A no esta aislado en I'. O

DEFINICION 2.3.57. Sea A C R", se dice que A nunca es denso si si Int(A) = (), es decir, si A
no contiene ninguna bola abierta. Donde A denota la clausura de A.

TEOREMA 2.3.58. Sea I' un subgrupo discreto de PSL(2,R), entonces el conjunto limite de T’

es toda la recta real extendida, o es un conjunto nunca denso en R.

DEMOSTRACION. Si I' no es horociclico, sea A € L(I') y a € O(T') N R. Se sigue entonces
del teorema 2.3.54 que la o6rbita de a se acumula en . Luego, cualquier intervalo alrededor de A
contiene puntos ordinarios, es decir, L(I') es nunca denso. O



2.3. GRUPOS DISCRETOS. 109

Este resultado se generaliza a otros grupos fuchsianos, interpretando intervalos como segmentos
de “circulos”. Ademas, el teorema 2.3.54 es cierto para subgrupos discretos de PSL(2,C), puede
verse en (|6], pag. 98), por lo que se puede aplicar un argumento parecido en la demostracion del
teorema anterior y ver que si un grupo de PSL(2,C) no es elemental y discontinuo, entonces su
conjunto limite es nunca denso en C . El siguiente resultado muestra que, en general, los conjuntos

limites son los menos conjuntos invariantes y cerrados.

TEOREMA 2.3.59. Sea I' fuchsiano y W C C y I'-invariante con cardinalidad mayor que 1,

entonces

L(T) c W.

DEMOSTRACION. Si L(I") es vacio no hay nada que probar. Supongamos por reduccion al
absurdo que existe A € L(I'), tal que A € W. Como W es cerrado, existe un entorno N de A, tal
que N NW = (. Ahora, si A, Ay son dos puntos distintos en W, se sigue de la proposiciéon 2.3.44
y del lema 2.3.52 que la 6rbita de alguno de ellos se acumula en A, es decir, interseca N, lo que
contradice que N NW = (), ya que W es I invariante. Luego L(T") C W. O

TEOREMA 2.3.60. Sea G un grupo normal de un grupo horociclico I' en PSL(2,R), entonces

G es horociclico.

DEMOSTRACION. Usando las proposiciones 2.3.35 y 2.3.36 se puede suponer que L(G) consiste
en al menos dos puntos. Basta probar que el conjunto L(G) es I-invariante, ya que en este caso,
como es cerrado, se seguiria del teorema anterior y del teorema 2.3.9 que

L(G) =L(TI') =R.

Para probar que L(G) es '-invariante, sean 7' € I' y A € L(G), entonces existen transformacio-
nes distintas 7,, € Gy z € (A:, tales que 7,(z) — A, cuando n — oo. Ahora, como 7T es continua,
se sigue

TT,T ' (w) — T(N\),

donde w = T'(z). Finalmente, como TT, T !(w) son transformaciones distintas en G, se sigue que
T(A) € L(G), y por tanto la afirmacion. O

Usando la proposicion 2.3.9 se puede generalizar este resultado para cualquier grupo fuchsiano.

PROPOSICION 2.3.61. Sea I" un grupo fuchsiano y Fr el conjunto de los puntos fijos de las

transformaciones distintas de la identidad en I, entonces
L(T') C Fr
donde Fr denota la clausura de Fr en C.

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que si [I' # Id, entonces Fr tiene cardinalidad mayor o
igual a uno. Para el caso en el que F7r consta solamente de un punto, es claro que I' es un grupo
ciclico parabolico y el resulta se tiene de forma inmediata.
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En el otro caso, tenemos que Fr es I'-invariante. Esto se cumple, ya que para toda transfor-
macién S en T, se tiene que T fija 2y si y solo si ST'S™! fija S(zy). También Fr es I'-invariante,
va que dada z,, una sucesion de puntos fijos tales que z, — 2y, y una funcién S € I', entonces
S(zn) — S(z0) y S(20) € Fr. Por consiguiente, si Frr consta mas de un punto, el resultado se sigue
del teorema 2.3.59. 0

TEOREMA 2.3.62. Sea I' fuchsiano con transformaciones hiperbolicas y A la clausura del con-
gunto de puntos fijos de los elementos hiperbdlicos, entonces

L(T) = A.

DEMOSTRACION. Se pueden aplicar los mismos argumentos de la prueba de la proposiciéon
anterior, por ejemplo, si T es hiperbolica y fija 2o, entonces ST'S™! es hiperbolica y fija S(z),
etcétera. Por consecuencia, IL(I') C A, el otro contenido es inmediato, ya que el conjunto limite es
cerrado. O

TEOREMA 2.3.63. Sea I' fuchsiano con elementos parabolicos y P la clausura del conjunto de

puntos fijos parabdlicos, entonces
L(T) =P

DEMOSTRACION. Si P consta de un solo punto zy, donde S(zy) = 2o, entonces I es el grupo
estabilizador T',,. Esto se va a tener ya que si para alguna transformacion T en T', T'(zy) # 2o,
se seguiria que T'ST ™! es parabolica y fija T'(2g), pero P es solamente un punto. Luego, I' es un
grupo ciclico por el teorema 2.3.29, lo cual prueba que L(I") = {z0}.

Si P consta de mas de un punto, el resultado se sigue de manera analoga a la prueba del

teorema anterior. ]
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2.4. Regiones fundamentales y teselaciones.

En esta seccion, al igual que en caso euclideo tenemos los paralelogramos fundamentales, aqui
tendremos su analogo al que llamaremos regién fundamental, que va a ser el conjunto clave para
la teselacion. Veremos como se definen, como obtenerlos mediante dos formas, y por ultimo su
aplicacion.

2.4.1. Regiones Fundamentales.

DEFINICION 2.4.1. Sea I' un subgrupo de PSL(2,R), un conjunto fundamental F' para la accion
de T en H? (0 en C) es cualquier conjunto que contiene uno y solamente un elemento en H?(o en

@) por cada o6rbita, es decir,

(i) Si 21, 20 € F, no existe T € F, tal que T'(21) = 2.
(i) Vz € H? (0 en C) existe T € T, tal que T'(z) € T.

El axioma de eleccion establece que si X;, ¢ € I, es una familia de conjuntos, entonces existe
una coleccién de elementos z;, © € I, de tal manera que z; € X;Vi. Este principio nos permite
asegurar la existencia de conjuntos fundamentales.

Estos conjuntos no son de ninguna manera tnicos. Por ejemplo, si F' es uno de ellos, A es un

subconjunto de H? y T es una transformacion en I', entonces
(F\A)UT(FNA)

también lo va a ser.

A modo de ejemplo, una visualizacion del conjunto fundamental del grupo I' = z — (2 + \),
A€ RY N +#0,1 serfa el siguiente.

Un conjunto fundamental F' no puede ser abierto. Ahora, como es mas sencillo trabajar con
conjuntos abiertos (o cerrados), se establece una definicion més adecuada para estudiar estos
conjuntos de representantes de érbitas, que conllevan a las teselaciones hiperbdlicas.

DEFINICION 2.4.2. Sea I' < PSL(2,R), se dice que una region R es un dominio (region)

fundamental en H? para I', si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Cualesquiera dos puntos z1, zo € R no son I'-invariantes.
(i) dado w € H?, existe z € Ry T € R, tal que T'(z) = w, donde R denota la clausura de R
en HZ.

(iii) OR tiene medida bidimensional de Lebesgue cero.

Obsérvese también que se sigue del axioma de elecciéon que si R es una region fundamental para
I, entonces existe un conjunto fundamental F, tal que R C F C R. Ademas, si I' es un subgrupo
de PSL(2,R), para el cual se puede construir una region fundamental, entonces I" es discontinuo
y por lo tanto es discreto.
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DEFINICION 2.4.3. Sea A una region en H?, se define su area hiperbolica como la integral de

Se puede tomar también, en muchos casos, la de Riemann (o la de Riemann impropia, si la region

Lebesgue

no es acotada).

TEOREMA 2.4.4. Fl drea hiperbdlica es invariante bajo transformaciones en PSL(2,R), es
decir, si A es una region en H> y T € PSL(2,R), entonces

1 1
/A m(2)E ™ = /m) (2"

DEMOSTRACION. El teorema de cambio de variable para integrales de Riemann también es
valido para las de Lebesgue. Probamos primero el caso con area finita. Sea

az+b
T =
(2) cz+d’
ad —bc=1, a,b,c,d € R, entonces
Im(z)
Im(T = —
m(T(2)) lez + d|?
Y 1
T =
) = (o
es el determinante del Jacobiano de T'. Se sigue entonces del teorema de cambio de variable que

/ ;du = / ! ! dp = / ;du.
a (Im(z))? 4 (Im(T'(2))? |ez + d|* () (Im(z))?

Si el area es infinita, se puede probar el teorema calculando primero el area de AN H, N R,
n € N, donde

1
H, = {z € H*|Im(z) > —}
n

R, = {z € H?| — n < Re(z) < n}.
0

DEFINICION 2.4.5. Dados z,w € H?, se define h-bisector perpendicular, o mediatriz hiperbolica,
al segmento de geodésica [z, w], como la tinica geodésica ortogonal a [z, w] que para por el punto
medio hiperbélico entre z y w.

Llamaremos al h-bisector perpendicular simplemente bisector perpendicular. Obsérvese que
dada una geodésica A\ en H? y z,w € ), existe una transformacion hiperbolica que preserva \ y

manda z en w.
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PROPOSICION 2.4.6. Sean z,w € H?, entonces el bisector perpendicular a [z, w] consiste en los

puntos en H? que equidistan hiperbolicamente de z y w, es decir, consiste en
{u € H?|p(u, 2) = p(u, w)}.

DEMOSTRACION. Sean z,w € H?, como las transformaciones en PSL(2,R) son isometrias
conformes, se puede suponer que estan en la frontera del disco unidad, es decir, z,w € 0A. Usando
lo comentado el no anterior a esta proposicion, podemos suponer también que w = —Zz. Ahora
como la reflexion en eje imaginario, z — —Z es una isometria de H?, el punto medio de [z, w]
es i, por lo que el bisector perpendicular a [z, w] es el eje imaginario positivo. Mas ain, como
esta reflexion fija el eje imaginario e intercambia z con w, los puntos del eje imaginario positivo
equidistan hiperbolicamente de z y w.

Ahora solo queda ver que no quedan mas puntos con esta propiedad. Si u equidista de z y w,
sea (' un circulo con centro en z y radio p(z,u), y sea Cy la imagen de C por la reflexion anterior.
Finalmente, como los puntos de interseccion de estos dos circulos son los puntos equidistantes, se
sigue que Re(u) = 0. y es la semirrecta que ya teniamos. O

DEFINICION 2.4.7. Sea A C H?, se dice que A es h-convexo, si Vz,w € A se tiene que [z, w] C A,
donde [z, w] denota el segmento de geodésica que une z con w.

Obsérvese que un conjunto h-convexo es conexo y que la interseccion de conjuntos h-convexos
es h-convexo. Ademés, si [ es una geodésica, entonces H? \ [ consiste en dos semiplanos que son
h-convexos; esto es evidente si [ es el eje imaginario, el caso general se sigue, ya que PSL(2,R) es
transitivo en geodésicas. Mas atin, estas observaciones implican también que la region comprendida
entre dos rectas verticales (o dos geodésicas tangentes) es h-convexa.

PROPOSICION 2.4.8. Sea A una regidn h-convezra, entonces A es h-conveza.

DEMOSTRACION. Si A no fuera h-convexa, existen z,w € A, tal que
[z,w] ¢ A.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que [z, w] es un segmento en el eje imaginario. Bajo
estas hipotesis, existe zy € [z, w], tal que 2o € A. Ahora, como (A)¢ es abierto, se puede construir

un cuadrado R de lado € con centro en z, tal que R C (A)°.
Finalmente, nétese que los rectangulos infinitos de la forma

Ps={z € H?| — 0 < Re(z) < 0}

son h-convexos, por lo que tomando subsucesiones z, y w, en A, tales que converjan a z y a w
respectivamente, se tendria que A no es h-convexa, ya que tomando §* < § y n suficientemente
grande para que

—0 < Re(z), Re(w) < 0,

implicaria que [z, w,] C Ps, por ser h-convexo, y [z,,w,] N R # (). Y esto contradice la hipotesis.
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FIGURA 2.4.1. Representacién A es h-convexa.

O

PROPOSICION 2.4.9. Sea A una region h-convera, o € A y l un segmento de geodésica que
surge de «, entonces | interseca OA en a lo mds un punto.

DEMOSTRACION. Se puede suponer, sin perder generalidad, mediante transformaciones, que [
va a estar contenida en el eje imaginario. Si [ interseca JA en dos puntos distintos w; y ws , ¥y
aplicando la funcion z — —% si fuera necesario, se puede suponer también que a = iyg , wy = iy,
Wy = 1Yo, donde yy < y1 < Yo.

Ahora, sean oy y ag en A, tales que Re(a;) < 0 < Re(as) y tales que [, as] interseca el eje
imaginario por debajo de wy. Esto se logra tomando aq,ay € D(0,7) N A, donde yy < r < 4.

También, existe una sucesion

Wy, = Ty + Ynl € A,
donde n € N con n > 2, tal que w,, — w,. Se puede suponer también que z,, > 0 ( el caso < 0 es

analogo). Notese que las ordenadas en el origen de las rectas euclidianas que pasan por oy y w,

estan dadas por
Yn — (yn B U)
! (Tn — u)

donde a; = u + wvi. Finalmente, si n — 00, estos niimeros convergen a s, por lo que si n es

xna

suficientemente grande, estas rectas intersecan el eje imaginario arriba de w;. En consecuencia, w;
estd en el interior del tridngulo hiperboélico determinado por «; , w, y as , el cual esta contenido
en A, ya que A es h-convexa, lo cual contradice la existencia de dichos puntos, w; y ws. O

2.4.2. Construccién del poligono de Dirichlet.

TEOREMA 2.4.10. Sea T' < PSL(2,R) discreto y wy € H? un punto no fijo, es decir, T(zy) # 2o
VT € T'\ I, entonces eziste un entorno abierto D de wqy que no contiene puntos I'-equivalentes, es

decir, cada punto de D representa una orbita distinta.
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DEMOSTRACION. La 6rbita de wy no se acumula en wy ya que este es un punto ordinario, por
ser I discreto, por lo que existe un disco hiperbolico

Dh(w076) = {Z € H2|p<Z,w0) < 6}7

tal que no contiene puntos I'-equivalentes a wy (distintos de wy).
Se afirma que el disco hiperbolico

) )
D = Dy(wo, ) = {z € H?|p(z, wo) < 5}

tiene la misma propiedad. De otra manera, si existe 7" € I, distinta de la identidad, tal que
w,T(w) € Dy(w, ), entonces se sigue de la invariabilidad de la métrica hiperbélica que p(T'(w), T (wp)) <

g, lo cual a su vez implica

pliwo, T(w0) < plwe T(w) + p(T(w), Tlay)) < 3 + 2

lo cual contradice la eleccién de 9, y habria un punto de la 6rbita en el disco. 0

DEFINICION 2.4.11. Dado un punto w € H?, un entorno N, se dice estable si para cualquier
transformacion T € I se tiene
T(Ny) NNy =0 siT(w)#w
T(Ny) =N, siT(w)=w.
El teorema 2.4.10 implica la existencia de entornos estables, con respecto a la acciéon de I', para
cualquier punto en H?2.
En la siguiente discusion se tomard a I' como un subgrupo discreto de PSL(2,R), wy € H? no
fijo, y llamaremos a su o6rbita
T, (wo) = wy,
donde n € N, con lo que T, serd una enumeracion de los elementos de I'. Notese que w,, # w,,
sin # m, ya que T,'T, fijaria wz. Denotaremos por );, al bisector perpendicular del segmento
[wo, w;]. Obsérvese que H?\ {\;} consiste en 2 semiplanos hiperbolicos, uno que contiene a wy, que
denotaremos por L;, y otro que contiene a w;, al cual nos referimos por L.

LEMA 2.4.12. Sea T’ un subgrupo discreto de PSL(2,R), wy € H? no fijo, con drbita {w;}ien ¥

A; = {z € H?|p(z,w0) < p(z,w;)}
A; = {z € H?|p(2, wi) < p(z,wo)},

entonces L; = A; y L, = Al

DEMOSTRACION. Se sigue de la proposicion 2.4.6 que H? es la union disjunta de A; U \; U AL
También lo va a ser L; U A\; U L.. Luego, basta probar que

L; C A;

¥y que
L; C A,
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Ahora, si z € L;, al trazar una geodésica de z a w;, esta interseca \; en un punto z’ y se tiene
que
p(z,wo) < p(z,2") + p(z', wo) = p(2,2) + p(2, wi) = p(z,wi),
ya que 2’ equidista de wy y w;, lo que quiere decir que z € A;. Finalmente, se hace el mismo
argumento para los puntos de L. O]

DEFINICION 2.4.13. Sean I', wy, v L;, con ¢ € N, como en el lema 2.4.12, se define poligono de
Dirichlet para I' con centro en wy como

Dwo == ﬂ;’ile

Algunas veces escribiremos Dy , o simplemente D, por D,,,. Notese que el Lema 2.4.12 implica
que D consiste en los puntos en H? que estan estrictamente mas cerca de wy que de cualquier otra

de sus imégenes, es decir,
D = {z € H?|p(z,wo) < p(z,w;) Vi € N}.

Obsérvese que D es no vacio ya que wy siempre estara en D. El poligono de Dirichlet D es también
h-convexo, esto es porque es la interseccién de conjuntos h-convexos. Ahora vamos a probar que

D es una region fundamental para I'.

LEMA 2.4.14. Sea D el poligono de Dirichlet descrito en la definicion 2.4.13 y K un subconjunto

compacto en H?, entonces K interseca solamente a un nimero finito de bisectores \;.

DEMOSTRACION. Como los subconjuntos compactos de los espacios métricos son acotados,
existe un namero 7, tal que K C Dj(wp,r). Ahora, si z es un punto en \; N K, se tiene

p(wo, w;) < p(wo, 2) + p(z, w;) = 2p(wo, z) < 2r.
En consecuencia, si \; interseca K, necesariamente
w; € Dy(wo, 2r).
Finalmente, la 6rbita de wy no se puede acumular en el compacto
Dy (wo, 2r)
va que los puntos de este disco son ordinarios. O

LEMA 2.4.15. Sea D el poligono de Dirichlet descrito en la definicion 2.4.13, entonces D es

abierto.

DEMOSTRACION. Sea z € D y N un disco hiperboélico cerrado alrededor de z. Se sigue entonces
del lema anterior que N interseca solamente a un nimero finito de bisectores, pongamos A;,, ..., A;,.
Es claro que z € L;, Vi, ya que z € D,y como D esta formado por desigualdades estrictas se puede
tomar un disco alrededor de z de tal manera que no interseque ningtin bisector. La existencia de
dicho disco se puede deducir, ya que la funcion distancia

w — p(w, z)



2.4. REGIONES FUNDAMENTALES Y TESELACIONES. 117
del conjunto cerrado \; en RT es continua, donde \; hereda la métrica hiperbolica. O

Denotaremos T, (D) por D,,. D, va a consistir en los puntos de H? que estan estrictamente
mas cerca de w, que de cualquier otro punto en la é6rbita de wy. También, D, es h-convexo y la
familia ortogonal de poligonos D,, es invariante I'. La unién de todos los poligonos D,, determina

una subdivision de H?, que se le va a llamar teselacion.

LEMA 2.4.16. Sea D el poligono de Dirichlet descrito en la definicion 2.4.13, y D;, D; dos de
sus 1mdgenes bajo funciones en I'. Entonces

(i) D;ND; =0, 1i#3j.

(it) Vz,w € D;, z no es I'-equivalente a w.

DEMOSTRACION. Si la primera afirmacion no fuera cierta, existiria z € D; N D;, donde ¢ # j.
Bajo esta hipotesis se tendria simultanea mente que

p(z,w;) < p(z,w;) v plz,w;) < p(z,w;)

lo cual es contradictorio.

Por otra parte, si existen z,w € D;, z # wy T(z) = w, T € I, entonces como 7" transforma
D; en alguna D;, y se tendria que D; N D; # (), lo cual contradice la primera afirmacion. Por
consiguiente, se sigue también la segunda parte del lema. 0

LEMA 2.4.17. Sea D el poligono de Dirichlet descrito en la definicion 2.4.13, entonces la fron-
tera de D,0D, consiste en los puntos z en H? que satisfacen las siguientes dos condiciones:

(i) p(zyw0) < ple,wi) Vi
(it) p(z,wo) = p(z,wj), para al menos una j.

DEMOSTRACION. Sea A el subconjunto de H? determinado por las condiciones (i) y (ii), pro-
bamos que A es un subconjunto de 0D. Si z € Ay N es cualquier entorno de z, hay que probar
que N interseca D. Se puede tomar N como un disco abierto y usando el lema 2.4.14, como N es
compacto, se puede suponer también que hay un ntimero finito de bisectores que intersecan N y
que todos estos paran por z.

Es claro que z € L; para todo i, por lo que [wy, z| es un arco de L; para todo i, porque L; es
h-convexa. También, usando la proposicion 2.4.9 tenemos que el segmento de geodésica abierto en
[wo, 2] esté contenido en L; para todo 7.

Luego

{lwo, 2] = {z}} C D.
Como también {[wy, z] — {z}} NN # (), se sigue que

DNN#0)

y los puntos en el conjunto A pertenecen a la frontera.
Reciprocamente, si z € 0D, como z € Ext(D) se debe cumplir que

p(z,wo) < p(z,w;) Vi.
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De otra manera, si p(z,wy) > p(z,w;), entonces z € L., y existe un entorno de z contenido en L,
por lo que z &€ OD.

Finalmente, si la desigualdad p(z,wy) < p(z,w;) es estricta para todo ¢, entonces z € D, por
lo que p(z,wy) = p(z,w;), para al menos alguna i. O

COROLARIO 2.4.18. Sea D el poligono de Dirichlet descrito en la definicion 2.4.13, entonces
Ext(D) = {z € H?|p(z,w;) < p(z,wq), para al menos alguna i}.
DEMOSTRACION. Se tiene que
p(z,wo) < p(z,w;) Vi
si y solo si
ze€ DUOID.
O

TEOREMA 2.4.19. Sea T' subgrupo discreto de PSL(2,R), entonces su poligono de Dirichlet es
una region fundamental para I

DEMOSTRACION. Se sigue del lema 2.4.16 que cualesquiera dos puntos en D no son I'-equivalentes.
Siguiendo su definicién tenemos que probar también que

H2 = UnGNTn(D) = UnENDn-

Para esto, sea z € H?, como la 6rbita de wy no se acumula en H?, existe un punto w; cuya
distancia a z es menor o igual a la distancia de cualquier otro punto en la 6rbita a z es menor o
igual a la distancia de cualquier otro punto en la 6rbita a z, es decir,

p(Z, wj) < p(z, wi) Vi.
Ahora, si Tj(wp) = w; y Tj_l(z) = 7/, se sigue de la invariabilidad de la métrica que
p(zlv wO) < p(zla wk?) vk

lo cual significa, en virtud del lema 2.4.17, que 2’ € D, y que z € T;(D) para algin j. Y por tanto
su union da todo H?.

Finalmente, las geodésicas en H? tienen medida bidimensional cero, y como 0D est4 contenida
en una unién numerable de geodésicas se sigue que tiene medida cero. 0

Recordemos de la seccion de métrica hiperbolica que la distancia de un punto z a una geodésica
A se alcanza trazando una segunda geodésica que para z y es ortogonal a A. Usando esto, para
el caso particular descrito en la definicién 2.4.13, si \; es el bisector perpendicular de [wy, w;], se
tiene que

1
plwo, Aj) = 5 p(wo, w)).
A continuacion, vamos a ver una propiedad de los poligonos de Dirichlet. Y a los dominios

fundamentales que cumplen esta propiedad se les llama localmente finitos.
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PROPOSICION 2.4.20. Sea D el poligono de Dirichlet de un subgrupo I' de PSL(2,R) y K un

compacto en H?, entonces K interseca solamente un nimero finito de imdgenes de D.

DEMOSTRACION. Usamos la notacion del lema 2.4.16. Podemos suponer que el compacto es
un disco hiperbolico con centro en wy, que denotamos por Dy (wo, ). Esto se sigue, ya que si r
es suficientemente grande, K C Dy (wq,r), y si Dp(wp, ) interseca un ntimero finito de poligonos,
también K tiene esa propiedad.

Ahora, como

1 _
5P(wo, wj) = plwo, Aj) < p(wo, Dj),
si z € D; U Dy(wy,r), entonces el punto medio de [wy, w;] esta en Dy (wo,r). En consecuencia,
w; € Dy(wy,2r). Finalmente, como la 6rbita de wy no se acumula en Dy (wy, 2r) se sigue que el

resultado. O

A continuacién, describimos los poligonos de Dirichlet de los grupos ciclicos. Notese que todos
los resultados que se han probado anteriormente son referentes a los poligonos de Dirichlet para
subgrupos discretos de PSL(2,R), también se aplican a subgrupos discretos de M (A), por lo que

se puede usar un modelo u otro.

2.4.2.1.  Poligonos de Dirichlet de grupos ciclicos elipticos.
En este caso consideraremos que estamos trabajando en M (A). Tomamos primero el caso de un
grupo [ generado por la transformaciéon 7' definida por

2mi
Z —r zem.,

Se puede tomar como centro el punto wy = % y denotamos sus imagenes por wy = T (wp),

kE=0,1,...,m — 1. Observamos que 0 € \; Vk, ya que equidista hiperbélicamente de wq y wy.
Ahora, como la reflexion en la recta que pasa por el origen y por e es una isometria hiper-
2mki

L. . . ki g . L1 i
bolica, se sigue que si 1 < k < m, entonces %e m equidista hiperbolicamente % y %e . Luego, el

conjunto de bisectores consiste en los didmetros por el origen

{te}, —1<i<1 0<k<m,
Por lo tanto, D es el sector delimitado por los radios
7i(m—1)

tem, 0<t<1 y te-m, —1<t<0.

Esto de debe ya que

—1
W(m—) + 7= —Emod 2T,
m m

T (m_—k) + 7= —k—ﬂmod 2.
m m

Lo que implica que ningtn bisector \; interseca dicha region D.

y si 1 < k < m, entonces
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F1GURA 2.4.2. Poligono de Dirichlet para un grupo ciclico de orden 6.

Mediante la funcion de Cayley podemos trasladar esta descripcion al caso H2. En este caso
vemos que todos los circulos se van a cortar en ¢ ya que todos los bisectores cortan a cero, y vemos

que al aplicar la imagen inversa seguimos teniendo 6 caras.

FIGURA 2.4.3. Poligono de Dirichlet para un grupo ciclico de orden 6 en H?.

PROPOSICION 2.4.21. Sea I' un subgrupo de PSL(2,C) actuando en un subconjunto P de la
esfera de Riemann y F' un conjunto fundamental para esta accion, supdngase también que ¢ es
una transformacion compleja de Mébius, entonces el conjunto p(F) es fundamental para la accion

1

del grupo I'" = pI'e™" actuando en o(P).

DEMOSTRACION. Si ¢(2) y ¢(w) son puntos I"-equivalentes en ¢(F'), entonces existe T €
I, tal que
¢TI~ (p(2)) = p(w).
En este caso T'(z) = w, lo cual implica z = w, ya que implica I es fundamental.
Por altimo, sea ¢(w) € ¢(P). Como F es fundamental, se tiene que hay un punto z € F, tal
que T(z) = w, donde T" € T'. Por lo tanto

T~ (p(2)) = p(w)
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y ©(2) es I"-equivalente a ¢(w). O
Por tanto, para el caso general se va a obtener que mediante conjugacion, ya que los conjuntos

de Dirichlet se van a mantener invariantes. Esto se tiene por el resultado anterior restringido a
PSL(2,R) y por el teorema 2.4.19.

2.4.2.2.  Poligonos de Dirichlet de grupos ciclicos parabdlicos.
Consideremos el caso del grupo de traslaciones

I'=(T), T(z)=z+1.

Se puede tomar en este caso como centro del poligono el punto wy =1 + % Ahora, el bisector
perpendicular a wq y

1
wk:i+§+k‘
para k € Z y k # 0, es la recta que para por
.+k—i—1
m=1i+——
2 )

el punto medio euclidiano entre wy y wy. Esto se sigue, ya que como la reflexion en la recta Re(z) =
m es una isometria hiperbélica, se tiene que los puntos de dicha recta equidistan hiperbolicamente
de wy y de wy.

Entonces el poligono de Dirichlet con centro en 7 + % consiste en el rectangulo infinito R, de
base el segmento [0, 1] y altura oo. Esto es porque los bisectores son las rectas verticales

kel

Akz{zeHﬂRda_—i—},

se tiene que \; = {z € H?|Re(z) = 1} y A_1 = {z € H?|Re(z) = 0}. Notese que los bisectores A,
k # 41, no se intersecan en R..

FIGURA 2.4.4. Poligono de Dirichlet para un grupo de traslaciones en H?2.

De nuevo, aplicando la transformacion de Cayley tenemos como seria este grupo en el disco de
Poincaré.
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wo

AL

FIGURA 2.4.5. Poligono de Dirichlet para un grupo de traslaciones en H?2.

Cada bisector es ortogonal a todos los horociclos. Conjugando, el caso general se sigue de
manera analoga al caso eliptico.

2.4.2.3.  Poligonos de Dirichlet de grupos hiperbolicos.
Consideremos el grupo de las homotecias generado por T'(z) = 2z. Se puede tomar wy = i como
el centro del poligono de Dirichlet. Ahora, el punto medio hiperbélico del segmento [i, 2i] es
1 1
5P(i,2i) = S log 2 = log V2.
Esto muestra que
A = {z € H?||z] = V2}.

También, como z — —% es una isometria, se sigue que

1
Ai= {z € H2‘|z| - ﬁ}

Estos argumentos muestran también que los demés bisectores son semicirculos con centro en

el origen que no intersecan el medio anillo
1
D:{ZGHQ‘—<|Z’<\/§},
V2

que es por consiguiente el poligono de Dirichlet D; para este grupo de homotecias. Esto se debe a
que todos los bisectores son ortogonales al eje imaginario.
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FIGURA 2.4.6. Poligono de Dirichlet para un grupo de homotecias en H?Z.

Su correspondiente representacion en el disco de Poincaré seria:

F1GURA 2.4.7. Poligono de Dirichlet para un grupo de homotecias en el disco.

Y conjugando vamos a obtener el caso general como en los casos anteriores.
2.4.3.

Poligono de Ford.

En casos menos candnicos es dificil construir poligonos de Dirichlet, ya que es dificil detectar la

familia de todos los bisectores. Vamos a mostrar otra construccion atribuida a Ford que establece
otras técnicas para construir regiones fundamentales.

LEMA 2.4.22. Sea I' un grupo discreto de SL(2,R) que contiene matrices que definen trasla-
ciones. Entonces no existe ninguna sucesion de matrices distintas

donde n € N, de tal manera que ¢, — «, con a finito.
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DEMOSTRACION. Como I'y,, el estabilizador de oo, por el teorema 2.3.29 va a ser ciclico, existe

T:<1 A)ef
0 1

tal que su correspondiente transformaciéon T genera I'.

una matriz

Si suponemos que el lema no se cumple, existe una sucesion

tal que ¢, — a. Reemplazando —T), por T,,, si fuera necesario, se puede suponer que o > 0, y que
los ntimeros ¢, son todos distintos entre si y son todos positivos. Ahora, sean p, y ¢, enteros, se

0 1 ¢ dy 0 1

| an+ pal(Acn) *
B Cn dp + qu(Acn) |

Resulta que para cada n € N se puede elegir p,,, g, € Z, de tal manera que

tiene que

L<an+pu(Acn) <14+ Xe, vy 1<d,+gu(Acn) <1+ Aey.

Esto se prueba facilmente tomando p, v ¢, mas grande que a, y ¢, respectivamente para cada
n. Habiendo elegido para cada n dichos p, y ¢, que cumplen esas desigualdades, se obtiene una

sucesion de matrices que denotamos por

_ Ly L
B, = ( . Tn ) = TP T, T,
c, d

!
Observamos que todas las matrices son distintas, ya que las entradas c, lo son. Bajo esta nueva
notaciéon se tiene

(2.4.1) 1<a, <14+X, v 1<d, <14 Ae,.

Finalmente, estas desigualdades implican que

1 <ad, <142\, + A\

ad, —1

Cn

0<b = <2\ + M,

Sin embargo, esta tultima desigualdad junto con la de 2.4.1 implica que las matrices B, estan
acotadas, lo que contradice que I' sea discreto. 0
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Este lema va a implicas que existe un m > 0, tal que para toda
_ a b _
T = el

az+b
T(Z):cz—l-d

con ad —bc = 1y ¢ # 0, una transformacion en PSL(2,C), se define el circulo isométrico de T,

se tiene que |¢| > m o que ¢ = 0.

DEFINICION 2.4.23. Sea

denotado por I(T), como
1

crar| =W

Este circulo isométrico va a consistir en los puntos donde el factor de conformalidad es 1. Y

{zeCIT'(x)| =

también se puede definir de la siguiente manera

d 1
I(T):{zE(C’ z— <——)‘ :—}.
¢ ]
PROPOSICION 2.4.24. Sea T' € PSL(2,C), T(z) = zjis, con ad —bc =1y c#0, entonces T
actia euclidianamente en I1(T).
DEMOSTRACION. Sean z,w € I(T'), entonces
T(z) = T(w)] = |&5 - &5

(az+b)(cw+d)—(aw—+b)(cz+d)
(cz+d)(cw+d)

= l|azd + bcw — awd — bez|

= |z—w|

O

Resulta también que el circulo isométrico es el tnico circulo donde una transformacion de

Mébius compleja (que no fija 0o) actia euclidianamente. Esto se sigue, ya que si

az+b
T(Z):cz+d

con ad—be = 1y ¢ # 0, actiia euclideanamente en otro circulo K, tomando un punto z € K\ I(7T),

y una sucesion de puntos w, € K, tales que convergen a z, se tendria que
T(z) — T(wn)

zZ— Wy,

lim =1

Wp—>2

y entonces |T"(z)| = 1, lo que implica que z € I(T).
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TEOREMA 2.4.25. Sea T una transformacion en PSL(2,C) que no fija a co. Entonces,
(i) T(I(T)) = I(T7).

(ii) T(Int(I(T))) = Ext(I(T™1)).

(i) T(Ext(I(T)) = Int(I(T™1)).

DEMOSTRACION. Sea z € C, /2 = —%, se sigue de la féormula de la derivada de la funcion
inversa que
(2.4.2) (THY(T(2)T'(2) = 1.
Ahora como .
) =

se tiene por conexidad que
z€ Ext(I(T)) < |T'(2)] < 1.
En consecuencia, se sigue de 2.4.2 que
z € Int(I(T)) <= T(z) € Ext(I(T"))
y que
z€I(T) < T(2) e (T™).
0
Ahora mostraremos la construccion del poligono de Ford para grupos con traslaciones. Ambos

poligonos, el de Dirichlet y el de Ford, se pueden considerar como distintos casos de la misma
construccion, el poligono de Dirichlet generalizado, que se puede ver en [6].

DEFINICION 2.4.26. Sea I' un subgrupo discreto de PSL(2,R) con traslaciones, se define el
poligono de Ford para I', determinado por I', como

R = Roo N (Nrer\r., Ext(I(T))

donde
Ry = {2z € H?|\ < Re(z) < A+ u}

y 2 — z+ u es un generador de ['.

Bajo estas hipotesis de la definicién anterior, el lema 2.4.22 implica que los radios de los
circulos isométricos, de las transformaciones del grupo que no son traslaciones convergen a 0. Una
demostracion breve de esto es que dado m > 0, solo existe un ntmero finito de transformaciones

T el \T,
az+b
T(z) —
(2) cz+d’

> m. Por consiguiente, el conjunto R es no vacio.

1

tales que |¢[ < =, 0 E

TEOREMA 2.4.27. Sean R y I' como en la definicion anterior, entonces R es una region fun-

damental para T
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DEMOSTRACION. Probamos primero que no hay puntos I'-equivalentes en R. Para esto, sea
2€RyTel.SiT eTly, T # Id, entonces T traslada z fuera de R, y por lo tanto T'(z) & R.
Por otra parte, si T' no fija oo, como z € Ext(I(T)), se sigue que

T(z) € Int(I(T™Y)),

esto es, T'(2) & R.
Observamos que si
we IR y Re(w)# N+ u,

y ya que w € Int(I(T)) para alguna 7', entonces existe un entorno de w ajeno a R, entonces w
esta contenido en la clausura del exterior de cualquier circulo isométrico. También como los radios
de los circulos isométricos convergen a (), solamente hay un ntimero finito de circulos isométricos
que pasan por w.

Probamos ahora que cualquier z, € H? es equivalente a un punto en R. Si 2y € R, escribimos
21 = %y, de otra manera, trasladamos z, a un punto z; € R... Ahora, si z; € R, entonces z, €
Int(I(Ty)), donde esta transformacion T estd definida por una matriz

T1:<‘“ bl).
C1 dl

B [m(zl)
B lcr21 + dq|?

El punto 2z, = T'(z1) satisface

Im(2) > Im(z1)

porque |77 (z1)| < 1. Por otra parte, si z; € R se sigue el teorema, de otra manera, el siguiente paso
es trasladar zo a un punto z3 € Roo, y sz € ROO, se toma zo = 23, ¥ si 23 no esta en R entonces
z3 € Int(I(T3)), y etcétera.

De este modo, se obtiene una sucesion de puntos I'-equivalentes z, . .. z,, tales que los nimeros

de la forma 25,,1, n € N, estan en R, y
Im(zo) = Im(z1) < Im(z2) = Im(z3) < ...

Finalmente, esta sucesion es necesariamente finita. Esto se sigue, ya que el lema 2.4.22 implica
que existe una cota superior a los radios de los circulos isométricos, digamos s. Por lo tanto, si
2z € Ry y Im(z) > s, necesariamente z € R. Luego, como el rectangulo

Roo N {z € H2|Im(z) < Im(2) < s}

contiene solamente puntos ordinarios, la sucesion zs,1, no se puede acumular en dicho rectangulo
compacto, por lo que necesariamente existe n, tal que 29,11 € Ry 2 es [-equivalente a un punto
en . ([l
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Para ilustrar estas ideas exhibimos una region de Ford para el grupo clasico modular PSL(2,7Z),
denotaremos a este grupo por I'. El elemento

11
T =
genera [',,. Podemos tomar el rectdngulo R, como

1 1
{z € H2|§ < Re(z) < 5}

a b
(1 —d) € SL(2,7Z).

De estos circulos euclidianamente mayores, solamente los que tienen centros en —1, 0, y 1 intersecan
a R.
Ahora, la interseccion de los circulos |z — 1] =1y |z| = 1 en H? es un punto que denotaremos

Tenemos que Vd € Z existe

por p. Este punto del circulo unitario satisface la ecuacion (p—1)(p—1) = 1, por lo que Re(p) = 2

2
y \/_
1 3. m
= — —1 = € 3 .
P=37 73
Reflejando en el eje imaginario se obtiene el otro vértice

s}

—ﬁ:—e 3.

En consecuencia, los otros circulos isométricos de radio menor que 1 no intersecan la regiéon
delimitada por las rectas Re(z) = £3, que es el exterior al circulo |z| = 1. Es decir, esta region,
que denotaremos por R es un poligono de Ford para el grupo modular. Esto se sigue, ya que los
radios de estos circulos para el grupo modular. Esto se debe ya que los radios de estos circulos %,
para n > 2.

Resulta que el poligono de Ford que acabamos de describir, es también poligono de Dirichlet
con centro en 2:. Para probar esta afirmacion, observamos primero que 2¢ no es un punto fijo.
Una manera de probar esta afirmacion es usando la formula de los puntos fijos, dado que la parte
imaginaria y de un punto fijo eliptico estd dada por

VIZH?
20l
Ademsas, tr?> > 0 y ¢ es un entero nulo, por lo que
2
Yy < m <1

Alternativamente, los puntos de una region fundamental no pueden ser puntos fijos, ya que

al tomar circulos hiperbélicos suficientemente pequenos habria puntos I'-equivalentes en dichos

circulos.
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Ahora, como ya se mostr6 las rectas Re(z) = i% son los bisectores perpendiculares de 2i y

2¢ + 1, también
0 —1
S = ( ) € SL(2,Z)
1 0

y S(2i) = 5, por lo que el bisector entre 2i y  en es el circulo unitario. En consecuencia,

Dgi C R.

Por consiguiente, basta probar que la inclusién no es propia. De otra manera, si R\ D # 0,
donde D = Dy;, entonces también R\ D se puede tomar un disco hiperbdlico B con centro en
z, totalmente contenido en R, de tal manera que los bisectores que intersequen a B, pasen todos
por z, que van a ser un ntmero finito. Bajo estas hipotesis, se tiene que estos bisectores dividen
a H? en un namero finito de regiones, una de las cuales va a contener a D. Entonces se puede
encontrar w € R\ D. Por lo cual, existe un punto de R no puede ser I'-equivalente a w. Esto es
una contradiccién, ya que un punto de R no puede ser I'-equivalente a otro punto de R y tampoco
a un punto de la frontera de R.

2.4.4. Teselaciones hiperbélicas mediante grupos de simetrias.

En esta secciéon vamos a dar un breve vistazo a la construccion de las teselaciones en el plano
hiperbolico mediante un grupo de simetrias. Antes de nada, en esta seccién no se entrara demasiado
en detalles con el fin de no extender demasiado el trabajo, pero se intentard ser lo mas preciso
posible.

La gran diferencia con el plano euclideo es que en el plano hiperboélico se puede hacer teselaciones
con cualquier poligono regular. Dado el disco de Poincaré, vamos a partir de de un tridngulo con
vértices A, By C, con angulos o, 8 y 7 respectivamente. Los lados de este tridngulo van a estar
formador por la geodésicas que unen tales puntos. Supongamos también que A estd en el centro
del disco. Tenemos que en este caso

a+pB+vy<l

Pero pero nos centraremos en el caso que estos dngulos sean divisores de 7, y en concreto v = 7.

Con lo cual nuestra ecuacion quedaré

T T T
—+ -+ <7
P q 2
1 1 1
P q 2

Un par de célculos elementales nos dan que la dltima ecuaciéon es equivalente a

(p—2)(¢—2) >4

Con esta notaciéon, vamos a tener que p va a representar el nimero de lados del poligono, y ¢

va a ser en numero de poligonos que confluyen en cada vértice. Con esto, vamos a considerar [p, q|
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como el grupo generado por las reflexiones en sus lados, este grupo va a ser fuchsiano, y gracias a
la condicién de que %—i—% < %, va a ser infinito. Para el caso general tenemos el resultado siguiente:

TEOREMA 2.4.28. Sean L, M, y N las reflexiones en los lados del tridangulo Ay con dngulos
;7 E? "
mentos del grupo T*(p,q,r) generado por L, M, y N llenan el plano hiperbdlico sin huecos ni

respectivamente. La clausura de las imdgenes de Ay bajo la accion de los distintos ele-

SUPETPOSICIONES.

Las indicaciones de esta demostracion estan en (|14], pag. 81), pero esto lo podiamos intuir de
los resultados anteriores, el teorema 2.2.36 nos dice que las reflexiones en las geodésicas no nos van
a llevar fuera del circulo, y al considerar Ay como la regién fundamental, los resultados de de las
secciones anteriores nos dicen que estas imagenes llenan todo el plano y no hay superposiciones,
ademaés de que todas las areas van a medir lo mismo.

A modo de ejemplo, si consideramos el caso p =5y ¢ = 4, tenemos que (5—2)(4—2) =6 > 4,
por lo que va a existir teselacion. Para construir el triangulo hiperbodlico que va a hacer de regiéon
fundamental, si llamamos A, B y C a los vértices y a sus respectivos angulos o, # y =, tenemos
que los segmentos AB y BC van a ser lineas rectas, mientras que el segmento BC va a ser un
arco de circunferencia que corta ortogonalmente al segmento AB y al disco unitario, supongamos
que va a ver una circunferencia de centro O en la recta que une A y B. Al punto de corte de esta

circunferencia con el disco unitario lo llamaremos P. Llamamos
PO=r y AO=d.

Y aplicando el teorema del seno al triAngulo euclidiano ACO donde ACO = v + 5 obtenemos

d r

cosvy sina’
y aplicando el teorema de pitagoras al tridngulo euclidiano PAO y a P tenemos que
d> —r? =1,

y se llega a que

— N
i=JmeE VTS e

Donde s = sin% yc= cosg.
Una vez hecho este tridngulo, ya solo queda ir haciendo las simetrias hasta completar el poli-
gono, v luego hacer las reflexiones en los lados del poligono. Y queda como en la imagen siguiente:
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=4.

FiGUuRrA 2.4.8. Ejemplo de teselacion con p =57y q
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