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Capitulo 1
Introduccién

Una de las técnicas mas potentes que se utilizan para el estudio de los anillos con
identidad, es la de asociar a cada anillo R sus categorias de R-mddulos unitarios (por la
derecha y por la izquierda, Mod-R y R-Mod, respectivamente) y relacionar propiedades

del anillo con propiedades de dichas categorias. Por poner algin ejemplo:

1. Un anillo R es noetheriano por la izquierda si y solo si toda suma directa de

R-médulos por la izquierda inyectivos es inyectivo.

2. Un anillo R es artiniano por la izquierda si y solo si todo R-médulo por la izquierda

inyectivo es suma directa de envolturas inyectivas de R-modulos simples.

Sin embargo, extender este método a los anillos generales (es decir, a los anillos
en los que no suponemos que haya identidad) presenta el problema de identificar las
categorias de modulos adecuadas. La nocion de moédulo unitario del caso anterior
(mé6dulos en que 1 - z = ) no puede aplicarse ahora sin cambios. Desde luego, existen
generalizaciones a este caso de la nocién de moédulo unitario, pero, salvo en casos
especiales, las categorias de modulos unitarios resultantes estan muy lejos de ofrecer

las buenas propiedades de las correspondientes del caso de anillos con 1.

Existen diversas categorias de mdédulos propuestas en la literatura (véase [GAM])
pero normalmente los resultados son buenos solamente en casos particulares, especial-
mente si el anillo es idempotente. La elecciéon mas obvia, diferente de las anteriores, es
la que figura en muchos textos de teoria de anillos para transmitir la idea de que los
anillos generales pueden reducirse a los anillos con 1, asi que no merecen un estudio
serio independiente: se trata de sustituir el anillo R por el anillo R = RxZ (extensién

de Dorroh) formado por el conjunto RxZ en el que la suma se define componente a
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componente y el producto (r,n)-(s,m) = (rs+mr+ns,nm) que es un anillo con identidad
(0,1). Pero los dos anillos son diferentes, aunque relacionados, y pueden tener diferentes
propiedades. Desde el punto de vista de las categorias, la sustitucion propuesta significa
elegir la categoria Mod-R de los médulos unitarios sobre la extensién de Dorroh, que
se puede identificar con la categoria MOD-R de todos los médulos sobre el anillo R,

unitarios o no, como se ve en el siguiente resultado:

Teorema 1.9 Sea R un anillo, y sea RXZ la extensiéon de Dorroh de R. Entonces
la categoria MOD-R es equivalente a la categoria Mod-RxZ de R-mo6dulos unitarios

sobre el anillo con identidad RXxZ.

Ciertamente, esta categoria MOD-R seria una buena eleccion si nos limitamos a
considerar sus propiedades, ya que, por la identificacién indicada, es una categoria de
modulos unitarios sobre un anillo con 1, asi que es abeliana y completa, con todas
las buenas propiedades de esas categorias. Pero MOD-R es, en palabras de Quillen,
“demasiado grande” para reflejar fielmente las propiedades del anillo R; en particular,
contiene todos los grupos abelianos sobre los que se define un producto por escalares
que es trivial, asi que dificilmente puede haber una buena relacién entre las propiedades
del anillo R y las de la categoria MOD-R. Ya que R y RXxZ pueden llegar a ser bastante

diferentes, incluso si R es un anillo unitario.

En [GAM] se presenta una solucién al problema de la eleccion de las categorias
para el anillo general R que combina las caracteristicas de utilizar categorias con
buenas propiedades intrinsecas (basicamente, se trata de categorias abelianas) con
las de generalizar la teoria de médulos sobre anillos con 1 de manera bastante fiel,
respetando muchos de los resultados elementales de la teoria; la excepcién principal
esta en los resultados que se basan en la existencia de suficientes objetos finitamente

presentados; en la situacion general no es posible asegurar esta existencia.

La solucion presentada elimina la simetria derecha-izquierda del caso de anillos con
1. Efectivamente, en este caso las categorias Mod-R y R°’-Mod son esencialmente la
misma, siendo R el anillo opuesto del anillo R. Para restablecer en el ambiente de los
anillos generales las propiedades de los médulos se hace preciso renunciar a esa simetria.
Esto no es tan extrano como pudiera parecer a primera vista: en realidad, cuando
estudiamos un anillo R a través de sus categorias de médulos lo hacemos utilizando

las dos categorias Mod-R y R-Mod, las cuales pueden tener propiedades bastante
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diferentes. Asi lo hacemos también en el caso general, resultando que la condicién de

que ambas categorias deban definirse del mismo modo no es imprescindible.

El propoésito de este trabajo es el de presentar una version del referido articulo
[GAM] que sea accesible a cualquier lector con los conocimientos méas bésicos de teoria
de anillos y modulos que se supone que se adquieren en el grado junto con la asignatura
correspondiente del master en Mateméatica Avanzada. Como es usual el articulo esta
lejos de ser autocontenido a partir del nivel que se ha descrito; incluye numerosas
referencias a la literatura previa sobre el tema, con trabajos bastante especializados.
Por tanto, nuestro objetivo ha sido desarrollar de modo independiente toda la teoria
necesaria para llegar a presentar los resultados importantes de [GAM] en una forma

asequible al lector no especializado.

Antes de introducirnos a fondo en el estudio de categorias de R-médulos para anillos
asociativos, vamos a revisar una serie de conceptos basicos generales sobre algebra que

usaremos con frecuencia a lo largo de este trabajo.

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1 Un anillo unitario es una terna (R,+,-) formada por un conjunto

no vacio R y dos operaciones binarias en R, + vy -, que cumple las propiedades siguientes.
1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. La operacion - es asociativa.

3. La operacion - es distributiva con respecto a +; es decir, dados x,y,2 € R

tenemos que x-(y+z) = vy+rz Yy (y+z)r = yr+zx

4. Eziste un elemento 1 € R tal que 1-x = x-1 = x para todo elemento x € R.

Para hablar de un anillo, emplearemos la notaciéon indicada, con 4+ y - represen-
tando las dos operaciones de la definicion, a las que llamaremos suma y producto,
respectivamente. Sin embargo, haremos una excepcién con la notacién para el producto:

es mas comun utilizar zy para denotar z-y, y asi lo haremos en general.

Nota 1.2 Llamaremos anillo a secas (o anillo no unitario) a la terna (R,+,-) que
verifica las tres primeras propiedades de la Definicion 1.1, pero puede no cumplir la

cuarta, es decir, el anillo no tiene necesariamente elemento neutro para el producto.



4 Introduccion

Definicién 1.3 Sea R un anillo unitario. Un R-modulo por la derecha unitario es
una terna (M,+,-) donde (M,+) es un grupo abeliano y -: M x R — M es una operacion,

de manera que se verifican las siguientes propiedades:
1. (z+y)r = ar+yr
2. x(r+s) = zr+uxs
3. x(rs) = (ar)s
4. vl =x
para todo x,y € M y r,s € R.

Nota 1.4 La definicion de R-maodulo por la izquierda es andloga, cambiando el lado.

Nota 1.5 S en la definicion anterior el anillo R es no unitario, entonces la definicion
R-mdédulo por la derecha es igual que la anterior salvo por que no se debe incluir la

cuarta propiedad.
A partir de aqui, R es un anillo (no necesariamente unitario).

Definicién 1.6 Sea M un R-mddulo por la derecha, y sea L # 0 tal que L C M.

Diremos que L es submodulo de M cuando se cumple:
1.zye L= a2+ye L

2.x€L,re R=arelL

Es decir, L es un submédulo cuando es no vacio y cerrado para sumas y productos
por escalares. Escribiremos L < M para indicar que L es un submédulo de M. Notese
que si L < M, entonces las operaciones de M se pueden restringir a L, de manera que

L también es un R-modulo por la derecha.

Definicién 1.7 Sea R un anillo y sean M y N, R-modulos. Una aplicacion h: M — N
es un homomorfismo de R-mddulos si h(mr+ns) = h(m)r+h(n)s¥V mn € M, ¥V
r,s € R.

Los R-mo6dulos por la derecha (izquierda) y los R-homomorfismos entre ellos for-
man una categoria, la categoria general de R-médulos por la derecha (izquierda), que
denotaremos MOD-R (R-MOD).
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Definicién 1.8 Dado un anillo R y dos R-mddulos M y N, denotaremos por Homg (M,N)
al conjunto de homomorfismos de R-modulos con dominio M y codominio N. En caso

de querer destacar que M,N € MOD-R, escribiremos Hompop.r (M,N). De forma
andloga para el conjunto de homomorfismos entre M y N en las categorias R-MOD,
Mod-R y R-Mod.

El siguiente resultado es bien conocido y establece que esta categoria de R-moddulos

es precisamente una categoria de R-mdédulos para un anillo con identidad.

Teorema 1.9 Sea R un anillo, y sea RXZ la extension de Dorroh de R. Entonces la
categoria MOD-R es equivalente a la categoria Mod-RxZ de R-mddulos unitarios sobre
el anillo con identidad RXZ.

Dem
Vamos a hacer tinicamente un pequeno esquema de la prueba, este resultado es

bien conocido y los calculos son bastante mecénicos.

Recordemos la construccion del anillo RxZ. Este anillo esta formado por el conjun-
to RXZ con la suma definida componente a componente y el producto definido por
(r,n)-(s,m) = (rs+mr+ns,nm). El anillo R puede ser identificado dentro de RxZ como
el ideal formado por los elementos de la forma (7,0) con r € R. La identidad del anillo
RXZ es el elemento (0,1).

Vamos a ver que los R-mdédulos a derecha y los RxZ-moédulos unitarios son la
misma cosa. Supongamos que M es un R-médulo, la operacién m(r,n) = mr+mn dota

a M de estructura de RxZ-mddulo unitario.

Si M es un RxZ-médulo unitario, definimos mr = m(r,0) y M adquiere estructura

de R-modulo. Estas construcciones son inversas la una de la otra.

Si M y N son R-mdédulos a derecha, Homyiop-g(M,N) y Homyop-rxz(M,N) son la
misma cosa puesto que todos los R-homomorfismos son en particular homomorfismos
de grupos abelianos y por tanto se comportan bien con los elementos de Z que hemos
anadido. Lo mismo sucede con el producto tensorial, M@z N = M® szﬁ (donde M y
N serfan M y N vistos como RxZ-mé6dulos). O






Capitulo 2

La categoria Mod-R

2.1. R-moébdulos de torsion y libres de torsion

A continuaciéon daremos algunas definiciones sobre R-mdédulos que usaremos en este
trabajo. A lo largo de este capitulo, salvo que se indique expresamente lo contrario,

todos los R-moédulos son R-mddulos por la derecha y R es un anillo general.

Durante esta seccién, salvo que indiquemos expresamente lo contrario,

M € Ob(MOD-R).

Definicién 2.1 Definimos T (M) := {m € M: para toda sucesion (1), e n C R existe
ng € N tal que mryry...1, = 0}.

Veamos ahora que T(M) es un submédulo de M. Lo llamaremos submédulo de

torsién de M. Los elementos de T(M) se llaman elementos de torsién de M.
Proposicién 2.2 T(M) es un submodulo de M.

Dem

Veamos primero que T(M) es cerrado para sumas. Sean z,y € T(M), tenemos que
para toda (7)), ¢ v Sucesion en R, tenemos que existen ng, ny € N tal que zr;...1,, = 0
y que yry...r,, = 0. Supongamos, sin pérdida de generalidad que ny < n;. Por lo tanto,
(z4y)rs..tn, = 01y rq...70,+0 = 0. Luego z+y € T(M).

Ahora, probaremos que T(M) es cerrado para productos por escalares. Sea m €
T(M)y r € R. Dada la sucesién (7,), ¢ n en R, formamos ahora la sucesién (r,7r1,74,...);
como m es de torsion, sabemos que existe ny € N tal que mrr;...r,, = 0, como queriamos

probar. O
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Definicién 2.3 Diremos que M es un R-médulo de torsién si M = T(M).
Definicién 2.4 Diremos que M es un R-médulo libre de torsién si T(M) = 0.

Veamos ahora unas propiedades basicas acerca de R-moédulos de torsion y libres de

torsion.

Proposiciéon 2.5 M es un R-maodulo libre de torsion si y solo si dado m € M, tenemos

que mR = 0 implica que m = 0.

Dem
Supongamos primero que M es libre de torsién. Lo veremos por reducciéon al ab-
surdo. Sea m € M con m # 0 tal que mR = 0, luego, para toda (r,), ¢ y Sucesion en

R, nos queda que mry = 0, es decir, m € T(M), contradiciendo que M es libre de torsién.

Veamos la otra condicién por contrarreciproco. Nuestra hipdtesis es que si tomamos
m € M, donde m # 0, entonces mR # 0. Vamos a probar que T(M) = 0. Para ello,
tomaremos m € M con m # 0. Por hipétesis, sabemos que existe r; € R tal que mry #
0, como mry € M y mry # 0, por hipdtesis, tenemos que existe 7o € R tal que mryry
# 0. Analogamente, existe r3 € R tal que mrirarg # 0. Procediendo recurrentemente,
podemos construir una sucesién (r,), ¢ vy en R tal que mry...r # 0 para todo k € N;
por lo que tenemos que m ¢ T(M). Por lo tanto, hemos probado que si m € T(M),
entonces m = 0, y de aqui se sigue que T(M) = 0. OJ

Proposicion 2.6 El R-médulo M/T(M) es libre de torsion.

Dem

Haremos la prueba por reduccién al absurdo. Sea m € M y sea m la clase de m
modulo T(M). Seam € M/T(M), con m # 0, y supongamos que para toda (), e N
sucesion en R existe ny € N tal que mry...r,, = 0. Lo que implica que mr;...r,, €
T(M). Consideramos ahora la sucesién r,,11,...,Tn,,... .Por ser mr;...r,,, € T(M), nos
queda que m7y...Tp,Tng+1---Tn, = 0 para algin n; € N. Luego m € T(M), por lo tanto

m = 0, llegando asi a una contradiccién. 0
Proposicién 2.7 Sea N < M un submddulo, entonces T(N) = NN T(M).

Dem

Vamos a ver la igualdad por doble inclusion.
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T(N) C N NT(M), pues T(N) C N por la Definicién 2.1 y que T(N) C T(M) es

claro por la misma definicion.

Veamos ahora la otra inclusién. Sea m € Ny m € T(M). Vamos a probar que m
€ T(N). Como m € T(M), para toda sucesién (7,), ey en R, existe ny € N tal que
mrire...T,, = 0, es decir, verifica la condicién de la Definicién 2.1. Ademés, m € N,
luego m € T(N). O

Proposicién 2.8 Sean M y N, R-maodulos, sea f: M — N homomorfismo de R-maodulos,
entonces f(T(M)) C T(N).

Dem

Veremos que la imagen por f de cualquier elemento m € T(M) estd en T(N). Sea
m € T(M), tenemos por lo tanto que para toda sucesion (ry), ¢ v en R, existe nyg € N
tal que mry...r,, = 0. Tenemos entonces que f(m)r;...r,, = f(mrs...ry,) = f(0) = 0,
donde f(m) € N, por tanto, f(m) € T(N), como queriamos probar. O

Corolario 2.9 Si M es de torsion y f: M — N es un epimorfismo, entonces N también

es de torsion.

Dem

Por hipétesis, el R-médulo M es de torsion, luego M = T(M). Por la Proposicion 2.8,
tenemos que f(T(M)) € T(N), o lo que es lo mismo, f(M) C T(N). Ademas, como
por hipétesis f es un epimorfismo, nos queda f(M) = N, obteniendo entonces que N
C T(N). Que T(N) C N es claro. Obtenemos entonces N = T(N), es decir, N es de

torsion. O

Corolario 2.10 Si M es libre de torsion y f: K — M es un monomorfismo, entonces

K también es libre de torsion.

Dem

Supongamos que M es libre de torsién y f un monomorfismo, vamos a probar que
T(K) = 0. Por la Proposicién 2.8, sabemos que f(T(K)) C T(M). Como M es libre de
torsién, tenemos que T(M) = 0, por tanto, f(T(K)) C 0, que es lo mismo que f(T(K))
= 0. Ademas, al ser f un monomorfismo, nos queda que T(K) = 0, es decir, K es libre
de torsion. 0

Corolario 2.11 Si M es de torsion y f: K — M es un monomorfismo, entonces K

también es de torsidn.
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Dem

Por hipétesis, M es de torsién y f es un monomorfismo, luego sabemos que f(K) <
M = T(M). Por la Proposicién 2.7, T(f(K)) = f(K) N T(M) = f(K) N M = f(K).
Llegando asi a que f(K) es de torsion, al ser f monomorfismo, K = f(K), luego K

también es de torsion. O
Definicién 2.12 Sea N < M un submddulo.

» Diremos que N es saturado en M <= M/N es libre de torsion.

» Diremos que N es denso en M <= M/N es de torsion.

Proposiciéon 2.13 Sea N < M un submodulo, si N es saturado en M, entonces
T(M) C N.

Dem

Lo veremos por reduccién al absurdo, supongamos que existe m € T(M) y m ¢
N. Como m € T(M), sabemos que para toda sucesion (r,), ¢ y en R, existe ny € N
tal que mr;...r,, = 0. Sea m la clase de m médulo N, es decir, m = m+N, m € M/N.
Luego, mry...1n, = (m+N)rs...10, = mry...r,+N = 0+N C N. Asi, obtenemos m = 0,

por lo que m € N, lo cual es una contradiccion. O

Definicion 2.14 Dados los submodulos N < H < M, diremos que H es la saturacion
de Nen M si T(M/N) = H/N.

Denotaremos como N°¢ a la saturacion de N en M.

Proposicién 2.15 Sea T(M/N) = N¢/N. Entonces N° < M es el inico submddulo tal
que N < N¢ < M con M/N¢ libre de torsion y N°/N de torsion.

Dem

Como T(M/N) = N¢/N, nos queda que N°/N es de torsion. Ver que M /N€ es

Nex MV M/N_ Pero, si X es un R-modulo,

libre de torsién es sencillo, pues M/N¢ = = N = TGN
X/T(X) es libre de torsion, por la Proposicién 2.6. Obteniendo asi que M /N€ es libre
de torsion.

Probaremos ahora la unicidad de N¢. Supongamos que existe N’ que verifica lo
mismo que N€ luego N’/ N es de torsion, como T(M/N) = N¢/N, nos queda que N’ C
N¢. N’ también cumple que M /N’ es libre de torsion, como M /N’ = JA\%%,
también es libre de torsién. Aplicando la Proposicién 2.13, nos queda que N¢/N =
T(M/N) C N’/N, lo que implica que N¢ C N’. Teniendo asi la doble inclusién, y por

ello que N¢ = N O

este ultimo
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Proposicion 2.16 Si M es un R-modulo de torsion y N un R-mddulo libre de torsion,
entonces Hompg (M,N) = 0.

Dem

Dado f: M — N, la inducida M — f(M) es un epimorfismo, luego f(M) es de
torsién (Corolario 2.9). Como f(M) < N es de torsion, nos queda entonces que f(M)
C T(N) = 0, luego f(M) = 0. O

Nota 2.17 De esto ultimo podemos deducir que no hay R-mddulos no nulos que sean
de torsion y libres de torsion.

Proposicién 2.18 Homg(Z,M) = 0 para todo R-mdédulo de torsion Z = M es libre

de torsion.

Dem
Sea i: T(M) — M la inclusién, y por hip6tesis, ¢ = 0. Lo que implica que T(M) =
0, es decir, M es libre de torsion. O

Proposicién 2.19 Hompg(M,N) = 0 para todo R-mdédulo libre de torsion N = M es

de torsion.

Dem
Sea p: M — M /T(M) la proyeccién habitual, por hipétesis, p = 0. Asi que Ker(p)
= M, por lo que T(M) = M, es decir, M es de torsion. O

Sea ahora la sucesion exacta corta

(1)

Proposicién 2.20 Dada la sucesion exacta corta (1), si Ny Z son de torsion, entonces

X también es de torsion.

Dem
Podemos suponer que N < X, Z = X/N, j es la inclusién y que f es la proyecciéon
canénica. Vamos a ver que para cualquier z € X y para toda sucesién (7,), e y en R,

existe ny € N tal que zry...1,, = 0.
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Sea z € X y sea (r,) una sucesion en R. Como f(z) € Z y Z es de torsién por
hipétesis, sabemos que existe ng € N tal que f(z)r;...1m,, = 0. Por ser f(z)r;...r,, =
f(zry...mn,) = 0y ser la sucesién exacta, z7;...1,, € Im(j). Pero j es un monomorfismo,
asi que podemos considerar N = j(N), obteniendo asi que zr;...r,,, € N, que sabemos
por hipdtesis que es de torsion, por lo que existe ny € N tal que zr;...7, "y r1.--Tn, = 0.

Obteniendo asi que X es de torsién, como queriamos probar. O

Proposicion 2.21 Sean {M;};c 1 R-mddulos libres de torsion donde I= {1,...,n}.

Entonces [1; e 1 M; es libre de torsion.

Dem

Sea Z un R-mo6dulo de torsién. Tenemos entonces que Homyop.r(Z,M;) = 0
para todo 7 € [ (Proposiciéon 2.16). Pero sabemos que Homyop.g(Z,[1i e iM;) =
[Ti e iHomyop.r(Z,M;), por lo que Homyop.r(Z,[Ti e 1M;) = 0, lo que implica que
[Ti € 1M; es libre de torsién (Proposicion 2.18). O

Proposicién 2.22 Sean {M;}; c 1 R-mddulos libres de torsion donde I= {1,...,n}.

Entonces ®; ¢ 1 M; es libre de torsion.

Dem

Sabemos que [T; ¢ 1M es libre de torsion (Proposicion 2.21). Basta considerar la
inclusiéon 7: @; ¢ 1 M; — [l; e 1M; y utilizar el Corolario 2.10 para obtener que @; ¢ 1
M; es libre de torsion. O

Proposicién 2.23 Sean {M;}; c 1 R-mddulos libres de torsion donde I= {1,...,n}.
Tenemos entonces que T(®; ¢ IM;) = Bie [T(M;)

Dem

Vamos a probar la doble inclusién. Primeramente veamos que @; ¢ {T(M;) es de
torsién. Sea X un R-mddulo libre de torsién, y consideremos Homyiop.g(®; e 1T(M;),X)
= TTi e tHomyop.r(T(M;),X) = 0, por la Proposicién 2.16. Queddandonos entonces que
Homyop-r(®i ¢ 1T(M;),X) = 0, por lo que, utilizando la Proposiciéon 2.19, tenemos
que @; ¢ 1'T(M;) es de torsion, obteniendo asi que @; ¢ (T(M;) C T(B; e 1M;).

Veamos la otra inclusién. Tenemos que M;/T(M;) es libre de torsién para todo ¢
€ I (Proposicién 2.6). Luego @; ¢ 1 M;/T(M;) es libre de torsién (Proposicion 2.22).
Como @; 1 M;/T(M;) = @i e1 Mi/®ic1 T(M;), tenemos que @; ¢ 1M;/Bie1 T(M;)
es también libre de torsién, o lo que es lo mismo, @; ¢ ;1 T(M;) es saturado en @; ¢ |
M;, lo que implica que T(P; ¢ 1M;) C P; e 1 T(M)). O
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Proposicién 2.24 Dada la sucesion exacta corta (1), si Ny Z son libres de torsion,

entonces X también es libre de torsidn.

Dem

Podemos suponer que N < X y que Z = X/N. Por ser N y Z libres de torsién,
T(N) = T(Z) = 0. Usando esto y la Proposicién 2.7, tenemos que T(N) = N N T(X)
= 0. Por ser la sucesion exacta corta, Ker(f) = N. Como Ker(f) = Ny N N T(X) =
0, tenemos que a:= f|px): T(X) = Z es un monomorfismo. Al ser T(X) de torsion
y Z libre de torsion, basta usar la Proposicién 2.16 para obtener que a = 0. Lo que

implica que Ker(a) = T(X) = 0, por lo que X es libre de torsién. O

Proposicion 2.25 Dada la sucesion exacta corta

0—>N—>M—> M/N—>0

la sucesion

0——=T(N) (M) T(M/N)

es exacta.

Dem
Sean los homomorfismos f; y ¢ las restricciones de f sobre T(N) y g sobre T(M)
respectivamente (Proposicién 2.8) e iy, im, %v/n inclusiones. Nos queda entonces el

siguiente diagrama conmutativo.

ft

T(M) —"~T(M/N)

liM liM/L

M—2 = M/N 0

0 T(N)

|

0 N—7

Para ver que la sucesion es exacta por la izquierda, tenemos que ver
= f; es un monomorfismo.
= Im(f;) = Ker(g).

Como #yofy = foin es un monomorfismo, pues f y ix son monomorfismos, tenemos

que f es un monomorfismo.

Veamos la igualdad por doble inclusién.

Vamos a ver primero Im(f;) C Ker(g;). Sabemos que 0 = gofoiy = goiyof; =
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im/Log:0ft. Como iyp/r, es un monomorfismo, nos queda que giofy = 0, por lo que Im(f})
C Ker(gy).

Para la otra inclusién, basta tomar z € T(M) tal que z € Ker(g;), por lo que g¢(z)
= 0, lo que implica que g(z) =0y z € N = f(N). Usando ahora la Proposicién 2.7,
tenemos que z € T(N) = Im(f;). Asi que z = f(u) para algin u € T(N), es decir, z €
El funtor T: MOD-R — MOD-R, que actua de la siguiente forma

MOD — R T MOD — R

M

T (M)

M (M)

f |~ 5 T(f)

N T(N)

conserva ntcleos (donde T(f) es la restriccién de f a T(M)), como podemos deducir de

la proposicién anterior.

2.2. Envolturas inyectivas

Definicién 2.26 Se dice que un submodulo M < E es esencial en E, si para todo
submodulo N < FE tal que M N N = 0, tenemos que N = 0.

Definicién 2.27 Se dice que el monomorfismo g: N — M es un monomorfismo
esenctal si para todo homomorfismo f: M — X se tiene que fog monomorfismo implica

que f es monomorfismo.

Proposiciéon 2.28 Sea N < M un submodulo, i: N — M la inclusion. N es esencial

en M < i es un monomorfismo esencial.

Dem
Supongamos que el submddulo N < M es esencial y sea el diagrama conmutativo

con foi monomorfismo
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Veamos que f es también un monomorfismo. Tenemos que Ker(foi) = Ker(f) N N

= 0. Por ser N esencial, Ker(f) = 0, es decir, f es un monomorfismo.

Supongamos ahora que 7 es un monomorfismo esencial, veamos que el submoédulo N

< M es esencial. Sea el siguiente diagrama, donde K < M y p es la proyeccion habitual

T
0—>N—"sM

.

M/K

bS]

Supongamos que N N K = 0. Sabemos que Ker(poi) = Ker(p) " N = KN N =0,
lo que implica que poi es un monomorfismo, lo que implica por hipdtesis que p es un
monomorfismo. Pero p monomorfismo implica que Ker(p) = K = 0. Por lo que N es
esencial. O

Sabemos que todo R-médulo M tiene una inmersiéon en un R-moédulo inyectivo
ANF, Proposition 18.6]. Esto nos lleva a definir el concepto de una inmersion “minimal”
P p

de M en un R-modulo inyectivo.

Definicién 2.29 Sea M un R-mdédulo, diremos que el par (E,i) es una envoltura
inyectiva de M si E es inyectivo y el homomorfismo i: M — E es un monomorfismo

esencial. Denotaremos E(M) a cualquier envoltura inyectiva de M.
Proposicién 2.30 Sea M € MOD-R. Se tiene:

1. La envoltura inyectiva de M existe.

2. St (E1,j1) y (Es,j2) son envolturas inyectivas de M, existe un isomorfismo g que

hace conmutar el diagrama.
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M-l R,

o

Ey
Dem

Dicha prueba se puede encontrar en [ANF, Proposition 18.10] para anillos con 1, la

equivalencia de categorias vista en el Teorema 1.9 permite trasladar la propiedad a la
categoria MOD-R. O

Notemos ahora que para cada R-modulo M, existe un homomorfismo candnico de
R-médulos A\yi: M — Hompg(R,M). Este homomorfismo lleva m € M al homomorfismo
Am(m): R — M dado por Ay(m)(r) := mr (es decir, A\y(m) es precisamente la multi-

plicacién por la izquierda por m).
Veamos que el homomorfismo Ay que acabamos de definir es efectivamente un

homomorfismo de MOD-R.

Proposicién 2.31 Sea Ay : M — Hompyop-r(R,M) que lleva m € M al homomorfismo
Au(m): R — M dado por Ay(m)(r) := mr.

1. Cada Ap(m) es un homomorfismo de R-mddulos (por la derecha).

2. Hompyop-r(R,M) es un R-mddulo por la derecha con la operacion (f - r)(s) =

f(rs), entonces cada Ay es un homomorfismo de R-médulos (por la derecha).

Dem
Veamos 1. Sea m € M y r,s € R.

Aa(m)(r + s) = m(r + s) = mr + ms = Au(m)(r) + du(m)(s).
Av(m)(rs) = m(rs) = (mr)s = Au(m)(r)-s.

Veamos 2. Sean m,n € M v 1,5 € R.

Ai(m 4 n)(r) = (m + n)r = mr + nr = Aa(m)(r) + Mu(n)(r).

Como Homyop r(R,M) es un R-mddulo por la derecha, tenemos que A\y(m)(rs) =
(Am(m)-r)(s), por lo que Ay(mr) = Ay (m)-r. O
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Definicién 2.32 Un R-mddulo M es T-inyectivo cuando para toda sucesion exacta

corta

0 N—sX A 0

con Z de torsion y para todo homomorfismo f: N — M, existe g: X — M tal que goi =

f

A continuacién, vamos a ver una serie de resultados acerca de R-modulos libres de
torsién y T-inyectivos, que nos serviran para probar el Teorema 2.38, mediante el cual
podemos introducir la categoria Mod-R como los objetos de la categoria MOD-R que

son libres de torsion y T-inyectivos.

Proposicion 2.33 Sea M un R-mddulo. Entonces: M es libre de torsion <= el

homomorfismo \y; es inyectivo.

Dem

Supongamos que M es libre de torsién, veamos que Ay es inyectivo. Sea m € M
tal que Ay (m) = 0. Pero Ay(m) = 0 siy solo si mR = 0. Por hip6tesis, M es libre de
torsion, y por la Proposicién 2.5, mR = 0 = m = 0. Luego, Ay;(m) = 0 implica que m

= 0, por lo que Ay es inyectivo.

Supongamos ahora que Ay es inyectivo. Por lo tanto, Ay(m) = 0 = m = 0. Pero
mR =0 = A(m) =0 = m = 0. Basta usar la Proposicién 2.5 para obtener que M

es libre de torsién. O

Proposicion 2.34 Sea M un R-maodulo. Si M es libre de torsion y T-inyectivo, entonces

Ay es un isomorfismo.

Dem

Vamos a ver primero que A\ es sobreyectiva. Supongamos que M es T-inyectivo
y sea f: R — M un homomorfismo. Queremos probar que f = A\y(m) para alguin m
€ M. Para ello, consideraremos el anillo R := RxZ como R-médulo por la derecha
(extensién de Dorroh de R) y su submédulo R, identificando los elementos r € R con

los elementos de la forma (r,0) € R. Est4 claro que el cociente }A%/ R es un R-modulo de

torsién (ya que, dado (r,n) € R/Ry r, € R, nos queda que (r,n)r, = (rry +nry,0)
= 0, porque 771 + nry € R); entonces, puesto que M es T-inyectivo, existe ¢: R—>M
extendiendo a f. Sea m = ¢(0,1) € M, para cada r € R se tiene que f(r) = ¢((r,0)) =
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g((0,1)r) = mr, de donde deducimos que f = Ay (m).

Para ver la inyectividad de Ay basta usar la Proposicién 2.33. Il

Proposicién 2.35 Sea M un R-mdédulo libre de torsion, E = E(M) una envoltura

inyectiva y M la saturacion de M en E. Entonces:
» [ es libre de torsion.

= M° es libre de torsion y es T-inyectivo.

Dem
Por la Proposicién 2.7, tenemos que T(M) = T(E£) N M. Como M es libre de
torsién, T(M) = 0 y como M es esencial en E (Proposicién 2.28), nos queda que T(E)

= 0, es decir, F es libre de torsion.

Ver que M€ es libre de torsion es sencillo por el Corolario 2.10, pues M < E y
acabamos de ver que E es libre de torsion en la primera parte de esta demostracion.

Veamos ahora que M€ es T-inyectivo. Dadas las dos sucesiones exactas cortas:

0 N—sx—2 .7 0
L
ker(m) -
0 M E E/M —— 0

donde m: E — E/M°€ es la proyeccién, f es un homomorfismo cualquiera y Z es de
torsién. Sabemos que, por ser £ un R-moddulo inyectivo y ser ¢ un monomorfismo,
existe g: X — E que verifica que ker(m)of = goi. Por esto, tenemos que mogoi =
moker(m)of = 0 (ya que moker(m) = 0). Ademads, p es conticleo de 7, (pues la sucesién
de arriba es exacta corta por hipétesis), ya hemos dicho que mogoi = 0, es decir, mog
anula a 7, por ello, mog se factoriza por el conticleo, lo que nos da la existencia de un
homomorfismo h: Z — E/M¢ tal que mog = hop. Quedandonos el siguiente diagrama

conmutativo

0 N—sXx—"2 .7 0
ker(m) -
0 M° E E/MF—= 0
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Pero, hemos dicho que h tiene dominio Z (que por hipétesis es de torsién) y
codominio F/M¢ (que sabemos que es libre de torsién, por la Proposicion 2.15). Por
la Proposiciéon 2.16, tenemos que h = 0. Asi que mog = hop = 0. Como mog = 0, ¢
anula a 7, lo que implica que g se factoriza a través de ker(7), queddndonos que existe
a: X — M€ tal que g = ker(m)oa. Por lo tanto, goi = ker(m)oaoi = ker(m)of, como
ker(m) es un monomorfismo, podemos cancelar a la izquierda queddndonos coi = f. La

existencia de tal o implica que M¢ es T-inyectivo, como queriamos probar. O

Corolario 2.36 Sea M libre de torsion, si E(M)/M es libre de torsion, entonces M es

T-inyectivo.

Dem
Como E(M)/M es libre de torsién, por la unicidad de M¢ (Proposicién 2.15),
nos queda que M = M€, basta aplicar la Proposicién 2.35 para obtener que M es

T-inyectivo. 0

Proposicion 2.37 Sea M libre de torsion. Si Ay es sobreyectiva, entonces M es

T-inyectivo.

Dem

Dadas las dos filas exactas, donde (F,j) es una envoltura inyectiva de M.

0

0 M ! E P E/M

i/\M )\E l)\
j*

0—— Homg(R, M) ——~ Homg(R, E) —— Homg(R, E/ M)

Sea z € E/M con \(z) = 0, al ser p epimorfismo, sabemos que existe u € E tal que
p(u) = z. Asi que A\g(u) € Homg(R,E), como E es libre de torsién y T-inyectivo, por
la Proposicién 2.34, Ag es un isomorfismo. Ademas, p+(Ag(u)) = A(p(u)) = A(z) =
0, luego Ag(u) € Ker(p+) = Im(jx). Como Ay es sobreyectiva, existe a € M tal que
J*(Am(a)) = Ag(u). Es decir, Ag(u) = j*(Ay(a)) = Ag(j(a)) para algin a € M. Al ser
Ag un isomorfismo, nos queda que u = j(a), pero z = p(u) = p(j(a)) = 0. Por lo que
A es un monomorfismo. Por la Proposicién 2.33, E/M es libre de torsion, y aplicando

el Corolario 2.36, obtenemos que M es T-inyectivo. O

Con todos los resultados anteriores, estamos en condiciones de probar el siguiente
Teorema, que nos permite identificar los R-moédulos M libres de torsion y T-inyectivos

con los isomorfismos Aj;.
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Teorema 2.38 Dado un R-médulo M, Ay es un isomorfismo <= M es libre de torsion

y T-inyectivo.

Dem
La implicacion hacia la izquierda es la Proposicion 2.34.

El reciproco es consecuencia de las Proposiciones 2.33 y 2.37. 0

2.3. Los funtores de inclusiéon y de localizacion

Vamos a definir los funtores de inclusion y de localizacion, que nos llevan de Mod-R
a MOD-R y de MOD-R a Mod-R respectivamente. Donde Mod-R es la categoria de
R-mo6dulos por la derecha cuyos objetos son los R-mdédulos de MOD-R que son libres de
torsién y T-inyectivos, y cuyos homomorfismos son los homomorfismos de R-moddulos

por la derecha de MOD-R entre R-mddulos libres de torsion y T-inyectivos.

Salvo que se indique expresamente lo contrario, durante este trabajo consideraremos

todos los objetos de Mod-R como R-mdédulos por la derecha.

Definicién 2.39 Por definicion, M € Ob(Mod-R) <= Ay es un isomorfismo. Diremos

entonces que M es un R-modulo cerrado.

Proposiciéon 2.40 M es un R-modulo por la derecha cerrado <= M es libre de torsion

y T-inyectivo.

Dem
Se deduce de la Definicion 2.39 y del Teorema 2.38. 0J

2.3.1. El funtor de inclusién

Pasamos a continuaciéon a definir j, el funtor de inclusién.

El funtor de inclusién, j: Mod-R — MOD-R acttia siendo la identidad en objetos,
es decir, dado M € Ob(Mod-R), tenemos que j(M):= M. En homomorfismos, tenemos
que, dado N € Ob(Mod-R), nos queda que Homygoq.r(M,N) = Homyop.r(M,N). Por
lo tanto, si f € Homyoar(M,N), entonces j(f):= f.
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2.3.2.

21
El funtor de localizacion

Vamos a definir ahora L, el funtor de localizacion. Antes de ello, observemos
que:

Dado un R-médulo M € Ob(MOD-R)

N )

MLAJL;/

donde M = M/T(M), p es la proyeccién canénica, E la envoltura inyectiva de M,

es decir, E = E(M) y M es la saturacién de M en E. (Por cuestiones tipograficas,
denotaremos la saturaciéon de M en E, M°, como M).

En la Proposicién 2.35, hemos visto que M° es libre de torsién y T-inyectivo, y por
la Proposicién 2.40, tenemos que M° € Ob(Mod-R).

Definimos entonces L(M):= M. Aunque la envoltura inyectiva de un R-médulo no
es Unica, esta asignacion si lo es, por el axioma fuerte de eleccion.

Lema 2.41 Dado un homomorfismo f € Homuyop.r(M,N), existe un inico homomor-
fismo f: M — N tal que el siguiente diagrama es conmutativo

ML
]
N&T\[

donde los p; son las proyecciones canonicas habituales.
Dem

Basta observar el siguiente diagrama, donde iy e iy son inclusiones y f’ es la
restriccion de f a T(M), la cudl esta bien definida por la Proposicién 2.8.
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La existencia y unicidad de f viene dada porque p; y ps son los conticleos de i; e i,
respectivamente. 0

Lema 2.42 Dado un homomorfismo f € Homyop.r(M,N), existe un homomorfismo

g: E; — FEy tal que en el siguiente diagrama

M Py M uq W Ji1 EI
. |
N p2 N u2 W J2 Eg

gohiop; = hgopsof, donde h; = jiou; para i = 1,2. E; = E(M), M es la saturacion de
M en E;, E; = E(N) y N° es la saturacién de N en Es.

Dem
Tenemos que jjou; es un monomorfismo y que E5 es inyectivo, por la definicién de
R-médulo inyectivo, y por la existencia del homomorfismo joousof: M — E,, tenemos

la existencia del homomorfismo g: E; — E, que verifica la condicién goh; = hyof, que

da lo que queriamos probar. O

Lema 2.43 Dado un homomorfismo f € Homyop.r(M,N), existe un homomorfismo

g’: M® — N° que hace conmutar el siguiente diagrama

MPIMUZWJIEI
NN
N2 NN 2 p,

Dem

Comenzaremos observando el siguiente diagrama

Gt

<|

ul W J1 El

-
|
-
e}
-~ T
Ql

ug e J2 B, Lp! EQ/N

=

donde la existencia de g viene dada por el Lema 2.42, y la existencia de g que hace

conmutar este diagrama viene dada porque m; y 7o (proyecciones candnicas) son los
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contuicleos de jiouy y joous, respectivamente.

Como sabemos que T(E,/M) = M°/M y T(Ey/N) = N°/N, y por la Proposi-
cién 2.8, g(T(E,/M))CT(Ey/N), nos queda que g(M /M) C N°/N, lo cudl implica
que g(M“)C N°, teniendo asi que el diagrama

J1
—F
g lg

J2
—— Fy

conmuta, donde ¢': M® — N° es la restriccién de ¢ sobre M.

=<5

Para terminar la prueba, necesitamos ver que g’ou; = usof. Ya hemos visto en el
Lema 2.42 que jy0g’ou; = jaousof, al ser j, un monomorfismo, nos queda que g ou;

= ugof, como queriamos probar. O

Lema 2.44 Dado un homomorfismo f € Hompop.r(M,N), el homomorfismo g’ que
hace conmutar el siguiente diagrama es unico.

UioP1 3=

M——=

[T

ugoPg S
N—= N°

Dem
En el Lema 2.43, hemos definido g’ como la restricciéon de g sobre M°, pero el
homomorfismo ¢ no tiene por qué ser tinico. Vamos a ver que, dado f: M— N, el homo-

morfismo ¢’ que hace conmutar el diagrama de la hipétesis no depende del homorfismo g.

Supongamos que existen dos homomorfismos, ¢’, ¢”: M — N° que hacen conmutar

el diagrama del enunciado, es decir,

g’ou10p; = ug0opsof

9
g oujop; = ugzopyof

Restando ambas igualdades, nos queda el siguiente diagrama
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MUNF LN/

o] 4

ug0P3 o
N—— N°

donde ¢; es la proyeccién candnica. Tenemos por tanto que ¢; es el conucleo de u;. Por
esto tltimo sabemos de la existencia de un homomorfismo a: M°/M — N° que hace
conmutativo el anterior diagrama. Pero, M°/M es de torsién, por la Proposicién 2.15,
y N° es libre de torsién. Sabemos que dicho homomorfismo ha de ser 0, por la Proposi-
cién 2.16, y como ¢’ - ¢” = aocy; = Qocy, también tenemos que ¢’ - ¢” = 0. Obteniendo
por tanto que g’ = ¢".

Con todo esto hemos probado que, dada f como la de la hipétesis, aunque “elijamos”
homomorfismos distintos que verifiquen la condicién del Lema 2.42, al restringirlos a
M° obtenemos el mismo homomorfismo ¢’ que cumple las condiciones del Lema, 2.43,

por tanto, obtenemos que este homomorfismo ¢’ es tnico. O

Después de todo esto, podemos definir como actia el funtor L: MOD-R — Mod-R
en homomorfismos. Sean M;N € Ob(MOD-R), sea f: M — N, sabemos que L(M) =
M°y L(N) = N°, definimos L(f): M° — N° como el tinico homomorfismo que hace

conmutativo al siguiente diagrama

M——= M°
e
N——> N°

Veamos que L es efectivamente un funtor.
Proposicién 2.45 Dados f € Homyop.r(M,N), g € Homyop-r(N,H), se verifica:
1. L(gef) = L(g)oL(f).

2. L(1y) = 1pm).
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Dem

1.
M M° M—— M N—N°
lQOf J{L(QOf) lf lL(f) lg J{L(g)
H——H° N—— N° H—— I

Por definicién, L(gof), L(f) v L(g) son los tinicos homomorfismos que hacen
conmutar los diagramas anteriores. Pero, componiendo los dos diagramas de la derecha,

nos queda:

=
i

-
~

-~
LS
—~
Q
=

T

=
l
=5

donde claramente este ultimo diagrama es conmutativo al ser los diagramas de L(f) y

L(g) conmutativos. Comparando este diagrama con el de L(gof), por la unicidad de
L(gof), nos queda que L(gof) = L(g)oL(f).

2.
Basta observar los siguientes diagramas, el de la izquierda es conmutativo por

definicion, y el de la derecha es obvio que es conmutativo

llM iL(lM) llM ilL(M)
Por la unicidad de la definicién de L, nos queda que L(1y) = 1pm). O

Vamos a ver ahora que L es un funtor aditivo.
Proposicion 2.46 Sean fi,fo € Hompyop.r(M,N), entonces L(fi+f2) = L(f1) + L(f2).

Dem
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M- F M- F
J/h lL(fl) lfQ lL(fz)
N2 N2 3¢

Por la definicién de L(f1) y L(f2), nos queda que son los inicos homomorfismos que

hacen conmutar los diagramas anteriores, es decir, nos queda que:

L(f1)om = p2of1 L(f2)op = poofs

Sumando las dos igualdades anteriores, obtenemos:

(L(f1)+L(f2))ops = paofi+peofs = pao(f1+f2), pero, por la definicion de L(f1+f2),
sabemos que es la tinica que hace conmutar el diagrama

K1

N

S
<

J1t/2

K2
—_—

L(f1+f2)

S
-

=
=

Por tanto nos queda que L(f1+f2) = L(f1)+ L(f2), como queriamos probar. O

Veamos ahora una propiedad sobre el funtor L. que nos serd de utilidad posterior-

mente.

Proposicién 2.47 Sea un R-mddulo M, entonces L(M) = 0 si y solo si M es de

torsion.

Dem

Supongamos primero que L(M) = 0, vamos a ver que M es de torsiéon. Como L(M)
= M° =0, al ser M un submédulo de M°, nos queda que M = 0. Como 0 = M =
M/T(M), resulta que M = T(M), es decir, M es de torsién.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que M es de torsién, vamos a ver que L(M)
= 0. Como M es de torsion, M = M /T(M) = 0. Como, por la Proposicién 2.15, M° /M
es de torsién, nos queda que M* /0= M es de torsion. Ademds, por la Proposicién 2.35,
M es libre de torsién. Obteniendo entonces que M* es de torsién y libre de torsién.
Pero el tinico médulo que puede ser simultaneamente de torsion y libre de torsion es el

médulo 0. Luego M° = 0, o lo que es lo mismo L(M) = 0. O]
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2.3.3. Algunas propiedades sobre R-médulos cerrados

Dado X € Ob(MOD-R), sabemos que L(X) = X" (la saturacién de X en su envoltura
inyectiva). Llamaremos el homomorfismo candnico de X a la composicion de la
proyeccion X — X = X/T(X) seguido de la inmersiéon X — X . Denotaremos el

homomorfismo canénico de X como ex: X — L(X).

Proposicién 2.48 Dado X € MOD-R, el homomorfismo canonico ex tiene nicleo y
conticleo de torsién (en MOD-R). Ademds, X es esencial en L(X).

Dem
Por ser MOD-R una categoria abeliana, tenemos que todo homomorfismo (en

particular ex) tiene nicleo y conticleo. Veamos ahora que son de torsién.

Veamos primero que el nicleo de ex es de torsion. Sabemos que ex tiene nucleo.
Hemos visto antes de esta Proposicién que ex: X & X = X/T(X) & X°, donde p es
la proyeccién habitual e ¢ es la inclusion. Tenemos entonces que Ker(iop) = Ker(p) =

T(X), el cual es de torsion, obteniendo asi lo que querfamos probar.

Vamos a ver ahora que el conticleo de ex es de torsiéon. Sabemos que ex tiene conu-
cleo. Recordemos que ex: X & X = X/T(X) & X° = L(X), donde p es la proyeccion
habitual e 7 es la inclusién. Por tanto, nos queda que Im(ex) = Im(p) = X, pues la
proyeccién es sobreyectiva. Ademads, sabemos que Coker(ex) = X /Im(ex), o lo que

es lo mismo, Coker(ex) = X° /X, que por la Proposicién 2.15, tenemos que es de torsion.

Para probar que X es esencial en L(X), basta observar que X < X° < E, donde E
es una envoltura inyectiva de X. Por ser E una envoltura inyectiva de X, nos queda
que X es esencial en E, por lo que para todo submédulo N < E, nos queda que si
X N N =0, entonces N = 0. Ademas, como X° < E, nos queda que si tenemos un
submédulo Y < X, entonces Y < E, por lo que, al ser X esencial en E, nos que-
da quesi X N'Y =0, entonces Y = 0. Obteniendo asf que X es esencial en X° = L(X). [

Como ya se ha visto, los objetos de la categoria Mod-R son los R-mddulos por
la derecha que son libres de torsion y T-inyectivos. Los conjuntos de homomor-

fismos Homyjoq.r(M,N) son exactamente los mismos conjuntos de homomorfismos
Homyiop.r(M,N) de la categoria MOD-R.
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Proposiciéon 2.49 Sea N € MOD-R y sea f: N — M un homomorfismo con M cerrado,

de manera que f tiene nicleo y conicleo de torsion. Entonces existe un isomorfismo
&: M — L(N) que cumple ®o f = ey.

Dem

Supongamos dados M,N, f como en el enunciado, y llamemos C' = Im(f) < M, de
modo que f se factoriza como f = i o f; donde ¢: C' — M es la inclusion y f1: N —
Im(f) es la restriccién de f en el codominio. Por hipétesis, K = Ker(f) es de torsién
de modo que ex(K) = 0, ya que L(N) es libre de torsién (Proposicién 2.16). Esto
implica que existe h: Im(f) — L(N) que cumple hof; = ex. Por ser L(N) T-inyectivo
obtenemos a partir de h un homomorfismo ¢: M — L(N) tal que ¢oi = h, de donde se

sigue que ¢of = ¢oiof; = hof; = ex. Debemos ver que ¢ es isomorfismo.

Un razonamiento enteramente simétrico del anterior, usando ey en lugar de f e
intercambiando los papeles de M y L(N) prueba que existe ¢: L(N) — M con la
propiedad ¥ o ex = f. Se deduce pues (1 - ¢ o ¥)oexy = 0. Esto implica que (1 - ¢ o 1))
se factoriza a través del conticleo de ex. Pero como dicho conticleo es de torsion por
la Proposicion 2.48, resultarda 1 - ¢ oy = 0 y asi ¢ o) = 1. Repitiendo ahora el
razonamiento a partir de la igualdad (1 - 1 o ¢)of = 0 obtenemos 1 = 1) o ¢, de modo

que ¢ es un isomorfismo como se trataba de ver. O

Proposiciéon 2.50 Sea N < M un submodulo con M cerrado. Se tiene que N es cerrado

si y solo si es saturado en M. Asi L(M) = M si y solo si M es cerrado.

Dem

Suponemos que N es cerrado. Su saturaciéon en M serd N¢ que es necesariamente
libre de torsion, mientras que N¢/N es de torsion. En la sucesion exacta corta 0 —
N 4 N¢ — N¢/N — 0 el tercer R-médulo es de torsién. Por eso, el homomorfismo
In: N — N se extiende a un homomorfismo h: N¢ — N tal que hoi = 1y. Es decir, la
sucesion exacta dada es escindida y N© =2 N @ N¢/N. Pero como N€ es libre de torsién
ha de ser N°/N = 0, luego N = N°¢.

Para ver el reciproco, supongamos que N es saturado en M. Sea N°¢ la saturacién
de N en M. Al ser M /N libre de torsién por hipétesis, y, por la unicidad de N¢ (N€ es
el inico submédulo de M que verifica que M /N¢ es libre de torsién, Proposicién 2.15),
nos queda que N = N€. Por la Proposicién 2.35, obtenemos que N es libre de torsiéon y

T-inyectivo, como queriamos probar. |
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2.3.4. La adjuncién L - j

Vamos a ver a continuacion que el funtor L es adjunto por la izquierda del funtor j.
(L 47j).

Proposicién 2.51 FEl funtor L es adjunto por la izquierda del funtor j.

Dem

L
MOD — R Mod — R
J
Sean M € MOD-R y N € Mod-R.
Homyioag(L(M), N) L Homyop.g(M, j(N))

f~—— s fo ey

es decir, ®(f) = foey, donde ey: M — L(M) en MOD-R. La distributividad de la

composicion respecto de la suma prueba que cada ® es un homomorfismo.
Veamos que ® es biyectiva y que es natural en las dos variables.

® es inyectiva
Sean g,h € Hompjoq.g(L(M),N), sabemos que ®(g) = ®(h) <= goeyy = hoeyr. Como
N es cerrado, sabemos que L(N) = N, por la Proposicién 2.50 y ex = 1y. Observemos

los siguientes diagramas

ML () M— L(M)
W
NN N NN _ N

Como goey; = hoeyy, v el homomorfismo que hace conmutar el diagrama sabemos que

es Unico, tenemos que g = h, luego ® es inyectiva.
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® es sobreyectiva

Sea f: M — j(N) cualquiera y sea el siguiente diagrama

M—22 L)

fJ/ J{L(f)
1

N—N>N

Por la definicién de L, sabemos que el homomorfismo h = L(f) que hace conmutativo
el diagrama existe y es tnico. Nos queda entonces que ®(h) = hoeyy = Iyof = f.
Obteniendo asi la sobreyectividad de .

Naturalidad en la 1%variable
Si fijamos N = Tenemos 2 funtores MOD-R — Sets.

HomMOD—R(?a.j (N)) MOD-R — Sets

Sets

HomMOD_R(?,j(N)) :MOD — R

M~~~ Homniop-r(M, j(N))

HOmMOd_R(L(?) ,N)

MOD — R~ Mod — R Sets

M

L(M) Homuoda-r(L(M), N)

y tenemos una coleccién de homomorfismos en Sets.
Sea ®n:= (Py,n: Homngoa-r(L(M),N) — Homwniop-r(M.j(N))m e obaoD-R)
Sabemos que, naturalidad en la 1? variable <= ®y es una transformacion natural.
Veamos que Homyoq.g(L(?),N) — Homyiop.r(7,j(N)).

Sea w: M1 — My homomorfismo en MOD-R.
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Queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo.

OMy N )
Homyioa-r(L(My), N) - Homyop-r(Mq,j(N))
Homfo4-R(L(¢),N) Hom\1op- (9,3 (M)
PN, N

HOmMOd_R(L(M2)7]V) HOmMOD—R(M27j(N>>

Para verlo, debemos ver que el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier f:
L(My) —» N

foL(p)~——rrsfolL(p)oey

?

foeanop

;

frrr— foay,

Para ver que se da esa igualdad, basta comprobar que L(p)oen, = ey, 0p. Pero, es

obvio que esto se da mirando el siguiente diagrama (Por la definicién de L).

M, —*— M,

J(EMl L(y) i6M2
L(My) — L(M>)

Luego, hemos probado que el diagrama es conmutativo, y por tanto también lo
son los anteriores. Nos queda entonces que @y es una transformacién natural. Ver la
naturalidad en la segunda variable es analogo a lo que acabamos de ver. Con todo esto,

queda probado que L es un funtor adjunto por la izquierda de j. O

2.4. La categoria Mod-R es abeliana

Como indica el titulo, en esta seccion veremos una serie de resultados con el fin de

probar que la categoria Mod-R es abeliana.
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Para ello, veamos primero que es una categoria aditiva.
Proposicion 2.52 La categoria Mod-R es preaditiva.

Dem

Dados X, Y € Ob(Mod-R), vamos a ver que Homyoq.z(X,Y") es un grupo abeliano.
Para ello, basta ver los homomorfismos de X a Y de Mod-R como los mismos ho-
momorfismos de X a Y en MOD-R (donde vemos X, Y como objetos de MOD-R),
los cuales sabemos que forman un grupo abeliano con la suma, por ser MOD-R una

categoria abeliana (en particular preaditiva).

Probaremos ahora que la composicion de homomorfismos

A: Homypoq.r(Y,Z) x Homypoq.r(X,Y) — Homypoq.r(X,2)
A(g.f) ~ gof

es R-bilineal.
n A(g1+92.f) = (q1+92)of = g1of + goof = A(g1.f) + A(g2.f)-

n A(g.f1+f2) = go(fi+f2) = gof1 + gof2 = A(g.f1) + A(g.f2)-

Proposicién 2.53 La categoria Mod-R es aditiva.

Dem

El R-mo6dulo nulo 0 es objeto cero de la categoria.

Vamos a probar primero que la suma directa (finita) de R-médulos cerrados es

cerrada.

La suma directa de R-modulos libres de torsion es libre de torsion, como hemos

visto en la Proposicién 2.22.

Veamos que la suma directa (finita) de R-mddulos T-inyectivos es T-inyectiva. Sean
M; R-mdédulos T-inyectivos para todo j € J, donde J = {1,...,n}. Sea la sucesién exacta
corta 0 = N 5 X — 7 — 0, donde Z es un R-moédulo de torsion, y sea f: N —
®jesM; un homomorfismo de R-mddulos cualquiera.

Definimos los homomorfismos f; con j € J, de forma que, dado 7 € N, f(n) =
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(f1(n),f2(n),....fn(7)). Como cada M; es T-inyectivo, sabemos que existe un homomor-
fismo de R-moédulos gj tal que gjoi = f; para cada j € J. Basta definir entonces el
homomorfismo ¢g: X — @jesM; de la forma g(z):= (¢1(x),92(),...,gn(z)), obteniendo

asi que el diagrama siguiente es conmutativo

®j e 3

Obteniendo asi que la suma directa (finita) de R-mddulos cerrados es un R-mé6dulo

cerrado.

Por lo que, dados My,...,M,, € Mod-R, como Mod-R es una subcategoria (que
ademds es plena) de MOD-R, tenemos que M;,...,M, € MOD-R. Como sabemos que
MOD-R es abeliana, (en particular aditiva) tenemos que MOD-R tiene coproductos
finitos, luego, tomando un R-moédulo C € Mod-R C MOD-R, tenemos que existe un

tinico homomorfismo ¢ tal que el siguiente diagrama es conmutativo

M. &M M

S

C

Como My, C' € Mod-R por hipdtesis, hemos probado antes que la suma directa
(finita) de R-médulos cerrados es cerrada y Mod-R es una subcategoria plena de
MOD-R, nos queda que coproductos finitos en MOD-R implica que hay coproductos

finitos en Mod-R, como queriamos probar. O

Una categoria aditiva es abeliana cuando cumple las condiciones siguientes:

= Cada conjunto finito de objetos de la categoria tiene un producto y un coproducto.

» Cada homomorfismo de la categoria tiene un ntcleo y un conticleo (morfismos de

la categoria).

» Cada monomorfismo es un ntucleo y cada epimorfismo es un contcleo.

Veremos cada una de estas propiedades para la categoria Mod-R.
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Proposicion 2.54 Todo homomorfismo de Mod-R tiene nicleo. Concretamente, el
nicleo en Mod-R de f: M — N es h: L(K) — M, siendo i: K — M el nicleo en MOD-R

y hoex = 1.

Dem
Sea f: M — N un homomorfismo con M;N € Mod-R. Considerando f como
un homomorfismo de MOD-R, habrd un ntcleo K = Ker(f) en el sentido usual.

Consideremos el diagrama con fila exacta

Usando la adjuncién Homyjoq.r(L(K),M) = Homyop.r (K,M), obtenemos un ho-
momorfismo de Mod-R, h: L(K) — M tal que hoex = i. Como 0 = foi = fohoekx =
(foh)oek, tenemos que foh se factoriza a través del conticleo de ek, digamos (C, ¢: L(K)
— (). Es decir, existe g: C' — N tal que goq = foh. Queddndonos que el siguiente

diagrama es conmutativo

//

LK)+~ C

Pero C' es de torsién por la Proposicién 2.48, y N es libre de torsiéon, ya que N €
Mod-R. Por la Proposicion 2.16 , nos queda que g = 0. Por tanto, foh = 0.

Para ver que h es niicleo de f falta ver que si t: X — M es un homomorfismo de
Mod-R que verifica fot = 0, entonces ¢ se factoriza de modo tnico a través de h. Pero
si fot = 0 y considerando los homomorfismos en MOD-R, ¢ se factoriza a través de
K, por la definicién de nicleo. Asi, existe w: X — K de modo que jow = t. Entonces

hoexow = t, asi que t se factoriza a través de h, como se trataba de ver.

La condiciéon de que la factorizacion sea tinica se puede sustituir por ser h mono-
morfismo. Para ver que h es monomorfismo, basta usar la ecuacién hoex = i y ser
K esencial en L(K). Por la Proposicién 2.28, nos queda que €k es un monomorfismo

esencial y por tanto, h es monomorfismo en MOD-R, luego es inyectivo y monomorfismo
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en Mod-R. O

Veamos a continuacién cudles son los monomorfismos y los epimorfismos en la

categoria Mod-R.

Proposicién 2.55 Sea f: M — N en Mod-R. f es monomorfismo si y solo si es

monomorfismo considerado en MOD-R. [ es epimorfismo si y solo si su contcleo en
MOD-R es de torsion.

Dem
Vamos a probar primero que f es un monomorfismo si y solo si es un monomorfismo
considerado en MOD-R.

Si f es monomorfismo en MOD-R es también monomorfismo en Mod- R, porque si
es cancelativo por la izquierda en la categoria grande también sera cancelativo por la

izquierda cuando hay menos homomorfismos.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que f es un monomorfismo en Mod-R.
Sabemos que f se puede descomponer de la siguiente forma como morfismos de MOD-R:
M N L N, donde f; es un epimorfismo, f3 es un monomorfismo, K = Ker(f) en
MOD-Ry N’ = M/K. Por el Corolario 2.10, nos queda que M /K es libre de torsién.
Al ser K saturado en M, que sabemos que es cerrado, nos queda que K es también

cerrado (Proposicién 2.50).

Por tanto, la inclusion i: K — M es un morfismo de Mod-R, al ser f monomorfismo
en Mod-R, nos queda que foi = 0 implica que ¢ = 0. Por lo que nos queda que 0 = K
= Ker(f) (en MOD-R).

Veamos ahora que f es un epimorfismo si y solo si su conticleo en MOD-R es de

torsion.

Comenzaremos suponiendo que el contcleo de un homomorfismo f en MOD-R es de
torsién. Vamos a probar que f es un epimorfismo en Mod-R. Supongamos que tenemos
p: N — (' es el contcleo de f en MOD-R y que C es de torsion. Dado g: N — Y en
Mod-R tal que gof = 0, se tiene que g ha de factorizarse a través de C, dando h: C
— Y con hop = ¢. Pero, por hipotesis, C' es de torsion e Y es libre de torsion por ser

Y € Ob(Mod-R), por la Proposicién 2.16, nos queda que h = 0, lo que implica que
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g = 0. Esto prueba que gof = 0 implica que g = 0, luego f es un epimorfismo en Mod-R.

Finalmente, veremos el reciproco por reduccion al absurdo. Supongamos que eg
# 0. Sabemos que ecopof = 0y que ecop # 0 (pues si ecop = 0 entonces ec = 0).
Obteniendo asi que f no es cancelativo por la derecha, por lo que no es epimorfismo en
Mod-R. O

Proposiciéon 2.56 Todo homomorfismo de Mod-R tiene conicleo.

Dem

Sea f: M — N un homomorfismo de Mod-R. Si lo consideramos en MOD-R, habra
un conucleo ¢: N — C. Tomemos ahora h = ecoc: N — L(C), de modo que hof =
egocof = 0.

Para ver que h es contcleo de f falta ver que si t: N — X cumple tof = 0, entonces ¢
se factoriza de modo tinico a través de h. Sea, pues, t: N — X con tof = 0. Considerando
los homomorfismos en MOD-R, t se factoriza por ¢, asi que tenemos u: ¢ — X tal que
uoc = t. Aplicando el funtor L obtenemos entonces L(u): L(C) — L(X) = X (al ser X
cerrado, podemos suponer que ex = 1x) con L(u)oec = exou, por la naturalidad de la

adjuncién. Entonces, obtenemos que u = ex oL (u)oeq, por lo que ¢ = ex oL (u)oecoc.
Para ver esto mas claro, veamos el siguiente diagrama:

X—% (X

i

N— C— = L(C)

Veamos ahora que ex 'oL(u) es el inico homomorfismo tal que ¢ = ex toL(u)oh.
Lo veremos por reducciéon al absurdo. Supongamos que existe otro homomorfismo ¢:
L(C) — X tal que t = poh. Vamos a probar que h es un epimorfismo, y por tanto cance-

lable a la derecha, para llegar a que t = ex 'oL(u)oh = @oh implica que ex ‘oL(u) = ¢.

Hemos tomado ¢ conticleo de f, por lo que ¢ es un epimorfismo en MOD-R. También,
h = ecoc, por lo que tiene el mismo conicleo (en MOD-R) que ec. Pero ec tiene
contcleo en MOD-R de torsion (Proposicién 2.48), por lo que h tiene contcleo de
torsién. Por la Proposicién 2.55, nos queda que h es un epimorfismo en Mod-R. Con lo

que podemos concluir que ex 'oL(u) = . O
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Proposicién 2.57 Todo monomorfismo de Mod-R es un nicleo y todo epimorfismo
(de Mod-R) es un conicleo.

Dem

Sea f: N — M un monomorfismo de Mod-R. Por la Proposicién 2.55 es un mono-
morfismo de MOD-R, asi podemos suponer que N < M es un submodulo saturado de
M por la Proposicién 2.50. Asi, M /N es libre de torsion, de forma que el homomorfismo
compuesto h: M — M/N — L(M/N) tiene niicleo (en MOD-R) igual a N. Puesto
que L(N) = N, la inmersién N — M es el nicleo en Mod-R de h, de acuerdo con la
Proposicion 2.54.

Sea ahora f: M — N un epimorfismo, asi que f es la composiciéon del epimorfismo
(de MOD-R) f1: M — T seguido de la inclusiéon 7" — N, de modo que N/ T es de
torsién (por la Proposicion 2.55). Llamemos K al niicleo (en MOD-R) de f, que es el
mismo que el de f1. De modo que T'= M/K. Como T < N, con N € Ob(Mod-R),
nos queda que 7' es libre de torsién, o lo que es lo mismo, M /K es libre de torsién,
teniendo asi que K es saturado en M, aplicando ahora la Proposicién 2.50, tenemos
que K es cerrado, por lo que L(K) = K; de este modo, la inclusién j: K — M es un
homomorfismo de Mod-R (Ademés, j: K — M es el nicleo de f en Mod-R). Como
hemos visto en la demostracién de la Proposicion 2.56, el conticleo de j en Mod-R es la
composicion M — T — L(T). Pero, hemos visto antes que N/ T es de torsién, basta
ver la Proposicién 2.49 para obtener que existe un isomorfismo N = L(T'), de forma

que el contcleo de j es f. Esto prueba que f es contcleo. 0

Proposicién 2.58 Sea {M;}ic; una familia de R-mddulos por la derecha cerrados. Su

producto (en el sentido usual) I;c; M; es el producto de dichos objetos en la categoria

Mod-R.

Dem
El producto de R-mddulos libres de torsion es libre de torsion (Proposicién 2.21).

Veamos que el producto de R-médulos T-inyectivos es T-inyectivo.

Dado a: K — II;c;M;, debemos ver que existe h: N — Il;c;M; tal que hoj = a.

Donde j: K — N es un monomorfismo.

Ademas, al ser todos los M; T-inyectivos, nos queda que existen homomorfismos ¢;

para todo ¢ € I, de forma que, dada la sucesién exacta corta 0 — K LN H-=0
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con H de torsion y siendo los p; las proyecciones habituales, nos queda que el siguiente

diagrama

conmuta, es decir, que ¢;0j = p;oa.

También sabemos que por tener producto en MOD-R, existe un homomorfismo h

tal que el siguiente diagrama conmuta para todo i € L

S

pi

HiEIMi - M

Juntando todo lo anterior, tenemos que p;ohoj = p;0j = p;oa.

Para obtener hoj = « basta observar el siguiente diagrama

K
hoj lpioa
pi
et My —— M;

por la unicidad del homomorfismo que hace conmutar el diagrama, tenemos la igualdad
buscada, hoj = a.

Obteniendo asi que [[L;c; M;, pi: T;e; M; — M;] verifica la condicién de producto
para R-modulos de la categoria Mod-R. O

Proposicion 2.59 Sea {M;}; ¢ 1 una familia de R-mddulos por la derecha cerrados.
Sea M = @®iciM; la suma directa (en el sentido usual) de dichos objetos de la categoria
MOD-R, con los homomorfismos de la definicion j;: M; — M. Entonces L(M) junto
con los homomorfismos compuestos €0j; es el coproducto de la familia dada en la
categoria Mod-R.
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Dem

Comencemos primero observando el siguiente diagrama:

M~ ML ()

fil v i

X%.-v'

donde X € Mod-R.
Veamos ahora la existencia de los homomorfismos ¢ y .

Considerando los R-médulos M, X y {M;}; <1 en MOD-R, por la existencia de
coproductos en dicha categoria, (pues sabemos que es abeliana) tenemos que existe un

unico homomorfismo ¥: M — X tal que Yoj; = f; para todo ¢ € L.

Ademads, como el funtor L es adjunto por la izquierda del funtor j, tenemos que
existe un isomorfismo Homyjoq.r (L(M),X) = Hompyop.r(M,j(X)). Por tanto, existe un

tinico homomorfismo ¢ tal que L(¢) = ¢.
Nos queda por tanto el siguiente diagrama conmutativo

ML (M)

wt lL(w)Qp

X— L(X)

donde L(X) = X y ex = 1x, por ser X cerrado. Por tanto, que el anterior diagrama
sea conmutativo es lo mismo que decir que existe un tnico ¢ tal que ¢ o ey = .
Quedandonos por tanto que p o ey0j; = f; para todo i € I. Si probamos que ¢ es tnica

para la anterior composicion, tendremos que es el coproducto.

Veamos entonces la unicidad de ¢. Supongamos que existe ¢: L(M) — X tal que
ploeyoj; = fi para todo ¢ € I Luego, el homomorfismo ¢’oey;: M — X cumple que
p’oeyy = 1, por la unicidad de . Por lo que tenemos que el siguiente diagrama es

conmutativo.
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M2 (M)

wl iw’
X——X

Ix

Pero, por la adjuncion, el homomorfismo ¢’ que hace conmutar el anterior diagrama
es unico, por lo que obtenemos que ¢ = ¢’ Obteniendo asi que [L(M), eyoji: M; —

L(M)] es coproducto en la categoria Mod-R, como queriamos probar. O

Estas propiedades muestran que Mod-R es una categoria con productos y coproduc-
tos. En particular, tiene productos y coproductos de familias finitas, lo que completaria

la demostracién de que es una categoria es abeliana.
Teorema 2.60 La categoria Mod-R es abeliana.

Dem

2.5. Sucesiones exactas en Mod-R

Las sucesiones exactas cortas de Mod-R son

donde f es un monomorfismo, ¢ un epimorfismo y f = ker(g) (o lo que es lo mismo,

que g = coker(f)). Si aplicamos el funtor de inclusién j, resultard que la sucesién

0 K M2~ N

es exacta. Efectivamente, j es exacto por la izquierda porque es un adjunto por la
derecha. El epimorfismo g puede no ser epimorfismo en MOD-R, solamente sabemos

que tiene contcleo de torsion.

El funtor L es exacto por la derecha por ser adjunto por la izquierda. Pero verifi-

ca algo mas, también es exacto por la izquierda, obteniendo asi que L es un funtor exacto.

Para probar esto, veamos antes el siguiente Lema.
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Lema 2.61 Si un R-mddulo M es libre de torsion, entonces ey: M — L(M) es mono-

morfismo.

Dem

Es obvio que K = Ker(ey) € M, al ser M libre de torsién, nos queda que T(M) =
0. Sabemos por la Proposicién 2.48 que el nicleo de € es de torsion, es decir, K es
de torsion. Pero K C M con T(M) = 0. Luego basta tomar la inclusion i: K < My
utilizar la Proposicién 2.8 para obtener que T(K) = 0. Como el inico médulo que es
simultaneamente de torsion y libre de torsiéon es el médulo nulo, tenemos entonces que

K = 0. Obteniendo asi que €\ es un monomorfismo. O

Ahora si, vamos a probar que el funtor L es exacto.
Proposicién 2.62 FEl funtor L es exacto.

Dem
Puesto que es adjunto por la izquierda, tenemos que es exacto por la derecha. Basta
entonces ver que conserva monomorfismos para probar que es exacto por la izquierda.

Vamos a ver primero que conserva monomorfismos de R-modulos libres de torsion.

Sea f: N — M un monomorfismo, de modo que podemos suponer N < M, y N,.M
libres de torsién. L(f): L(N) — L(M) es el inico homomorfismo que hace conmutativo

el siguiente diagrama

(2)

Pero, como ey, €y son monomorfismos en este caso (por el Lema previo), resulta que
L(f)oex es monomorfismo. Ademés, N es esencial en L(N), por la Proposicién 2.48. Con

todo esto, basta usar la Proposicion 2.28 para obtener que L(f) es un monomorfismo.

En general, sea f: N — M monomorfismo de MOD-R. Tomando las proyecciones
pn: N — N y la andloga para M, obtenemos un cuadrado conmutativo con f y f: N

— M, como ya se ha visto en el Lema 2.41.
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N—sM
| lpM
N

Por otro lado, como se ha visto en el Lema 2.44, f determina el homomorfismo L(f)

que hace conmutativo el diagrama

Tl

M)

Luego, el diagrama (2) se puede obtener “pegando” los dos diagramas anteriores. Si
vemos que f es monomorfismo y aplicamos el razonamiento del principio, tendremos el

resultado.

Para ello, supongamos que f(z+T(N)) = 0, de modo que fopx(z) = 0 = pm(f(z)).
Esto implica que f(z) € T(M). Considerando f como la inclusiéon N < M, tenemos
que z € T(M) N N = T(N) (Proposicién 2.7). Asi, z+T(N) = 0y f es monomorfismo.
O



Capitulo 3

La categoria R-Mod

En lo que sigue R es un anillo general (no tiene por qué ser unitario) y B-MOD es
la categoria de todos los R-moddulos por la izquierda. Como ya vimos en el Teorema 1.9,
R-MOD es equivalente a la categoria de R-médulos unitarios sobre la extension de
Dorroh de R, Zx R; asi que R-MOD tiene todas las propiedades de las categorias de
R-moédulos. Durante este capitulo, salvo que se indique expresamente lo contrario,

todos los R-mdédulos son R-modulos por la izquierda.

3.1. R-moddulos unitarios y evanescentes

Comenzaremos el capitulo viendo qué son los R-modulos unitarios y algunas de sus

propiedades.
Definicién 3.1 Diremos que un R-modulo M es unitario si RM = M.

Proposiciéon 3.2 La clase de los R-mdédulos unitarios es cerrada para cocientes, sumas

directas y extensiones.

Dem

Veamos primero que es cerrada para cocientes.

Sea M un R-moédulo unitario y N < M un submédulo. Sea entonces m € M /N, con
m = m + N, donde m € M. Al ser M unitario, podemos escribir m de la forma: m
= Zrimi, (mi € M y r; € R) por lo tanto, m = Zrz-m,- + N = Zri(mi—f—N) €
R-M/N, o lo que es lo mismo, M /N es unitario.

Veamos ahora que es cerrada para sumas directas.

Sea {M;}; ¢ 1 una familia de R-mddulos unitarios y sea M = @;c; M;. Al ser cada M;
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unitario, tenemos que RM; = M, para todo ¢ € I. Por lo que: M = ®;c1 M; = ®;cr RM,;
= R(®;e; M;) = RM. Obteniendo asi que la suma directa de R-mddulos unitarios es un

R-mddulo unitario.

Veamos ahora que es cerrada para extensiones.
Sea la sucesion exacta corta 0 — X — M — N — 0, donde X y N son R-moédulos

unitarios. Vamos a ver que M también es unitario.

Podemos considerar la sucesién exacta corta 0 — X «— M — M /X — 0. Sea
me Mymée M/X, es decir, m = m + X. Al ser M /X unitario, nos queda que m
= Z r;m; (donde r; € Ry m; € M/X). Nos queda entonces que m - Z r,m; € X,
que también es unitario, luego m - Z rm; = Z sjz; (donde s; € Ry x; € X C M).
Despejando, m = Z rm; + Z s;z;, obteniendo entonces que M también es unitario.
O

Proposiciéon 3.3 Para cada R-médulo M eziste un submddulo unitario U(M) < M de

manera que todo submddulo unitario de M es submodulo de U(M).

Dem

Dado M, consideramos el conjunto de todos los submédulos unitarios {Lg}ses de M.
La suma de dichos submédulos Y ,cg Ls es la imagen de un homomorfismo @gec sLs —
M, luego es unitario por la Proposicién 3.2. Tomando U(M) = Y ,cq Ls, U(M) es un

submoédulo unitario de M y contiene a todo submodulo unitario de M. Il

De este modo, un R-médulo M es unitario cuando M = U(M).
Definicién 3.4 Un R-mddulo M se llama evanescente si U(M) = 0.

Definicién 3.5 Diremos que un R-maodulo M es completamente de torsiéon cuando
RM = 0.

Esta claro que si M es completamente de torsion, entonces U(M) = 0y M es
evanescente. Sin embargo, el reciproco no se verifica. Un contraejemplo seria un anillo

S que verifique S? # 0, pero S™ = 0 para algin n > 2.

Al igual que hemos hecho en el capitulo anterior para R-médulos por la derecha
de torsion y libres de torsién. Vamos a ver a continuacion algunos resultados sencillos

sobre R-mo6dulos unitarios y evanescentes que nos seran de utilidad en el trabajo.
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Proposicion 3.6 Sea f: M — N un homomorfismo de R-maodulos, entonces se cumple
que f(UM)) € U(N).

Dem

Sea f un homomorfismo de R-mdédulos y sea z € U(M). Vamos a probar que f(z)
€ U(N). Como z € U(M), podemos escribir z = »_ r;m;, donde cada 1, € Ry m; €
M. Aplicando f a esta expresién, nos queda f(z) = f(>_rym;) = > rif(m;). Luego f(z)
€ U(N). O

Proposicién 3.7 Sea M un R-méddulo unitario y N un R-mddulo evanescente. Entonces
HOWLR_MOD(M,N) = 0.

Dem

Sea f: M — N un homomorfismo de R-mddulos. Por la Proposiciéon 3.6, tenemos
que f(U(M)) C U(N). Pero, al ser M unitario, U(M) = M vy, al ser N evanescente,
U(N) = 0. Por lo que nos queda f(M) C 0, es decir, f = 0. O

Proposicién 3.8 Sea N un R-mddulo. Si Homg_yop(M,N) = 0 para todo M unitario,

entonces N es evanescente.

Dem

Vedmoslo por reduccién al absurdo. Supongamos que Hompg nop(M,N) = 0 para
todo M unitario y que N no es evanescente. Al no ser N evanescente, U(N) # 0.
Sabemos que U(N) es unitario, basta entonces tomar la inclusion U(N) < N, que es
no nula, pues hemos dicho que U(N) # 0, lo que es una contradiccién con la hipétesis.
U

Proposicion 3.9 La clase de los R-modulos evanescentes es cerrada para submodulos,

productos y extensiones.

Dem

Veamos que es cerrada para submodulos. Sea M un R-mddulo evanescente, luego
U(M) = 0. Sea N < M y sea el homomorfismo i: N < M la inclusién. Tenemos por
la Proposicién 3.6 que i(U(N)) € U(M) = 0, luego i{(U(N)) = 0, o lo que es lo mismo,

U(N) = 0, pues 7 es la inclusion.

Vamos a ver ahora que es cerrada para productos. Sea {M;}; ¢ 1 una familia de R-
moédulos evanescentes, y sea X un R-médulo unitario. Tenemos que Homg yop (X[ T; € 1M;)

= [I; e ;Homg mop (X, M;) = 0, por la Proposicion 3.7. Basta usar la Proposicién 3.8,
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para obtener que []; ¢ ;1 M; es evanescente.

Finalmente, vamos a probar que es cerrada para extensiones, es decir, dada la

sucesion exacta corta
0 s NLMESH S0

donde N y H son evanescentes, vamos a ver que M es evanescente.

Por la Proposicién 3.6, nos queda que g(U(M)) C U(H) = 0, por ser H evanescente.
Por lo que U(M) C Ker(g) = Im(f) = N. Teniendo asi que U(M) es un submédulo de

un R-modulo evanescente, por lo que es también evanescente.

Hemos llegado a que U(M) es evanescente y unitario simultdneamente, por lo que
no queda otra que U(M) = 0, obteniendo asi que M es evanescente, como queriamos
probar. O

Proposicién 3.10 Sea M un R-mddulo. Entonces M/U(M) es un R-mddulo evanes-

cente.

Dem

Veamos esto por reduccion al absurdo. Supongamos que tenemos un R-moédulo M
tal que M/ U(M) no es evanescente, por lo que U(%) = X/U(M) # 0, con U(M)
C X C M. Basta entonces considerar la sucesién exacta corta 0 — U(M) — X —
X/U(M) — 0. Alser U(M) y X/U(M) unitarios, y ser la clase de R-médulos unitarios
cerrada para extensiones (Proposicién 3.2), obtenemos que X es unitario. Por lo que
obtenemos X C U(M), teniendo asi la doble inclusion, es decir, X = U(M), llegando
asi a una contradiccién, pues hemos dicho que X/U(M) # 0. O]

Proposicién 3.11 Sea M un R-mdédulo. Si Homg_yop(M,N) = 0 para todo N evanes-

cente, entonces M es unitario.

Dem

Vedmoslo por reduccion al absurdo. Supongamos que Hompg yvop(M,N) = 0 para
todo N evanescente y que M no es unitario. Al ser M no unitario, U(M) # M, por lo
que M /U(M) es no nulo.
Ademés, por la Proposicién 3.10, M/ U (M) es un R-médulo evanescente. Basta entonces

tomar la proyeccion habitual M — M /U(M), que es no nula, pues hemos dicho que
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M/U(M) # 0, lo que es una contradiccién con la hipétesis. O

A continuacién, vamos a definir el homomorfismo canénico que nos permitira carac-
terizar una clase de R-modulos, a los R-moédulos firmes, los cuales estudiaremos en

breve en este trabajo. Definimos el homomorfismo pup; como sigue:

Sea un homomorfismo f: Rx M — M, definido de la forma f(r,m) = rm para todo r
€ R, m € M. Es rutinario probar que este homomorfismo es bilineal. Tenemos entonces
que, por la propiedad universal del producto tensorial, existe un tinico homomorfismo

un tal que el siguiente diagrama conmuta:

R x M—— RRrM

s

M

de forma que puy(r®@gm) = f(r,m) = rm.

Veamos ahora unos resultados relacionados con esta aplicacion.

Proposicién 3.12 Un R-modulo M es unitario <= la aplicacion pys es sobreyectiva.

Dem
Supongamos primero que M es un R-moédulo unitario. Por lo tanto, M = RM, o lo
que es lo mismo, dado m € M, tenemos que m = Y rim; = um(> n®rm;) (para r; €

Ry m; € M), obteniendo asi que py es sobreyectiva.

Para ver el reciproco, supongamos que ) es sobreyectiva. Tenemos entonces que
dado m € M, existen r; € Ry m; € M tal que uy (Y n®rm;) = m. Pero, por la
definicion de gy, puv (X ni®@rmi) = > rym;. Por lo que obtenemos que M = RM. O

Definicion 3.13 Diremos que un R-modulo M es firme si la aplicacion py es un

isomorfismo.

Vamos a ver un resultado que nos da una condicién suficiente para saber cuando el
homomorfismo gy es un monomorfismo. Antes de ello, necesitaremos ver el siguiente

Lema.
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Lema 3.14 Dado un anillo R, la extension de Dorroh A = Zx R, M un R-mddulo por
la derecha y N un R-modulo por la izquierda. Entonces M@ N = M®grN, dado por el

isomorfismo TRy ~ rRy.

Dem
Por la definicién de M@, N, M@y N = ZM<N) /H donde H es el subgrupo generado
por:
<z+x,y> - <z, y> - <’ ,y>.
LLy+y'> - <xy> - <w,y’>.
<za,y> - <T,aYy>.
Para z, 2’ € M, y, y€ Ny a € A.

Del mismo modo, M®@gN = ZM*N /H’ donde H’ es el subgrupo generado por:
<z4x,y> - <xz,y> - <z’ y>.
<;y+y'> - <xy> - <z,y’>.
<xry> - <x,ry>.
Para z, 2’ € M, y, ye Ny r € R.

Por tanto, si vemos que H = H’, tendremos que M®@xN = M®gN. Veremos la
igualdad por doble inclusion. Que H’ C H es obvio. Veremos con més detalle que H C H’.

Ver que <z+z',y> - <x,y> - <z’,y> € H' y que <x,y+y > - <z,y> - <x,y’> € H’
es trivial. Prestaremos mas atencion a la prueba de que <za,y> - <x,ay> € H’.

Identificaremos a € A con (n,7), donde n € Z y r € R. Luego, <z(n,r),y> =
<zntxr,y> = <zn,y> + <xr,y>.

Como r € R, nos queda que <zr,y> = <z,ry>. También tenemos que <zn,y> =
n n

—
<+ ..+ 2y>=<x,y>+..+ <z2,y>=<z,ny>.

Con todo esto, <z(n,r),y> = <zntzry> = <zny> + <zry> = <z,ny> +
<z,ry> = <z,ny+ry> = <z,(n,r)y>. Teniendo asi que <z(n,r),y> - <z,(n,r)y> €
H’. Concluimos entonces que M®@a N = M®gN. O

Sabemos que, para grupos abelianos, se tiene que g(A®x M) = g M. Acabamos de
ver que gp(A®aM) = g(A®grM). Por tanto, tenemos también que r(ARgrM) = M.

Este ultimo isomorfismo nos sera de gran utilidad para probar el siguiente resultado.
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Proposicion 3.15 Si un R-modulo F es plano en R-MOD, entonces la aplicacion jip

es un monomorﬁsmo.

Dem

Sea la sucesién exacta corta 0 — R - A % A/R — 0, (en R-MOD) donde A =
Zx R (la extensién de Dorroh), ¢ es la inclusién y p la proyeccién canénica. Por ser F
un R-modulo plano, tenemos que la fila superior del siguiente diagrama es una sucesion

exacta corta

0 RopF T AopF—"5% A/R@rF—— 0

BN

F

donde « es un isomorfismo (por el comentario hecho justo antes de este teorema).
Ademaés, dado r € Ry z € F, nos queda r®x x (0,r)®@z ~ (0,r)-x = rz, por lo que
pur = aoip. Teniendo asi que el triAngulo conmuta.

Como i es un monomorfismo, « un isomorfismo y up = aoip, nos queda que up

es también un monomorfismo, justo como queriamos probar. O
Corolario 3.16 Todo R-mddulo plano y unitario es firme.

Dem

Es consecuencia directa de las Proposiciones 3.12 y 3.15. 0

3.2. Caracterizacion de los R-modulos firmes

Vamos a ver a continuacién una caracterizacion de los R-moédulos firmes, para ello,

introduciremos el siguiente concepto.

Definiciéon 3.17 Un R-mdédulo M es codivisible si, dada la sucesion exacta corta

0 N ) Gy 0

donde N es completamente de torsion, tenemos que para todo homomorfismo f: M — Z

existe un homomorfismo g: M — X tal que pog = f.

Teorema 3.18 Un R-modulo M es firme <= M es unitario y codivisible.
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Dem
Supongamos que M es firme. Esto implica que gy es un isomorfismo. Ya hemos visto

en la Proposicién 3.12 que si uy s un epimorfismo, entonces M es un R-médulo unitario.

Vamos a ver ahora que M es codivisible. Tomaremos la siguiente sucesion exacta
corta de R-MOD

donde N es completamente de torsion; y un homomorfismo f: M — Z. Aplicamos el
funtor R®g- a la sucesion anterior y obtenemos el diagrama conmutativo con filas

exactas

RRQRN— RQrX —— RQrZ—— 0

| | | |2

0— sN— " . x 2 7 .9

Como N es completamente de torsion, nos queda que uy = 0, pues RN = 0. Por lo
tanto, ux se factoriza por el conticleo RQr X — R®g Z, obteniendo asi el homomorfismo
h: RerZ — X de manera que ux = ho(1®p). Por la conmutatividad del diagrama,
pzo(1®p) = poux y se sigue que pzo(1®p) = poho(1®p) y pz = poh por ser (12p)
un epimorfismo, ya que la fila de arriba del diagrama es exacta.

Por otro lado, el homomorfismo f: M — Z induce 1®f: RQgM — R®grZ , asi
que obtenemos g: M — X como g = ho(1®f)o(un) ™!, la existencia de esta inversa
la podemos asegurar por la hipdtesis (uy es un isomorfismo). Debemos probar que f
— pog. Pero pog = poho(18f)o(jni) " = izo(18f)0(ni) . Como piz0(18f) = fopn,
nos queda pog = uzo(1®f)o(un) ™t = founto(pun) ™ = f, y obtenemos la igualdad que
buscabamos. Hemos probado asi que M es codivisible.

Vamos a probar el reciproco. Para ello, suponemos que M es un R-moédulo codivisible
y unitario. Por la Proposicién 3.12, ya tenemos que gy es un epimorfismo, asi que nos
queda ver que es un monomorfismo. Sea K = Ker(uy); dado > @ m; € K, serd Y- rimy
= 0. Entonces, para cada r € R tenemos (> ® m;) = r®@ > rnm; = 0, luego RK =

0 y K es completamente de torsiéon. Esto implica que la identidad 1y se factoriza a
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través de R®M, de forma que la sucesion 0 — K — RQrM — M — 0 es escindida.
Pero R®rM es unitario: si r®m € RRgrM, serd r@m = r@ > rnm; = Y, @ m; =
r(>n®@m) € R(RQrM), tenemos entonces que los generadores de R®g M pertenecen
a U(R@rM). Como K es sumando directo de Rog M, K ha de ser unitario; pero RK

=0, asi que K = 0y py es un monomorfismo. O
Corolario 3.19 Si L < M es unitario y M es firme, entonces M/L es firme.

Dem

Vamos a probar que M /L es firme viendo que es unitario y codivisible (Teorema 3.18).
Por hipdtesis, tenemos que L es unitario y M es firme (y por tanto unitario). Por la
Proposicién 3.2, tenemos que M /L es unitario. Veamos ahora que también es codivisible.
Sea 0 - N — X — Z — () una sucesion exacta corta con N completamente de torsion,

sea f: M /L — Z y consideremos el diagrama conmutativo con filas exactas

donde la existencia de g: M — X que cumple pog = for resulta al aplicar que M es firme
al homomorfismo for: M — Z. pog se anula en el submoédulo L por la conmutatividad
del cuadrado; por tanto g(L) C Ker(p) = N. Obtenemos pues que la restriccién de g
dara un homomorfismo L — N que ha de ser 0 puesto que N es evanescente. Esto
implica que g(L) = 0, luego g se factoriza a través del conticleo M /L. Obtenemos asi h:
M/L — X tal que g = hom. Ahora pohom = pog = for. Como 7 es un epimorfismo,
resulta que poh = f, lo que muestra que M /L es codivisible. 0

3.3. Cubiertas planas

Definicién 3.20 Sea M un R-mddulo y sea F' un R-mddulo plano (plano y unitario),
decimos que (F,p) es una cubierta plana (cubierta plana y unitaria) de M si se

verifica que:

1. Dado un R-mddulo plano (plano unitario) F’y q: F’ — M, existe un homomor-

fismo : F”— F que hace conmutar el siguiente diagrama:
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F7
J
q
F—esM—-10

2. Para cualquier homomorfismo p: F — F, que verifica que el siguiente diagrama

es conmutativo

F

Vb

se tiene que @ es un isomorfismo.

Todo R-médulo tiene cubierta plana (ver [BBE]). Vamos a ver, que ademés también

tiene cubierta plana unitaria.

Proposiciéon 3.21 Sea M un R-mddulo unitario. Entonces M tiene una cubierta plana

y unitaria sobreyectiva.

Dem
Dicha prueba se puede encontrar en [GFJ, Corollary C.4]. U

Teorema 3.22 Sea M un R-modulo. Entonces M tiene cubierta plana unitaria.

Dem

Dado M, basta tomar la cubierta plana unitaria de U(M), (F,p). La cual existe,
como hemos visto en la Proposicién 3.21. Luego tenemos que (F,iop) es cubierta plana
unitaria de M, donde i: U(M) < M es la inclusién. O

3.4. El funtor D

Dado un R-médulo M, podemos construir el siguiente R-médulo firme: témese pri-
mero p: F'— U(M) una cubierta plana y unitaria de U(M). Sea K = Ker(p), y tomemos
M’ = F/U(K). Como en el caso de las envolturas inyectivas, podemos fijar una cubierta
unitaria plana de U(M) y entonces el R-médulo M’ esta determinado de modo tnico.

Este R-mé6dulo serd D(M). Ver que D(M) es firme es sencillo, pues por el Corolario 3.16,
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tenemos que F' es firme, y por el Corolario 3.19 nos queda que F/U(K) = D(M) es firme.

Denotamos por R-Mod la subcategoria plena de R-MOD cuyos objetos son los
modulos firmes. Debemos ver que podemos definir un funtor D: B-MOD — R-Mod que

actia de ese modo en objetos. Habra ahora que ver como actia sobre los homomorfismos.

Proposicién 3.23 Sea f: M — N un homomorfismo de R-MOD, y consideremos f;:
U(M) — U(N) su restriccion a los submddulos unitarios (Proposicion 3.6). Existe un

homomorfismo g: D(M) — D(N) que hace conmutativo el diagrama

D(M) —*~ D(N)

S

v(M) L U(N)

Dem
Usamos primero las cubiertas planas Fy — U(M), Fy — U(N) para obtener un

cuadrado conmutativo:

F—" R

L,

v(M) - Ul

h se restringe a un homomorfismo entre los nicleos K1 — K4 de las cubiertas, que son
ademas sobreyectivas. Esa restriccion se restringe a su vez a los submoédulos unitarios

U(K,), U(K3), dando un diagrama conmutativo

U(Ky) —L U(K,)

L,

" R

y se induce asi como de costumbre un homomorfismo sobre los cocientes D(M) y D(N),

lo que da un nuevo cuadrado conmutativo
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Iy Fy

I

D(M) 2~ D(N)

Obtenemos entonces el diagrama con filas exactas

FiJU(K,) Fi/K,
. i
b lh2 |
Fy U(N)

FQ/U Kg) FQ/KQ

en que el cuadrado de la izquierda es conmutativo; por ser o un epimorfismo, también

el cuadrado de la derecha es conmutativo, lo que prueba el enunciado. 0

Se deduce de aqui que, dado un homomorfismo f: M — N en R-Mod, existe un
homomorfismo ¢g: D(M) — D(N) de manera que el diagrama

D(M)—— M

|

D(N)——=N
es conmutativo.

Debemos definir el homomorfismo candnico py: D(M) — M. Suponemos elegida
una cubierta plana unitaria de U(M), lo que dard p: FF — U(M) — M. Si K =
Ker(p), tomamos F/U(K) como D(M) y se obtiene el homomorfismo D(M) — M que

denotaremos como py;. Se tiene:

Proposiciéon 3.24 FEl nicleo y el conicleo de pyr son modulos evanescentes.
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Dem

Dada la cubierta plana unitaria p: F' — M cuya imagen es U(M)(Teorema 3.22),
tenemos el isomorfismo inducido U(M) = F/K siendo K, como antes, el nicleo de p.
El homomorfismo p admite entonces la factorizacion ¥ — F/U(K) — F/K = U(M)
— M,y como F/K = (F/U(K))/(K/U(K)), el nticleo de py: F/U(K) — U(M) =
F/K — M seré isomorfo a K/U(K), que es evanescente por la Proposicién 3.10.

Por otro lado, como la imagen de p es U(M), también es U(M) la imagen de py:
FJU(K) — M. Asi que el conticleo de py es isomorfo a M/ U(M), que de nuevo es

evanescente (Proposicion 3.10). O

Ya hemos visto que, dado un homomorfismo f: M — N, existe un homomorfismo g¢:

D(M) — D(N) tal que fopy = pnog. Vamos a ver ahora que ¢ es tnico.

Proposicién 3.25 Sea f: M — N, el homomorfismo g: D(M) — D(N) que hace

conmutar al diagrama

D(M) 2
g f
es unico.
Dem

Vamos a verlo por reduccién al absurdo. Supongamos que existen dos homomorfismos
distintos, ¢’, ¢”: D(M) — D(N) tal que fopy = pnog’ v fopm = pnog”. Restando
estas igualdades, obtenemos que pno(g’ - g”) = 0. Nos queda entonces que el siguiente

diagrama es conmutativo

D(M) - M

o
/g”

K/ UK} == D(N) 55—~ N

~

ya que hemos visto en la demostracién de la Proposicién 3.24 que K/ U(K) es el nicleo
de D(N), donde K = Ker(p), siendo p: F' — U(N) una cubierta unitaria plana de U(N).
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Como pno(g’ - ¢7) = 0, podemos factorizar por el niicleo, obteniendo la existencia de
un homomorfismo a: D(M) — K/U(K) que hace conmutativo el anterior diagrama.
Pero, por ser D(M) unitario y K/U(K) evanescente, tenemos por la Proposicién 3.7
que o = 0. Entonces, como tenemos que ¢’ - ¢” = Ker(pn)oa, nos queda que ¢’ - ¢” =
Ker(pn)o0 = 0. Luego g’ = ¢”. Llegando asi a una contradiccién al suponer que existen

dos homomorfismos distintos que hacen conmutar el diagrama del enunciado. O

Si el R-médulo M es firme, entonces py es un isomorfismo, basta tomar la cubierta
plana unitaria de M, (F,p) (la cual hemos visto que siempre existe en el Teorema 3.22),
considerar K = Ker(p) y tomar la sucesién exacta corta 0 — K — F — U(M) —
0. Al ser F plano unitario, nos queda que F' es firme (Corolario 3.16). Como M =
F/K, tenemos que F'/K es firme, y por [GFJ, Proposiciéon 2.19], obtenemos que K es
unitario, o lo que es lo mismo, K = U(K). Obteniendo asi que D(M) = F/U(K) =

F/K = M, llegando asi al isomorfismo deseado.

La propiedad anterior (de existencia y unicidad del homomorfismo D(M) — D(N)
inducido por M — N) permite definir D(f): D(M) — D(N) como el tinico homomor-
fismo tal que fopy = pnoD(f).

Vamos a ver que, efectivamente, D es un funtor.
Proposicion 3.26 Dados f € Hompg yop(M,N), g € Homg ymop(N,H), se verifica:
1. D(gof) = D(g)oD(f).

2. D(1y) = Ipm.

Dem
1
D(M) 2L m D(M) 2L m D(N) X N
iD(QOf) gof J{D(f) Lf J{D(g) lg
D(H) ™M~ H D(N) N N D(H) 2 |

Por definicién, D(gof), D(f) y D(g) son los tinicos homomorfismos que hacen
conmutar los diagramas anteriores. Pero, componiendo los dos diagramas de la derecha,

nos queda:
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D(M)

m@%‘?%i

=y
.

donde claramente este tltimo diagrama es conmutativo al ser los diagramas de D(f) y

D(g) conmutativos. Comparando este diagrama con el de D(gof), por la unicidad de
D(gof), nos queda que D(gof) = D(g)oD(f).

2.
Basta observar los siguientes diagramas, el de la izquierda es conmutativo por

definicién, y el de la derecha es obvio que es conmutativo

D(M)—— M D(M)——=M
iD(lM) ilM J(ID(M) llM
D(M) —= M D(M)——= M
Por la unicidad de la definiciéon de D, nos queda que D(1y1) = Ipaw. O

3.5. La adjuncién D I j

Llamaremos j: R-Mod — R-MOD al funtor de inclusién. Por otro lado, tenemos D:
R-MOD — R-Mod. Se verifica:

Proposicion 3.27 El funtor D es adjunto por la derecha del funtor j.

Dem
Vamos a ver a continuacion que el funtor D es adjunto por la derecha del funtor j.
(D FJ).

R—MOD R — Mod
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Sean M € R-Mod y N € R-MOD.

HomR_Mod(M,D(N)) T HomR_MOD(j(M),N)

[~y o f

es decir, 7(f) = pnof, donde px: D(N) — N en R-MOD. La distributividad de la

composicion respecto de la suma prueba que cada 7 es un homomorfismo.
Veamos que T es biyectiva y que es natural en las dos variables.

T es inyectiva

Sean f, g: M — D(N) en R-Mod. Vamos a probar que si 7(f) = 7(g), entonces f = g¢.

Si 7(f) = 7(g), entonces pyof = pnog. Nos queda entonces que pyo(f - g) = 0. Es
decir, (f - ¢g) anula (por la derecha) a py, luego se factoriza a través del nicleo de py;,

quedandonos el diagrama conmutativo siguiente

M—T pny NN
J/a %N)
K/ U(K)

donde K = Ker(p), siendo p: F — U(N) una cubierta unitaria plana de U(N).

Por la Proposicién 3.10, tenemos que K/U(K) es evanescente. Ademds, como M €
Ob(R-Mod), M es unitario. Por la Proposicion 3.7, nos queda que a = 0. Por lo tanto,
f - g9 = Ker(py)oa = Ker(pn)o0 = 0. Obteniendo asi que f = g, y por consiguiente

que 7 es inyectiva.

T es sobreyectiva
Sea ahora f: M — N considerada en R-MOD (con M € R-Mod). Entonces, D(f): D(M)
— D(N) verifica que fopy = pxoD(f) = 7(D(f)). Como 7(D(f)opn™") = pnoD(f)opn™
= fopmopm ! = f. Obtenemos que 7 es sobreyectiva.
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Naturalidad en la 1%variable
Si fijamos N = Tenemos 2 funtores R-Mod — Sets.

HomR_MOD(j(?),N): R-Mod — Sets

Sets

Hompgamop(5(7),N) : R— Mod

MW/VVV\) HomR_MOD(j(M), N)

HOmR_MOd (7,D(N))

R— Mod Sets

M~~~ Hompniod (M, D(N))

y tenemos una coleccién de homomorfismos en Sets.
Sea 7n:= (Tmn: Homptoa(M,D(N)) — Hompaion (j(M),N)wm e ob(r-Mod)
Sabemos que, naturalidad en la 1* variable <= 7x es una transformacién natural.
Veamos que Hompg yoq(?7,D(N)) — Hompaiop(j(7),N).
Sea ¢: My — My homomorfismo en R-Mod.

Queremos ver que el siguiente diagrama es conmutativo.

TM;1,N .
HomR-Mod(Mla D<N)) - HOmR-MOD(J(M1)> M
Homy1o4-p (¢, D(N)) Homyop-p (i (#),N)
Mg, N

Hompoa(Ma, D(N))

Hompgvop(j(M2), N)

Para verlo, debemos ver que el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier f:
My — D(N)
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fop~rrrr~spyofop

?

pxo fop

|

f~~rrrrspno f
Obviamente es conmutativo, por lo que obtenemos asi la naturalidad de la 1#variable.

Naturalidad en la 2®variable

La naturalidad de la segunda variable se ve de forma andloga a la primera. Por ello, la

veremos con menos detalle.

Fijado M € Ob(R-Mod), y dada ¢: N; — No, vamos a ver que el siguiente diagrama

es conmutativo

TM,N )
HomR-Mod(MaD<N1)> - HomR-MOD(](]W)aN1>
Homp \od(M,D (%)) Homp nop (5(M),%)
TM,Ny

Hom g ytoa(M, D(Ny)) Homp.nop (j(M), Na)

Para verlo, debemos ver que el siguiente diagrama es conmutativo para cualquier f:
M — D(N,)

I N O f

f
l é
Yopx, o f

?

D(y) o f~~r~rrrspr, 0 D(¢) 0 f

Para ver que se da esa igualdad, basta comprobar que 1 o px, = pn,0D(9)). Pero,

es obvio que esto se da mirando el siguiente diagrama (Por la definiciéon de D).
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Ny Ny

leT D(e) pNQT
D(N1) —= D(N>)

Luego, hemos probado que el diagrama es conmutativo, y por tanto también lo son los

anteriores. Obteniendo asi la naturalidad en la segunda variable.
Con todo esto, hemos probado que D es un funtor adjunto por la derecha de j. [

La adjuncién nos permite de nuevo deducir propiedades del funtor D y de la inclusién
j. Asi, D es exacto por la izquierda y conserva productos, mientras que el funtor de
inclusion j es exacto por la derecha y conserva coproductos. En particular, j conserva
epimorfismos y coproductos finitos. Por lo tanto, si f: M — N es un epimorfismo en la
categoria de modulos firmes R-Mod, también es epimorfismo en R-MOD, quedandonos
que f es sobreyectiva. Luego los epimorfismos de R-Mod son los homomorfismos de
R-moédulos sobreyectivos. También, dados My,...,M, R-moddulos firmes, la inclusion
aplicada a su coproducto en R-Mod dara el coproducto en R-MOD; es decir, la suma
directa finita (usual) de médulos firmes es el coproducto en R-Mod, y lo mismo se tiene
para el producto. Igualmente, la suma directa (incluso infinita) de médulos firmes es el
coproducto en R-Mod. Como R-Mod es subcategoria plena de R-MOD, la composicién
de homomorfismos es distributiva respecto a la suma y la categoria R-Mod es aditiva;

el objeto 0 es el médulo trivial. Los funtores j y D son también funtores aditivos.

3.6. Propiedades de la categoria R-Mod

Ya hemos visto que los epimorfismos son los homomorfismos sobreyectivos. Como j
conserva contcleos, también los contcleos de R-Mod son los conticleos tomados como

R-modulos generales.

Proposicién 3.28 Un homomorfismo f: M — N en la categoria R-Mod es un mono-

morfismo si y solo si su nicleo K (en R-MOD) es evanescente.

Dem
Sea f: M — N monomorfismo en R-Mod y supongamos que K = Ker(f) no es
0
evanescente. Por lo que U(K) # 0. Tomemos el homomorfismo p: D(U(K)) o,

U(K) — K — M. Como py k) es sobreyectivo, nos queda que p: D(U(K)) — M es
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no nulo; sin embargo, fop = 0, luego f no es un monomorfismo, contradicciéon con la

hipétesis al suponer que K no es evanescente.

Para ver el reciproco, sea K = Ker(f) (en R-MOD) un R-mo6dulo evanescente.
Supongamos que existe un homomorfismo ¢g: X — M en R-Mod tal que fog = 0.
Pasando a R-MOD, tenemos que g se puede factorizar a través de K, obteniendo que
existe un homomorfismo a: X — K tal que g = ker(f)oa. Pero, al ser X firme (y por
tanto unitario) y ser K evanescente por hipétesis, nos queda por la Proposicion 3.7
que a = 0, o lo que es lo mismo, g = ker(f)oa = ker(f)o0 = 0. Asi que f es un

monomorfismo. O

Proposiciéon 3.29 Sea f: M — N un homomorfismo de la categoria R-Mod, y sea
u: K — M niicleo de f en R-MOD. Entonces uopyk: D(K) — M es nicleo de f en la
categoria R-Mod.

Dem

Como fou = 0, tenemos que fouopg = 0. Ademas, como u es un monomorfismo en
R-MOD, el niicleo en dicha categoria de uopgk es el niicleo de pk, el cudl es evanescente,
como ya hemos visto en la Proposicion 3.24. Luego, por la Proposiciéon 3.28, uopk es
un monomorfismo.
Sea ahora g: X — M homomorfismo en R-Mod tal que fog = 0. Debemos ver que
g se factoriza a través de uopk para completar la demostracién. Vamos a verlo. Por
hipétesis, existe h: X — K en R-MOD tal que uoh = ¢ (pues u es el nucleo de f en
R-MOD). Esto dard D(h): D(X) — D(K) con la propiedad hopx = pxoD(h). Como px
es un isomorfismo (pues X € Ob(R-Mod)), podemos escribir i = pgoD(h)opx *. En-

tonces, g = uoh = uopgoD(h)opx ™t = (uopk)o(D(h)opx '), como querfamos probar. [

De este modo vemos que R-Mod es una categoria aditiva con niicleos y conticleos.

Veamos a continuacion que también tiene productos.

Proposicion 3.30 Sea {M;}; ¢ ; una familia de R-mddulos firmes, y sea M, junto
con las proyecciones p;: M — M;, su producto en R-MOD. Tomemos m;: D(M) — M;
como los homomorfismos ; = p;opy. Entonces D(M) con los homomorfismos m; es un

producto de la familia {M;}; ¢ 1 en la categoria R-Mod.

Dem
Sea X € Ob(R-Mod) con los homomorfismos g;: X — M;. Queremos obtener un

homomorfismo h: X — D(M) que sea tnico con la propiedad mjoh = ¢; para todo
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indice 7 € I. Considerando los objetos y los homomorfismos en R-MOD, sabemos que
existe t: X — M tnico tal que p;ot = ¢g; para cada 7 € L

Aplicando el funtor D, obtenemos D(#): D(X) — D(M) tal que pyoD(t) = topx. Al ser
X € Ob(R-Mod), px es un isomorfismo, y podemos hacer ¢ = pyoD(t)opx~t. Tomemos
ahora h: X — D(M) como h = D(t)opx!. Veamos que h cumple las propiedades

requeridas.

! = piotopxopx ' = piot = g, como

queriamos ver. Falta comprobar la unicidad de h. Veamosla por reduccién al absurdo.

Para cualquier ¢ € I, mjoh = pjopyoD(t)opx™

Supongamos que existe otro homomorfismo h’: X — D(M) que verifica mjoh’ = g;.
Entonces, pjopyoh’ = g; = piot. Asi pyoh’ = ¢ por la unicidad de t. Luego pyo(h’opx)
= topx. Por la definicion del funtor D se tiene que D(t) es el inico homomorfismo que
cumple topx = pyoD(t), luego h'opx = D(t), queddndonos que b’ = D(t)opx ™t = h,
probando asi la unicidad de h. 0

En [GFJ, Capitulo 3] se ve que los monomorfismos en R-Mod no son necesariamente
nucleos, lo que hace que la categoria R-Mod no sea, en general, abeliana. Sin embargo,
cumple todas las demas condiciones y los epimorfismos son conticleos como ya hemos
visto. Alli se dan las condiciones para las que la categoria es abeliana, y condiciones

para que un monomorfismo sea un ntcleo, asi como ejemplos de los diferentes casos.






Capitulo 4

Relaciones entre Mod-R y R-Mod

4.1. Bimoddulos y funtores

Definicion 4.1 Sean R, S anillos y M un grupo abeliano que tiene una estructura
de R-mddulo (general) por la izquierda y otra de S-mddulo por la derecha. M es un
R-S-bimodulo si se cumple

(rx)s =r(zs)

para cada v € M, re Ryse S.

Cuando M es un R-S-bimddulo, los grupos abelianos Homg yop(M,X) para X €
R-MOD (respectivamente, Homyiop.s(M,Y) para Y € MOD-S) tienen estructura de
S-moédulo (general) por la izquierda (resp., de R-mé6dulo por la derecha). Andlogamen-
te, LOr M, M®sH tienen estructuras de S-médulo por la derecha, R-mddulo por la
izquierda respectivamente (para L € MOD-R, H € S-MOD).

Las propiedades de adjuncién de los funtores Hom y producto tensorial son conocidas
para las categorias de modulos sobre anillos con identidad. Como las categorias R-
MOD, MOD-S; etc. Son equivalentes a dichas categorias sobre anillos con uno, esas

adjunciones siguen valiendo. De modo especifico, dado un R-S-bimédulo M, se tiene:

1. El funtor M®g-: S-MOD — R-MOD es adjunto por la izquierda del funtor
HOHIR_MOD(M,—>S R-MOD — S-MOD.

2. El funtor -@gM: MOD-R — MOD-S es adjunto por la izquierda del funtor
Homyiop.s(M,-): MOD-S — MOD-R.
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3. El funtor contravariante Homg vop(-,M): B-MOD — MOD-S es adjunto por la
izquierda (cuando lo tomamos como funtor covariante de R-MOD en la categoria
opuesta de MOD-S) del funtor Homyop_s(-,M): (MOD-S)? — R-MOD.

Nosotros vamos a considerar una clase especial de bimédulos para las categorias de

modulos sobre anillos generales.

Definicién 4.2 Dados los anillos R,S, un R-S-bimédulo M se llamard un
R-S-f-c-bimddulo si es Mg cerrado y gk M firme.

Los funtores definidos por R-S-f-c-bimédulos tienen las siguientes propiedades.

Proposiciéon 4.3 Sea M un R-S-f-c-bimddulo. Entonces:

1. Para todo Y € MOD-S, se tiene que Hompop.s(M,Y) es un R-mddulo por la

derecha cerrado.

2. Para todo H € S-MOD, se tiene que M ®g H es un R-maodulo por la izquierda

firme.

3. Para todo X € R-MOD, se tiene que Hompg pop(X,M) es un S-mddulo por la

derecha cerrado.

Dem

Vamos a probar 1. Consideramos el homomorfismo canénico de R-mddulos por la de-
recha Homyop.s(M,Y) — Homyop.r(Rr,Homyop.s(M,Y)) = Homyop.s(RRrM,Y)
=~ Homyop.s(M,Y), y comprobamos que la composicién da la identidad. Dado f: M
— Y, le corresponde el homomorfismo R — Homyop.s(M,Y) que lleva r a fr: M —
Y. El siguiente isomorfismo es el de la adjuncién; llegamos al homomorfismo RQgr M —
Y en el que r®z va a fr(z) = f(rz). Finalmente, usamos el isomorfismo RQM = M
para tener que el homomorfismo final lleva u € M, que sera u = Z rz; a f (Z L) =

f(u). Asi se obtiene efectivamente f. Esta identidad prueba el isomorfismo buscado.

Veamos ahora 2. Basta probar que RQr(M®sH) Z(RRrM)®sH = M®sH. El
primer isomorfismo viene dado por la asociatividad del producto tensorial. El segundo

isomorfismo ya lo hemos probado en el capitulo 3.

Para probar 3, hay que ver que el homomorfismo canénico Aom , yop (x,m): Hom govon (X, M)
— Hompyop_s(S,Hom g vop (X, M)) es un isomorfismo. Lo que implicard que Hom g yop (X, M)
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es un S-moédulo por la derecha cerrado por el Teorema 2.38. Usaremos el isomorfismo
canénico Ay: M — Homyop.s(S,M) que se tiene por ser Mg cerrado. Encontramos el
isomorfismo inverso de Atom \op(x,m) dando, para cada o: S — Hompg mop (X, M) el

correspondiente homomorfismo F(a) = h: X — Hompyop.s(S,M) M A dado por

h(z)(s) = a(s)(z).

Vamos a probar que, efectivamente, i es un homomorfismo.

Sean .y € X, s € 5. h(z+y)(s) = a(s)(z+y) = als)(z)+als)(y) = h(z)(s)+h(y)(s) =
(h(z)+h(y))(s).

Sean ahora z € X, r € R, s € S. Por un lado, h(rz)(s) = a(s)(rz) = r(a(s)(z)). Por

otro lado, r(h(z))(s) := r(a(s)(z)). Luego, h es un homomorfismo de R-médulos por

la izquierda.
Queda entonces ver que FoAtom, vop (X,1) Y Mom s aon(X,m)OF son iguales a la identidad,

lo cual no haremos pues, si bien la prueba se sigue por definicion, es bastante tediosa.
O

Nota 4.4 FEn esta seccion, salvo que se diga explicitamente lo contrario, M serd un
R-S-f-c-bimaddulo.

Estas propiedades nos permiten definir los siguientes funtores, andlogos a los del
caso de anillos con identidad. Se trata de los mismos funtores dados antes de la
Definicién 4.2, donde la segunda categoria esta restringida a la de los médulos firmes o

cerrados, segun el caso.
1. T1 = M®s-: S-MOD — R-Mod.
2. H, = Homyop.s(M,-): MOD-S — Mod-R.
3. @1 = Homgyiop(-,M): R-MOD — Mod-S
Se deducen entonces las adjunciones siguientes.

Proposicién 4.5 En la situacién anterior, consideramos los funtores de inclusion js*:
Mod-S — MOD-S, jr?: Mod-R — MOD-R vy jr‘: R-Mod — R-MOD. Se tiene:

1. El funtor T; es adjunto por la izquierda del funtor compuesto jr' sequido de
Hompg_yop(M,-): R-MOD — S-MOD, que llamaremos Ha.

2. El funtor H, es adjunto por la derecha del funtor compuesto jr? sequido de - pM:
MOD-R — MOD-S, que llamaremos Ts.
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3. El funtor @Q; (tomado como funtor covariante R-MOD — (Mod-S)?) es adjunto
por la izquierda del funtor compuesto (js* )P sequido de Hompyop-s(-,M): MOD-S

— R-MOD, que llamaremos Q)2 (de nuevo tomando este funtor como covariante).

Dem
Se obtienen inmediatamente por las adjunciones indicadas justo antes de la Proposi-
cion 4.2. Por ejemplo, la adjuncién 1. de dicha lista implica la existencia de isomorfismos

naturales
Hompvop(M®sX,Y) = Homg vop (X, Hompg pmop(M,Y))

y, restringidos a los médulos Y € R-Mod, obtenemos que Hompg poq(M®sX,Y) =
Homg yop (X,Hompg_poa( M, Y)), que son exactamente los isomorfismos que demuestran

la adjuncién 1. de nuestro enunciado. Los demas casos son analogos. 0

Una pequena variante de lo anterior nos dara finalmente las adjunciones para
funtores entre las categorias de modulos firmes y cerrados, que extienden de forma

natural las conocidas para anillos con identidad.

Proposicién 4.6 En la situacién anterior (y anadiendo el funtor de inclusion js*:
S-Mod — S-MOD), los funtores

Tyojs', Hiojs*, Qiojrt

son adjuntos (el primero y tercero por la izquierda, el sequndo por la derecha)

respectivamente de los funtores
DgoHy, LsoTs, DroQ)s

(D, L representan los funtores candnicos de los capitulos anteriores, sobre S-mddulos

o R-mddulos segin el subindice).

Dem

Es consecuencia de la Proposicién 4.5; por ejemplo, en el primer caso js' es adjunto
por la izquierda del funtor canénico Dsg, luego la composicion T';0js! es adjunto por la
izquierda de DgoH4 por la Proposicién 4.5 y por ser la composiciéon de adjunciones

una adjuncién. O

En definitiva, las adjunciones para las categorias de modulos firmes y cerrados

quedan asi:
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M®s-: S-Mod — R-Mod 4 D(Homg yjoq(M,-)): R-Mod — S-Mod
L(-®rM): Mod-R — Mod-S 4 Homyeq.s(M,-): Mod-S — Mod-R

HOHlR_MOd<-,M)I R-Mod — Mod-S - D(HomMOd_S(—,M)): Mod-S — R-Mod
Estas adjunciones implican por las propiedades generales de los adjuntos lo siguiente:

Corolario 4.7 Sea M un R-S-f-c-bimaodulo. El funtor M@g- : S-Mod — R-Mod con-
serva conticleos y sumas directas (recuérdese que las sumas directas de médulos firmes
son firmes). El funtor Hompypeq.s(M,-): Mod-S — Mod-R conserva nicleos y productos
(el producto de cerrados es cerrado). El funtor contravariante Hompg poa(-,M): R-Mod
— Mod-S transforma contcleos en nicleos y sumas directas de modulos firmes en

productos de maodulos cerrados.

Dem
Todas los resultados son inmediatos por las propiedades de las adjunciones en

categorias aditivas con nucleos y conticleos, productos y coproductos. O

Nos interesard especialmente el siguiente caso particular. Sabemos que Q/Z es un
cogenerador inyectivo de la categoria Z-Mod de grupos abelianos. Si M es un R-médulo
por la izquierda firme, tenemos que M es un R-Z-f-c-bimédulo. Por la Proposiciéon 4.3
(1), tenemos que Homgz(M,Q/Z) es un R-mddulo cerrado por la derecha. Este médulo
se llama el médulo de caracteres de M y se denota M ™. La construccion del médulo

de caracteres es funtorial. Esto es:

Proposicién 4.8 FExiste un funtor contravariante C: R-Mod — Mod-R de modo que
C(M) = M*. Ademds, C es un adjunto por la izquierda (considerdndolo como funtor

covariante del modo usual).

Dem

Como ya hemos visto, definimos C(M) = M*. Por otro lado, dado un homomorfismo
g: M — N en R-Mod, obtenemos ¢*: Nt — M™ aplicando el funtor contravariante
Homyz(-,Q/Z) a ¢. En principio, el homomorfismo resultante es un homomorfismo de
grupos abelianos. Pero ademas, es también un homomorfismo de R-méddulos, pues,
dado cualquier homomorfismo de Z moddulos fo: N — Q/Z, se define C(g)(f2) =
gt (f2):= fa0g. Al ser g* la composicién de un homomorfismo de Z-mddulos seguido

de un homormorfismo de R-médulos, nos queda que es también un homomorfismo de
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R-médulos. Las propiedades de funtor se siguen entonces de modo directo.

C es adjunto por la izquierda del funtor C’: Mod-R — R-Mod que se define sobre
objetos de este modo: C’(N) = D(Homgz(N,Q/Z)). La condiciéon de que estos funtores

son adjuntos es de nuevo directa. 0

Como consecuencia, el funtor C (médulo de caracteres) transforma conticleos en

nicleos y sumas directas en productos.

4.2. Mobdulos inyectivos y médulos planos

Algunos de los resultados méas notables que relacionan las categorias de modulos
por la derecha y por la izquierda sobre un anillo unitario son las que dan la conexién
entre modulos inyectivos por un lado y planos por el otro. Veremos en esta seccién que
estas propiedades se mantienen (con una cuidadosa elecciéon de las categorias) en el

caso de los anillos generales.

Definicién 4.9 Sea S un anillo, Mg un S-maodulo por la derecha cerrado. Decimos que
Mg es inyectivo cuando el funtor Homp.q.s(-,M) de Mod-S en la categoria de grupos
abelianos lleva sucesiones exactas cortas a sucesiones exactas cortas (es decir, es un

funtor ezacto).

De acuerdo con la Proposicién 4.6, el funtorHomyeq.5(-,M) es un adjunto por la
derecha (en este caso R = Z y Dg es la identidad en grupos abelianos), pero considerado
de la categoria opuesta de Mod-S en la de grupos abelianos. Luego lleva conticleos a

nucleos. Asi, dada una sucesion exacta corta

0—-X—-Y—>272—-0

en Mod-S, obtenemos una sucesion exacta de grupos abelianos
0— HomMod_S(Z,M) — HomMOd_S(Y,M) — HomMod_S(X,M)

Por tanto, Mg es inyectivo si y solo si Homyeq.s(-,M) transforma cada monomorfis-

mo f: X — Y en una aplicacién sobreyectiva de grupos abelianos. Concretamente:

Proposiciéon 4.10 Sea Mg un S-mddulo cerrado. Mg es inyectivo si y solo si pa-
ra cada monomorfismo f: X — Y de Mod-S, el homomorfismo de grupos inducido
Hompoa.s(Y,M) — Hompoq.s(X, M) es sobreyectivo.
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Dem

Se deduce de lo comentado tras la Definicién 4.9. L]

En forma de diagrama, la condiciéon de ser Mg inyectivo consiste en que para cada

diagrama con fila exacta

0—X——Y

|

M

existe un homomorfismo ¢g: ¥ — M que lo completa de modo conmutativo.

Los inyectivos de Mod-S pueden identificarse de forma sencilla.

Proposicién 4.11 Sea Mg cerrado. Se tiene que Mg es inyectivo si y solo si Mg es

inyectivo en la categoria MOD-S.

Dem

Sea Mg cerrado e inyectivo en MOD-S y sea f: X — Y un monomorfismo de la
categoria Mod-S. Como ya se vio en la Proposicion 2.55, f es también un monomorfismo
de MOD-S. Dado h: X — M, existirda por tanto ¢g: ¥ — M de modo que goh = f, de

forma que Mg es inyectivo en Mod-S.

Reciprocamente, supongamos que Mg es inyectivo en Mod-S y sea f: X — Y un
monomorfismo en MOD-S, sea h: X — M. Por la adjunciéon del funtor L, obtenemos
hy: L(X) — M de modo que hjoex = h. L(f): L(X) — L(Y) es un monomorfismo
de Mod-S, ya que L es exacto, como vimos en la Proposicion 2.62. Usando ahora la
propiedad de que Mg es inyectivo en Mod-S, obtenemos ¢;: L(Y) — M tal que gioL(f)
= hy. Tomemos g: Y — M como g = gjoey. Como eyof = L(f)oex, resultard gof =

groeyof = gioL(f)oex = hjoex = h. Lo que muestra que Mg es inyectivo en MOD-S. [J

Corolario 4.12 Para todo Mg € Mod-S existe un inyectivo E € Mod-S y un mono-
morfismo M — E. Fs decir, Mod-S tiene suficientes inyectivos.

Dem
Dado Mg cerrado, su envoltura inyectiva £ en MOD-S es libre de torsién (como ya
vimos en la Proposicién 2.35). Por tanto E es cerrado, M — E es un monomorfismo

de Mod-S, y F es inyectivo en Mod-S por la Proposicion 4.11 O
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Definicién 4.13 Dado un anillo S, diremos que E € Mod-S es un cogenerador
inyectivo de Mod-S si E es inyectivo y para todo M € Mod-S, existe un conjunto I y

un monomorfismo de la forma M — E'.
A continuacion, vamos a ver una condicion relacionada con la definiciéon precendente.

Proposicién 4.14 Sea E € Mod-S, E inyectivo. Si para todo M € Mod-S, con M # 0

se tiene que Homypa.s(M,E) # 0, entonces E es un cogenerador inyectivo.

Dem

Veamoslo por reduccion al absurdo. Supongamos que F no es un cogenerador inyec-
tivo. Por lo que existe un homomorfismo ¢ de forma que 0 # K 5> M % EHomMod-s(M.5)
que actta del siguiente modo: ¢(z):=(0,...0,a(z),0,...,0), donde la componente no nula
se encuentra en la a-ésima posicion, ¢ € K, el niicleo de ¢, el cual tenemos que es no
nulo pues hemos supuesto que E no es un cogenerador inyectivo, 7 es la inclusion y «
€ Homyjoq.s(M,E).

Por hip6tesis, Homyoq.s5(K,E) # 0, pero, como K es el niicleo de ¢, nos queda que
o(z) = 0 para todo z € K, porque K — F se puede extender a un homomorfismo a:

M — FE, llegando asi a una contradiccion. Il

A partir de la Proposicién 4.14. vamos a probar que la categoria Mod-S tiene un

cogenerador inyectivo.

Proposicion 4.15 Dado un anillo S. La categoria Mod-S tiene un cogenerador inyec-

tivo.

Dem
Sean {[;}; ¢ s ideales de S tal que S/I; son libres de torsién para todo j € J.
Definimos [[;c; £(S/1;) = Eo.

Sea M € Mod-Sy z € M (z #0). Por lo que el siguiente diagrama es conmutativo:

o

S ———— S/ann(zx)

iﬂ 7

E(S/ann(z))

Jo

Eyg
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donde 7; es la inclusion.
Por lo que nos queda que el siguiente diagrama conmuta, por ser Fg inyectivo:

ngM

“

Ey

donde iy es la inclusion.

Obteniendo asi que Homyyoq.s(M,Ey) # 0. Por la Proposicién 4.14, obtenemos que

Ey es un cogenerador inyectivo. O
También todo S-mddulo cerrado posee una envoltura inyectiva en Mod-S.

La caracterizacion de los inyectivos dada por el criterio de Baer tiene también su

version en nuestra situacion.

Proposicién 4.16 Sea Mg un S-modulo cerrado. Mg es inyectivo si y solo si cada
homomorfismo f: I — M (donde I es un ideal por la derecha saturado de S) se extiende

a un homomorfismo S — M.

Dem
Si Mg es inyectivo, sabemos que es inyectivo en MOD-S por la Proposicion 4.11,

asi que cada homomorfismo f: I — M se extiende a S.

Para el reciproco, suponemos la condicién y tomamos un homomorfismo f: J —
M donde ahora J es un ideal por la derecha arbitrario de S. Si J¢ es la saturacion de
J en S, el homomorfismo f se extiende a fq: J¢ — M dado que J¢/J es de torsion y
M es T-inyectivo. Por la hipétesis, f; se extiende a un homomorfismo S — M que

obviamente es una extension de f. O

Pasemos ahora a considerar médulos planos en R-Mod.

Definicion 4.17 Sea R un anillo, gM un R-moédulo por la izquierda firme. RM es
plano cuando el funtor -QrM de Mod-R en la categoria de grupos abelianos lleva

sucesiones exactas a sucesiones exactas (es decir, es un funtor exacto).
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Como en el caso de los médulos inyectivos, la condicion equivale a la de que el funtor
conserve sucesiones exactas cortas. Como ya se ha visto que -®g M conserva conticleos,
la condicién de ser plano equivale a la de que el funtor conserva monomorfismos. De
este modo, g M es plano si y solo si para cada monomorfismo f: X — Y de Mod-R, el
homomorfismo f®grly: X®rM — Y®rM es un monomorfismo de grupos abelianos.
Por tanto, si g M es firme y plano en la categoria R-MOD, entonces también es plano
en R-Mod. El reciproco de este resultado lo veremos como consecuencia de la relacion

entre modulos planos e inyectivos que damos a continuacion.

Proposiciéon 4.18 Dados anillos R, S, sea M un R-S-f-c-bimodulo. Supongamos que
E es un cogenerador inyectivo de la categoria Mod-S, y sea M* = Hompoa.s(M,E).

Entonces M* es un R-maodulo por la derecha cerrado; y M* es inyectivo si y solo si el
funtor Lo( -®@rM): Mod-R — Mod-S es exacto.

Dem

Que M* es cerrado es consecuencia de la Proposicion 4.3. Por otra parte, el funtor
Lo( -®rM) es un adjunto por la izquierda por la Proposicion 4.6, asi que conserva
conucleos. Por tanto, la condicién del enunciado para dicho funtor equivale a la de
conservar monomorfismos.
Asi, para probar la segunda afirmacion del enunciado, consideremos un monomorfismo

f: X = Y en Mod-R y construyamos el siguiente diagrama conmutativo

Homyoar (Y, Homytoas(M, E)) — Homyioar (X, Homypoas(M, E))

| |

HOmMOd_s(L( Y®R]\1), E) HomMOd_s(L(X®RM), E)

(4.1)

que es el diagrama que resulta de la naturalidad obtenida a partir de la adjunciéon
considerada en la Proposicién 4.6 para el homomorfismo f y el médulo E (para los
funtores L(-®r M) 4 Hompoa.s(M,-). Si M* es inyectivo, entonces la fila de arriba en el
diagrama anterior es un epimorfismo, por la definicién de inyectivo. Como las verticales
son los isomorfismos de la adjuncion, se sigue que la fila de abajo ha de ser también un
epimorfismo. Queremos ver que esto implica la condicién del enunciado, y emplearemos

reduccién al absurdo.
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Supongamos, pues, que no se verifica. Por definicién, existe algiin monomorfismo
f: X = Y en Mod-R de modo que el correspondiente homomorfismo de S-moédulos
por la derecha, L(X®rM) — L(Y®grM) no es un monomorfismo. Llamando, para
abreviar, A = L(X®grM), B = L(Y®grM) a estos S-médulos, tenemos pues que A —
B no es monomorfismo, luego se obtiene una sucesion exacta 0 - K — A — B en la
que K # 0. Aplicando el funtor Homyq.s(-,£) que es exacto por ser E inyectivo, se
obtiene la sucesién exacta Homyjoq.5(B,E) — Homypoq.5(A,E) — Homypoq.s( K E) —
0. Como E es cogenerador y K # 0, tenemos que Homyoq5(K,E) # 0. Pero entonces
el homomorfismo Homyjoq.s(B,E) — Homyeq.s(A4,E) no serfa epimorfismo (pues su
conticleo es no nulo), contrariamente a lo que se ha demostrado en el parrafo anterior.

Esta contradiccion prueba nuestra afirmacion.

Vamos a ver ahora la propiedad reciproca. Supongamos que L(-®g M) es exacto, pero
que M* no es inyectivo. Por esta razon, ha de existir un monomorfismo f: X — Y en
Mod-R de modo que el homomorfismo inducido Homyjoq.g(Y,M*) — Homygoq g (X, M™)
no es un epimorfismo. Observando el diagrama (4.1), nos fijamos en que la fila de arriba
no es un epimorfismo, luego la de abajo no puede ser epimorfismo tampoco, dado que
las verticales son isomorfismos. Pero tenemos también que, si llamamos A, B a los
mismos S-mddulos del parrafo anterior, el homomorfismo A — B es monomorfismo
por la hipétesis; luego Homyjoq.5(B,E) — Homygeq.s(A,E) serd epimorfismo ya que Fg

es inyectivo. Con lo que llegamos a una contradiccién y probamos el resultado. 0

Corolario 4.19 Sea M un R-mddulo por la izquierda firme, M su mddulo de caracte-

res. Se tiene que rM es plano si y solo si M" es inyectivo.

Dem

Por hipétesis, M es un R-Z-f-c-bimddulo. Ademés, Q/Z es un cogenerador inyectivo
de Mod-Z (pues por [STE, Proposition 1.6.10], tenemos que Q/Z es inyectivo, y al
tener que Hom(Z,,Q/Z) # 0, tenemos que es un cogenerador inyectivo) y M+ =
Homy(M,Q/Z). Podemos pues aplicar directamente la Proposicién 4.18 para obtener

que g M es plano si y solo si M es inyectivo. (en este caso Z = S es un anillo con uno). [J

Estamos ya en condiciones de obtener la propiedad analoga a la de los inyectivos

en la Proposicion 4.11.

Corolario 4.20 Sea M un R-mdodulo por la izquierda firme. Se tiene que M es plano

en R-Mod si y solo si es un modulo plano de R-MOD.
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Dem

Ya se ha comentado, justo antes de la Proposicién 4.18, que si M es plano en R-
MOD, entonces es plano en R-Mod. Para el reciproco, supongamos g M plano en R-Mod;
por el Corolario 4.19, M es cerrado como R-mdédulo por la derecha y es inyectivo en
Mod-R. Usando la Proposicién 4.11, M es inyectivo en la categoria MOD-R. Pero en-
tonces M es plano en R-MOD por la Proposicion 4.18 aplicada a anillos con identidad. [J

Todo esto permite deducir la existencia de cubiertas planas en R-Mod. Porque
existen cubiertas de cualquier médulo en la clase de los planos unitarios ([GFJ, Corollary
C.4]). Pero los planos unitarios son exactamente los planos firmes; y, por tanto, son los

planos de R-Mod. Como consecuencia, todo R-médulo firme tiene una cubierta plana

en R-Mod.

4.3. Anillos comunes

Para anillos con identidad, los R-médulos por la derecha coinciden (salvo la manera
de escribir los productos) con los R’-médulos por la izquierda: si Xg es un médulo

por la derecha, entonces definimos su estructura por la izquierda poniendo
rer=ar

(con la otra estructura). La propiedad de que es R°? mddulo por la izquierda se debe a
la igualdad

(r1 *xrg) - x = (rery) - x = x(rory) = (xre)ry =11 - (x19) =71 - (12 - T)

escribiendo * para el producto en el anillo opuesto de R.

Podriamos decir que este cambio de estructura es un funtor Mod-R — R°°’-Mod
(que es practicamente la identidad). De hecho, es inmediato dar un funtor inverso, con
la condicion de que las composiciones dan las identidades.

En nuestra situacion general, la identidad se da entre las categorias MOD-R y
R°P-MOD; pero no es tan evidente en las categorias Mod-R y R°P-Mod. Sin embargo,
es posible definir los funtores correspondientes:

Proposicion 4.21 Dado el anillo R, existe un funtor F: Mod-R — R°P-Mod tal que
F(Mg) = D(M) considerando la estructura de R-mdédulo por la izquierda de M; y un
funtor G: R°*-Mod — Mod-R de modo que G(rN) = L(N), de nuevo cambiando el
lado del médulo. Se tiene la adjuncion G - F.
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Dem
Para ver la existencia de los funtores basta definir la actuacién sobre homomorfismos:

si f: Mgr — Zg, entonces el mismo f nos da un homomorfismo de R°’-médulos por la
izquierda. Entonces F(f) = D(f). Del mismo modo G(h) = L(h).

La adjuncion se obtiene a partir del isomorfismo
HOHIMOd_R(L(M),N) = HOHIMOD_R(M,N) = HOHIR_MOD(M,N) = HOHIR_MOd(M,D(N))

donde el primer isomorfismo se debe a que N es cerrado (como médulo por la derecha),
el segundo por la identidad que se da entre las categorias MOD-R y R°’-MOD, y
el tercero por ser M firme (como médulo por la izquierda). La naturalidad es facil

de ver dado que esencialmente es debida a las adjunciones de L y D con las inclusiones. [J

La adjuncién anterior permite definir las transformaciones naturales que son la
unidad y la counidad de la adjuncion. Estas estan dadas, respectivamente, por homo-

morfismos
(x: X = DL(X)), ny:LDY)) =Y

para X € R’-Mod e Y € Mod-R. Si denotamos como 7 los isomorfismos de la adjuncion,

serd {x = (1)) vy = T_l(lD(Y)>-

Definicién 4.22 Un anillo R se llamard anillo comun cuando las transformaciones

n y & dadas anteriormente sean isomorfismos naturales.

4.4. Anillos idempotentes

Un anillo R es idempotente cuando se verifica R = R%. Algunas propiedades de
los anillos idempotentes en relacion con los conceptos que estamos estudiando son
bastante inmediatas.

Proposicion 4.23 Si R es un anillo idempotente, entonces Rr es unitario.

Dem
Para obtener que Rgr es un R-mddulo unitario, necesitamos ver que R = RR. Lo

cual se tiene por hipétesis, pues al ser R un anillo idempotente, R = R2. [l
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Proposicion 4.24 Si R es un anillo idempotente y Mp es un R-modulo, entonces M

es de torsion si y solo si mR = 0 para todo m € M.

Dem

Supongamos por hipotesis que mR = 0 para todo m € M, vamos a proceder por
reduccion al absurdo. Supongamos que M no fuera de torsiéon, es decir, existe m €
M, existe una sucesion (r,), e v € Ry no existe ningtin ng € N tal que mry...r o = 0.

Pero mr; = 0, llegando asi a una contradiccion. Luego M es de torsion.

Veamos el reciproco. Vamos a suponer que existe m € M tal que mR # 0, y vamos
a llegar m ¢ T(M).

Como mR # 0, podemos escoger 7 € R tal que mr; # 0. Como R = R?, se tiene
r1 = > a;b; con cada a;, by € R. Se sigue que Y. ma;b; # 0, luego podemos escoger a;
€ R de modo que mayb; # 0 y también ma; # 0. Del mismo modo, b; = > ¢;d;, asi
que maycidy # 0y escogemos as = ¢1 tal que majasd; # 0y majas # 0. Esta claro
que podemos seguir indefinidamente escogiendo elementos a; de forma que se tiene

siempre majas...ax # 0. Pero entonces encontramos una sucesién que no anula a m,
luego m ¢ T(M). Hemos llegado a M # T(M), como queriamos. O

Estamos ahora en condiciones de relacionar los médulos de torsion y los evanescentes.

Proposiciéon 4.25 Si R es un anillo idempotente, entonces un méodulo Mg es de

torsion st y solo si es evanescente.

Dem

Sea Mg de torsiéon, y sea Xr un modulo unitario. Sea f: X — M un homomor-
fismo y z € X, tenemos que z = Y x;r; para ciertos r; € R, x; € X, puesto que X
es unitario. Entonces f(z) = > f(z;)ri = 0 puesto que MR = 0. Por tanto, f = 0

y ast Homyop.g(X,M) = 0, lo que implica que My es evanescente, por la Proposicién 3.8.

Reciprocamente, supongamos que Mg no es de torsion, vamos a ver que no puede
ser evanescente. Para ello veremos que Homyop.g(Rgr,M) # 0; como Rg es unitario,
MR no puede ser evanescente.

Puesto que Mg no es de torsion, existe m € M con mR # 0, por la Proposicion 4.24.
Consideremos f: Rg — M dado por f(r) = mr. Es inmediato que f es homomorfismo.
Ademas, puesto que mR # 0, existe a € R con ma # 0. Luego f(a) =ma #0y f # 0.0

El resultado central es el siguiente.
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Teorema 4.26 Sea R un anillo idempotente. Los funtores F' y G de la Proposicion 4.21

son equivalencias inversas.

Dem

Hay que ver que FoG y GoF son naturalmente equivalentes a las identidades
respectivas. Por la definicién de estos funtores, se trata de ver que Dol y LoD son
también equivalentes a las identidades cuando los restringimos a las categorias Mod-R
de modulos por la derecha cerrados y R°’-Mod de R-modulos por la derecha firmes.
Para verlo, sea My cerrado, y consideremos N = L(D(M)). Probaremos que existe
un isomorfismo M — N que verifica las condiciones de naturalidad. Construimos el
siguiente diagrama en MOD-R a partir de un homomorfismo a: M7 — My de mddulos

cerrados

L(D(M,))

donde: los p son los homomorfismos canénicos que hacen conmutativo el cuadrado
central; los € son también homomorfismos canénicos, y existe g = L(D(«)): L(D(M;)) —
L(D(Mz)) que cumple goepn,) = €pm,)oD(a). El homomorfismo %, es un isomorfismo
y se obtiene del siguiente modo: pyr, tiene nucleo y contcleo evanescente, como ya vimos
en la Proposicién 3.24, y por tanto tiene ntcleo y conticleo de torsion, como hemos
visto en la Proposicién 4.25; asi hay dos homomorfismos de D(M;) en médulos cerrados
My y L(D(M)) con nicleo y conticleo de torsion: esto implica, por la Proposicién 2.49,
que existe el isomorfismo h; de modo que hjoepar,) = pum, . Se obtiene del mismo modo
el isomorfismo hy y los dos tridngulos (arriba y abajo) son conmutativos.

Esto da una equivalencia natural entre LD y la identidad en la categoria Mod-R.
La naturalidad se sigue de la conmutatividad dada en la ecuaciéon hyog = aohy. A su

vez, obtenemos esta ecuacion asi:

haogoepauy) = hacepy) oD () = pa,0D(a) = a o pu, = achioepq,)
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Por tanto, ep,) anula a hyog-aohy: L(D(M;)) — M. Como el conticleo de ep,)
es de torsion y M, es cerrado, se sigue que hyog-aohy = 0. Como se trataba de ver.
De modo analogo se obtiene que también DoLi es naturalmente equivalente a la identidad.
Se tiene pues que L,D son equivalencias inversas una de otra; y como F,G estan definidas
de ese modo, es inmediato comprobar que la unidad y counidad de la adjunciéon de la

Proposiciéon 4.21 son isomorfismos. O
Corolario 4.27 Si R es un anillo idempotente, entonces R es un anillo comin.

Dem
Hemos visto en el Teorema 4.26 la naturalidad de la unidad y la counidad en caso
de que R sea un anillo idempotente, por lo que obtenemos que R es también un anillo

comun. O

Asi, si R es idempotente, Mod-R es equivalente a la categoria de los R-mddulos por
la derecha firmes; como en este caso R’ también es idempotente, también sera comun

y R-Mod es equivalente a la categoria de los R-modulos por la izquierda cerrados.

4.5. Teoria de Morita

Los teoremas de Morita para anillos con identidad estudian la existencia de equiva-
lencias de categorias de médulos y como la existencia de una tal equivalencia entre
Mod-R y Mod-S tiene consecuencias sobre las propiedades aritméticas o de estructura
de los anillos R,S. Una propiedad fundamental de la teoria de Morita (en el caso de los
anillos con identidad) es el hecho de que si Mod-R y Mod-S son categorias equivalen-
tes, entonces R-Mod y S-Mod son también categorias equivalentes; y reciprocamente.
Veremos en esta seccién que los anillos comunes (en especial, los anillos idempotentes)
tienen propiedades semejantes. Concretamente, si R es un anillo comin y Mod-R
es equivalente a Mod-S, entonces R-Mod es equivalente a S-Mod. Naturalmente, si
también R es un anillo comtn, entonces la equivalencia entre R-Mod y S-Mod es la
equivalencia entre Mod-R y Mod-S° y, en consecuencia, R°’-Mod y S°°-Mod son
equivalentes, esto es, Mod-R y Mod-S son equivalentes. Asi, la situacion de los anillos
idempotentes (mas en general, la de los anillos que son comunes juntamente con su

opuesto) reproduce la relacién del caso de anillos con identidad.

Dividiremos el resultado principal en dos teoremas.
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Antes de probar el primero de ellos, vamos a ver un Lema que nos serd de utilidad.

Lema 4.28 Dado un anillo R, el producto tensorial de un R-mddulo por la derecha de

torsion M y un R-modulo por la izquierda unitario N es nulo.

Dem

Lo veremos por reduccion al absurdo. Si M®grN # 0, existirda u € M, n € N de
modo que u ® n # 0. Como N es unitario, serd& n = >.7mn; con los 1, € R, n; € N;
se deduce que u ® rin; # 0 para alguno de estos sumandos; esto es ur; @ n; # 0.
Pero, como n; € N, nos queda que n; = > . r'wn’x con los 7’y € R, n’y € N, por lo que
obtendremos que alguno de los sumandos es de la forma ur;r’y ® n’x # 0. Procediendo
recurrentemente, obtenemos que ha de existir una sucesion infinita de R, (7); ey con
la propiedad de que ur;rsy...r; # 0 para todo j. Lo cual es una contradiccién, pues M

es de torsion. De aqui se sigue que M®gN = 0. O

Nota 4.29 FEziste una operacion -: L(Rp)xM — M. (ver [GAM?2, Propositions 10,

11)).

Teorema 4.30 Sean R, S anillos y supongamos que:

1. Ezisten bimodulos kMg y sNg tales que Mg y Nr son cerrados.

2. Los funtores
Hompoq.r(N,-): Mod-R — Mod-S,  Hompeq.s(M,-): Mod-S — Mod-R

son equivalencias inversas.

3. M = Homppoar(N,L(Rg)) y N = Hompoq.s(M,L(Ss)). Ademds, los homomorfis-
mos a: M®@sN — L(Rgr) y B: NogM — L(Ss) que estin dados de modo natural
por los isomorfismos M = Homppea r(N,L(Rg)) y N = Hompeas(M,L(Ss)), ve-
rifican que a(m®@n)-m’ = m-B(n@m’) y B(n@m)-n’ = n-B(m&n’), donde m,m’
€ Mynn € N (es decir, « y  dan un contexto de Morita, ver [GAM2,
Definition 13] ).

Entonces las categorias R-Mod y S-Mod son también categorias equivalentes.
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Dem

Probaremos primero la afirmacién siguiente: si h: P — () es un homomorfismo de
S-mo6dulos por la derecha de modo que Ker(h), Coker(h) son de torsiéon y X es un
S-modulo por la izquierda firme, entonces el homomorfismo inducido A’: P®RgX —
Q®sX es un isomorfismo.
La exactitud por la derecha del producto tensorial aplicada a la sucesién exacta por la

derecha
P—-@Q—C—=0

dard la sucesion exacta PRsX — QQ®sX — 0, puesto que el producto tensorial de
un moédulo de torsién por uno unitario es nulo, por el Lema 4.28. Asi el homomorfismo

considerado es un epimorfismo.

Para probar que también se trata de un monomorfismo debemos usar el hecho de
que si X es firme, entonces existe una sucesion exacta corta 0 - K —F — X — 0
donde F' es un S-moédulo por la izquierda plano unitario y K es un S-moédulo por la
izquierda unitario. Esto nos permite construir el siguiente diagrama conmutativo y

exacto

PR¢K——=PRQgF—PRcX——=0

QOsK—QRsF—QRsX—0

| i

0 0 0

donde: las filas son exactas por la exactitud por la derecha del producto tensorial;
ademads, las columnas son también exactas por la derecha por el mismo motivo, ya que
en cada caso, el contcleo de h es de torsion y los S-modulos K, F'y X son unitarios.

Finalmente, en la columna central usamos las sucesiones
0K -P—->Y—=>0 0-Y—=>0Q—->C—0

y al tensorizar por F' la segunda sucesion obtenemos la sucesion exacta 0 — Y ®gF
— QRsF — 0, por lo que Y®sF — Q®sF' es un isomorfismo. Por un procedimiento
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analogo con la primera sucesion, obtenemos el isomorfismo PRgF — Y®gF. Al com-
poner estos dos isomorfismos, obtenemos el isomorfismo PRgF — ()®gF. Obteniendo

asi la exactitud de la columna central.

Usando caza en diagramas se ve entonces que h’: PRgX — (®gX es un monomor-
fismo; y por tanto, un isomorfismo de modulos. Ademas este es un isomorfismo natural,
en el sentido de que si tenemos un homomorfismo X; — X5 de S-Mod, entonces el

siguiente diagrama

P®SX1*>P®SX2

| |

Q®sXi —= Q®sXy

es conmutativo.

Aplicaremos esta propiedad a los siguientes homomorfismos o y . Vamos a ver
con més detalle el primer homomorfismo, sea a: M®@sN — L(Rg) el homomorfismo
indicado, vamos a comprobar que Ker(a) y Coker(a) son de torsién. Veamos primero
esta segunda conexion.

Sea Z € Mod-S y u € Z. El homomorfismo ¢,: Ss — Z dado por g,(s):= us se
factoriza de la siguiente forma: f,0es = g,, donde €5 es el homomorfismo canénico de
S en L(Ss) v fu: L(Ss) — Z, ya que Z es cerrado; y la imagen de f, contiene a uS =
Im(g,). Los f, son morfismos de la categoria Mod-S e inducen un homomorfismo en la
suma directa f: L(S5)?) — Z que es igual a f, en la componente u € Z. La imagen (en
MOD-S) de este homomorfismo contiene por tanto a ZS (ya que contiene a uS para todo
u € 7). Se sigue entonces que Coker(f) = Z/Im(f) es isomorfo a un cociente de Z/Z8,
el cual es de torsion, por lo que obtenemos asi que Coker(f) es de torsién. Tenemos
entonces por la Proposicion 2.55 que f es un epimorfismo en la categoria Mod-S. Y co-

mo lo anterior es aplicable a cada objeto Z de Mod-S, resulta que L(Sg) es un generador.

Puesto que Homyyoq.s(M,-) es una equivalencia, por hipétesis, N = Homyjoq.s(M,L(Ss))
es un generador de Mod-R. La imagen de « contiene a todos los elementos de L(Rpg)
de la forma ¢(n) para cada n € N y ¢t € Hompyeq.r(NV,L(Rg)). Por ser Ng generador
se sigue que « es un epimorfismo de Mod-R. Una vez mas, por la Proposicién 2.55,
nos queda que Coker(a) es de torsién en la categoria MOD-R. De modo andlogo

obtendriamos que Coker(f) es de torsion en MOD-S para el otro homomorfismo f:
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N®grM — L(Ss) considerado.

Se puede ver que Ker(a) es de torsién en [GAM2, Theorem 15], pues tenemos por

hipotesis que o y f dan un contexto de Morita.

Como se cumplen las condiciones de la afirmacién del comienzo de esta demostracion,

tenemos que existen isomorfismos
(M®SN)®RX = L(RR)®RX, (N®RM)®5Y = L(SS)®3Y

para modulos X, Y tales que X € R-Mod, Y € S-Mod.

Las hip6tesis sobre M y N implican también, por [GAM2, Proposition 3.1], que
los funtores M®g-: S-Mod — R-Mod, y N®g-: R-Mod — S-Mod son, efectivamente,
funtores entre esas categorias. Para completar la demostracién bastara ver que son
equivalencias inversas. A su vez, para esto habra que ver que las composiciones son

naturalmente equivalentes a las identidades. Pero se tiene:
M@s(NorX) = (Me®sN)@rX = L(Rg)®rX

y ademas el homomorfismo eg,: Rr — L(Rg), que tiene nicleo y contcleo de torsién
(por la Proposicién 2.48), dard por la afirmacion del principio de esta demostracién un
isomorfismo RrRerX = L(Rg)®rX; al ser X firme, tenemos que RrRrX = X, por lo
que llegamos a que M®g(N®grX) = X. Como los isomorfismos estdn construidos todos
a partir de isomorfismos naturales, tenemos también que este tltimo isomorfismo es
natural. Anadlogamente se prueba el caso de la composicion de los funtores en el otro

orden. Obteniendo asi la equivalencia de categorias del enunciado. 0

Teorema 4.31 Sean R,S anillos y supongamos que existen equivalencias inversas F:
Mod-R — Mod-S y G: Mod-S — Mod-R. Ezisten entonces bimodulos pMg,sNg tales que:
Mg y Ng son cerrados; los funtores Homppeq.r(N,-): Mod-R — Mod-S y Hompeq.s(M,-
): Mod-S — Mod-R son equivalencias inversas; M = Hompar(N,L(Rg)) y N =

Homyppoas(M,L(Ss)); ademds los homomorfismos inducidos
a: MgN — L(RR), 5 NRrM — L(SS)

dan un contexto de Morita.
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Dem
Para cualquier X € Mod-S, consideremos Homyjoq.s(L(Rg),X). Dado que F,G son
equivalencias inversas, se tiene en particular que F es adjunto por la izquierda de G.

De este modo, hay un isomorfismo natural
Homypoa s(F(L(RR)),X) = Hompoa r(L(RR),G(X))
Por otro lado, como G(X) es cerrado, existen isomorfismos
G(X) = Homyop.r(Rg,G(X)) = Hompmoa r(L(RR),G(X))

donde el ultimo isomorfismo resulta de la adjuncién L - j. Con todo lo anterior,

obtenemos los isomorfismos
HOHIMOd_S(F(L<RR)),X) = G(X)

y es facil ver que estos isomorfismos son naturales usando la manera en que han sido
definidos. Llamando Mg = F(L(Rg)), tenemos que Mg es un S-médulo cerrado y que el
funtor G es equivalente a Homyjoq.5(M,-). La estructura de R-mddulo por la izquierda
de Mg viene dada del modo siguiente:

Como M € Mod-S, se tiene que G(M) = Homyjoq.s(M,M) tiene una estructura
de R-médulo (cerrado) por la derecha. Asi para cada endomorfismo f: Mg — Mg se
tiene fr: Mg — Mg para cualquier r € R. Definimos entonces, para r € Ry m € M, el

producto rm = (1yr)(m). Vamos a ver ahora que M es un R-S-bimédulo.

Sean 11,79 € Ry my,mqo € M.

w ri(mi+me) = (Iyri)(mi+me) = (Iury)(my)+(1uri)(me) = rimy+rims.

= (1t r2)my = (Iu(rit r2))(ma) = (Tury) (ma)+(Iara)(ma) = rimy+ram.

» La prueba de (r17r2)m; = r1(remy) no es tan directa. Vamos a ver primero la

siguiente propiedad general:

Para cualquier endomorfismo g: Mg — Mg y cualquier r € R, se tiene (gr)(m) =
g(rm) para todo m € M. Para ello, sea f: X — Y cualquier homomorfismo de Mod-
S; por ser Homyjoq.s(M,-) un funtor a Mod-R, se tiene que fx: Homyjoq.s( M, X)
— Homyjoq.5(M,Y) es un homomorfismo de R-mdédulos a la derecha. Se sigue

entonces que, dado cualquier homomorfismo de S-médulos h: M — X, sera

fe(hr) = fo(hr) = f«(h)r = (foh)r
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Aplicando esto ultimo a f = g y a h = 1y, nos quedara que

go(lyr) = (golm)r = gr,  (gr)(m) = g((Lur)(m)) = g(rm)

Con esto, (tomando g = 1yr;) podemos ver la igualdad (r179)my = r1(r9my).

ri(rami) = (Iari)(rama) = (Iar) (Iare)(ma) = ((Iara)r2)(my) =

= (Lu(rim2))(ma) = (rire)my

Quedando probado asi que M es un R-modulo por la izquierda.

Ver que es un bimodulo es ahora directo: Dados » € R, s € S, m € M, se tiene que:
r(ms) = (1yr)(ms) = (Iyr)(m)s = (rm)s

ya que lyr es un endomorfismo de Msg.

Razonando igual que antes podemos ver que el funtor F es equivalente al funtor
Hompoa r(N,-), donde tomamos N = Homyjoq s(M,L(Ss)).

Sea Y € Mod-R. Por ser F y G equivalencias inversas, se tiene que
Homypoq.5(L(Ss),F(Y)) = Hompea r(G(L(Ss)), Y)
Ademaés, por ser F(Y') cerrado y por la adjuncién L 4 j, tenemos:
F(Y) = Hompyop.s(Ss,F(Y)) = Hompyeq.s(L(Ss),F(Y))

Ademads, hemos visto al comienzo de la demostracion la equivalencia entre G y
Hompoa-s(M,-), por lo que tenemos también que G(L(Ss)) = Homppoq.s(M,L(Ss)).

Teniendo en cuenta las equivalencias anteriores, llegamos a que:
F( Y) = HOHIMOd_R(HOHlMOd_S(M,L(SS)), Y)

como queriamos ver.

Por la misma razon anterior, N es un S-R-bimddulo. Al tener por hipdtesis que F
y G son equivalencias inversas, tenemos entonces que Homyjoq.s(M,-) y Hompygeq.r(N,-)
son equivalencias inversas. Finalmente, como M corresponde a L(Rg) en la equivalencia,
esto sigue siendo cierto para los nuevos funtores (salvo isomorfismo natural), de modo
que M = Homyoq.r(N,L(RR)).

Esto muestra todas las propiedades del enunciado salvo la de que los homomorfismos
inducidos sobre M®@sN v N®gM dan un contexto de Morita. Esta propiedad es algo
méas complicada y puede verse en [GAM2, Propositions 6, 11, Theorems 15, 16]. [
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Corolario 4.32 Dados anillos R y S, si Mod-R y Mod-S son categorias equivalentes,

entonces R-Mod y S-Mod son también categorias equivalentes.

La simetria de la propiedad anterior, conocida para anillos con uno y anillos

idempotentes, se puede restablecer en el caso mas general de anillos comunes:

Corolario 4.33 Sean R,RP,S,5°7 anillos comunes. Se tiene que Mod-R y Mod-S son
categorias equivalentes si y solo si R-Mod y S-Mod son equivalentes. En ese caso,
también Mod-R°P, Mod-S son equivalentes y lo mismo para las correspondientes

categorias de modulos firmes por la izquierda.

Dem

Una direcciéon esta dada en el Corolario 4.32. Para la otra, supongamos que R-Mod
y S-Mod son equivalentes. Puesto que R y S° son anillos comunes, obtenemos que
Mod-R° y Mod-S° son categorias equivalentes. Por el Corolario 4.32 otra vez, R°P-
Mod y S°P-Mod son también categorias equivalentes. Por ser R y S comunes, se tiene
entonces que Mod-R y Mod-S son equivalentes. 0
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