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Introducción

Uno de los tipos de Códigos Correctores de Errores más clásicos

y estudiados es el de los códigos cíclicos. Muchas familias de códigos

como por ejemplo los códigos de Golay, los códigos binarios de

Hamming o los códigos Reed-Muller son, o bien códigos cíclicos,

o bien una extensión de estos. El cálculo de la distancia mínima

de un código cíclico, o de una cota inferior para ella, es uno de los

principales problemas en el estudio de los códigos cíclicos (véase,

por ejemplo, [2]). La cota inferior para la distancia mínima de un

código cíclico más antigua es la cotas BCH [1]. Como veremos en

este trabajo, un código cíclico puede tener asociadas varias cotas

BCH.

El objetivo de este trabajo es tratar dos problemas relacionados

con el máximo de las cotas BCH. El primero es dar condiciones

necesarias y su�cientes para que en un código cíclico dado, su dis-

tancia mínima coincida con el máximo de sus cotas BCH. El se-

gundo problema es obtener un método que nos permita construir

códigos cíclicos que cumplan dicha propiedad. En los Capítulos 2 y

3 mostramos la resolución de ambos problemas.

En el Capítulo 4, extendemos nuestros resultados a códigos abe-

lianos de dos variables. Para ello, introducimos la noción de distan-

cia aparente fuerte de un código abeliano, la cual veremos que es

una cota inferior para la distancia mínima. Posteriormente, al igual

que en el caso de los códigos cíclicos con el máximo de las co-

tas BCH, veremos condiciones necesarias y su�cientes para que en

un código abeliano su distancia mínima coincida con su distancia

aparente fuerte, y estudiaremos un método para construir códigos

abelianos de dos variables que cumplan dicha propiedad.
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Capítulo 1

Notación y preliminares

Sea q una potencia de un número primo p y n un entero positivo

tal que mcd(q, n) = 1. Denotamos con Fq al cuerpo de q elementos,

con Rn al conjunto de las raíces n-ésimas de la unidad y con Un al

conjunto de las raíces n-ésimas primitivas de la unidad, las cuales

viven en una extensión L | Fq.

Denotamos con Fq[x] al anillo de polinomios con coe�cientes en

Fq. Para un polinomio g = g(x) ∈ Fq[x], denotamos con deg(g) a su

grado, con supp(g) a su soporte y con w(g) = |supp(g)| a su peso.

Sea n un entero positivo. Denotamos el anillo cociente Fq[x]/(xn−
1) = Fq(n) e identi�camos a los representantes canónicos g ∈ Fq(n)

con polinomios, por lo que podemos escribir también g ∈ Fq[x],

siempre que deg(g) < n. Cuando necesitemos ser más especí�cos

con un polinomio f ∈ Fq[x], denotaremos con f a su representante

canónico en Fq(n).

En Zn consideramos siempre a los representantes canónicos. Si

habiendo realizado operaciones aritméticas con representantes ca-

nónicos de Zn obtenemos un elemento y /∈ {0, . . . , n − 1}, deno-
taremos con y a su representante canónico. En el conjunto de los

representantes canónicos de Zn de�nimos el siguiente orden. Sean

i, j ∈ {0, . . . , n− 1} representantes canónicos. Entonces i ≤ j como

elementos de Zn si i ≤ j con el orden usual de los números enteros.

Nótese que esto nos permite extender la noción de orden a todo Zn.

Un código abeliano cíclico (que llamaremos código cíclico) C

1
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de longitud n en el alfabeto Fq es un ideal del anillo Fq(n). Si

mcd(q, n) = 1, el anillo cociente Fq(n) es semisimple y por tan-

to cada código cíclico tiene un único polinomio generador mónico

divisor de xn − 1 ([1], Theorem 7.1) y un único polinomio genera-

dor idempotente ([1], Theorem 8.1). En particular, todo polinomio

generador es divisor de xn − 1 ([1], Theorem 7.1).

Por lo anterior, cada código cíclico C en Fq(n) está determinado

por su conjunto de ceros de�nido como Z(C) = {α ∈ Rn | c(α) =

0, ∀c ∈ C}; así, para todo polinomio f ∈ Fq(n), tenemos que f ∈ C
si y solo si f(α) = 0 ∀α ∈ Z(C). Denotamos con Z(C) a su comple-

mento, es decir, Z(C) = Rn \ Z(C). Fijado α ∈ Un, el conjunto de

de�nición de C con respecto de α esDα(C) = {i ∈ Zn | αi ∈ Z(C)}.
De manera análoga, podemos de�nir el conjunto de ceros y el con-

junto de de�nición respecto de α para un polinomio f ∈ Fq(n).

Observación 1.0.1 Nótese que Z(f) = Z(< f >) y Dα(f) =

Dα(< f >). La inclusión Z(< f >) ⊆ Z(f) es inmediata. Veamos

ahora que Z(f) ⊆ Z(< f >). Sea f ′ ∈< f >. Si α ∈ Z(f),

entonces f(α) = 0 y como f | f ′, se tiene que f ′(α) = 0. Esto

implica Z(f) ⊆ Z(< f >). Sabiendo que Z(f) = Z(< f >) la

igualdad Dα(f) = Dα(< f >) es inmediata.

Lema 1.0.2 En un código cíclico C en Fq(n) con polinomio gene-

rador g(x), Dα(C) = Dα(g).

Demostración. Inmediata por el hecho de que C =< g > y por

la Observación 1.0.1. �

Dado un elemento a ∈ Zn, su clase q-ciclotómica módulo n

es el conjunto Cq(a) = {qia ∈ Zn | i ∈ N}. Sabemos que para

todo polinomio f ∈ Fq[x] y para todo elemento a de una extensión

L | Fq, tenemos que si f(a) = 0 entonces f(aq) = 0. De aquí

se desprende que si mcd(q, n) = 1, el conjunto de de�nición de

todo código cíclico C es unión de clases q-ciclotómicas módulo n,

ya que si i ∈ Dα(C) entonces qi ∈ Dα(C) por el Lema 1.0.2 y

lo anteriormente expuesto. Además, si mcd(q, n) = 1, las clases q-

cilotómicas forman una partición de Zn. Vamos a verlo. Sean a, b ∈
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Zn tales que Cq(a) 6= Cq(b) pero Cq(a)∩Cq(b) 6= ∅. Entonces existen
i, j ∈ N tales que qia ≡ qjb mod n. Como mcd(n, q) = 1, esto

implica que a ≡ qj−ib mod n y por lo tanto Cq(a) = Cq(q
j−ib) =

Cq(b), lo que es una contradicción. Además, es inmediato ver que

Zn =
h⋃
i=1

Cq(ai) siendo {a1, . . . , ah} un conjunto completo de los

representantes de las clases q-ciclotómicas.

Observación 1.0.3 Hemos visto que para cualquier código C en

Fq(n) su conjunto de de�nición con respecto a α es unión de clases

q-ciclotómicas. Veamos ahora que para cualquier conjunto D ⊂ Zn,
con D unión de clases q-ciclotómicas, existe un código C en Fq(n)

tal que Dα(C) = D.

Sea α ∈ Un, L | Fq una extensión tal que Un ⊂ L y sea s ∈
{0, . . . , n−1}. El polinomio mínimo de αs en Fq, el cual denotamos

con mαs, se factoriza en L[x] como mαs =
∏

i∈Cq(s)

(x−αi) ([2], Theo-

rem 4.1.1). Sean Cq(a1), . . . , Cq(ah) las clases q-ciclotómicas módu-

lo n siendo {a1, . . . , ah} un conjunto completo de los representantes

de dichas clases. La factorización de xn − 1 en Fq[x] es xn − 1 =∏
ai∈{a1,...,ah}

maai (x) ([2], Theorem 4.1.1). Sea ahora C un código en

Fq(n), con conjunto de�nición Dα(C) = Cq(ai1) ∪ Cq(ai2) ∪ · · · ∪
Cq(ais), con {ai1 , ai2 , . . . , ais} ⊂ {a1, . . . , ah}. Entonces el polinomio

generador mónico de C es g =
∏

aij∈{ai1 ,ai2 ,...,ais}

m
α
aij ([2], Theorem

4.2.1).

Por lo tanto, si tenemos un conjunto unión de clases q-ciclotómicas

D =
t⋃

j=1

Cq(ait), con {ai1 , ai2 , . . . , ait} ⊂ {a1, . . . , ah} y tomamos el

polinomio g =
∏

aij∈{ai1 ,ai2 ,...,ait}

m
α
aij , entonces el código C =< g >

tiene como conjunto de�nición Dα(C) = Dα(g) = D.

En resumen, para cualquier código C en Fq(n) su conjunto de�-

nición es unión de clases q-ciclotómicas y para cualquier conjunto

D unión de clases q-ciclotómicas existe un único código C tal que

Dα(C) = D; es decir, hay una relación uno a uno entre los có-
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digos en Fq(n) y los conjuntos D ⊂ Zn que son unión de clases

q-ciclotómicas.

Ejemplo 1.0.4 Sea q = 2, n = 15. Las clases 2-ciclotómicas mó-

dulo 15 son
C2(0) = {0},
C2(1) = {1, 2, 4, 8},
C2(3) = {3, 6, 9, 12},
C2(5) = {5, 10},
C2(7) = {7, 11, 13, 14}.

Puesto que hay 5 clases 2-ciclotómicas distintas podemos formar

25 = 32 conjuntos unión de clases 2-ciclotómicas distintos y por lo

tanto hay 32 códigos cíclicos distintos en F2(15).

Veamos que esta última observación no es cierta si estamos en

el caso no semisimple, es decir, si mcd(n, q) 6= 1.

Ejemplo 1.0.5 Sea q = 2, n = 4. Tenemos que mcd(4, 2) = 2 6= 1.

Es fácil comprobar que x4 − 1 se factoriza en F2[x] como x4 − 1 =

(x + 1)4, por lo tanto {1} es la única raíz cuarta de la unidad y

tiene multiplicidad cuatro. Por otro lado, tenemos que C2(0) = {0}
y C2(1) = {1, 2, 0}, por lo que las clases 2-ciclotómicas no forman

una partición de Z4. Como Dα(C) = {0} para cualquier código C

en F2(4) tenemos que no podemos tener un código con conjunto

de�nición Dα(C) = {0, 1, 2}.

Denotamos con d(C) a la distancia mínima de cualquier có-

digo C. El teorema de la cota BCH establece que para cualquier

código cíclico en Fq(n) que tenga una lista de longitud δ − 1 de

enteros consecutivos {i1, . . . , iδ−1}, con ij + 1 = ij+1 para todo

j ∈ {1, . . . , δ − 2}, tal que, para un cierto α ∈ Rn, αi ∈ Z(C) ∀i ∈
{i1, . . . , iδ−1} , se cumple que d(C) ≥ δ ([1], Theorem 7.8).

Veamos cómo expresar esto último en términos de los conjun-

tos de de�nición. Sea {i1, . . . , ik} un subconjunto de representantes

canónicos de Zn. Decimos que estos elementos son una lista de lon-

gitud k de enteros consecutivos módulo n si ij + 1 = ij+1 para todo

j ∈ {1, . . . , k − 1}. En términos de los conjuntos de de�nición, el

teorema de la cota BCH establece entonces que si existe una lista

de longitud δ−1 de enteros consecutivos módulo n en Dα(C), para
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algún α ∈ Un, entonces d(C) ≥ δ. A cada número δ que podamos

encontrar que cumpla las condiciones anteriores le denominaremos

una cota BCH del código. Para cualquier código cíclico C denota-

mos con ∆(C) al máximo de sus cotas BCH.

Observación 1.0.6 Tenemos que tener en cuenta que diferentes

raíces de la unidad pueden dar lugar a diferentes conjuntos de�-

nición y por lo tanto a diferentes cotas BCH. Para calcular ∆(C)

no es necesario calcular el conjunto de de�nición respecto de to-

dos los elementos de Un ya que, �jado un α ∈ Un, para calcu-

lar una cota BCH distinta, necesitamos un elemento β ∈ Un tal

que Dα(C) 6= Dβ(C). Queremos, por lo tanto, identi�car los ele-

mentos β ∈ Un tales que Dα(C) 6= Dβ(C). Sea β ∈ Un tal que

Dα(C) 6= Dβ(C). Veamos qué condiciones debe cumplir β.

Sean Cq(a1), . . . , Cq(ah) las clases q-ciclotómicas módulo n sien-

do {a1, . . . , ah} un conjunto completo de los representantes de las

clases. El elemento β debe satisfacer la igualdad βaiq
j

= α para

algún ai ∈ {a1, . . . , ah} y j ∈ Z. Puesto que βaiq
j

= α ∈ Un te-

nemos que mcd(aiq
j, n) = 1, lo que implica que mcd(ai, n) = 1.

Además, tomando un j′ ∈ Zn adecuado, βai = βaiq
jqj
′

= αj
′
. Pues-

to que mcd(aiq
j, n) = 1, tenemos que αq

j′
= βai ∈ Un. Como

Dα(C) = D
αq
j′ (C), tenemos que cualquier elemento β ∈ Un tal

que Dα(C) 6= Dβ(C) tiene que cumplir que βai = α para algún

ai ∈ {a1, . . . , ah} conmcd(ai, n) = 1. Además Dβ(C) = ai·Dα(C) =

{ai · j | j ∈ Dα(C)} . De�nimos el conjunto

A(n) = {(ai | mcd(ai, n) = 1}. (1.1)

Ejemplo 1.0.7 Sea n = 41 y q = 2. Las clases 2-ciclotómicas

módulo 41 son

C2(0) = {0},
C2(1) = {1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 36, 37, 39, 40},
C2(2) = {3, 6, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 34, 35, 38}.

Sea α ∈ U41 y tomamos el código cíclico C tal que Dα(C) =

C2(1). Las cotas BCH que podemos encontrar en este conjunto de

de�nición Dα(C) son δ1 = 3, tomando, por ejemplo, las listas de

longitud 2 de enteros consecutivos módulo 41 {1, 2}, {4, 5}, {20, 21} ⊂
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Dα(C) y δ2 = 4, tomando {8, 9, 10}, {31, 32, 33} ⊂ Dα(C). Para

calcular ∆(C) tenemos que calcular las cotas BCH que podemos en-

contrar en los conjuntos de de�nición Dβ(C) con Dβ(C) 6= Dα(C).

Puesto que A(41) = {1, 3} tan solo tenemos que considerar el con-

junto Dβ(C) = 3 ·Dα(C) = C2(3). En este conjunto, podemos en-

contrar una cota BCH mayor que las que hemos obtenido anterior-

mente ya que {26, 27, 28, 29, 30} ⊂ Dβ(C), con lo que obtenemos

una cota BCH δ3 = 6. Por lo tanto, tenemos que ∆(C) = 6.

Un código cíclico C en Fq(n), con polinomio generador g(x),

es un código BCH de distancia designada δ si existe α ∈ Un y

b ∈ {0, . . . , n− 1, } tales que g(x) es el polinomio mónico de menor

grado en Fq tal que g(αb+j) = 0 ∀j ∈ {0, . . . , δ − 2}, de hecho

g = mcd(mαb ,mαb+1 , . . . ,mαb+δ−2). Es decir, g(x) es el polinomio

mónico de menor grado en Fq tal que {αb+j | j = 0, . . . , δ − 2} ⊆
Z(g) =

Lema 1.0.2
Z(C). Puesto que g(αb+j) = 0 ∀j ∈ {0, . . . , δ − 2} se

tiene que {b, . . . , b+ δ − 2} es una lista de longitud δ−1 de enteros

consecutivos módulo n en Dα(C) y por el teorema de la cota BCH,

tenemos que d(C) ≥ δ. De aquí que, en términos del conjunto de

de�nición, C es un código BCH de distancia δ si para toda clase q-

ciclotómica Q ⊆ Dα(C) tenemos que Q∩{b+ j | j = 0, . . . , δ−2} 6=
∅.

Sea L | Fq una extensión de cuerpos tal que Un ⊆ L y sea

α ∈ Un. La transformada de Fourier discreta de un polinomio f ∈
Fq(n) con respecto a α (conocido también como el polinomio de

Mattson-Solomon), que denotamos con ϕα,f , se de�ne como

ϕα,f (x) =
n−1∑
j=0

f(αj)xj.

Claramente, ϕα,f ∈ L(n); es más, podemos ver a esta función como

un isomor�smo de álgebras ϕα : L(n) −→ (Ln, ?), donde la opera-

ción “?” en Ln es la multiplicación componente a componente ([1],

Theorem 8.22). De esta manera podemos ver a ϕα,f como un vector

en Ln o como un polinomio en L(n).

La inversa de la transformada de Fourier discreta viene dada por

ϕ−1α,g(x) = 1
n

∑n−1
i=0 g(α−i)xi ([1], Theorem 8.20) donde g ∈ L(n).
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Para cualquier i ∈ {0, . . . , n − 1} denotamos ϕα,f [i] = f(αi) al

coe�ciente de xi.

Observación 1.0.8 Para cualquier α ∈ Un, f ∈ Fq(n) y g ∈ L(n)

tenemos que:

1. supp(ϕα,f ) = {i ∈ {0, . . . , n − 1} | f(αi) 6= 0} y por lo tanto

Zn \ supp(ϕα,f ) = Dα(f).

2. Puesto que f = ϕ−1α,ϕα,f (x), supp(f) = {i ∈ {0, . . . , n − 1} |
ϕα,f (α

−i) 6= 0}, por lo que |supp(f)| = n − |Z(ϕα,f )| =∣∣∣Z(ϕα,f )
∣∣∣.

3. ϕ−1α,g ∈ Fq(n) si y solo si (g(αj))q = g(αj) ∀ j ∈ {0, . . . , n−1}.

4. ϕ−1α,g ∈ Fq(n) si y solo si ϕ−1β,g ∈ Fq(n) ∀β ∈ Un.

Demostración.

1. y 2. Triviales por la de�nición de la transformada de Fourier

discreta.

3. Directa por la propiedad de que un elemento a ∈ L cumple

que a ∈ Fq si y solo si aq = a.

4. Basta observar que para dos elementos α, β ∈ Un con α 6= β,

los coe�cientes de ϕ−1α,g son los mismos que los de ϕ−1β,g pero

permutados; es decir, aparecerán en monomios posiblemente

de otros grados.

�
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Capítulo 2

La distancia aparente de un

código cíclico.

Vamos a introducir ahora una de�nición que nos será útil pos-

teriormente para calcular la cota ∆(C) de un código cíclico C.

De�nición 2.0.1 Sea L un cuerpo. Para cualquier elemento g ∈
L(n) de�nimos la distancia aparente de g, que denotamos con d∗(g),

como

1. Si g = 0 entonces d∗(g) = 0.

2. Si g 6= 0 entonces

d∗(g) = máx{n− deg(xhg) | 0 ≤ h ≤ n− 1}.

Ejemplo 2.0.2 Sea f = 1 + x + x4 ∈ F2(5). Tenemos que x0f =

1 + x+ x4; xf = 1 + x+ x2; x2f = x+ x2 + x3; x3f = x2 + x3 + x4;

x4f = 1 + x3 + x4. Por lo tanto d∗(f) = 5− deg(xf) = 3.

De�nición 2.0.3 Sea un vector a = (a0, . . . , an−1) ∈ Ln y sea

{i1, . . . , ik} ⊆ Zn una lista de enteros consecutivos módulo n. Si

aij = 0 para todo j ∈ {i1, . . . , ik}, decimos que las componentes

{ai1 , . . . , aik} forman una cadena de ceros de longitud k.

De�nición 2.0.4 Sea a ∈ Ln. De�nimos la distancia aparente de

a, que denotamos también con d∗(a), como la longitud máxima de

las cadenas de ceros módulo n en a más 1.

9
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Ejemplo 2.0.5 Sea a = (10010001) ∈ F8
2. Tenemos que {a1, a2}

forman una cadena de ceros módulo 8 de longitud 2 y que {a4, a5, a6}
forman una cadena de ceros módulo 8 de longitud 3. La longitud

máxima de las cadenas de ceros módulo 8 en a es 3 y por lo tanto

d∗(a) = 4.

El siguiente lema nos proporciona una forma rápida de calcular

la distancia aparente de un polinomio.

Lema 2.0.6 Sea g =
n−1∑
i=0

aix
i ∈ Fq(n). Si asociamos el polinomio g

a su vector de coe�cientes M(g) = (a0, . . . , an−1) entonces d∗(g) =

d∗(M(g)).

Demostración. Sea g =
n−1∑
i=0

aix
i ∈ Fq(n) y sea k ∈ {0, . . . , n −

1} tal que d∗(g) = n − deg(xkg). Esto implica que deg(xkg) ≤
deg(xhg) ∀ h, 1 ≤ h ≤ n− 1.

Sea deg(xkg) = l y sea ai0 tal que i0 + k ≡ 0 módulo n. Tenemos

entonces, tomando los exponentes en Zn,

xkg = ai0 + ai0+1x+ · · ·+ a0x
k + a1x

1+k + · · ·+ ai0−1x
i0−1+k.

Tomando b0 = ai0 , b1 = ai0+1, . . . , bk = a0, . . . , bn−1 = ai0−1

podemos escribir xkg como

xkg = b0 + b1x+ · · ·+ bkx
k + · · ·+ bn−1x

n−1.

Sea ahora ai1 tal que i1 + k = l. Puesto que deg(xkg) = l tene-

mos que bl 6= 0 y bi = 0, ∀ i ∈ {l+1, . . . , n−1}. En términos de las

ai, tenemos que ai1 6= 0 y que ai = 0, ∀i ∈ {i1 + 1, . . . , i0−1}, sien-
do {i1 + 1, . . . , i0 − 1} una lista de enteros consecutivos módulo n.

Tenemos entonces queM(g) tiene una cadena de ceros consecutivos

módulo n de longitud L = n− l − 1.

Supongamos que M(g) tiene otra cadena de ceros de longitud

M , con M > L. Sea aj tal que aj 6= 0 y aj+j′ = 0, con j′ ∈
{1, . . . ,M}. Tomamos ahora k′ tal que j +M + k′ = n, esto implica

que deg(xk′g) = n−M . De esta forma tenemos:

deg(xk′g) = n−M < n− L = l + 1 < l = deg(xkg),
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lo que es una contradicción pues habíamos supuesto deg(xkg) ≤
deg(xhg) ∀ h, 1 ≤ h ≤ n− 1.

Por lo tanto la cadena módulo n de ceros más larga tiene longi-

tud L, con L+ 1 = n− l = n− deg(xkg) = d∗(g). �

Ejemplo 2.0.7 Siguiendo el Ejemplo 2.0.2 tenemos que M(f) =

(11001) entonces d∗(f) = d∗(M(f)) = 2 + 1 = 3.

Obsérvese que si aplicamos el razonamiento que hemos utilizado

en la demostración del lema anterior tenemos que k = 1 ya que, co-

mo hemos visto en el Ejemplo 2.0.2, d∗(f) = 5−deg(xf). Además,

l = 2 , i0 = 4 e i1 = 2. Como

xf = 1 + x+ x2,

tenemos que b0 = a4, b1 = a0, b2 = a1, b3 = a2 y b4 = a3. Así,

b2 6= 0 y b3 = b4 = 0 y por lo tanto M(f) tiene una cadena de ceros

de longitud 2.

Observación 2.0.8 Hay que destacar que
∣∣∣Z(f)

∣∣∣ ≥ d∗(f). Esto

es fácil de ver ya que Z(xhf) = Z(f) ∀ h, 0 ≤ h ≤ n − 1 y∣∣∣Z(xhf)
∣∣∣ ≥ n− deg(xhf).

Sea ahora f ∈ L(n). Puesto que, como hemos dicho antes,

Z(xhf) = Z(f), tenemos que deg(xhf) ≥ |Dα(f)| para cualquier

α ∈ Un. Esto implica que

d∗(f) ≤ n− |Dα(f)| , ∀ α ∈ Un. (2.1)

Ahora, por la de�nición de la inversa de la transformada de

Fourier discreta y lo visto en la Observación 1.0.8 tenemos que

w(f) = n− |Dα(ϕα,f )|

Y por lo tanto,

d∗(ϕα,f ) ≤ n− |Dα(ϕα,f )| = w(f), ∀ f ∈ Fq(n) y ∀ α ∈ Un. (2.2)

Esto implica que la distancia aparente de la transformada de

Fourier discreta de las palabras código distintas de cero es una cota

inferior de la distancia mínima de un código cíclico. Esto nos lleva

a la siguiente de�nición.
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De�nición 2.0.9 Sea C un código cíclico en Fq(n) y sea α ∈ Un.
La distancia aparente de C con respecto a α es

d∗α(C) = min
c∈C, c6=0

{d∗(ϕα,f )}

y la distancia aparente de C es

d∗(C) = max
α∈Un
{d∗α(C)}.

También de�nimos el conjunto de raíces óptimas de C como:

R(C) = {β ∈ Un | d∗β(C) = d∗(C)}.

Esta de�nición de la distancia aparente de un código cíclico

es una de�nición teórica y nunca la calcularemos de esta manera.

Calcular la distancia aparente de esta forma sería un proceso más

laborioso que calcular los pesos de todas las palabras de nuestro

código, es decir, calcular la distancia mínima del código a través

del método de �fuerza bruta�. A lo largo del resto de esta sección

veremos una serie de resultados que nos permitirán calcular la dis-

tancia aparente de un código de una forma mucho más sencilla y

e�caz.

Hasta el momento hemos visto dos cotas inferiores para la dis-

tancia mínima de un código C, la máxima de las cotas BCH (∆(C))

y la distancia aparente de C (d∗(C)). El siguiente resultado nos

muestra la relación que existe entre estas dos cotas.

Proposición 2.0.10 En un código cíclico C se cumple la igualdad

∆(C) = d∗(C).

Demostración. Sea X = d∗(C) y Y = ∆(C). Veamos primero

que d∗(C) ≤ ∆(C).

Sea g el polinomio generador de C. Por el Lema 1.0.2, sabemos

que Dα(g) = Dα(C). Sea α ∈ Un.

Como ϕα,g[i] = g(αi) =


0 si i ∈ Dα(g) = Dα(C)

6= 0 si i 6∈ Dα(g) = Dα(C)

, tenemos

que Dα(C) tiene una lista de longitud d∗(ϕα,g)−1 de enteros conse-

cutivos módulo n. Sea kα la longitud máxima de las listas de enteros
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consecutivos módulo n que podemos encontrar en Dα(C). Entonces

kα + 1 ≥ d∗(ϕα,g) ≥ d∗α(C).

De esta forma

∆(C) = máxα∈Un{kα + 1} ≥ máxα∈Un{d∗α(C)} = d∗(C).

Veamos ahora Y ≤ X.

Sea β ∈ Un tal queDβ(C) tiene una lista de enteros consecutivos

módulo n de longitud Y −1. Esto implica que d∗(ϕβ,c) ≥ Y ∀c ∈ C,
por lo que d∗β(C) ≥ Y y por lo tanto Y ≤ X.

�

El valor d∗(ϕα,c) depende del soporte de ϕα,c; es decir, de có-

mo están distribuidos los ceros de c con respecto a α. Puesto que

ϕα,c[i] = c(αi) = 0 si i ∈ Dα(C), tenemos que d∗(ϕα,c) está relacio-

nado con el conjunto Dα(C). Por lo tanto, el mínimo d∗α(C) depen-

de también del conjunto Dα(C). Es por ello que, �jado un elmen-

to α ∈ Un, para calcular d∗(C), tenemos considerar los elementos

β ∈ Un tales que Dα(C) 6= Dβ(C). Como hemos visto en la Obser-

vación 1.0.6, si β ∈ Un es tal que Dα(C) 6= Dβ(C) y {a1, . . . , ah} es
un conjunto de representantes de las clases q-ciclotómicas módulo

n entonces βaiq
j

= α para algún j ∈ Z y algún ai coprimo con

n. Puesto que Dβq
j (C) = Dβ(C), solo tenemos que considerar las

raíces β ∈ Un tales que βai = α para algún ai coprimo con n. De

esta forma, para cada α ∈ Un de�nimos el conjunto

Rα = {β ∈ Un | βa = α, a ∈ A(n)}, (2.3)

donde A(n) es el conjunto de�nido en (1.1).

Por lo tanto, en la práctica, para calcular la distancia aparente

de un código cíclico C en Fq(n) basta con �jar α ∈ Un y calcular

d∗(C) = máx{d∗β(C) | β ∈ Rα}.

Lema 2.0.11 Sean e, g ∈ C el idempotente generador y el polino-

mio generador de C, respectivamente, entonces d∗β(C) = d∗(ϕβ,e) =

d∗(ϕβ,g) ∀β ∈ Un.
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Demostración. Para cualesquiera f, h ∈ Fq(n), tenemos que

supp(ϕβ,fh) ⊆ supp(ϕβ,f ) ya que ϕβ,fh = ϕβ,f ? ϕβ,h y por lo tan-

to, ∀c ∈ C y ∀β ∈ Un tenemos que supp(ϕβ,c) ⊆ supp(ϕβ,g) =

supp(ϕβ,e). Esto implica que d∗(ϕβ,g) = d∗(ϕβ,e) ≤ d∗(ϕβ,c). Así,

d∗β(C) = d∗(ϕβ,e) = d∗(ϕβ,g). �

Si β ∈ R(C) y e, g ∈ C son el idempotente generador y el po-

linomio generador de C, respectivamente, por los resultados vistos

hasta ahora obtenemos la siguiente desigualdad

∆(C) =
Proposición 2.0.10

d∗(C) =
β∈R(C)

d∗β(C) =
Lema 2.0.11

d∗(ϕβ,e) =
Lema 2.0.11

d∗(ϕβ,g) ≤
(2.4)

d(C), ∀β ∈ R(C). (2.4)

Siguiendo la última desigualdad, tenemos el siguiente corolario,

que nos da una condición su�ciente para que la distancia mínima

de un código coincida con su cota BCH (o su distancia aparente).

Corolario 2.0.12 Sea C un código cíclico en Fq(n) y sean e, g ∈ C
el idempotente generador y el polinomio generador de C, respectiva-

mente. Para f ∈ {e, g} tenemos que si d∗(ϕα,f ) = w(f) para algún

α ∈ Un, entonces d(C) = ∆(C) y α ∈ R(C).

Demostración. Por hipótesis, d∗(ϕα,f ) = w(f) ≥ d(C). Por otro

lado, si tomamos β ∈ R(C) tenemos que d∗(ϕα,f ) ≤ d∗(ϕβ,f ) y

como f ∈ {e, g} utilizando (2.4) concluimos.

�

Veamos cómo estos resultados nos permiten construir códigos

cíclicos y calcular su distancia aparente. En primer lugar, para cual-

quier código cíclico C con idempotente generador e ∈ Fq(n), ϕα,e
es también idempotente en (Ln, ?); así que

e(αi) = ϕα,e[i] =


0 si i ∈ Dα(e)

1 si i 6∈ Dα(e)

. (2.5)

Ahora, sea {a1, . . . , an} un conjunto completo de representantes

de las clases q-ciclotómicas módulo n. Para cualquier conjunto D =



Juan Adrián Vargas Alemañy 15

∪tj=1Cq(aij) , con ij ∈ {1, . . . , h} y 1 ≤ t ≤ h, denotamos FD ∈ Fnq
al vector tal que FD[i] = 0 si i ∈ D y 1 si i /∈ D.

Lema 2.0.13 Sea FD como hemos de�nido en el párrafo anterior.

Podemos ver FD como la imagen por la transformada de Fourier

discreta del generador idempotente de un código cíclico C en Fq(n)

tal que D = Dα(C) con respecto a algún α ∈ Un. Es decir, si C es

un código cíclico con conjunto de�nición Dα(C) = D, para algún

α ∈ Un, y e es su idempotente generador, entonces tenemos que

FD = M(ϕα,e) ∈ Fq(n).

Demostración. Como e es el idempotente generador de C, por

el Lema 1.0.2 sabemos que Dα(C) = Dα(e). Además tenemos que

ϕα,e[i] = e(αi) =


0 si i ∈ Dα(e)

1 si i 6∈ Dα(e)

,

que coincide con la de�nición de FD y por lo tanto FD = M(ϕα,e).

�

Podemos utilizar este último lema para calcular d∗(C). Para

ello, primero consideramos el conjunto A(n) = {ai1 , . . . , aik} ⊆
{a1, . . . , ah}. Para cada j = 1, . . . , k, sea βj ∈ Un tal que β

aij
j = α.

(Recuérdese que esto implica que Dβj = aij ·Dα(C).) La distancia

aparente de ϕβj ,e es la cadena más larga de ceros consecutivos mó-

dulo n en FDβj (C) más 1; esto implica, utilizando el Lema 2.0.11,

que d∗(C) = max
j=1,...,k

d∗(FDβj (C)).

Ejemplo 2.0.14 Sea n = 21 y q = 2. Tomamos las clases 2-

ciclotómicas módulo 21; a saber, C2(0) = {0}, C2(1) = {1, 2, 4, 8, 11, 16},
C2(3) = {3, 6, 12}, C2(5) = {5, 10, 13, 17, 19, 20}, C2(7) = {7, 14} y
C2(9) = {9, 15, 18}. Observamos que {0, 1, 3, 5, 7, 9} es un conjunto

completo de representantes de las clases 2-ciclotómicas módulo 21

y que A(21) = {1, 5}. Si tomamos D = C2(1) ∪ C2(3) ∪ C2(7) =

{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11, 12, 14, 16}, entonces

FD = (100001000110010101111).

Sea C =< e > el código cíclico tal que Dα(C) = D para algún

α ∈ U21, entonces d
∗(ϕα,e) = d∗(FD) = 5. Para comprobar que ésta
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es la distancia aparente del código C tan solo necesitamos conside-

rar β ∈ U21 tal que β5 = α. En ese caso, Dβ(C) = 5 · Dα(C) =

C2(5)∪C2(9)∪C2(7) = {5, 7, 9, 10, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20}. Enton-
ces, tenemos que

FDβ(C) = (111110101001100010000),

y por lo tanto d∗(FDβ(C)) = 5. De esta forma hemos visto que

d∗(C) = 5 y que R(C) = {β, β5}.



Capítulo 3

La distancia mínima y el

máximo de las cotas BCH

Para un elemento arbitrario g ∈ L(n), el cual podemos ver como

un polinomio con deg(g) ≤ n − 1, la igualdad mcd(g, xn − 1) =

mcd(xhg, xn−1) se cumple ∀ h ∈ {0, . . . , n−1}, ya que xh y xn−1

son polinomios primos entre sí. Además, podemos de�nir

mg = mcd(xhg, xn − 1), (3.1)

donde, por lo anterior, mg no depende de h. Para cualquier h ∈
{0, . . . , n− 1} escribimos

xhg = (xn − 1)fg,h + xhg, (3.2)

donde 0 ≤ deg(xhg) < n.

Lema 3.0.1 Sea g ∈ L(n) y sea mg como hemos de�nido en (3.1).

Entonces

1. d∗(g) ≤ n− deg(mg).

2. Si g | xn − 1, entonces d∗(g) = n− deg(g).

Demostración.

1. Puesto que mg | xn − 1 y mg | xhg ∀h ∈ {0, . . . , n − 1},
tenemos que

xhg = xhg − (xn − 1)fg,h = mgt ∀h ∈ {0, . . . , n− 1},

17
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siendo t un elemento de L(n), es decir, mg | xhg. Esto implica

que n− deg(xhg) ≤ n− deg(mg) ∀h ∈ {0, . . . , n− 1}. Por la
de�nición de d∗(g), tenemos que d∗(g) ≤ n− deg(mg).

2. d∗(g) ≥ n − deg(g) es trivial por la de�nición de distancia

aparente ya que

d∗(g) = max{n− deg(xhg), 0 ≤ h ≤ n− 1} ≥
h=0

n− deg(g).

Para ver d∗(g) ≤ n− deg(g), basta observar que si g | xn− 1,

entonces g = smg con s ∈ Fq. Por lo tanto, aplicando (1.),

d∗(g) ≤ n− deg(smg) = n− deg(g).

�

Sea c una palabra de un código cíclico C en Fq(n). Por la de-

sigualdad (2.2) sabemos que d∗(ϕα,c) ≤ w(c). Nos preguntamos bajo

qué condiciones se da la igualdad. El siguiente resultado nos será

de ayuda para encontrar estas condiciones.

Lema 3.0.2 Sea C un código cíclico en Fq(n) y c ∈ C. Entonces
n− deg(mϕα,c) = w(c), ∀ α ∈ Un.

Demostración. Tenemos que n−deg(mϕα,c) = |{αj | ϕα,c(αj) 6= 0}|.
Por la Observación 1.0.8 y la desigualdad (2.1) tenemos que w(c) =

n−|Dα(ϕα,c)| = n−n+ |{αj | ϕα,c(αj) 6= 0}| = n−deg(mϕα,c). �

Observamos que por el Lema 3.0.1, para cualquier elemento f ∈
L(n) su distancia aparente es menor o igual que el �número de no

ceros� de mf . El siguiente resultado nos muestra cuándo se cumple

la igualdad.

Proposición 3.0.3 Sea f ∈ L(n) y sea mf como hemos de�nido

en (3.1). Tenemos que d∗(f) = n − deg(mf ) si y solo si existe

h ∈ {0, . . . , n − 1} tal que xhf | xn − 1, (equivalentemente, xhf y

mf son polinomios asociados en L[x]).

Demostración.

�=⇒�

Por de�nición de d∗(f), existe h ∈ {0, . . . , n−1} tal que d∗(f) = n−
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deg(xhf). Puesto que d∗(f) = n−deg(mf ), tenemos que deg(xhf) =

deg(mf ). Por (3.2) tenemos que si α pertenece al conjunto de ceros

de mf , entonces α también pertenece al conjunto de ceros de xhf .

Como deg(xhf) = deg(mf ) tenemos que mf y xhf tienen exacta-

mente el mismo conjunto de ceros y por lo tanto son polinomios

asociados.

�⇐=�

Sea h ∈ {0, . . . , n− 1} tal que xhf | xn− 1. Por (3.2), tenemos que

xhf | xhf . Puesto que además sabemos que xhf | xn − 1, tenemos

que xhf | mf . Por otro lado, por (3.1), tenemos que mf | xhf . Es-
to implica que mf y xhf son asociados y por lo tanto deg(xhf) =

deg(mf ). Por la de�nición de distancia aparente y por el Lema 3.0.1

(2.), tenemos que d∗(f) = d∗(xhf) = n− deg(xhf) = n− deg(mf ).

�

Utilizando el Lema 3.0.2 y la Proposición 3.0.3 obtenemos las

condiciones bajo las cuales se da la igualdad d∗(ϕα,c) = w(c). Es-

te resultado nos es de gran utilidad para caracterizar los códigos

cíclicos que cumplen la igualdad d(C) = ∆(C)(= d∗(C)).

Teorema 3.0.4 Sea n un entero positivo, p un número primo y q

una potencia de p. Supongamos que mcd(n, q) = 1. Sea el cuerpo

Fq y L | Fq una extensión tal que Un ⊆ L. Sea C un código cíclico

en Fq(n). Entonces d(C) = ∆(C)(= d∗(C)) si y solo si existe un

polinomio f ∈ L(n) tal que

1. d∗(f) = d∗(C).

2. d∗(f) = n− deg(mf ).

3. ϕ−1α,f ∈ C, para algún α ∈ R(C).

Mas aún, en este caso, existe h ∈ {0, . . . , n−1} tal que xhf | xn−1.

Demostración.

�=⇒�

Sea c ∈ C tal que w(c) = d(C) y sea α ∈ R(C). Tomamos mϕα,c =

mcd(ϕα,c, x
n−1). Por la de�nición de distancia aparente y aplicando
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resultados previos tenemos que

w(c) ≥
(2.2)

d∗(ϕα,c) ≥ d∗α(C) =
α∈R(C)

d∗(C) = d(C) = w(c) =
Lema 3.0.2

n−deg(mϕα,c).

Tomando f = ϕα,c se cumplen las tres condiciones requeridas.

�⇐=�

Supongamos que existe f ∈ L(n) que cumple las condiciones (1−3).

Por el Lema 3.0.2 y la condición (2.) tenemos que

w(ϕ−1α,f ) = n− deg(mϕ
α,ϕ−1

α,f

) = n− deg(mf ) = d∗(f).

Por la condición (3.) tenemos que ϕ−1α,f ∈ C lo que implica que

w(ϕ−1α,f ) = d∗(f) ≥ d(C). Ahora por la condición (1.) tenemos que

d∗(C) ≥ d(C) y por (2.4) concluimos que d∗(C) = d(C). La última

a�rmación del teorema es directa al utilizar la Proposición 3.0.3.

�

Obsérvese que este resultado es teórico, ya que es imposible de

llevar a la práctica. Sin embargo, este resultado nos servirá para

obtener condiciones necesarias y su�cientes más fáciles de compro-

bar para que en un código cíclico su distancia mínima coincida con

el máximo de sus cotas BCH.

Para comprobar si se cumplen las condiciones de este teorema,

por la Proposición 3.0.3, tenemos que comprobar si los divisores de

xn−1 cumplen ciertas propiedades. El siguiente resultado nos ofrece

condiciones sobre los divisores más simples de comprobar para que

se de la igualdad d(C) = ∆(C).

Corolario 3.0.5 Sea C un código cíclico en Fq(n). Entonces d(C) =

∆(C) si y solo si existe k ∈ {0, . . . , n − 1} y un divisor g | xn − 1

en L[x] tal que f = xkg cumple las siguientes condiciones

1. d∗(f) = d∗(C).

2. ϕ−1α,f ∈ C, para algún α ∈ R(C).

Demostración. Sea h = n− k,entones g = xhf .

�=⇒�
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Por el Teorema 3.0.4, condiciones (1.) y (3.), existe f ∈ L(n) tal que

d∗(f) = d∗(C) y ϕ−1α,f ∈ C. Además, por la condición (2.), tenemos

que d∗(f) = n − deg(mf ) y, por la Proposición 3.0.3, esto implica

que existe un h ∈ {0, . . . , n − 1} tal que xhf | xn − 1. Si tomamos

g = xhf hemos terminado.

�⇐=�

Queremos ver que se cumplen las tres condiciones del Teorema 3.0.4.

Por hipótesis tenemos que se cumplen (1.) y (3.). Veamos (2.). Pues-

to que g = xhf | xn − 1, por la Proposición 3.0.3 tenemos que

d∗(f) = d∗(xhf) = n− deg(m
xhf

) = n− deg(mf ).

�

Nótese que, como mostramos en el siguiente ejemplo, en las

condiciones del corolario anterior, puede que existan α, β ∈ Un tales
que ϕ−1α,f ∈ C pero ϕ−1β,f /∈ C.

Ejemplo 3.0.6 Sea q = 2 y n = 15. Sea α ∈ U15, cuyo polinomio

mínimo es mα = x4 + x + 1, y sea β = α7 ∈ U15, cuyo polinomio

mínimo es mβ = x4 + x3 + 1. Además, tenemos que Dα(mα) =

C2(1) = {1, 2, 4, 8} . Puesto que

α7 = β ⇒ β2 = α14 = α−1 ⇒ β−2 = α⇒ α = β17,

tenemos que Dβ(mα) = C2(7). Por otro lado, por el punto (1.) de

la Observación 1.0.8, supp(ϕα,mα) = Z15 \ C2(1) y supp(ϕβ,mα) =

Z15 \ C2(7).

Sea f = ϕα,mα, por la inversa de la transformada de Fourier

discreta sabemos que ϕ−1α,f = mα. Sea g = ϕ−1β,f . Veamos que mα 6=
g. Para ello, por reducción al absurdo, supongamos que mα = g.

Puesto que la transformada de Fourier discreta es un isomor�smo

tenemos que

ϕβ,mα = ϕβ,g = f = ϕα,mα ,

que es una contradicción, pues habíamos visto que supp(ϕα,mα) =

Z15\C2(1) 6= Z15\C2(7) = supp(ϕβ,mα). Es decir, hemos encontrado

un polinomio f con ϕ−1α,f 6= ϕ−1β,f . Esto implica que < ϕ−1α,f >6=<
ϕ−1β,f > y por lo tanto si tomamos C =< ϕ−1α,f >, ϕ

−1
α,f ∈ C pero

ϕ−1β,f 6∈ C.
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Podemos reescribir la condición (2.) del Corolario 3.0.5 de la

siguiente forma.

Corolario 3.0.7 Sea C un código cíclico en Fq(n). Entonces d(C) =

∆(C) si y solo si existe k ∈ {0, . . . , n − 1} y un divisor g | xn − 1

en L[x] tal que, si tomamos f = xkg, se cumplen las siguientes

condiciones:

1. d∗(f) = d∗(C).

2. supp(f) ⊆ Zn \Dα(C), para algún α ∈ R(C).

3. (f(αj))q = f(αj) para cualquier j ∈ {0, . . . , n− 1}.

Demostración.

�=⇒�

Basta ver que la condición (2.) del Corolario 3.0.5 implica las con-

diciones (2.) y (3.).

ϕ−1α,f ∈ C implica que ϕ−1α,f ∈ F(n) y por la Observación 1.0.8 (4.)

(f(αj))q = f(αj) para cualquier j ∈ {0, . . . , n− 1}..
Para ver (2.) utilizamos el punto 4 de la Observación 1.0.8 y que

ϕ−1α,f ∈ C.

supp(f) = supp(ϕα,ϕ−1
α,f

) = {i ∈ {0, . . . , n− 1} | ϕ−1α,f (α
i) 6= 0} =

Zn \ {i ∈ {0, . . . , n− 1} | ϕ−1α,f (α
i) = 0} ⊆ Zn \Dα(C).

�⇐=�

Puesto que (f(αj))q = f(αj) para cualquier j ∈ {0, . . . , n − 1},
tenemos que ϕ−1α,f ∈ Fq(n). Veamos que ϕ−1α,f ∈ C.

supp(f) = Zn \ {i ∈ {0, . . . , n− 1} | ϕ−1α,f (α
i) = 0} ⊆ Zn \Dα(C),

lo que implica que Dα(C) ⊆ {i ∈ {0, . . . , n− 1} | ϕ−1α,f (αi) = 0}, de
esta forma ϕ−1α,f (α

i) = 0, ∀i ∈ Dα(C) por lo que ϕ−1α,f ∈ C. �

En el siguiente resultado vemos que comprobar la condición (3.)

del corolario anterior es muy simple si estamos en el caso q = 2.
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Lema 3.0.8 Sea F2 y f ∈ F2[x]. Si supp(f) es unión de clases

2-ciclotómicas entonces (f(αj))2 = f(αj), ∀j ∈ {0, . . . , n − 1} y

∀ α ∈ Un.

Demostración. Podemos escribir f como f =
∑

i∈supp(f)

xi. Sea

α ∈ Un y j ∈ {0, . . . , n− 1},

(f(αj))2 =

 ∑
i∈supp(f)

(αj)i

2

=
∑

i∈supp(f)

(α2j)i

=
supp(f) es unión

de clases 2-ciclotómicas

∑
i∈supp(f)

(αj)i = f(αj)

Es decir (f(αj))2 = f(αj), ∀j ∈ {0, . . . , n− 1} y ∀ α ∈ Un. �

El siguiente resultado es una generalización para un q cualquiera

del lema anterior.

Lema 3.0.9 Sea f ∈ L(n). Si ϕ−1α,f ∈ Fq(n) para cualquier α ∈ Un
entonces supp(f) es unión de clases q-ciclotómicas. Si f es idempo-

tente en (Ln, ?) el recíproco también es cierto, es decir, si supp(f)

es unión de clases q-ciclotómicas entonces ϕ−1α,f ∈ Fq(n).

Demostración. Sea f ∈ L(n) tal que ϕ−1α,f ∈ Fq(n). Por el punto

(2.) de la Observación 1.0.8, sabemos que supp(ϕα,ϕ−1
α,f

) = Zn \
Dα(ϕ−1α,f ). Por lo tanto supp(f) es unión de clases q-ciclotómicas.

Veamos ahora la otra implicación. Supongamos que f ∈ (Ln, ?)
es idempotente. Sea C el código con conjunto de�nición Dα(C) =

Zn\supp(f). Sea e el generador idempotente de C, por el Lema 1.0.2

tenemos que Dα(e) = Zn \supp(f). Puesto que e es idempotente en

Fq(n) y la transformada de Fourier discreta es un isomor�smo, ϕα,e
es idempotente en (Ln, ?). Como supp(ϕα,e) = supp(f) y ambos son

idempotentes tenemos que ϕα,e = f y por lo tanto ϕ−1α,f ∈ Fq(n).

�

El siguiente corolario nos proporciona otra condición su�ciente

para determinar los códigos cíclicos cuya distancia aparente coinci-

de con su distancia mínima.
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Corolario 3.0.10 Sea C un código cíclico en Fq(n) con un idem-

potente generador e ∈ C. Si existe h ∈ {0, . . . , n− 1} y α ∈ Un tal

que xhϕα,e | xn − 1 entonces d(C) = ∆(C) y α ∈ R(C).

Demostración. Puesto que xhϕα,e | xn − 1, por la Proposición

3.0.3, tenemos que d∗(ϕα,e) = n − deg(mϕα,e) y por el Lema 3.0.2

tenemos que n − deg(mϕα,e) = w(e). Por lo tanto d∗(ϕα,e) = w(e)

y aplicando el Corolario 2.0.12 concluimos la demostración. �

Los resultados previos nos muestran algunas condiciones que

puede cumplir un código cíclico C para que se satisfaga la igualdad

d(C) = ∆(C). El siguiente corolario nos ofrece un método para

construir códigos cíclicos que tengan esta propiedad.

Corolario 3.0.11 Sea un cuerpo intermedio Fq ⊆ K ⊆ L y sea g ∈
K[x] un divisor de xn−1 y β ∈ Un. Si ϕ−1

β,xkg
∈ Fq(n), para algún k ∈

{0, . . . , n − 1}, entonces la familia de códigos cíclicos permutación

equivalentes {Cα = (ϕ−1
α,xkg

) | α ∈ Un} satisface d(Cα) = ∆(Cα)

para todo α ∈ Un. Mas aún, dimFq(Cα) = |supp(g)|, para todo

α ∈ Un.

Demostración. Sea f = xkg y sea e ∈ Fq(n) el idempotente ge-

nerador del código C = (ϕ−1α,f ) en Fq(n).

Puesto que e es idempotente, ϕα,e[i] = e(αi) =


0 si i ∈ Dα(c)

1 si i 6∈ Dα(c)

,

y por tanto supp(ϕα,e) = Zn \Dα(C). Además, por la Observación

1.0.8 (1.), tenemos que

Zn \ supp(f) = Zn \ supp(ϕα,ϕ−1
α,f

) = Dα(ϕ−1α,f ) = Dα(C),

por lo que supp(f) = Zn \Dα(C). Es decir, supp(f) = supp(ϕα,e)

lo que implica que d∗(f) = d∗(ϕα,e). Ahora, si tomamos h = n− k,
tenemos que xhf = g | xn − 1, y por la Proposición 3.0.3 tenemos

que

d∗(f) =
Proposición 3.0.3

n− deg(mf ) =
Lema 3.0.2

w(ϕ−1α,f ) ≥ d(C).

Por otro lado, por (2.4), tenemos que d∗(f) = d∗(ϕα,e) =
Lema 2.0.11
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d∗α(C) ≤ d∗(C) ≤ d(C), por lo que hemos terminado. �

Utilizando este último corolario, si queremos construir un código

cíclico C con d(C) = ∆(C) tenemos que encontrar un divisor g de

xn− 1 y un elemento k ∈ Zn tales que, si tomamos f = xkg, ϕ−1α,f ∈
Fq(n) para algún α ∈ Un o, equivalentemente, utilizando el punto

(3.) de la Observación 1.0.8, (f(αj))q = f(αj), ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}
y para algún α ∈ Un. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo 3.0.12 Sea q = 2, n = 45. Tenemos que A(45) = {1, 7}.
Sea g = x40+x39+x38+x36+x35+x32+x30+x25+x24+x23+x21+

x20+x17+x15+x10+x9+x8+x6+x5+x2+1. Se puede comprobar que

g | x45 − 1 en F2[x] (por lo que F = K). Necesitamos encontrar un

k ∈ {0, . . . , 44} tal que, al tomar f = xkg, (f(αj))2 = f(αj), ∀j ∈
{0, . . . , 44} y para algún α ∈ U45. Puesto que nos encontramos en el

caso q = 2 podemos utilizar el Lema 3.0.8 y comprobar si supp(f) es

unión de clases 2-ciclotómicas. Sin embargo, en este ejemplo vamos

a comprobar directamente la propiedad (f(αj))2 = f(αj). Para ello

�jamos β ∈ U45 tal que minβ = x12 + x3 + 1. Se puede comprobar

que Dβ(g) = Z45 \ (C2(0) ∪ C2(3)), siendo C2(3) = {3, 6, 12, 24}.
Puesto que g(1) = 1 y g(β) = β30, veamos que f = x5g cumple

la propiedad. Por un lado tenemos que f(βj) = 0,∀ j ∈ Dβ(C)

por la de�nición de conjunto de�nición. Por otro lado f(1) = 1 y

f(β3) = (β3)5β30 = β45 = 1 por lo que f(β6) = f(β12) = f(β24) =

1. Por lo tanto tenemos que f(βj) = 0 si j ∈ Dβ(C) y f(βj) = 1

si j ∈ C2(0) ∪ C2(3), lo que implica que (f(βj))2 = f(βj), ∀j ∈
{0, . . . , 44} y, utilizando los puntos (3.) y (4.) de la Observación

1.0.8, ϕ−1α,f ∈ F2(45), ∀α ∈ U45.

Sea C =< ϕ−1β,f >. Utilizando el punto (1.) de la Observación

1.0.8, Dβ(C) = Dβ(ϕ−1β,f ) = Z45 \supp(f) = C2(1)∪C2(3)∪C2(9)∪
C2(21). Analizando

M(f) = FDβ(C) = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1,

1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1,

1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1)

como en el Ejemplo 2.0.14 y utilizando el último corolario, tenemos
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que ∆(C) = d(C) = 5 y dim(C) = 21.



Capítulo 4

La distancia aparente en

códigos abelianos de dos

variables

4.1. Notación

El lector notará que la notación que usaremos en este caso es

una extensión natural a dos variables de la notación que hemos

utilizado en la sección anterior para códigos de una variable.

Al igual que antes, Fq es el cuerpo de q elementos, donde q

es potencia de un primo p. Sean rx, ry ∈ N. Sea T ⊆ Zrx × Zry ,
denotamos con πx(T ) a la proyección de T en Zrx y con πx(T ) a la

proyección de T en Zry .

Un código abeliano es un ideal en el álgebra

Fq(rx, ry) = Fq[x, y]/ < xrx − 1, yry − 1 > .

Identi�camos las palabras código con polinomios en dos variables

f(x, y), para los cuales cada monomio satisface que el grado de la

indeterminada x pertenece a Zrx y el grado de la indeterminada y

pertenece a Zry . Un polinomio f ∈ Fq(rx, ry) lo expresamos de la

forma

f = f(x, y) =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

a(i,j)Z
(i,j), donde Z(i,j) = xiyj.

27
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Dado un polinomio f ∈ Fq(rx, ry) denotamos por f a la proyección

canónica de f en Fq(rx, ry). Suponemos siempre que estamos en el

caso semisimple, es decir, mcd(rx, q) = mcd(ry, q) = 1.

Recordemos que, para cada s ∈ N denotamos con Rs a las raíces

s-ésimas de la unidad y con Us a las raíces s-ésimas primitivas

de la unidad. Para rx, ry, a su vez, de�nimos los conjuntos R =

{α = (αx, αy) | αx ∈ Rrx , αy ∈ Rry} y U = {α = (αx, αy) | αx ∈
Urx , αy ∈ Ury}. Sea L | Fq una extensión de cuerpos tal que Urx y

Ury están contenidos en L. Para un código cíclico C en Fq(rx, ry)
de�nimos el conjunto de ceros como Z(C) = {α ∈ U | f(α) =

0 ∀f ∈ C y α(rx,ry) = 1}. Fijado α = (αx, αy) ∈ U , el conjunto de

de�nición con respecto de α está de�nido comoDα(C) = {(ax, ay) ∈
Zrx×Zry | f(αaxx , α

ay
y ) = 0 ∀f ∈ C}. Nótese que si (i, j) ∈ Zrx×Zry ,

f(α(i,j)) =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

a(i,j)α
i
xα

j
y.

Dado un elemento a = (ax, ay) ∈ Zrx × Zry , de�nimos su qt-

órbita módulo(rx, ry) como Qqt(a) = {(ax · qti, ay · qti) ∈ Zrx ×Zry |
i ∈ N}. Obsérvese que la de�nición de qt-órbita es la extensión a

dos variables de la de�nición de clase qt-ciclotómica. Sabemos que

para todo polinomio f ∈ Fq[x, y] y para todo elemento (ax, ay) ∈ L,
tenemos que si f(ax, ay) = 0 entonces f(aqx, a

q
y) = 0. Esto implica

que, al igual que en el caso de una variable donde los conjuntos

de�nición son unión de clases qt-ciclotómicas, en dos variables los

conjuntos de�nición son unión de qt-órbitas.

Sea ahora una matriz M = (aij)(i,j)∈Zrx×Zry , con aij ∈ R, siendo
R un determinado conjunto. Para b ∈ Zrx , denotamos por fM(b) =

{a(b,j) | j ∈ Zry} a la �la b-ésima de M y para b ∈ Zry por cM(b) =

{a(i,b) | i ∈ Zrx} a la columna b-ésima de M .

Sea D ⊆ Zrx × Zry . La matriz dada por D está de�nida como

M = (aij)(i,j)∈Zrx×Zry , con aij =


0 si (i, j) ∈ D

1 si (i, j) 6∈ D
.

Si D es unión de qt-órbitas, decimos que M es una matriz de qt-

órbitas y la denotamos como M = M(D).

Observación 4.1.1 Sea b ∈ Zrx y sea D unión de qt-órbitas, con
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D ⊂ {b} × Zry . Sea M = M(D). Decimos que el vector A = fM(b)

es un vector de qt-órbitas. Análogamente, Sea b′ ∈ Zry y sea D

unión de qt-órbitas, con D ⊂ Zry ×{b′}. Sea M = M(D). Decimos

que el vector A = cM(b′) es un vector de qt-órbitas

Ejemplo 4.1.2 Sea q = 2, rx = 5, ry = 7. El conjunto de 2-órbitas

módulo (5, 7) es el siguiente

Q2((0, 0)) = {(0, 0)},
Q2((0, 1)) = {(0, 1), (0, 2), (0, 4)},
Q2((0, 3)) = {(0, 3), (0, 5), (0, 6)},
Q2((1, 0)) = {(1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0)},
Q2((1, 1)) = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 2),

(3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 4)},
Q2((1, 3)) = {(1, 3), (1, 5), (1, 6), (2, 3), (2, 5), (2, 6), (3, 3), (3, 5),

(3, 6), (4, 3), (4, 5), (4, 6)}.

Si tomamos D = Q2((0, 0))∪Q2((0, 1))∪Q2((1, 3)) entonces la

matriz dada por D es

M(D) =


0 0 0 1 0 1 1

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

 .

Para cualquier matrizM , de�nimos el soporte deM como supp(M) =

{(i, j) ∈ Zrx ×Zry | aij 6= 0}. Denotamos D(M) a su complemento,

es decir, D(M) = Zrx × Zry \ supp(M). Destacar que si M es una

matriz de qt-órbitas de�nida por D entonces D(M(D)) = D.

Sea Lt un conjunto de qt-órbitas en Zrx×Zry , para algún t ∈ N.
De�nimos el siguiente orden parcial en el conjunto de todas las

matrices de qt-órbitas {M(D) | D = ∪Q, para algunos Q ∈ Lt}

M(D) ≤M(D′)⇔ supp(M(D)) ⊆ supp(M(D′)). (4.1)

Claramente, esta condición es equivalente a D′ ⊆ D.

Sea L | Fq una extensión de cuerpos tal que U ⊂ L2. Al igual

que en el caso de una variable, de�nimos la transformada de Fourier
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discreta de f ∈ Fq(rx, ry) con respecto a α ∈ U como el polinomio

ϕα,f (Z) =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

f(α(i,j))Z(i,j) ∈ L(rx, ry).

La inversa de la transformada de Fourier discreta es

ϕ−1α,f (Z) =
1

rx · ry

∑
(i,j)∈Zrx×Zry

f(α−(i,j))Z(i,j) ∈ L(rx, ry).

También como en el caso de una variable, podemos ver la transfor-

mada de Fourirer discreta como un isomor�smo de álgebras

ϕα : L(rx, ry) −→ (L|Zrx×Zry |, ?),

donde ? es la multiplicación coordenada a coordenada.

Observación 4.1.3 Como f = ϕ−1α,ϕα,f , tenemos que supp(f) =

{(i, j) ∈ Zrx × Zry | ϕα,f (α−(i,j)) 6= 0}. Esto implica que w(f) =∣∣∣Z(ϕα,f )
∣∣∣ .

4.2. La distancia aparente fuerte

Vamos a introducir ahora el concepto de distancia aparente fuer-

te para polinomios en dos variables y para matrices. Al igual que

con la distancia aparente en códigos de una variable, la distancia

aparente fuerte nos servirá para calcular una cota inferior para la

distancia mínima de un código abeliano.

Todos los conceptos que vamos a ver a lo largo de este capítulo

tienen una versión para varias variables, pero, puesto que los resul-

tados de caracterización de códigos abelianos en los que su distancia

aparente fuerte coincide con su distancia mínima y los resultados

que nos permiten construir códigos con esta propiedad solo se cono-

cen para dos variables, en este trabajo solo desarrollamos la versión

para dos variables.

La distancia aparente fuerte de un polinomio

Sea f =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

a(i,j)Z
(i,j) un polinomio en L(rx, ry). Pode-

mos ver f como un polinomio en (L[y])[x]. Basta con escribir f
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como f = fx =
rx−1∑
b=0

fx,bx
b, con fx,b =

∑
j∈Zry

a(b,j)y
j. Análogamente,

también lo podemos ver como un polinomio en (L[x])[y]. En este

caso escribimos f como f = fy =

ry−1∑
b=0

fy,by
b, con fy,b =

∑
i∈Zrx

a(i,b)y
i.

De�nimos el grado x como deg(fx) y el grado y como deg(fy).

Para cualquier h = (hx, hy) ∈ Zrx ×Zry , de�nimos dx[h] = dx[h](f)

como el grado x de Zhf y cx[h] = cx[h](f) al coe�ciente de xdk[h]k

(nótese que cx[h] es un polinomio en la indeterminada y). Las de�-

niciones de dy[h] y de cy[h] son análogas.

De�nición 4.2.1 Sea f ∈ L(rx, ry). La distancia aparente de f ;

denotada, al igual que el el caso de una variable, con d∗(f), es

1. Si f = 0, entonces d∗(f) = 0.

2. Si f 6= 0,

d∗(f) = max{ max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cx[h])(rx − dx[h])},

max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cy[h])(ry − dy[h])}}

Ejemplo 4.2.2 Sea q = 2, rx = 15 y ry = 3. Sea f = y + x10y +

x11y + x13y2 + x14y + y2 + x5y2 + x7y2. Tenemos que

fx = (y+y2)+(y2)x5+(y2)x7+(y)x10+(y)x11+(y2)x13+(y)x14.

fy = (1 + x10 + x11 + x14)y + (1 + x5 + x7 + x13)y2.

El máximo para la variable x se alcanza en dx[(10, 2)] = 10, con

cx[(10, 2)] = 1 + y, d∗(cx[(10, 2)]) = 2. Para la variable y el máximo

se alcanza en dy[(0, 2)] = 1, con cy[(0, 1)] = 1 + x5 + x7 + x13,

d∗(cy[(0, 2)]) = 6. Por lo que d∗(f) = max{(15−10) ·2, (3−1) ·6} =

12.

Más adelante, se podrá observar que la distancia aparente es

una cota inferior para el número de no-ceros de un polinomio. Pa-

ra obtener una mejor cota modi�camos la de�nición de distancia

aparente, obteniendo la de�nición de distancia aparente fuerte.
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De�nición 4.2.3 Sea f ∈ L(rx, ry). Sea b ∈ Zrx, el conjunto de

coe�cientes cero x asociados a b es el conjunto de coe�cientes (que

son polinomios en L[y])

ZCf (k, b) = {fk,b0 , . . . , fk,bl}, con b = b0

tal que fk,bj = 0 ∀j ∈ {0, . . . , l} siendo b0, . . . , bl una lista de enteros

consecutivos módulo rx y fk,b+l
6= 0, con b+l = bl + 1. Denotamos por

wf (x, b) a |ZCf (x, b)|

El conjunto de coe�cientes cero y asociados a b tiene una de�-

nición análoga.

De�nición 4.2.4 Sea f ∈ L(rx, ry). La distancia aparente fuerte

de f , denotada por sd∗(f), esta de�nida como sigue

1. sd∗(0) = 0

2. De�nimos

εf (x) = max
b∈Zrx
{d∗(fx,b)},

εf (y) = max
b∈Zry
{d∗(fy,b)},

wf (x) = max
b∈Zrx
{wf (x, b) + 1},

wf (y) = max
b∈Zry
{wf (y, b) + 1}.

a) La distancia aparente fuerte de f con respecto a x es

sd∗x(f) = ε(x) · wf (x).

b) La distancia aparente fuerte de f con respecto a y es

sd∗y(f) = ε(y) · wf (y).

3. La distancia aparente fuerte de f es sd∗(f) = max{sd∗x(f), sd∗y(f)}.

Observación 4.2.5 Podemos ver wf (x) como la distancia aparen-

te del polinomio fx ya que estamos contando la cadena de coe�cien-

tes cero más larga más 1. (En este caso los coe�cientes son polino-

mios en la indeterminada y y vemos cuáles de estos polinomios son

idénticamente cero). Para wf (y) seguimos un razonamiento análo-

go.
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Ejemplo 4.2.6 Vamos a calcular la distancia aparente fuerte del

polinomio del Ejemplo 4.2.2. Calculemos primero la distancia apa-

rente fuerte con respeto a x. Recordamos que f ∈ F2(15, 3) se puede

escribir como

fx = (y + y2)︸ ︷︷ ︸
fx,0

+ (y2)︸︷︷︸
fx,5

x5+(y2)︸︷︷︸
fx,7

x7+ (y)︸︷︷︸
fx,10

x10+ (y)︸︷︷︸
fx,11

x11+(y2)︸︷︷︸
fx,13

x13+ (y)︸︷︷︸
fx,14

x14.

Podemos comprobar que εf (x) = 3, que se alcanza en los coe�cientes

fx,10 = fx,11 = fx,14 = y así como en los coe�cientes fx,5 = fx,7 =

fx,13 = y2. También se puede comprobar que wf (x) = 5 ya que, si

tomamos b = 1, tenemos que fx,1 = fx,2 = fx,3 = fx,4 = 0. Por lo

tanto sd∗x(f) = 3 · 5 = 15. Calculemos ahora la distancia aparente

fuerte con respecto a y. Recordemos que

fy = (1 + x10 + x11 + x14)︸ ︷︷ ︸
fy,1

y + (1 + x5 + x7 + x13)︸ ︷︷ ︸
fy,2

y2.

Puesto que d∗(fy,1) = 10 y d∗(fy,2) = 6, tenemos que εf (y) =

d∗(fy,1) = 10. Para calcular wf (y) basta observar que el único

coe�ciente que es idénticamente nulo es fy,0, por lo que wf (y) =

1 + 1 = 2. De esta forma s∗y(f) = 10 · 2 = 20. Por lo tanto

sd∗(f) = max{15, 20} = 20.

El siguiente teorema nos muestra cómo se relaciona la distancia

aparente fuerte de un polinomio con su distancia aparente y con su

número de no-ceros.

Teorema 4.2.7 Sea f ∈ L(rx, ry). Entonces d
∗(f) ≤ sd∗(f) ≤∣∣∣Z(f)

∣∣∣.
Demostración. Veamos primero que d∗(f) ≤ sd∗(f). Para ello, vea-

mos que

max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cx[h])(rx − dx[h])} ≤ sd∗x(f).

Por un lado, tenemos que max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cx[h])} = max
b∈Zrx
{d∗(fx,b)} =

εf (x). Ya que, multiplicando por el h ∈ Zrx × Zry adecuado, fx,b =

cx[h] para cualquier b ∈ Zrx . Por otro lado, tenemos que max
h∈Zrx×Zry

{(rx−

dx[h])} = wf (x), ya que, como hemos dicho en la Observación 4.2.5,
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podemos ver wf (x) como la distancia aparente del polinomio fx. De

esta forma, tenemos que

max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cx[h])(rx − dx[h])} ≤

max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cx[h])}· max
h∈Zrx×Zry

{(rx−dx[h])} = εf (x)·wf (x) = sd∗x(f).

Análogamente tenemos que

max
h∈Zrx×Zry

{d∗(cy[h])(ry − dy[h])} ≤ sd∗y(f).

Por lo tanto d∗(f) ≤ sd∗(f).

Veamos ahora que sd∗(f) ≤
∣∣∣Z(f)

∣∣∣. Para ello veamos que sd∗x(f) ≤∣∣∣Z(f)
∣∣∣.

Sea b ∈ {0, . . . , rx − 1} tal que d∗(fx,b) = εf (x) y sea β ∈ Z(fx,b).

Tenemos que f(x, β) =
rx−1∑
j=0

fx,j(β)xj 6= 0, pues al menos fx,b(β) 6=

0. Sea ahora γ ∈ Z(f(x, β)), entonces f(γ, β) 6= 0, que implica∑
β∈Z(fx,b)

∣∣∣Z(f(x, β))
∣∣∣ ≤ Z(f(x, y)). Por otro lado tenemos que

∑
β∈Z(fx,b)

∣∣∣Z(f(x, β))
∣∣∣ ≥ ∑

β∈Z(fx,b)

(wf (x)) = wf (x) ·
∣∣∣Z(fx,b)

∣∣∣
≥ wf (x) · d∗(fx,b) = wf (x) · εf (x) = sd∗x(f).

Lo que implica, junto con lo anterior, que sd∗x(f) ≤
∣∣∣Z(f(x, y))

∣∣∣.
Análogamente tenemos que sd∗y(f) ≤

∣∣∣Z(f(x, y))
∣∣∣, por lo que sd∗(f) ≤∣∣∣Z(f)

∣∣∣. �

La distancia aparente fuerte de una matriz

De�nición 4.2.8 Sea M una matriz de orden rx×ry con entradas

en Fq. El conjunto de �las cero asociado a b ∈ Zrx es el conjunto

CfM(b) = {fM(b0), . . . , fM(bl)} con b = b0,
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tal que fM(bj) = 0 ∀j ∈ {0, . . . , l}, b0, . . . , bl es una lista de enteros

consecutivos módulo rx y fM(bl + 1) 6= 0. Denotamos wM(f, b) =

|CfM(b)|.

Análogamente, el conjunto de columnas asociado a b ∈ Zry es el
conjunto

CcM(b) = {cM(b0), . . . , cM(bl)} con b = b0,

tal que cM(bj) = 0 ∀j ∈ {0, . . . , l}, b0, . . . , bl es una lista de enteros

consecutivos módulo ry y cM(bl + 1) 6= 0. Denotamos wM(c, b) =

|CcM(b)|.

De�nición 4.2.9 Sea M una matriz con entradas en Fq. La dis-

tancia aparente fuerte de M , denotada sd∗(M), se de�ne como

1. sd∗(0) = 0

a) d∗(0) = 0

b) d∗(fM(b)) es la distancia aparente del vector fM(b).

c) d∗(cM(b)) es la distancia aparente del vector cM(b).

2. De�nimos

εM(x) = max
b∈Zrx
{d∗(fM(b))},

εM(y) = max
b∈Zry
{d∗(cM(b))},

wM(x) = max
b∈Zrx
{wM(f, b) + 1},

wM(y) = max
b∈Zry
{wM(c, b) + 1}.

a) La distancia aparente fuerte de M con respecto a x es

sd∗x(M) = ε(x) · wM(x).

b) La distancia aparente fuerte de M con respecto a y es

sd∗y(f) = ε(y) · wM(y).

3. La distancia aparente fuerte deM es sd∗(M) = max{sd∗M(f), sd∗y(M)}.

Observación 4.2.10 Veamos otra forma de calcular wM(x). Sea

Ax = (a0, . . . , arx−1) con aj = 0 si fM(j) = 0 y aj = 1 si fM(j) 6= 0.

Al vector Ax le denominamos un vector testigo de la matriz M .
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Es inmediato ver que d∗(Ax) = wM(x). Análogamente, sea Ay =

(a0, . . . , ary−1) con aj = 0 si cM(j) = 0 y aj = 1 si cM(j) 6= 0, es

inmediato ver que d∗(Ay) = wM(y).

De�nición 4.2.11 Sea M una matriz no nula. Decimos que la �la

fM(b), con b ∈ Zrx es una �la involucrada si sd∗(M) = d∗(fM(b)) ·
wM(x). Análogamente, decimos que la columna cM(b), con b ∈ Zry
es una columna involucrada si sd∗(M) = d∗(cM(b)) ·wM(y). Deno-

tamos por Ip(M) al conjunto de �las y columnas deM involucradas.

Ejemplo 4.2.12 Calculemos la distancia aparente fuerte de la si-

guiente matriz 5× 15 con entradas en F2

M =


0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0

 .

Calculemos primero la distancia aparente fuerte con respecto a

x. Tenemos que εM(x) = 10, dado por la �la

fM(1) =
(

0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
)
.

Por otro lado, wM(x) = 2 ya que hay una única �la cuyas entradas

sean todas nulas, la �la fM(0). Por lo tanto sd∗x(M) = 10 · 2 = 20.

Veamos ahora la distancia aparente fuerte con respecto a y.

En este caso, εM(y) = 4, dado, entre otras, por la �la cM(6) =(
0 1 1 0 0

)
. Por otro lado, wM(y) = 4, dado por el conjun-

to CcM(13) ya que las columnas CM(13), CM(14), CM(0) son nulas.

De esta forma, sd∗y(M) = 4 · 4 = 16.

Así, sd∗(M) = max{sd∗M(f), sd∗y(M)} = sd∗x(M) = 20 e Ip =

{fM(1)}.

Veamos ahora que relación hay entre la distancia aparente fuer-

te de un polinomio y la distancia aparente fuerte de una matriz.

Para un polinomio f =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

a(i,j)Z
(i,j) ∈ Fq(rx, ry) la ma-

triz de coe�cientes de f esM(f) = (a(i,j))(i,j)∈Zrx×Zry . Si escribimos

f = fx =
rx−1∑
b=0

fx,bx
b, observamos que M(fx,b) = fM(f)(b). Análoga-
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mente, si escribimos f = fy =

ry−1∑
b=0

fy,by
b, M(fy,b) = cM(f)(b). En

el siguiente lema vemos la relación entre las distancias aparentes

fuertes de f y M(f).

Lema 4.2.13 Para cualquier polinomio f ∈ Fq(rx, ry) con matriz

de coe�cientes M(f) se da la igualdad sd∗(f) = sd∗(M(f)),

Demostración. Inmediato por la de�nición de distancia aparente

para polinomios y matrices. �

La distancia aparente fuerte de un código abeliano

Veamos ahora la de�nición de distancia aparente fuerte para un

código abeliano.

De�nición 4.2.14 Sea C un código en Fq(rx, ry). La distancia

aparente fuerte de C con respecto a α es sd∗α(C) = min{sd∗(M(ϕα,c)) |
c ∈ C}. La distancia aparente fuerte de C es sd∗(C) = max{sd∗β(C) |
β ∈ U}.

De�nimos el conjunto de raíces óptimas de C como SR(C) =

{β ∈ U | sd∗(C) = sd∗β(C)}.

Obsérvese que, al igual que ocurría con la de�nición de dis-

tancia aparente para un código cíclico, esta de�nición es teórica e

imposible de llevar a la práctica. En el resto del capítulo, veremos

resultados que nos permitirán calcular la distancia aparente fuerte

de un código de una forma más sencilla.

En la sección anterior, en (2.4), vimos que la distancia aparente

de un código es menor o igual que la distancia mínima. El siguiente

teorema nos muestra la relación entre la distancia aparente fuerte

de un código y su distancia mínima.

Teorema 4.2.15 Para cualquier código abeliano C en Fq(rx, ry) se
cumple la desigualdad sd∗(C) ≤ d(C).

Demostración. Para cualquier palabra código f ∈ C, por la de�-
nición de la transformada de Fourier sabemos que w(f) =

∣∣∣Z(ϕα,f )
∣∣∣.
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Por el Teorema 4.2.7 y el Lema 4.2.13 tenemos que

sd∗(M(ϕα,f )) = sd∗(ϕα,f ) ≤
∣∣∣Z(ϕα,f )

∣∣∣ = w(f).

Por lo tanto, sd∗α(C) = min{sd∗(M(ϕα,f )) | f ∈ C} ≤ min{w(f) |
f ∈ C} = d(C). Así, sd∗(C) = max{sd∗β(C) | β ∈ U} ≤ D(C). �

Observamos que, al igual que ocurre en el caso de una variable,

si e ∈ Fq(rx, ry) es idempotente y E es el ideal generado por e

entones para cualquier α ∈ U tenemos que ϕα,e ? ϕα,e = ϕα,e. Si

ϕα,e =
∑

(i,j)∈Zrx×Zry

a(i,j)Z
(i,j), entonces a(i,j) ∈ {1, 0} y a(i,j) = 0 si

y solo si (i, j) ∈ Dα(E). De esta forma, M(ϕα,e) = M(Dα(E)).

Por otro lado, sea M una matriz dada por D, siendo D unión de

q-órbitas. Sabemos que D de�ne un único ideal C en Fq(rx, ry) tal
que Dα(C) = D. Sea e ∈ C el generador idempotente, está claro

que M(ϕα,e) = M(D).

Sea ahora C un código abeliano, α ∈ U y M una matriz dada

por Dα(C). Por lo que hemos visto en la página 28, para cualquier

matriz de q-órbitas P con P ≤ M existe un idempotente e′ ∈ C

tal que P = M(ϕα,e′) y para cualquier palabra código f ∈ C existe

un único idempotente e(f) tal que sd∗(M(ϕα,f )) = sd∗(M(ϕα,e(f))).

Por este motivo, podemos calcular la distancia aparente fuerte de

un código abeliano por medio de las matrices de q-órbitas P ≤
M(ϕα,e), es decir

min{sd∗(P ) | 0 6= P ≤M} = min{sd∗(M(ϕα,e)) | 0 6= e2 = e ∈ C}
= sd∗α(C). (4.2)

Esto nos motiva a dar la siguiente de�nición.

De�nición 4.2.16 Sea M una matriz de qt-órbitas. La distancia

aparente fuerte mínima de M es msd(M) = min{sd∗(P ) | 0 6= P ≤
M}.

Ejemplo 4.2.17 Siguiendo el Ejemplo 4.1.2 tomamos el conjunto

D = Q2((0, 1))∪Q2((0, 3))∪Q2((1, 3)). La matriz de 2-órbitas dada
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por D es

M = M(D) =


1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

 .

La distancia aparente fuerte de M es

sd∗(M) = sd∗x(M) = d∗(fM(0)) · (wM(f, 0) + 1) = 7 · 1 = 7.

Si tomamos D′ = D∪Q((0, 0)), la matriz de 2-órbitas dada por

D′ es

P = M(D′) =


0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

 .

Puesto que D′ ⊂ D, P < M además

sd∗(P ) = sd∗y(P ) = d∗(cP (0)) · (wP (c, 5) + 1) = 2 · 3 = 6.

Por lo tanto sd∗(P ) < sd∗(M), es más, se puede comprobar que

msd(M) = sd∗(P ) = 6.

Observación 4.2.18 En el caso de una variable tenemos que si

f, g ∈ L(n) con supp(f) ⊆ supp(g) entonces d∗(g) ≤ d∗(f). Esto

implica, como hemos visto en el Lema 2.0.11, que d∗α(C) = d∗(ϕα,e).

El ejemplo anterior nos muestra que esto no es cierto en el caso de

dos variables ya que tenemos que P ≤M , y por lo tanto supp(P ) ⊆
supp(M), pero sd∗(P ) = 6 < 7 = sd∗(M). Este fenómeno es lo que

nos impide extender directamente los resultados que hemos obtenido

en códigos cíclicos a códigos abelianos de dos variables.

En el siguiente teorema vemos la relación que hay entre la dis-

tancia aparente fuerte de un código abeliano y la distancia aparente

fuerte mínima de la matriz dada por la transformada de Fourier dis-

creta del idempotente generador.
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Teorema 4.2.19 Sea C un código abeliano en Fq(rx, ry), e su ge-

nerador idempotente y α ∈ U . Entonces sd∗α(C) = msd(M(ϕα,e)).

Así, sd∗(C) = max{msd(M(ϕα,e)) | α ∈ U}.

Demostración. Por (4.2) tenemos quemsd(M(ϕα,e)) = min{sd∗(P ) |
0 6= P ≤ M(ϕα,e} = sd∗α(C). Así, max{msd(M(ϕα,e)) | α ∈ U} =

max{sd∗α(C) | α ∈ U} = sd∗(C). �

Observación 4.2.20 Veamos que, al igual que ocurría en el caso

de una variable al calcular la distancia aparente de un código, para

calcular la distancia aparente fuerte de un código abeliano no nece-

sitamos calcular sd∗α(C) ∀α ∈ U . Sea {Q(a1), Q(a2), . . . , Q(ah)} un
conjunto completo de todas las q-órbitas módulo (rx, ry). Fijemos

los representantes a1, . . . , ah y sea α ∈ U que nos da el conjun-

to de de�nición Dα(C). Buscamos los elementos β ∈ U tales que

Dβ(C) 6= Dα(C). Entonces β ∈ U debe cumplir βaiq
t

= α, para al-

gún t ∈ Z y ai = (aix, aiy) tal que mcd(aix, rx) = mcd(aiy, ry) = 1.

En este caso está claro que Dβ(C) = ai ·Dα(C), donde la multipli-

cación es componente a componente.

Denotamos por K(rx, ry) = {ai = (aix, aiy) | mcd(aix, rx) =

mcd(aiy, ry) = 1}. Fijado α ∈ U , de�nimos Rα = {β ∈ U | βai =

α, ai ∈ K(rx, ry)}. Por lo que, para calcular la distancia aparen-

te de un código, �jado un α ∈ C, necesitamos calcular sd∗(C) =

max{sd∗β(C) | β ∈ Rα}.

4.2.1. Cómo calcular la distancia aparente fuerte

mínima de una matriz

Sea q, rx y ry y sea Lt el conjunto de qt-órbitas en Zrx × Zry ,
para algún t ∈ N. Para un subconjunto arbitrario L′ ⊆ Lt de�nimos

D =
⋃
Q∈L′

Q y construimosM = M(D), la matriz de qt-órbitas dada

por D. Sea fM(b) una �la cualquiera de M , con b ∈ Zrx . De�nimos

DfM(b) = {b} × Zry \ supp(fM(b)).

Lema 4.2.21 Podemos ver fM(b) como un vector de qt
′
-órbitas,

con t′ = t |Cqt(b)| y donde Cqt(b) es la clase qt-ciclotómica módulo
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rx (recordemos que Cqt(a) = {qia | i ∈ N}). Mas aún, fM(b) es el

vector generado por DfM(b).

Demostración. Sea (b, j) ∈ {b} × Zry . Observamos que

qt
′
b = qt|Cqt (b)| = b.

Por lo tanto qt
′
(b, j) = (qt

′
b, qt

′
j) = (b, qt

′
j) ∈ {b} × Zry , lo que

implica que {b} × Zry es cerrado bajo qt
′
-órbitas, es decir, pode-

mos escribir {b}×Zry como unión de qt
′
-órbitas. Sea ahora (b, j) ∈

{b}×Zry tal que a(b,j) = 0. Puesto que (b, j) ∈ Zrx ×Zry , existe un
Q ∈ Lt tal que (b, j) ∈ Q. Además, qt

′
(b, j) = (b, qt

′
j) y por lo tanto

qt
′
(b, j) ∈ Q por ser Q una qt-órbita. Esto implica que aqt′ (b,j) = 0,

ya que M es una matriz de qt-órbitas. Hemos visto que {b} × Zry
es unión de qt

′
-órbitas y que si a(b,j) ∈ fM(b), con a(b,j) = 0, en-

tonces aqt′ (b,j) ∈ {b} × Zry y aqt′ (b,j) = 0, esto implica que fM(b) es

un vector de qt
′
-órbitas. El hecho de que D(fM(b)) = DfM(b) es

inmediato. �

Análogamente, si cM(b) es una columna cualquiera de M con

b ∈ Zry , podemos ver cM(b) como un vector de qt
′
-órbitas, con

t′ = t |Cqt(b)| y donde Cqt(b) es la clase qt-ciclotómica módulo ry.

Además cM(b) es el vector generado por DcM(b), siendo DcM(b) =

Zrx × {b} \ supp(cM(b)).

Proposición 4.2.22 Sea M una matriz de qt-órbitas, y sea N <

M . Entonces para todo b ∈ Zrx, fN(b) < fM(b), viendo fN(b) y

fM(b) como vectores de qt
′
-órbitas, donde t = t′ |Cqt(b)| y Cqt(b) es

la clase qt-ciclotómica módulo rx. Análogamente, para todo b ∈ Zry ,
cN(b) < cM(b), viendo cN(b) y cM(b) como vectores de qt

′
-órbitas,

donde t = t′ |Cqt(b)| y Cqt(b) es la clase qt-ciclotómica módulo ry.

Demostración. Vemos la demostración para las �las ya que pa-

ra las columnas es análoga. Puesto que N < M , tenemos que

D(M) ⊂ D(N) por lo que DfN(b) ⊆ DfM(b). Utilizando el le-

ma anterior, esto implica que fN(b) ≤ fM(b) como vectores de qt
′
-

órbitas. �

Lema 4.2.23 Sea M una matriz de qt-órbitas no nula. Sea b ∈ Zrx
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y A un vector indexado por {b}×Zry (es decir, A = (a(i,j))(i,j)∈{b}×Zry )

tal que supp(A) ⊆ supp(fM(b)). Entonces existe N ≤M tal que:

1. supp(fN(b)) ⊆ supp(A).

2. Si una matriz de qt-órbitas P < M es tal que supp(fP (b)) ⊆
supp(A), entonces P ≤ N .

3. Si A es un vector de qt|Cqt (b)|-órbitas entonces A = fN(b).

Así, N es la máxima matriz de qt-órbitas (con respecto al orden

de�nido en (4.1)) tal que supp(fN(b)) ⊆ supp(A).

Demostración. Sea A = supp(fM(b))\supp(A) y sea N la matriz

de qt-órbitas tal que D(N) = D(M) ∪ (∪(b,j)∈AQt((b, j))). Pues-

to que D(M) ⊆ D(N), tenemos que N ≤ M y supp(fN(b)) ⊆
supp(fM(b)). Veamos que N cumple las tres condiciones del lema.

1. Sea (b, j) ∈ supp(fN(b)). Tenemos que Qt((b, j)) ∩ D(N) =

∅ y por lo tanto Qt((b, j)) ∩ A = ∅. Puesto que (b, j) ∈
supp(fM(b)) ya que N ≤M , tenemos que Qt(b, j) ⊆ supp(A)

y por lo tanto (b, j) ∈ supp(A).

2. Sea P una matriz de qt-órbitas con P < M , tal que supp(fP (b)) ⊆
supp(A). Sea (i, j) ∈ supp(P ) esto implica que Qt((i, j)) ∩
D(P ) = ∅. Veamos ahora que Qt((i, j)) ∩ D(N) = ∅. Pues-
to que P < M , tenemos que D(M) ⊂ D(P ) y por lo tanto

Qt((i, j)) ∩ D(M) = ∅, lo que implica que (i, j) /∈ D(M).

Supongamos que Qt((i, j)) ∩D(N) 6= ∅. Puesto que D(N) =

D(M) ∪ (∪(b,j)∈AQt((b, j))) y Qt((i, j)) ∩D(M) = ∅ tenemos

que Qt((i, j)) ∩ (∪(b,j)∈AQt((b, j))) 6= ∅ y por lo tanto existe

un (b, j′) ∈ A tal que Qt((i, j)) = Qt((b, j
′)). Esto implica

que (b, j′) ∈ supp(P ) ya que Qt((b, j
′)) ∩D(P ) = Qt((i, j)) ∩

D(P ) = ∅. Además, (b, j′) ∈ supp(fP (b)) ⊆ supp(A), lo que es

una contradicción pues (b, j′) ∈ A. De esta forma hemos visto

que Qt((i, j))∩D(N) = ∅, lo que implica que (i, j) ∈ supp(N)

y por lo tanto supp(P ) ⊆ sup(N), es decir, P ≤ N .

3. Supongamos que A es un vector de qt|Cqt(b)|-órbitas y supon-

gamos que supp(A) \ supp(fN(b)) 6= ∅. Sea (b, j) ∈ supp(A) \
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supp(fN(b)). Puesto que (b, j) /∈ supp(fN(b)), (b, j) /∈ supp(N)

lo que implica que (b, j) ∈ D(N) y por lo tanto Qt((b, j)) ⊆
D(N). Sea N ′ el vector generado por D(N) \Qt(b, j). Puesto

que D(N ′) = D(N) \ Qt((b, j)) ⊆ D(N), N < N ′. Además,

puesto que A es un vector de qt|Cqt(b)|-órbitas y que (b, j) ∈
supp(A), por el Lema 4.2.21 tenemos que Qt|Cqt (b)|((b, j)) ⊂
supp(A) y por lo tanto

{b}×Zry\supp(fN ′(b)) = ({b}×Zry\supp(fN(b)))\Qt|Cqt (b)|((b, j))

⊇ ({b}×Zry\supp(A))\Qt|Cqt (b)|((b, j)) ⊇ {b}×Zry\supp(A).

Así, supp(fN ′(b)) ⊆ supp(A) que implica fN ′(b) ≤ A, lo que

contradice el punto (2.). Por lo tanto, supp(A)\supp(fN(b)) =

∅ y utilizando el punto (1.), A = fN(b).

�

Análogamente, podemos enunciar el Lema 4.2.23 para columnas.

Lema 4.2.24 Sea M una matriz de qt-órbitas no nula. Sea b ∈ Zry
y A un vector indexado por Zrx×{b} (es decir, A = (a(i,j))(i,j)∈Zrx×{b})

tal que supp(A) ⊆ supp(cM(b)). Entonces existe N ≤M tal que:

1. supp(cN(b)) ⊆ supp(A).

2. Si una matriz de qt-órbitas P < M es tal que supp(cP (b)) ⊆
supp(A), entonces P ≤ N .

3. Si A es un vector de qt|Cqt (b)|-órbitas entonces A = cN(b).

Así, N es la máxima matriz de qt-órbitas tal que supp(cN(b)) ⊆
supp(A).

Demostración. Análoga a la demostración del Lema 4.2.23. �

Corolario 4.2.25 Sea M una matriz de qt-órbitas no nula. Sean

b1, . . . , bl ∈ Zrx y b′1, . . . , b
′
r ∈ Zry . Existe una matriz de qt-órbitas

N ≤M con soporte máximo, es decir, máxima con respecto al orden

de�nido en (4.1), tal que fN(b) = 0,∀b ∈ {b1, . . . , bl} y cN(b) =

0,∀b ∈ {b′1, . . . , b′r}.
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Demostración. Es inmediata utilizando repetidamente el Lema

4.2.23 y el Lema 4.2.24 con A = 0. �

El siguiente resultado nos proporciona una condición su�ciente

para calcular la distancia aparente mínima de una matriz.

Proposición 4.2.26 Sea D un conjunto unión de qt-órbitas y sea

M = M(D) 6= 0. Sea fM(b), con b ∈ Zrx, una �la involucrada en el

cálculo de sd∗(M). Si d∗(fM(b)) = 1 entonces msd(M) = sd∗(M).

Análogamente, si cM(b), con b ∈ Zry , una columna involucra-

da en el cálculo de sd∗(M) y d∗(cM(b)) = 1 entonces msd(M) =

sd∗(M)

Demostración. Veamos la prueba para las �las ya que para las

columnas es análoga.

Por hipótesis tenemos que sd∗(M) = d∗(fM(b))·wM(x) =
d∗(fM (b))=1

wM(x). Sea b′ ∈ {0, . . . , rx − 1} tal que wM(x) = wM(f, b′) + 1.

Sea ahora una matriz M ′ con 0 6= M ′ ≤ M . Puesto que M ′ ≤
M y por lo tanto supp(M ′) ⊆ supp(M), si l ∈ Zrx es tal que

fM(l) = 0, entonces fM ′(l) = 0. Puesto que fM(b′) = 0, tenemos

que CfM(b′) ⊆ CfM ′(b
′) y así sd∗(M ′) ≥ (wM ′(f, b

′) + 1)εM ′(x) ≥
wM(f, b′) + 1 = sd∗(M). Por lo tanto tenemos que ∀ M ′ con

M ′ ≤M , sd∗(M ′) ≥ sd∗(M), por la de�nición de distancia aparen-

te mínima tenemos que sd∗(M) = msd(M). �

El siguiente ejemplo muestra que la condición de la proposición

anterior no es una condición necesaria.

Ejemplo 4.2.27 Sea q = 2, rx = 3, ry = 9. El conjunto de 2-
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órbitas módulo (3, 9) es el siguiente

Q2((0, 0)) = {(0, 0)},
Q2((0, 1)) = {(0, 1), (0, 2), (0, 4), (0, 5), (0, 7), (0, 8)},
Q2((0, 3)) = {(0, 3), (0, 6)},
Q2((1, 0)) = {(1, 0), (2, 0)},
Q2((1, 1)) = {(1, 1), (1, 4), (1, 7), (2, 2), (2, 5), (2, 8)},
Q2((1, 2)) = {(1, 2), (1, 5), (1, 8), (2, 1), (2, 4), (2, 7)},
Q2((1, 3)) = {(1, 3), (2, 6)},
Q2((1, 6)) = {(1, 6), (2, 3)}.

Si tomamos D = Q2((0, 1))∪Q2((1, 0))∪Q2((1, 3))∪Q2((2, 3)),

la matriz de 2-órbitas dada por D es

M = M(D) =

 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0 1 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1

 .

Se puede comprobar que sd∗(M) = 3 siendo

Ip(M) = {fM(0), cM(0), cM(3), cM(6)}

el conjunto de �las y columnas de M involucradas. También se

puede comprobar que msd(M) = sd∗(M) = 3, sin embargo, ninguna

de las �las o columnas involucradas tiene distancia aparente 1.

Lema 4.2.28 Sea D un conjunto unión de qt-órbitas y sea M =

M(D) 6= 0. Sea fM(b), con b ∈ Zrx, una �la involucrada en el cálcu-

lo de sd∗(M). Si P < M y sd∗(P ) < sd∗(M) entonces d∗(fP (b)) <

d∗(fM(b)). Análogamente si cM(b), con b ∈ Zry , es una columna in-

volucrada en el cálculo de sd∗(M), entonces d∗(cP (b)) < d∗(cM(b)).

Demostración. Veamos la prueba para las �las ya que para las

columnas es análoga.

Si fP (b) = 0 la demostración es directa por lo tanto supongamos

que fP (b) 6= 0. Como P < M , tenemos que wM(x) ≤ wP (x). Así,

sd∗(M) = d∗(fM(b)) · wM(x) >
Hipótesis

sd∗(P ) ≥ d∗(fP (b)) · wP (x)

≥
wM (x)≤wP (x)

d∗(fP (b)) · wM(x),
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lo que implica que d∗(fP (b)) < d∗(fM(b)). �

Proposición 4.2.29 Sea Lt el conjunto de todas las qt-órbitas mó-

dulo (rx, ry), µ ∈ {1, . . . , |Lt| − 1} y {Qj}µj=1 un subconjunto de Lt.

Sea D =

µ⋃
j=1

Qj y M = M(D). Entonces existen dos sucesiones: la

primera formada por matrices de qt-órbitas no nulas,

M = M0 > · · · > Ml 6= 0

y la segunda formada por enteros positivos

m0 ≥ · · · ≥ ml,

con l ≤ µ y mi ≤ sd∗(Mi) para 0 ≤ i ≤ l, que satisfacen la siguiente

propiedad:

(I) Si P es una matriz de qt-órbitas tal que 0 6= P ≤M , entonces

sd∗(P ) ≥ ml y si sd∗(P ) < mi−1 entonces P ≤ Mi, donde

0 < i < l.

Mas aún, si l′ ∈ {0, . . . , l} es el primer elemento tal que ml′ = ml

entonces sd∗(Ml′) = msd(M).

Demostración. Obsérvese que M 6= 0 ya que µ ≤ |Lt| − 1. Vea-

mos cómo construir de forma recursiva dos sucesiones que cumplan

la condición (I). Sea M0 = M , m0 = sd∗(M) e Ip(M) el conjunto

de �las y columnas involucradas. Si existe alguna �la involucra-

da fM(b) con b ∈ Zrx o alguna columna involucrada cM(b′) con

b′ ∈ Zry tales que d∗(fM(b)) = 1 o d∗(cM(b′)) = 1 entonces por la

Proposición 4.2.26 hemos terminado (en este caso l = 0); por lo

tanto, supongamos que d∗(fM(b)) 6= 1 para todo fM(b) ∈ Ip(M) y

d∗(cM(b′)) 6= 1 para todo cM(b′) ∈ Ip(M). Por el Corolario 4.2.25

podemos construir una matriz de qt-órbitas M1 < M con soporte

máximo tal que fM(b) = 0 para todo fM(b) ∈ Ip(M) y cM(b′) = 0

para todo cM(b′) ∈ Ip(M).

A�rmamos que para cualquier matriz de qt-órbitas P < M , si

sd∗(P ) < m0 entonces P ≤ M1. Supongamos que P es una matriz
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de qt-órbitas con P < M y sd∗(P ) < m0. Sea fM(b) ∈ Ip(M) (si

no hay �las involucradas tomamos una columna y procedemos de

la misma manera). Por el Lema 4.2.28 sabemos que d∗(fP (b)) <

d∗(fM(b)). Por otro lado, por la Proposición 4.2.22 tenemos que

fP (b) < fM(b) como vectores de qt-órbitas, es decir, fP (b) tiene un

mayor número de coordenadas nulas que fM(b). Como d∗(fP (b)) <

d∗(fM(b)), esto implica que fP (b) = 0. Análogamente, para todo

cM(b′) ∈ Ip(M) tenemos que cP (b′) = 0. Así, por cómo hemos

construido M1, P ≤M1.

Si M1 = 0, tomando de nuevo l = 0, hemos terminado. Si M1 6=
0, tomamos m1 = min{m0, sd

∗(M1)} y por lo tanto obtenemos M1

y m1 que satisfacen la condición (I) debido al razonamiento que

hemos seguido en el párrafo anterior.

Supongamos que tenemos las sucesionesM = M0 > · · · > Mδ 6=
0 y m0 ≥ · · · ≥ mδ tales que mi = min{mi−1, sd

∗(Mi)} ∀i ∈
{0, . . . , δ} con 1 ≤ δ ≤ µ− 1. Supongamos también que si P es una

matriz de qt-órbitas con P ≤M y sd∗(P ) < mi−1 entonces P < Mi.

Para obtener los elementos Mδ+1 y mδ+1 razonamos con Mδ

de forma análoga a como hemos razonado con M0 al principio

de la prueba. Si existe alguna �la involucrada de Mδ, fMδ
(b) con

d∗(fMδ
(b)) = 1 o alguna columna involucrada de Mδ, cMδ

(b′) con

d∗(cMδ
(b′)) = 1, entonces, por la Proposición 4.2.26 hemos termina-

do (en este caso l = δ). Por lo tanto, supongamos que d∗(fMδ
(b)) 6=

1 para todo fMδ
(b) ∈ Ip(Mδ) y que d∗(cMδ

(b′)) 6= 1 para todo

cMδ
(b′) ∈ Ip(Mδ). Al igual que hemos razonado antes, el Corola-

rio 4.2.25 nos permite construir una matriz de qt-órbitas Mδ+1 de

soporte máximo tal que Mδ+1 < Mδ y con fMδ+1
(b) = 0 para todo

fMδ
(b) ∈ Ip(Mδ) y cMδ+1

(b′) = 0 para todo cMδ
(b′) ∈ Ip(Mδ). Si

Mδ+1 = 0, tomamos l = δ y hemos terminado; si Mδ+1 6= 0, por

la Proposición 4.2.22 y por el Lema 4.2.28 tenemos que para cual-

quier matriz de qt-órbitas 0 6= P < M tal que P ≤Mδ+1 se veri�ca

que P ≤Mδ+1. De�nimos mδ+1 = {mδ, sd
∗(Mδ+1)}. De esta forma

podemos añadir un elemento más a nuestras sucesiones las cuales

siguen cumpliendo la condición (I).

Obsérvese que este proceso concluye en, como mucho, |Lt| − µ
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pasos ya que supp(Mi) di�ere de supp(Mi+1) en al menos una qt-

órbita. Es decir, en cada paso necesitamos al menos una qt-órbita

que no hayamos utilizado anteriormente para construir la nueva

matriz que continúa la sucesión, como al principio tenemos |Lt|−µ
qt-órbitas disponibles realizamos como mucho |Lt| − µ pasos.

Supongamos que la sucesión termina en el paso l. En este paso

d∗(fMl
(b)) = 1 para algún fMl

(b) ∈ Ip(Ml) (o d∗(cMl
(b′)) = 1 pa-

ra algún cMl
(b′) ∈ Ip(Ml)) o bien Ml+1 = 0. Sea l′ ∈ {0, . . . , l} el

primer elemento tal que ml′ = ml. A�rmamos que ml′ = sd∗(Ml′).

Como ml′ = min{ml′−1, sd
∗(Ml′)}, basta ver que ml′ 6= ml′−1. Si

ml′ = ml′−1, entonces ml′−1 = ml′ = ml lo que contradice que l′ es

el menor elemento tal que ml′ = ml. Por lo tanto ml′ = sd∗(Ml′).

Veamos ahora que msd(M) = sd∗(Ml′). Supongamos que existe

una matriz de qt-órbitas 0 6= P ≤ M con sd∗(P ) < ml′ = ml.

Como las sucesiones que hemos construido cumplen la condición

(I), entonces P ≤ Ml+1 ≤ Ml. Ahora, si la sucesión de matri-

ces de qt-órbitas se ha detenido porque d∗(fMl
(b)) = 1 para algún

fMl
(b) ∈ Ip(Ml) (o d∗(cMl

(b′)) = 1 para algún cMl
(b′) ∈ Ip(Ml) )

entonces msd(Ml) = sd∗(Ml) y por lo tanto P = 0. Si la sucesión

de matrices se ha detenido porque Ml+1 = 0 entonces también ocu-

rre que P = 0. En ambos casos ocurre que P = 0 lo que es una

contradicción. Así msd(M) = sd∗(Ml′). �

A continuación, vemos, de forma esquemática, el algoritmo que

hemos utilizado para construir las sucesiones de la proposición an-

terior.

Algoritmo 4.2.30 Sea M = (mij)(i,j)∈Zrx×Zry .

Paso 1. Tomamos m0 = sd∗(M).

Paso 2. a) Si existe alguna �la involucrada fM(b) con b ∈ {0, . . . , rx−
1} o alguna columna involucrada cM(b′) con b′ ∈ {0, . . . , ry−
1} tales que d∗(fM(b)) = 1 o d∗(cM(b′)) = 1 entonces por

la Proposición se termina el proceso con 4.2.26 M = M0

y m0 = sd∗(M).

b) En el caso de que d∗(fM(b)) 6= 1 para todo fM(b) ∈
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Ip(M) y d∗(cM(b′)) 6= 1 para todo cM(b′) ∈ Ip(M) to-

mamos

Sx = ∪{supp(fM(b)) | b ∈ Zrx con fM(b) ∈ Ip(M)},

Sy = ∪{supp(cM(b′)) | b′ ∈ Zry con cM(b′) ∈ Ip(M)}

y construimos la matriz M1 = (aij)(i,j)∈Zrx×Zry tal que

aij =


0 si (i, j) ∈ (∪{Q(b, k) | (b, k) ∈ Sx})

∪ (∪{Q(k′, b′) | (k′, b′) ∈ Sy}) ,

mij en otro caso.

Paso 3. a) Si M1 = 0, �nalizamos dando las sucesiones M = M0 y

m0 = sd∗(M).

b) Si M1 6= 0, tomamos m1 = min{m0, sd
∗(M1)} y obtene-

mos las sucesionesM = M0 > M1 y m0 ≥ m1. Volvemos

al Paso 1 con M1 en lugar de M y m1 en lugar de m.

Ejemplo 4.2.31 Sea q = 2, rx = 3, ry = 15. Vamos a calcular

la distancia aparente fuerte del código C con Dα(C) = Z3 × Z15 \
{Q2((1, 0)) ∪Q2((1, 10)) ∪Q2((1, 11))} .

Las 2-órbitas módulo (3, 15) son

Q2((0, 0)) = {(0, 0)},
Q2((1, 0)) = {(1, 0), (2, 0)},
Q2((0, 1)) = {(0, 1), (0, 2), (0, 4), (0, 8)},
Q2((0, 3)) = {(0, 3), (0, 6), (0, 9), (0, 12)},
Q2((0, 5)) = {(0, 5), (0, 10)},
Q2((0, 7)) = {(0, 7), (0, 11), (0, 13), (0, 14)},
Q2((1, 1)) = {(1, 1), (1, 4), (2, 2), (2, 8)},
Q2((1, 2)) = {(1, 2), (1, 8), (2, 1), (2, 4)},
Q2((1, 3)) = {(1, 3), (1, 12), (2, 6), (2, 9)},
Q2((1, 5)) = {(1, 5), (2, 10)},
Q2((1, 6)) = {(1, 6), (1, 9), (2, 3), (2, 12)},
Q2((1, 7)) = {(1, 7), (1, 13), (2, 11), (2, 14)},
Q2((1, 10)) = {(1, 10), (2, 5)},
Q2((1, 11)) = {(1, 11), (1, 14), (2, 7), (2, 13)}.
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La matriz generada por Dα(C) es

M = M(Dα(C))

 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0

 .

Calculamos msd(M) utilizando el Algoritmo 4.2.30.

Paso 1. Calculamos sd∗(M). Es fácil comprobar que sd∗(M) = sd∗x(M) =

εM(x) ·wM(x) = 10 · 2 = 20, donde εM(x) = d∗(fM(1)) = 10.

Tomamos m0 = 20.

Paso 2a. Como Ip(M) = {fM(1)} y d∗(fM(1)) 6= 1 vamos al paso 2b.

Paso 2b. Tenemos que Sx = supp{fM(1)} = {(1, 0), (1, 10), (1, 11), (1, 14)}
y que Sy = ∅. Construimos la matriz M1 = (aij)(i,j)∈Zrx×Zry
tal que

aij =


0 si (i, j) ∈ (Q2((1, 0)) ∪Q2((1, 10))

∪Q2((1, 11)))

mij en otro caso.

Obsérvese que M1 = 0, por lo que vamos al paso 3a

Paso 3a. Damos las sucesiones M = M0 ,m0 = sd∗(M). Además,

tenemos que msd(M) = sd∗(M) = 20 lo que implica que

sd∗(C) = 20.

4.3. Códigos abelianos en los que su dis-

tancia aparente fuerte coincide con

su distancia mínima

Veamos primero qué condiciones tiene que cumplir un código

abeliano para que su distancia aparente fuerte coincida con su dis-

tancia mínima. Por la Observación 4.2.18, el tratamiento de este

problema va a diferir del que hemos utilizado en el caso de códigos

cíclicos.
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Teorema 4.3.1 Sea C un código abeliano en Fq(rx, ry). Las si-

guientes condiciones son equivalentes:

1. sd∗(C) = d(C).

2. Existe un elemento α ∈ U y una palabra c ∈ C tal que g = ϕα,c

veri�ca:

a) sd∗(M(g)) = sd∗α(C).

b) sd∗(M(g)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
Demostración.

�1 =⇒ 2�

Sea c ∈ C tal que w(c) = d(C) y α ∈ U tal que sd∗α(C) = sd∗(C).

Sea g = ϕα,c. Tenemos que

d(C) =
Hipótesis

sd∗(C) = sd∗α(C) ≤ sd∗(M(g))

≤
Lema 4.2.13 y
Teorema 4.2.7

∣∣∣Z(g)
∣∣∣ =
Observación 4.1.3

w(g) = d(C),

lo que implica que sd∗(M(g)) = sd∗α(C) y sd∗(M(g)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
�2 =⇒ 1�

Considérese una palabra c ∈ C tal que su imagen por la transfor-

mada de Fourier discreta g = ϕα,c veri�ca los puntos (2a.) y (2b.).

Entonces

d(C) ≤ w(c) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣ = sd∗(M(g)) = sd∗α(C) ≤ sd∗(C) ≤ d(C),

lo que implica que sd∗(C) = d(C). �

Al igual que ocurre en el caso de una variable, para un código

abeliano dado, encontrar una palabra código que cumpla la condi-

ción (2) del Teorema 4.3.1 es un problema muy difícil de resolver.

En el caso de que la palabra código que cumpla estas condiciones

sea un idempotente seremos capaces de encontrarla utilizando la

Proposición 4.2.29 para el cálculo de la distancia aparente fuerte

mínima. El siguiente resultado nos proporciona un método para

encontrar este idempotente.
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Proposición 4.3.2 Sea C un código abeliano en Fq(rx, ry), α ∈ U
y M la matriz dada por el conjunto de�nición Dα(C). Sea P ≤M

una matriz de q-órbitas con e ∈ C un idempotente con g = ϕα,e ∈
L(rx, ry) tal que P = M(g). Si P veri�ca

1. sd∗(P ) = msd(M) y

2. sd∗(P ) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
Entonces d(C) = msd(M) = sd∗(C).

Demostración. Tenemos que ϕ−1α,g = e ∈ C, así w(e) ≥ d(C) ≥
sd∗(C) ≥

Teorema 4.2.15
d(C). Por otro lado tenemos que

w(ϕ−1α,g) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣ =
Condición (1.)

sd∗(P ) =
Condición (2.)

msd(M) ≤ sd∗(C) ≤ d(C).

Por lo tanto, d(C) = msd(M) = sd∗(C). �

Así, dado un código abeliano C con matriz dadaM , si queremos

saber si d(C) = sd∗(C), por la Proposición 4.3.2, en caso de que la

palabra código que satisface la condición (2.) del Teorema 4.3.1 sea

idempotente, tenemos que analizar todas las matrices de q-órbitas

P ≤ M y comprobar si cumplen las condiciones (1.) y (2.) de

la Proposición 4.3.2. Si
∣∣∣Dα(C)

∣∣∣ = t tenemos que analizar, como

mucho, 2t matrices de q-órbitas P ≤M .

Nos preguntamos si será posible reducir la búsqueda de esta

matriz P analizando la sucesión de matrices que hemos utilizado

en la Proposición 4.2.29 para calcular la distancia aparente fuerte

mínima de M . Consideramos las sucesiones

M = M0 > M1 > · · · > Mj0−1 > Mj0 > · · · > Ml > 0,

m0 ≥ m1 ≥ · · · ≥ mj0−1 ≥ mj0 ≥ · · · ≥ ml,

que cumplen la condición (I) de la Proposición 4.2.29 y donde

j0 es el primer índice tal que mj0 = ml. Como hemos visto en

la demostración de la Proposición 4.2.29, mj0 = ml implica que

sd∗(Mj0) = msd(M). Si m0 = ml, entonces P ≤ M y no po-

demos reducir la búsqueda. Sin embargo, si m0 > ml, entonces
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sd∗(P ) = ml < mj0−1 lo que implica que P ≤ Mj0 , de esta forma

solo necesitamos analizar las matrices de q-órbitas P ≤Mj0 ; es de-

cir, tenemos que analizar, como mucho, 2t−j0 matrices de q-órbitas.

Nos preguntamos si la existencia de una matriz P ≤ M que

satisfaga las condiciones de la Proposición 4.3.2 implica la existencia

de una matriz en la sucesión M = M0 > M1 > · · · > Mj0−1 >

Mj0 > · · · > Ml > 0 que satisfaga también dichas condiciones. El

siguiente ejemplo muestra que esto no tiene por qué ocurrir.

Ejemplo 4.3.3 Veamos que existe un código abeliano C y una ma-

triz M dada por Dα(C) tales que

1. Para cada matriz de q-órbitas en la sucesión M = M0 >

. . .Ml > 0, tenemos que sd∗(Mj) 6=
∣∣∣Z(ej)

∣∣∣, con ej ∈ L(rx, ry)

el idempotente tal que Mj = M(ej).

2. d(C) = sd∗(C).

Sea q = 2, rx = ry = 7. Las 2-órbitas módulo (7, 7) son

Q2((0, 0)) = {(0, 0)},
Q2((1, 0)) = {(1, 0), (2, 0), (4, 0)}, Q2((0, 1)) = {(0, 1), (0, 2), (0, 4)},
Q2((3, 0)) = {(3, 0), (5, 0), (6, 0)}, Q2((0, 3)) = {(0, 3), (0, 5), (0, 6)},
Q2((1, 1)) = {(1, 1), (2, 2), (4, 4)},
Q2((1, 2)) = {(1, 2), (2, 4), (4, 1)}, Q2((2, 1)) = {(2, 1), (4, 2), (1, 4)},
Q2((1, 3)) = {(1, 3), (2, 6), (4, 5)}, Q2((3, 1)) = {(3, 1), (6, 2), (5, 4)},
Q2((1, 4)) = {(1, 4), (2, 1), (4, 2)}, Q2((4, 1)) = {(4, 1), (1, 2), (2, 4)},
Q2((1, 5)) = {(1, 5), (2, 3), (4, 6)}, Q2((5, 1)) = {(5, 1), (3, 2), (6, 4)},
Q2((1, 6)) = {(1, 6), (2, 5), (4, 3)}, Q2((6, 1)) = {(6, 1), (5, 2), (3, 4)},
Q2((3, 1)) = {(3, 1), (6, 2), (5, 4)}, Q2((1, 3)) = {(1, 3), (2, 6), (4, 5)},
Q2((3, 2)) = {(3, 2), (6, 4), (5, 1)}, Q2((2, 3)) = {(2, 3), (4, 6), (1, 5)},
Q2((3, 3)) = {(3, 3), (6, 6), (5, 5)},
Q2((3, 4)) = {(3, 4), (6, 1), (5, 2)}, Q2((4, 3)) = {(4, 3), (1, 6), (2, 5)},
Q2((3, 5)) = {(3, 5), (6, 3), (5, 6)}, Q2((5, 3)) = {(5, 3), (3, 6), (6, 5)},
Q2((3, 6)) = {(3, 6), (6, 5), (5, 3)}, Q2((6, 3)) = {(6, 3), (5, 6), (5, 3)}.

Sea α ∈ U y sea el código C con Dα(C) = Q2((0, 3))∪Q2((1, 3))∪
Q2((1, 5))∪Q2((1, 6))∪Q2((3, 0))∪Q2((3, 2))∪Q2((3, 3))∪Q2((3, 4))∪
Q2((3, 5)) ∪Q2((3, 6)).
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Sea a(x) = (1 + x)(1 + x2 + x3), b(y) = (1 + y)(1 + y2 + y3)

y e ∈ C el idempotente generador de C. Se puede comprobar que

ϕα,e = a(x)b(y) + x3y + x6y2 + x5y4 y que
∣∣∣Z(ϕα,e)

∣∣∣ = 25.

Ahora, calculemos msd(M), con M = M(Dα(C)), utilizando la

Proposición 4.2.29. Tenemos que

M =



1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0


.

Para construir la sucesión de matrices que necesitamos utili-

zamos el Algoritmo 4.2.30. Calculamos primero m0 = sd∗(M).

Es fácil comprobar que sd∗(M) = sd∗y(M) = εM(y) · wM(y) =

d∗(cM(1)) · (wM(c, 5) + 1) = 3 · 3 = 9. Además, Ip(M) = {cM(0) ∪
cM(1)}. Puesto que d∗(cM(0)) 6= 1, vamos al paso 2b del Algorit-

mo 4.2.30. Tenemos Sx = ∅ y Sy = supp(cM(0)) ∪ supp(cM(1)) =

{(0, 0), (1, 0), (2, 0), (4, 0)}∪{(0, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1)}. Cons-
truimos la matriz M1 = (aij)(i,j)∈Zrx×Zry con

aij =


0 si (i, j) ∈ Q2((0, 0)) ∪Q2((1, 0))

∪Q2((0, 1)) ∪Q2((1, 1)) ∪Q2((2, 1))

∪Q2(3, 1)) ∪Q2((4, 1))

mij en otro caso.

Por lo tanto, M1 = 0 y damos las sucesiones M0 > 0 y m0 > 0,

además, msd(M) = sd∗(M) = 9. Ahora consideramos la matriz de

q-órbitas

P = M(ab) =



1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0


,
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con 0 < P < M. Obsérvese que P no pertenece a la sucesión

M0 > 0. Sin embargo, como veremos más adelante, g1 = ab cum-

ple las hipótesis de la Proposición 4.3.11 por lo que C satisface la

condición (2b) del Teorema 4.3.1. Por otro lado, es muy fácil com-

probar que sd∗(P ) = 9 y por lo tanto la condición (2a) del Teorema

4.3.1 también se satisface. Así, d(C) = sd∗(C).

Como hemos visto, aunque la Proposición 4.3.2 nos da una con-

dición su�ciente, no nos garantiza que podamos encontrar la pa-

labra código adecuada que cumpla la condición del Teorema 4.3.1

si esta no es un idempotente. Es por ello que, para construir có-

digos abelianos C con d(C) = sd∗(C), intentamos utilizar otro ra-

zonamiento en el cual intentaremos caracterizar los polinomios que

cumplen la condición (2b) del Teorema 4.3.1, es decir, los polinomios

g ∈ L(rx, ry) tales que sd∗(M(g)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
Queremos identi�car los polinomios g ∈ L(rx, ry) tales que sd∗(M(g)) =∣∣∣Z(g)
∣∣∣. Vamos a suponer que g ∈ L(rx, ry) cumple esta igualdad,

es más, vamos a suponer que cumple la siguiente condición, que

aunque es más fueret nos permite manejar mejor la situación.

sd∗x(M) = sd∗y(M) = sd∗(M) = g ∈ L(rx, ry), (4.3)

con M = M(g).

Recordemos que podemos ver g como un polinomio en (L[y])[x],

basta con escribir g como g = gx =
rx−1∑
k=0

gx,kx
k. Análogamente,

escribiendo g = gy =

ry−1∑
k=0

gy,ky
k, lo podemos ver como un polinomio

en (L[x])[y].

Para todo u ∈ L, los polinomios de la forma g(u, y) y g(x, u)

tienen el signi�cado obvio.

De�nimos ahora los siguientes conjuntos

Mx = {k ∈ {0, . . . , rx − 1} | fM(k) ∈ Ip(M)},

My = {k ∈ {0, . . . , ry − 1} | cM(k) ∈ Ip(M)},
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donde Ip(M) es el conjunto de �las y columnas de M involucradas.

Obsérvese que Ip(M) = Mx ∪My.

Ahora, para cada k ∈Mx de�nimos el conjunto

Dx,k = {(u, v) ∈ R | v ∈ Z(gx,k) y u ∈ Z(g(x, v))}.

Análogamente, para cada k ∈My de�nimos el conjunto

Dy,k = {(u, v) ∈ R | u ∈ Z(gy,k) y v ∈ Z(g(u, y))}.

De�nimos ahora min(x, k) = min{
∣∣∣Z(g(x, v))

∣∣∣ | v ∈ Z(gx,k)}.

Análogamente, min(y, k) = min{
∣∣∣Z(g(u, y))

∣∣∣ | u ∈ Z(gy,k)}.

En las siguientes observaciones vemos que relación guardan estos

elementos que acabamos de de�nir.

Observación 4.3.4 Obsérvese que

|Dx,k| =
∑

v∈Z(gx,k)

∣∣∣Z(g(x, v))
∣∣∣ ≥ ∑

v∈Z(gx,k)

min(x, b) = min(x, b)·
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣ ,
y por lo tanto,

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ ·min(x, k) ≤ |Dx,k|.

Observación 4.3.5 Para todo k ∈ Mx, tenemos que εM(x) =

d∗(fM(k)) ≤
Observación 2.0.8

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣. Por otro lado,

wM(x) = max{wM(x, k) + 1 | k ∈ Zrx} ≤ d∗(M(g(x, v)))

≤
Observación 2.0.8

∣∣∣Z(g(x, v))
∣∣∣ ,

y por lo tanto wM(x) ≤ min(x, k). (Nótese que la desigualdad

max{wM(x, k) + 1 | k ∈ Zrx} ≤ d∗(M(g(x, v)) proviene de la

Observación 4.2.10 y del hecho de que fM(g)(k) = M(gx,k). Pue-

de ocurrir que fM(g)(k) 6= 0 pero que gx,k(v) = 0 y por lo tanto

max{wM(x, k) + 1 | k ∈ Zrx} = d∗(Ax) ≤ d∗(M(g(x, v)).) Así,

εM(x) · wM(x) ≤
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣ · min(x, k) ≤ |Dx,k| . Análogamente,

εM(y) · wM(y) ≤ |Dy,k| .

Observación 4.3.6 Teniendo en cuenta que g cumple la condi-

ción (4.3) y por la observación anterior, tenemos que
∣∣∣Z(g)

∣∣∣ =

sd∗x(M) = εM(x) ·wM(x) ≤ |Dx,k|. Por otro lado, por de�nición de



Juan Adrián Vargas Alemañy 57

Dx,k, tenemos que Dx,k ≤ Z(g). Esto implica que Dx,k = Z(g) ∀k ∈
Mx. Además, puesto que

∣∣∣Z(g)
∣∣∣ = |Dx,k| = sd∗x(M) = εM(x) ·

wM(x) ≤
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣·min(x, k) ≤ |Dx,k|, tenemos que εM(x)·wM(x) =∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ ·min(x, k). Análogamente, Dy,k = Z(g) ∀y ∈Mx y εM(y) ·

wM(y) =
∣∣∣Z(gy,k)

∣∣∣ ·min(y, k).

Observación 4.3.7 En la última observación hemos visto que εM(x)·
wM(x) =

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ ·min(x, k). Veamos ahora que εM(x) =

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣

y wM(x) = min(x, k). Tenemos que

εM(x) ≤
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣⇒
εM(x)·min(x, k) ≤

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣·min(x, k) =

Observación 4.3.6
εM(x)·wM(x)⇒

min(x, k) ≤ wM(x)⇒ min(x, k) = wM(x) y εM(x) =
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣ .
Por lo tanto, tenemos que que εM(x) =

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ , wM(x) = min(x, k)

y análogamente εM(y) =
∣∣∣Z(gy,k)

∣∣∣ y wM(y) = min(y, k).

Teniendo en cuenta las igualdades que hemos obtenido en la

Observación 4.3.6 y en la Observación 4.3.7 vamos a probar los dos

siguientes resultados.

Lema 4.3.8 Sea g = g(x, y) ∈ L(rx, ry) un polinomio tal que M =

M(g) satisface la condición (4.3), entonces.

1. Para todo k ∈Mx, d
∗(M(gx,k)) =

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ =

∣∣∣πy (Z(g)
)∣∣∣.

2. Para todo k ∈My, d
∗(M(gy,k)) =

∣∣∣Z(gy,k)
∣∣∣ =

∣∣∣πx (Z(g)
)∣∣∣.

Demostración. Veamos que se cumple (1.) pues la prueba de (2.)

es análoga. Puesto que g cumple la condición (4.3) tenemos que la

Observación 4.3.6 y la Observación 4.3.7 se cumplen. Por lo tan-

to tenemos que εM(x) = d∗(M(gx,k)) =
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣. Además, como

Dx,k = Z(g), tenemos que
∣∣∣πy (Z(g)

)∣∣∣ = |πy (Dx,k)| =
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣ .
Asi, d∗(M(gx,k)) =

∣∣∣Z(gx,k)
∣∣∣ =

∣∣∣πy (Z(g)
)∣∣∣. �

Proposición 4.3.9 Sea g = g(x, y) ∈ L(rx, ry) un polinomio tal

que M = M(g) satisface la condición (4.3). Entonces existen a =
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a(x) ∈ L(rx), b = b(y) ∈ L(ry) y F = F (x, y) ∈ L(rx, ry) tales que

g = abF y

1. xhxa | xrx − 1 para algún hx ∈ Zrx con d∗(M(a)) = εM(y).

2. yhyb | yry − 1 para algún hy ∈ Zry con d∗(M(b)) = εM(x).

Mas aún, a = mcd(gy,0, . . . , gy,ry−1, x
rx−1) y b = mcd(gx,0, . . . , gx,rx−1, y

ry−
1).

Demostración. Para cada k ∈My, denotamosmk = mcd(gy,k, x
rx−

1) (obsérvese que mk = mgy,k = mcd(gy,k, x
n − 1) como hemos de-

�nido en (3.1)). Entonces

d∗(M(mk)) =
Proposición 3.0.3

rx−|Z(mk)| = rx−|Z(gy,k)| =
∣∣∣Z(gy,k)

∣∣∣ =
Lema 4.3.8

d∗(M(gy,b)).

Por la de�nición de distancia aparente para polinomios de una

variable, existe un k′ ∈ {0, . . . , rx − 1} tal que d∗(M(gy,k)) =

rx − deg(xk′gy,k). Por otro lado, por el Lema 3.0.1 tenemos que

d∗(M(mk)) = rx − deg(mk). Así, d∗(M(gy,k)) = d∗(M(mk)) =

rx − deg(mk) y por la Proposición 3.0.3 tenemos que xk′gy,k y mk

son polinomios asociados.

Veamos ahora que mk | gy,j ∀j ∈ {0, . . . , ry−1}. Para ello basta
ver que Z(gy,k) ⊆ Z(gy,j). Por la Observación 4.3.6 tenemos que

Dy,k = Z(g). Ahora, para u ∈ Z(gy,j) tenemos que g(u, y) 6= 0

y para v ∈ Z(g(u, y)), tenemos que (u, v) ∈ Z(g) = Dy,k lo que

implica que Z(gy,j) ⊆ Z(gy,k). Así Z(gy,k) ⊆ Z(gy,j) y por lo tanto

mk | gy,j ∀j ∈ {0, . . . , ry − 1}.

Denotamos g′y,j =
gy,j
mk
∀j ∈ {0, . . . , ry − 1} y a(x) = mk. Pode-

mos escribir g de la siguiente forma

g(x, y) = a(x)

ry−1∑
j=0

g′y,jy
j,

con d∗(a) = d∗(mk) = d∗(gy,k) =
Lema 4.3.8

∣∣∣Z(gy,k)
∣∣∣ =
Observación 4.3.7

εM(y).

Análogamente, podemos escribir g como

g(x, y) = b(y)
rx−1∑
j=0

g′x,jx
j,
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con g′x,j =
gx,j
b(y)
∀j ∈ {0, . . . , rx − 1} y con d∗(M(b(y))) = εM(x).

Es importante destacar que 1 = mcd(xrx − 1, g′y,0, . . . , g
′
y,ry−1),

ya que si mcd(xrx − 1, g′y,0, . . . , g
′
y,ry−1) = t con t ∈ L(rx), t 6= 1,

entonces tenemos que t | xrx − 1 y que t | g′y,k =
gy,k
mk

, lo que con-

tradice que mk = mcd(gy,k, x
rx − 1). Análogamente, 1 = mcd(yry −

1, g′x,0, . . . , g
′
x,rx−1).

Sea ahora f(x, y) =

ry−1∑
j=0

g′y,jy
j y h(x, y) =

rx−1∑
j=0

g′x,jx
j, tenemos

que g(x, y) = a(x)f(x, y) = b(y)h(x, y).

Veamos que πy
(
Z(g)

)
= Z(b). Sea v ∈ πy

(
Z(g)

)
, existe u ∈

πx

(
Z(g)

)
tal que (u, v) ∈ Z(g) = Dx,k, lo que implica que v ∈

Z(gx,k) = Z(b). Tenemos que πy
(
Z(g)

)
⊆ Z(b) = Z(gx,k) y por

el Lema 4.3.8 tenemos que
∣∣∣Z(gx,k)

∣∣∣ =
∣∣∣πy (Z(g)

)∣∣∣. Por lo tanto,

πy

(
Z(g)

)
= Z(b).

Se a�rma que v ∈ Z(b) = πy

(
Z(g)

)
si y solo si g(x, v) 6= 0.

Para v ∈ Z(b) = πy

(
Z(g)

)
, tenemos que g(x, v) = b(v)h(x, v) =

b(v) =
rx−1∑
j=0

g′x,j(v)xj. Como b(v) 6= 0, entonces g(v) 6= 0, ya que

si g(v) = 0 tendríamos que g′x,j(v) ∀j ∈ {0, . . . , rx − 1}, es decir,
todos los g′x,j tendrían un cero en común, lo que contradice 1 =

mcd(xrx−1, g′y,0, . . . , g
′
y,ry−1). La otra implicación es inmediata, pues

como b(v) 6= 0 implica que g(x, v) 6= 0, tenemos que g(x, v) = 0

implica que b(v) = 0, y por lo tanto v ∈ Z(b) = πy

(
Z(g)

)
.

Ahora, miramos al polinomio f como un polinomio en (L[y])[x]

es decir, escribimos f =
rx−1∑
i=0

fx,ix
i. Análogamente, escribimos h =

ry−1∑
j=0

hy,jy
j, es decir, vemos h como un polinomio en (L[x])[y].

Sea v ∈ Z(b), entonces g(x, v) = a(x)f(x, v) = b(v)h(x, v) = 0,

lo que implica f(x, v) = 0. Esto quiere decir que fx,i(v) = 0 ∀i ∈
{0, . . . , rx − 1}. Puesto que b(y) = mcd(gx,k, y

ry − 1) y fx,i(v) =

0 ∀i ∈ {0, . . . , rx − 1} y ∀v ∈ Z(b), tenemos que b | fx,i ∀i ∈
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{0, . . . , rx − 1}. Por otro lado, si fx,i(v) = 0 ∀i ∈ {0, . . . , rx −
1} tenemos que f(x, v) = 0 y por lo tanto g(x, v) = 0, lo que

implica, por lo que hemos visto anteriormente, que v ∈ Z(b). Por

lo tanto ∀i ∈ {0, . . . , rx − 1}, tenemos que b | fx,i y si v es tal que

fx,i(v) = 0 entonces v ∈ Z(b). Esto implica que b(y) = mcd(yry −
1, fx,i) ∀i ∈ {0, . . . , rx − 1}. Así, f(x, y) = b(y)f ′(x, y) y g(x, y) =

a(x)b(y)f ′(x, y).

Análogamente, podemos ver que a(x) | hy,j ∀j ∈ {0, . . . , ry−1}.
De esta manera, h(x, y) = a(x)h′(x, y) y g(x, y) = a(x)b(y)h′(x, y).

Finalmente, tenemos que las descomposiciones g = abf ′ y g =

abh′ las hemos realizado en L[x, y], que es un dominio y por tan-

to f ′(x, y) = h′(x, y). De esta manera, si escribimos F (x, y) =

f ′(x, y) = h′(x, y) tenemos que g(x, y) = a(x)b(y)F (x, y). �

En el Teorema 4.3.1 hemos visto qué condiciones (teóricas) debe

de cumplir un código para que su distancia aparente fuerte sea igual

a su distancia mínima. Para comprobar estas condiciones necesita-

mos encontrar una palabra código c tal que g = ϕα,c cumpla los

puntos (2a) y (2b) del Teorema 4.3.1. Puesto que necesitamos com-

probar que sd∗(M(g)) = Z(g), hemos impuesto la condición (4.3) y

hemos visto qué propiedades cumplen los polinomios que satisfacen

esta condición (Proposición 4.3.9.). Ahora nos preguntamos si un

polinomio g que satisface las condiciones del Teorema 4.3.1 cumple

necesariamente la condición (4.3). A continuación mostramos un

ejemplo de que esto no tiene por qué ocurrir.

Ejemplo 4.3.10 Sea q = 2, rx = 5, ry = 9. Sea C un código

con Dα(C) = Q2((1, 3)), para un cierto α ∈ U , con idempotente

generador e(x, y) = x4y7 +x3y8 +x4y6 +x2y8 +x3y6 +x4y4 +x3y5 +

x2y6 + xy7 + x4y3 + x2y5 + xy6 + x3y3 + x4y + x3y2 + x2y3 + xy4 +

x4 +x2y2 +xy3 +x3 +x2 +xy. Se puede comprobar que d(C) = 24 y

que ϕα,e = xy3 +x4y3 +x2y6 +x3y6. Sea g = ϕα,e, vamos a calcular
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sd∗(M(g)). Tenemos que

M(g) =


0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

 .

Calculemos primero sd∗x(M(g)). Obsérvese que εM(g)(x) = d∗(fM(g)(4)) =

9 y que wM(g)(x) = wM(g)(f, 0) + 1 = 2, por lo que sd∗x(M(g)) =

2 · 9 = 18. Calculemos ahora sd∗y(M(g)). Obsérvese que εM(g)(y) =

d∗(cM(g)(6)) = 4 y que wM(g)(xy = wM(g)(c, 7) + 1 = 6, por lo que

sd∗y(M(g)) = 4 · 6 = 24.. Así, sd∗(M(g)) = 24 pero sd∗x(M(g)) 6=
sd∗y(M(g)) por lo que g no satisface la condición (4.3).

Por otro lado, como w(e) = 24, tenemos, por la Observación

1.0.8, que sd∗(M(g)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣. Además se puede comprobar que

sd∗(M(g)) = msd(M(g)). Por lo tanto, g = ϕα,e cumple las condi-

ciones del Teorema 4.3.1 pero no cumple la condición (4.3).

Por la Proposición 4.3.9, sabemos que si g cumple la condición

(4.3), podemos escribir g = abF donde a, f y F cumplen ciertas

condiciones. A continuación vemos un resultado análogo a la Pro-

posición 4.3.9; en que se establece qué condiciones cumple g si lo

podemos expresar de la forma g = ab.

Proposición 4.3.11 Sea g ∈ L(rx, ry) tal que g(x, y) = a(x)b(y),

y existen hx ∈ {0, . . . , rx − 1} y hy ∈ {0, . . . , ry − 1} tales que

xhxa | xrx − 1 y yhyb | yry − 1. Sea M = M(g). Entonces

1. Z(g) = Z(a)× Z(b).

2. sd∗(M) = d∗(M(a)) · d∗(M(b)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
3. sd∗(M) = sd∗x(M) = sd∗y(M) =

∣∣∣Z(g)
∣∣∣ (Obsérvese que es la

condición (4.3)).

4. d∗(M(a)) = εM(y) = wM(x).

5. d∗(M(b)) = εM(x) = wM(y).
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Demostración. Veamos primero el punto (1.). Sea (u, v) ∈ Z(g),

entonces g(u, v) = a(u)b(v) 6= 0 y por lo tanto a(u) 6= 0 y b(v) 6= 0.

Esto implica que (u, v) ∈ Z(a) × Z(b). Sea ahora (u, v) ∈ Z(a) ×
Z(b), tenemos que a(u) 6= 0 y b(v) 6= 0. Así g(u, v) = a(u)b(v) 6= 0

y por lo tanto (u, v) ∈ Z(g).

Veamos ahora los puntos (4.) y (5.). Para ello veamos que εM(x) =

d∗(M(b)) y que wM(x) = d∗(M(a)).

Veamos primero que εM(x) = d∗(M(b)). SeaM(a) = (a0, . . . , arx−1).

Si escribimos g como un polinomio en (L[y])[x] tenemos

g =
rx−1∑
i=0

gx,ix
i =

rx−1∑
i=0

ai · b(y)xi.

Así gx,i = ai·b(y) ∀i ∈ {0, . . . , rx−1}, por lo que, fM(i) = M(gx,i) =

M(ai · b(y)). Además si ai 6= 0, supp(ai · b(y)) = supp(b(y)). Por lo

tanto tenemos que, εM(x) = max{d∗(fM(i)) | i ∈ {0, . . . , rx−1}} =

max{d∗(ai · b(y)) | i ∈ {0, . . . , rx − 1}} = d∗(M(b)).

Ahora veamos wM(y) = d∗(M(a)). En la Observación 4.2.10,

hemos visto que wM(x) = d∗(Ax), siendo Ax un vector testigo de

la matriz M tal que Ax = (a′0, . . . , a
′
rx−1) con a

′
i = 0 si fM(i) = 0 y

a′i = 1 si fM(i) 6= 0. Puesto que fM(i) = M(gx,i) = M(ai ·b(y)) ∀i ∈
{0, . . . , ry − 1}, tenemos que a′i = 0 si ai = 0 y a′i = 1 si ai 6= 0.

Por lo tanto, supp(Ax) = supp(M(a)), lo que implica que wM(y) =

d∗(Ax) = d∗(M(a)). Análogamente podemos ver εM(y) = d∗(M(a))

y wM(y) = d∗(M(b)).

Como ya hemos demostrado los puntos (4.) y (5.) se cumple la

siguiente igualdad

sd∗x(M) = εM(x) · wM(x) = d∗(M(b)) · d∗(M(a))

= wM(y) · εM(y) = sd∗y(M),

que implica sd∗(M) = sd∗x(M) = sd∗y(M) = εM(y) · wM(y) =

d∗(M(a))·d∗(M(b)). Para demostrar los puntos (3.) y (4.) nos basta

ver d∗(M(a)) · d∗(M(b)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣. Como a cumple la Proposición

3.0.3, tenemos que d∗(M(a)) = n−deg(ma) =
∣∣∣Z(a)

∣∣∣. Análogamen-

te tenemos que d∗(M(b)) =
∣∣∣Z(b)

∣∣∣. Así, por el punto (1.), tenemos
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que d∗(M(a)) · d∗(M(b)) =
∣∣∣Z(a)

∣∣∣ · ∣∣∣Z(b)
∣∣∣ =

∣∣∣Z(g)
∣∣∣. �

Usando la Proposición 4.3.9 y la Proposición 4.3.11 seremos ca-

paces de construir códigos abelianos C tales que d(C) = sd∗(C).

Para ello necesitamos de�nir primero un nuevo tipo de matriz.

De�nición 4.3.12 Una matriz P de orden ry×ry con entradas en

L se denomina una matriz polinómica compuesta o CP-matriz, si

existen polinomios a = a(x) ∈ L(rx) y b = b(y) ∈ L(ry) tales que

P = M(ab), con ab ∈ L(rx, ry). Los polinomios a y b se denominan

los factores polinómicos de P .

Observación 4.3.13 Sea P una CP-matriz con P = M(ab). Vea-

mos que πx(supp(P )) = supp(M(a)). Siguiendo el mismo razona-

miento que hemos utilizado en la demostración de los puntos (4.)

y (5.) de la Proposición 4.3.11, tenemos que cP (j) = M(b) ∀j ∈
{0, . . . , ry − 1} con cP (j) 6= 0. Ahora, sean i ∈ πx(supp(P )) y j ∈
{0, . . . , ry − 1} tal que (i, j) ∈ supp(M). Entonces, i ∈ supp(cP (j))

con cP (j) 6= 0, lo que implica i ∈ supp(M(a)). Por otro lado, sea i ∈
supp(M(a)). Esto implica que i ∈ supp(cP (j)) ∀j ∈ {0, . . . , ry − 1}
con cP (j) 6= 0. Sea j′ ∈ {0, . . . , ry−1} tal que cM(j′) 6= 0. Entonces

(i, j′) ∈ supp(P ) y por lo tanto i ∈ πx(supp(P )). Análogamente

podemos ver que πy(supp(P )) = supp(M(b)).

Observación 4.3.14 Sea P una CP-matriz con P = M(ab). Vea-

mos que supp(P ) = πx(supp(P ))× πy(supp(P )). Es inmediato ver

que supp(P ) ⊆ πx(supp(P ))× πy(supp(P )), por lo tanto, basta ver

πx(supp(P ))× πy(supp(P )) ⊆ supp(P ). Sea (i, j) ∈ πx(supp(P ))×
πy(supp(P )). Puesto que j ∈ πy(supp(P )) tenemos que cP (j) 6= 0.

Por otro lado,

i ∈ πx(supp(P )) =
Observación 4.3.13

πx(supp(M(a))) =
cP (j)6=0

supp(cP (j)),

lo que implica que (i, j) ∈ supp(P ).

En la observación anterior hemos visto que si P es una CP-

matriz entonces supp(P ) = πx(supp(P )) × πy(supp(P )). En el si-

guiente ejemplo mostramos que la implicación contraria no tiene

por qué cumplirse.

Ejemplo 4.3.15 Sea q = 3,rx = 5,ry = 3 y sea P la siguiente
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matriz

P =


1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0

 .

Tenemos que supp(P ) = {(0, 0), (3, 0), (0, 6), (3, 6)}, πx(supp(P )) =

{0, 3} y πy(supp(P )) = {0, 6}, por lo que supp(P ) = πx(supp(P ))×
πy(supp(P )). Supongamos que P = M(ab) con a = a(x) y b = b(y).

Sea

a(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4,

b(y) = b0 + b1y + b2y
2 + b3y

3 + b4y
4 + b55 + b6y

6.

Para que se cumpla P = M(ab) se tienen que dar las siguientes

igualdades

a0b0 = 1,

a3b0 = 1,

a0b6 = 1,

a3 = b6 = 2,

a1 = a2 = a4 = 0,

b1 = b2 = b3 = b4 = b5 = 0.

De las primeras tres igualdades obtenemos que a0 = b0 = a3 = b6,

lo que implica que a3b6 = 1 que es una contradicción. Por lo tanto

P no es una CP-matriz.

Corolario 4.3.16 Sea P = M(g), con g(x, y) = a(x)b(y), una

CP-matriz. Si xhxa | xrx − 1 y yhyb | yry − 1 para ciertos hx ∈
{0, . . . , rx − 1}, hy ∈ {0, . . . , ry − 1}, entonces

1. Z(ab) = Z(a)× Z(b).

2. sd∗(P ) = d∗(M(a)) · d∗(M(b)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣.
3. sd∗(P ) = sd∗x(P ) = sd∗y(P ) =

∣∣∣Z(g)
∣∣∣.

4. d∗(M(a)) = εP (y) = wP (x).
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5. d∗(M(b)) = εP (x) = wP (y).

Demostración. Tenemos que P = M(g), con g(x, y) = a(x)b(y).

Puesto que xhxa | xrx − 1 y yhyb | yry − 1 para ciertos hx ∈
{0, . . . , rx − 1}, hy ∈ {0, . . . , ry − 1}, tenemos que a y b satisfa-

cen la Proposición 3.0.3. Puesto que se cumplen las hipótesis de

la Proposición 4.3.11 basta aplicarla para concluir la demostración.

�

En el siguiente ejemplo mostramos que las condiciones que tie-

nen que cumplir los polinomios a y b del corolario anterior no son

super�uas.

Ejemplo 4.3.17 Sea q = 2, rx = 5 y ry = 7. Sea P la CP-matriz

con factores polinómicos a = x+x2+x3+x4, b = y+y2+y4. Se puede

comprobar que y6b | y7− 1 pero xhxa - x5− 1 ∀hx ∈ {0, . . . , rx− 1}.
Tenemos que M(a) = (01111) y por lo tanto d∗(M(a)) = 2 y que

M(b) = (0110100) y así d∗(M(b)) = 4. Calculemos ahora sd∗(P ) =

sd∗(M(ab)). Como

P =


0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0 0

 ,

es fácil comprobar que sd∗x(M) = 4 ·2 = 8 y que sd∗y(M) = 2 ·4 = 8.

Así, tenemos que sd∗(P ) = d∗(M(a)) · sd∗(M(b)) y que sd∗(P ) =

sd∗x(P ) · sd∗y(P ), pero, se puede comprobar que
∣∣∣Z(ab)

∣∣∣ = 16, por lo

que los puntos (2.) y (3.) del Corolario 4.3.16 no se cumplen.

Veamos ahora un método para construir códigos abelianos en los

que su distancia mínima coincide con su distancia aparente fuerte.

Para ello necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 4.3.18 Sea D ⊂ Zrx × Zry una unión de q-órbitas y M =

M(D) la matriz dada por D. Si supp(M) = πx(supp(M))×πy(supp(M))

entonces sd∗(M) = msd(M).

Demostración. Por la demostración de la Proposición 4.3.11, si

M es una CP-matriz todas las �las y columnas cuyo soporte es
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distinto de cero son �las y columnas involucradas. Si d∗(fM(i)) =

d∗(M(b)) = 1 ∀i ∈ {0, . . . , rx−1} o d∗(cM(i)) = d∗(M(a)) = 1 ∀j ∈
{0, . . . , ry − 1}, por el paso (2a) del Algoritmo 4.2.30,tenemos que

msd(M) = sd∗(M). Si d∗(M(b)) 6= 1 y d∗(M(a)) 6= 1, por el paso

(2b) del Algoritmo 4.2.30 y puesto que todas las �las y columnas

con soporte no nulo son �las involucradas, tenemos que M1 = 0.

Esto implica que sd∗(M) = msd(M). �

Teorema 4.3.19 Sea a = a(x) ∈ L(rx) y b = b(y) ∈ L(ry) tales

que a | xrx − 1 y b | yry − 1. Si existen (αx, αy) ∈ U , hx ∈ Zrx
y hy ∈ Zry para los cuales ϕ−1

αx,xhxa
∈ Fq(rx) y ϕ−1

αy ,y
hy b
∈ Fq(ry),

entonces el código abeliano C =
〈
ϕ−1
αx,xhxa

· ϕ−1
αy ,y

hy b

〉
en Fq(rx, ry)

veri�ca sd∗(M(ab)) = sd∗(C) = d(C).

Mas aún, en ese caso, para cualquier βx ∈ Urx y βy ∈ Ury el có-

digo abeliano C(βx,βy) =
〈
ϕ−1
βx,xhxa

· ϕ−1
βy ,y

hy b

〉
veri�ca sd∗(M(ab)) =

sd∗(C(βx,βy)) = d(C(βx,βy)) = d(C).

Demostración. Sea g(x, y) = xhxa(x) · yhyb(y) y α = (αx, αy).

Por de�nición de la inversa de la transformada de Fourier discreta,

ϕ−1g,α =
1

rxry

∑
(i,j)∈Zrx×Zry

g(α−(i,j))Z(i,j)

=
1

rxry

∑
(i,j)∈Zrx×Zry

xhx(α−ix )a(α−ix )xi · yhy(α−jy )b(α−jy )yj

=
1

rx

∑
i∈Zrx

xhx(α−ix )a(α−ix )xi· 1
ry

∑
j∈Zry

yhy(α−jy )a(α−jy )yj = ϕ−1
αx,xhxa

·ϕ−1
αy ,y

hy b

Por otro lado M(g) es una CP-matriz que satisface las hipótesis

del Corolario 4.3.16 y por lo tanto, sd∗(M(g)) =
∣∣∣Z(g)

∣∣∣, es decir,
cumple la condición (2b.) del Teorema 4.3.1.

Sea M la matriz dada por Dα(C). Puesto que C =< ϕ−1α,g >

entonces supp(M) = supp(M(g)). Por el Lema 4.3.18 , msd(M) =

sd∗(M) y por lo tanto se cumple la condición (2a.) del Teorema

4.3.1. Así, puesto que g cumple las dos condiciones del Teorema

4.3.1, tenemos que d(C) = sd∗(C). La última a�rmación es cierta

por el punto (4.) de la Observación 1.0.8 junto con el hecho de que,



Juan Adrián Vargas Alemañy 67

bajo las hipótesis del corolario, todas las matrices dadas por este

tipo de conjuntos de de�nición son CP-matrices. �

Corolario 4.3.20 Sea a = a(x) ∈ L(rx) y b = b(y) ∈ L(ry) tales

que a | xrx−1 y b | yry−1. Si existen (αx, αy) ∈ U , hx ∈ Zrx y hy ∈
Zry para los cuales

[(
xhxa(αix)

)]q
= xhxa(αix) ∀i ∈ {0, . . . , rx − 1}

y
[(
yhyb(αjy)

)]q
= yhyb(αjy) ∀j ∈ {0, . . . , ry−1} entonces la familia

de códigos abelianos{
C(β1,β2) =

〈
ϕ−1
βx,xhxa

· ϕ−1
βy ,y

hy b

〉
| βx ∈ Urx y β2 ∈ Ury

}
en Fq(rx, ry) veri�ca que sd∗(M(ab)) = sd∗(C(β1,β2)) = d(C(β1,β2)).

Demostración. Por el punto (3.) de la Observación 1.0.8 tenemos

que ϕ−1
αx,xhxa

∈ Fq(rx) y ϕ−1
αy ,y

hy b
∈ Fq(ry) y por lo tanto se cumplen

las hipótesis del Teorema 4.3.19. �

En el siguiente ejemplo vemos cómo usar este último corolario.

Ejemplo 4.3.21 Sea q = 2, rx = 3, ry = 45. Sea αx ∈ U3 y

αy ∈ U45. Tomamos los polinomios a = x+1 y b = y40 +y39 +y38 +

y36 + y35 + y32 + y30 + y25 + y24 + y23 + y21 + y20 + y17 + y15 + y10 +

y9 + y8 + y6 + y5 + y2 + 1.

Tenemos que a | x3 − 1. Si tomamos hx = 1, supp(x · a(x)) =

{1, 2} = C2(1). Entonces, por el Lema 3.0.8 y por la Observa-

ción 1.0.8, tenemos que ϕ−1αx,xa ∈ Fq(2). Por otro lado, el poli-

nomio b es el mismo que hemos utilizado en el Ejemplo 3.0.12,

en el cual hemos visto que si tomamos hy = 5, ϕ−1αy ,y5b ∈ Fq(45).

Sea C =< ϕ−1αx,xa · ϕ
−1
αy ,y5b

>⊂ F2(3, 45), con Dαx,αy(C) = C2(1) ×
(C2(1) ∪ C2(3) ∪ C2(9) ∪ C2(21)). Se puede comprobar que sd∗(M(ab)) =

10 y por lo tanto d(C) = 10.
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