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Introduccion

Uno de los tipos de Codigos Correctores de Errores mas clésicos
y estudiados es el de los codigos ciclicos. Muchas familias de codigos
como por ejemplo los codigos de Golay, los codigos binarios de
Hamming o los codigos Reed-Muller son, o bien codigos ciclicos,
o bien una extension de estos. El calculo de la distancia minima
de un co6digo ciclico, o de una cota inferior para ella, es uno de los
principales problemas en el estudio de los codigos ciclicos (véase,
por ejemplo, [2]). La cota inferior para la distancia minima de un
codigo ciclico mas antigua es la cotas BCH [1]. Como veremos en

este trabajo, un codigo ciclico puede tener asociadas varias cotas
BCH.

El objetivo de este trabajo es tratar dos problemas relacionados
con el maximo de las cotas BCH. El primero es dar condiciones
necesarias y suficientes para que en un codigo ciclico dado, su dis-
tancia minima coincida con el maximo de sus cotas BCH. El se-
gundo problema es obtener un método que nos permita construir
codigos ciclicos que cumplan dicha propiedad. En los Capitulos 2 y

3 mostramos la resolucién de ambos problemas.

En el Capitulo 4, extendemos nuestros resultados a codigos abe-
lianos de dos variables. Para ello, introducimos la nocién de distan-
cia aparente fuerte de un coédigo abeliano, la cual veremos que es
una cota inferior para la distancia minima. Posteriormente, al igual
que en el caso de los coédigos ciclicos con el méaximo de las co-
tas BCH, veremos condiciones necesarias y suficientes para que en
un codigo abeliano su distancia minima coincida con su distancia
aparente fuerte, y estudiaremos un método para construir coédigos

abelianos de dos variables que cumplan dicha propiedad.

11
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Capitulo 1

Notacion y preliminares

Sea ¢ una potencia de un niimero primo p y n un entero positivo
tal que mcd(gq,n) = 1. Denotamos con [, al cuerpo de ¢ elementos,
con R, al conjunto de las raices n-ésimas de la unidad y con U, al
conjunto de las raices n-ésimas primitivas de la unidad, las cuales

viven en una extension L | IF,.

Denotamos con F [z] al anillo de polinomios con coeficientes en
[F,. Para un polinomio g = g(z) € F,[z], denotamos con deg(g) a su

grado, con supp(g) a su soporte y con w(g) = |supp(g)| a su peso.

Sea n un entero positivo. Denotamos el anillo cociente F,[z]/ (2" —
1) = F,(n) e identificamos a los representantes canonicos g € F,(n)
con polinomios, por lo que podemos escribir también g € F,[z],
siempre que deg(g) < n. Cuando necesitemos ser mas especificos
con un polinomio f € F,[z], denotaremos con f a su representante

canoénico en F,(n).

En Z, consideramos siempre a los representantes canonicos. Si
habiendo realizado operaciones aritméticas con representantes ca-
nonicos de Z, obtenemos un elemento y ¢ {0,...,n — 1}, deno-
taremos con ¥y a su representante canoénico. En el conjunto de los
representantes canonicos de Z,, definimos el siguiente orden. Sean
i,7 € {0,...,n— 1} representantes canonicos. Entonces i < j como
elementos de Z,, si i < j con el orden usual de los ntimeros enteros.

Notese que esto nos permite extender la nocién de orden a todo Z,.

Un codigo abeliano ciclico (que llamaremos codigo ciclico) C
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de longitud n en el alfabeto F, es un ideal del anillo F,(n). Si
med(q,n) = 1, el anillo cociente F,(n) es semisimple y por tan-
to cada codigo ciclico tiene un tinico polinomio generador monico
divisor de ™ — 1 ([1], Theorem 7.1) y un tnico polinomio genera-
dor idempotente ([1], Theorem 8.1). En particular, todo polinomio

generador es divisor de 2 — 1 ([1], Theorem 7.1).

Por lo anterior, cada codigo ciclico C' en [F,(n) esta determinado
por su conjunto de ceros definido como Z(C) = {a € R, | ¢(a) =
0, Ve € C}; asi, para todo polinomio f € F,(n), tenemos que f € C
siy solosi f(a) = 0Va € Z(C). Denotamos con Z(C') a su comple-
mento, es decir, Z(C) = R, \ Z(C). Fijado a € U,, el conjunto de
definicion de C' con respecto de aes D, (C) = {i € Z,, | o' € Z(C)}.

De manera andloga, podemos definir el conjunto de ceros y el con-

junto de definicion respecto de « para un polinomio f € F,(n).

Observacion 1.0.1 Ndtese que Z(f) = Z(< f >) y Do(f) =
D.(< f>). La inclusion Z(< f >) C Z(f) es inmediata. Veamos
ahora que Z(f) C Z(< f >). Sea f' €< f >. Si a € Z(f),
entonces f(a) = 0 y como f | f', se tiene que f'(a) = 0. Esto
implica Z(f) C Z(< f >). Sabiendo que Z(f) = Z(< f >) la
igualdad Do (f) = Do(< f >) es inmediata.

Lema 1.0.2 En un cddigo ciclico C en F,(n) con polinomio gene-
rador g(x), Da(C) = Da(g)-

Demostracion. Inmediata por el hecho de que C' =< g > y por
la Observacion 1.0.1. [ |

Dado un elemento a € 7Z,, su clase g-ciclotémica moédulo n
es el conjunto C,(a) = {¢'a € Z, | i € N}. Sabemos que para
todo polinomio f € F [z] y para todo elemento a de una extension
L | F,, tenemos que si f(a) = 0 entonces f(a?) = 0. De aqui
se desprende que si mecd(q,n) = 1, el conjunto de definicion de
todo codigo ciclico C' es unién de clases g-ciclotomicas modulo n,
ya que si i € D,(C) entonces qi € D,(C) por el Lema 1.0.2 y
lo anteriormente expuesto. Ademas, si med(q,n) = 1, las clases g-

cilotémicas forman una particiéon de Z,,. Vamos a verlo. Sean a,b €
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Zn, tales que Cy(a) # Cy(b) pero Cy(a)NCy(b) # 0. Entonces existen
i,j € N tales que ¢‘a = ¢’b mod n. Como mcd(n,q) = 1, esto
implica que a = ¢’~*b mod n y por lo tanto Cy(a) = C,(¢?~'b) =

Cy(b), 10 que es una contradiccion. Ademas, es inmediato ver que

UC’ (a;) siendo {aq,...,an} un conjunto completo de los

representantes de las clases ¢-ciclotomicas.

vacid .0. emos visto que para cualquier codigo en
Observacién 1.0.3 H t [ digo C

F,(n) su conjunto de definicion con respecto a o es union de clases
q-ciclotomicas. Veamos ahora que para cualquier conjunto D C Z,,

con D unidn de clases q-ciclotomicas, existe un codigo C en F,(n)

tal que D,(C) = D.

Sea a € Uy, L | F, una extension tal que U, C L y sea s €
{0,...,n—1}. El polinomio minimo de o® en F,, el cual denotamos
con Mys, se factoriza en L[x] como mys = H (x—a") ([2], Theo-

1€Cq(s)
rem 4.1.1). Sean Cy(ay), ..., Cylay) las clases g-ciclotdmicas modu-

lon siendo {ay,...,an} un conjunto completo de los representantes
de dichas clases. La factorizacion de 2™ — 1 en Fy[z] es 2" — 1 =
H maai (z) ([2], Theorem 4.1.1). Sea ahora C' un cédigo en

a;€{a,....an}

F,(n), con conjunto definicion D,(C) = Cy(a;,) U Cylai,) U--- U
Cylai,), con{ay, @iy, ..., a;,} C{as,...,an}. Entonces el polinomio
generador monico de C' es g = H m_ei; ([2], Theorem

CL»L'j e{ail 7ai27"'>ais}
4.2.1).

Por lo tanto, si tenemos un conjunto union de clases q-ciclotomicas

D = U Cylai,), con {ai,, ai,,...,a;,} C{as,...,ap} y tomamos el
j=1
polinomio g = H m_ai;, entonces el codigo C' =< g >
iy €{aiy Qig,eeiy )

tiene como congunto definicion Do(C) = D,(g) = D.

En resumen, para cualquier cédigo C' en F,(n) su conjunto defi-
nicion es union de clases q-ciclotomicas y para cualquier conjunto
D union de clases q-ciclotomicas existe un unico codigo C' tal que

D.(C) = D; es decir, hay una relacion uno a uno entre los co-
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digos en Fy(n) y los conjuntos D C Z, que son union de clases

q-ciclotémicas.

Ejemplo 1.0.4 Sea q = 2, n = 15. Las clases 2-ciclotomicas mo-
dulo 15 son

C2(0) = {0},

Co(1) = {1,2,4,8},
C5(3) = {3,6,9,12},
C2(5) = {5, 10},

Co(7) = {7,11,13,14}.

Puesto que hay 5 clases 2-ciclotomicas distintas podemos formar
2% = 32 conjuntos union de clases 2-ciclotdmicas distintos y por lo

tanto hay 32 cddigos ciclicos distintos en Fy(15).

Veamos que esta ultima observacion no es cierta si estamos en

el caso no semisimple, es decir, si med(n, q) # 1.
Ejemplo 1.0.5 Sea ¢ =2, n = 4. Tenemos que med(4,2) =2 # 1.
Es fdcil comprobar que x* — 1 se factoriza en Fylz] como 2t — 1 =
(x + 1), por lo tanto {1} es la tnica raiz cuarta de la unidad y
tiene multiplicidad cuatro. Por otro lado, tenemos que Cy(0) = {0}
y Co(1) = {1,2,0}, por lo que las clases 2-ciclotomicas no forman
una particion de Zy. Como D, (C) = {0} para cualquier cédigo C
en Fo(4) tenemos que mo podemos tener un cédigo con conjunto
definicion D,(C) ={0,1,2}.

Denotamos con d(C) a la distancia minima de cualquier co-
digo C'. El teorema de la cota BCH establece que para cualquier
codigo ciclico en Fy(n) que tenga una lista de longitud § — 1 de
enteros consecutivos {i1,...,45_1}, con i; + 1 = ;4 para todo
j€{1,...,0 — 2}, tal que, para un cierto a € R,, o' € Z(C) Vi €
{i1,...,i5_1} , se cumple que d(C) > 6 ([1], Theorem 7.8).

Veamos como expresar esto iltimo en términos de los conjun-
tos de definicion. Sea {i1, ..., 4} un subconjunto de representantes
canoénicos de Z,. Decimos que estos elementos son una lista de lon-
gitud k de enteros consecutivos modulo n si i; + 1 = i, para todo
j €{l,...,k—1}. En términos de los conjuntos de definicién, el
teorema de la cota BCH establece entonces que si existe una lista

de longitud 6 — 1 de enteros consecutivos modulo n en D, (C), para
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algin « € U, entonces d(C) > 4. A cada nimero & que podamos
encontrar que cumpla las condiciones anteriores le denominaremos
una cota BCH del codigo. Para cualquier codigo ciclico C' denota-

mos con A(C') al méximo de sus cotas BCH.

Observacion 1.0.6 Tenemos que tener en cuenta que diferentes
raices de la unidad pueden dar lugar a diferentes conjuntos defi-
nicion y por lo tanto a diferentes cotas BCH. Para calcular A(C)
no es necesario calcular el conjunto de definicion respecto de to-
dos los elementos de U, ya que, fijado un o € U,, para calcu-
lar una cota BCH distinta, necesitamos un elemento [ € U, tal
que D, (C) # Dg(C). Queremos, por lo tanto, identificar los ele-
mentos [ € U, tales que D,(C) # Dg(C). Sea B € U, tal que
D, (C) # Ds(C). Veamos qué condiciones debe cumplir [5.

Sean Cylay),...,Cqlan) las clases q-ciclotomicas modulo n sien-
do {ay,...,an} un conjunto completo de los representantes de las
clases. El elemento (3 debe satisfacer la igualdad 87 = o para
algin a; € {a1,...,an} y j € Z. Puesto que 5“”‘7 =a e U, te-
nemos que mcd(a;q’,n) = 1, lo que implica que mcd(a;,n) = 1.
Ademds, tomando un j' € 7, adecuado, f% = ﬁaiqjqj/ = aJ'. Pues-
to que med(a;¢?,n) = 1, tenemos que o = p* € U,. Como
Do(C) = D_,#(C), tenemos que cualquier elemento 3 € U, tal
que D, (C) # Dg(C) tiene que cumplir que % = « para algin
a; € {ay,...,ap} conmed(a;,n) = 1. Ademds Dg(C) = a;-Do(C) =
{a;- 717 € Du(C)} . Definimos el conjunto

A(n) = {(a; | med(a;,n) = 1}. (1.1)

Ejemplo 1.0.7 Sea n = 41 y q = 2. Las clases 2-ciclotomicas

modulo 41 son

C2(0) = {0},
Co(1) = {1,2,4,5,8,9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 36, 37, 39, 40},
Co(2) = {3,6,7,11,12,13, 14, 15,17, 19, 22, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 34, 35, 38}.

Sea o € Uy y tomamos el cddigo ciclico C tal que D, (C) =
Cy(1). Las cotas BCH que podemos encontrar en este conjunto de
definicion D,(C) son & = 3, tomando, por ejemplo, las listas de
longitud 2 de enteros consecutivos modulo 41 {1,2},{4,5},{20,21} C
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D,(C) y 62 = 4, tomando {8,9,10},{31,32,33} C D,(C). Para
calcular A(C) tenemos que calcular las cotas BCH que podemos en-
contrar en los conjuntos de definicion Dg(C') con Dg(C) # D, (C).
Puesto que A(41) = {1,3} tan solo tenemos que considerar el con-
junto Dg(C) = 3 - D,(C) = Cy(3). En este conjunto, podemos en-
contrar una cota BCH mayor que las que hemos obtenido anterior-
mente ya que {26,27,28,29,30} C Dg(C), con lo que obtenemos
una cota BCH 63 = 6. Por lo tanto, tenemos que A(C) = 6.

Un codigo ciclico C' en Fy(n), con polinomio generador g(z),
es un coédigo BCH de distancia designada 0 si existe o € U, y
be{0,...,n—1,} tales que g(x) es el polinomio ménico de menor
grado en F, tal que g(a®™) = 0 Vj € {0,...,0 — 2}, de hecho
g = med(Mas, Mept1, . .., Maprs—2). Es decir, g(x) es el polinomio
monico de menor grado en F, tal que {a®™ | j =0,...,§ — 2} C
Z(9) L= Z(C). Puesto que g(a®) =0Vj € {0,...,5 — 2} se
tiene que {b,...,b+ & — 2} es una lista de longitud 6 — 1 de enteros
consecutivos modulo n en D, (C') y por el teorema de la cota BCH,
tenemos que d(C') > J. De aqui que, en términos del conjunto de
definicién, C' es un co6digo BC'H de distancia ¢ si para toda clase ¢-
ciclotomica Q C D, (C) tenemos que QN{b+j | j=0,...,6—2} #
0.

Sea L | F, una extension de cuerpos tal que U, C L y sea
a € U,. La transformada de Fourier discreta de un polinomio f €
F,(n) con respecto a a (conocido también como el polinomio de

Mattson-Solomon), que denotamos con ¢, ¢, se define como

—_

n—

Pas @) =3 fl)a.

<
I
o

Claramente, ¢, r € L(n); es méas, podemos ver a esta funcion como
un isomorfismo de algebras ¢, : L(n) — (L™, %), donde la opera-
cion “x” en L™ es la multiplicacion componente a componente (|1],
Theorem 8.22). De esta manera podemos ver a ¢, s como un vector

en " 0 como un polinomio en L(n).

La inversa de la transformada de Fourier discreta viene dada por
pat(x) = 2370 g(a™)a’ ([1], Theorem 8.20) donde g € L(n).

T n
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Para cualquier ¢ € {0,...,n — 1} denotamos ¢, ¢[i] = f(a') al
coeficiente de z'.

Observacién 1.0.8 Para cualquier « € U, f € F,(n) y g € L(n)

tenemos que:

1. supp(pay) = {i € {0,...,n—1} | f(a') # 0} y por lo tanto
Zn \ supp(#a,g) = Da(f)-

2. Puesto que f = ¢, (), supp(f) = {i € {0,...,n — 1} |
o r(a™) # 0}, por lo que |supp(f)] = n — |Z(pay)| =
2020

3. ot € Fy(n) siy solo si (g(a?))? = g(a?) ¥V j € {0,...,n—1}.

4. pay € Fo(n) siy solo si oy, € Fy(n) VB € U,.

Demostracion.

1. y 2. Triviales por la definicién de la transformada de Fourier

discreta.

3. Directa por la propiedad de que un elemento a € I cumple

que a € F, siy solo si a? = a.

4. Basta observar que para dos elementos «, 8 € U, con a # (3,

1
g

permutados; es decir, apareceran en monomios posiblemente

los coeficientes de ¢, son los mismos que los de 9051] pero

de otros grados.
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Capitulo 2

La distancia aparente de un

codigo ciclico.

Vamos a introducir ahora una definicién que nos sera util pos-

teriormente para calcular la cota A(C') de un codigo ciclico C.

Definicién 2.0.1 Sea L un cuerpo. Para cualquier elemento g €
L(n) definimos la distancia aparente de g, que denotamos con d*(g),

como

1. Si g =0 entonces d*(g) = 0.
2. Si g # 0 entonces
d*(g) = mdz{n — deg(zhg) | 0<h<n—1}.
Ejemplo 2.0.2 Sea f =1+ x4+ z* € Fy(5). Tenemos que 20f =

2if =1+ 2% + 2% Por lo tanto d*(f) = 5 — deg(zf) = 3.

Definicion 2.0.3 Sea un vector a = (ag,...,a,—1) € L™ y sea
{i1,...,ix} C Z, una lista de enteros consecutivos mddulo n. Si
ai; = 0 para todo j € {iy,...,ir}, decimos que las componentes
{ai,,...,a;} forman una cadena de ceros de longitud k.

Definicién 2.0.4 Sea a € L". Definimos la distancia aparente de
a, que denotamos también con d*(a), como la longitud mdzima de

las cadenas de ceros modulo n en a mds 1.
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Ejemplo 2.0.5 Sea a = (10010001) € F5. Tenemos que {ay,as}
forman una cadena de ceros mddulo 8 de longitud 2 y que {ay, as, ag}
forman una cadena de ceros mddulo 8 de longitud 3. La longitud
mdzxima de las cadenas de ceros modulo 8 en a es § y por lo tanto
d*(a) =4

El siguiente lema nos proporciona una forma rapida de calcular

la distancia aparente de un polinomio.
n—1
Lema 2.0.6 Sea g = Z a;x" € Fy(n). Si asociamos el polinomio g
i=0
a su vector de coeficientes M(g) = (ag, ..., a,_1) entonces d*(g) =
d*(M(g))-
n—1
Demostracion. Sea g = Zaimi € F,(n) yseake{0,...,n—
=0

1} tal que d*(g) = n — deg(x*g). Esto implica que deg(xz*g) <
deg(zhg)V h, 1 <h <n—1.
Sea deg(x*g) = | y sea a;, tal que ig + k = 0 modulo n. Tenemos

entonces, tomando los exponentes en Z,,,

1+k 4 io—l—{-k'

oy k
kg = a;y + ajgT + - -+ apz” +agw RIS SN ONY.

Tomando by = ai,,b1 = @igt+1,...,bp = ag,...,bp_1 = aiy—1

podemos escribir z*g como

kg =by+ bz + -+ bzt + -+ bz
Sea ahora a;, tal que i; + k = I. Puesto que deg(z*g) = [ tene-
mosque by Z0y b; =0, Vie {l+1,...,n—1}. En términos de las
a;, tenemos que a;; 0y que a; =0, Vi € {iy+1,...,i9— 1}, sien-
do {i; +1,...,ip — 1} una lista de enteros consecutivos modulo n.
Tenemos entonces que M (g) tiene una cadena de ceros consecutivos

modulo n de longitud L=n—1—1.

Supongamos que M (g) tiene otra cadena de ceros de longitud

M, con M > L. Sea a; tal que a; # 0y a7 = 0, con j' €

{1,..., M}. Tomamos ahora k’ tal que j + M + k' = n, esto implica

que deg(z* g) =n — M. De esta forma tenemos:

deg(x’f_/g):n—M<n—L:l+1<l:deg(ﬁg),
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lo que es una contradiccién pues habiamos supuesto deg(a:_kg) <

deg(z"g) Y h, 1 <h<n-—1.

Por lo tanto la cadena médulo n de ceros més larga tiene longi-
tud L, con L +1=n—1=n — deg(z*g) = d*(g). |

Ejemplo 2.0.7 Siguiendo el Ejemplo 2.0.2 tenemos que M(f) =
(11001) entonces d*(f) = d*(M(f))=2+1=3.

Obsérvese que si aplicamos el razonamiento que hemos utilizado
en la demostracion del lema anterior tenemos que k = 1 ya que, co-
mo hemos visto en el Ejemplo 2.0.2, d*(f) = 5—deg(x f). Ademds,

=2 ,19=4¢i,=2. Como
rf =14z + 2%

tenemos que by = ag, by = ag, by = a1, b3 = ay y by = az. Asi,
by #0 y b3 = by =0 y por lo tanto M (f) tiene una cadena de ceros
de longitud 2.

Observaciéon 2.0.8 Hay que destacar que

m‘ > d*(f). FEsto
es facil de ver ya que Z(z'f) = Z(f) Y h, 0 < h <n—-1y
’W’ > n — deg(ah f).

Sea ahora f € L(n). Puesto que, como hemos dicho antes,
Z(xhf) = Z(f), tenemos que deg(W) > |Do(f)| para cualquier
«a € U,. Esto implica que

d*(f) <n—[Do(f)], V€ U,. (2.1)

Ahora, por la definiciéon de la inversa de la transformada de

Fourier discreta y lo visto en la Observacion 1.0.8 tenemos que
w(f) =n—|Da(@a,r)l
Y por lo tanto,

A (Pa,f) <1 —|Da(Pay)l =w(f), VfEF,(n)yVacl,. (2.2)

Esto implica que la distancia aparente de la transformada de
Fourier discreta de las palabras c6digo distintas de cero es una cota
inferior de la distancia minima de un codigo ciclico. Esto nos lleva

a la siguiente definicion.
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Definicion 2.0.9 Sea C un cddigo ciclico en Fy(n) y sea o € U,,.
La distancia aparente de C' con respecto a « es

do(C) = min {d"(as)}

y la distancia aparente de C' es

d*(C) = max{d.(C)}.

ac Un

También definimos el conjunto de raices optimas de C' como:
R(C)={peU, | dz(C)=d"(C)}.

Esta definicion de la distancia aparente de un codigo ciclico
es una definicion tedrica y nunca la calcularemos de esta manera.
Calcular la distancia aparente de esta forma seria un proceso mas
laborioso que calcular los pesos de todas las palabras de nuestro
codigo, es decir, calcular la distancia minima del codigo a través
del método de “fuerza bruta”. A lo largo del resto de esta seccion
veremos una serie de resultados que nos permitiran calcular la dis-
tancia aparente de un cédigo de una forma mucho mas sencilla y

eficaz.

Hasta el momento hemos visto dos cotas inferiores para la dis-
tancia minima de un codigo C', la méaxima de las cotas BCH (A(C))
y la distancia aparente de C' (d*(C)). El siguiente resultado nos

muestra la relacion que existe entre estas dos cotas.

Proposicién 2.0.10 En un cdidigo ciclico C se cumple la iqualdad
A(C) =d*(O).
Demostracion. Sea X = d*(C) y Y = A(C). Veamos primero
que d*(C) < A(C).
Sea g el polinomio generador de C'. Por el Lema 1.0.2, sabemos
que D, (g) = Do(C). Sea o € U,,.
0 si i€ Dy(g) = Du(C)
Como ¢, 4[i] = g(a’) = , tenemos
#0 si i ¢ Da(g) = Da(C)
que D, (C) tiene una lista de longitud d*(¢, ) —1 de enteros conse-

cutivos modulo n. Sea k, la longitud maxima de las listas de enteros
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consecutivos modulo n que podemos encontrar en D, (C). Entonces
ko +12> d* (ag) > d,(C).
De esta forma
A(C) = ey, {ha + 1} > méac, {d5(C)} = d*(C).

Veamos ahora ¥ < X.

Sea 8 € U, tal que Dg(C') tiene una lista de enteros consecutivos
modulo n de longitud Y — 1. Esto implica que d*(¢s,.) > Y Ve € C,
por lo que d3(C) > Y y por lo tanto Y < X

El valor d*(¢..) depende del soporte de ¢, ; es decir, de co-
mo estan distribuidos los ceros de ¢ con respecto a a. Puesto que
Dacli] = c(a’) =0sii € D,(C), tenemos que d*(p,) esta relacio-
nado con el conjunto D, (C). Por lo tanto, el minimo d},(C') depen-
de también del conjunto D,(C). Es por ello que, fijado un elmen-
to a € U,, para calcular d*(C), tenemos considerar los elementos
p € U, tales que D,(C) # Dg(C). Como hemos visto en la Obser-
vacion 1.0.6, si 8 € U, es tal que D,(C) # Ds(C) y {as,...,an} es
un conjunto de representantes de las clases g-ciclotomicas modulo
n entonces %7 = o para algin j € Z y algin a; coprimo con

n. Puesto que D, (C) = Dg(C), solo tenemos que considerar las

By
raices 8 € U, tales que % = « para algtiin a; coprimo con n. De

esta forma, para cada o € U,, definimos el conjunto
R,={8€U,| 5 =a, ac A(n)}, (2.3)

donde A(n) es el conjunto definido en (1.1).

Por lo tanto, en la préactica, para calcular la distancia aparente
de un cédigo ciclico C' en F,(n) basta con fijar a € U, y calcular
d*(C) = méx{d5(C) | B € Ra}.

Lema 2.0.11 Sean e, g € C el idempotente generador y el polino-

mio generador de C, respectivamente, entonces dg(C) = d*(¢p.e) =

d*(pp,q) VB € U,.
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Demostracion. Para cualesquiera f,h € F,(n), tenemos que
supp(pp.rn) C supp(pp,r) ya que @ rn = Qg7 * Ppn ¥ POr lo tan-
to, Ve € C' 'y VB € U, tenemos que supp(pg.) C supp(ppy) =
supp(pg.e). Esto implica que d*(pp,) = d*(vpe) < d*(pp.c). Asi,
d3(C) = d*(0s,e) = d"(pp.9)- u

Si g€ R(C)ye,g € C son el idempotente generador y el po-
linomio generador de C, respectivamente, por los resultados vistos
hasta ahora obtenemos la siguiente desigualdad
)y = diC

(©) e Bt
d*(pp.9) (;4) d(C), VB € R(C). (2.4)

A(C) d*(@ﬁ,e)

Proposicion 2.0.10 Lema 2.0.11 TLema 2.0.11

Siguiendo la tultima desigualdad, tenemos el siguiente corolario,
que nos da una condicion suficiente para que la distancia minima

de un codigo coincida con su cota BCH (o su distancia aparente).

Corolario 2.0.12 Sea C un cddigo ciclico en Fy(n) y seane,g € C
el idempotente generador y el polinomio generador de C, respectiva-
mente. Para f € {e, g} tenemos que si d*(pa ) = w(f) para algin
a € U, entonces d(C) = A(C) y a € R(C).

Demostracion. Por hipotesis, d*(pa,r) = w(f) > d(C). Por otro
lado, si tomamos § € R(C) tenemos que d*(¢a.r) < d*(pps) ¥y

como f € {e, g} utilizando (2.4) concluimos.

Veamos como estos resultados nos permiten construir codigos
ciclicos y calcular su distancia aparente. En primer lugar, para cual-
quier codigo ciclico C' con idempotente generador e € F,(n), pa.e

es también idempotente en (L™, x); asi que
0 si i€ Dyle)
e(a') = Qa.elt] = ) (2.5)
1 si i Dgyl(e)

Ahora, sea {ay,...,a,} un conjunto completo de representantes

de las clases g-ciclotémicas modulo n. Para cualquier conjunto D =
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Uis1Cylai,) , con iy € {1,...,h} y 1 <t < h, denotamos Fp € T}
al vector tal que Fp[i| =0siie€ Dy 1sii¢ D.
Lema 2.0.13 Sea Fp como hemos definido en el pdrrafo anterior.
Podemos ver Fp como la tmagen por la transformada de Fourier
discreta del generador idempotente de un codigo ciclico C en F,(n)
tal que D = D, (C) con respecto a algin o € U,,. Es decir, si C es
un cddigo ciclico con conjunto definicion D,(C) = D, para algin
a € U, y e es su idempolente generador, entonces lenemos que
Fp = M(pa.) € Fy(n).

Demostracion. Como e es el idempotente generador de C, por
el Lema 1.0.2 sabemos que D, (C) = D,(e). Ademas tenemos que

0 si i€ Dyle)
Paelt] = e(a’) = ,
1 si i Dy(e)
que coincide con la definicion de Fp y por lo tanto Fp = M (pa.)-

Podemos utilizar este tltimo lema para calcular d*(C). Para
ello, primero consideramos el conjunto A(n) = {a;,...,a;} C
{a1,...,ar}. Paracada j =1,... k, sea §; € U, tal que ﬁ;ij = q.
- D,(C).) La distancia
aparente de ¢ . es la cadena més larga de ceros consecutivos mo-

(Recuérdese que esto implica que Dg, = a,
dulo n en FDB,- (c) més 1; esto implica, utilizando el Lema 2.0.11,

ave d*(C) = max, &' (Fp, )

.....

Ejemplo 2.0.14 Sea n = 21 y ¢ = 2. Tomamos las clases 2-
ciclotémicas mddulo 21; a saber, C5(0) = {0}, Cy(1) = {1,2,4, 8,11, 16},
C2(3) ={3,6,12}, Cy(5) = {5,10,13,17,19,20}, Co(7) ={7,14} y
C2(9) = {9,15,18}. Observamos que {0,1,3,5,7,9} es un conjunto
completo de representantes de las clases 2-ciclotomicas modulo 21

y que A(21) = {1,5}. Si tomamos D = Co(1) U C3(3) U Cy(7) =
{1,2,3,4,6,7,8,11,12, 14,16}, entonces

Fp = (100001000110010101111).

Sea C =< e > el cddigo ciclico tal que Do(C) = D para algin

a € Uy, entonces d*(q.) = d*(Fp) = 5. Para comprobar que ésta
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es la distancia aparente del codigo C' tan solo necesitamos conside-
rar 3 € Uy tal que ° = . En ese caso, Ds(C) = 5 - D,(C) =
Co(5)UCy(9)UCy(7) = {5,7,9,10,13,14,15,17,18,19,20}. Enton-

ces, tenemos que
Fpyc) = (111110101001100010000),

y por lo tanto d*(Fpyc)) = 5. De esta forma hemos visto que

d*(C) =5 y que R(C) = {B,5°}.



Capitulo 3

La distancia minima y el

maximo de las cotas BCH

Para un elemento arbitrario g € L(n), el cual podemos ver como
un polinomio con deg(g) < n — 1, la igualdad mecd(g,z" — 1) =
med(zhg, 2" — 1) se cumple V h € {0,...,n—1}, yaque 2" y 2" — 1

son polinomios primos entre si. Ademés, podemos definir

mg, = med(z"g, 2" — 1), (3.1)
donde, por lo anterior, my no depende de h. Para cualquier h €
{0,...,n — 1} escribimos

atg = (2" — 1) fon + zhyg, (3.2)

donde 0 < deg(zhg) < n.
Lema 3.0.1 Sea g € L(n) y sea my, como hemos definido en (3.1).

Entonces
1. d*(g) < n—deg(my).
2. Sig|x™—1, entonces d*(g) =n — deg(g).
Demostracion.

1. Puesto que m, | 2" — 1y m, | 2"g Vh € {0,...,n — 1},
tenemos que

ahg =a"g — (2" — V) fun =myt Vh €{0,...,n — 1},

17
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siendo t un elemento de IL(n), es decir, m, | 2g. Esto implica

que n — deg(z"g) < n —deg(m,) Vh € {0,...,n —1}. Por la
definicion de d*(g), tenemos que d*(g) < n — deg(m,).

2. d*(g) > n — deg(g) es trivial por la definicién de distancia

aparente ya que

d*(g) = max{n — deg(z"g), 0 < h<n—1} > n—deg(g).
h=0

Para ver d*(g) < n —deg(g), basta observar que si g | 2™ — 1,

entonces g = sm, con s € [F,. Por lo tanto, aplicando (1.),

d*(g) < n — deg(smy) = n — deg(g).

Sea ¢ una palabra de un cédigo ciclico C' en F,(n). Por la de-
sigualdad (2.2) sabemos que d*(¢q,..) < w(c). Nos preguntamos bajo
qué condiciones se da la igualdad. El siguiente resultado nos sera

de ayuda para encontrar estas condiciones.

Lema 3.0.2 Sea C' un cddigo ciclico en F (n) y ¢ € C. Entonces
n —deg(my, ) = w(c), Va e U,.

Demostracion. Tenemos que n—deg(my, ) = {o? | @a.c(a?) # 0}].
Por la Observacion 1.0.8 y la desigualdad (2.1) tenemos que w(c) =
n—|Da(ac)l =n—n+l{a? | pac(a’) # 0} = n—deg(my,.). W

Observamos que por el Lema 3.0.1, para cualquier elemento f €
L(n) su distancia aparente es menor o igual que el “nimero de no
ceros” de my. El siguiente resultado nos muestra cuando se cumple

la igualdad.
Proposicion 3.0.3 Sea f € L(n) y sea my como hemos definido
en (3.1). Tenemos que d*(f) = n — deg(my) si y solo si existe
h €{0,...,n— 1} tal que h f | 2" — 1, (equivalentemente, " fy
my son polinomios asociados en L[x]).

Demostracion.

((:>77
Por definicion de d*(f), existe h € {0,...,n—1} tal que d*(f) = n—



Juan Adriin Vargas Alemary 19

deg(z" f). Puesto que d*(f) = n—deg(m;), tenemos que deg(z" f) =
deg(my). Por (3.2) tenemos que si « pertenece al conjunto de ceros
de my, entonces o también pertenece al conjunto de ceros de h f.
Como deg(W) = deg(my) tenemos que my y 2P f tienen exacta-
mente el mismo conjunto de ceros y por lo tanto son polinomios
asociados.
P
Sea h € {0,...,n— 1} tal que zhf | " — 1. Por (3.2), tenemos que
W | 2" f. Puesto que ademas sabemos que W | 2™ — 1, tenemos
que 2/ f | my. Por otro lado, por (3.1), tenemos que my | 2" f. Es-
to implica que my y zh f son asociados y por lo tanto deg(zhf) =
deg(my). Por la definicién de distancia aparente y por el Lema 3.0.1
(2.), tenemos que d*(f) = d*(z"f) = n — deg(z" f) = n — deg(my).
|

Utilizando el Lema 3.0.2 y la Proposicién 3.0.3 obtenemos las
condiciones bajo las cuales se da la igualdad d*(¢..) = w(c). Es-
te resultado nos es de gran utilidad para caracterizar los codigos
ciclicos que cumplen la igualdad d(C) = A(C)(= d*(C)).
Teorema 3.0.4 Sea n un entero positivo, p un nimero primo y q
una potencia de p. Supongamos que mcd(n,q) = 1. Sea el cuerpo
F, y L |F, una extension tal que U, C L. Sea C un cddigo ciclico
en F,(n). Entonces d(C) = A(C)(= d*(C)) si y solo si existe un
polinomio f € L(n) tal que

1..d*(f) = d*(O).
2. d*(f) =n — deg(my).
3. cp;lf € C, para algin o € R(C).

Mas aiin, en este caso, existe h € {0,...,n—1} tal que hf |z —1.
Demostracion.
oy

Sea ¢ € C tal que w(c) = d(C) y sea a € R(C). Tomamos my, , =

med(pq.c, " —1). Por la definiciéon de distancia aparente y aplicando
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resultados previos tenemos que

w(c) 2 d(pae) 2 do(C) = d'(C)=d(C) =w(c) = n—deg(myg,,).

(2.2) a€R(C) Lema 3.0.2

Tomando f = ¢, . se cumplen las tres condiciones requeridas.
“¢77
Supongamos que existe f € L(n) que cumple las condiciones (1—3).

Por el Lema 3.0.2 y la condicion (2.) tenemos que

w(e, ) =n— deg(m%’flf) =n—deg(my) = d*(f).
Por la condicion (3.) tenemos que <p;71f € C lo que implica que
w(gp;lf) = d*(f) > d(C). Ahora por la condicion (1.) tenemos que
d*(C) > d(C) y por (2.4) concluimos que d*(C) = d(C). La tltima
afirmacion del teorema es directa al utilizar la Proposicion 3.0.3.
[

Obsérvese que este resultado es tedrico, ya que es imposible de
llevar a la practica. Sin embargo, este resultado nos servird para
obtener condiciones necesarias y suficientes mas faciles de compro-
bar para que en un codigo ciclico su distancia minima coincida con

el maximo de sus cotas BCH.

Para comprobar si se cumplen las condiciones de este teorema,
por la Proposicion 3.0.3, tenemos que comprobar si los divisores de
2™ —1 cumplen ciertas propiedades. El siguiente resultado nos ofrece
condiciones sobre los divisores mas simples de comprobar para que
se de la igualdad d(C) = A(C).

Corolario 3.0.5 Sea C un cédigo ciclico en Fy(n). Entonces d(C') =
A(C) si y solo si existe k € {0,...,n— 1} y un divisor g | ™ — 1

en L[z] tal que f = kg cumple las siguientes condiciones
1. d*(f) = d*(C).
2. go;lf € C, para algin o € R(C).

Demostracion. Sea h = n — k,entones g = z"f.
14 ; ”
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Por el Teorema 3.0.4, condiciones (1.) y (3.), existe f € L(n) tal que
d*(f)=d*(C) y go;,lf € C. Ademas, por la condicion (2.), tenemos
que d*(f) = n — deg(my) y, por la Proposicién 3.0.3, esto implica
que existe un h € {0,...,n — 1} tal que ah f | ™ — 1. Si tomamos
g= W hemos terminado.

e

Queremos ver que se cumplen las tres condiciones del Teorema 3.0.4.
Por hipotesis tenemos que se cumplen (1.) y (3.). Veamos (2.). Pues-

to que g = aMf | 2™ — 1, por la Proposicion 3.0.3 tenemos que

d*(f) = d*(z"f) = n — deg(mgg) = n — deg(my).
[

Notese que, como mostramos en el siguiente ejemplo, en las

condiciones del corolario anterior, puede que existan «, § € U, tales
que 90;71]0 € C pero wg; ¢ C.
Ejemplo 3.0.6 Sea g =2 yn = 15. Sea o € Uys, cuyo polinomio
minimo es mg = 2* + o+ 1, y sea f = o' € Uys, cuyo polinomio
minimo es mg = x* + 2® + 1. Ademds, tenemos que Dy(m,) =
C2(1) ={1,2,4,8} . Puesto que

a7:6:>62:a14:a’1:>5’2:a:>a:517,

tenemos que Dg(my) = Co(7). Por otro lado, por el punto (1.) de
la Observacion 1.0.8, supp(@am,) = Z15 \ C2(1) y supp(@sm,) =
Zys \ Co(7).

Sea [ = Yama, por la inversa de la transformada de Fourier
discreta sabemos que gp;}f = Myg. Sea g = gpglf Veamos que m, #
g. Para ello, por reduccion al absurdo, supongamos que my, = g.
Puesto que la transformada de Fourier discreta es un isomorfismo
tenemos que

Poma = P9 = [ = Poma;
que es una contradiccion, pues habiamos visto que supp(Yom,) =
Zy5\Cs(1) # Zy15\Co(7) = supp(ppm,,)- Es decir, hemos encontrado
un polinomio f con cp;lf # 90/;} Esto implica que < cp;lf >

‘PE? > y por lo tanto si tomamos C' =< cp;lf >, go;lf e C pero

goglf g C.
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Podemos reescribir la condicion (2.) del Corolario 3.0.5 de la
siguiente forma.
Corolario 3.0.7 Sea C un cidigo ciclico en Fy(n). Entonces d(C) =
A(C) si y solo si existe k € {0,...,n — 1} y un divisor g | 2" — 1
en L[z] tal que, si tomamos f = x_’fg, se cumplen las siguientes

condiciones:
1. d*(f) =d*(C).
2. supp(f) C Z, \ Do(C), para algin o € R(C).
3. (f(a)? = f(a?) para cualquier j € {0,...,n —1}.

Demostracion.
sy
Basta ver que la condicion (2.) del Corolario 3.0.5 implica las con-
diciones (2.) y (3.).
cp;lf € C implica que gp;lf € F(n) y por la Observacion 1.0.8 (4.)
(f(a?))? = f(a?) para cualquier j € {0,...,n — 1}..
Para ver (2.) utilizamos el punto 4 de la Observacion 1.0.8 y que
<p;1f cC.

supp(f) = supp(po o) = {i €{0,....n — 1} [ g (') # 0} =
Zo\{i € {0,...,n =1} | ¢. s (a') = 0} C Zy, \ Do(C).

“i”
Puesto que (f(a?))? = f(a?) para cualquier j € {0,...,n — 1},
tenemos que 90;71]0 € F,(n). Veamos que go(;lf eC.

SUpp(f) =Zn \ {Z < {07 s, 1} | @;;‘(ai) = 0} C Zn \ Da(0)7

lo que implica que Do(C) € {i €{0,...,n —1} | ¢ (o) = 0}, de
esta forma <p;1f(ai) =0, Vi € D,(C) por lo que <p;71f eC. |

En el siguiente resultado vemos que comprobar la condicion (3.)

del corolario anterior es muy simple si estamos en el caso ¢ = 2.
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Lema 3.0.8 Sea Fy y f € Folx]. Si supp(f) es unidn de clases
2-ciclotémicas entonces (f(a?))? = f(a?), Vj € {0,...,n —1} y
VaeU,.

Demostracion. Podemos escribir f como f = E ', Sea

i€supp(f)
aelU,yjed{0,...,n—1},

(f)y=1 > @) = > (%)

i€supp(f) i€supp(f)

_ J\t — J
= Y (@) = ()
supp(f) es union )
de clases 2-ciclotomicas t€supp(f)

Es decir (f(a?))? = f(a?), Vj €{0,....n—1} yVa € U,. |

El siguiente resultado es una generalizacion para un g cualquiera

del lema anterior.

Lema 3.0.9 Sea f € L(n). Si gp&lf € F,(n) para cualquier o € U,
entonces supp(f) es unidn de clases q-ciclotémicas. Si f es idempo-
tente en (L™, x) el reciproco también es cierto, es decir, si supp(f)

es union de clases q-ciclotomicas entonces 90;1f e F,(n).

Demostracion. Sea f € L(n) tal que go;}f € F,(n). Por el punto
(2.) de la Observacion 1.0.8, sabemos que supp(gpa#qu) = Zn \
Da(<p;1f). Por lo tanto supp(f) es union de clases g-ciclotomicas.

Veamos ahora la otra implicacion. Supongamos que f € (L™, x)
es idempotente. Sea C' el codigo con conjunto definicion D, (C) =
Ly \supp(f). Sea e el generador idempotente de C, por el Lema 1.0.2
tenemos que D, (e) = Z, \ supp(f). Puesto que e es idempotente en
F,(n) y la transformada de Fourier discreta es un isomorfismo, ¢, .
es idempotente en (L™, x). Como supp(pa.) = supp(f) y ambos son
idempotentes tenemos que v, = f v por lo tanto cp;lf e F,(n).
[ |

El siguiente corolario nos proporciona otra condiciéon suficiente
para determinar los codigos ciclicos cuya distancia aparente coinci-

de con su distancia minima.
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Corolario 3.0.10 Sea C un cddigo ciclico en Fy(n) con un idem-
potente generador e € C. Si existe h € {0,...,n—1} y a € U, tal
que oy | 2" — 1 entonces d(C) = A(C) y a € R(C).
Demostracion. Puesto que m | 2™ — 1, por la Proposicion
3.0.3, tenemos que d*(¢a,) = n — deg(my,.) y por el Lema 3.0.2
tenemos que n — deg(my, ) = w(e). Por lo tanto d*(pa.) = w(e)

y aplicando el Corolario 2.0.12 concluimos la demostracion. [ |

Los resultados previos nos muestran algunas condiciones que
puede cumplir un codigo ciclico C' para que se satisfaga la igualdad
d(C) = A(C). El siguiente corolario nos ofrece un método para

construir cédigos ciclicos que tengan esta propiedad.

Corolario 3.0.11 Sea un cuerpo intermedio F;, CK CL y sea g €
K[z] un divisor de x"—1y 5 € U,,. Szgo -—— e Fy(n), para algin k €
{0,...,n — 1}, entonces la familia de codzgos ciclicos permutacion
equivalentes {Cy = (9007%) | a € U,} satisface d(C,) = A(Cy)
para todo a € U,. Mas ain, dimg,(C,) = |supp(g)|, para todo
a e U,.

Demostracion. Sea f = xzFg y sea e € F,(n) el idempotente ge-
nerador del codigo C' = (gpa_}f) en F,(n).
0 st 1€ Dy(c)
Puesto que e es idempotente, @, .[i] = e(a’) =
1 si i & Dylc)
y por tanto supp(a.e) = Zn \ Do(C). Ademas, por la Observacion
1.0.8 (1.), tenemos que

L, \ Supp(f) = Zn \ Supp(goawa—,lf) = Da(QO;}f) = Da(C)y

por 1o que supp(f) = Zn \ Da(C). Bs decir, supp(f) = supp(pa..)
lo que implica que d*(f) = d*(pa.). Ahora, si tomamos h =n — k,
tenemos que W =g | 2" — 1, y por la Proposicion 3.0.3 tenemos
que

* —= — —=
d (f> Proposig(’)n 3.0.3 n deg(mf) Lema 3.0.2

w(pyly) = d(C).

Por otro lado, por (2.4), tenemos que d*(f) = d*(¢a.c) o
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d:(C) < d*(C) < d(C), por lo que hemos terminado. |

Utilizando este ultimo corolario, si queremos construir un codigo

ciclico C' con d(C') = A(C') tenemos que encontrar un divisor g de
2™ — 1y un elemento k € Z, tales que, si tomamos f = x_’fg, <p;71f S
F,(n) para algin a € U, o, equivalentemente, utilizando el punto
(3.) de la Observacion 1.0.8, (f(a?))? = f(a?), V5 €{0,...,n —1}
y para algin « € U,,. Veamos esto con un ejemplo.
Ejemplo 3.0.12 Sea q = 2, n = 45. Tenemos que A(45) = {1,7}.
Sea g = 20+ 23+ 238+ 23 + 2B + 32 4 230+ 2 M 4B 422+
204l "B a8 ab 2’ 422 +1. Se puede comprobar que
g | 2% —1 en Fylz| (por lo que F = K). Necesitamos encontrar un
ke {0,...,44} tal que, al tomar f = xFg, (f(a?))? = f(ad), Vj €
{0,...,44} y para algin a € Uys. Puesto que nos encontramos en el
caso q¢ = 2 podemos utilizar el Lema 3.0.8 y comprobar si supp(f) es
union de clases 2-ciclotomicas. Sin embargo, en este ejemplo vamos
a comprobar directamente la propiedad (f(a?))? = f(a?). Para ello
fijamos B € Uys tal que ming = x'? + 2% + 1. Se puede comprobar
que Dg(g) = Zas \ (Co(0) U Cs(3)), siendo Co(3) = {3,6,12,24}.
Puesto que g(1) = 1 y g(B) = B, veamos que f = x5g cumple
la propiedad. Por un lado tenemos que f(37) = 0,V j € Dg(C)
por la definicion de conjunto definicion. Por otro lado f(1) =1y
F(8%) = (B3)38% = B = 1 por lo que f(8) = f(B'?) = f(5*) =
1. Por lo tanto tenemos que f(B?) =0 si j € Ds(C) y f(B7) =1
si j € Cy(0) UCy(3), lo que implica que (f(57))* = f(B7), Vj €
{0,...,44} y, utilizando los puntos (3.) y (4.) de la Observacion
1.0.8, o, € Fy(45), Vo € Uys.

Sea C =< gp/g} >. Utilizando el punto (1.) de la Observacion

1.0.8, Dg(C) = D) = Zas \ supp(f) = Co(1) UC,(3) U Co(9) U
C5(21). Analizando

M(f) = Fpy,c) = (1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,
1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0, 1, 1,
1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1)

como en el Fjemplo 2.0.14 y ulilizando el wltimo corolario, tenemos
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que A(C) =d(C) =5 y dim(C) = 21.



Capitulo 4

La distancia aparente en
codigos abelianos de dos

variables

4.1. Notacion

El lector notard que la notacién que usaremos en este caso es
una extensién natural a dos variables de la notacién que hemos

utilizado en la seccién anterior para codigos de una variable.

Al igual que antes, IF, es el cuerpo de ¢ elementos, donde g
es potencia de un primo p. Sean r,,r, € N. Sea T' C Z,, X Z,,,
denotamos con 7, (7" a la proyeccion de T en Z,_ y con m,(T) a la

proyeccion de T en Z

Ty-"

Un codigo abeliano es un ideal en el algebra
F,(ry,ry) =Flz,y]/ <2™ -1,y —1>.

Identificamos las palabras cédigo con polinomios en dos variables
f(z,y), para los cuales cada monomio satisface que el grado de la
indeterminada z pertenece a Z,_ y el grado de la indeterminada y
pertenece a Z, . Un polinomio f € Fy(ry,r,) lo expresamos de la

forma

f=flzx,y) = Z a(iﬁj)Z("’j), donde Z() = gty

(4,)EZLry XLy

27
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Dado un polinomio f € F,(r,,r,) denotamos por £ ala proyeccion
canonica de f en F,(r,,r,). Suponemos siempre que estamos en el

caso semisimple, es decir, med(r,, q) = med(ry, q) = 1.

Recordemos que, para cada s € N denotamos con R, a las raices
s-ésimas de la unidad y con U, a las raices s-ésimas primitivas
de la unidad. Para r,,7,, a su vez, definimos los conjuntos R =
{a = (,ay) | 0w € Ryyyay € R}y U = {a = (0p, ) | 0 €
Ur,,oy € Uy, }. Sea L | F, una extension de cuerpos tal que U,, y
U, estan contenidos en L. Para un codigo ciclico C' en F,(r,,7y)
definimos el conjunto de ceros como Z(C) = {a € U | f(a) =
0Vf e Cyal™m =1} Fijado a = (a,,,) € U, el conjunto de
definicion con respecto de « esta definido como D, (C) = {(a, a,) €
Loy X Ly, | f(al, ay”) =0V f € C}. Notese quesi (i, j) € Zy, X L,
fla)y = 3" agyalal,

(4,)€ZLry XLy

Dado un elemento a = (ay,a,) € Z,, X Z,,, definimos su ¢'-
orbita modulo(r,, ) como Qg (a) = {(as - ¢", ay - ¢") € Zy, X Z;, |
i € N}. Obsérvese que la definicion de ¢'-6rbita es la extension a
dos variables de la definicion de clase ¢'-ciclotomica. Sabemos que
para todo polinomio f € F,[z,y] y para todo elemento (a,,a,) € L,
tenemos que si f(a,,a,) = 0 entonces f(al,al) = 0. Esto implica
que, al igual que en el caso de una variable donde los conjuntos
definicién son union de clases ¢'-ciclotomicas, en dos variables los
conjuntos definicion son union de ¢'-orbitas.

Sea ahora una matriz M = (aij)(i,j)EZerZrya con a;; € R, siendo
R un determinado conjunto. Para b € Z,_, denotamos por fy(b) =
{aws | J € Zy,} alafila b-ésima de M y para b € Z,, por cy(b) =
{aup) | i € Z,,} ala columna b-ésima de M.

Sea D C Z,, X Z,,. La matriz dada por D esta definida como

0 si (i,j) €D
M = (aij)(i,j)GZTwXZTy, con a;; =
1 si (i,§) €D
Si D es union de ¢'-orbitas, decimos que M es una matriz de ¢'-
Orbitas y la denotamos como M = M (D).

Observacion 4.1.1 Sea b € Z,, y sea D union de q'-orbitas, con
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D c {b} x Z,,. Sea M = M(D). Decimos que el vector A = fy(D)
es un vector de ¢'-orbitas. Andlogamente, Sea V' € Z,., y sea D
unidn de q'-drbitas, con D C Z,, x {b'}. Sea M = M(D). Decimos
que el vector A = ¢ (V') es un vector de ¢'-drbitas

Ejemplo 4.1.2 Sea q = 2,7, = 5,17, = 7. El conjunto de 2-orbitas

mddulo (5,7) es el siguiente

@2((0,0)) {(0,0)},

Q2((0,1)) = {(0,1),(0,2),(0,4)},

@2((0,3)) = {(0,3),(0,5),(0,6)},

Q2((1,0)) = {(1,0),(2,0),(3,0),(4,0)},

Q:((1,1)) = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4), (3,1),(3,2),
(3,4),(4,1),(4,2), (4,4)},

Q2((1,3)) = {(1,3),(1,5),(1,6),(2,3),(2,5),(2,6),(3,3),(3,5),
(3,6),(4,3),(4,5),(4,6)}.

Si tomamos D = Q2((0,0)) UQ2((0,1)) UQ2((1,3)) entonces la
matriz dada por D es

0001011
1110100
MD)=[ 1110100
1110100
1110100

Para cualquier matriz M, definimos el soporte de M como supp(M)

{Gi,j) € Zy, X Zy, | a;; # 0}. Denotamos D(M) a su complemento,
es decir, D(M) = Z,, X Zr, \ supp(M). Destacar que si M es una
matriz de ¢'-o6rbitas definida por D entonces D(M (D)) = D.

Sea L; un conjunto de ¢'-orbitas en Z,_ x Ly, para algin t € N.
Definimos el siguiente orden parcial en el conjunto de todas las
matrices de ¢'-6rbitas {M (D) | D = UQ, para algunos Q € L;}

M(D) < M(D') < supp(M (D)) C supp(M(D")). (4.1)

Claramente, esta condicion es equivalente a D’ C D.

Sea L | F, una extension de cuerpos tal que U C L?. Al igual

que en el caso de una variable, definimos la transformada de Fourier
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discreta de f € Fy(r,,r,) con respecto a a € U como el polinomio
Gof(Z) = Z f(a(i,j))z(i,j) € L(ry,ry).
(iaj)EZTw XZ?"y
La inversa de la transformada de Fourier discreta es

. 1 e
Spa,lf(Z> = Z fla ( J))Z( 7 e L(rz,ry).

Ty T
Y 0§) €Ly X Loy,

También como en el caso de una variable, podemos ver la transfor-

mada de Fourirer discreta como un isomorfismo de algebras

o L(ra, ry) — (L7250,

donde * es la multiplicacién coordenada a coordenada.

Observacion 4.1.3 Como [ = gp;ioaf, tenemos que supp(f) =
{(i,j) € Zy, X Ly, | Pa.p(a” @) £ 0}. Esto implica que w(f) =
Z(00r)]

Ty

4.2. La distancia aparente fuerte

Vamos a introducir ahora el concepto de distancia aparente fuer-
te para polinomios en dos variables y para matrices. Al igual que
con la distancia aparente en cédigos de una variable, la distancia
aparente fuerte nos servird para calcular una cota inferior para la

distancia minima de un codigo abeliano.

Todos los conceptos que vamos a ver a lo largo de este capitulo
tienen una version para varias variables, pero, puesto que los resul-
tados de caracterizacion de coédigos abelianos en los que su distancia
aparente fuerte coincide con su distancia minima y los resultados
que nos permiten construir cédigos con esta propiedad solo se cono-
cen para dos variables, en este trabajo solo desarrollamos la version
para dos variables.

La distancia aparente fuerte de un polinomio
Sea f = Z a(m)Z(i’j) un polinomio en L(r,,r,). Pode-

(6§)€Zrg X Lo,
mos ver f como un polinomio en (L[y])[z]. Basta con escribir f
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re—1

como f = f, = E fwafb, con fpp = E aw,jyy’ . Andlogamente,
b=0 €L,

también lo podemos ver como un polinomio en (LL[z])[y]. En este
ry—1

caso escribimos f como f = f, = Z fy7byb, con fyp = Z a(iﬁb)y".
b=0 i€Lry

Definimos el grado x como deg(f,) y el grado y como deg(f,).

Para cualquier h = (hy, hy) € Z, X Z,,, definimos d,[h] = d.[h](f)

como el grado = de Z'f y ¢,[h] = c,[h](f) al coeficiente de xzk[h]

(notese que ¢, [h] es un polinomio en la indeterminada y). Las defi-

niciones de d,[h] y de ¢,[h] son analogas.

Definicion 4.2.1 Sea f € L(r,,r,). La distancia aparente de f;

denotada, al igual que el el caso de una variable, con d*(f), es

1. 8i f =0, entonces d*(f) = 0.

2. 8i f#0,

d*(f) = max{ max {d"(c[h])(r> — du[h])},

max  {d"(c,[h])(ry — dy[h])}}

hEZLyy XLy,

Ejemplo 4.2.2 Sea ¢ = 2,7, =15 yr, = 3. Sea [ =y + 2%y +

:L‘Hy + x13y2 + x14y + y2 + :L'5y2 + x7y2. Tenemos que

w fo = (W) +HE2)2 (7)) 0+ (y) 2+ (y?) 2P+ (y )t

FEl mdzimo para la variable x se alcanza en d,[(10,2)] = 10, con
c:[(10,2)] = 14y, d*(c;[(10,2)]) = 2. Para la variable y el mdzimo
se alcanza en d,[(0,2)] = 1, con ¢,[(0,1)] = 1+ 2° + 2" + 2'3,
d*(cy[(0,2)]) = 6. Por lo que d*(f) = max{(15—10)-2,(3—1)-6} =
12.

Més adelante, se podra observar que la distancia aparente es
una cota inferior para el ntmero de no-ceros de un polinomio. Pa-
ra obtener una mejor cota modificamos la definiciéon de distancia

aparente, obteniendo la definiciéon de distancia aparente fuerte.
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Definicién 4.2.3 Sea f € L(r,,r,). Sea b € Z,,, el conjunto de
coeficientes cero x asociados a b es el conjunto de coeficientes (que

son polinomios en L[y])

ZCf(k’, b) = {flﬁb()? ey fk,bl}’ con b = bo

tal que frp, = 05 €{0,... 1} siendo by, ..., b una lista de enteros
consecutivos modulo ry y fk,bl* # 0, con b = b, + 1. Denotamos por
wy(z,b) a |ZCs(x,b)|

El conjunto de coeficientes cero y asociados a b tiene una defi-
nicion andloga.
Definicion 4.2.4 Sea f € L(r,,r,). La distancia aparente fuerte
de f, denotada por sd*(f), esta definida como sigue

1. sd*(0) =0

2. Definimos
£4(0) = puax{d (fua)},
er(y) = max{d”(fy)},

we(x) = gg%x{wf(x,b) + 1},

we(y) = gg%x{wf(y, b) + 1}.

Ty
a) La distancia aparente fuerte de f con respecto a x es
sdy(f) = e(x) - wy(z).
b) La distancia aparente fuerte de f con respecto a y es

sdy (f) = e(y) - wy(y).
8. La distancia aparente fuerte de f es sd*(f) = max{sd;(f), sd;(f)}

Observacién 4.2.5 Podemos ver wy(z) como la distancia aparen-
te del polinomio f, ya que estamos contando la cadena de coeficien-
tes cero mds larga mds 1. (En este caso los coeficientes son polino-
mios en la indeterminada y y vemos cudles de estos polinomios son

idénticamente cero). Para w¢(y) sequimos un razonamiento andlo-
go.
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Ejemplo 4.2.6 Vamos a calcular la distancia aparente fuerte del
polinomio del Ejemplo 4.2.2. Calculemos primero la distancia apa-
rente fuerte con respeto a x. Recordamos que f € Fo(15,3) se puede

escribir como

fo=W+v")+ @) 2P+ 2™+ (v) "+ (y) 2"+ (%) 2+ (y) 2™
—_—— X X A <~ N <~
fe,0 fa,5 fe,7 fz,10 fz,11 fz,13 fa,14

Podemos comprobar que ¢(x) = 3, que se alcanza en los coeficientes
fz10 = feq1 = fo14a = y asi como en los coeficientes fr5 = for =
fe13 = y*. También se puede comprobar que wi(x) =5 ya que, si
tomamos b = 1, tenemos que fy1 = fr2 = fo3 = fza = 0. Porlo
tanto sdi(f) = 3 -5 = 15. Calculemos ahora la distancia aparente

fuerte con respecto a y. Recordemos que

fy:(1—1—3:10—1-:611+x14)1y+£1+a:5+:c7+:1:132y2.

vV Vv
Jy1 fy.2

Puesto que d*(fy1) = 10 y d*(fy2) = 6, tenemos que €;(y) =
d*(fy1) = 10. Para calcular w(y) basta observar que el tnico
coeficiente que es idénticamente nulo es f, o, por lo que wy(y) =
L+ 1 = 2. De esta forma s;(f) = 10-2 = 20. Por lo tanto
sd*(f) = max{15,20} = 20.

El siguiente teorema nos muestra céomo se relaciona la distancia
aparente fuerte de un polinomio con su distancia aparente y con su

numero de no-ceros.
Teorema 4.2.7 Sea f € L(r,,r,). Entonces d*(f) < sd*(f) <
Z(7

Demostracion. Veamos primero que d*(f) < sd*(f). Para ello, vea-

mos que

max {d*(c,[B]) (rs — du[B])} < s3(F).

h€Zyy XLy,

Por un lado, tenemos que , nax {d*(c.[n])} = gn%x{d*(fva)} =
€ =

T Ty

e¢(x). Ya que, multiplicando por el h € Z,, X Z,, adecuado, f,; =

¢|h] para cualquier b € Z,_. Por otro lado, tenemos que ,max {(r,—
€ e X Ty

d;[h])} = wy(z), ya que, como hemos dicho en la Observacion 4.2.5,
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podemos ver wy(z) como la distancia aparente del polinomio f,. De

esta forma, tenemos que
* — <
s (e H)(rs — di[A]) <

max {d"(c, ()} max  {(ra—d[h])} = ep(a)wy(a) = sdi(f).

h€Lyy XL, h€lpy X L,

Analogamente tenemos que

max  {d*(cy[h])(ry — dy[h])} < sdy(f).

hEZLyy X Ly,

Por lo tanto d*(f) < sd*(f).

Veamos ahora que sd*(f) < ‘m‘ Para ello veamos que sd(f) <
z)
Sea b € {0,...,r, — 1} tal que d*(fap) = €¢(x) y sea B € Z(fup).

re—1

Tenemos que f(z,[) = Z fr;(B)z? # 0, pues al menos f,4(8) #

0. Sea ahora v € Z(f ( 3)), entonces f(7,5) # 0, que implica
)Z ,5))‘ Z(f(z,y)). Por otro lado tenemos que
6€Z(fz,b)

BEZ(fr,b) BEZ(fub)

> wylx) - d*(fos) = wy(x) - 4(x) = sdi(f).

Lo que implica, junto con lo anterior, que sd’(f) < ‘Z(f(x,y))‘

Z(f(x, y))‘, por lo que sd*(f) <
Zin) .

Anélogamente tenemos que sd; (f) <

La distancia aparente fuerte de una matriz

Definicién 4.2.8 Sea M una matriz de orden ry X r, con entradas

en F,. El conjunto de filas cero asociado a b € Z,, es el conjunto

CfM(b) = {fM(bo), ceey fM(bl)} con b = bo,



Juan Adriin Vargas Alemary 35

tal que far(bj) =0V5 € {0,...,1}, bo,...,b es una lista de enteros
consecutivos mddulo v, y fr (b +1) # 0. Denotamos wy(f,b) =
|C far(D)].

Andlogamente, el conjunto de columnas asociado a b € Z,, es el
conjunto

Cep(b) = {em(bo), .- -, ear(by)} con b = by,

tal que cpr(b;) =0V5 €{0,...,1}, bo,...,b es una lista de enteros
consecutivos mddulo 1, y cpr(by+1) # 0. Denotamos wy(c,b) =
|Cenr (b))

Definicién 4.2.9 Sea M una matriz con entradas en Fy. La dis-

tancia aparente fuerte de M, denotada sd*(M), se define como
1. sd*(0) =0
a) d*(0) =0
b) d*(far(b
C) d*(CM<b

2. Definimos

)) es la distancia aparente del vector fu(b).
)

es la distancia aparente del vector cp(b).

en () = max{d*(fa(b))},

bEZLry

em(y) = grel%x{d*(cM(b))},

Ty

wy(r) = ggZaTX{wM(f, b) + 1},

wpy (y) = max{wy(c,b) + 1}.
bELr,
a) La distancia aparente fuerte de M con respecto a x es

sdi(M) = e(x) - wp ().
b) La distancia aparente fuerte de M con respecto a y es
sdy(f) = e(y) - wu(y)-
3. La distancia aparente fuerte de M es sd*(M) = max{sd},(f), sd,(M)}.

Observacion 4.2.10 Veamos otra forma de calcular wy(z). Sea

A, = (ag,...,ar,—1) cona; =0 si fp(§) =0ya; =1 si fa(j) #O0.
Al vector A, le denominamos un vector testigo de la matriz M.
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Es inmediato ver que d*(A,) = wy(x). Andlogamente, sea A, =
(ag,...,ar,—1) conaj =0 sicy(j) =0y a; =1 sicy(j) #0, es

inmediato ver que d*(A,) = wu(y).

Definicién 4.2.11 Sea M una matriz no nula. Decimos que la fila
fa(b), conb € Z,, es una fila involucrada si sd*(M) = d*(fu (b)) -
wy (). Andlogamente, decimos que la columna cp (D), con b € Zy,
es una columna involucrada si sd*(M) = d*(cp (D)) - wa(y). Deno-

tamos por 1,(M) al conjunto de filas y columnas de M involucradas.

Ejemplo 4.2.12 Calculemos la distancia aparente fuerte de la si-

guiente matriz 5 X 15 con entradas en Fy

0000O0OO0OO0OO0OOO0OOOO0OO00QO0
011111100O00O0O0O0O0¢O0
M=]1001010101010100
01 1100001110000
010011001 1001O00

Calculemos primero la distancia aparente fuerte con respecto a

x. Tenemos que €y (x) = 10, dado por la fila

fM(l):(o11111100000000).

Por otro lado, wy(x) = 2 ya que hay una inica fila cuyas entradas
sean todas nulas, la fila fa(0). Por lo tanto sd(M) = 10 - 2 = 20.

Veamos ahora la distancia aparente fuerte con respecto a .
En este caso, ey(y) = 4, dado, entre otras, por la fila cp(6) =
( 01 100 ) . Por otro lado, wy(y) = 4, dado por el conjun-
to Cepr(13) ya que las columnas Cpy(13), Cpr(14), Cor(0) son nulas.
De esta forma, sd;(M) =4 -4 = 16.

Ast, sd*(M) = max{sdy,(f),sd;(M)} = sd;(M) = 20 e I, =
{fu(D)}.

Veamos ahora que relacion hay entre la distancia aparente fuer-
te de un polinomio y la distancia aparente fuerte de una matriz.
Para un polinomio f = Z a(,»J)Z(i’j) € Fy(ry,ry) la ma-

(1.§) €Ly XL,

triz de coeficientes de f es M(f) = (a(i ) jez., xz.,- Si escribimos

re—1

f=Ffe= Z fopx”, observamos que M(f,;) = fap) (D). Anéloga-

b=0
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ry—1

mente, si escribimos f = f, = Z Fust’s M(f,0) = cas)(b). En
b

el siguiente lema vemos la relacion entre las distancias aparentes

fuertes de fy M(f).

Lema 4.2.13 Para cualquier polinomio f € Fy(ry,ry) con matriz

de coeficientes M (f) se da la igualdad sd*(f) = sd*(M(f)),

Demostracion. Inmediato por la definicion de distancia aparente

para polinomios y matrices. |

La distancia aparente fuerte de un cédigo abeliano

Veamos ahora la definicion de distancia aparente fuerte para un
codigo abeliano.

Definicién 4.2.14 Sea C' un cidigo en F,(ry,r,). La distancia
aparente fuerte de C' con respecto a v es sd,(C') = min{sd* (M (a.c)) |
c € C}. La distancia aparente fuerte de C' es sd*(C') = max{sdj;(C) |
peU}.

Definimos el conjunto de raices optimas de C como SR(C) =
{BeU|sd(C)=sd;(C)}.

Obsérvese que, al igual que ocurria con la definicion de dis-
tancia aparente para un codigo ciclico, esta definiciéon es tedrica e
imposible de llevar a la practica. En el resto del capitulo, veremos
resultados que nos permitirdn calcular la distancia aparente fuerte

de un coédigo de una forma més sencilla.

En la seccion anterior, en (2.4), vimos que la distancia aparente
de un coédigo es menor o igual que la distancia minima. El siguiente
teorema nos muestra la relaciéon entre la distancia aparente fuerte

de un codigo y su distancia minima.

Teorema 4.2.15 Para cualquier cidigo abeliano C' en Fy(ry,r,) se
cumple la desigualdad sd*(C) < d(C).

Demostracion. Para cualquier palabra codigo f € C, por la defi-

niciéon de la transformada de Fourier sabemos que w(f) = |Z(¢a.f) ’
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Por el Teorema 4.2.7 y el Lema 4.2.13 tenemos que

S (M(as)) = 5 (¢ag) < |Zas)| = w(f).

Por lo tanto, sd(C) = min{sd*(M(¢a.r)) | f € C} < min{w(f) |
feC}=d(C). Asi, sd*(C) = max{sd;(C) | B U} < D(C). N

Observamos que, al igual que ocurre en el caso de una variable,
si e € Fy(ry,r,) es idempotente y E es el ideal generado por e
entones para cualquier o € U tenemos que Qe * QPae = Pae- Ol
Poe = Z a(i,j)Z(i’j), entonces ag ;) € {1,0} vy au ) = 0 si

(4,)€ZLry XLy,

y solo si (i,7) € Du(E). De esta forma, M(pa.) = M(Dy(E)).
Por otro lado, sea M una matriz dada por D, siendo D unién de
g-Orbitas. Sabemos que D define un tnico ideal C' en F,(r,,r,) tal
que D,(C) = D. Sea e € C el generador idempotente, esta claro
que M(pq,) = M(D).

Sea ahora C' un codigo abeliano, & € U y M una matriz dada
por D, (C). Por lo que hemos visto en la pagina 28, para cualquier
matriz de ¢-Oorbitas P con P < M existe un idempotente ¢’ € C
tal que P = M(p,) y para cualquier palabra codigo f € C' existe
un tnico idempotente e(f) tal que sd*(M(pa,f)) = sd*(M(Pae(s)))-
Por este motivo, podemos calcular la distancia aparente fuerte de
un codigo abeliano por medio de las matrices de g-6rbitas P <

M (pa.e), es decir

min{sd*(P) | 0 # P < M} = min{sd*(M(¢a.)) |0 #e* =e € C}
= sd’(C). (4.2)

Esto nos motiva a dar la siguiente definicion.
Definicién 4.2.16 Sea M una matriz de ¢'-orbitas. La distancia
aparente fuerte minima de M es msd(M) = min{sd*(P) |0 # P <
Ejemplo 4.2.17 Siguiendo el Ejemplo 4.1.2 tomamos el conjunto
D = Q2((0,1))UQ2((0,3))UQ2((1,3)). La matriz de 2-érbitas dada
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por D es
1000000
1110100
M=MD)=11110100
1110100
1110100

La distancia aparente fuerte de M es
Sd* (M) = sd(M) = d" (fur(0)) - (wyy(f,0) + 1) = 7-1 =7,

Si tomamos D' = DUQ((0,0)), la matriz de 2-drbitas dada por
D' es

0000000
1110100
P=MD)=[1110100
1110100
1110100

Puesto que D' C D, P < M ademds
sd*(P) = sd,(P) = d*(cp(0)) - (wp(c,5) +1) =2-3 =6.

Por lo tanto sd*(P) < sd*(M), es mds, se puede comprobar que
msd(M) = sd*(P) = 6.

Observacion 4.2.18 FEn el caso de una variable tenemos que si
f,9 € L(n) con supp(f) C supp(g) entonces d*(g) < d*(f). Esto
implica, como hemos visto en el Lema 2.0.11, que d},(C) = d*(pa.c)-
El ejemplo anterior nos muestra que esto no es cierto en el caso de
dos variables ya que tenemos que P < M, y por lo tanto supp(P) C
supp(M), pero sd*(P) =6 <7 = sd*(M). Este fendmeno es lo que
nos impide extender directamente los resultados que hemos obtenido

en codigos ciclicos a codigos abelianos de dos variables.

En el siguiente teorema vemos la relacion que hay entre la dis-
tancia aparente fuerte de un cédigo abeliano y la distancia aparente
fuerte minima de la matriz dada por la transformada de Fourier dis-

creta del idempotente generador.
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Teorema 4.2.19 Sea C' un cddigo abeliano en Fy(r,,1,), e su ge-
nerador idempotente y o € U. Entonces sd,(C) = msd(M (pa.e)).
Ast, sd*(C) = max{msd(M (q.)) | a € U}.

Demostracion. Por (4.2) tenemos que msd(M (pq.)) = min{sd*(P) |
0# P < M(paet = sdi(C). Ast, max{msd(M(pa.)) |« € U} =
max{sd’(C) | a € U} = sd*(C). |

Observacion 4.2.20 Veamos que, al igual que ocurria en el caso
de una variable al calcular la distancia aparente de un codigo, para
calcular la distancia aparente fuerte de un codigo abeliano no nece-
sitamos calcular sd’,(C) Va € U. Sea {Q(ay1),Q(az),...,Q(ay)} un
congunto completo de todas las q-drbitas mddulo (ry,ry). Fijemos
los representantes ay,...,an y sea o € U que nos da el conjun-
to de definicion D,(C). Buscamos los elementos § € U tales que
Dg(C) # Do (C). Entonces f € U debe cumplir B4 = o, para al-
gint € Z y a; = (s, Giy) tal que med(aiy, i) = med(agy,,ry) = 1.
En este caso estd claro que Dg(C) = a; - Do(C), donde la multipli-
cacion es componente a componente.

Denotamos por K(ry,ry) = {a; = (i, aiy) | med(aiz,ry) =
med(aiy, ) = 1}. Fijado o € U, definimos R, = {f € U | % =
a,a; € K(rg,ry)}. Por lo que, para calcular la distancia aparen-
te de un cddigo, fijado un o € C, necesitamos calcular sd*(C) =
max{sd;(C) | 8 € Ra}.

4.2.1. Coémo calcular la distancia aparente fuerte

minima de una matriz

Sea q,r, y 17y ¥ sea Ly el conjunto de ¢'-orbitas en Z,, x Z,,,
para algiun ¢ € N. Para un subconjunto arbitrario L' C L; definimos

D= U Q y construimos M = M(D), la matriz de ¢’-6rbitas dada

QelL!
por D. Sea fy(b) una fila cualquiera de M, con b € Z,,. Definimos

Dfar(b) = {b} X Z;, \ supp(far(b)).

Lema 4.2.21 Podemos ver fy(b) como un vector de q' -érbitas,

con t' =t|Cyp(b)| y donde Cyp(b) es la clase ¢'-ciclotdmica mddulo
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e (recordemos que Cyp(a) = {¢'a | i € N}). Mas ain, fu(b) es el

vector generado por D fp(b).

Demostracion. Sea (b, j) € {b} x Z,,. Observamos que

qt/b _ qt’th(b)‘ — .

Por lo tanto ¢" (b, j) = (¢"b,q¢"j) = (b,¢"j) € {b} x Z,,, lo que
implica que {b} x Z,, es cerrado bajo ¢''-orbitas, es decir, pode-
mos escribir {b} x Z,, como uni6n de ¢"-érbitas. Sea ahora (b, j) €
{b} x Z,, tal que a,jy = 0. Puesto que (b, j) € Z,, X Zy,, existe un
Q € Ly tal que (b, 5) € Q. Ademés, ¢*' (b, j) = (b,¢"5) y por lo tanto
q"' (b, j) € Q por ser Q una ¢'-6rbita. Esto implica que a4y = 0,
ya que M es una matriz de ¢'-orbitas. Hemos visto que {b} x Z,,
es union de ¢ -6rbitas y que si ap ) € fu(b), con agy = 0, en-
tonces ag, ;) € {0} x Zy, y a5 = 0, esto implica que frr(b) es
un vector de ¢"'-érbitas. El hecho de que D(fu(b)) = Dfar(b) es

inmediato. [ |

Anélogamente, si cp/(b) es una columna cualquiera de M con
b € Z,, podemos ver cp;(b) como un vector de ¢''-orbitas, con
t' = t|Cy(b)| y donde Cyp(b) es la clase ¢'~ciclotomica modulo r,,.
Ademas ¢y, (b) es el vector generado por Dcyy(b), siendo Dcys(b) =
Ly, x {b} \ supp(car(D)).
Proposicién 4.2.22 Sea M una matriz de ¢'-orbitas, y sea N <
M. Entonces para todo b € Z,,, fn(b) < fu(b), viendo fn(b) y
fr(b) como vectores de q'' -drbitas, donde t = t'|Cy(b)| y Cye(b) es
la clase ¢*-ciclotémica mddulo .. Andlogamente, para todo b € Ly,
en(b) < epr(b), viendo cn(b) y car(b) como vectores de ¢t -orbitas,
donde t =t"|Cp(b)] y Cye(b) es la clase ¢'-ciclotémica mddulo r,,.

Demostracion. Vemos la demostracion para las filas ya que pa-
ra las columnas es andloga. Puesto que N < M, tenemos que
D(M) C D(N) por lo que Dfyn(b) € Dfp(b). Utilizando el le-
ma anterior, esto implica que fy(b) < fas(b) como vectores de ¢''-
orbitas. [

Lema 4.2.23 Sea M una matriz de ¢'-érbitas no nula. Sea b € 7Z,,
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y A un vector indexado por {b} XZ,, (es decir, A = (a( j).jepyxz.,)
tal que supp(A) C supp(far(b)). Entonces existe N < M tal que:

1. supp(fn(b)) C supp(A).

2. Si una matriz de ¢'-drbitas P < M es tal que supp(fp(b)) C
supp(A), entonces P < N.

3. Si A es un vector de qt|th(b)|—(5rbitas entonces A = fn(b).

Asi, N es la mdzima matriz de q'-drbitas (con respecto al orden
definido en (4.1)) tal que supp(fn (b)) C supp(A).

Demostracion. Sea A = supp(far(b))\supp(A) y sea N la matriz
de ¢'-6rbitas tal que D(N) = D(M) U (U yca@:((b,))). Pues-
to que D(M) C D(N), tenemos que N < M y supp(fn(b)) C

supp(far(b)). Veamos que N cumple las tres condiciones del lema.

1. Sea (b,j) € supp(fn(b)). Tenemos que Q:((b,7)) N D(N) =
O y por lo tanto Qi((b,5)) N A = (). Puesto que (b,j) €
supp(fa (b)) ya que N < M, tenemos que @Qy(b, j) C supp(A)
y por lo tanto (b, j) € supp(A).

2. Sea P una matriz de ¢*-6rbitas con P < M, tal que supp(fp(b)) C
supp(A). Sea (i,7) € supp(P) esto implica que Q:((z,7)) N
D(P) = (). Veamos ahora que Q.((i,7)) N D(N) = (). Pues-
to que P < M, tenemos que D(M) C D(P) y por lo tanto
Q:((i,7)) N D(M) = 0, lo que implica que (i,j) ¢ D(M).
Supongamos que Q((i,7)) N D(N) # (). Puesto que D(N) =
D(M) U (U 1yex@e(b.3))) ¥ Qu((i. 1)) 0 D(M) = 0 tememos
que Q:((4,7)) N (U ;5ca@:((b,5))) # 0y por lo tanto existe
un (b,5") € A tal que Qu((7,5)) = Q:((b,5)). Esto implica
que (b,5') € supp(P) ya que Q:((b,5')) N D(P) = Q+((i,)) N
D(P) = 0. Ademas, (b, j') € supp(fp(b)) C supp(A), lo que es
una contradiccién pues (b, j') € A. De esta forma hemos visto
que Q;((2,7))ND(N) = 0, 1o que implica que (7, j) € supp(N)
y por lo tanto supp(P) C sup(N), es decir, P < N.

3. Supongamos que A es un vector de qt|th<b>|—()rbitas y supon-

gamos que supp(A) \ supp(fn(b)) # 0. Sea (b, j) € supp(A) \
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supp(fn (D). Puesto que (b, j) & supp(fn (b)), (b, j) & supp(N)
lo que implica que (b,j) € D(N) y por lo tanto Q:((b,j)) C
D(N). Sea N’ el vector generado por D(N)\ Q:(b, 7). Puesto
que D(N') = D(N) \ Q:((b,j)) € D(N), N < N'. Ademas,

t|cqt(b) |

puesto que A es un vector de ¢ -orbitas y que (b,j) €

supp(A), por el Lema 4.2.21 tenemos que Qt|C t(b)|((b,j)) C
q
supp(A) y por lo tanto

{103 xZr, \supp(fa(0)) = ({0} xZy, \supp(fn (0))\Qy ¢, 1y (b 7))
> (X2, \supp(AD\Qy e, ) (0:)) 2 (D} XZ, \supp(A).
Asi, supp(fn:(b)) C supp(A) que implica fn:(b) < A, lo que

contradice el punto (2.). Por lo tanto, supp(A)\ supp(fnx (b)) =
() y utilizando el punto (1.), A = fn(b).

Anéalogamente, podemos enunciar el Lema 4.2.23 para columnas.
Lema 4.2.24 Sea M una matriz de ¢'-drbitas no nula. Sea b € Z,,
y A un vector indexado por Z,, x{b} (es decir, A = (a))(j)ez,, x{p})
tal que supp(A) C supp(cp(b)). Entonces existe N < M tal que:

1. supp(cn (b)) € supp(A).

2. Si una matriz de q*-orbitas P < M es tal que supp(cp(b)) C
supp(A), entonces P < N.

3. Si A es un vector de qt|th(b)‘—(5rbz'tas entonces A = cn (D).

Ast, N es la mdzima matriz de ¢'-6rbitas tal que supp(cn(b)) C
supp(A).

Demostracion. Andloga a la demostracion del Lema 4.2.23. W

Corolario 4.2.25 Sea M una matriz de ¢'-orbitas no nula. Sean
bi,....,bp € Zy, yb,.... 0. € Zy,. Existe una matriz de q¢'-drbitas
N < M con soporte mdximo, es decir, mdzima con respecto al orden
definido en (4.1), tal que fn(b) = 0,Yb € {by,...,b;} y cn(b) =
0,vb e {b},...,b.}.
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Demostracion. Es inmediata utilizando repetidamente el Lema
4.2.23 y el Lema 4.2.24 con A = 0. |

El siguiente resultado nos proporciona una condicién suficiente

para calcular la distancia aparente minima de una matriz.

Proposicion 4.2.26 Sea D un conjunto unidén de ¢'-drbitas y sea
M = M(D) # 0. Sea fa(b), conb € Z,,, una fila involucrada en el
cdlculo de sd*(M). St d*(far(b)) = 1 entonces msd(M) = sd*(M).

Andlogamente, si cp(b), con b € Z,,, una columna involucra-
da en el cdlculo de sd*(M) y d*(cp (b)) = 1 entonces msd(M) =
sd*(M)

Demostracion. Veamos la prueba para las filas ya que para las

columnas es analoga.

Por hip6tesis tenemos que sd*(M) = d*(fM(b))-wM(x)d S
“(fa(b))=
wyr(z). Sea v € {0,...,r, — 1} tal que wy(x) = wp(f,0) + 1.

Sea ahora una matriz M’ con 0 # M’ < M. Puesto que M’ <
M y por lo tanto supp(M') C supp(M), si |l € Z,, es tal que
fur(l) = 0, entonces frr () = 0. Puesto que fy (') = 0, tenemos
que Cfay(0) C Chap(b) y asi sd*(M') > (war (f, ) + Vep () >
wy (f,0) +1 = sd*(M). Por lo tanto tenemos que V M’ con
M < M, sd*(M'") > sd*(M), por la definicion de distancia aparen-
te minima tenemos que sd*(M) = msd(M). |

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de la proposiciéon

anterior no es una condicién necesaria.

Ejemplo 4.2.27 Sea ¢ = 2,7, = 3,7, = 9. El conjunto de 2-
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orbitas mdodulo (3,9) es el siguiente

@2((0,0)) = {(0,0)},

@2((0,1)) = {(0,1),(0,2),(0,4),(0,5),(0,7),(0,8)},
@2((0,3)) = {(0,3),(0,6)},

@2((1,0)) = {(1,0),(2,0)},

Qa((1, 1) = {(1, 1), (1,4),(1,7),(2,2),(2,5), (2,8)},
@2((1,2)) = {(1,2), (1,5), (1,8),(2,1),(2,4), (2,7)},
@2((1,3)) = {(1,3),(2,6)},

@2((1,6)) = {(1,6),(2,3)}.

Si tomamos D = Q2((0,1))UQ2((1,0))UQ2((1,3)) UR2((2,3)),

la matriz de 2-orbitas dada por D es

Se puede comprobar que sd*(M) = 3 siendo

IP(M) = {fM(O>7 CM(O)v CM(3)7 CM(6)}

el conjunto de filas y columnas de M involucradas. También se

puede comprobar que msd(M ) = sd*(M) = 3, sin embargo, ninguna
de las filas o columnas involucradas tiene distancia aparente 1.

Lema 4.2.28 Sea D un conjunto unién de q'-drbitas y sea M =
M(D) # 0. Sea fr(b), conb € Z,,, una fila involucrada en el cdlcu-
lo de sd*(M). Si P < M y sd*(P) < sd*(M) entonces d*(fp(b)) <
d*(fa(D)). Andlogamente si cyr(b), con b € Z,,, es una columna in-
volucrada en el cdlculo de sd*(M), entonces d*(cp(b)) < d*(cpr(b)).

Demostracion. Veamos la prueba para las filas ya que para las

columnas es analoga.

Si fp(b) = 0 la demostracion es directa por lo tanto supongamos
que fp(b) # 0. Como P < M, tenemos que wy(z) < wp(x). Asi,

sd"(M) = d*(fu (D)) - war () > sd*(P) = d"(fp(b)) - wp(z)

> d'(fp(b) - wu (),

Hipotesis

wpr(z)<wp(x)
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lo que implica que d*(fp(b)) < d*(far(D))- |

Proposicion 4.2.29 Sea L, el conjunto de todas las ¢*-drbitas mo-
dulo (ry,7my), pp € {1,...,[Li| = 1} y {Q;}j=; un subconjunto de L.

m

Sea D = U Q; y M = M(D). Entonces existen dos sucesiones: la
j=1

primera formada por matrices de gt-drbitas no nulas,

M:M0>"'>Ml7£0
y la sequnda formada por enteros positivos
Mo 2 -+ 2 My,

conl < pym; < sd*(M;) para 0 < i <, que satisfacen la siguiente
propiedad:

(I) Si P es una matriz de q*-drbitas tal que 0 # P < M, entonces
sd*(P) > my y si sd*(P) < m;_y entonces P < M;, donde
0<ue<l.

Mas ain, sil' € {0,...,1} es el primer elemento tal que my = my
entonces sd*(My) = msd(M).

Demostracion. Obsérvese que M # 0 ya que p < |Ly| — 1. Vea-
mos como construir de forma recursiva dos sucesiones que cumplan
la condicion (I). Sea My = M, mg = sd*(M) e I,(M) el conjunto
de filas y columnas involucradas. Si existe alguna fila involucra-
da fuy(b) con b € Z,, o alguna columna involucrada cy(0') con
V € Z,, tales que d*(fa(b)) = 1 o d*(cp(b')) = 1 entonces por la
Proposicion 4.2.26 hemos terminado (en este caso [ = 0); por lo
tanto, supongamos que d*(fu(b)) # 1 para todo fy(b) € I,(M) y
d*(epm (b)) # 1 para todo cp (V') € I,(M). Por el Corolario 4.2.25
podemos construir una matriz de ¢'-6rbitas M; < M con soporte
méaximo tal que f(b) = 0 para todo fu(b) € L,(M) y cp(b') =0
para todo ¢y (V') € I,(M).

Afirmamos que para cualquier matriz de ¢'-6rbitas P < M, si

sd*(P) < mg entonces P < M;. Supongamos que P es una matriz
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de ¢'-orbitas con P < M y sd*(P) < myg. Sea fy(b) € I,(M) (si
no hay filas involucradas tomamos una columna y procedemos de
la misma manera). Por el Lema 4.2.28 sabemos que d*(fp(b)) <
d*(fu(D)). Por otro lado, por la Proposicion 4.2.22 tenemos que
fp(b) < far(b) como vectores de ¢'-orbitas, es decir, fp(b) tiene un
mayor namero de coordenadas nulas que f/(b). Como d*(fp(b)) <
d*(fa(D)), esto implica que fp(b) = 0. Analogamente, para todo
em(b') € I,(M) tenemos que cp(b') = 0. Asi, por como hemos
construido M, P < M;.

Si M; = 0, tomando de nuevo [ = 0, hemos terminado. Si M; #
0, tomamos my = min{mg, sd*(M;)} y por lo tanto obtenemos M
y m1 que satisfacen la condicion (1) debido al razonamiento que

hemos seguido en el parrafo anterior.

Supongamos que tenemos las sucesiones M = My > --- > My #
0y mg > -+ > mg tales que m; = min{m,;_q,sd*(M;)} Vi €
{0,...,0} con 1 <6 < p—1. Supongamos también que si P es una
matriz de ¢'-orbitas con P < M y sd*(P) < m,_; entonces P < M;.

Para obtener los elementos Mg, v msi1 razonamos con Mg
de forma anéloga a como hemos razonado con M, al principio
de la prueba. Si existe alguna fila involucrada de My, far,(b) con
d*(fu; (b)) = 1 o alguna columna involucrada de Ms, cp;(b') con
d*(ep; (b)) = 1, entonces, por la Proposicion 4.2.26 hemos termina-
do (en este caso [ = ¢). Por lo tanto, supongamos que d*( f, (b)) #
1 para todo fp,(b) € I,(Ms) vy que d*(ca, (b)) # 1 para todo
e (V') € I,(M;y). Al igual que hemos razonado antes, el Corola-
rio 4.2.25 nos permite construir una matriz de ¢'-orbitas Mj,, de
soporte maximo tal que M < M; y con fa,,(b) = 0 para todo
Jus () € L,(Ms) vy ea,,, (b)) = 0 para todo cp, (V) € I,(Ms). Si
Ms.1 = 0, tomamos [ = 0 y hemos terminado; si Ms,; # 0, por
la Proposicion 4.2.22 y por el Lema 4.2.28 tenemos que para cual-
quier matriz de ¢'-6rbitas 0 # P < M tal que P < My, se verifica
que P < Msy. Definimos ms 1 = {ms, sd*(Ms,1)}. De esta forma
podemos anadir un elemento més a nuestras sucesiones las cuales

siguen cumpliendo la condicion (7).

Obsérvese que este proceso concluye en, como mucho, |L;| — p
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pasos ya que supp(M;) difiere de supp(M;,1) en al menos una ¢'-
orbita. Es decir, en cada paso necesitamos al menos una ¢'-6rbita
que no hayamos utilizado anteriormente para construir la nueva
matriz que continta la sucesion, como al principio tenemos |L;| — i

q"-6rbitas disponibles realizamos como mucho |L;| — p pasos.

Supongamos que la sucesion termina en el paso [. En este paso
d*(far, (b)) = 1 para algtn fa,(b) € L,(M;) (o d*(ca (b)) = 1 pa-
ra algun ¢y, (b') € I,(M;)) o bien My = 0. Sea I € {0,...,1} el
primer elemento tal que my = my. Afirmamos que my = sd*(My).

Como my = min{my_1,sd*(My)}, basta ver que my # my_q. Si
my = my_1, entonces my_; = myp = my lo que contradice que [’ es
el menor elemento tal que my = my. Por lo tanto my = sd*(My).

Veamos ahora que msd(M) = sd*(My). Supongamos que existe
una matriz de ¢’-orbitas 0 # P < M con sd*(P) < my = my.
Como las sucesiones que hemos construido cumplen la condicion
(I), entonces P < M;;; < M,. Ahora, si la sucesion de matri-
ces de ¢'-orbitas se ha detenido porque d*(fa, (b)) = 1 para algtn
Jar, (b) € L,(M,;) (o d*(cp, (V) = 1 para algin ¢y, (V') € 1,(M;) )
entonces msd(M;) = sd*(M;) y por lo tanto P = 0. Si la sucesion
de matrices se ha detenido porque M;,; = 0 entonces también ocu-
rre que P = 0. En ambos casos ocurre que P = 0 lo que es una
contradiccion. Asi msd(M) = sd*(My). |

A continuacién, vemos, de forma esquematica, el algoritmo que
hemos utilizado para construir las sucesiones de la proposicion an-

terior.

Algoritmo 4.2.30 Sea M = (mij)(ij)ez XL, *
) T Ty

Paso 1. Tomamos mg = sd*(M).

Paso 2. a) Sieziste alguna fila involucrada fpr(b) conb € {0,...,r,—
1} o alguna columna involucrada cpyr (V') cont’ € {0,...,r,—
1} tales que d*(far(b)) =1 o d*(car (V) = 1 entonces por
la Proposicion se termina el proceso con 4.2.26 M = M,
y mo = sd*(M).

b) En el caso de que d*(fa(b)) # 1 para todo fu(b) €
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L(M) y d*(em (V) # 1 para todo cp (V') € I,(M) to-

mamos

Se = U{supp(fu (b)) | b € Zy, con frr(b) € L,(M)},

Sy = U{supp(cn (V) | V' € Zy, con cp (V') € I,(M)}

y construimos la matriz My = (a) tal que

1,)€Lry XLy
0 L (i,7) € (U{Q(b, k) | (b, k) € Sa})
L U(U{QK, ) | (K1) € S,}),

m;; en otro caso.

Paso 3. a) Si My =0, finalizamos dando las sucesiones M = My y
mo = sd*(M).

b) Si My # 0, tomamos my = min{my, sd*(My)} y obtene-

mos las sucesiones M = My > My y mg > my. Volvemos

al Paso 1 con M, en lugar de M y my en lugar de m.

Ejemplo 4.2.31 Sea ¢ = 2, r, = 3, ry, = 15. Vamos a calcular
la distancia aparente fuerte del cddigo C' con D, (C) = Zs x Zq5 \

{Q2((1,0)) UQ2((1,10)) U Q2((1,11))} .
Las 2-0rbitas modulo (3,15) son

@2((0,0)) = {(0,0)},

Q:((1,0)) = {(1,0),(2,0)},

@2((0,1)) = {(0,1),(0,2),(0,4), (0,8)},
@2((0,3)) = {(0,3),(0,6),(0,9), (0,12)},
@2((0,5)) = {(0,5), (0,10)},

Q2((0,7)) = {(0,7),(0,11),(0,13), (0, 14)}
Q2((1,1)) = {(1,1),(1,4),(2,2),(2,8)},
Q2((1,2)) = {(1,2),(1,8),(2,1),(2,4)},
Q2((1,3)) = {(1,3),(1,12),(2,6), (2,9)},
Q:((1,5)) = {(1,5),(2,10)},

@2((1,6)) = {(1,6),(1,9),(2,3),(2,12)},
Q2((1,7)) ={(1,7),(1,13),(2,11),(2,14)}
Q((1,10)) = {(1,10),(2,5)},

Q2((1,11)) ={(1,11),(1,14),(2,7),(2,13)}
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La matriz generada por D,(C) es

000O0O0OO0OO0OO0OOOO0OOO0OO0O®O0
M=MD,C)){ 1 0000000O0O01T1001
10000101O00O0O0O0T1O0

Calculamos msd(M) utilizando el Algoritmo 4.2.30.

Paso 1. Calculamos sd*(M). Es facil comprobar que sd*(M) = sdi(M) =
en(z) - wp(z) =10 -2 = 20, donde ep(z) = d*(fa (1)) = 10.

Tomamos mg = 20.
Paso 2a. Como I,(M) = {fu(1)} y d*(fam(1)) # 1 vamos al paso 2b.

Paso 2b. Tenemos que S, = supp{fu (1)} = {(1,0), (1,10),(1,11), (1,14)}
y que Sy, = 0. Construimos la matriz M; = (@ij) i jyez,. <z,

tal que

0 st (1,7) € (Q2((1,0)) UQ2((1,10))
Ai5 = UQQ((L 11)))

m;; en otro caso.

Obsérvese que My = 0, por lo que vamos al paso 3a

Paso 3a. Damos las sucesiones M = My ,mq = sd*(M). Ademds,
tenemos que msd(M) = sd*(M) = 20 lo que implica que
sd*(C) = 20,

4.3. (Codigos abelianos en los que su dis-
tancia aparente fuerte coincide con

su distancia minima

Veamos primero qué condiciones tiene que cumplir un codigo
abeliano para que su distancia aparente fuerte coincida con su dis-
tancia minima. Por la Observacion 4.2.18, el tratamiento de este
problema va a diferir del que hemos utilizado en el caso de codigos

ciclicos.
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Teorema 4.3.1 Sea C' un cdidigo abeliano en Fy(ry,r,). Las si-

guientes condiciones son equivalentes:
1. sd*(C) =d(C).

2. Existe un elemento o € U y una palabra c € C tal que g = @qc

verifica:
a) sd*(M(g)) = sdg,(C).
b) sd(M(g)) = |Z(g)|.
Demostracion.
(Cl :> 277

Sea ¢ € C tal que w(c) = d(C) y a € U tal que sd’(C) = sd*(C).

Sea g = ¢q.. Tenemos que

UO) s 5 (C) = 5:(C) < ' (M(g))
< Z(q) = o
Lema 4.2.13 y Z(g)‘ Observaciéon 4.1.3 w(g) d(c>’

Teorema 4.2.7

lo que implica que sd*(M(g)) = sd’(C) y sd*(M(g)) = ‘m‘

((2 :> 177

Considérese una palabra ¢ € C tal que su imagen por la transfor-
mada de Fourier discreta g = ¢, verifica los puntos (2a.) y (2b.).

Entonces
A(C) < w(e) = [ Z(g)| = sd" (M(g)) = sdi(C) < 5d’(C) < d(C),

lo que implica que sd*(C) = d(C). [

Al igual que ocurre en el caso de una variable, para un codigo
abeliano dado, encontrar una palabra c6digo que cumpla la condi-
cion (2) del Teorema 4.3.1 es un problema muy dificil de resolver.
En el caso de que la palabra cédigo que cumpla estas condiciones
sea un idempotente seremos capaces de encontrarla utilizando la
Proposicion 4.2.29 para el calculo de la distancia aparente fuerte
minima. El siguiente resultado nos proporciona un método para

encontrar este idempotente.
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Proposicién 4.3.2 Sea C un cddigo abeliano en F,(ry,r,), o € U
y M la matriz dada por el conjunto definicion D,(C). Sea P < M
una matriz de g-orbitas con e € C' un idempotente con g = pq. €
L(ry,7y) tal que P = M(g). Si P verifica

1. sd*(P) =msd(M) y
9. sd*(P) = ‘Z(g)‘.

Entonces d(C) = msd(M) = sd*(C).
Demostracion. Tenemos que ¢ ) = e € C, asi w(e) > d(C) >

sd*(C) > d(C). Por otro lado tenemos que
Teorema 4.2.15

= sd*(P) = msd(M) < sd*(C) <d(C).

Condicion (1.) Condicion (2.)

wipay) = |Z(9)

Por lo tanto, d(C) = msd(M) = sd*(C). |

Asi, dado un cédigo abeliano C' con matriz dada M, si queremos
saber si d(C) = sd*(C), por la Proposicion 4.3.2; en caso de que la
palabra codigo que satisface la condicion (2.) del Teorema 4.3.1 sea
idempotente, tenemos que analizar todas las matrices de g-6rbitas
P < M y comprobar si cumplen las condiciones (1.) y (2.) de
la Proposicion 4.3.2. Si ‘m’ = t tenemos que analizar, como

mucho, 2" matrices de g-Orbitas P < M.

Nos preguntamos si serd posible reducir la busqueda de esta
matriz P analizando la sucesiéon de matrices que hemos utilizado
en la Proposicion 4.2.29 para calcular la distancia aparente fuerte

minima de M. Consideramos las sucesiones
M:M0>M1>"'>Mj0,1>Mj0>“'>Ml>O,

Mo 2 My 2 - 2 Mg = Mg = =+ 2 MYy,

que cumplen la condicion (I) de la Proposicion 4.2.29 y donde
Jo es el primer indice tal que mj, = m;. Como hemos visto en
la demostracion de la Proposicion 4.2.29, m;, = my implica que
sd*(M;,) = msd(M). Si my = my, entonces P < M y no po-

demos reducir la btusqueda. Sin embargo, si mg > m;, entonces
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sd*(P) = my < mj,—1 lo que implica que P <

solo necesitamos analizar las matrices de g-6rbitas

Jo>

Jo>?

M. . de esta forma
P < M, : es de-

cir, tenemos que analizar, como mucho, 2/770 matrices de g-6rbitas.

Nos preguntamos si la existencia de una matriz P < M que

satisfaga las condiciones de la Proposiciéon 4.3.2 implica la existencia

de una matriz en la sucesién M =

My > My > ---

> Mjo—l >

M;, > --- > M; > 0 que satisfaga también dichas condiciones. El

siguiente ejemplo muestra que esto no tiene por qué ocurrir.

Ejemplo 4.3.3 Veamos que existe un codigo abeliano C y una ma-

triz M dada por D, (C) tales que

1. Para cada matriz de q-orbitas en la sucesion M = M, >

... M; >0, tenemos que sd*(M;) # ‘Z(e]—)

el idempotente tal que M; = M (e;).

2. d(C) = sd*(C).

Sea ¢ =2, r, =1, =T. Las 2-drbitas mddulo (7,7) son

Q2((0,0)) = {(0,0)},

Q:((1,0)) = {(1,0),(2,0), (4,0)},
Q2((3,0)) = {(3,0),(5,0), (6,0)},
Q2((1,1)) ={(1,1),(2,2), (4,4)},
Q((1,2)) ={(1,2),(2,4), (4, 1)},
Q:((1,3)) = {(1,3),(2,6),(4,5)},
Q2((1,4)) = {(1,4),(2,1), (4,2)},
Q2((1,5)) = {(1,5),(2,3), (4,6)},
Q2((1,6)) = {(1,6),(2,5), (4,3)},
Q2((3,1)) ={(3,1),(6,2),(5,4)},
Q((3,2)) ={(3,2),(6,4), (5, 1)},
Q2((3,3)) = {(3,3),(6,6), (5,5},
Q2((3,4)) ={(3,4),(6,1),(5,2)},
Q2((3,5)) ={(3,5),(6,3),(5,6)},
Q2((3,6)) = {(3,6),(6,5), (5,3)},

Sea o € U y sea el codigo C con D, (C) = Q2((0,3))UQa((1
Q2((1,5))UQ:((1, 6))UQ:((3,0))UQ2((3, 2))UQ2((3, 3))UQ2((3,4))

@2((3,5)) UQ2((3,6)).

@2((0,1)) = {(0,1), (0, 2),
@2((0,3)) = {(0,3),(0,5),
Q2((2,1)) ={(2,1), (4,2
@2((3,1)) ={(3,1),(6,2
@2((4,1)) = {(4,1),(1,2
Q2((5,1)) = {(5,1), (3,2
Q2((6,1)) = {(6,1), (5,2
Q2((1,3)) ={(1,3),(2,6
@2((2,3)) = {(2,3),(4,6

, cone; € L(ry,ry)



54 Trabajo de fin de master

Sea a(z) = (1 +2)(1+ 22+ 2%), b(y) = (1 +y)(1 + y? + %)
y e € C el idempotente generador de C. Se puede comprobar que
Pae = a(x)b(y) + 2%y + 2% + 2°y" y que )Z (Pae)| = 25.

Ahora, calculemos msd(M), con M = M(D,(C)), utilizando la

Proposicion 4.2.29. Tenemos que

=

I
S O = O = ==
O O = =
—_ O = O = =
O O O O O O O
O R R O R =
O O O O O o O
S O O O o o O

Para construir la sucesion de matrices que necesitamos utili-
zamos el Algoritmo 4.2.30. Calculamos primero my = sd*(M).
Es fdcil comprobar que sd*(M) = sdy(M) = en(y) - wu(y) =
d*(em(1)) - (wp(e,5) +1) =3-3=09. Ademds, 1,(M) = {cp(0) U
cy(1)}. Puesto que d*(ep(0)) # 1, vamos al paso 2b del Algorit-
mo 4.2.30. Tenemos S, =0 y S, = supp(car(0)) U supp(ear(l)) =
{(0,0),(1,0),(2,0), (4,0)}u{(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1)}. Cons-

truimos la matriz My = (ai;), con

1,5) €Ly XLy

0 i (i,5) € Q2((0,0)) UQ2((1,0))
UQ2(<O7 1)) U QZ((L 1)) U Q2((27 1))
UQ2(3,1)) UQ2((4,1))

m;; en otro caso.

Por lo tanto, My = 0 y damos las sucesiones My > 0 y mg > 0,
ademds, msd(M) = sd*(M) = 9. Ahora consideramos la matriz de

q-orbitas

P = M(ab) =

S O = O = ==
S O = O = = =
S O = O = = =
O O O O O o O
O O = O ==
o O O O o o O
o O O O o o o
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con 0 < P < M. Obsérvese que P no pertenece a la sucesion
My > 0. Sin embargo, como veremos mds adelante, g1 = ab cum-
ple las hipotesis de la Proposicion 4.3.11 por lo que C' satisface la
condicion (2b) del Teorema 4.53.1. Por otro lado, es muy fdcil com-
probar que sd*(P) =9 y por lo tanto la condicion (2a) del Teorema
4.8.1 también se satisface. Ast, d(C) = sd*(C).

Como hemos visto, aunque la Proposicion 4.3.2 nos da una con-
dicion suficiente, no nos garantiza que podamos encontrar la pa-
labra cédigo adecuada que cumpla la condicion del Teorema 4.3.1
si esta no es un idempotente. Es por ello que, para construir co-
digos abelianos C' con d(C') = sd*(C), intentamos utilizar otro ra-
zonamiento en el cual intentaremos caracterizar los polinomios que
cumplen la condicion (2b) del Teorema 4.3.1, es decir, los polinomios

g € L(ry,r,) tales que sd*(M(g)) = ‘Z@)\.

Queremos identificar los polinomios g € L(r,, r,) tales que sd*(M(g)) =
‘Z(g)’. Vamos a suponer que g € L(r,,r,) cumple esta igualdad,
es mas, vamos a suponer que cumple la siguiente condicién, que

aunque es mas fueret nos permite manejar mejor la situacion.

sdi (M) = st(M) =sd"(M) =g € L(ry,my), (4.3)
con M = M(g).
Recordemos que podemos ver g como un polinomio en (L[y])[z],
re—1
basta con escribir ¢ como g = ¢, = Z ngxk. Anéalogamente,
k=0
ry—1

escribiendo g = g, = g gy7kyk , lo podemos ver como un polinomio

k=0
en (L[z])[y].
Para todo u € L, los polinomios de la forma g(u,y) y g(z,u)

tienen el significado obvio.

Definimos ahora los siguientes conjuntos

My ={k €{0,...,rs = 1} [ fur(k) € I,(M)},

M,={ke{0,....,r, — 1} | e (k) € I,(M)},
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donde I,(M) es el conjunto de filas y columnas de M involucradas.
Obsérvese que I,(M) = M, U M,,.

Ahora, para cada k € M, definimos el conjunto

Dy ={(uw,0) € R|ve Z(go) v u€ Z(g(x,0)}.

Analogamente, para cada k € M, definimos el conjunto

Dy ={(u,v) € R|u € Z(gyr) yv e Z(g(u,y))}
Definimos ahora min(z, k) = min{’Z(g(x,v))’ | v € Z(gur)}-
Anélogamente, min(y, k) = min{‘Z(g(u,y))) lue Z(gyr)}-

En las siguientes observaciones vemos que relacion guardan estos

elementos que acabamos de definir.

Observacion 4.3.4 Obsérvese que

| Dy x| = Z ‘Z(g(x,v))‘ > Z mm(x,b):min(x,b)-‘m

VEZ (G k) VEZ(Ga k)

y por lo tanto,

Z(ge0)| - min(z, k) < |Del.
Observacién 4.3.5 Para todo k € M,, tenemos que ey (z) =
d*(fu(k)) < ‘Z(gmk)‘ Por otro lado,

8

Observacion 2.0.

wy () = max{wy (x, k) + 1|k €Z, } <d(M(g(z,v)))

< |2

>~ )
Observacion 2.0.8

y por lo tanto wy(x) < min(z, k). (Ndtese que la desigualdad
max{wy(z,k) + 1 | k € Z,,} < d*(M(g(z,v)) proviene de la
Observacion 4.2.10 y del hecho de que farg)(k) = M(gux). Pue-
de ocurrir que fug)(k) # 0 pero que g, 1(v) = 0 y por lo tanto
max{wy(z, k) +1 | k € Z,,} = d*(A;) < d&*(M(g(x,v)).) Asi,
env(z) - wpy(z) < )M‘ -min(x,k) < |Dyk|. Andlogamente,
() - wu(y) < Dyl

Observacion 4.3.6 Teniendo en cuenta que g cumple la condi-

cion (4.3) y por la observacion anterior, tenemos que )Z(g)‘ =
sdi(M) = en(x) - wpr(z) < |Dygl|. Por otro lado, por definicion de

Y
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D, 1, tenemos que D, < Z(g). Esto implica que D, = Z(g) Vk €
M,. Ademds, puesto que ‘Z(g)‘ = |Dyg| = sdi(M) = epy(z) -

wy () < | Z(a 1)

’Z(gﬁ,k)‘ -min(x, k). Andlogamente, Dy = Z(g) Yy € My y em(y)-

min(x, k) < |Dy k|, tenemos que epr(x)-wp(x) =

wy(y) = [Z(g,)| - min(y. b).

Observacion 4.3.7 En la ultima observacion hemos visto que €y (x)-

wy () = Z(gmﬁk)’ -min(x, k). Veamos ahora que ey (x ‘Z Gz ke ‘

y wy(x) = min(x, k). Tenemos que

5]\/]( ) mln( ‘Z gaxk ’ mln s k) Observajo’n 4‘3.6€M(I)'MM<CC) =

min(z, k) < wy(z) = min(z, k) = wy(z) y em(z) = )Z(gxk)‘ :

, wyr(x) = min(x, k)

Por lo tanto, tenemos que que EM(I) = ’Z(gm,k)
y andlogamente ¢y (y) = )Z(g%k)‘ y war(y) = min(y, k).

Teniendo en cuenta las igualdades que hemos obtenido en la
Observacion 4.3.6 y en la Observacion 4.3.7 vamos a probar los dos

siguientes resultados.

Lema 4.3.8 Sea g = g(z,y) € L(ry, ry) un polinomio tal que M =

M(g) satisface la condicion (4.3), entonces.

1. Para todo k € M, d*(M(g.x))

I
N
—~
N
&
G
~—

I

2. Para todo k € My, d*(M(gyx)) = ‘Z(gy,k)’ =

Demostracion. Veamos que se cumple (1.) pues la prueba de (2.)
es anéloga. Puesto que g cumple la condicion (4.3) tenemos que la

Observacion 4.3.6 y la Observacion 4.3.7 se cumplen. Por lo tan-

to tenemos que ey (z) = d*(M(gzx)) = |Z(gs k)’ Ademas, como
w (2(9) <g)\ — Iy (Des)| = | 20020
Asi, d*(M(gan)) = | Z0g.a)| = |7y (Z00)) _

Proposicién 4.3.9 Sea g = g(x,y) € L(ry,ry) un polinomio tal

D, = Z(g), tenemos que

que M = M(g) satisface la condicion (4.3). Entonces existen a =
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a(z) € L(ry), b="0(y) € L(r,) y F' = F(x,y) € L(ry,r,) tales que
g=abF y

1. zheq | 2™ — 1 para algin hy, € Z,, con d*(M(a)) = ep(y).

2. yb |y — 1 para algin hy € Z,, con d*(M (D)) = ().

Mas aiin, a = mcd(gy0, - - - Gyry—1, 2 —=1) y b = mcd(gap, - - -, Gopo—1,Y" —
1).
Demostracion. Para cada k € My, denotamos my, = med(gy , 7 —
1) (obsérvese que my = my, , = mecd(gy, v" — 1) como hemos de-
finido en (3.1)). Entonces
= A (M(gyp))-

Lema 4.3.8

CMm), = | Zm)| = e Z(g,0)] = | Z09,0)

Proposicién 3.0.3

Por la definicion de distancia aparente para polinomios de una
variable, existe un & € {0,...,r, — 1} tal que d*(M(gyx)) =
Ty — deg(a:k'—gw). Por otro lado, por el Lema 3.0.1 tenemos que
d*(M(my)) = ry — deg(my). Ast, d"(M(gyx)) = d*(M(mg)) =

r, — deg(my) y por la Proposicion 3.0.3 tenemos que z¥'g,  y my,

son polinomios asociados.

Veamos ahora que my, | g, ; Vj € {0,...,r, —1}. Para ello basta
ver que Z(gyx) C Z(gy,;). Por la Observacion 4.3.6 tenemos que

D, = Z(g). Ahora, para u € Z(g,;) tenemos que g(u,y) # 0

y para v € Z(g(u,y)), tenemos que (u,v) € Z(g) = Dy lo que

implica que Z(g,,;) € Z(gyx). Ast Z(gyx) € Z(gy;) v por lo tanto
my | gy V7 € {0,...,r, —1}.

Denotamos g, ; = gmy—i Vje{0,...,ry, — 1} y a(z) = my. Pode-
mos escribir g de la siguiente forma

ry—1

g(z,y) = alx) > 9,59,
=0

con d*(a) = d*(my) = d"(9,.0) | = . |Z(g,0) fur(y).

ema 4.3.8
Analogamente, podemos escribir g como

Observacion 4.3.7

re—1

glx,y) =bly) Y gha’,
=0
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con g, ; = g” Vj € {0,.. — 1} y con d*(M(b(y))) = ep(2).
Es importante destacar que 1 = med(2"™ — 1,9, 0, .. 79;,ry—1)7
ya que si med(z™ — 1,9, ;... ,g;Jy_l) =tcont € L(r,), t # 1,
entonces tenemos que t | 2™ — Ly quet | g, = gni_,:, lo que con-
tradice que my, = mcd(gy k, 2" — 1). Andlogamente, 1 = med(y™ —

/ /
1) gm,O? e ’g{E,TI—l)'

ry—1 re—1

Sea ahora f(z,y) = Zggl’jyj v h(z,y) = Z g:’w:pj, tenemos
=0

ave g(,9) = alo)f(0,9) = Hhley)
Veamos que 7, (Z(g)) = Z(b). Sea v € m, (%), existe u €

Ty (Z(g)) tal que (u,v) € Z(g) = Dy, lo que implica que v €
Z(gsx) = Z(b). Tenemos que m, <Z(g)> C Z(b) = Z(gpr) vy pOI
Ty (Z(g)) ‘ Por lo tanto,

el Lema 4.3.8 tenemos que ’Z(gxk)‘ =

Ty <m> = Z(b).
Se afirma que v € Z(b) = 7, <m> si y solo si g(z,v) # 0.
Para v € Z(b) = 7, (%), tenemos que g(z,v) = b(v)h(z,v) =

re—1

= Zg;j(v)mj. Como b(v) # 0, entonces g(v) # 0, ya que

]:

si g(v) = 0 tendriamos que g, ;(v) Vj € {0,...,7r, — 1}, es decir,
todos los g;c’j tendrian un cero en comun, lo que contradice 1 =
med(x"—=1,9, 0, . "y _,)- La otra implicacion es inmediata, pues
como b(v) # 0 implica que g(x,v) # 0, tenemos que g(z,v) = 0
implica que b(v) = 0, y por lo tanto v € Z(b) = T, (Z(g))

Ahora, miramos al polinomio f como un polinomio en (L[y])[z]

re—1

es decir, escribimos f = Z fxvixi. Anéalogamente, escribimos h =

=0
ry—1

Z h, 3, es decir, vemos h como un polinomio en (L[z])[y].
=0

Sea v € Z(b), entonces g(x,v) = a(x)f(z,v) = b(v)h(z,v) = 0,
lo que implica f(z,v) = 0. Esto quiere decir que f,;(v) =0 Vi €
{0,...,7, — 1}. Puesto que b(y) = med(gopr, vy — 1
0Viel{0,..,rn-—1}y Yo € Z(b), tenemos que

\/

S ~—
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{0,...,r, — 1}. Por otro lado, si f,;(v) = 0 Vi € {0,...,r, —
1} tenemos que f(z,v) = 0y por lo tanto g(z,v) = 0, lo que
implica, por lo que hemos visto anteriormente, que v € Z(b). Por
lo tanto Vi € {0,...,r, — 1}, tenemos que b | f,; y si v es tal que
fzi(v) = 0 entonces v € Z(b). Esto implica que b(y) = med(y"™ —
L foi) Vi € {0,....ry — 1} Ast, f(z,y) = b(y) f'(z,y) v 9(z,y) =
a(x)b(y) f'(z,y).

Anélogamente, podemos ver que a(z) | h,; Vj € {0,...,r,—1}.
De esta manera, h(z,y) = a(x)h/ (z,y) v g(z,y) = a(z)b(y)h (x,y).

Finalmente, tenemos que las descomposiciones g = abf’' y g =
abh’ las hemos realizado en L[z, y]|, que es un dominio y por tan-
to f'(x,y) = K(x,y). De esta manera, si escribimos F(z,y) =

f(x,y) = KW(x,y) tenemos que g(x,y) = a(z)b(y)F(z,y). [ |

En el Teorema 4.3.1 hemos visto qué condiciones (tedricas) debe
de cumplir un c6digo para que su distancia aparente fuerte sea igual
a su distancia minima. Para comprobar estas condiciones necesita-
mos encontrar una palabra codigo c tal que g = ¢, cumpla los
puntos (2a) y (2b) del Teorema 4.3.1. Puesto que necesitamos com-
probar que sd*(M(g)) = Z(g), hemos impuesto la condicion (4.3) y
hemos visto qué propiedades cumplen los polinomios que satisfacen
esta condicion (Proposicion 4.3.9.). Ahora nos preguntamos si un
polinomio g que satisface las condiciones del Teorema 4.3.1 cumple
necesariamente la condicion (4.3). A continuacién mostramos un
ejemplo de que esto no tiene por qué ocurrir.

Ejemplo 4.3.10 Sea ¢ = 2, r, = 5, ry, = 9. Sea C un codigo
con Do(C) = Q2((1,3)), para un cierto a € U, con idempotente
generador e(xz,y) = xty" + x3y® + 2190 + 2%9® + 239° + 2ty + 230 +
22y8 + 2y" + 2ty + 2% + 2yb + 23y + 2ty + 23y + 2%y + oyt +
vt + 22y + oy + 2® + 2% + 2y, Se puede comprobar que d(C) = 24 y

que P = vy + 'y + 22y5 + 23y5. Sea g = @q., vamos a calcular
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sd*(M(g)). Tenemos que

000000GO0GOO
000100000
M@=[000000T100
000000T100
000100000

Calculemos primero sd;(M(g)). Obsérvese que eppig)(x) = d*(farg)(4)) =
9 y que wa(g)(x) = Wy (f,0) +1 =2, por lo que sdi(M(g)) =
2-9 = 18. Calculemos ahora sd;(M(g)). Obsérvese que €pr(g)(y) =
d*(camg)(6)) = 4 y que warg) (xy = war(g)(c,7) +1 = 6, por lo que
sdy(M(g)) = 4-6 = 24.. Ast, sd*(M(g)) = 24 pero sd;(M(g)) #
sdy(M(g)) por lo que g no satisface la condicion (4.3).

Por otro lado, como w(e) = 24, tenemos, por la Observacion
1.0.8, que sd*(M(g)) = ‘Z(g)‘ Ademds se puede comprobar que
sd*(M(g)) = msd(M(g)). Por lo tanto, g = pa. cumple las condi-

ciones del Teorema 4.3.1 pero no cumple la condicion (4.3).

Por la Proposicién 4.3.9, sabemos que si g cumple la condiciéon
(4.3), podemos escribir ¢ = abF donde a, f y F cumplen ciertas
condiciones. A continuacién vemos un resultado analogo a la Pro-
posicién 4.3.9; en que se establece qué condiciones cumple g si lo

podemos expresar de la forma g = ab.

Proposicién 4.3.11 Sea g € L(r,,ry) tal que g(z,y) = a(z)b(y),
y existen h, € {0,...,r, — 1} y hy, € {0,...,7, — 1} tales que
zheq | 2™ — 1 y y"wb | y™ — 1. Sea M = M(g). Entonces

1. Z(g9) = Z(a) x Z(b).

2. sd (M) = d*(M(a)) - & (M () = | Z ()|

8. sd* (M) = sdy(M) = sdy(M) = ‘Z(g)‘ (Obsérvese que es la
condicion (4.3)).

4. d*(M(a)) = em(y) = wu ().
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Demostracion. Veamos primero el punto (1.). Sea (u,v) € Z(g),
entonces g(u,v) = a(u)b(v) # 0y por lo tanto a(u) # 0y b(v) # 0.
Esto implica que (u,v) € Z(a) x Z(b). Sea ahora (u,v) € Z(a) x
Z(b), tenemos que a(u) # 0y b(v) # 0. Asi g(u,v) = a(u)b(v) # 0

y por lo tanto (u,v) € Z(g).

Veamos ahora los puntos (4.) y (5.). Para ello veamos que e, (x) =
d*(M (b)) y que wy (z) = d*(M(a)).

Veamos primero que e/ (z) = d*(M(b)). Sea M (a) = (ag, ..., ar,—1).
Si escribimos g como un polinomio en (L[y|)[z] tenemos

re—1 re—1
9= Z G’ = Z a; - b(y)a".
1=0 =0

Asig,; = a;-b(y) Vi € {0,...,r,—1}, porlo que, fa (i) = M(g,;) =
M (a; - b(y)). Ademés si a; # 0, supp(a; - b(y)) = supp(b(y)). Por lo
tanto tenemos que, ey (x) = max{d*(fa (7)) | i € {0,...,r,—1}} =
max{d*(a; - b(y)) | i € {0,..., 7o — 1}} = d"(M(b)).

Ahora veamos wy(y) = d*(M(a)). En la Observacion 4.2.10,
hemos visto que wy(x) = d*(A,), siendo A, un vector testigo de
la matriz M tal que A, = (ag,...,a, ;) cona;=0si fy(i) =0y
a; = 1si fa(i) # 0. Puesto que fur(i) = M(gs,i) = M(a;-b(y)) Vi €
{0,...,7, — 1}, tenemos que a; = 0sia; =0y a, = 1sia; #0.
Por lo tanto, supp(A;) = supp(M(a)), lo que implica que wy(y) =
d*(A;) = d*(M(a)). Anadlogamente podemos ver €,(y) = d*(M(a))
y wni(y) = d*(M(b)).

Como ya hemos demostrado los puntos (4.) y (5.) se cumple la

siguiente igualdad

sdy (M) = en(x) - wy () = d*(M(b)) - d"(M(a))
=wy(y) - em(y) = sd, (M),
que implica sd*(M) = sdy(M) = sd;(M) = en(y) - wu(y) =

d*(M(a))-d*(M(b)). Para demostrar los puntos (3.) y (4.) nos basta
ver d*(M(a)) - d*(M (b)) = ‘Z ‘ Como a cumple la Proposicion

3.0.3, tenemos que d*(M (a)) = n—deg(m,) ‘Z ‘ Anélogamen-

te tenemos que d*(M (b)) = ‘Z(b)’ Asi, por el punto (1.), tenemos
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que d*(M(a)) - d(M(b)) n

I
N
2
N
S

I
N
S

Usando la Proposicién 4.3.9 y la Proposicién 4.3.11 seremos ca-
paces de construir codigos abelianos C' tales que d(C) = sd*(C).

Para ello necesitamos definir primero un nuevo tipo de matriz.

Definicién 4.3.12 Una matriz P de orden r, X r, con entradas en
L se denomina una matriz polinomica compuesta o CP-matriz, si
existen polinomios a = a(x) € L(r,) y b = b(y) € L(r,) tales que
P = M(ab), con ab € L(ry,r,). Los polinomios a y b se denominan

los factores polinomicos de P.

Observacion 4.3.13 Sea P una CP-matriz con P = M (ab). Vea-
mos que 7, (supp(P)) = supp(M(a)). Siguiendo el mismo razona-
miento que hemos utilizado en la demostracion de los puntos (4.)
y (5.) de la Proposicion 4.5.11, tenemos que cp(j) = M(b) Vj €
{0,...,7y — 1} con cp(j) # 0. Ahora, sean i € m,(supp(P)) y j €
{0,...,7r, — 1} tal que (i,7) € supp(M). Entonces, i € supp(cp(j))
con cp(j) # 0, lo que implica i € supp(M (a)). Por otro lado, seai €
supp(M (a)). Esto implica que i € supp(cp(j)) Vi€ {0,...,r, — 1}
con cp(j) # 0. Sea j' € {0,...,r,—1} tal que cpr(j') # 0. Entonces
(i,7") € supp(P) y por lo tanto i € m,(supp(P)). Andlogamente
podemos ver que m,(supp(P)) = supp(M(b)).

Observacion 4.3.14 Sea P una CP-matriz con P = M (ab). Vea-
mos que supp(P) = m,(supp(P)) x m,(supp(P)). Es inmediato ver
que supp(P) C m,(supp(P)) x m,(supp(P)), por lo tanto, basta ver
7. (supp(P)) x m,(supp(P)) C supp(P). Sea (i, j) € m,(supp(P)) x
7y (supp(P)). Puesto que j € m,(supp(P)) tenemos que cp(j) # 0.
Por otro lado,

Observacion 4.3.13 Wx(su}jp( (CL))) ep(5)7£0 Supp(c]:(])),

i € mx(supp(P))
lo que implica que (i,j) € supp(P).

En la observacion anterior hemos visto que si P es una CP-
matriz entonces supp(P) = m,(supp(P)) x m,(supp(P)). En el si-
guiente ejemplo mostramos que la implicacién contraria no tiene

por qué cumplirse.

Ejemplo 4.3.15 Sea ¢ = 3,7, = 5,1y = 3 y sea P la siguiente
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matriz
100 00 01
0 00O0OO0GO 0O O
P=]10000000
100000 2
000O0OO0TO 0O

Tenemos que supp(P) = {(0,0), (3,0),(0,6), (3,6)}, m(supp(P)) =
{0,3} y my(supp(P)) = {0, 6}, por lo que supp(P) = 7, (supp(P)) x
7, (supp(P)). Supongamos que P = M(ab) con a = a(x) y b = b(y).
Sea

2 3 4
a(x) = ag + ez + asx” + agz” + asx”,

b(y) = by + b1y + bay® + bay® + bay* + bE + bey®.

Para que se cumpla P = M(ab) se tienen que dar las siguientes

wqualdades
agby = 1,
asby =1,
agbs = 1,
az = bg = 2,

a1 = as = ayg =0,
blzb2:b3:b4:b520.

De las primeras tres iqualdades obtenemos que ag = by = a3 = by,
lo que implica que asbg = 1 que es una contradiccion. Por lo tanto

P no es una CP-matriz.

Corolario 4.3.16 Sea P = M(g), con g(z,y) = a(x)b(y), una
CP-matriz. Si xh=a | 2™ — 1 y y™b | y"» — 1 para ciertos h, €
{0,...,7, — 1}, h, €{0,...,7, — 1}, entonces

1. Z(ab) = Z(a) x Z(b).
2. sd'(P) = d*(M(a)) - d*(M(8) = |Z(g)|.
9. sd*(P) = sd*(P) = sdi(P) = )%‘

4. d*(M(a)) = ep(y) = wp(z).
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5. d*(M(b)) = ep(x) = wp(y).

Demostracion. Tenemos que P = M(g), con g(z,y) = a(z)b(y).
Puesto que zhea | ™+ — 1y yhb | y'v — 1 para ciertos h, €
{0,...,7, — 1}, hy, € {0,...,r, — 1}, tenemos que a y b satisfa-
cen la Proposicion 3.0.3. Puesto que se cumplen las hipotesis de

la Proposicién 4.3.11 basta aplicarla para concluir la demostracion.
|

En el siguiente ejemplo mostramos que las condiciones que tie-
nen que cumplir los polinomios a y b del corolario anterior no son

superfluas.

Ejemplo 4.3.17 Sea ¢ =2, r, =5 yry, = 7. Sea P la CP-matriz
con factores polindmicos a = v+x*+a3+a*, b = y+y?+y*. Se puede
comprobar que y5b | y7 — 1 pero zhea t 2° — 1 Yh, € {0,..., 7, —1}.
Tenemos que M(a) = (01111) y por lo tanto d*(M(a)) = 2 y que
M (b) = (0110100) y asi d*(M (b)) = 4. Calculemos ahora sd*(P) =
sd*(M (ab)). Como

>

|
o O O o O
—_ = = = O
e e e =)
o O O o o
— = = = O
o O O o o
o O O o o

es facil comprobar que sdy(M) =4-2 =8 y que sd;;(M) =2-4 = 8.
Ast, tenemos que sd*(P) = d*(M(a)) - sd*(M (b)) y que sd*(P) =
sd;,(P) - sdy (P), pero, se puede comprobar que ‘Z(ab) = 16, por lo

que los puntos (2.) y (3.) del Corolario 4.5.16 no se cumplen.

Veamos ahora un método para construir codigos abelianos en los
que su distancia minima coincide con su distancia aparente fuerte.

Para ello necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 4.3.18 Sea D C Z,, X Z,, una union de q-orbitas y M =

M(D) la matriz dada por D. Si supp(M) = 7, (supp(M)) xm,(supp(M))

entonces sd*(M) = msd(M).

Demostracion. Por la demostracion de la Proposicion 4.3.11, si

M es una CP-matriz todas las filas y columnas cuyo soporte es
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distinto de cero son filas y columnas involucradas. Si d*(fy(i)) =
d*(M(b)) =1Vi€{0,...,r,—1} o d*(ey (i) =d*(M(a)) =1Vj €
{0,...,7, — 1}, por el paso (2a) del Algoritmo 4.2.30,tenemos que
msd(M) = sd*(M). Si d*(M(b)) # 1y d*(M(a)) # 1, por el paso
(2b) del Algoritmo 4.2.30 y puesto que todas las filas y columnas
con soporte no nulo son filas involucradas, tenemos que M; = 0.
Esto implica que sd*(M) = msd(M). [

Teorema 4.3.19 Sea a = a(x) € L(r,) y b = b(y) € L(r,) tales
que a | 2" =1 yb|yv—1 8 evisten (g, ) € U, hy € Z,,
€ FQ<T?J))

en Fy(ry,my)

y hy € Zy, para los cuales cp;lm € Fy(re) y gp;lm
Xy Yy

-1 Lol

entonces el codigo abeliano C = <go

azghea T ay b

verifica sd*(M (ab)) = sd*(C) = d(C).
Mas aiin, en ese caso, para cualquier 8, € U,, y B, € U, el co-
digo abeliano Cg, 5,) = <(’0/;x1,% : gogyl,ﬁ> verifica sd*(M(ab)) =

sd*(Cg,.8,)) = d(Cg,5,)) = d(C).

Demostracion. Sea g(x,y) = a=a(x) - y"b(y) vy a = (ag, ay).

Por definicion de la inversa de la transformada de Fourier discreta,

- 1 e
9097(11 — Z glo ( J))Z( J)

r
Y (4,§) €Ly XLy,

_ 1 Z zha (0= )a(az?)zt - yhy(a;j)b(a;j)yj

T.,.T
Y 4,§) €Ly XL,

1 | - )
=— > af(aghalozz’ = 3 yhv(ay))aloy )y = ¢ !

hag h
) ) ,8Ta T ay,y"vb
T i€l Y jetnr,

Por otro lado M(g) es una CP-matriz que satisface las hipotesis
del Corolario 4.3.16 y por lo tanto, sd*(M(g)) = ‘Z(g)‘, es decir,

cumple la condicion (2b.) del Teorema 4.3.1.

Sea M la matriz dada por Do(C). Puesto que C' =< ¢} >
entonces supp(M) = supp(M(g)). Por el Lema 4.3.18 , msd(M) =
sd*(M) y por lo tanto se cumple la condicion (2a.) del Teorema
4.3.1. Asi, puesto que g cumple las dos condiciones del Teorema
4.3.1, tenemos que d(C) = sd*(C). La ultima afirmacion es cierta

por el punto (4.) de la Observacion 1.0.8 junto con el hecho de que,
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bajo las hipdtesis del corolario, todas las matrices dadas por este

tipo de conjuntos de definicion son CP-matrices. |

Corolario 4.3.20 Sea a = a(z) € L(r,) y b = b(y) € L(r,) tales
quea |z —1yb|y™v—1. Siexisten (g, o) €U, hy € Zy, y hy €
Z,, para los cuales [(whza(a;)ﬂq = zhea(al) Vi € {0,...,r, — 1}
(] [(yhvb(a{;)ﬂ " yhb(ad) Vi € {0,...,my—1} entonces la familia
de codigos abelianos

{0(61,62) = <90;x1,% ' 905/ hyb> | Be €Uy, y B2 € Ury}

en Fo(ry,ry) verifica que sd*(M(ab)) = sd*(Cs, 5,)) = d(Ca,,8,))-
Demostmcio”n Por el punto (3.) de la Observacion 1.0.8 tenemos

que cp o (T2) Y go s € F,(r,) y por lo tanto se cumplen
las hlpote51s del Teorema 4 3 19 [ |

En el siguiente ejemplo vemos como usar este taltimo corolario.

Ejemplo 4.3.21 Sea ¢ = 2, r, = 3, r, = 45. Sea o, € Uz y
oy € Uys. Tomamos los polinomios a = x+1 yb = y** +y* +y* +
B0 P g2 B0 g2 24 g8 g2l 20 1T |15 0y
YAy Yy i+ L

Tenemos que a | ©3 — 1. Si tomamos h, = 1, supp(x - a(x)) =
{1,2} = Cy(1). Entonces, por el Lema 3.0.8 y por la Observa-
cion 1.0.8, tenemos que @, ., € Fy(2). Por otro lado, el poli-
nomio b es el mismo que hemos utilizado en el Ejemplo 3.0.12,
en el cual hemos visto que si tomamos hy, = 5, 90;;4,51; € F,(45).
Sea C =< @ ! .- <pa oo >C Fa(3,45), con Da, q,(C) = Co(1) x
(Ca(1) U Ca(3) U Ca(9 ) U Cy(21)). Se puede comprobar que sd*(M (ab)) =
10 y por lo tanto d(C') = 10.
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