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Introduccion

Una simetrizacién es una funcién que modifica conjuntos de manera que estos ganen
cierta simetria mientras conservan algunas propiedades. El objetivo principal de este tra-
bajo es presentar y estudiar dos de las simetrizaciones més importantes: la simetrizacién
de Steiner y la simetrizaciéon de Minkowski. La simetrizacién de Steiner de un conjunto K
respecto de un hiperplano H se define de la siguiente manera: para cada linea G ortogonal
a H que corta a K, K NG # 0, desplazamos el segmento K N G sobre G de manera que
su punto medio pase a estar en H. La unién de todos estos segmentos trasladados serd el
simetrizado de Steiner de K. Por otro lado, definimos el simetrizado de Minkowski de K
respecto de H como la suma de Minkowski de K con su reflexién sobre H, multiplicado
por el factor 1/2. Ademads, presentaremos también algunas caracterizaciones, esto es, si
una determinada simetrizacién cumple ciertas hipdtesis, entonces esta simetrizacién sera
la de Steiner o la de Minkowski.

El interés en estudiar simetrizaciones viene, como veremos més adelante, en algunas
aplicaciones que podemos obtener de éstas. La simetrizacién de Steiner serd la pieza clave
para demostrar algunos resultados fundamentales para la geometria convexa, como la de-
sigualdad isoperimétrica, la desigualdad isodiamétrica, la desigualdad de Brunn-Minkowski
y la desigualdad de Blaschke-Santald. La simetrizacién de Steiner también tiene aplicacio-

nes al andlisis de funciones y al andlisis de las EDP.

En el primer capitulo presentaremos los resultados previos que necesitaremos para el
desarrollo de la memoria. Todos los resultados en este capitulo se incluiran sin demostra-
cién, por haber sido estudiados en el curso “Geometria Convexa y Discreta” del Mdster en
Matemdatica Avanzada de la Universidad de Murcia. Hablaremos de cuerpos convexos, es
decir, subconjuntos de R™ compactos y convexos no vacios, junto con algunas de sus pro-
piedades. También introduciremos la suma de Minkowski. Continuaremos con el volumen
y los més generales volimenes mixtos, asi como algunas propiedades y férmulas relativas
a éstos. Terminamos el capitulo con algunos resultados de medida que necesitaremos para
estudiar posteriormente la caracterizacion de la simetrizacién de Steiner.

El capitulo segundo presenta diferentes simetrizaciones. Empezaremos introduciendo
la simetrizacion de Steiner junto con multitud de propiedades que cumple. Veremos como
se comporta respecto a la interseccién, la unién y la suma de conjuntos; respecto a las
sucesiones convergentes; y respecto al volumen vol(-), al drea de superficie S(-), al didmetro
D(-), al circunradio y al inradio.

Continuamos con el teorema de esfericidad de Gross, que serd fundamental en el trabajo
pues va a ser la clave para poder demostrar muchos resultados de esta seccién. Sean
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K, K1, Ks € K" cuerpos convexos. Probaremos, por ejemplo, las siguientes desigualdades
clasicas:

= La desigualdad isoperimétrica, es decir,

B,)"
sy > 5B
Rn

vol(K)™ 1,

donde B,, representa la bola euclidea n-dimensional y k, representa el volumen de
B,.

= La desigualdad isodiamétrica, esto es,

vol(K) < D(Q{f)lﬁin.

= La desigualdad de Brunn-Minkowski, o sea,

vol( Ky + Kg)l/” > Vol(Kl)l/n + VO](KQ)l/n.

= Y, por iltimo, la desigualdad de Blaschke-Santald,
vol(K) vol(K*) < K2,

donde K* denota el conjunto dual de K.

El teorema de esfericidad de Gross nos asegura que para cualquier cuerpo convexo,
existe una sucesién de hiperplanos mediante los cuales si realizamos las sucesivas sime-
trizaciones de Steiner, al final obtenemos una bola. Sin embargo, una sucesién cualquiera
de simetrizaciones no tiene por qué converger. Asi que dedicaremos la siguiente seccién a
estudiar una determinada condicién que si es satisfecha por la sucesion, ésta convergera.

El trabajo continua con una simetrizacion que introdujo Blaschke que se denomina la
simetrizacion de Minkowski. Veremos las propiedades fundamentales de esta simetrizacion,

ademads de como se comporta para el volumen, el didmetro, el inradio y el circunradio.

Terminamos el segundo capitulo con un apartado que recoge ejemplos de otras simetri-
zaciones. El objetivo de estos ejemplos de simetrizaciones es comprobar que las hipdtesis
pedidas a las simetrizaciones en el capitulo 3, en el que se caracterizan las simetrizaciones,
son necesarias.

En el tercer capitulo trataremos con caracterizaciones. El objetivo de la primera seccién
es llegar al corolario que es una caracterizacién de la simetrizaciéon de Steiner. La
simetrizacion debe ser respecto de un hiperplano H y las propiedades que debe cumplir son:
que la simetrizacién sea mondtona, que conserve el volumen de los cuerpos convexos y, o
bien que sea invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos, o bien que sea invariante por
la proyeccién sobre H. Hay que destacar que si una simetrizacién cumple estas propiedades,
puede diferir en la de Steiner para los conjuntos que estén contenidos en un hiperplano
ortogonal a H, como se muestra en el ejemplo

En este trabajo hemos incluido dos caracterizaciones de la simetrizacién de Minkowski.
La primera, el teorema donde H puede tener cualquier dimensién entre 0 y n — 1,
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las hipdtesis pedidas son que sea mondtona, que sea lineal y que sea invariante sobre
conjuntos H-simétricos. La segunda caracterizacion, el teorema [3.2.6] es para cuando H
tiene dimension n — 1 y le pedimos a la simetrizaciéon que sea mondtona, que conserve
la anchura media y, que cumpla una de las tres propiedades equivalentes para este caso:
ser invariante para conjuntos H-simétricos, ser invariante en la proyeccién sobre H, o ser
invariante para cilindros esféricos H-simétricos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a recoger las herramientas béasicas de la geometria convexa
y algunos resultados necesarios para el desarrollo posterior. Las definiciones y resultados
de este capitulo las hemos obtenido principalmente de [I0]. Como el objetivo de este
capitulo es presentar los contenidos basicos, presentaremos los resultados sin realizar las
demostraciones.

Respecto a la notacion, utilizaremos R™ para referirnos al espacio euclideo n-dimensional.
Denotaremos por (-, -) el producto escalar usual, y por |-| la norma euclidea. Dado A C R"
escribiremos cl A, int A, 0A para referirnos a la clausura de A, el interior de A y la fron-
tera de A respectivamente. Escribiremos relint A para referirnos al interior relativo de A,
es decir, el interior del conjunto A relativo al menor subespacio afin que lo contiene.

Representaremos por S~ ! la esfera unidad n — 1-dimensional. B,, denotara la bola
unidad n-dimensional centrada en el origen y, cuando tenga radio r, escribiremos rB,,.
Ademsds, para una bola i-dimensional de radio r centrada en un punto z € R™ escribiremos

rB;(x).

Denotaremos al grassmanniano de los subespacios i-dimensionales de R™ como G(n, ).
Esto es, el espacio que contiene todos los subespacios lineales de dimensién ¢ de R™. Sea
H € G(n,i). Denotaremos por H' el complemento ortogonal de H, es decir, H = {z €
R™: (z,y) =0 paratodo ye€ H"}.

1.1. Cuerpos convexos

Un conjunto K de R" diremos que es convexo si dados dos puntos cualesquiera de K,
el segmento que los une esta totalmente contenido en el conjunto, es decir, la combinacién
convexa (1 — ANz + Ay € K paratodoz,y € Ky 0 <A< 1.
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Un vector x de R™ es una combinacién convexa de x1,..., T si existen Aq,..., A\ € R
que cumplen A\j+---4+Ay =1y A\; > Oparatodoi =1,...,ktalesque z = \jx1+- - -+ 2.

Definicion 1.1.1. Dado un conjunto A C R™, se define la dimension de A como la
dimension del menor espacio afin que lo contiene y se representa por dim A.

Representaremos la clase de todos los subconjuntos compactos de R” como C". Llama-
remos cuerpo convexo a todo conjunto convexo y compacto no vacio y denotaremos como
K™ a la familia de todos ellos. Escribiremos K la familia de todos los cuerpos convexos
de dimension n.

En este trabajo constan de gran importancia los conjuntos simétricos respecto de algin
H € G(n,i). Sean H € G(n,i) y A un conjunto. Decimos que A es simétrico respecto de H o
H-simétrico si, para todo z € A, se cumple 2(z|H)—x € A. Asi, vamos a denotar por K}, la
subfamilia de todos los cuerpos convexos que son simétricos respecto de H. Anédlogamente,
vamos a representar la familia de los conjuntos compactos que son simétricos respecto de H
como Cf;. Ademas, llamaremos K a la familia de cuerpos convexos que son centralmente
simétricos, es decir, simétricos respecto del origen. También utilizaremos como notacién
IC7; para referirnos a (K)!) i, es decir, la clase de los cuerpos convexos en R de dimensién
n que son H-simétricos. Si K € K", escribiremos K para referirnos al conjunto obtenido
al realizar una reflexiéon a K respecto de H.

Definicion 1.1.2. Sean A y B dos subconjuntos de R™ y u # 0 un vector unitario.
Entonces A y B estdn estrictamente separados por H = {z € R" : (u,z) = ¢}, si A C
int H~ y B Cint HT, o viceversa, donde int Ht = {x € R" : (z,u) > ¢} yint H- = {x €
R™: (z,u) < c}.

Teorema 1.1.3. Sean K un conjunto convexo y cerrado y x € R™\ K. Entonces K y
x pueden separarse estrictamente.

Definicion 1.1.4. Sea A un subconjunto de R™. Se define el conjunto dual o polar de

A como
A*={z eR": (z,a) <1,Va € A}

Proposiciéon 1.1.5. Sean A, B subconjuntos no vacios de R™. Entonces se verifican
las siguientes propiedades:

1. Si A C B entonces B* C A*.
2. 81 XA >0, entonces (ANA)* = (1/X)A*.
3. AC (A% = A
Definicion 1.1.6. Sea K C R" convexo y cerrado. Se define la funcion soporte de K
como
hi(u) =sup{(z,u) :x € K}, wue&R"

La funcion soporte cumple la siguientes propiedades.

Proposicién 1.1.7. Sean K,L € K", x € R” yu € S* . Se cumple que
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u hKer(u) = hK(u) + <$,u>

w hyg < hyp si, y solo si, K C L. Asi que hx = hy, si, y solo si K = L.

h)\K(u) = )\hK(u)

hknL (u) = min{hK (u)a hr, (u)} Y hconv(KUL) = méx{hK(u)v hr (u)}

Las funciones soporte van a caracterizar a los cuerpos convexos. El siguiente teorema
nos va a permitir caracterizar los conjuntos convexos a partir de su funciéon soporte.

Teorema 1.1.8. Si f : R® — R es una funcion sublineal, entonces existe un unico
conjunto convexo y compacto K en R™ cuya funcién soporte es f.

Definicién 1.1.9. Sea K € K". Se define la anchura de K en la direccion u € S*~!
como
w(K,u) := hg(u) + hg(—u).

Definimos la anchura media de K como el valor medio de la funcion anchura sobre S"™1,

es decir,

W) = — [ h(u)du.

NKkn Sn—1

La funcién b(-) es estrictamente creciente sobre cuerpos convexos, es decir, si K C K’
ambos cuerpos converxos, entonces b(K) < b(K') y si el contenido es estricto, la desigualdad

también lo serd.

Definicion 1.1.10. Definimos:

» r(K)=méx{r >0:z+rB, C K,z € R"} como el inradio de K.
» RIK)=min{R>0: K C x4+ RB,,z € R"} como el circunradio de K.

» D(K)=méx{|zr —y|: z,y € K} como el didmetro de K. El didmetro también se
puede definir como D(K) = max{w(K,u),u € S"1}.

A continuacién vamos a presentar la suma de Minkowski. Esta va a ser la operacién
entre conjuntos mas frecuente a lo largo del trabajo.

Definicion 1.1.11. Definimos la suma de Minkowski de dos conjuntos cualesquiera A

y B como
A+B={a+b:acAbeB}=|]J(A+b).
beB

Algunas propiedades de la suma de Minkowski para K, L, K1, Ko, K3 € K" cuerpos
convexos y A, i > 0, son

MK + AL = AK + L),

MK + K = (A + p)K,
(K1UKy) + K3 = (K1 + K3) U (K2 + K3),
(K1 NKy)+ K3 = (K1 + K3) N (K2 + K3).
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Proposicién 1.1.12 (Cancelacién de la suma de Minkowski para cuerpos convexos).
Sean K1,Ko, L € K". Si K1 + L = Ko + L, entonces K1 = K.

Definicion 1.1.13. Sean K un conjunto de R™ y H un hiperplano. Se define la pro-
yeccion ortogonal de K en H como K|H = H N (K + H™). Por la dltima propiedad de
la suma de Minkowski|1.1.11] tenemos que la proyeccion ortogonal serd lineal, es decir, si
K,L € K", entonces (K + L)|H = K|H + L|H.

La funcién soporte y la funcién anchura media son lineales para la suma de Minkowski.

Proposicién 1.1.14. Sean K,L € K" yu € S*~ 1. Se cumple

hK+L(u) = hK(u) + hL(u)
Proposicién 1.1.15. 57 K, L € K", entonces

b(K + L) = b(K) + b(L).

Respecto al diametro, tenemos la siguiente desigualdad para la suma de Minkowski.

Proposicion 1.1.16. Si K y L son conjuntos, tenemos la siguiente desitgualdad para
el didmetro

D(K + L) < D(K) + D(L).

1.2. Volumen

El volumen n-dimensional de un cuerpo convexo K, vol K, es su medida de Lebesgue en
R™. Cuando estemos en R" y queramos hablar del volumen i-dimensional de un conjunto
L, escribiremos vol;(L).

Proposicion 1.2.1. Algunas propiedades del volumen son:

» vol(K) no varia tras movimientos rigidos de K.

» Para todo \ > 0, tenemos vol;(AK) = M vol;(K), es decir, es homogéneo de grado i
para todo i € {1,...,n}.

» vol(K) =0 si y solo si, K tiene dimension menor o igual a n — 1.
= El volumen depende continuamente de K.

» Si K C K', entonces vol(K) < vol(K"). La igualdad se tiene si, y sdlo si vol(K') =0
o K =K'

Proposicion 1.2.2. Sea K € K™. La funcion que da el volumen de las secciones
mediante hiperplanos paralelos es continua.

Teorema 1.2.3 (Principio de Cavalieri). Sean K un subconjunto de R™ y H € G(n, i)
un subespacio de dimension . Entonces

vol(K) = /K|H volp,—; (K N (z+ HL)> dx.
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Denotaremos el volumen de la bola unidad como

- l(B ) B 7Tn/2
fin = VORER) = P2 1 1)

donde I" denota la funcién Gamma, I'(z) = [;° t" le "dx.

Definicion 1.2.4. El drea de superficie de un cuerpo convexo K € K", denotada por
S(K), es el limite de las dreas de superficie de cualquier sucesion de politopos convexos que
converjan a K.

Proposiciéon 1.2.5. Entre las propiedades del funcional drea tenemos:

» S(K) es invariante por movimientos rigidos de K,
» S(K) depende continuamente de K,

» S(K) es homogénea de grado n — 1, es decir, S(AK) = \""1S(K) para todo A > 0.

Sean K, K' € K™ con K C K'. Entonces S(K) < S(K'), obteniéndose la igualdad si
y solo si K = K' o S(K') = 0.

Destacamos que el area de superficie puede ser obtenida a través de la férmula de
Minkowski:

Teorema 1.2.6 (Férmula de Minkowski). El drea de superficie de un conjunto convexo
K wviene dado por

S(K) = lim vol(K + AB,,) — VOI(K).
A—0t A

Para el célculo del volumen de la suma de Minkowski de dos cuerpos convexos necesi-
taremos echar mano de los volimenes mixtos.

Teorema 1.2.7. Sean Ki,..., K, cuerpos converos de R™. Entonces para nimeros
cualesquiera A1, ..., Ay > 0, el volumen de la combinacion lineal M K1 + -+ + A\ K, €5
un polinomio homogéneo de grado n, en las variables A;,

m m
VOI(M KL+ A Kn) = Y+ Y V(K- Kiy )iy -+ Ay
i1=1 Q=1
cuyos coeficientes V(K;,,--- , K;,) se denominan los volumenes miztos de Ki, ..., Kp,.
Vamos a denotar por V;,_11(K, K’) el volumen mixto V(K, ..., K, K’) donde K apa-
rece n — 1 veces. Si K, K', K5 ..., K, € K", algunas propiedades de los voliimenes mixtos
son:

= V:(K")"™ — R es una aplicacién continua en todos sus argumentos.

» V(K,...,K) =vol(K) es el volumen de K.

= Son lineales para todas sus variables, es decir, si A, u > 0, entonces V(AK+uK', Ko, -+, K,)

)‘V(Ka KQ: o 7KTL) +MV(K/7K2?. o 7Kn)



6 PRELIMINARES

’ 11, vol(K+AK’)—vol(K
o Voo11 (K, K') = Llim, g, YHERAED—vOl),

Presentamos la primera desigualdad de Minkowski, que relaciona V;,_1 1 con los volime-
nes de los cuerpos sobre los que se aplica.

Teorema 1.2.8 (Primera desigualdad de Minkowski). Sean K, L € K. Se cumple la
siguiente desigualdad
Vo121 (K, L)" > vol(K)" ' vol(L).

Ademds, la igualdad se da si y solo si son homotéticos, es decir, si existe un X\ > 0 tal que
K = AL+ xg.

Definimos la distancia de Hausdorff como una distancia entre conjuntos compactos no
vacios de R".

Definicion 1.2.9. Dados A y B subconjuntos de R™ se define la distancia de Hausdorff
entre A y B como

(A, B)=min{\>0: AC B+ AB,,BC A+ \B,}. (1.1)

El teorema de seleccion de Blaschke garantiza la existencia de conjuntos con propie-
dades extremales. La existencia de estos conjuntos va a ser clave para la demostraciéon de
otros resultados. Para ello, primero definamos qué es una sucesién uniformemente acotada.

Definicion 1.2.10. Una familia de conjuntos convexos se dice que es uniformemente
acotada si existe una bola de un determinado radio de R™ que contiene todos los elementos
de la familia.

Teorema 1.2.11 (Teorema de seleccién de Blaschke). De cualquier sucesion unifor-
memente acotada de conjuntos convexros compactos se puede extraer una subsucesion con-
vergente a un conjunto convexo y compacto.

Las simetrizaciones pueden tener diferentes propiedades. A continuacién vamos a enun-
ciar algunas de estas propiedades, que seran de especial interés en el capitulo de caracte-
rizaciones.

Definicién 1.2.12. Dados H € G(n,1) y & @ B — B}, una i-simetrizacion en B" =
C", K™ o KI' respecto de H. Para K,K' € B", algunas propiedades posibles que puede
cumplir & son:

1. Mondtona: Si K C K' entonces OK C OK'.

2. Estrictamente mondtona: Si K C K' entonces QK C $K' y ademds K # K' implica
OK # OK'.

3. Idempotente: $(OK) = OK.

4. Invariante sobre conjuntos H-simétricos: Si K es H-simétrico, entonces OK = K.
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5. Invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos: Llamaremos cilindro esférico H -
simétrico a un conjunto de la forma rB;(x)+s(B,NH"), donde s > 0 y rB;(x) C H
es un disco centrado en x de radio r > 0. Si K es un cilindro esférico H-simétrico,
entonces K = K.

6. Invariante en la proyeccion sobre H: (OK)|H = K|H.

7. Lineal: $(K + K') = OK + QK.

1.3. Medida

Proposicién 1.3.1. [9] Sea f : R™ — R una funcién integrable y no negativa para casi

todo x € A C R™. Si
/ f(z)dx =0,
A

entonces f(x) = 0 para casi todo punto x € A. Si f es continua en A, serd f(x) =0 para
todo x € A.

Teorema 1.3.2. [9] Sea f: A CR"™ = R una funcion integrable. Si a cada x € R™ le
asociamos una sucesion de conjuntos {E;}icn de dimension n que converge a x, entonces

, 1
f(xz) = lim (Ez‘(l‘))/Ei(z) f(s)ds (1.2)

i—oo vol

para casi todo punto x € A. Si la funcion f es continua en A, la igualdad (1.2)) serd cierta
para todo x € A.
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Capitulo 2

Simetrizaciones

En este capitulo vamos a tratar diferentes simetrizaciones asi como algunas de sus
propiedades. Empezaremos con la herramienta principal del trabajo, la simetrizacién de
Steiner, que nos permitird obtener multitud de resultados, como la desigualdad isope-
rimétrica, la desigualdad isodiamétrica, la desigualdad de Brunn-Minkowski, o la desigual-
dad de Blaschke-Santalé. Posteriormente veremos la simetrizacién de Minkowski junto con
sus propiedades. Por 1ltimo, daremos algunos ejemplos de otras simetrizaciones.

2.1. Simetrizacion de Steiner

Para esta seccién nos basaremos principalmente en [4] y [I1], aunque también en [3],
[7] y [8]. Vamos a ver las propiedades fundamentales de la simetrizacién de Steiner.

La simetrizacion de Steiner es una herramienta muy potente ya que permite trans-
formar conjuntos en otros simétricos conservando ciertas propiedades. Esto nos permitira
obtener resultados fundamentales, como la desigualdad isoperimétrica, la igualdad iso-
diamétrica o la formula de Brunn-Minkowski. Fue introducida por Steiner en 1838 como
una herramienta para demostrar la desigualdad isoperimétrica, pero ha acabado siendo
muy util para obtener variedad de resultados. Actualmente existen muchas publicacio-
nes acerca de la simetrizacion de Steiner, para la cual podemos encontrar aplicaciones en
Geometria, Andlisis de funciones o Anélisis de EDP.

En [5] se habla sobre el intento de Steiner por demostrar la desigualdad isoperimétrica.
Si bien Steiner dio una demostracién de esta desigualdad, no era correcta. La idea de
Steiner era que para cualquier figura en el plano que no sea un circulo, hay otra con el
mismo perimetro pero mayor area. Pero en realidad de esto solo podemos deducir que si
existe solucién, debe ser el circulo. De esta manera, el teorema de esfericidad de Gross es
la pieza que le falté a Steiner, con la que queda completada la prueba.
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Vamos a comenzar definiendo la simetrizaciéon de Steiner, que serd el tema central de
este capitulo.

Definicion 2.1.1. Sean K un cuerpo convero y H un hiperplano de R™. Para cada
x € K|H, (z+H?') corta a K en un segmento de longitud vol; (KN (xz+H>)). Consideramos
s(z + HL) el segmento en x + H* de longitud vol; (K N (x + HY)) cuyo punto medio es
(x+ HY) N H = z|H. Se define la simetrizacién de Steiner de K respecto de H como el
conjunto

op(K)= |J sa+H"). (2.1)
zeK|H
H
on(K)
x+ HL " x

Figura 2.1: Simetrizacién de Steiner de K

Denotemos por u un vector unitario normal a H. De manera analitica podemos definir
la simetrizacién de Steiner como

1
og(K) = {x—i—é’u cx € K|H,|0| < 2VO]1(K0($+HL))}.

Esta definicion nos servira para multiples demostraciones. De la propia definicién, podemos
deducir inmediatamente que:

» o1(K) es simétrico respecto a H, ya que cada segmento s(z + H>) lo es.

= La simetrizaciéon de Steiner es invariante por traslaciones.

Definicién 2.1.2. [II] Dados K € K" y H un hiperplano, definimos~y como la funcion
que a cada punto x € K|H le asocia voly (K N (x+ H™)), es decir, la longitud del segmento
de K ortogonal a H que pasa por x. Sea u un vector unitario ortogonal a H. Definimos
a,f: K|H—R

a(r) =min{f e R:z+60u e K},
B(x) =max{l e R: x4+ 0u € K}.

Con estas definiciones se tiene que

v(z) = B(z) — az) = voly (K N (z + HY)). (2.2)
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Podemos escribir entonces la definiciéon simetrizacion de Steiner como
1
og(K)=<Sz+0u:ze€ K|H, |0 < 57(3}) :

Proposicién 2.1.3. Dados K € K™ y H un hiperplano, la funcion v : K|H — R es

concava.

Demostracién. Sean x1,22 € K|H y 0 < XA < 1. Por un lado, por la definicién de «,
z1+a(z)u € Ky xa+ a(ra)u € K. Asi que, usando la convexidad de K

AMz1 + a(zr)u) + (1= N (22 + a(ze)u) = Az + (1 — N)ze + (Aa(zr) + (1 — Na(ze))u € K.
Por la definicién de «, al ser un minimo se tiene
a(Azry + (1= N)xg) < Aa(z1) + (1 — Na(z2).
De manera analoga, como 3 es un maximo, tenemos
B(Azy + (1 — N)z2) > AB(x1) + (1 — X)B(z2).
Y, por tanto,

YAz1 + (1 = N)zo) = f( Az + (1 — Nz2) — a(Azy + (1 — N)xg) >
(B(x1) — afz1)) + (1 = A)(B(x2) — az2)) =
Y(@1) + (1= A)y(z2).

v

A(B
A

O

A continuacién, vamos a ver algunas propiedades bésicas de la simetrizacién de Steiner.
De aqui en adelante H denotara siempre un hiperplano.

La primera propiedad es la de la monotonia. Esto es, dado un subconjunto de un
conjunto de R™, al realizar las simetrizaciones respecto de un mismo hiperplano a ambos

se conservara la inclusién.

Proposicién 2.1.4. Sean K, K' € K" dos cuerpos convexos tales que K' C K. En-
tonces oy (K') C opg(K).

Demostracién. Para todo € K’|H, como K’ C K tendremos también K'N(z+ H*) C
K0 (x+ HY). Sean s(z + HY) y s'(z + H') los segmentos en x + H+ de longitudes
voly (KN (z+ H™Y)) y voly (K'N (z+ H')) respectivamente, cuyos puntos medios coinciden
con z|H. Asi, como s'(x + H*) C s(x + H'), ya que s(x + H™) tiene mayor longitud que
s'(x + H'), tenemos:

on(K)= |J) d@+H Y |J s@+H)C |J sle+HY) =ou(K).

2€K'|H 2cK'|H weK|H
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En la simetrizacién de Steiner, las bolas jugaran un papel fundamental ya que son
invariantes (aunque no son el tnico tipo de conjunto que es invariante). Esto se debe a
que la simetrizacion de Steiner no modifica los conjuntos simétricos respecto de H y las
bolas son simétricas respecto de cualquier hiperplano H.

Proposicién 2.1.5. Para todo H que contenga al origen se cumple o (By,) = B,,.
Demostracién. Consideremos x € B,,|H. Como 0 € H, entonces B,, es simétrica respecto

de H, por lo que el punto medio de (w+HL)ﬂBn tiene que estar en H y es (x—l—HJ—)ﬂH =x.
Por tanto, el segmento s(z + H*) = (v + HY) N B, de donde

on(B.)= |J s@+H")= ] ((@z+H")NB,) =By,
By |H €8, |H

donde la tdltima igualdad viene dada por ser la descomposicion de B,, en segmentos. [

La simetrizacién de Steiner es homogénea de grado 1 para constantes positivas.

Proposicion 2.1.6. Sean K € K™ un cuerpo convexo y H un hiperplano que contiene
al origen. Entonces o (AK) = Aoy (K) para todo X > 0.

Demostracién. Esto es consecuencia directa de la definicién: como vol; es una funcién

homogénea de grado 1,
voli(AK N A(z + HY)) = voly (MK N (z + HY))) = Avoly (K N (z + HY))

para todo = € K|H. Si representamos los segmentos correspondientes al conjunto AK
como s'(y + H'), se tiene que s'(A\x + H) = As(z + H'), de donde se deduce que

on(AK)= | dQz+HY = |J As(a+HY) = dou(K).
AzEAK|H z€K|H

O]

Una propiedad importante de la simetrizacién de Steiner es que conserva la convexidad
y la compacidad.

Proposicién 2.1.7. Para todo K € K™, se cumple que o (K) € K", es decir, es

convexo y compacto.

Demostracion. La simetrizaciéon de Steiner es una aplicacién biyectiva entre K y su
imagen o (K). Esto se debe a que cada = € K tiene como imagen un punto og(x) que
se encuentra sobre la recta x + H y cuya distancia a H, teniendo en cuenta el signo, es
igual a la distancia de 2 al punto medio de (z + H+) N K.

El simetrizado de un conjunto acotado es acotado trivialmente: Supongamos que H

pasa por el origen y K C AB,,. Por las proposiciones [2.1.4] [2.1.5] y [2.1.6] se tiene o (K) C
o (ABy) = AB,,.
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Vamos a ver que el simetrizado de un conjunto cerrado es cerrado. Para ello, utili-
zaremos que dada una sucesién convergente (y;)ieny en o (K), el limite y € oy (K). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que H = {z € R" : x,, = 0}. Para cada y; existen
z; € K|H y |0;] < 3v(z;) tales que

Yyi = (i, 0;).
El limite y también serd de la forma (z, ), con z € K|H y § € R. Como |z; —z| < |y; —y|
e y; — y cuando ¢ — oo, también se tendrd que x; — x cuando i — oo.

Ahora, si llamamos a; = (x;,a(z;)) y bi = (x4, B(z;)), ambas sucesiones de puntos
estdn en K. Como K es compacto, existen subsucesiones convergentes (podemos suponer
que son la de partida) y puntos a y b para los que a; — a 'y b; — b cuando i — co. Como
a; = (x5, a(x;)) — a, entonces a tendrd la forma (z,a’). Andlogamente b serd de la forma
(z,0'). Por tanto, tenemos

1 1
0] = lim [6;] < lim ~(B(x;) — a(z;) = (0" —d') <
1—00 i—o00 2 2

Por lo que y € oy (K) y ou(K) es cerrado.

Asi pues, sélo queda ver que el simetrizado de un conjunto convexo es convexo. De-
notamos como u un vector unitario ortogonal a H. Sean y;,y2 € og(K) cualesquiera. Se
pueden escribir como y; = 1 + 6hu e yo2 = x9 + Oou con 1,9 € K|H, |01] < %’y(xl)
y 02] < %7(952). Veamos que el segmento que une y; e y2 estd en oy (K). Para ello, sea
0 < X\ <1 arbitrario. Tenemos que el punto

Ayr + (1= Ny2 = Mz + 61u) + (1 — A)(z2 + Oou) =
=Ar1+ (1= N)za + (A1 + (1 = N)f2)u

estard en op (K) si [A1 + (1 — A)fa| < 2y(Az1 + (1 — A)z2). Para ver esto, utilizando la
proposicién tenemos

1 1 1
A1+ (1= N)a| < Af| + (L= Vo] < AZy(a1) + (1= N)57(e2) < 5701 + (1= Naw).

Luego oy (K) es convexo. O

Para la interseccion y union de dos cuerpos convexos tenemos las siguientes inclusiones.

Proposicién 2.1.8. Sean K, K' € K™ dos cuerpos converos. Tenemos las siguientes
propiedades:

1. UH(KQK,) C O'H(K) ﬂO'H(K/).
2. convjoy(K)Uoy(K")] C convioy (K U K')].
Demostracién. Primero, veamos [I} teniendo en cuenta la monotonia de oz, como K N

K' ¢ K,K', deducimos oy (K N K') C opg(K) y og(KNK') C og(K’). Con estas dos
desigualdades obtenemos o (K N K') C oy (K)Nog(K').
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Por otro lado, para ver[2] sabemos que KUK’ C conv(KUK'). Aplicando la monotonfa,
opg(K UK') C oglconv(K U K')], que ademés es convexo por la proposicién Asi,
tenemos que conv{oy (KUK")] C oy [conv(KUK’)]. Ademé&s, como ambos K, K’ ¢ KUK,
por la monotonia se tiene oy (K),on(K’) C og(K U K') y, por tanto, conv|oy(K) U

1 (K")] C convjoy (K U K')]. Encadenando estas inclusiones, tenemos

convloy (K)Uog(K')] C convioy(K UK")] C og[conv(K U K')].

O

Observaciéon 1. Para ver que no se cumplen los reciprocos de la proposiciéon anterior,
construimos los ejemplos de las figuras[2.2] y

conv[K U K'|
O'H(]{) : :
ou (KN K" I
og(K)Noy(K") on(K)Uon(K op (conv[K U K'])

Figura 2.3: Ejemplo de opm(conv[K U K']) ¢

Figura 2.2: Ejemplo de on(K) N ou(K') ¢
convion (K) Uou(K')]

O'H(KQK,)

Respecto a la suma de conjuntos tenemos la siguiente propiedad, que necesitaremos
para algunas demostraciones posteriores.

Proposicién 2.1.9. Sean K, K' € K" y H un hiperplano. Entonces se cumple

UH(K) + O’H(K/) C JH(K —i—K’).

Demostracién. Sean = € oy(K), y € og(K’) y u un vector unitario ortogonal a H. En
tal caso, podemos escribir ¢ = T+ 60,u e y =y +6,u, conT € K|H ey € K'|H, verificando
que:

1 , n
0] < 3oy = HEOLHIDD ) < oy = HED AT,

Entonces  +y = (T +7) + (6 + 0y)u, donde T +7 € K|H + K'|H = (K + K')|H.
Veamos que se cumple la siguiente inclusién

Kn@+HY+K'ny+HY C(K+K)N(z+y+ Hb).
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Para ello, sea z € K N (x + HY) + K' N (y + HY). Este z lo podemos escribir como a + b
cona€ KN(z+HY)ybe K'Nn(y+ H'). En particular, como a € K y b € K’, tenemos
z=a+bec K+ K'. Porotrolado, a = x4+ hy y b=y + ho con hy,hy € H-. Por tanto,
z=a+b=x+y+(h1+hs) €Ex+y+H Porloquezc (K+K)n(x+y+ H'). Con
esto, usando la monotonia de la simetrizacion de Steiner, tenemos

|02 + 0y < [62] +16,] <
1 1
< ivoll(Kﬂ (x+ Hb)) + §V011(K'ﬁ (y+ HY)) =

1
= §V011(Kﬂ(a:+HL)+K’ﬂ(y—|—HL)) <

IN

1
§V011((K—|—K/) N(z+y+HY)).
U

Otra propiedad muy importante de la simetrizacion de Steiner es que dada una sucesién
convergente de cuerpos convexos de dimension n, la sucesiéon obtenida al simetrizar todos

ellos converge.

Proposicién 2.1.10. Sea (K;);en una sucesion de cuerpos converos convergente a un
cuerpo convezxo K con int(K) # 0, entonces la sucesion (o (K;))ien converge a op(K).

Para la demostracién de esta proposicién necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1.11. Sean K;, K € K", i € N con dimK = n y 0 € int K. Entonces
lim; 00 K; = K siy solo si, (1—e)K C K; C (14+¢)K para todo € > 0 e i suficientemente

grande.

Demostracion. Como 0 € int K y dim K = n, existe un » > 0 para el que rB, C K.
Dado que lim; . K; = K, existe un ig tal que si ¢ > ig, tendremos rB,, C K;. Por otro
lado, sabemos que dado un € > 0 (el cual suponemos menor que r), por la definicién de
métrica de Hausdorff (definicién [1.2.9)) existe un i. tal que sii > i., entonces K; C K+¢eB,,
v K C K; +¢B,. De K; C K + ¢B,, se tiene que

KiCK+eBy,=K+ rB, C (1+5)K
T 'S

para todo ¢ > max{ip, i }. Andlogamente, usando ahora que K C K; + ¢B,,, obtenemos
que
€ 3
K C K+ By = Ki+ -1By (1+;)Ki

. T . e - .
para cualquier i > max{ip,%-}. Teniendo en cuenta que = < —“—, de los anteriores
contenidos deducimos

r

“‘kc-_ KCK,
r r—+ée

Esto demuestra el resultado: para todo 7 > méax{i, i. },

(1—E>KCK}C(1+§>K.
T T
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Haciendo € = re’ tenemos lo que querfamos ver.

Para el reciproco, vamos a suponer que para cada 0 < & < 1, existe un 7. tal que
1-e)KCK;,C(14+¢)K

y queremos demostrar que lim;_,, K; = K. Pero demostrar esto es equivalente a que dado
un €', exista un i’ que cumpla que 6(K;, K) < &', es decir, K C Ky +¢'B,, y Ky C K+¢'B,,.
Para ello, como K es un cuerpo convexo, en particular estd acotado y existird un R > 0
tal que K C RB,. Teniendo en cuenta que € < 1,

KC K= (14— Kz'CKHrMKcKiJFMBn,
Y por otro lado,
1 R
Kic(1+e)KCK+eRBy c K+ 0Ffty

1—¢

Asi, dado ¢/, como R es un ntimero fijo podemos elegir un ¢ adecuado que cumpla &’ >

1 ,
% y se cumple lo que queriamos demostrar.

O]

Demostracién de la proposicién Sea K; € K", con i € N, una sucesién de
cuerpos convexos que converge a K € K. Tenemos que demostrar que lim; ,, o (K;) =
om(K). Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 € int K. Como K; — K, el lema
nos asegura que (1—¢)K C K; C (1+4¢)K para cualquier € > 0 e ¢ suficientemente grande.

Asi, por las proposiciones y tenemos que
(1—e)on(K) Con(Ki) C (1+e)on(K).
Dado que 0 € int o (K), por el mismo lema [2.1| obtenemos que o (K;) — o (K). O

Observaciéon 2. Veamos que la proposicion no es cierta en general si int K = ().
Para ello, vamos a construir el siguiente ejemplo. Sea K; el segmento con extremos el
origen y (1/7,1). La sucesién (K;);en converge al segmento con extremos el origen y (0, 1).
Tomamos como hiperplano H de simetrizacién el eje x. Entonces, oy (K;) es el segmento
sobre el eje x que tiene extremos 0 y (1/4,0) y el limite de la sucesién (og(K;))ien es
el propio origen de coordenadas. Sin embargo, o (K) es el segmento [(0,—1/2),(0,1/2)],
como podemos ver en la figura [2.4]

Podemos debilitar la proposicion [2.1.10] admitiendo conjuntos que no necesariamente
tengan dimensién n. En este caso, en vez de una igualdad, tendremos una inclusion.

Proposicién 2.1.12. Dados un cuerpo convero K € K" y una sucesion (K;)jen C K"
tal que lim; K; = K y lim; oy (K;) — K, entonces K C oy (K).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 € H. Para cada p > 0,
por la convergencia de (K;)ien v de (0 (K;))ien existird un ig € N tal que K; C K + pB,
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0.8
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Figura 2.4: Si int K = (), entonces lim;_, o (K;) C o(K)

y K C oy (K;) + pB,, si i > ig. Asi, utilizando la proposicién la proposicién m y
la monotonia de oy tenemos

K cC O'H(Kl) + O'H(an) C O’H(Ki + an) C UH(K + 2an),
luego si hacemos p — 0, tenemos que (o (K + 2pB,,)), es una sucesién decreciente de
cerrados, y por tanto, convergente. Dado un x € K, tomamos la recta (z+ H L) y tenemos
que (K +2pB,)N(z+H*Y) — KN (z+ H*Y) cuando p — 0. Como esto es valido para cada

recta, sera también véalido para el simetrizado por ser la unién de todos estos segmentos:
oy(K +2pB,) — og(K), y por tanto, K C og(K). O

A continuacién, vamos a ver cémo se comportan algunas magnitudes de conjuntos tras
aplicarles la simetrizacion de Steiner.

Proposicion 2.1.13. Sea K € K" un cuerpo convexo. Entonces
» vol(oy(K)) = vol(K),

= S(ou(K)) < S(K),

= D(on(K)) < D(K),

= R(on(K)) < R(K) y r(on(K)) = r(K).

Demostracién. Para el volumen, usaremos la formula de Cavalieri (teorema [1.2.3))

vol(K) = /K|H voli (K N (z + HY))dz = vol(oy (K)).
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La desigualdad para el area de superficie es consecuencia directa de la férmula de Min-
kowski (teorema |1.2.6)), las proposiciones [2.1.5} [2.1.6y [2.1.9) y la invarianza del volumen:

vol(op (K) + ABn) — vol(on (K)) _

S(og(K)) = lim

A—0+ A -
< lim vol(og (K + ABy,)) — vol(og (K)) _
A0t A

(K B,,) — vol(K
~ lm vol(K + AB,,) — vol( ):S(K).
A—0TF A

Respecto al didmetro, sean y1,y2 € o (K) cualesquiera. Se pueden escribir como y; =
x1 + 61u e yo = x9 + Oou con x1, 29 € K|H, |01] < %’y(ml) y 62| < %7(%2). Consideremos
ahora los puntos a1, as,b1,bs € K

a1 = z1 + a(z1)u, b1 = x1 + B(w1)u,
as = x2 + a(x2)u, by =z + B(z2)u.
Como z1,z2 € K|H, tenemos
2

a1 — bo|* = |z1 — 22|* + |a(z1) — B(22)]?,

lag — b1]? = |21 — 32]? + |a(z2) — B(z1)]?

Podemos acotar la distancia de y; a yo por

lyr — yol* = |21 — 22 + 161 — 62 <
< oy =z + (161] + [62)* <
1
<o = waf” + 5 (v(21) + (22))* =
1
= |21 — z2]* + Z(ﬁ(l'l) — a(z1) + B(z2) — a(w2))?.

Como §(B(a1) — a(z2)(B(r2) —a(a1)) < }(B(e1) — alz2))* + §(Bla2) — a(e))?, entonces
91— 10l < fon =l + 516() — a(e2) P+ 318 (22) — ala)? =
= %|b1 — a2|2 + %’bg — a1|2 < D(K)2

Como y1,y2 € oy (K) eran arbitrarios, D(og(K)) < D(K).

Sea ahora z € R" tal que z +r(K)B, C K. Usando las proposiciones[2.1.5} [2.1.6] [2.1.7|
y obtenemos que

og(x) +r(K)B, =op(z) +r(K)og(By) C og(x+r(K)B,) C ou(K),

lo que demuestra que r(K) < r(og(K)).
Andlogamente, sea y € R" tal que y + K C R(K)B,,. Entonces,

og(y)+op(K) Cog(y+ K) Cog(R(K)B,) = R(K)B,,

y por tanto, R(K) > R(op(K)). O
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2.1.1. Teorema de Esfericidad de Gross

Una de las propiedades fundamentales de la simetrizacion de Steiner es que, dado
cualquier cuerpo convexo, es posible aplicarle una sucesién adecuada de simetrizaciones
de Steiner de forma que el conjunto resultante se aproxime a una bola.

Este resultado, nos puede dar la idea intuitiva de que la simetrizacién de Steiner re-
dondea los conjuntos. Este teorema denominado el teorema de esfericidad de Gross junto
con algunas propiedades de la simetrizacién de Steiner nos permitirdn demostrar algunas
relaciones geométricas como la desigualdad isoperimétrica o la desigualdad isodiamétrica.

Teorema 2.1.14. Sean K € K y Sk el conjunto de todos los cuerpos convezros
obtenidos al realizar una cantidad finita de simetrizaciones de Steiner a K respecto a
hiperplanos que contienen al origen de coordenadas. Entonces, existe una sucesion K; €

Sk, 1 €N, tal que
1/n
lim K; = (VOI(K)> B,.

1—00 Kn

Demostracién. Dado M € K™, vamos a llamar p(M) = min{R > 0 : M C RB,}
(observamos que B, esta centrada en el origen). Como {p(M) : M € Sk} es un conjunto
de ntimeros reales positivos y esta acotado inferiormente por 0, existe el infimo:

p=mf{p(M): M € Sk}.

Veamos que p(-) es continuo. Sean K, Ky € K" y 0 = 6(K1, K3) la distancia de
Hausdorff entre K; y Ks. Esto quiere decir que K1 C Ky + dB,,. Como Ko C p(K3)By,
tendremos que K1 C Ky + 0B, C p(K2)B,, + 0B,, = (p(K2) + 0)B,,. Por la definicién de
p(K7), serd p(K1) < p(K3) 4 . Andlogamente tenemos p(K2) < p(K7) + d. Esto nos da
la continuidad de p(-).

Consideramos (K;);eny C Sk, una sucesion con lim; . p(K;) = p. Para cualquier

hiperplano H, como K C p(K)B,, usando las proposiciones [2.1.4] [2.1.5| y [2.1.6| tenemos
que oy (K) C p(K)B,y,. Esto implica que p(M) < p(K) para todo M € Sk. En particular,
K; C p(K;)By, C p(K)B, asi que la sucesién (K;);cn estd uniformemente acotada y por el

teorema de selecciéon de Blaschke existe una subsucesién convergente a un conjunto
convexo y compacto Ky. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la subsucesién
es la de partida, es decir, K; — Ky € K™ cuando i — oo. Por la continuidad de p(-),
obtenemos que

p(Ko) = lim p(K;) = p.
1—00
Ahora vamos a ver que Ky = pB,. Por reducciéon al absurdo, supongamos que Ky C
pB, estrictamente y podemos encontrar un punto z € pB,\Ky y un hiperplano H =
{z € R" : (z,u) = a} que separa estrictamente Ky y z. Supongamos que (u,z) > o.
Consideramos el casquete Co = {y € pS"~! : (u,y) > a}, ver figura

Por la compacidad de pS™~!, habrd un niimero finito de reflexiones de Cy que denota-
remos por {C1,...,C.} que junto con Cy cubren pS"~!. Sean Hy, ..., Hy, los hiperplanos
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Figura 2.5: Existe un hiperplano que separa estrictamente z y Ko

conteniendo al origen asociados a cada una de las reflexiones de Cjy. Vamos a llamar
Ky=Koy K} =op;(Kj;_;) paraj=1,... k.

Veamos que K, estd contenido estrictamente en el interior de pB,. Por un lado, por
la monotonia de la simetrizacién

on;(Kj;_y Nint pBy,) C oy, (int pBy,) = int pB,
para cada j=1,... k.

Asi, para cualquier punto de K }_1 que esté en el interior de la bola pB,,, sus posteriores
simetrizaciones van a ser puntos del interior de la bola pB,,, es decir, siy € K 3-_1 Nint pB,,
entonces oy, ...op;(y) € int pB,, para todo j =1...k.

Por otro lado, veamos qué pasa cuando aplicamos o, ...op, a los puntos de K| que
estan en la frontera de la bola pB,,. Sabemos que KN Cy = (. Al hacer op, (Kj), cada
punto p € C es la reflexién de un p’ respecto de Hy en Cy, luego al realizar la simetrizacién
de Steiner respecto de Hj, como el segmento Ky N (p + H f‘) tiene menor longitud que el
segmento (pBy,) N (p+ Hi-), entonces el segmento simetrizado o, (K}) N (p+ Hi-) pasard
a estar contenido en el interior de pB,,. De esta manera, obtenemos o, (K()) N (CoUCL) =
K{n(CyUuCy)=10.

Figura 2.6: Proceso por el cual K5N (CoUC1 UC2) =0

Con el mismo argumento, cada g € Cs es la reflexién de un ¢’ respecto de Ho en Cy. Asi
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que al simetrizar respecto de Ha, como el segmento K| N (g + HQL) tiene menor longitud
que (pBy,) N (q+ Hy), tendremos que K N (g + Hy) esté contenido en el interior de pB,,.
De aqui que o, (K7)N(CoUC1UC) = KN (CoUCpUC,) = (). Repitiendo este proceso,
de forma iterativa obtenemos

K;N(CoUCU---UCk) =0,
es decir, K; N pS"~! = (). Con esto, tenemos que
Ky, =omp.om, , --.om (Kj) Cint(pBy),

de donde deducimos que p(K},) < p.

Consideramos la sucesién de conjuntos K; = OH,OH,_, ---0H, (I;) con i € N. Como
K; € Sk, se tiene que p(K;) > p para todo i € N. Pero como K; — K, la proposicién
nos asegura que K; — Kj y, por tanto, p(K;) < p a partir de algtn i, lo que lleva
a una contradicciéon. Hemos demostrado asi que lim;_, o, K; = Ko = pB,, luego

vol(Kyp) = vol(pBy) = p"kn.

Despejando p tenemos

p= (VOI(KO>>1/" _ <V01(K)>1/n.

Kn Kn

M) 1n B,.

Kn

O

Y concluimos que lim; o, K; = (

Ademas, podemos construir sucesiones de simetrizaciones de Steiner que redondeen un
nuamero finito de cuerpos simultdneamente. En particular, el siguiente corolario lo hace
para dos.

Corolario 2.1.15. Sean K, K> € K}, entonces existen simetrizaciones de Steiner
ou; coni € N tales que

lim oy, ..o (K1) = (Vo(l)> B,

12— 00 Kn

(K 1/n
lim O'Hla'Hl(KQ) = <Vo(2)> Bn
1—00 Rn

Demostracion. Sea € > 0. Por el lema y el teorema de esfericidad de Gross

existen hiperplanos Hi, ..., H; que contienen al origen tales que
vol (K1) \ /" vol(K )\ /™
(1—¢) </il)> B, Cog, ...om (K1) C (1+¢) </§1)> B,
n n

Ahora consideremos el cuerpo convexo o, ...oq, (K2). Aplicando otra vez el mismo lema,
existen hiperplanos Hy1,...,H; (con [ > k) que contienen el origen tales que

(1—¢) (VOI(KQ)>1/H B, Com,...om (om, ...om (K2)) C (1+¢) (VOI(K2)>1M By,

Rn Rn,



22 SIMETRIZACIONES

ya que vol(op, ...om, (K2)) = vol(K3), mientras que se sigue manteniendo por las propo-

siciones 2.1.4) y 2.1.6]

VO 1/n vo 1/n
(1—¢) ( 1(K1)> B, Copm,...om . (om, ..o (K1) C (1+¢) (l(Kl)> B,.

R Rn

Aplicando el mismo argumento a los cuerpos convexos og, ...oq, (K1) y om, ..o, (K2)
para €/2,¢/3 ... obtenemos la sucesién de hiperplanos. O

El teorema de esfericidad de Gross permite demostrar de forma sencilla importantes
desigualdades geométricas. Veamos la desigualdad isoperimétrica.

Teorema 2.1.16 (Desigualdad isoperimétrica). Para todo K € K" se cumple:

S(Bn)"

n—1
n

S(K)" > vol(K)" 1.

Demostracién. Por el teorema de esfericidad de Gross [2.1.14] y usando la desigualdad
para el drea de la proposicién existen hiperplanos H;, con i € N, conteniendo al
origen tales que

K = 5By

/n n=1
S(K) > S(om, (K)) > ---> S ((Vol(K))l Bﬂ) vol(K) =

de donde se deduce la desigualdad isoperimétrica. O

Con la desigualdad isoperimétrica tenemos que

S(K) . 5(Bn)

vol(K) n Ko

para todo K. Es decir, si fijamos el volumen vol(K) = k,,, B, minimiza la funcién S(-),
es decir, las bolas son los conjuntos de superficie minima.

Otra desigualdad geométrica importante es la desigualdad isodiamétrica, que acota el
volumen de un cuerpo a partir de su didmetro.

Teorema 2.1.17 (Desigualdad isodiamétrica). Sea K € K. Entonces

D(K)"
2n

vol(K) < K.
Demostracién. Sea K el cuerpo convexo obtenido tras aplicar las sucesivas simetriza-
ciones de Steiner a K respecto de los hiperplanos coordenados. Sabemos por la propo-
sicién [2.1.13] que vol(K) = vol(K) y D(K) < D(K) y ademds que K es simétrico res-
pecto del origen pues es simétrico respecto de cada hiperplano coordenado. Por tanto,
K C (D(K)/2)B,,. Esto nos lleva a

= _ D(E)" D(K)"

vol(K) = vol(K) < o fin < o
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A continuacién vamos a tratar la desigualdad de Brunn-Minkowski. Este es uno de los
resultados principales y més potentes de la Geometria Convexa y el Andlisis Geométrico
Convexo.

Teorema 2.1.18 (Desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean Ki, Ky € K" cuerpos
convezos. Entonces

VOl(K + K2)Y/™ > vol (1) Y™ + vol(Ky) /™.

Demostracién. Por el corolario [2.1.15] existen hiperplanos H; con ¢ € N, que contienen
al origen, tales que

lim oy, ...om (K1) = ("0(1)> B,

1—00 Kn

(K 1/n
lim oy, ...on, (K2) = <VO(2)) B,.
1—>00 Rn

Por las proposiciones v [2.1.13| y por la continuidad del volumen tenemos

vol(K1 + K2)Y™ = vol (o1, (K1 + K2))Y/™ > vol (o, (K1) + o, (K2))/" > -+ >
1/n

(Y () )

1/n
1/n 1/n
. <vol(K1) + vol(Kz) Bﬂ) _

1
k"

= vol(K1)Y/™ + vol(Ky)'/™.

O]

El siguiente resultado establece una relacién entre los volimenes de los polares de
un conjunto y de su simetrizado de Steiner. Serd de gran utilidad para demostrar la
desigualdad de Blaschke-Santalé.

Proposicién 2.1.19. Sea K € K} con dim K = n y sea H un hiperplano que contiene
al 0, entonces
vol(og(K)*) > vol(K™).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, supongamos H = {z € R" : z, = 0}.
Utilizando la definicién equivalente de la simetrizacién de Steiner

1
opg(K) = {(az,2(a—b)> eR":z € K|H;(z,a),(z,b) € K},
por definicién los polares serdn
K*={(y,t) e R" : (z,y) + st <1,z € K|H,(x,s) € K},

oa(K)" = {(y,t) eR™: (z,y) + %(a—b)t <l,z € K|H,(z,a),(x,b) € K}
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Dados A C R* y t € R, denotamos por A(t) := {z € R* ! : (x,t) € A}. Vamos a ver que
1 * * *
S (B (O) + K7 (1)) S on(K)"(2). (2.3)

Para ello, sean y; € K*(t) e yo € K*(—t). Veamos que ((y1 +v2)/2,t) € ou(K)*. Para
ello, dados (z,a) € K y (x,b) € K cualesquiera, entonces

1 1 1 1 1 1
- “la—b)t == - Sat+ =b(—t) < 1
ya que (z,y1) +at <1y (z,y2) + b(—t) < 1. Lo que prueba la inclusién (2.3).

Por otro lado, como K es centralmente simétrico, se tiene que K* también lo es, es
decir, K*(t) = —K*(—t). Esto implica que vol,_1(K*(t)) = vol,—1(K*(—t)). Usando que
og es mondtona y la desigualdad de Brunn-Minkowski (teorema [2.1.18)) tenemos

1/(n-1)
voly_1 (o g (K)* )™ 1 > vol, 4 (; (K*(t) + K*(—t)))

vol,—y (K*(£)"/ ") + %Voln,l (K (—t) /)

= vol,_1 (K*(t))Y/(~D

luego vol,,—1(og (K)*(t)) > vol,—1 (K*(t)) para todo t € R, asi que el principio de Cavalieri
(teorema [1.2.3]) nos asegura que vol (o (K)*) > vol(K*). O

A continuacién vamos a ver la desigualdad de Blaschke-Santalé. Esta desigualdad acota
superiormente el producto del volumen de un cuerpo convexo centralmente simétrico por el
de su polar. Este resultado clasico fue demostrado originalmente por Blaschke en dimensién
n = 3, siendo Santalé el autor de la prueba en dimensién arbitraria.

Teorema 2.1.20 (Blaschke-Santald). Sea K € K con dim K = n. Entonces

vol(K) vol(K*) < k2

n:

Demostracion. Por el teorema de esfericidad de Gross existe una sucesién de
hiperplanos (H;);en que contienen el origen tales que

vol(K)>1/” 5

Kn

Kr o ((vo/lg())l/n Bn)* ) <Vo/1£7f()>—1/n 5.

Y aplicando la proposicién [2.1.19| obtenemos

KZ'IO'HZ....O'HI(K)—) (

y, por tanto,

vol(K) vol(K*) < vol(K1) vol(K}) < --- < w2

n

por la continuidad del volumen. ]
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2.1.2. Convergencia de sucesiones de simetrizaciones de Steiner

Esta seccién ha sido desarrollada siguiendo [6]. Del teorema de Gross deducimos un
resultado muy importante para las simetrizaciones de Steiner: dado cualquier cuerpo con-
vexo, existe una sucesion de hiperplanos mediante los cuales si realizamos la simetrizacion
de Steiner podemos transformarlo en una bola. Esto, intuitivamente, nos dice que la sime-
trizacion de Steiner redondea los conjuntos. Sin embargo, este teorema asegura que existe
una sucesién, pero no que cualquier sucesién va a converger a una bola. Asi, surgen cues-
tiones muy interesantes, como por ejemplo, dada una sucesién de hiperplanos, si existen

condiciones para esta sucesion que nos garantice la convergencia.

El dltimo teorema de esta seccion, el teorema [2.1.25] nos da una condicién para que

una sucesién de simetrizaciones de un determinado cuerpo convexo converja.

Sea a = {Hj, Hs, ...} una sucesién de hiperplanos que pasan por el origen. Llamamos
K; = opg,...om, K. Si existe el limite L = lim K; lo denotamos por L = o,K. Si L es el
limite de alguna subsucesiéon de «, diremos que L es un sublimite de o, K.

Proposicion 2.1.21. Sean K1, Ko € K™ y H un hiperplano. Se cumple
Vo—11(K1, K2) > Vi_11(0g K1, 05 K>) (2.4)
Demostracién. Para demostrar la desigualdad , supongamos € > 0. Como la sime-
trizacion de Steiner conserva el volumen, usando la proposicién tenemos
vol(Ky + eKs) = vol(og (K1 + eK3)) > vol(og K1 + eopg K»).

Como vol(K1) = vol(og(K71)), si restamos vol(K7), dividimos por € > 0 y tomamos limites
cuando € — 0", obtenemos

1 VOl(Kl + EKQ) — VOI(Kl) S

Vi-1,1(K1, Ka) = - 1_f>ré1+ 5 >
€
1 1 K Ky) —vol K
2L YO (oK1 +eogKs) —vol(ogKy)
n e—0t+ £

=Vo-11(on K1, 0n(K2)).
O

Proposicién 2.1.22. Sean K,K' € K". Si 0,K' existe y L es un sublimite de 0, K,
entonces
Vn—l,l(L7 O'QK/) = fnf Vn—l,l(Ki7 UaK/).
1

Demostracién. Sabemos que L = lim;_,, K;; para alguna subsucesion (K;;)jen. Como

los voliimenes mixtos son continuos, la sucesién
!/
(Vn,Ll(Kij,aHi_ com K )) , (2.5)
J JjEN

converge a Vy,_11(L,0,K"). Por la proposicién [2.1.21) (V,,—1.1(K;,0m, ---UHilK/))iEN es
J

una sucesién decreciente, asi que la subsucesién anterior (2.5)) también es decreciente y su

limite serd inf; V,,_11(K;, 0o K"). O
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En particular, de esta proposicion obtenemos como corolario que este valor no depende
del sublimite.

Corolario 2.1.23. Sean K, K' € K". Si 0,K' existe y 0, K tiene dos sublimites Ly y
Lo, entonces
Vn—l,l(Lb UaK/) = Vn—l,l(L27 O-ozK/)-

A continuacién, vamos a enunciar una propiedad de la funcién soporte respecto a la
simetrizacién de Steiner que necesitaremos posteriormente.

Lema 2.1.24. Sea K € K". La funcion soporte cumple la siguiente propiedad:

hopk(x) =hg(x) si x€ H.

Demostracién. Por definicién, h,,, x(z) = sup{{ony, z) : ogy € oK }. Por la definicién
de la simetrizacién de Steiner, dado un y € K existe un z € H* tal que oy = y + 2.
Entonces, como = € H, se tiene que (opy,x) = (y,x) + (2,2) = (y,x) para todo y € K.
Por tanto, hy, k() = hi(x). O

El siguiente teorema es el teorema clave en esta seccién. Este afirma que si todos los
sublimites quedan invariantes bajo o, entonces la sucesién convergera.

Teorema 2.1.25. Sean K € K y a = {Hy, Ho,...}, una sucesion de hiperplanos
que pasan por el origen. Si oo L = L para todos los sublimites L de 0, K, entonces 0, K
converge.

Demostracion. Primero, vamos a ver la unicidad de los sublimites. Por el teorema de
seleccién de Blaschke toda subsucesién de 0, K tiene una subsucesién convergente
a un limite. Sean Ly y Lo dos de estos limites.

Por hipétesis, tenemos que ooL1 = L1 y 0oLo = Lo. Por el corolario [2.1.23] y la
invarianza del volumen de la simetrizaciéon de Steiner, se cumple

anl,l(Lla L2) = anl,l(L% L2) = VOI(LQ) == VOI(K) == VO](Ll).

Como vol(K) > 0, también serd vol(L;) = vol(Lz2) > 0. Por la primera desigualdad de
Minkowski (teorema|1.2.8)) para L; y Lo, como se cumple la igualdad

Vi—11(L1, Lo)™ = vol(L1)™ = vol(L;)" ! vol(Ly),

entonces L1 y Lo son homotéticos. Por tanto, como tienen el mismo volumen y son ho-
motéticos, Lo serd resultado de un traslacién de L1, es decir, existird un z € R™ para el
que Lo = L1 + .

Veamos que x = 0. Como o,L1 = L1 y 04Ls = Lo, tenemos
Lo = UQ(LQ) = Ua(Ll + $) = Ua(Ll) + O’a(x) =1L+ Ua(aj)

asi que o,z = x. Esto quiere decir que x es simétrico respecto de cada H;, y por tanto
x € H; para todo H; € «. Ahora distinguimos dos casos: en el primer caso, supongamos
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que existen k1, ..., k, tales que los vectores generadores de las rectas H Ll, o H kLn forman
una base de R™. Esto implica que x = 0, por lo que Ly = Ls.

Para el otro caso, supongamos que la sucesién o = {H i, HQL, ...} genera un subes-
pacio propio V' C R™. Entonces x es ortogonal a todos ellos asi que z € V. Como
cada direccién de simetrizacion H+ correspondiente a H € o estd en V., el plano sopor-
te de K normal a x también soporta cada simétrico de K;, asi que por el lema [2.1.24
hi,(x) = hi(x) para todo i. Tomando limites

hr, (:E) = hK(x) = hL2(x) = hLler(x) = hr, (:17) + <:L‘,l’>,

asi que (z,x) =0, luego x =0y Lo = L.

De todo lo anterior, tenemos que toda subsucesion convergente de o, K converge a L.
Falta ver que la sucesién total converge. Para ello, procedemos por reduccion al absurdo.
Supongamos que la sucesion no converge, lo que implica la existencia de una subsucesion
v de 0, K que estd a distancia € > 0 de L; en la distancia de Hausdorff. Como la sucesién
0o K estd uniformemente acotada, también lo estd . Por el Teorema de seleccion de
Blaschke ~ tiene una subsucesién convergente . Pero esta subsucesién también
es una subsucesion de o, K. Asi que como 7/ es convergente, tiene que tener limite Lq,
contradiciendo la construccién de ~. Por tanto, la sucesién original o, K converge y, por
tanto, convergera al limite L. O

Observacién 3. La condicién o, L = L para todo sublimite L es necesaria para la prueba
del teorema anterior, pero no es cierta en general. Es decir, si la sucesién de simetrizaciones
converge no tiene por qué cumplirse o, = L.

Como contraejemplo en R? sean Hy y Hs dos hiperplanos (rectas) diferentes que pasan
por el origen y que no son ortogonales. Sea « la sucesién {Hy, Ho, Ho, ..., H,...}. Dado
K un conjunto compacto en R?, entonces 0,K = og,0n, K ya que op, es idempotente.
Pero oy, 0, K # op,0H,0H,0H, K en general, por ejemplo, si K es un segmento de linea,
como podemos ver en el ejemplo

Ho

Figura 2.7: Ejemplo donde K1 = oy, K, Ko = 0,05, K, Kz = op,0m,00, K 'y K4 = og,0m, 08,0, K
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2.2. Simetrizacion de Minkowski

La simetrizacién de Minkowski fue introducida por Blaschke en [2], aunque en [I] se
recoge con el nombre de simetrizacién de Minkowski. Esta simetrizacion va a consistir en,

dado un cuerpo convexo, sumarle su reflexién respecto de H y multiplicarlo por el factor
1/2.

Definicién 2.2.1. Dados uni € {1,...,n—1} y H € G(n, 1), definimos el simetrizado
de Minkowski de K € K™ como

1 1
My(K) ==K+ K4,
2 2
donde recordamos que K es la reflexién de K respecto a H. El caso en el que i = 0

corresponde a K = —K y la simetrizacién de Minkowski coincide con la denominada
simetrizacion central AK = 3K + (- K).

Figura 2.8: Simetrizacién de Minkowski del tridngulo K

Para cada K € K" y cada y € H+, vamos a denotar por
Ky =K +vy,
a la traslacién ortogonal y de K. Ademds, tenemos Kf = (K+y)f =K" —y.

Proposicion 2.2.2. La simetrizacion de Minkowski cumple las siguientes propiedades:

1. FEs lineal.

2. FEs estrictamente mondtona.

3. Es invariante en la proyeccion sobre H.

4. Es invariante sobre conjuntos H -simétricos.

5. Es invariante por traslaciones ortogonales a H.

6. Conserva la anchura media.
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Demostracién. Sean K, K1, K5 € K". Es lineal ya que la suma de Minkowski lo es para
CUErpos Convexos

1 1
My (K + Kj) = §(K1 + K3) + i(KfI +K3') =

1
5(Kl+K2+K{q+K§I) =

1 1
= S (Ko + K1) + 5 (Ko + Ky') =
=MyK| + MgKs.

Para ver que es estrictamente monétona, como K; C K implica K ¢ K, tenemos
que

1 1 1 1
My k) = 5Ky + §Kf1 C Sk + 51{5{ = My K.
Ademas, si el contenido K7 C K> es estricto, el anterior contenido lo serd también.

La invarianza de la proyeccién sobre H es consecuencia de K|H = K”|H y de la
linealidad de la proyeccion, ya que

(M K| H = (%K + %KH)|H = (GR)IH + (%KH)|H - (%K)\H + (3K)|H = K|H.

La invarianza sobre conjuntos H-simétricos también es inmediata: si K = K | tenemos
que
1 1 1 1
MyK =K+ -K"=_K+ _K=K.
Hit =ity SR
Para ver que es invariante por traslaciones ortogonales a H, consideremos y € H*. Se
tiene
1 1
2 2
1 1
= §(K+y—|—KH—y) = 5(K+KH) = MyK.

1 1
MKy = JKy+ 5Ky = J(K +y) + (K" —y) =

En cuanto a que se conserva la anchura media, esto se obtiene de la linealidad, ya que
1 1 1 1 I
b(MyK)="> §K~|—§K :§b(K)+§b(K ) = b(K).

O]

Ahora veamos las desigualdades respectivas al volumen, didmetro, inradio y circunradio
de la simetrizacion de Minkowski.

Proposicion 2.2.3. Sea K € K". Entonces
» vol(MpyK) > vol(K),
- D(MyK) < D(K),

s r(MyK) > r(K) y R(MpK) < R(K).
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Demostracién. Respecto al volumen, utilizando la desigualdad de Brunn-Minkowski

(teorema [2.1.18)) y que vol(K) = vol(KH) tenemos
1 1 4\ 1 1
vol(My K)'/™ = vol <2K + 2KH> > §V01(K)1/” + ivol(KH)l/” = vol(K)'/".

Asi que vol(MpyK) > vol(K).

Para la desigualdad del diametro, utilizamos la proposicién [1.1.16| y el hecho de que
D(K) = D(K™),

D(MyK) =D (;K + ;KH> < %D(K) + %D(KH) _ D(K).

Vamos a ver la desigualdad del inradio. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
H es un hiperplano que pasa por el origen. Como la bola B,, es simétrica respecto de H,
por la proposicion tendremos My B,, = By,. Si r = r(K), entonces existe un z € R"
tal que x + rB,, C K. Como la simetrizacién de Minkowski es mondtona y lineal por la

proposicion tenemos
MK D MH(a: + T‘Bn) = Mgz +rMygB, = Mygx +rB,,

por lo que r(K) <méx{r >0:y+rB, C MgK,y € R"} = r(MyK).

Anélogamente, veamos la desigualdad del circunradio. Supongamos que H es un hi-
perplano que pasa por el origen. Si R = R(K), esto significa que existe un x € R™ tal que
K C x+ RB,. Por la monotonia y la linealidad de la simetrizacién de Minkowski tenemos

MK C MH(JJ + RBn) = Mpyx+ RMyB, = Myx + RB,,
asi que R(MyK) > R(K). O
A continuacién vamos a ver una forma alternativa de presentar la simetrizacién de Min-

kowski. Este resultado servira para dar caracterizaciones de la simetrizaciéon de Minkowski
mas adelante.

Proposicién 2.2.4. Sea H € G(n,1) para algin i € {0,...,n—1}. Para cada K € K"
tenemos que
Mp(K)= (] conv(K, UK} (2.6)
yeHL

., 1 _ H H ’
Demostracién. Seany € H- y Qy = conv(Ky U K,'). Como Ky y K, estdn en Qy, que
es convexo, v la simetrizacion es invariante por traslaciones ortogonales a H, tenemos

1 1 5

Como esto vale para cualquier y € H', obtenemos la inclusién My K C NyerrQy. Veamos
ahora el contenido inverso. Para ello, dado u € S"!, por las propiedades de la funcién
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soporte, proposicién obtenemos

hn (u) < min hqg,(u) =

yEHJ'Qy yeHJ_

= min max{hg, (u), hxn(u)} =
yEHL Y

= minL max{hg (u) + (y,u), hgen (u) — (y,u)} =
yeH

1 1
= ih;((u) + ihKH(U) =
= hyryk (v),
donde la pentltima igualdad se cumple porque el minimo ocurre cuando las dos expresiones

son iguales, es decir, cuando (y, u) = (hgu(u)—hi(u))/2, ya que hg (u)+{y, u) y by (u)—
(y,u) varfan de igual manera pero con signo contrario.

Esto implica que (1,1 conv(Ky U Kf) C MyK vy, por tanto, la igualdad (2.6) es
cierta. Ul

2.3. Otras simetrizaciones

En esta seccién vamos a presentar varios ejemplos de simetrizaciones, asi como algunas
propiedades que poseen. En todos los ejemplos H representara un hiperplano.

Como primer ejemplo, para cualquier conjunto podemos definir su simetrizado como
una bola con el mismo volumen.

Ejemplo 2.1. Para todo K € K", definimos $K = (vol(K)/kn)'/"B,. Es decir,
definimos la simetrizacién como la bola centrada en el origen con el mismo volumen que

K,
VO 1/n VO
vol($K) = vol (( KK)) Bn> = I(K) kn = vol(K).

n Rn

Entonces la simetrizacién ¢ : K™ — K, es mondtona, conserva el volumen y es idempoten-
te. Sin embargo, no es invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos ya que la imagen de
cualquier conjunto es una bola. Ademas, al estar la bola centrada en el origen, en general
no tendra la misma proyeccién que el propio conjunto, como vemos en la figura[2.9

Figura 2.9: & del ejemplo 2]
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De manera similar al ejemplo anterior, podemos definir una simetrizacién que cada
conjunto lo simetriza en una bola, pero cambiando el radio de tal manera que en vez de
conservar el volumen, conserve la anchura media.

Ejemplo 2.2. Vamos a definir ¢ : K" — K% como $K = (b(K)/2)B,,. Esta sime-
trizacién conserva la anchura media, ya que por la linealidad de b(:) y que b(B,) = 2,
tenemos

b(GK) =D (b(2K)Bn> - b(QK)b(Bn) = b(K).

Ademads, también es mondtona, ya que la funcién b(K) es estrictamente creciente para
cuerpos convexos. Sin embargo, no es invariante sobre conjuntos H-simétricos, como se
puede ver si cogemos cualquier conjunto H-simétrico que no sea una bola, como en la

figura 2.10]
1,,
| K R A2 T
-5 44 -3 2 1 1 2
_1 N

Figura 2.10: < del Ejemplo [2.2]

Ejemplo 2.3. Definimos ¢ : K" — K% como $K = conv(K U K) para todo K €
K". Veamos que ¢ es mondtona. Sean K1, Ko € K™ tales que K; C Ky. Sus simétricos
conservaran el contenido K 1H - KQH y, por tanto,

OK, = conv(K; UKH) c conv(Ky UK = O K.

Por otro lado, veamos que < es invariante sobre conjuntos H-simétricos. Si K = K,
entonces K = conv(K U KH) = conv(K) = K. Podemos ver que en general no conserva
el volumen en la figura [2.11

Figura 2.11: < del Ejemplo 23]
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Ejemplo 2.4. Sea K € K". Definimos
OK = K|H +tg(B, N HY),
donde tx es el nimero que hace que se conserve el volumen vol(¢K) = vol(K).

Asi, por definicién, < conserva el volumen. También, por la construccién de <>, serd in-
variante por la proyeccién. Como la proyeccién sobre H de un cilindro esférico H-simétrico
es un disco en H, su simetrizado sera el propio cilindro esférico H-simétrico, luego { sera
invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos. Andlogamente, con un argumento similar

serd idempotente. Sin embargo, la simetrizacién no es monétona.

Para ver que no es mondtona, sea C' C H un conjunto convexo y compacto n — 1-
dimensional. Consideramos K = C + (B, N H*) + v, donde y € H* de manera que sea
suficientemente grande para que K N H = (). Sea L € K}' que satisfaga que K C L C
(L|H) + (B, N H*) + y, con ambas inclusiones estrictas. Como K|H = C, tenemos

OK =C +tg(B,NHY)=C+ (B,NHY) =K —y,
ya que solo para tg = 1 se cumple que vol({K) = vol(K). Por otro lado, tenemos
OL = (L|H) +t (B, N HT)

para algtn t7. Si ¢t > 1, entonces L contiene estrictamente a L — y, asi que vol($L) >
vol(L). Por tanto, debe ser t;, <1y $K ¢ L, como podemos ver en la figura m

K L
OK

H OL
C

Figura 2.12: < del Ejemplo [2.4]

De manera similar al ejemplo anterior, podemos construir una simetrizacién que con-
serve la anchura media y que sea invariante en la proyeccién pero que no sea mondtona.

Ejemplo 2.5. Sea K € K". Definimos ¢ : K" — K% de manera que
OK = K|H + sg(B, N HY),
donde sk es el nimero que hace que se conserve la anchura media, b(K) = b($K).

Por la propia definicién se conserva la anchura media y es invariante en la proyeccion.
Utilizando el mismo argumento que en el ejemplo anterior sustituyendo tx por sx y vol(-)
por b(-) obtenemos que no puede ser mondtona.
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Ejemplo 2.6. Definimos la simetrizacion ¢ : K" — K% como

1 1 1
K = -MyK = —K + —(K").
& 5 Mu 1 4( )
Esta simetrizacién, cumple que es lineal y mondtona porque la simetrizaciéon de Minkowski
es lineal y mondétona. Sin embargo no es invariante para conjuntos H-simétricos, basta
con coger cualquier conjunto K € K™ H-simétrico, tenemos ¢K = %M gk = %K , ni es
invariante en la proyeccién.



Capitulo 3

Caracterizaciones

Para este capitulo nos hemos basado principalmente en [I]. El objetivo es abordar
caracterizaciones. Esto es, dados un H € G(n,n — 1) y una funcién < : B — By donde
B representa C™, K" o KI

n. si ¢ cumple determinadas propiedades, entonces podremos

deducir de qué simetrizacion se trata.

3.1. Caracterizacion de la simetrizacion de Steiner

Esta seccién tiene como objetivo dar una caracterizacion de la simetrizacién de Steiner,
el corolario3.1.7] Este resultado afirma que si una simetrizacién es monoétona, conserva el
volumen y tiene cierta invarianza de conjuntos, serd esencialmente la de Steiner. Ademsés,
también veremos que todas las hipdtesis son necesarias, puesto que podemos construir
ejemplos de otras simetrizaciones que no cumplan las hipétesis.

Definicién 3.1.1. Sean K € K" y H € G(n,i). Si x € H, como K estd acotado,
podemos escoger un s > 0 tal que K|H*+ C s(B, N H*). Denotamos por rB;(x) la bola
i-dimensional en H de radio v > 0 centrada en x. Consideramos el cilindro esférico H -
simétrico Cp.(z) = rBi(x) + s(B, N HY) y definimos para todo K € K" y para todo x € H

my k() = vol(K N Cy(x))

mg(x) = vol,_;(K N (z + HY)). (3.1)
En particular, cuando H € G(n,n — 1), tenemos my (x) = vy(z) definida en (2.2)).

Proposicién 3.1.2. Para cualquier K € K™ y H € G(n,i), la funcion mg(z) es
continua para todo x € relint K|H.
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1
Demostracién. Vamos a probar que la funcién mg ()77 es concava. Pero antes, primero
veamos la siguiente inclusién donde z,y € relint K|H

A(Kn(HHi))Hl—A) (Kﬂ(y+HL)> c <Kﬂ()\x+(1—)\)y+Hl)>. (3.2)

Siae A(KN(z+H))+(1-X) (KN (y+ H'Y)), entonces existen a, € (KN (z + H'))
Y ay € (K N(y+ HL)) tales que a = Aaz + (1 — X)ay,. Por un lado, como a, y a, estan en
K que es convexo, a también lo estara. Por otro lado, deben existir hi, hy € H* tales que
az =+ h1y ay =y + ha. Asi que

a = Ma+h1)+(1=N)(y+hs) = Ax+(1—=N)y+ (M1 +(1—A)ho) € ()\x 1Ny + Hi) :

por lo que sera cierto el contenido ([3.2)).

Ahora, por la inclusién (3.2)) y la desigualdad de Brunn-Minkowski (teorema [2.1.18])

tenemos
L’
mic(Az + (1= A)y) 77 = vol, (K Nz + (1= Ny + HL)) >
1

> vol,,_; ()\(K Az +HY) + (1= NEN Y+ Hi))) R

1

> Avol,_; (K N (z+ HL)> iy (1 - A)vol,_; (K Ay + HL)) e

1

= A ()77 + (1 — Nmg(y) 7.

- . L ‘ .
Luego la funcién mg(z)»—7 es concava. De esta manera, my (z)n—i serd continua en el
interior de su dominio, es decir, en relint K|H y, por tanto, mg(z) serd continua para
todo x € relint K'|H. O

Observacion 4. Utilizando argumentos topolégicos que exceden el contenido de este
trabajo puede verse que la funcién mg () es continua en K |H. Ademas, tenemos my (x) =
0 para todo z € H\(K|H).

Sabemos que algunas propiedades de la simetrizaciéon de Steiner como que es estric-
tamente mondtona, conserva el volumen, es invariante sobre conjuntos H-simétricos y es

invariante en la proyeccion sobre H.

El siguiente resultado es un poco mas general de lo que necesitamos, puesto que esta
enunciado para conjuntos compactos. La primera parte del teorema nos asegura que si
una simetrizacién cumple que es monodtona, conserva el volumen, y es invariante sobre
cilindros esféricos H-simétricos, entonces casi todas las secciones del simetrizado de K
mediante planos (n—i)-dimensionales paralelos a H' conservan el volumen de las secciones
correspondientes de K. Ademads, la segunda parte afirma que si H es un hiperplano y estos
subconjuntos son segmentos, entonces <> es la simetrizacién de Steiner.

Teorema 3.1.3. Seai € {1,...,n—1} y H € G(n,1). Supongamos que { : C" — Cf; es
una i-simetrizacion que es mondtona, conserva el volumen y es invariante sobre cilindros
esféricos H-simétricos. Entonces

vol,_; <(<>K) N(z+ Hﬂ) = vol,_; (K N (z+ Hﬂ) (3.3)
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para todo K € C" y para casi todo x € H.

En particular, sii=n — 1 y ademds (O0K) N (x + HY) es un segmento de linea para
todo K € K™ y casi todo x € H, entonces { es esencialmente la simetrizacion de Steiner
sobre K", en el sentido de que para todo K € K™, (0K)NG =oy(K) NG para casi toda
linea G ortogonal a H.

Demostracién. Primero, demostraremos la igualdad (3.3)). Sea K € C". Como K estd
acotado, podemos escoger un s > 0 tal que K|H+ C s(B,NH*) y OK|H* C s(B,NH").
Con este s definimos las funciones mg (x), m, ik (), mor () y my. o i () segin la definicion

[3.1.1] para r > 0.

Veamos que
My oK = My K- (3.4)

Para ello, sean r > 0 y x € H. Por la invarianza sobre cilindros esféricos H-simétricos
tenemos que $Cr(x) = Cp(x). Como ¢ es mondtona, de K N Cp(z) C K tenemos que
O(KNCr(x)) € UK. De manera similar, de KNC,(z) C Cy(x) se obtiene $(KNCy () C
OO () = Cr(x). Luego queda

K NCr(z)) C (GK)NCp(x). (3.5)
Ahora, usando que <> conserva el volumen, obtenemos
my ok () = vol((OK) N Cr(x)) > vol(G(K NCr(x))) = vol(K NCp(x)) = my k().

Esto demuestra la ecuacién (3.4]). A continuacién, por la propia definicién de C,(z), para
todo t € rB;(z), KN(t+H*) = (KNCy(z))N(t+ H*). Usando el principio de Cavalieri

(teorema
my k(z) = vol(K N Cy(z)) = /

vol,_; ((K N Cy(2)) N (E+ Hi)) dt =
(KNG, (2)| H

= / vol,_j (K N (t + Hi)) dt = / m (t)dt.
rB;(x) rB;(z)
Esto nos permite utilizar el teorema de diferenciacién de Lebesgue (teorema [1.3.2) para
obtener que
my, i (7)

7 = mg(x), }fé vol; (rB;(z)

W = mo(z)  (3.6)

it
TIHHE:) VOli (TBZ (.’E

para casi todo x € H. Las igualdades de (3.6) junto a la desigualdad (3.4) nos dan
mor(x) > mi(x) para casi todo € H. Ademds, usando la igualdad (3.1) y que ¢
conserva el volumen tenemos

/H(mQK(:c) —mg(x))dz = vol(QOK) — vol(K) = 0. (3.7)

Como el anterior integrando es no negativo para casi todo x € H y su integral vale 0,
podemos utilizar la proposicién m para obtener que mgi(x) — mg(z) = 0 para casi
todo z € H, obteniendo asf la igualdad (3.3]).
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Para la segunda parte, sii = n — 1y (OK) N (z + H) es un segmento para casi
todo x € H, obtenemos segmentos simétricos respecto de H. Asi, estos segmentos estaran
centrados en H y tendran igual longitud que K N(z+H'), lo que coincide con la definicién
de la simetrizacién de Steiner. O

En la segunda parte del teorema necesitamos imponer que (OK) N (z + HY)
sea un segmento. Sin esta condiciéon podemos encontrar simetrizaciones mondtonas, que
conservan el volumen y que son invariantes sobre cilindros esféricos H-simétricos y, sin
embargo, no son la simetrizacién de Steiner. La idea es que podemos obtener conjuntos no
necesariamente convexos.

Ejemplo 3.1. Sea H = {x € R" : x,, = 0}, para cada K € C", definimos

<>1K = O'H(Kﬁ (Rnil X [—1, 1]))
GoK = o (KN (R x ((—00,=1) U (1,0))))

y a partir de {1 y {2 construimos
OK = (O1EK)U(((O2K)N(R™ % [0,00))) +en) U(((O2K)N(R™ ! x (—00,0])) —en). (3.8)

Esta simetrizaciéon estd bien definida porque para cada conjunto compacto, obtenemos
otro conjunto compacto (es la unién de hasta 3 compactos) y simétrico respecto de H.

La simetrizacién { de (3.8) es mondtona y conserva el volumen, ya que {1 y {2 son
monotonas y conservan el volumen para los subconjuntos de K sobre los que actian. Esto
se debe a que {1 simetriza la parte de K que estd entre H_1 = {x € R" : x,, = —1} y
H, = {z € R" : x,, = 1} mientras que {2 actiia sobre lo que estd bajo H_; y sobre Hj.
Ademas, la interseccién de donde actiian 1 y {2 es justamente los hiperplanos Hy y H_1,
que tienen medida nula, por lo que no afectan al volumen.

Para ver que < de es invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos, sean y € H,
r >0y s> 0, tenemos el cilindro K = rB;(y) + s(B, N HY). Si z € K, sus coordenadas
serén x = (x1,...,Tp—1,%y), donde (z1,...,2,-1,0) € rBi(y) v (0,...,0,2,) € s(B, N
H%), es decir, |z,| < s. Distinguimos dos casos: s < 1 y s > 1. Para s < 1, tenemos que
OoK = 0, luego QK = 1K y coincide con op. Como oy es invariante para cilindros
esféricos H-simétricos, < también lo serd. Por otro lado, sea ahora s > 1, entonces {1 K =
rB;i(y) + (B, N HY) y OoK = rB;i(y) + (s — 1)(B, N HY). De aqui que

OK = [rBi(y)+(Bo,NH)]U[rBi(y)+(s(B,NH)\(B,NHY)] = rBi(y)+s(B,NH') = K.

Por tanto, ¢ es invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos.

En la Figura[3.1] si tomamos H =eje OX, tenemos un conjunto que es invariante para
& de (3.8) pero, sin embargo, su simetrizacién de Steiner seria el segmento con extremos

(1,-1) y (1,1).

A continuacion vamos a presentar un resultado similar al anterior para dim H =n — 1
pero definido sobre cuerpos convexos.
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Figura 3.1: Este conjunto es invariante para {> de (3.8) pero no para oy

Teorema 3.1.4. Sea $ : K — Ky una (n — 1)-simetrizacion. Si & es mondtona,

conserva el volumen y es invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos, entonces
vol; ((<>K) N (z+ Hi)) = voly (K N (z+ HL)) (3.9)

para todo K € K y todo x € relint K|H.

Demostracién. Podemos repetir la demostracién del teorema anterior|3.1.3|parai = n—1
y K € K". Como en este caso K es un cuerpo convexo, por la proposicién las
funciones mg y mex serdn continuas en K|H y, por tanto, las igualdades seran
ciertas para todo = € relint K|H. De la integral y la proposicién deducimos que
me i (r) = mi(x) para todo € relint K|H, de donde obtenemos la igualdad para
todo z € relint K|H. O

El siguiente teorema caracteriza la simetrizacion de Steiner para cuerpos convexos de
dimension n. A diferencia del teorema anterior [3.1.4] en este caso cambiamos la hipdtesis
sobre < de ser invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos por la hipétesis de ser
invariante por la proyeccién.

Teorema 3.1.5. Seai € {1,...,n—1} y & : K! = K}y una i-simetrizacion. Si { es
mondtona, conserva el volumen y es invariante por la proyeccion, entonces
vol_; ((<>K) N(z+ Hl)) = voln_; (K N(z+ HL)> (3.10)

para todo K € K y todo x € relint K|H .

Demostracién. Sea K € K. Dado r > 0 y € K|H, denotamos por rB;(x) la bola
i-dimensional en H centrada en z de radio 7. Como K y $K estdn acotados, (K U $K)
estard acotado y (K U K)|H* también. Asi, existe un s > 0 tal que (K U OK)|H C
s(B, N HY). Como ¢ es invariante por la proyeccién, K|H = {K|H, podemos escoger
un = € relint(K|H) = relint(GK|H) y definir el cilindro esférico H-simétrico C,(x) =
rB;(z) + s(B, N H*). Tenemos que K N C,(x) € K por estar z en el interior relativo de
KI|H.

Como ¢ es monétonay KNCy(x) C K tenemos ((KNC,(z)) C GK. Por la invarianza
sobre la proyeccién tenemos

(KNG ()| H = (KNC(x))|H C Cr(x)|H (3.11)



40 CARACTERIZACIONES

y por la monotonia de < y la eleccién de s tenemos
(O(K N Cp(z))|HL C (OK)|H' C Cp(x)|H*. (3.12)

Como C)(z) es un cilindro, por las inclusiones (3.11)) y (3.12)) tenemos que $(KNC(x)) C
Cy(x). Por tanto
SG(KNCr(z)) C (OK)NCr(x). (3.13)

Por un lado, como es invariante por la proyeccién sobre H, tenemos que relint K |H =
relint QK |H. Al igual que en la demostracién del teorema consideremos las funciones
mr(x), mrk (), mor(z) y my o () de la definicién y como <) conserva el volumen
obtenemos

my ok () = vol((CK)NCr(x)) > vol(G(K NCr(x))) = vol(KNCy(x)) = my i (). (3.14)

A continuacién, utilizando el mismo argumento que en el teorema teniendo en
cuenta que las funciones mg(x) y me i (x) son continuas en relint K|H por la proposicién
usamos el principio de Cavalieri (teorema y el teorema de diferenciacién de
Lebesgue (teorema para obtener

) my k()

r—0 vol;(rB;(x)) = mx(z), i LK(JJ)

r30 voli(rBy(z)) mox () (3.15)

para casi todo x € relint K|H, pero como las funciones mg () y mex () son continuas,
el resultado serd cierto para todo x € relint K|H.

Las igualdades de (3.15)) junto a la desigualdad (3.14]) nos dan m¢ i (x) > mg(z) para
todo z € relint K|H. Ademds, usando la igualdad (3.1) y que ¢ conserva el volumen
tenemos

/H(WOK(@ —mg(x))dz = vol($K) — vol(K) = 0.

Como el anterior integrando es no negativo para todo = € relint K |H, la funcién me g (z) —
mg(x) es continua por serlo my(z) y mor(x) y su integral vale 0, podemos utilizar la
proposicién m para obtener que meyg(r) — mi(x) = 0 para todo x € relint K|H,
obteniendo asi la igualdad . O

A partir de estos teoremas podemos caracterizar la Simetrizaciéon de Steiner. Primero
consideraremos el caso de cuerpos convexos de dimension n.

3 . n n N N NS
Corolario 3.1.6. Sea H € G(n,n —1) y & : K — Ky una (n — 1)-simetrizacion.
Si & es mondtona, conserva el volumen y, o bien es invariante sobre cilindros esféricos
H-simétricos, o bien es invariante por la proyeccion, entonces < es la simetrizacion de
Steiner respecto de H.

Demostracién. Sea K € K. Por un lado, si ¢ es invariante por la proyeccién, por el
teorema [3.1.5] para i = n — 1 tenemos

voli ((GK) N G) = voly (K N G) (3.16)
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para toda G linea ortogonal a H. Como {K es H-simétrico y cada (¢K) NG es un
segmento porque {$K convexo, tenemos $K = o (K).

Por otro lado, si ¢ es invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos, por el teorema
se cumplird también para todo x € relint K|H. Pero como tanto $K como
o (K) son cuerpos convexos simétricos respecto de H, la igualdad es cierta para
toda linea G ortogonal a relint K|H y tenemos $K = oy (K). O

Una vez caracterizado sobre K, podemos pasar a caracterizar para K", concluyendo
asi que cualquier simetrizacién bajo estas condiciones es esencialmente la simetrizacién
de Steiner definida sobre cuerpos convexos. El siguiente corolario es el mejor resultado
posible para caracterizar la simetrizacién de Steiner en el sentido de, como hemos visto en
los ejemplos[2.1] 23]y [2.4], todas las hipdtesis son necesarias. Sin embargo, no nos garantiza
que efectivamente sea la simetrizacion de Steiner, puesto que como veremos en el ejemplo
3.2] existen simetrizaciones que cumplen estas condiciones que no son la simetrizacién de
Steiner.

Corolario 3.1.7. Sea H € G(n,n—1) y & : K" — KY% una (n — 1)-simetrizacion.
Si & es mondtona, conserva el volumen y, o bien es invariante sobre cilindros esféricos
H-simétricos, o bien es invariante por la proyeccion, entonces < es la simetrizacion de
Steiner respecto de H para cada K € K™ que no esté contenido en un hiperplano ortogonal
a H.

Demostracion. Como <) conserva el volumen, si nos restringimos a cuerpos convexos
tenemos que & : K — K7y v por el corolarioel resultado es cierto. Asi, supongamos
que dim K < n. Para cada ¢ > 0, K 4+ €B,, es un cuerpo convexo, asi que {(K +eBy,) =
og(K + €By,). Si K no estd contenido en un hiperplano ortogonal a H, tendremos que
og(K) = K|H. Por tanto, por la monotonia de <} y la proposicién se cumple

OK € lim O(K +eBy) = lim o (K +eB,) C og (h'm(K + an)) = op(K) = K|H
e—0 e—0 e—0

en la métrica de Hausdorff cuando ¢ — 0.

Veamos que $K = K|H = oy (K). Por reduccién al absurdo, supongamos que (K #
K|H. Como hemos visto que $K C K|H, entonces tendremos que K|H ¢ {K y, por tan-
to, (K|H)\{QK # (. Como ambos son conjuntos compactos, existe otro conjunto compacto
LeK"queLC KyLH C (K|H)\¢K. Como $L C L|H, tenemos que $L ¢ OK,
contradiciendo que <> es mondtona. O

Para ver que todas las hipotesis de la caracterizacién son necesarias, podemos encontrar
ejemplos de otras simetrizaciones que no son la simetrizacién de Steiner que incumplen
alguna hipotesis.

Si omitimos la hipétesis de que sea invariante sobre cilindros esféricos H-simétricos o
que sea invariante por la proyeccion, podemos construir la simetrizacién dada en el ejemplo
También podemos construir otra simetrizacién que es monétona e invariante sobre con-
juntos H-simétricos, pero no conserva el volumen: la recogida en el ejemplo [2.3] En cuanto
a una simetrizacién que conserva el volumen y es invariante por la proyeccién e invariante
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sobre cilindros esféricos H-simétricos pero que no es mondtona podemos encontrarla en el
ejemplo

El siguiente ejemplo nos dice que si la simetrizacion estd definida sobre cuerpos conve-
x0s arbitrarios entonces las condiciones del teorema no son suficientes para garantizar
que la simetrizacion sea la simetrizacién de Steiner.

Ejemplo 3.2. Sea H € G(n,n — 1). Para cada K € K", definimos $K = oy (K) si
K no estd contenido en un hiperplano ortogonal a H y $K = K|H si si lo estd. Entonces
¢ K" — K% es mondtona, conserva el volumen, es idempotente, es invariante sobre
cilindros esféricos H-simétricos y es invariante por la proyeccién sobre H. Sin embargo,
no es invariante sobre conjuntos H-simétricos, asi que no sera la simetrizacién de Steiner.
Para ver que no es invariante sobre conjuntos H-simétricos, sean u un vector unitario

ortogonal a H y K el segmento que va de —au hasta au, que representamos por [—au, au]
para algin a > 0. Entonces oy (K) = [—au,au] # {0} = K|H = O K.

3.2. Caracterizacion de la simetrizacion de Minkowski

En esta secciéon vamos a tratar con caracterizaciones de la simetrizacion de Minkowski.
Daremos una caracterizacién para cualquier dimensiéon de H entre 0 y n — 1 y otra para
cuando tengamos dim H =n — 1.

Antes vamos a ver una propiedad que necesitaremos para la demostracién de ambas
caracterizaciones de la simetrizacién de Minkowski. Esta propiedad dice que si tenemos
una simetrizacién mondtona, invariante sobre conjuntos H-simétricos e invariante sobre
traslaciones ortogonales a H de conjuntos H-simétricos, el simetrizado de cualquier cuerpo
convexo estard contenido en el simetrizado de Minkowski.

Proposicién 3.2.1. Sea H € G(n,i) coni € {0...,n—1}. Sea & : K™ — K}, mondto-
na, invariante sobre conjuntos H-simétricos e invariante sobre traslaciones ortogonales a
H de conjuntos H-simétricos. Entonces

OK C MyK. (3.17)

Demostracién. Sean K € K" e y € H+. El conjunto conv(K, U Kf) es H-simétrico y
ademads tenemos K C conv(K, UK 351 ) —y. Usando la monotonia y la invarianza de <{) sobre
traslaciones ortogonales a H de conjuntos H-simétricos y la invarianza sobre conjuntos
H-simétricos, obtenemos

OK C {(conv(K, U Kf) —y) = < conv (K, U Kf) = conv (K, U KJI)
Como esto es cierto para todo y € H*, por la proposicién se tiene que

OK C (] conv(K,UK[") = MyK.
yeHt
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A continuacién, vamos a ver una caracterizacién de la simetrizacién de Minkowski. Las
condiciones que vamos a pedir a la simetrizacién son que sea mondtona, lineal y que sea

invariante sobre conjuntos H-simétricos.

Teorema 3.2.2. Sea H € G(n,i) para algin i € {0,...,n—1}. Si & K" — K es
mondtona, invariante sobre conjuntos H-simétricos y lineal, entonces { es la simetrizacion
de Minkowski respecto de H.

Demostracién. Primero, consideremos un y € H*. Como la simetrizacién es lineal,
tenemos

Oy + Oy = Oy +y™) = O{o} = {0}

donde la iltima igualdad se tiene porque el origen es un conjunto H-simétrico. Esto nos da
que los conjuntos $y v Gyff son conjuntos unipuntuales. Consideremos ahora el segmento
que va de y a y'T, es decir, [y, y]. Como este segmento es H-simétrico, [y, 7] = [y, y].
Por la monotonia de <), tenemos entonces que $y, Sy C [y, yf]. Asf que como $y es
unipuntual y simétrico respecto de H, deducimos que ¢y = {o}.

Ahora, consideremos un K € K™. Como < es lineal,

OK +y) =K + Oy = OK, (3.18)

por lo que < es invariante sobre traslaciones ortogonales a H, y, en particular, también sera
invariante sobre traslaciones ortogonales a H de conjuntos H-simétricos. Por la proposicién
tenemos QK C MyK v OKH" ¢ MyKH. Como K + K es simétrico respecto de
H, utilizando que <} es invariante sobre conjuntos H-simétricos y lineal obtenemos

K+ KT =K+ K%)= 0K + 0K ¢ MK + QK
C MyK + MyK" = My(K + K%)= K + KH.

Esto implica que OK+OKT = Mg K+OKH . Por la cancelacién de la suma de Minkowski
para cuerpos convexos (proposicion |1.1.12) tenemos que GK = My K. ]

Respecto a las necesidad de las hipdtesis, podemos encontrar en el ejemplo [2.6] una
simetrizacion que es mondtona y lineal, pero que no es invariante para conjuntos H-
simétricos. Podemos considerar la simetrizacién de Steiner como ejemplo de simetrizacién
monotona e invariante para conjuntos H-simétricos pero que no es lineal.

A continuacion, vamos a ver algunos resultados previos que necesitamos para dar la
otra caracterizacion de la simetrizacién de Minkowski.

Lema 3.2.3. Sean H € G(n,n—1) y & : K" = K, una simetrizacion mondtona que
conserva la anchura media. Si K € K™ H-simétrico tal que $(K+y) C K o K C (K +y)
para algin y € H*, entonces G(K +y) = K.

Demostracién. Sean K € K", y € H*. Supongamos que $(K +y) € K. Como <
conserva la anchura media y ésta es invariante bajo movimientos rigidos, tenemos

b($(K + 1)) = b(K + 1) = b(K). (3.19)
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Ahora, como la anchura media es una funcién estrictamente creciente, debe ser $(K +y) =
K. Anélogamente, si suponemos que K C (K + y), por la igualdad (3.19) y que b(-) es
una funcién estrictamente creciente tenemos K = (K + y). O

Lema 3.2.4. Si K € K]} es simétrico respecto de H, K serd la clausura de la union
de todos los cilindros esféricos H-simétricos contenidos en K.

Proposicién 3.2.5. Sean H € G(n,n—1) y & : K™ — KY, una simetrizacion mondtona
que conserva la anchura media. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. $ es invariante para conjuntos H-simétricos.
2. & es invariante en la proyeccion sobre H.

3. & es invariante para cilindros esféricos H -simétricos.

Demostraciéon. Empecemos viendo que implica . Sea K € K". Como K esta
acotado, existird algin Ry > 0 tal que K esté contenido en L = (K|H) + (RoB, N HY).
Como L es un conjunto H-simétrico, tenemos que L = L. Utilizando la monotonia de
&, tenemos que OK C $L, asi que

(OK)|H C (OL)|H = LIH = K|H.

Para el otro contenido, procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe
una bola B con dim B = dim(K|H) contenida en (K|H)\((¢K)|H). Podemos escoger
un Ry > 0 tal que si M = B + (RyB, N H*), entonces K N (B + H+) ¢ M. Por la
definicion de M, M € K™ y es simétrico respecto de H. Ademas K N M € K". Esto
junto con la monotonfa de <> y la invarianza sobre conjuntos H-simétricos nos llevan
a que (KN M) C OM = M. Por la monotonia de la proyeccién sobre H, tenemos
(O(KNM))|H C M|H = B. Como K N M # (), el conjunto (K N M) es no vacio y, por
tanto, (O(K N M))|H # 0. La inclusion K N M C K nos da (O(KNM))|H C (OK)|H.
Por lo que

0 £ (O(K N M))|H € BA((OK)|H),

lo cual lleva a una contradiccién con la definicién de B, ya que BN ((¢OK)|H) = (. Esto
nos lleva a que K|H C ($K)|H y, por tanto, (OK)|H = K|H, es decir, ¢ es invariante
en la proyeccién.

Ahora veamos que implica (3]). Para ello, sea K € K™ un cilindro esférico H-
simétrico. Como < conserva la anchura media y es monétona, por el lema[3.2.3]si se cumple
que K C $K, entonces tendremos que $K = K. En caso de que esto no ocurra, existe un
x € relint K|H = relint($K)|H, tal que (¢K) N (z + HY) estd contenido estrictamente
en K N (z+ H'Y). Asi, podemos escoger un r > 0 de forma que si denotamos por C(x) =
rBp_1(x) + H* con rB,_1(x) C H, entonces ({K) N C,(z) esté contenido estrictamente
en K NCy(z). Como < es monétona, tenemos G(K NCy(x)) C $K. Por la monotonia y la
invarianza en la proyeccién de <) tenemos que (K NCr(z)) C GC(x) C Cr(z). Por tanto,
SGKNCr(x)) C (OK)NCy(x) y se sigue que O(K N Cr(x)) estd contenido estrictamente
en KNCy(x), pero esto contradice el hecho de que <) conserva la anchura media, ya que es
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una funcién estrictamente creciente. Asi que si es invariante en la proyeccion, es invariante
para cilindros esféricos H-simétricos.

Por ltimo, veamos que implica . Sea K € K™ un conjunto H-simétrico. Supon-
gamos primero que dim K = n. Si L es un cilindro esférico H-simétrico contenido en K,
por la monotonfa de ¢ tendremos L = $L C OK. Por el lema[3.2.4] K serd la clausura de
la unién de todos los cilindros esféricos H-simétricos que contiene, luego K C $K. Pero
por el lema [3.2.3] para y = 0 ha de ser K = $K.

Ahora supongamos que K es un conjunto H-simétrico con dim K < n. Para cada & > 0,
K+&B,, es un conjunto H-simétrico de dimensién n, asi que QK C $(K+eBy,) = K+eB,,.
Tomando el limite cuando € — 07, obtenemos K C K y por el lema para y =0
concluimos O K = K.

O]

Teorema 3.2.6. Sean H € G(n,n —1) y & : K™ — K} una simetrizacion mondtona,
que conserva la anchura media y cumple alguna de las propiedades equivalentes de la
proposicion anterior([3.2.5. Entonces $ es la simetrizacion de Minkowski.

Demostracién. Si la simetrizacién < cumple alguna de las propiedades, las cumplird
todas ya que es mondtona y conserva la anchura media. Vamos a ver que la simetrizacién
es invariante por traslaciones ortogonales a H de conjuntos H-simétricos. Sean K € K™ un
conjunto H-simétrico e y € H+. Por reduccién al absurdo, supongamos que (K + y) #
K. Para no entrar en contradicciéon con el lema para y = 0, no podemos tener ni
K C (K +y) ni O(K+vy) C K.

Supongamos primero que dim K = n. Como < es invariante en la proyeccién sobre
H, relint K|H = relint()K)|H. De que no puede ser K C {(K + y) deducimos que debe
existir un = € relint K|H tal que ($(K + y)) N (z + HL) esté contenido estrictamente
en K N (z+ H*Y). Asi, podemos escoger un r > 0 y definir C,.(z) = 7B,,_1(x) + H* con
rBp_1(z) C H de modo que (O(K +y))NCr(z) esté contenido estrictamente en K NCy(z).
El conjunto C,(x) cumple C,(z) = Cr(z) +y y como { es invariante en la proyeccién,
OOy () C Cr(x). Esto junto con la monotonia de <, nos da

CUKENCr(z)) +y) = (K +y) N Cr(x)) C (O(K +y)) NCr().

Como (O(K +y))NCr(x) estd contenido estrictamente en K NC.(x), G((KNCr(x)) +y)
también estard contenido estrictamente en K N C,(z). Pero esto entra en contradiccién
con el lema aplicado al conjunto K N C.(x). Asi que $(K +y) = K = OK.

Ahora, supongamos que dim K < n. Por la monotonia de < y el argumento anterior,
para cada € > 0 tenemos

O(K +y) COK +eBy, +y) = K + By,

Si hacemos ¢ — 07, esto implica que (K +y) C K y, por el lema (K +y) =K.
Como <) es invariante para conjuntos H-simétricos, $(K +y) = K = OK.

Por 1ltimo, sea K € K™ cualquiera. Como <> es mondtona, invariante sobre conjun-
tos H-simétricos y hemos visto que es invariante sobre traslaciones ortogonales a H de
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conjuntos H-simétricos, utilizando la proposicién tenemos que $K C My K. Como
tanto > como My conservan la anchura media, tenemos

b(K) = b(OK) < b(My ) = b(K).

Por tanto, como b($K) = b(MyK) y la anchura media es una funcién estrictamente
creciente, concluimos que O K = My K. ]

En cuanto a las hipdtesis de esta caracterizacion, podemos ver que son todas necesarias
ya que, por ejemplo, encontramos una simetrizacién en el ejemplo que es mondtona y
conserva la anchura media, pero sin embargo, no es invariante para conjuntos H-simétricos.
Por otro lado, la simetrizacién del ejemplo es monotona e invariante para conjuntos H-
simétricos pero no conserva la anchura media. Por tltimo, en el ejemplo encontramos
una simetrizacién que conserva la anchura media y es invariante en la proyeccién, pero no
es monotona.
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