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Introduccion

Uno de los problemas més dificiles de la teoria de sistemas dindmicos es el de proporcionar
informacion 1til acerca del comportamiento asintético del sistema cuando este es cadtico. En el
ambito de la dinamica discreta, que es donde se ubica el presente trabajo, la mejor opcién (cuando
ello es posible) es encontrar medidas de probabilidad p no triviales (idealmente, ergodicas) que
sean invariantes (es decir, u(771(A4)) = u(A) para los conjuntos A de la o-algebra del espacio
de medida en que se trabaja) para la transformacion 7 que define el sistema, ya que este tipo de
medidas dan peso “grande” a los conjuntos con dinamica relevante. Cuando el espacio de fases es
el intervalo, que es el caso mas estudiado y al que nos limitaremos aqui, es también deseable que
tales medidas sean absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue (es decir, que
los conjuntos de medida de Lebesgue cero también tengan medida p cero), porque entonces existe
una funcion de densidad con la que podemos computar la medida (con ayuda de herramientas

informéticas) en casos concretos.

El objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades fundamentales de dichas medidas y
probar su existencia y, en los casos que la haya, unicidad para determinados tipos de transfor-
maciones: las expansivas a trozos y las aplicaciones de Markov, en particular las aplicaciones de

Markov lineales a trozos.

De esta forma, los resultados principales que presentamos en este trabajo son, por un lado,
la existencia de medidas invariantes absolutamente continuas, respecto a la medida de Lebesgue
(acims), con densidad de variaciéon acotada para transformaciones expansivas a trozos con buenas
propiedades de diferenciabilidad, y por otro la existencia y unicidad de acims equivalentes a la
medida de Lebesgue para transformaciones de Markov lineales a trozos con matriz de incidencia
primitiva. Mas atn, obtendremos en este caso ergodicidad para la medida (esto significa que si

771(A) = A, entonces u(A) = 00 u(A) = 1), lo que tendra importantes consecuencias dinamicas.

En concreto, a través del uso de teoria ergddica, deduciremos que en el sistema dinédmico

(I,B,u,7), donde I es un intervalo compacto y B la o-algebra de Borel, la frecuencia relativa

+oo

20, cae dentro de un conjunto de Borel A C I

con la que la érbita de un punto = € I, {7"(z)

converge a su medida, es decir,

S walr (@) — a(A), - ctp.
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y por la equivalencia entre la medida p y la medida de Lebesgue A podemos garantizar incluso

n—1
% Z XA(Ti(Q?)) — u(A), A —c.tp.
=0

Se trata de un resultado muy paradojico y muy fuerte: por un lado, el comportamiento de las
orbitas es, en apariencia, aleatorio e imprevisible (en particular, son densas en todo I); por otro,
“practicamente” todas se comportan, a largo plazo, del mismo modo. Hay caos y, no obstante,

podemos hacer predicciones probabilisticas sobre la dinamica.

Como cabe imaginar, estos resultados no son triviales y para poder llegar hasta ellos es
necesario utilizar herramientas potentes pertenecientes a tres ambitos principales: teoria de la
medida, funciones de variacion acotada y, como acabamos de mencionar, teoria ergddica. En
este proyecto trabajamos algunos de los resultados més importantes de dichos ambitos que més
adelante serdn mencionados. Asimismo, también sera necesario emplear resultados de la llamada
teoria de Perron-Frobenius, ya que una de las herramientas técnicas principales del trabajo es
el operador de Perron-Frobenius, la extension natural al &mbito de ciertos espacios de funciones
del teorema del mismo nombre para matrices no negativas que probamos en el trabajo fin de
grado “El teorema de Perron-Frobenius, Google y la Demografia”, [10]. Por lo que, en cierto
modo, este proyecto se puede ver como una extensiéon de dicho trabajo. El texto de referencia
que hemos empleado en este proyecto es [1], pero para cada uno de los tres &mbitos mencionados

emplearemos textos més especificos.

Para el correcto desarrollo del trabajo y la consecucién de los objetivos que nos planteamos

lo hemos dividido en cuatro capitulos. A continuacién explicamos la distribucién de los mismos.

El primer capitulo estd dedicado a presentar todos aquellos preliminares necesarios para
desarrollar los siguientes capitulos. En él distinguimos tres partes diferentes dedicadas a las
tres teorias fundamentales con las que vamos a trabajar: de la medida, de funciones de variacién
acotadas y ergodica. La primera de ellas, la teoria de la medida, es la rama del Anélisis que estudia
las medidas y una de las que mas importancia recibe en las asignaturas de Analisis Matematico
del grado de Matematicas. En esta parte repasamos algunas de las definiciones basicas de la teoria
como la definicién de medida, o—4&lgebra, funcién medible, norma £!, funcién de densidad, etc.
Asimismo, supondremos conocidos algunos resultados bésicos de la teoria estudiados durante el

grado, por ejemplo los teoremas de la convergencia monétona y dominada o el lema de Fatou.

En esta parte el resultado fundamental que demostramos es el teorema de Radon-Nikodym
para dos medidas finitas, donde una de ellas es absolutamente continua respecto a la otra. Este
resultado nos va a permitir probar la existencia del operador de Perron-Frobenius y, por ende,

la expresion de medidas en la forma
u(a) = | an
A

con f € LY(I). Estas medidas seréan de probabilidad cuando f sea una funciéon de densidad en el

intervalo, es decir, una funciéon no negativa con norma £' unitaria.
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Para la prueba de este teorema vamos emplear medidas reales, conjuntos positivos y negativos

y el teorema de descomposicion de Hahn.

En la segunda parte estudiamos algunas propiedades importantes de las funciones de variacion

acotada, aquellas con la propiedad de que el supremo de las sumas

sobre las particiones P = {zg, x1, ..., x4} de I (la variacion total de f) es finito, e introduciremos
el subespacio (en £!(I)) de las funciones de variacién acotada, BV (I), y su norma especifica

asociada, || - || pv-

El resultado mas relevante de esta parte del trabajo es el teorema de elecciéon o de seleccién
de Helly, el cual nos dice que si tenemos una familia de funciones uniformemente acotada por un
valor K y la variacién total de cada funcién estd asimismo acotada por K, entonces, para toda
sucesion de la familia, se puede extraer una subsucesion de la misma convergente puntualmente a
una funcién de variacién acotada. Este resultado nos permitird probar que un conjunto acotado
en la norma | - | gy es precompacto en £!(I) (de hecho en BV (I)) y en particular que, para

transformaciones expansivas a trozos, la densidad de la acim encontrada es de variacién acotada.

Por otro lado, probamos la densidad de las funciones de paso en L£!(I). Estas funciones
son similares a las funciones simples, pero en este caso son constantes sobre intervalos y no
cualquier conjunto medible. Tienen gran importancia en el trabajo, ya que demostraremos que
las funciones de densidad de las acims, en el caso de las transformaciones de Markov lineales
a trozos, se corresponden, bajo ciertas condiciones, con funciones de paso. Ademés, como las
funciones de paso son de variaciéon acotada, por su densidad en £(T), las funciones de variaciéon
acotada también serdn densas en £!(I) y con ello podremos probar en el capitulo tres que la
densidad de cualquier acim, para una transformacién expansiva a trozos, es una funcién de

variacion acotada.

La tercera parte de este capitulo estd dedicada a la teoria ergddica. Esta teoria se dedica
principalmente al estudio de la dinamica de una transformacién a largo plazo. En particular, en
este trabajo nos centraremos en uno de los principales resultados de la teoria, el teorema ergodico
de Birkhoff. Este teorema nos dice que si estamos en un sistema dinamico (X, A, 4, 7), donde 7
es una transformacion que conserva la medida de probabilidad p, y f € £1(X), entonces existe

una funciéon f* € £1(X) tal que

n—1

Zf(Tk($)) — f*, p—c.tp.

k=0

S

Ademés, f*o1 = f* p—ctp., ||f*lh < |flliy [x fdp = [ fdp. En definitiva, el promedio de

la 6rbita de un punto = € X bajo f es convergente a una funciéon en £*(X).

Sin embargo, este no sera el resultado que més nos interese, sino un corolario del mismo que

afirma que si 7 es ergddica, entonces la frecuencia relativa con la que la érbita de un punto cae
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en un conjunto converge a la medida p de dicho conjunto. De aqui deduciremos la dindamica

comentada en los objetivos del trabajo.

Pero para poder probar estos resultados necesitaremos una buena cantidad de resultados
previos. Entre ellos podemos destacar que si 7 es ergdédica y for = f u — c.t.p., entonces f
es constante u — c.t.p., y el teorema ergddico maximal, que garantiza que la integral sobre el

conjunto

A4=={x:$un&xfﬂw)>0},

n>1

con
1 n—1
A = — ‘
()= for
1=0
es no negativa.

El segundo capitulo de este trabajo esta dedicado a la herramienta principal del mismo y que
ya ha sido mencionada, el operador de Perron-Frobenius asociado a una transformacion 7, Py.

Hace corresponder a cada f € £(I) la tinica funcién P, f de £'(I) que cumple

/ P fd) = / FdA
A T-1(A)

para cualquier A € B. En este capitulo deducimos la existencia de este operador haciendo uso
del teorema de Radon-Nikodym tanto en £!(I) como en su restriccion al espacio de las funciones
de densidad D(I).

Asimismo, recogemos algunas de sus propiedades més importantes, entre las que destacan la
positividad del operador, su linealidad, que es una contracciéon y, por encima de todas, que sus

puntos fijos definen medidas 7T-invariantes, es decir, las medidas dadas por
p(a) = [ gran
A

con f* un punto fijo de P,, cumplen u(A) = u(r71(A)) y también es cierto el reciproco. Cuando
los puntos fijos son funciones de densidad, que son los que realmente nos interesan, diremos que
son densidades de las medidas que definen. Esta propiedad seréd crucial para probar posterior-

mente la existencia y unicidad de acims para las transformaciones que nos interesan.

Por dltimo, desarrollamos una representacion del operador para transformaciones monétonas
a trozos a partir de la particion correspondiente, acompaniada de varios ejemplos. Estas trans-
formaciones cumplen que existe una particion P tal que |7/(z)| > o > 0 para todo i = 1,...,q y
para todo z € J;, con P = {J; = (a;—1,a;),i = 1,...,q} y 7 = 7| ;. Esta representacion es muy
relevante, ya que las transformaciones con las que vamos a trabajar son de dicho tipo, por lo que

la usaremos con frecuencia en sucesivos resultados de los tltimos capitulos.

El tercer capitulo lo hemos dedicado a las transformaciones expansivas a trozos (esto es,

transformaciones monétonas a trozos para las que o > 1). En particular, si m es una funciéon
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de variaciéon acotada probaremos que 7 admite una acim cuya densidad es de variacién acotada.

Asimismo, probaremos que todas las posibles acims tienen densidades de variacién acotada.

Para poder llegar a esos resultados necesitamos emplear buena parte de la informacion sobre
funciones de variacién acotada del primer capitulo, junto con tres lemas en los que se prueban
sendas desigualdades que involucran a la variacién total de una funciéon y al operador de Perron-
Frobenius. Estas desigualdades son una variacion de las presentadas por Lasota y Yorke en [8].

Entre ellas podemos destacar que para cualesquiera f € BV (I) y n > 1 se cumple

I1P7 fllsv < Cr™(| fllsv + R flly

con 0 <r<1,C >0y R >0 constantes.

El ultimo capitulo esta dedicado en exclusiva a las transformaciones de Markov, en particular
a las transformaciones de Markov lineales a trozos. Una transformacién de Markov es una trans-
formacion monétona a trozos que se caracteriza por llevar cada intervalo de su particiéon asociada
a una union de intervalos de la particién. A dichas transformaciones se asocia de manera natural
una matriz A, su matriz de incidencia, cuyas entradas a;; valen 1 o 0 segtin que J; C 7(J;) o
JinNT(J;) =0, y es en este punto donde adquiere gran importancia la teoria de Perron-Frobenius
desarrollada en el trabajo [10]. En concreto, nos va interesar el caso en que la matriz de inci-
dencia es primitiva, es decir, existe una potencia de la misma con todas sus entradas positivas.
Entonces podremos aplicar sobre ellas el teorema de Perron-Frobenius para matrices primitivas,
que garantiza la existencia de un vector propio positivo asociado al autovalor de médulo maximo

y ademas que el espacio propio correspondiente tiene multiplicidades algebraica y geométrica 1.

Més atin, probamos que para una variaciéon de la matriz de incidencia dada por M, =
(mij) con my; = ‘a%,]l, el valor propio de moédulo méximo es 1 y, cuando A, es primitiva, las
multiplicidades algebraica y geométrica de este valen 1, existiendo un vector propio positivo.
Ademas, para esta matriz se cumple que si f es una funciéon de paso (constante a trozos en los
intervalos de la particion asociada) P, f = M,nf, donde identificamos f con el vector columna
7l cuyos coeficientes son los valores de f sobre los intervalos de la particion asociada. Por lo
tanto, todo punto fijo de P, constante a trozos serda un vector propio de valor propio 1 asociado

a la matriz M., .

Asimismo, probamos que si {nf |7/| > 1, entonces todo punto fijo de P, serd constante a trozos
y por tanto solucion de M,w/ = 7f. Este resultado es de vital importancia, ya que es una de las

claves de la unicidad de la medida invariante que buscamos.

A su vez, probamos varios resultados relacionados con la irreducibilidad (una version débil
de la primitividad) de las matrices de incidencia de las transformaciones de Markov lineales a
trozos, que combinados con la condicion de que una transformacion sea completa (para cual-
quier intervalo A existe k, dependiente del conjunto, tal que m = I), nos permite probar la

existencia de mg y x > 1 tales que para todo m > mg

ir;f (7™ (2))| > k.
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Asi, tomando la funcién ¢ = 7" para un m > my, si la matriz de incidencia de 7 es primitiva
la de ¢ también lo sera, y podremos garantizar la existencia y unicidad de acims para ¢, ya que

todos los puntos fijos de Py serdn funciones de paso y la primitividad garantiza la unicidad.

Finalmente, como las medidas T-invariantes también lo son para ¢, necesariamente esa medida
serd la tnica acim para 7. Ademaés, probamos que dicha medida es equivalente a la de Lebesgue
y T es ergddica respecto a ella. Por tanto podremos aplicar el corolario del teorema ergédico de
Birkhoff deduciendo la dindmica que buscabamos y con ello alcanzando los objetivos del trabajo.

Ademas, acompaniamos algunos de estos resultados con ejemplos ilustrativos.

Concluimos esta introduccién con unas breves notas histéricas y comentando en que ha

consistido nuestra aportacion al trabajo.

El teorema 3.4 se demostré mas o menos a la vez, y de manera independiente, en [8] y [7], y fue
refinado en [9], donde se dilucidé la naturaleza y el total de posibles acims para la transformacion.
A partir de estos resultados, en [3] se mostro que si ademaés la transformacion era de Markov y
la matriz de incidencia era irreducible, entonces existia una tnica acim, ergédica y equivalente
a la de Lebesgue. Notese que la expansividad (en realidad, en el articulo se usa la condicion,
ligeramente mas débil, de que alguna iterada de la transformacion es expansiva) y el teorema del
valor medio implican que la matriz de incidencia no puede ser una matriz de permutacion (es
decir, con exactamente un 1 en cada fila y columna). En [3] se probo asimismo que si ademas la
matriz era primitiva y la transformacion lineal a trozos, la densidad de la acim era una funcion
de paso en la particion asociada a la transformacion. Los resultados de [3]| se refinaron en 2]
(usando herramientas de [5]) de dos modos. Por un lado, se probo que todas las densidades de las
acims de transformaciones de Markov lineales y expansivas son funciones de paso en la particion
asociada. Asimismo, se mostroé que en el segundo resultado de [3] la hipotesis de expansividad es
redundante, es decir: toda transformacion de Markov lineal a trozos, cuya matriz de incidencia es
primitiva, tiene exactamente una acim, ergodica y equivalente respecto a la medida de Lebesgue,
y su densidad es una funcién de paso en la particién asociada. Este es nuestro teorema 4.21, el

resultado principal de este trabajo fin de méster.

Un asunto muy notable a destacar, que no se menciona en ninguna de las fuentes biblio-
graficas que hemos consultado, incluyendo los anteriores articulos, es que el teorema 4.21 puede
demostrarse con una hipdtesis mas débil sobre la matriz de incidencia: basta con que sea irre-
ducible y no sea de permutaciéon. En realidad, nuestra demostraciéon también es vélida en este
caso, con dos salvedades. Necesitamos la primitividad para, primero, garantizar que la iterada
¢ = 7™ expansiva a trozos tiene una dnica acim, pero este es justo el primer resultado de [3],
que no es dificil de probar con las técnicas desarrolladas en este trabajo (a pesar de que no
puede asegurarse que la matriz de incidencia de Ay sea irreducible). Por otro lado necesitamos
que esta acim (que autométicamente sera la tnica de 7) venga dada por una funcién de paso f
con vector 7w/ positivo, pero esto lo tenemos asegurado porque el teorema de Perron-Frobenius
(nuestro teorema 4.12) también es valido para matrices irreducibles. Como nuestra intencion era

que este trabajo sirviese como prolongaciéon de nuestro trabajo fin de grado, pero por lo demés
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fuese autocontenido, y alli solo probamos el teorema para matrices primitivas, hemos preferido

enunciar el teorema 4.21 para matrices primitivas, tal y como se hace en [2], [3] o [1].

Otra cuestion que deseamos enfatizar es que, estrictamente hablando, la parte del teorema 3.4
que realmente necesitibamos para nuestros propositos era la de que las densidades de las acims
son de variacion acotada, porque entonces, la existencia (y la unicidad) estan garantizadas, via el
teorema 4.13, por la teoria de Perron-Frobenius. Sorprendentemente, nuestro principal texto de
referencia, [1], omite (aunque la usa) justo la prueba de dicha parte, y el articulo [8] utiliza para
su demostracion el teorema de Kakutani-Yosida, un resultado bastante profundo de teoria de
operadores. Por tanto nos hemos visto forzados a elaborar una demostracion alternativa usando
solo las herramientas de los capitulos 1 y 2. Esta es (junto a la generalizacion del teorema 4.21

mencionada en el parrafo anterior) la principal aportacion del presente trabajo.
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CAPITULO

Preliminares

Este primer capitulo va a ir dedicado a presentar todos aquellos resultados preliminares
necesarios para probar los principales teoremas que se van a tratar en este trabajo. En él podemos
distinguir tres partes bien diferenciadas. La primera de ellas esta destinada a elementos de teoria
de la medida, dénde se recuerdan definiciones vistas durante el grado y este méster. En ella
se prueba el teorema de Radon-Nikodym para medidas reales finitas, el cual es necesario para
fundamentar la existencia del principal instrumento de este trabajo, el operador de Perron-

Frobenius.

La segunda esta dirigida a presentar las funciones de variacién acotada y una serie de re-
sultados sobre ellas, necesarios para probar la existencia de medidas invariantes absolutamente
continuas con funciones de densidad con buenas propiedades. Destaca el llamado principio de
seleccion de Helly, el cual, bajo determinadas condiciones que més adelante veremos, garantiza
la existencia de una sucesiéon de funciones de variacién acotada convergente a otra de variacion

acotada.

La tercera y ultima parte va dirigida a introducir elementos de la conocida como teoria er-
gbdica, una disciplina nueva, en el sentido de que no ha sido estudiada ni durante el grado ni
durante el master. El principal resultado de esta parte sera el teorema ergédico de Birkhoff, que
garantiza la convergencia de los promedios ergodicos de una funcién f en un sistema dinamico.
Pero lo que de verdad nos resultara util serd un corolario que garantiza que cuando nos encon-
tramos en un espacio de medida finita, en particular un espacio de probabilidad, y tenemos una

transformacion 7 ergddica en ese espacio, entonces, para cualquier subconjunto E del espacio X,

+o00

20, cae en F, es decir

la frecuencia relativa con la que la orbita de un punto z € X, {7"(x)

1 Z?;()l xe(T4(x)), viene dada por p(E), siendo u la medida invariante asociada a 7.

En lo que sigue vamos a dar por conocidos algunos resultados de teoria de la medida, por
ejemplo los teoremas de convergencia monétona y dominada o el lema de Fatou, que son em-
pleados en varias pruebas de este trabajo, por entender que quedan suficientemente cubiertos en

los estudios de grado y maéaster de esta facultad.



4 Preliminares

1.1. Teoria de la medida

Comenzamos con las primeras definiciones de teoria de la medida. Se pueden encontrar en
[1, cap 2|.

De ahora en adelante denotaremos por X a un conjunto.

Definiciéon 1.1. Una familia A de subconjuntos de X se llama o—dlgebra si y solo si:

1) X e A,
2) para todo A € A se cumple X\ A € A;

+o00
3) si A, € A, paran =1,2,..., entonces |J 4, € A.
1

n=

A los elementos de A se les suele llamar conjuntos medibles y a (X, .A) se le llama un espacio

medible.

Definiciéon 1.2. Sea (X, .A) un espacio medible. Una transformacion 7 : X — X se dice que es
medible si 771(A) C A, es decir, A € A implica 77}(A) € A, donde 771(A) = {x € X : 7(x) €
A}.

Para cualquier familia de subconjuntos de X, 7, existe la menor o-algebra, BB, que contiene

a J. Decimos entonces que J genera By escribimos B = o(J).

Veamos ahora la definicién de medida en su sentido habitual.
Definicién 1.3. Sea (X,.A) un espacio medible. Una funcion p : A — RT U {+0c} se llama
medida en (X, .A) siy solo si:
1) pu(0) =0;

2) para toda familia numerable {An}:g de conjuntos medibles disjuntos,
—+oo —+00
#’(LJ-An> :ZZE:M(An)
n=1 n=1
Aqui R representa a los ntimeros reales no negativos.

A la terna (X, A, ) se le conoce por espacio de medida y en funciéon de las propiedades de
la medida p se tienen las siguientes precisiones: si p(X) < +oo la medida se llama finita; si
w(X) =1, X se llama espacio de probabilidad y p recibe el nombre de medida de probabilidad o

medida normalizada.

Definicion 1.4. Sea X un espacio topologico y O la familia de conjuntos abiertos de X. Entonces
la o-algebra B = 0(0) se llama la o-dlgebra de Borel de X y sus elementos los conjuntos de Borel
de X.
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Si X es un espacio topologico (en particular X = R, [a,b] o [—00,+00], con sus topologias

habituales), el espacio medible en el que trabajaremos sera siempre (X, B).

Definiciéon 1.5. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Una funcion f : X — [—o00, +00] se dice
medible si para todo a € R, f~!(a,4+00] € A, o equivalentemente si f~1(A) € A para todo

conjunto de Borel A C [—o0, +00].
Veamos ahora las definiciones de norma, espacio £1(X, A, 1) y norma £'. De nuevo, pueden
encontrarse en |1, cap 2|.
Definicién 1.6. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una norma es una aplicacion
|| : V.— [0,400) que cumple:
1) ||z|]| > 0y |lz|| =0 siy solo si z =0
2) llz +yll < [lz]l + [lyl| para todo x, y € V;
3) || Az|| = |A|||z]| para todo x € V y A € K.

Definiciéon 1.7. Sea (XA, 1) un espacio de medida. La familia de funciones medibles f : X —

[—00, +00] cumpliendo

/ @)y < +oo
X

se llama espacio £'(X, A, 1) o, mas abreviadamente si no hay ambigiiedad sobre A y p, £(X).
En particular, en el caso de que X = R o [a,b], £!(X) siempre denotara a £'(X, B, ), con A la
medida de Lebesgue. Si f € £1(X) se dice que es integrable.

Definicién 1.8. Dada f € £1(X, A, u), llamamos norma £ de f a

17 = /X ().

Como bien es sabido con esta norma el espacio £!(X, A, i) es un espacio de Banach. Recor-
damos que para que || - ||; sea una auténtica norma consideramos iguales a las funciones que lo

son en casi todo punto.

Necesitaremos usar funciones de densidad para el correcto desarrollo de muchos de los re-
sultados del trabajo, en particular en nuestro resultado principal, por lo que es importante

introducirlas.

Definiciéon 1.9. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. El espacio
D(X) = D(X, A, p) = {f € L1 (X, A, p) - f 20y [If]lh =1}

recibe el nombre de espacio de las funciones de densidad de (X, A, u). Una funcion f € D(X) se

llama funcidon de densidad.
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De cara al teorema de Radon-Nikodym necesitamos introducir las medidas reales, que son

similares a las usuales salvo que pueden tomar valores en la recta real. Véase |6, cap 11].

Definiciéon 1.10. Sea (X, .A) un espacio medible. Una medida real en (X,.A) es una funcién

w: A— R tal que

2) para toda familia numerable {An}:g de conjuntos medibles disjuntos,
+o0 +oo
K (U An) = ZIM(AH)
n=1 n=1
Llamamos ahora a la terna (X, A, i) un espacio de medida real.

La siguiente definiciéon de medida absolutamente continua, y con ella la de medidas equiva-
lentes, tendrd una gran importancia en este trabajo, ya que justamente nuestro objetivo serd
garantizar la existencia y unicidad de medidas que sean absolutamente continuas (en nuestro
caso respecto a la medida de Lebesgue) y, en particular, equivalentes a ella. La primera se puede

encontrar en |1, cap 2].

Definiciéon 1.11. Dadas v y u dos medidas reales en el mismo espacio medible (X, .4), se dice
que v es absolutamente continua respecto a p si para todo A € A, tal que u(A) = 0, se tiene que

v(A) = 0. Lo denotaremos como v << .

Observacion 1. Si (X, A, 1) es un espacio de medida, entonces se puede asociar de manera

natural a cada funciéon f € £'(X) una medida real mediante

s ) = [t
A
Claramente, esta medida jy es absolutamente continua respecto a p.

Definiciéon 1.12. Dadas dos medidas reales v y p en (X, .A), se dice que p es equivalente a v
cuando

p<<vyv<<p.

Las siguientes definiciones se pueden encontrar en |1, cap 2|. Llamaremos a M (X) al espacio
de medidas reales en (X,.A). Dada 7 : X — X una transformacién medible, 7 induce una
transformacién en M(X) dada por (7uu)(A) = u(771(A)). Como 7 es medible entonces T,u €
M(X). Por lo tanto, 7, esta bien definido.

Definiciéon 1.13. Sea (X, A, 1) un espacio de medida real. Diremos que la transformacion me-
dible 7 : X — X es no singular si y solo si 7wt << p, es decir, para cualquier A € A, tal que
u(A) = 0, se tiene que T u(A) = u(r=1(A4)) = 0.
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El siguiente resultado relaciona la continuidad absoluta de medidas con la de las medidas

inducidas por esas transformaciones.

Proposicion 1.14. Sean (X, A, p) un espacio de medida real y 7 : X — X una transformacion

no singular. Si v << p entonces Ty << Tut << U

Demostraciéon. Como v << pu, dado A € A, pu(A) = 0 implica v(A) = 0. Por otro lado,
como T es no singular, por definicién, pu(A) = 0 implica u(r71(A)) = 0 y por lo anterior se
tiene v(771(A)) = 0. Por tanto, 7,v << Tuu, y al ser 7 no singular, 7, << u obteniéndose el

resultado buscado. [

Concluimos con un resultado muy ttil de teoria de la medida, el teorema del cambio de
variable. La siguiente prueba es una variacion de la que puede encontrarse en [12, cap 1]. Antes,

vendra bien recordar la siguiente definicion, que se puede encontrar en [4, cap 3|.

Definiciéon 1.15. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Una funcidn simple es una funcion de la

forma
n

Z CiXA;s

i=1

donde los valores ¢; son constantes y los A; conjuntos medibles.

Teorema 1.16 (Cambio de variable). Sean (X, A, pn) un espacio de medida y 7 : X — X

una transformacion medible. Si f es una funcion medible, entonces

/X fd(ru) = /X f o v,

donde la igualdad se entiende en el sentido de que la integral de la izquierda estd bien definida

st y solo si lo estd la de la derecha, y en tal caso ambas coinciden.

Demostracion. Vamos a proceder siguiendo una de las estrategias mas utilizadas en teorfa de
la medida, estudiar casos desde funciones caracteristicas hasta funciones medibles pasando por

funciones simples.

Primer caso, cuando f = x4 es la funcién caracteristica de un conjunto medible A € A. Por

un lado, tenemos
[ xad(ru) = ma4) = el 4)
y por otro
/XXA oTdu = /Xle(A)du = pu(r7(A4)),
por lo tanto el resultado es cierto para funciones caracteristicas.

Al ser cierto para funciones caracteristicas, necesariamente, es cierto para funciones simples,

ya que, como es bien sabido, estas son combinaciones lineales de funciones caracteristicas de
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conjuntos medibles. Por lo tanto, si f =Y 1" ; a;x4, resulta
/ fd(rp) = / > aixad(rp) =) o / XA, d(Tapt)
X X =1 i=1 X
:Zai/XAiOTd,u:/ ZaiXAi OTdu:/fOTdu.
i=1 X X \i=1 X

Por otro lado, como toda funciéon medible no negativa f, es limite puntual de una sucesion
monoétona creciente de funciones simples no negativas, el teorema de la convergencia mondtona
garantiza el resultado, ya que si f = lim, s,, con (s,), una sucesién monotona creciente de

funciones simples no negativas, se obtiene

/fd(T*/,L):/ lim s,d(Tep) = lim Snd(Typt)
X X X

n—-+00 n—-+o0o
= nglfoo : Sp o Tdy = /X <n11>1}r100 sn> oTdy = /Xf o Td.

Finalmente, como cualquier funcién medible f la podemos expresar como diferencia de sus

partes positiva y negativa, f* = méx{0, f(z)} y f~ = mdx{0, — f(z)}, con f = f* — f~, resulta
_ + _ = — + _ -
[ s = [ =m0 = [ it = [ it

:/XfJFOTd,u—/XfOTd,u:/X(f+—f)o7'd,u:/Xfo7'd,u.

1.1.1. El teorema de Radon-Nikodym

En esta seccion se presenta la prueba del teorema de Radon-Nikodym. Este resultado es clave
para introducir la herramienta principal de este trabajo, el operador de Perron-Frobenius, que

ya hemos mencionado al inicio del capitulo.

Antes de comenzar su prueba es necesario incluir una serie de resultados previos y definiciones
que seran empleados en ella. Destacar que el teorema de Radon-Nikodym que aqui va a ser
demostrado tiene como hipotesis que las medidas sean finitas, ya que en el trabajo vamos a
trabajar sobre intervalos que tienen medida finita, pero existen versiones més generales. La

mayor parte de los resultados mostrados a continuacion pueden encontrarse en [6, cap 11].

Una novedad de las medidas reales respecto a las usuales son los llamados conjuntos positivos

y negativos que presentamos a continuacion.

Definiciéon 1.17. Sea (X, A, 1) un espacio de medida real. Se dice que un subconjunto A de X
es un conjunto positivo para p si A € Ay cada subconjunto medible de A tiene medida mayor
o igual que 0. Analogamente, un subconjunto A de X se dice que es un conjunto negativo para

wsi A€ Ay cada subconjunto medible de A tiene medida menor o igual que 0.
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Veamos un lema necesario para la prueba del teorema de descomposiciéon de Hahn, que
emplearemos en la demostracién del teorema de Radon-Nikodym. La prueba de la primera parte

se puede encontrar en [6, cap 11| y la segunda es de elaboracion propia.

Lema 1.18. Sean (X, A, ) un espacio de medida real y A un conjunto medible tal que pu(A) < 0.
Entonces A contiene un conjunto negativo B tal que u(B) < p(A). De igual manera, si A es

un conjunto medible tal que u(A) > 0, entonces A contiene un conjunto positivo E tal que

u(E) > p(A).

Demostracion. Veamos la primera parte.

Definimos §; = sup{u(E) : E € A,E C A} y tomamos un conjunto A; € A cualquiera
tal que Ay C Ay p(A1) > min{d;/2,1}, donde el “1” en el minimo anterior se introduce para

controlar la posibilidad de que d; = 400.

En caso de que ese conjunto no existiera, se tendria que u(E) < min{d;/2,1}, para cada
subconjunto medible E de A, pero por la definiciéon de supremo, d; no puede ser mayor que 0,
por tanto d; = 0 (el vacio es un subconjunto medible de A y ;1 > (@) = 0), y el conjunto A

serfa un subconjunto negativo de si mismo con p(A) < p(A).

Para llevar a cabo la prueba, procederemos por inducciéon formando las sucesiones (6,),, ¥

(Ap),,, donde para n > 2 definimos

n—1
5n:sup{,u(E):E€A,ECA\ (U A1>}

i=1

y seleccionamos A, € A, 4, C A\ <U?;11 AZ-) tal que p(A,) > min{d,/2,1}. Como ocurria
anteriormente, si ese conjunto A, no existiera, necesariamente 6, = 0, al ser el supremo, y el
conjunto A \ (U?;ll Ai) serfa un subconjunto negativo de A con p(A) = S0 u(Ay) + p(A\
(U?;ll Al>) > p(A\ (U:L;ll Ai)), va que f1(A;) > 0 para cada 1 <i<n—1.

De esta forma, en el caso de que si existieran los conjuntos A,,, podemos definir los conjuntos
Ay = U:{i’i A,y B = A\ Ay y vamos a ver que B es un subconjunto negativo de A. Por
definicion, los A,, son disjuntos dos a dos y como p(A4,) > min{d,/2, 1}, se tiene que pu(A4,) > 0,
por tanto, p(Asc) = 0y u(B) < u(B) + pu(Asc) = p(A).

Para terminar, nos falta ver que B es negativo. Como la serie u(Ax) =Y, 1(Ay) es conver-
gente, su témino general tiende a cero, es decir,

lim p(A4,)=0.

n——+o0o

Por lo tanto,
lim 6, =0

n—-+o0o

al ser el supremo. Como cualquier subconjunto medible E' de B cumple u(E) < 6,, para cada n,

se tiene u(E) < 0y, en definitiva, B seria negativo.
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Veamos la segunda parte.

Sea A un conjunto medible tal que 0 < p(A) < 4o0. Si consideramos la medida real ji = —p,
tendremos fi(A) < 0. Aplicando la primera parte del lema con esta medida resulta que existe
un conjunto negativo E tal que fi(E) < fi(A). Por lo tanto, —u(E) < —u(A) y por consiguiente
w(E) > u(A). Ademés, como E es negativo para fi = —pu, necesariamente, E es positivo para p,

con lo que queda probado el resultado. n

A continuacion se presenta el teorema de descomposicion de Hahn. Se puede encontrar en [0,

cap 11|

Teorema 1.19 (Teorema de descomposicion de Hahn). Sea (X, A, ) un espacio de medi-
da real. Entonces existen dos conjuntos disjuntos P y N de X, tales que P es un conjunto positivo

para iy N es un conjunto negativo para p con X = P UN.
Demostracion. En primer lugar, definimos el nimero
L = inf{pu(A) : A es un conjunto negativo para pu},

es decir, el infimo de las medidas de los conjuntos negativos para . Este conjunto es no vacio, ya
que por lo menos contiene a p(@)) = 0. Consideremos una sucesion (A,,), de conjuntos negativos
tal que L = HEIEOOM(AH) y sea N = |J,, Ay. Cada subconjunto medible de N puede escribirse
como unién disjunta de conjuntos medibles, estando cada uno de ellos contenido en alguno
de los A,, por lo tanto N es un conjunto negativo para p. Por la definicion de L, se tiene
L < p(N) = p(An) + (N \ Ay) < u(Ay) para cada n, al ser N negativo. Por tanto L = u(N),

por la definicién de infimo.

Sea P = X\ N y vamos a ver que es positivo para u. Si no lo fuera, existiria un conjunto
A C P tal que u(A) < 0y, por el lema anterior 1.18, A contendria un conjunto negativo B tal que
wu(B) < 0. Entonces N U B seria un conjunto negativo con u(NUB) = u(N)+u(B) < u(N) = L,

que contradice la definicién de L como infimo. Por lo tanto P es positivo.

A partir del teorema de descomposicion podemos definir lo que entendemos por descomposi-

cion de Hann.

Definicion 1.20. Una descomposicion de Hahn de una medida real p es una particiéon medible

(P,N) de X tal que P es positivo para uy N es negativo para p.

Llegamos asi al resultado que queriamos probar, el teorema de Radon-Nikodym, primero
para medidas finitas y, a partir de ese caso, para medidas finitas con la segunda de ellas real. La

prueba puede encontrarse en |6, cap 11].

Teorema 1.21 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean (X, .A) un espacio medible, y una me-
dida finita y v una medida real en (X, A). Si v << u entonces existe una inica f € L1(X, A, p)
tal que para todo A € A,

V(A) = /A fdu.



1.1 Teoria de la medida 11

Demostracion. De momento suponemos que v es finita (no negativa).

Definimos el conjunto
F = {g : X — [0, +o0] / gdp <v(A),YA € A} .
A

Vamos a ver que F contiene una funciéon f tal que fx fdu = sup{fX gdp 1 g € F} y que esa

funcién f es en efecto la que buscamos.

En primer lugar, ¥ es un conjunto no vacio ya que la funcién nula, denotémosla por 0,
pertenece a F, al ser [, 0du =0 < v(A), para todo A € A.

Por otro lado, si g1, g2 € F entonces sup{gi1, g2} € F. Esto es debido a que dado A € A, si
consideramos los conjuntos Ay = {g1 > g2} N Ay Az = {g1 < g2} N A se cumple

[ st b= [ o+ [ e < v(0) 4 () = (),

Az

Sea (gn)n una sucesion en J tal que

lim gnd,u:sup{/gd,u:geff}.

Notemos que la podemos suponer creciente, sustituyendo g, si es necesario por el supremo de
{91, .-, gn}, que como acabamos de ver esta en F. Sea f = 1lim g,,. El teorema de la convergencia
n

mondétona garantiza que

[ gdn= [ tim_gudn = tim_ [ gudu < v(a),

n—-+4o0o

para cada A € A. Por tanto f € Fy [ fdu = sup{ [ gdu: g € F}.

Pasemos a ver que v(A) = [, fdu para cada A € A. Como f € F, la expresion vy(A) =
v(A) — [, fdu define una medida finita (positiva) en A y tenemos que probar que vy = 0. Si no

lo fuera, como p es finita, existe un € > 0 tal que
v(X) > ep(X).

Sea (P, N') una descomposicion de Hahn para la medida real vy — eu. Para cada A € A se tiene
que vo(ANP) > eu(AN P), por tanto

v(4) = /A Folp + vo(A) > /A fdu+ vo(AN P)
Z/Afdqueu(AﬂP)=/A(f+e><P)du-

Ademas, pu(P) > 0, ya que si u(P) = 0 entonces vo(P) =0, al ser v << py 0 < 1p(P) < v(P),
y (X)) —eu(X) = vo(N) — ep(N) < 0, en contra de la eleccion realizada de €. Por lo tanto,
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f+exp ey fx(f +exp)du > fX fdu, esto contradice la maximalidad de f en F y por tanto
vo = 0. Asi, v(A) = [, fdu para cada A € A.

Notemos que, como v es finita, f es u-integrable y finita u — c.t.p. y puede modificarse de

forma que solo tome valores reales.

Para terminar, vamos a estudiar el caso en que p es finita y v una medida real. Entonces
podemos descomponer v en sus partes positivas y negativas, v = v+ — v~ donde v y v~ son
finitas. Entonces, por el caso anterior se pueden encontrar funciones medibles reales integrables,
g1y g2, tales que vt(A) = [, gidu y v~ (A) = [, g2dp para cada A € A. De esta forma, la
funcion g = g1 — g2 cumple que v(A) = [, gdp.

Por tltimo veamos la unicidad. Si f; y f2 € £1(X) cumplen v(A) = J4 frdp = [ f2dp para
todo A€ A, f = fi1 — fa cumple

/fd,uzO VA e A.
A

Pero entonces f =0 p — c.t.p., por lo tanto f1 = fo u— c.t.p. n

Observacion 2. La funcion f recibe el nombre de derivada de Radon-Nikodym de v (respecto
a 1) y la denotamos por g—;. Si v es una medida finita entonces g—; > 0, y si v es de probabilidad

entonces g—z es una funcion de densidad.

Sean v << p con y finita y v real. Por la proposicion 1.14, 7,v << pu. Por lo tanto, la
derivada de Radon-Nikodym de v se transforma en la derivada de Radon-Nikodym de T,v.
S—Z) = d;;”), se llama operador de Perron-

Frobenius asociado a 7 y es la base sobre la que va a girar este trabajo. Notemos que si g—; es

Esta transformacion, denotada por P, (es decir Py (

una densidad, es decir, v es de probabilidad, entonces d;—;” también lo sera.

1.2. Funciones de variacion acotada en una dimension

En esta secciéon se van a establecer resultados relacionados con las funciones de variacion
acotada. En particular, serdn necesarios para probar la existencia de una medida invariante
absolutamente continua, asociada a una transformaciéon expansiva a trozos, cuya densidad es
de variaciéon acotada. El principal resultado que vamos a ver en esta seccién es el principio de

eleccion de Helly.

Comenzamos con las definiciones de particion, funcién de variacion acotada en una dimension

y su variacion total, que se pueden encontrar en |1, cap 2|.

Sea [a,b] C R un intervalo compacto. Para toda secuencia de puntos a = zp < 1 < ... <
g1 < g = b, ¢ > 1, definimos la particion P = {J; = (z;—1,x;) : i = 1,...,q} de [a,b]. Los
puntos {zg, z1, ..., 4} son llamados puntos finales de la particién P. La particion también puede

representarse por los puntos de la secuencia, P = {zq, z1, ..., Z4}.
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Definicién 1.22. Sea f : [a,b] — R. Si existe un ntmero positivo M tal que

q

Z |f(zi) = f(mim1)| < M

=1

para toda particion P = {xg, x1, ..., 24} de [a,b], entonces f se dice que es de variacion acotada

en [a,b].

Definiciéon 1.23. Sea f : [a,b] — R. El valor

q
Viagf = sup {Z | f(i) — f(frz'—l)|} < 400
=1

se llama variacion total o variacion de f en [a,b]. Asi pues, las funciones de variaciéon acotada

seran aquellas cuya variacion total es finita.

Definimos ahora el espacio de funciones de variacion acotada siguiendo la definicion de [1,

cap 2|. Notemos que “c.t.p.” se refiere a la medida de Lebesgue A.

Definiciéon 1.24. El espacio de funciones de variacion acotada en [a,b], BV ([a,b]), viene dado
por
BV () = {f € £ (0.H) 5 pf  Viefi < -+oo),
1=f c.t.p.

Sobre este espacio podemos definir la siguiente norma:

—flh+  f  Vigh.
1fllBv = [ fllx ;inf a5 f1

Més adelante veremos que |- ||py es, efectivamente, una norma.

En la norma |- ||py es necesaria la introduccion de la norma |- ||1, ya que si no no seria
una norma. Esto es debido a que puede haber funciones que no sean completamente nulas y
sin embargo su variacién si lo es, incumpliéndose las propiedades de una norma, en concreto las

funciones constantes.

Comenzamos con unas primeras propiedades que permiten identificar tipos de funciones de
variacion acotada, en particular, las funciones monétonas crecientes, asi como la suma y la
diferencia de funciones de variaciéon acotada. Se pueden encontrar en |11, cap 8, sec 4|. En la
primera se muestra aqui una prueba mas completa y en la segunda la diferencia es de elaboracion

propia.
Proposicion 1.25. Una funcidn mondtona creciente en [a,b] es de variacion acotada.
Demostracion. Sea f una funcién mondtona creciente en [a,b] y consideramos una particion

cualquiera a = zp < 21 < ... < Z4—1 < g = b. Al ser creciente, para cada par x; > x;—1 resulta

f(z;) > f(xi—1) y por tanto f(z;) — f(x;—1) es no negativo. Calculamos la variacion de f en esa
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particion:
q q
Z |f(xi) — f(zim1)] = Zf(ﬂfz') — f(zi-1) = f(b) — f(a) = M.
i=1 i=1
Como M > 0, es finito y la particién escogida es arbitraria, se deduce el resultado buscado. n

Proposicion 1.26. La suma y diferencia de dos funciones de variacion acotada son funciones
de variacion acotada. Mds atin, Vigy(f + 9); Vias(f — 9) < Ve f + Viang-

Demostracion. Sean f y g dos funciones de variacion acotada en [a, b] y consideramos la funcion
suma s = f + g. Escogemos una particiéon arbitraria a = g < 21 < ... < x4—1 < x4 = b, entonces

para cada par x;, x;_1 resulta

|s(2i) — s(zi—1)| = | f(xi) = f@wic1) + g(xs) — g(wi1)| < |f(xi) — f@io1)] + |g(@i) — g(@i1)].

Tomando sumatorios se obtiene

q

S Is(a) = sz < Y |f (@) = Flaim)| + D lg(ai) — g(@ioa)] < My + Mz = M,
=1 i=1

i=1

donde M; y M> son las respectivas variaciones de f y g. Como la particion escogida es arbitraria
se deduce que Vig 38 < Vi pf +V]ap9 ¥ la suma de funciones de variacion acotada es de variacion

acotada.

De forma anéloga, si consideramos la funcién diferencia h = f — g y escogemos la misma

particion arbitraria a = o < 71 < ... < g1 < ¥4 = b, entonces para cada par x;,x;_1 resulta

|h(xi) — h(zi-1)| = [f(2i) — f(wiz1) — (9(@i) — g(wi-1))| < [f(@i) = flzim1)| + 9(z:) — g(@i-1)].

Tomando sumatorios se obtiene

q q

D (i) = h(zio)| < f (i) = fleic)|+ Y lg(@i) — g(@ioa)| < My + My = M,
=1

i=1 =1

donde M; y M> son las respectivas variaciones de f y g. Como la particion escogida es arbitraria
se deduce que Vi, yih < Vi3 f + Viayg v la diferencia de funciones de variacion acotada es de

variacion acotada. n

Asimismo, se prueba facilmente que un miltiplo de una funcién de variaciéon acotada también
es de variacion acotada, esto es BV ([a,b]) es un subespacio vectorial de £!([a, b]). Veamos que

Il - [|Bv es una norma en dicho espacio. La prueba es de elaboracion propia.

Proposicion 1.27. | - ||pv es una norma en BV ([a,b]).

Demostraciéon. Veamos que || - ||py cumple las tres condiciones que definen a una norma.

Sea f € BV([a,b]). Entonces || f|[py > 0, al ser ||f[|1 > 0y V|q3f > 0 para cualquier funcion
f
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Si ||fllsy = O entonces |[f|i = 0, por tanto f = 0. Si f = 0 entonces ||[f|1 = 0y
mfp =y c.tp. Viapf1 = 0, por lo tanto IlfllBv = 0.

Sean o € Ry f € BV ([a,b]). Entonces se tiene

loflov = llafli+  inf  Vigah = lallfl +lal _inf Vi = lallf]sv-

Por altimo, comprobamos la desigualdad triangular. Sean f y g € BV ([a, b]). Entonces por

la proposicion anterior, 1.26, se tiene, fijada f = f c.t.p.,

= inf Vigwsh
1f+gllsv = If +glh to it Vies

<|fllx+ g+ inf  Vigy (F +3)
g=g c.l.p.

< fllh+llglls +_ nf Vigy f+ Vieng
g=g c.t.p.

=Iflli + gl + Vi S+ inf  Vipg

g=g c.t.p.
= Ifllx + Ve f + llgllv-

Por tanto, tomando el infimo,

If +gllav < [If1h + pint Vien f + llgllsy = fllv + llgllBv-
c.t.p.

El siguiente resultado puede encontrarse en |1, cap 2|.

Proposicion 1.28. Sea f € BV ([a,b]). Entonces |f(x)] < Vigpf + % para todo x € [a,b).

Demostracion. Para comenzar la prueba vamos a garantizar la existencia de un punto y € [a, b]

tal que |f(y)| < %. Si esto no ocurriera entonces para todo = € [a, b] se tendria lo contrario,

171
F@) >

b b
th/mww>/”ﬁwwwm

lo que es una contradiccion.

De esta forma

Por lo tanto, existe y € [a,b] tal que |f(y)| < |I|)_”; Ademaés, para todo = € [a, b] se cumple

[f(@)] < [f(x) = F)l + 1 f ()],

usando lo anterior

£ < 1£) ~ )]+ 1L
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y por la definicion de Vi, y f

/112

|f (@) < Vigg f + b—a

El siguiente teorema es de gran utilidad a la hora de trabajar con funciones de variacion
acotada, ya que garantiza que la variaciéon en un intervalo es igual a la suma de las variaciones

en subintervalos. La prueba es una variacion de la propuesta en [11, cap §].

Teorema 1.29. Sean f : [a,b] — R una funcion de variacion acotada y ¢ € (a,b). Entonces f

es de variacion acotada en [a,c| y [c,b] cumpliendo
V[a,b]f = Vv[a,c]f + ‘/[c,b]f'

Demostracion. Vamos a comenzar tomando dos particiones de los intervalos [a, | y [, b]. Sean
Yo=a<y1<..<ynm==¢ 2=c<21<..<z3=0>b,

y consideramos los sumatorios

m q
Vi=> If(u) = Fln—)l, Ve=> If(zs) = f(z-1)l.
k=1

k=1

En particular, los puntos {yx}7"; U {z;}1_; forman una particion del intervalo completo [a, b].

Si consideramos V' como la suma de los sumatorios anteriores
V=V+V,
claramente por la definicion de Vi, g f
V=Vi+Vo<Vuyf

y tomando supremos

Vv[a,c]f + Vv[c,b]f < ‘/[a,b]f- (11)
Veamos la otra desigualdad. Consideramos una particién del intervalo [a, b]
ro=a<z1<..<xTg=0,

de manera que el punto c¢ estd incluida en ella, es decir ¢ = x,, para algin 0 < m < ¢. Ahora

podemos considerar la suma, V', asociada a dicha particion,

m q

V= fn) = flan0)l+ D |f(@k) = flana) = Vi+ Vs,

k=1 k=m-+1



1.2 Funciones de variacién acotada en una dimension 17

donde V; y V4 se corresponden con las sumas de los intervalos [a, c| y [c, b] respectivamente, por

la eleccién de c¢. Entonces, por la definicién de variaciéon total en un intervalo, claramente

V< Va,c]f + ‘/[c,b]f- (12)

La particion del intervalo [a,b] la hemos tomado incluyendo el punto ¢, lo que implica que
para cualquier otra particion que no contenga a c¢ la suma también cumple 1.2 (porque si se

anade un punto a la particion la suma nunca decrece). De aqui se deduce
Vv[a,b]f < Vv[a,c]f + ‘/[c,b]f' (13)

Finalmente, combinando 1.1 y 1.3 se obtiene la igualdad. ™

Observacion 3. Del teorema anterior se puede deducir facilmente, por induccién, que si tenemos
una particion del intervalo [a,b], P = {zo,..., 24}, considerando los intervalos cerrados I; =

[zi—1,x;] se tiene que para toda f : [a,b] — R de variacion acotada

q
Wa,b}f = Z VI-Lf
i=1
Este resultado sera aplicado constantemente en la prueba de diferentes resultados relacionados

con funciones de variaciéon acotada.

1.2.1. El teorema de eleccién de Helly

Para probar un resultado posterior, que garantiza que un conjunto acotado de funciones
de variacién acotada es precompacto para la norma L', es necesario introducir el teorema de
elecciéon o seleccion de Helly. Para ello se requieren una serie de lemas previos, por lo que hemos
considerado adecuado dedicar un apartado para él. Los siguientes resultados pueden encontrarse

en [11, cap 8, sec 4].

Definicién 1.30. Diremos que una familia de funciones H definidas en [a, b] esta uniformemente

acotada si existe K tal que

[f(@)] < K
para toda f € H y z € [a,]].

Lema 1.31. Sea H una familia uniformemente acotada. Entonces para todo subconjunto nume-
rable E de [a,b] y cada sucesion F' en H, existe una subsucesion de F' que converge en todo punto

del conjunto F.

Demostracion. Sea E = {xk}zg un conjunto numerable. Consideremos el conjunto formado

por los valores que toman las funciones de la sucesiéon F' en el punto z1, es decir

{f(z1) : f € F}.
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Como toda funciéon de la familia estd acotada por el mismo K, el conjunto anterior también
lo esta y por el teorema de Bolzano-Weierstrass podemos extraer una subsucesién convergente,

digamos
A, f3 @), 5 @), talque lin f{0 (@) = Av.

Consideramos ahora la sucesién

1(1)(952)a fg(l)(962), f;gl)(;rg),...

formada por los valores que toman las funciones del conjunto { f,sl)(:z:)}n en xy. Esta sucesion,
de nuevo, es acotada y el teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que podemos obtener una

subsucesion convergente de ella, sea
2 2 2 ,
A (2), £2(@2), £7(2) tal que lim £ (22) = 45,
n—oo
donde es importante remarcar que el orden relativo entre dos funciones f7(L2) y fr(r? ) en la sucesion
anterior es el mismo que en la sucesién ( f,gl)(arl)> . Repitiendo este proceso de obtencién de
T

subsucesiones convergentes de manera indefinida, podemos construir un conjunto numerable de

sucesiones convergentes como sigue:

AV, @), V@), talque lim f{0 (@) = A

A(@2), 57 (), [P (@2), . talque lm [P(22) = A,
fl(k)(azk), fék)(xk), fék)(xk), tal que nEI—&I-loo fqgk)(xk) = A,

de manera que cada sucesién es una subsucesion de la anterior evaluada en el punto zj, correspon-

diente y el orden de los elementos no se ve alterado. Si consideramos ahora la sucesion formada

(£) .

esta sucesion converge en cada punto del conjunto E. De hecho, para todo k fijo, la sucesion

por las funciones en la diagonal, es decir

(£ (@)

n>k
es una subsucesion de (f}(lk) (xk)) y converge a Ay. n
n

Lema 1.32. Sea H una familia uniformemente acotada de funciones crecientes en [a,b]. Enton-
ces, para cada sucesion F'en H existe una subsucesion de F' que converge a una funcion creciente

g en todo punto de [a,b].
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Demostraciéon. Si aplicamos el lema anterior 1.31 a la sucesién F', tomando como conjunto
numerable F el conjunto de todos los puntos racionales en [a, b] junto con el punto a, en el caso

que a sea irracional, podemos encontrar una subsucesién de F', digamos Fj con
n
Fy = <f ( )> )
n

tal que su limite
lfm ) ()

n—-+o00

existe y es finito en cada punto x € E.

Vamos a definir una funciéon ¢ de la siguiente manera. En primer lugar, definimos

p(zy) = lim  f)(xy)

n—-+oo

para todo zp € E, quedando la funcién ¢ ya definida para todo punto de E. Definida de esa

forma, la funcién ¢ es creciente en E, ya que si z;,x; € E/ con x; < x; se tiene

al ser las funciones f(™ crecientes.

Para = € [a,b] \ E definimos ¢(x) como

¢(z) = sup {p(xx)}

rE<T

donde zj, € E. De esta forma, ¢(x) es claramente una funcion creciente en el intervalo [a,b] y el

conjunto de los puntos donde ¢ es una funcién discontinua, digamos B, es a lo sumo numerable.

El siguiente paso va a ser ver que

lim ™) (z0) = ¢(z0)

n—-+o0o

en cada punto zg donde ¢ es continua. Para ello, tomamos € > 0 arbitrario y x;,z; puntos de F

tales que

r; <xo<xi, o) — P(x)) <

| ™

Al ser x;, z; puntos de E, por su definicién, podemos encontrar un natural ng tal que para todo
n > ng se cumple

FO @) = o) <y 1P @) = ol < 5

De esta forma, se puede deducir que

£ @) = dao)] < £ @) = dlan)| +|9(@s) — dlao)| < 5+ 5 =<

£ @) = o)l < 157 (@) = dla)| + |6(ay) - dlao)l < 5 + 5 =,
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obteniéndose la cadena de desigualdades

d(z0) —e < f™(z5) < fM (%) < d(wo) +e,

para n > ng. Como

PO (@) < £ (o) < U (x2),

al ser funciones crecientes, resulta

d(z0) — e < f™(z0) < B(x0) + €

para n > ng. Con lo que queda probado que

lim ™) (z) = ¢(x),

n—-+o0o

en todos los puntos donde hay continuidad. Lo anterior solo puede fallar en el conjunto B, donde
no hay continuidad. Para terminar la prueba, vamos a aplicar el lema 1.31 a la sucesion Fy
tomando como conjunto F los puntos de B donde no se cumple el limite anterior, que a lo sumo
es numerable. Esto nos lleva a una subsucesion de Fy, digamos Fy = (fp),,, que converge en todos
los puntos de [a, b], ya que es una subsucesion de una sucesion convergente en los puntos que no

pertenecen al nuevo E y el lema 1.31 garantiza la convergencia en E. Estableciendo la funciéon

al ser las f,, crecientes, g sera creciente y el resultado queda probado. n

Con estos dos lemas preliminares ya estamos en disposicién de probar el teorema de Helly.

Teorema 1.33 (Teorema de Helly). Sea H una familia uniformemente acotada de funciones
en [a,b], con constante de acotacion K, y tal que Vi, f < K para toda f € H. Entonces, para
cada sucesion F en H existe una subsucesion de F que converge en todo punto de [a,b] a una

funcion g de variacion acotada.

Demostracion. Para cada funciéon f de la sucesion F' definimos las funciones

Ty (@) = Viaw /v vr(e) = mp(2) — f(=).

Estas funciones son crecientes, veamoslo. En primer lugar, m¢(x) es creciente, ya que, por el

teorema 1.29, si z < y entonces

ﬂ-f(x) = ‘/[a,x]f < Wa,x}f + ‘/[:):,y]f = Vv[a,y]f = 7Tf<y)

Por otro lado, v(x) también lo es, ya que si z < y se tiene

vi(y) =mr(y) — f(y) = 74 (2) + Vg f — f(¥)
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vi(y) —vs(@) = Vigy f — (f () — f(2)).

Ahora bien, por la definicién de variaciéon total

luego

vi(y) > vy(x).

Observemos que las familias U = {7y : f € H} y V = {vy : f € H} estan uniformemente
acotadas por K y 2K respectivamente, por lo que podemos aplicar el lema 1.32 a ambas familias.
Aplicandoselo a A = {7y : f € F} podemos encontrar una subsucesion convergente, (), tal
que

ngrfoo () = a(zx),

con « creciente. Por otro lado, para cada funcion i (z) corresponde una funcion vg(x) y de la
misma manera una funcién fi(z) de F'. Aplicando el lema 1.32 a la sucesion (vy),, podemos

encontrar una subsucesion convergente, (v, ), de (vx),, tal que

lim vy, () = B(z).

i——+00

Entonces la sucesion de funciones

converge a la funcién

Como g es diferencia de dos funciones monétonas crecientes, por tanto diferencia de dos funciones

de variaciéon acotada, por 1.25, la proposicion 1.26 garantiza que g es de variaciéon acotada. g

A continuacion, se presentan las funciones constantes a trozos o funciones de paso, que tendran
especial importancia en la consecuciéon del objetivo del trabajo, ya que, bajo las condiciones
adecuadas, la funciéon de densidad de una medida absolutamente continua sera una funcién de
paso. Ademas, a partir de ellas podemos probar la densidad de las funciones de variacién acotada

en £1([a,b]). Se puede encontrar en [4, cap 2].
Definiciéon 1.34. Una funcion constante a trozos (o de paso) es una funcion real de la forma

n

Z CiXA;»
i=1
donde los valores ¢; son constantes y los A; son intervalos de longitud finita.

El siguiente resultado establece la densidad de las funciones de paso en £!(R). Puede encontrarse

en [4, cap 5, prop 5.1.2].
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Proposicién 1.35. El espacio de las funciones de paso es denso en L'(R).

Demostracién. Sea f € L£'(R). Vamos a ver que la podemos aproximar por una funciéon de
paso tanto como se quiera. Consideramos las partes positiva y negativa de f, f© y f~, con
f = ft — f~, para las que existen sucesiones monétonas crecientes de funciones simples no
negativas, (f,;7),, v (f),, tales que (fi), T f*y (f,), T [~ Por el teorema de la convergencia

mondétona, se cumple

/f;[—/f+—>0cuandon—>+oo
R R

/fn—/f—>00uandon—>+oo,
R R

por tanto ||f;7 — f*li — 0y ||f,, — f i — 0 cuando n tiende a infinito. Asi, dado € > 0 se
puede encontrar un cierto n. tal que para todo n > n. se cumple || f;7 = fH1 < Sy [[fn —f 71 <
5. Sea f, = fii — f,,, que es una funcién simple al serlo tanto f,7 como f, . Por las desigualdades

anteriores resulta

17 = falle = I = £+ f = £S5 = Ffl o+ 1 = fall < 5.

Si fijamos un valor de n, como cada f, es simple, sera de la forma

.
fo = cixs;,
i=1

con E; conjuntos de Borel de medida finita. Sea k = r - méax{|¢;| : j = 1,2,...,7} y definimos
g = %% Consideremos un conjunto F de los E;. Al ser de Borel existe una sucesion de intervalos
(J1); tal que B C U Ty ST A(J) < M(E) + €’. Como A(E) es finita entonces > ;27 A(J;)

es convergente y existe un N tal que

+oo
STA) > D A - €
1

= =

—_

Definimos

C =

A= Jy B:UJl

l =1

Il
—

y consideramos la diferencia en norma de las funciones caracteristicas de A y . Entonces

Ixe —xalli = A(E\A)U(A\E)) <AE\A)+AA\E)
<A(B\A) +AB\E) <25’:%§,

por las desigualdades anteriores.

Repitiendo el mismo proceso para cada F;, podemos encontrar conjuntos A; que sean unién

finita de intervalos y la funcion g = >7

j=1CjXA; €s una funcién de paso. Haciendo la diferencia

entre f y g en norma, resulta que
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T T
g
1 =gl < IUf = falls + 1 = gl < 5+ D eixm = D_eixa,
J=1 J=1 1

’
€ - -
< 5 +21|CJ’|’XE] _XAj”l < §+/€ ﬂ = .
j:
Como € > 0 es arbitrario, tomando el limite cuando tiende a 0 se obtiene el resultado buscado.

Del resultado anterior podemos deducir la densidad, no solo en L£'(R), sino también en
LY([a,b]) v, a partir de ella, la de las funciones de variacién acotada en L£!([a,b]). El siguiente

resultado puede encontrarse en |1, cap 2|.

Proposicién 1.36. El conjunto BV ([a,b]) es denso en L£1([a,b]).

Demostracién. Como las funciones constantes a trozos o de paso son densas en L£!([a,b]),
al estar dichas funciones contenidas en el espacio de las de variacion acotada BV ([a,b]) (las
funciones caracteristicas de intervalos obviamente lo estan, tsese también la proposicion 1.26),
se deduce que BV ([a,b]) es denso en £'([a,b]). n

Veamos la definicién de conjunto precompacto en £1([a, b]).

Definicién 1.37. Un conjunto U se dice precompacto en L£1([a,b]) si su clausura es compacta
en £1([a,b]).

La siguiente proposicién garantiza que si tenemos un conjunto acotado en el espacio de funciones
de variacién acotada, entonces es precompacto. La prueba presentada aqui es una variaciéon de
la que se puede encontrar en |1, cap 2, prop 2.3.4]. En nuestro caso, se emplea el teorema de la
convergencia dominada para probar la convergencia en £!([a, b]), mientras que en la referencia

anterior se emplea otro teorema auxiliar.
Proposicion 1.38. Si U es un conjunto acotado en BV ([a,b]), entonces es precompacto en

LY ([a,b]).

Demostraciéon. Basta probar que toda sucesion (fy,),, en U admite una subsucesion convergente

en £1([a,b]). Por la acotacién, existe K1 > 0 tal que
| fullBv < K1 para todo n.

Por la definicion de la norma || - ||py, al ser la suma de la norma || - ||; y el infimo de las
variaciones totales de las funciones iguales en casi todo punto a la funcién, la proposicion 1.28
garantiza (reemplazando si es necesario f, por otra funcion igual a ella en casi todo punto) que

la familia {f,}, estd acotada uniformemente, es decir existe una constante Ky > 0 tal que

|fn(z)| < K2 para todo ny todo z € [a,b].
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Sea K = méax{K,, K2}. Entonces
@) <Ky Viyfa <K paratodon y todo z € [a,b],

por lo que estamos en las condiciones para aplicar el teorema de Helly 1.33, el cual garantiza la

existencia de una subsucesion (fy, ), tal que
fnk — f*

en todo punto, con f* de variacion acotada y |f*(z)| < K para todo = € la,b], por lo que

f* € L£([a,b)).

Como (fy),, es uniformemente acotada y f,, tiende a f* en todo punto, podemos aplicar el
teorema de la convergencia dominada a la sucesion (| fn, — f*|), v deducir que f,, — f* en
L' ([a, b)). n

La siguiente proposicién establece que si tenemos una sucesion de funciones acotada en
BV ([a,b]) y convergente en £!([a,b]) a una funciéon f, entonces f € BV ([a,b]). Se puede encon-
trar en |1, cap 2, prop 2.3.5].

Proposiciéon 1.39. Si existe K > 0 tal que ||fu||py < K, para cadan y fr, — f en £1([a,b]),
entonces f € BV ([a,b]).

Demostracion. Reemplazando cada f), si es necesario por una funcién igual en casi todo punto,
podemos suponer que Vi, frn < K para cada n y argumentar como en la proposicién anterior
para encontrar (fy,), v f* € BV([a,b]) tales que f,, — f* en LY([a,b]), por lo que f = f*
estara en BV ([a, b]). [

1.3. Teoria ergoédica

En esta seccion se realiza una introduccion a algunos de los resultados méas importantes y
conocidos de la llamada teoria ergodica. Estos serdn necesarios para obtener la descripciéon de la
dinamica que andamos buscando: que la frecuencia relativa con la que una o6rbita cae dentro de
un conjunto en un espacio de probabilidad, converja a la medida de dicho conjunto en casi todo
punto, pero no solo en casi todo punto respecto a la medida, sino en casi todo punto respecto a
la medida de Lebesgue. Los resultados méas importantes son el teorema ergodico de Birkhoff y

un corolario del mismo relativo a la convergencia en media a la que acabamos de referirnos.

La siguiente nocién es la gran protagonista de la secciéon. La idea basica tras la misma es que
si un conjunto A es irrelevante para la dinamica de una transformacion 7, en el sentido de que
las trayectorias {7"(z)}, no visitan dicho conjunto (lo que ocurrira, por ejemplo, si 771(A) = 0),

entonces su medida p(A) sea nula. Se puede encontrar en [12, cap 1].

Definiciéon 1.40. Sea (X, A, ;1) un espacio de medida. Una transformacion medible 7 : X — X

se dice que conserva la medida p o que u es T-invariante si u(r71(A)) = u(A) para todo A € A.
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Observacion 4. En las condiciones del teorema 1.16, si p es 7-invariante entonces

/deuz/xfwdu,

al ser u(771(A)) = p(A) para todo A € A.

A partir de aqui nos concentramos en transformaciones que conservan la medida de un espacio

de probabilidad. Las siguientes nociones pueden encontrarse en [1, cap 3|.

Definiciéon 1.41. Si (X, A, 1) es un espacio de probabilidad y 7 : X — X conserva la medida

i, llamamos a la cuaterna (X, A, u, 7) sistema dindmico.

Definiciéon 1.42. Sea (X, A, 1, 7) un sistema dinamico. Un conjunto A € A se dice T-invariante
si 771(A) = A. Se dice casi T-invariante si u(t~1(A) A A) =0, donde BAC = (B\C)U(C\ B).
Una funciéon medible f : X — R se dice T-invariante si f o1 = f y se dice casi T-invariante si

for=fpu—ctp.

Definiciéon 1.43. Sea (XA, u,7) un sistema dinamico. Se dice que 7 es ergddica (o que p es

ergddica para T) si para todo A € A 7-invariante se cumple p(A) =0 o u(A) = 1.

1.3.1. El teorema Ergédico de Birkhoff

En este apartado se va a probar el teorema ergddico de Birkhoff junto con todos aquellos
resultados necesarios para su prueba. El resultado mas importante es en realidad un corolario
de este teorema, que garantiza que si la transformaciéon 7 es ergodica, entonces para cualquier
subconjunto E del espacio X, la frecuencia relativa con la que la érbita de un punto = € X,

{r"(z)},25, cae en E, es decir 2 > ' e (7 (x)), viene dada por u(E) pu— c.t.p.

El primer teorema que necesitamos probar requiere de una serie de lemas previos. Aqui se

presenta una version reducida del mismo. Puede encontrarse una prueba en |1, cap 3, teo 3.2.2].

Teorema 1.44. Sea (X, A, p, 7) un sistema dindmico. Si T es ergddica y A es casi T-invariante,

entonces (A) =0 o 1.

Lema 1.45. Si 77 1(A) C A, entonces existe un conjunto Ay C A tal que u(A\ A1) = 0 y
Tﬁl(Al) = Al.

Demostracién. La inclusion 771(A) C A implica ... C 772(A) C 77 YA) C A, es decir,
obtenemos una familia monoétona decreciente de conjuntos. Sea A; = ﬂk; 0T~ k(A). Clara-
mente A; C Ay p(A1) = p(NiZ577F(A) = kgrjraoou(T ¥(A)) y al ser u 7-invariante se
tiene p(77F(A)) = w(A). Por tanto, u(A1) = u(A) y u(A\ A;) = 0. Ademéas 77(A;) =
T THA) = NS 7 HA) = NS 77 (A4) = Ar n

Lema 1.46. Si A es casi T-invariante, entonces existe un conjunto Ay tal que p(AAN A1) =0y
7'71(141) = Al.
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Demostracién. Si (771 (A)AA) = p((t71(A)\A)U(A\771(A))) = 0, en particular u(7—(A)\
A) = 0. Por otro lado, sea Ay = Uk 577 F(A), que claramente cumple A C A y podemos

considerar
AQ\A:<UT )\A U =LA\ rR(A).

Al ser p T-invariante y p(771(A4) \ A) = 0, se cumple

+oo +o0o
p(A2\A) = p <U (r7FHA)\ T’“(A))> < Z p(r A\ TH(A)
k=0

+00
-3 H A zu “a)\4) =
k=0

Ademas, 771 (A2) = U2 77F(A) C Ag, por lo que el lema 1.45 garantiza la existencia de un
conjunto A; C A cumpliendo (A \ A1) =0y 771(A4;1) = A;. Como tenemos que u(A; \ A) <
(A2 \ A) =0y p(A\ A1) < pu(Az\ A1) =0, se tiene u(A A A;) =0. n

Ya podemos ver la prueba del teorema.

Demostracién. (Prueba del teorema 1.44). En las condiciones del teorema, si (77 1(A)A
por el lema 1.46, existe un conjunto A; tal que u(A A Ay) = 0 (por lo tanto, u(A ) =
771(A1) = Ay. Ademas, por la ergodicidad de 7, 771(A;) = Ay implica u(A4;) =

y por consiguiente p(A) =0 o0 p(A) =1.

El siguiente teorema es una variacion del que podemos encontrar en |14, cap 1, teo 1.6].

Teorema 1.47. Sea (X, A, p, 7) un sistema dindmico. Si T es ergédica y f : X — R es medible

y casi T-invariante, entonces f es constante p — c.t.p.

Demostracién. Comenzamos definiendo para k € Z y n > 0 el conjunto
X(k,n) ={a: k/2" < f(z) < (k+1)/2"} = f7H([k/2", (k +1)/2"))
y por tanto
X (k) = {z:k/2" < f(r(2) < (k+1)/2"} =771 71 ([k/27, (k +1)/27).
Por otro lado,

TN (X (k,n) A X (k,n) € {z: (for)(z) # f(2)},

de donde podemos deducir que u(771(X (k,n)) A X(k,n)) =0alser for = f u— c.t.p. Por el
teorema 1.44, u(X(k,n)) =00 1.

Ahora, para cada n fijo, la union | J; ., X (k,n) = X'y por definicién cada elemento es disjunto
con cualquier otro. Asi, como pu(X(k,n)) = 0 o 1, existe un tnico ky, tal que u(X (kp,n)) = 1,

teniendo el resto medida nula. Sea Y = ﬂ:{i’i X (kp,n). Como todos tienen medida 1, necesa-
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riamente pu(Y) = 1. Y como Y es la interseccion infinita de esos conjuntos y cada X (k,,n) C

X (kny1,m+ 1), f tiene que ser constante en Y. Como u(Y) =1, f es constante p — c.t.p. =

Ya estamos en disposicion de presentar el teorema ergddico de Birkhoff, que garantiza la

convergencia de los promedios ergodicos de una funcién f en un sistema dinamico.

Teorema 1.48 (Teorema ergodico de Birkhoff). Sean (X, A, p,7) un sistema dindmico y

f: X — R integrable. Entonces existe una funcion f* € LY(X) tal que

1 n—1

—Zf(Tk(a:)) — f*, u—ctp.

n
k=0

Ademds, f* o1 =f* p—ctp., [f*h < fll y fx frdp= Jx fdp.

Antes de poder abordar la demostracién de este teorema es necesario introducir una serie
de conceptos y resultados que serdn empleados en su prueba. En primer lugar introducimos el

concepto de promedio ergddico, que va a ser utilizado con asiduidad en los siguientes resultados.

Definicion 1.49. Sean (X, A, u, 7) un sistema dinamico y f : X — R integrable. Se llaman

promedios ergddicos de f a las sumas
1 n—1
A =— or!, n=12,..
n(f) =~ E_% f

Ademas, necesitamos el siguiente resultado que puede encontrarse en [14, cap 1].

Lema 1.50. Sean (X, A, u,7) un sistema dindmico, U : L}(X) — LY(X) un operador lineal
positivo (es decir, f > 0 implica Uf > 0) con ||U|| < 1, N un entero positivo y f : X — R
integrable. Si definimos fo =0, fn = f+Uf+U?f+---+U""1f paran > 1y Fy = méxo<n<n fn,

entonces
/ fdu > 0.
{z:Fn(z)>0}

Demostracion. Claramente F es integrable, al ser el maximo de funciones integrables. Por
otro lado, al ser el maximo, Fy > f, para0 < n < N, por lo tanto U F > U f,, por la positividad
del operador. De donde podemos deducir, por la definicién de los f,,, que UFyN + f > fn41. Por
lo tanto, cuando F(z) > 0,

UFn(x)+ f(z) > 12%){an($)

= Jéx fa(z) (alser fo=0)

= Fn(x).
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Despejando resulta que f > Fy — UFy cuando Fy(z) > 0, es decir, en el conjunto A =
{z : Fy(z) > 0}, por tanto

/ fdp > / Fdp — / U Fndy
A A A

= / FNdu—/ UFndp  (al ser Fy =0en X\ A)
X A

> / Fyndu — / UFndp  (al ser UFy > 0 por la positividad del operador)
X X

:/FN—UFNd,uZO (por ser ||U|| <1).
X

El siguiente teorema recibe el nombre de teorema ergdédico maximal. Establece que la integral
en el conjunto donde el supremo de los promedios ergédicos es positivo es no negativa y lo vamos
a probar a partir del anterior. Se puede encontrar enunciado en [12, cap 2, teo 2.1|. La prueba

de que M es medible es de elaboraciéon propia.

Teorema 1.51 (Teorema ergodico maximal). Sean (X, A, u,7) un sistema dindmico, f :
X — R integrable y M el conjunto

M = {z :sup A, (f)(x) > 0}.

n>1

Entonces M es medible y
/ fdu > 0.
M

Demostracién. El conjunto M = {x : sup,,~; An(f)(z) > 0}, por la definicion de A, (f), puede

escribirse como

n—1 n—1
M = {x : SuplZf(Ti(l‘)) > 0} = {x : supi(Ti(w)) > 0}.
1=0

n>1 T = n>1 "
= =0

Por tanto, puede verse como la unién disjunta de los conjuntos

My = {z: f(z) > 0}
My = {z: f(z) <0, f(x) + f(r(x)) > 0}

My ={z: f(z) <0, f(x)+ -+ f(7"2(2)) <0, f(z) +---+ f(r" ) > 0}

Por ser f y 7 medibles, las funciones f, for, ..., f or*~! son medibles y su suma también lo seré.
Por la definicién de los M, al ser la suma de dichas funciones medibles, todos los conjuntos My,
son medibles. Al ser M = U::‘X{ Mj, M es un conjunto medible.
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Veamos la no negatividad de la integral. Consideramos el operador U f = f o 7. Entonces es
positivo, ya que si f > 0 necesariamente Uf = f o7 > 0; lineal, ya que para cualesquiera f, g

integrables y «, 8 escalares se tiene

Ulaf + Bg) = (af +Bg) o7 = (af)or+ (Bg) o =alUf + BUg;

y |U|| = 1, ya que para cualquier funcion integrable f se tiene

IIUf||1z/XIUfldu=/X\fOTlduz/XIfIOTduz/lelduz||f||1,

conforme al cambio de variable de la observacion 4. Ahora podemos aplicar el lema anterior,

1.50, a dicho operador de manera que

/ fdu >0,
{z:Fn(x)>0}

con Fy = méxg<p<n fn, donde fo =0y fo=f+for+ -+ forn! :Z?:_Olfoﬂ para
n>1.

Como maxi<p<n fn(z) = maxo<p<n fn(z) = Fn(x) cuando F(x) > 0 resulta que

Do{m : Fy(z) >0} = {x : lim  Fy(z) > 0}

N—
N=1 oo

n—1
= {x : NLHEoo  ax . 2 f(r'(x)) > O}

n—1
= {x : Supi(Ti(az)) > 0} = M.

nzl’_g

Por lo tanto,

/ fp = / fdp = lim Fdp >0,
M N2 {w: Py (2)>0} N—=+00 J(3: Fy (z)>0}

donde en la segunda igualdad hemos utilizado que la unién es creciente. n

El siguiente lema es un refinamiento del teorema ergdédico maximal. Su prueba puede encon-

trarse en [1, cap 3, lema 3.3.3|, donde el apartado b) es de elaboracion propia.

Lema 1.52. Sean (X, A, u,7) un sistema dindmico, f : X — R integrable y o € R. Si A es un

conjunto medible T-invariante tal que, para cada x € A,

@)
sup A, (f)(z) > o, entonces / fdu > au(A);
A

n>1

b)
inf A,,(f)(z) < «, entonces / fdu < au(A).
A

n>1
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Demostracion. En primer lugar, vamos a probar el apartado a) para el caso a = 0. Definimos

g=f-xay el conjunto

M:{x sup — Zg }

n>1"7

Por el teorema maximal, 1.51, [ 2 9dp > 0. Por otro lado, la funcion caracteristica de A es 7-
invariante al serlo el conjunto A, es decir, como 771(A) = A, se cumple x4 = x4 o 7. Por tanto,

aplicando 7 sucesivas veces, go 7' = (f o 7%) - (xao7) = (fo7') - x4, esto es,

o7 (@) = { f(ri(@), @ €A,

0, z e X\ A

Por lo tanto,

1 4@, se A,
HZQ(T(@){O, ze X\ A

Por la definicion de M y la hipétesis sobre los puntos de A, M = A, obteniéndose

OS/ gdp = /gdu /fXAdM /fdu,

quedando probado asi el apartado a) para a = 0.

Para el caso « distinto de cero, podemos transformar las condiciones iniciales en

sup — » (f(7'(2)) — @) = sup(An(f)(z) — @) > 0

i=0 n=1

y aplicando el caso a = 0 sobre la funcién f — «a,

0< /A (f — a)dp = /A Fdu — ap(A),

por tanto

/ fdp = ap(A).
A
Para el apartado b) empleamos que inf,,>1 x,, = —sup,,>; —,. Asi

fnf A,(£)() < @ = = sup ~4,(f)(w) < @ = —sup Ay (~f)(z) <

n>1 n>1
<~ sup A, (—f)(z) > —a.
n>1

Aplicando el apartado a),

/ —fdp > —ap(A) = / fdp < ap(A).
A A
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Ya nos encontramos en disposicion de probar el teorema ergddico de Birkhoff 1.48. La prueba

aqui presente es una variacion de la que puede encontrarse en |12, cap 2, teo 2.3].

Demostracion. (Prueba del teorema 1.48). En primer lugar, para cada o, 8 € R con o < 3

definimos los conjuntos

Eop= {:r e X:liminf A, (f)(z) <a< < h’msupAn(f)(:n)} .
n—+00 n——+o00
Vamos a probar que p(E,g) = 0 para cada a y (. Asi, la unién sobre cualquier par de ra-

cionales, @ < 3, también tendrd medida nula de donde se deducird que h’g Jirnf An(f)(x) =

limsup A, (f)(z) p — c.t.p. y por tanto existe el limite f*(x) = Etil An(f)(x).

n——+00
Para comenzar, vamos a ver que lim inf A,,(f)(z) y limsup A,,(f)(x) son funciones T-invariantes.
n—+0o0 n—00
Comenzamos con el limite inferior:

liminf A, (f)(7(z)) = liminf — Z f(r* Y (z)) = liminf — Z f(r

n——+o00 n—-+oo N n—-+oo N

n+1 1 i
=timint )+ Z >n+1§f<7<x>>

= liminf A1 (£)(w) = lim inf A4, (£) (),

n—-+00

El limite superior es andlogo, sustituyendo liminf por limsup en la cuenta anterior. De aqui
n—+00 n—-+00
podemos deducir

7 Y Eup) = {z:7(2) € Eap}

= {az sliminf A, (f)(7(2)) < a< 8 < limsupAn(f)(T(x))}

n—+0o0 n—-+00

= {a: : h'mJirann(f)(x) <a<p< h'msupAn(f)(a:)} = FEq 3,

n—00 n—+o0

por consiguiente F, g es T-invariante. Ademas, tanto el limite superior como inferior son funciones

medibles, al serlo f, por lo tanto el conjunto E, g es medible.

Por otro lado,

EopC { il A (/)() < o< f < supAn(f)(w)} ,

n>1

por lo que estamos en las condiciones para aplicar el lema 1.52, obteniéndose

/ fdp < ap(Eag) < Bu(Eap) </ fdp.
E.p Eu
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Como « < f3, necesariamente p(E, g) = 0. Asi, u(Eq ) = 0 para cada a < (. De esta forma,

llamando E al conjunto

{a::lﬂnipfz4n(f)(x)<< Hnlsupx4n(f)($>}7

n—100 n—+00

resulta

E = U {x : lfmJirann(f)(:r) <a<f< limsupAn(f)(x)}

n—-+o0o
a<BeQ n—-+oo

y w(E) = 0. Asi, h’g}rann(f)(x) = limsup A,(f)(z) pu — c.t.p. y por tanto existe el limite
=100 n—400
Frx) = tim_Au(f)).

Por otro lado, claramente f* o7 = f* u — c.t.p., ya que el limite inferior y superior son

T-invariantes e iguales a f*.

Veamos ahora que f* € LX) y [|[f*[l1 < |If|li- Es claro que |A,(f)| < An(|f]),n = 1,2, ...,
ya que

n—1

i

1=0

1 n—1 ' 1 n—1 '
< D U= 2D I,
=0 =0

por consiguiente

L iridn= [

Por el lema de Fatou,

lim A, (f)(z)

n—-+0o

i < / lim A (1) ()dp.

X n——+oo

[ Jim A7) < timint [ A, (1)@ (1.4)

n—-+o0o

Ademas, [|An([f])llr = [[[f1ll1, ya que

n—1 n—1 n—1

1 - 1 . 1 ‘

— > |for'ldu=— /fOTlduz /fOTZdu
/Xn;()l | n;g X! \ ”;o X\ |

y aplicando el cambio de variable de la observaciéon 4 en cada integral, se obtienen n integrales

iguales, resultando

1n—1 '
Z/If!w’duz/lf!du-
"izo /X X

Jiridn < [ 171

y como f € £1(X) entonces f* € L1(X) y [|f*1 < [I ]

Sustituyendo en 1.4 se tiene

Por tltimo, tenemos que ver que fX fdu = fX fdu. No es restrictivo suponer, redefiniendo si
es necesario f* en un conjunto de medida nula, que solo toma valores finitos, es decir, f*: X —
R.
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Para ello vamos a recuperar los conjuntos X (n,k) del teorema 1.47. Asi pues, para cada
keZ, n=0,1,2,..., definimos

X(n,k):{xeX:;gf*(w)< k;l}

Como se vio en 1.47 estos son conjuntos casi 7-invariantes al serlo la funciéon f*, y para cada n

Fijamos ¢ > 0 tal que sup,>; An(f) > % —een X(n,k). Asi, por el lema 1.52, resulta

/X(n,k) Jp = (211 - 5) u(X(n, k)).

De igual forma, inf,>1 A, (f) < (%) en X(n, k), y por el lema 1.52 se obtiene
k+1
[ g () ux o,
X(n,k)

Entonces

(2’1 —5> WX (n,k)) < /XW) fp < ( = )u(X(n, k))

y tomando el limite cuando € tiende a 0

(;) (X (n,k)) < /X(n,k) fdu < ( 5 >u(X(n, k).

Por otro lado, por la definicion de X (n, k), se tiene

<2’1) WX (nk)) < /X(n,k) frdp < <k2+n1> (X (n, k)

y restando ambas expresiones y tomando valores absolutos

/ fp— / frdy
X (n,k) X (n,k)

Sumando sobre k en la expresion anterior, como X = J;..5 X (n, k), se obtiene

/deu—/xf*du‘ < Q%M(X)

y tomando limites cuando n tiende a infinito se obtiene
[ san= [ ran
X X

El siguiente corolario es el principal resultado que vamos a emplear en este trabajo, ya que

< (X, ).

lo vamos a aplicar en las transformaciones de Markov que seran estudiadas més adelante, para
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aclarar la dindamica en el sistema dindmico en el que se trabajari. Este corolario nos asegura
que si tenemos una transformacién ergddica 7, la frecuencia relativa con la que los elementos

{r(2)}129, con z € X, caen en F, es igual a la medida de E, u(F). La demostracion es de

elaboracion propia y el resultado puede encontrarse en |1, cap 3, cor 3.3.1].

Corolario 1.53. Sea (X, A, u, ) un sistema dindmico. Si T es ergodica entonces

I Z/fdu, p—ct.p.
X

Mads ain, si E € A entonces
1 n—1 '
LS vo(r @) — (), 5 ctp
=0

Demostracion. Por el teorema ergodico de Birkhoff 1.48, f* o7 = f* u — c.t.p. Como 7 es

ergodica, el teorema 1.47 garantiza que f* es constante u — c.t.p.

Por otro lado, el teorema ergbédico 1.48 garantiza que fx ffdp = fx fdp. Como f* es cons-

tante, sustituyendo en la expresién anterior se tiene
[ gau= [ rau=s [ an=r
X X X

XE = /XXEdM = u(E).

Si f = xE, sustituyendo,

Por lo tanto, por el teorema ergodico 1.48 se obtiene lo que buscabamos:

n—1
% Z XE(TZ(;E)) — w(E), p—ect.p.
=0
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Perron-Frobenius

-

CAPITULO

En este capitulo se van a estudiar en profundidad el operador de Perron-Frobenius y sus
caracteristicas, que serdn necesarias para poder llevar a cabo el correcto desarrollo de los dife-
rentes resultados del trabajo. Como ya hemos comentado anteriormente, este operador va a ser
una de las principales herramientas del trabajo y puede verse como una extensién natural de los
teoremas de Perron y Perron-Frobenius que estudiamos en el trabajo fin de grado [10], aunque
serd en el capitulo cuatro donde veremos mas clara esta relacion, a través de la representacion

matricial del operador.

Entre las ventajas mas importantes de este operador destacaremos que permite probar la
existencia y unicidad de medidas invariantes absolutamente continuas y establecer diferentes

propiedades sobre ellas y sus densidades. En el altimo capitulo las veremos con detalle.

Este operador ya fue introducido informalmente, en el marco de los espacios de medida

abstractos, ahora concretamos al caso (I = [a,b], B, \), que es el que realmente nos interesa.

Supongamos que la transformacion medible 7 : I — I es no singular, es decir, A(A) = 0
implica A(771(A)) = 0 para todo A € B. Sea f € L1(I). Entonces (recuérdese la observacion 1)

i) = [ fax

es una medida real y uy << A. Por la proposicion 1.14, 7,y << X, donde la medida real 7,y
estd dada por Tupr(A) = ps(771(A)). Por el teorema de Radon-Nikodym 1.21, existe una tnica
funcion P f € £Y(I) tal que

[ g = ) = () = [ Prpiy
T—1(A4) A

para todo A € B. Este es el operador de Perron-Frobenius:

Definicién 2.1. Sea 7 : I — [ una transformacion no singular en (I, B, \). Se define el operador

de Perron-Frobenius Py : L1(I) — L£L1(I) como sigue: para cualquier f € £1(I), P, f es la tinica

/ P, fd) = / Fdx
A T=1(A)

funcién de £(I) que cumple

para cualquier A € B.
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Notemos que si f € D(I) entonces iy y Tepiy son medidas de probabilidad, por lo que también
P,f € D(I). Por tanto, seglin nos convenga, veremos P, como P, : LY(I) — L(I) o P; :
D(I) — D).

2.1. Propiedades del operador de Perron-Frobenius

En esta seccién se presentan diferentes propiedades del operador de Perron-Frobenius, que
seran necesarias para probar una buena parte de los resultados de los siguientes capitulos, ya que

el operador estara practicamente involucrado en todos ellos. Pueden encontrarse en |1, cap 4.

Proposicién 2.2 (Linealidad). P, : £1(I) — L£(I) es un operador lineal.

Demostracién. Sea A C I un conjunto de Borel y sean a, 3 € R. Entonces, si f,g € L'(I), se

tiene

/PT(af+Bg)d)\:/ (af+ﬁg)cu=a/ fdr+ B g\
A 1

=1(A) T-1(A) T=1(A)
—a [ Pgan+s [ Pgir= [ (apig+ spgan
A A A

Como esto es cierto para cualquier conjunto A € B, se obtiene

Pr(af+ﬁg):aPTf+ﬁPTg.

[
Seguimos con la positividad del operador.
Proposicién 2.3 (Positividad). Sea f € £L1(I) con f > 0. Entonces P.f > 0.
Demostracion. Sea A = {x € I : (P;f)(x) < 0}. Entonces
OZ/Pde)\:/ fd/\20:>/Pde/\:0,
A =1(A) A
pero como P:f es negativo en A, necesariamente A(A) = 0, por lo tanto P, f > 0. n

Proposicién 2.4 (Preservacién de integrales). Sea f € L1(I). Entonces

/IPde)\: /Ifd/\.

/ P fd) = / FdA.
I T—H(I)

/IPdeA: /7_1(1) fd\ = /Ifd)\.

Demostracion. Por definicion

Como 771(I) = I, se tiene
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El operador de Perron-Frobenius es asimismo una aplicacién contractiva:

Proposicién 2.5 (Contractiva). P, : L'(I) — L£'(I) es una contraccion, es decir, ||Prf|1 <
I fll1 para toda f € LY(I), ddndose la igualdad cuando f > 0.

Demostracién. Dada f € £1(I), sean f* y f~ su parte positiva y negativa, respectivamente.
Entonces f*,f~ € LY(I)y f*,f~ >0, ademas f = f* — f~ y |f| = fT + f~. Por la linealidad

de P;f, proposicién 2.2, se cumple
Prf=P(fT—f)=Pf" =P f"
Por lo tanto, tomando valor absoluto y usando las proposiciones 2.2 y 2.3,
[Prfl=|Prf™ = Prf | S |Pef T+ |Prf 7| = Prf T+ Prf~ = Pr(f" + f7) = Px[f].

Tomando normas y aplicando la proposicién 2.4,

1P, £l = /I P, fld < /I PyIf]dA = /I Flax = 1]l

Por lo tanto P- es contractiva.

Por otro lado, si f > 0, por 2.3, P-f > 0 y aplicando la proposicion 2.4,

1P fl = /I (P fldA = /I P, fdr = /I fir = /I 1A = [1£11,

obteniéndose la igualdad. =

De este resultado se puede deducir que P, : £1(I) — L£'(I) es continuo respecto a la norma
L', ya que
1P-f = Prgls < |If — gl

La siguiente propiedad es importante por su gran utilidad: establece el valor del operador

para la composicién de transformaciones.

Proposicion 2.6. Dadas 7:1 — I y o : I — I no singulares, entonces Progf = (Pro P,)f.
En particular, P f = P f.

Demostracién. Sea f € £1(I). Como 7 y o son no singulares, A(4) = 0 implica A(771(A)) =0
vy AM(1o0)7H(A)) = Mo~ (171(A))) = 0, es decir, 7 0 ¢ es no singular y podemos calcular el

operador de Perron-Frobenius asociado, Pyros, teniéndose

/ Proy fdX = / FdA.
A (Too)~1(A)
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Por otro lado, usando la definicién del operador de Perron-Frobenius, se tiene la siguiente

/ P (P, f)d)\ = / P, fd\ = / fd.
A 7=1(4) o= 1(r=1(A)

Igualando ambas expresiones se obtiene

igualdad:

/ Prog fd\ = fdx = / P, (P, f)dA,
A (Too)~1(A) A

por tanto Pror f = (ProP,) f. Procediendo por induccién, claramente se obtiene que Prn f = PP f.

En este punto debemos hacernos la pregunta: ;jcuando una funcién f serd un punto fijo del
operador P.7 Pues bien, esto ocurrira si y solo si la medida real definida por f es T-invariante,
en particular, cuando f sea una densidad obtenemos una medida de probabilidad y 7-invariante
absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue A\ (en este contexto, diremos que f
es la densidad de la medida p). Este resultado es de vital importancia para probar el principal
resultado de este trabajo. Lo concretamos en la siguiente proposicién que podemos encontrar en
[1, cap 4].

Proposiciéon 2.7. Sean 7 : I — I no singular y f* € LY(I). Entonces P.f* = f* si y solo
si W(A) = pp«(A) = [, f*dX es T-invariante, es decir, si y solo si u(t71(A)) = u(A) para todo
conjunto A € B.

Demostracién. Supongamos que p(771(A)) = p(A) para cualquier conjunto medible A € B.

Entonces por la definicién de p

[ ri=ui ) =) = [ fray
T-1(A) A

/pr*dA:/ f*d)\:/f*d)\.
A —1(A) A

Como A € B es arbitrario, se garantiza P, f* = f*.

y por tanto

Veamos la otra implicacion.

Supongamos que P, f* = f*. Entonces

/APTf*d)\ = /Af*d)\ = u(A).

Por definicion

[ Praa= [ pran= i),
A T—1(A)

combinando ambas expresiones, se obtiene que p(A) = u(771(A)) para todo A medible. n
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2.2. Representaciéon del operador de Perron-Frobenius

En esta seccion del trabajo se muestra una representacion del operador de Perron-Frobenius
para la clase de funciones mondtonas a trozos del intervalo en si mismo. Esta familia incluye
muchas transformaciones de interés en el anélisis y modelado de dindmicas unidimensionales. En
particular, nosotros trabajaremos con transformaciones expansivas y de Markov (estas ultimas

las presentamos en el capitulo final).

Comenzamos con la definicion de dichas transformaciones monétonas a trozos. Puede verse

en |1, cap 4].

Definicién 2.8. Dado I = [a,b], la transformacion 7 : I — I se dice mondtona a trozos si

existe una particion (minimal) de I, a = ap < a1 < ... < aqg = b (su particion asociada) tal que

a) T|(a;_1,a;) = Ti €s una funcion que puede extenderse a una funcién de clase C' Len [a;_1,a;],i =
1,...,q;

b) |7'(z)| > 0en (a;—1,ai), i =1,...,q.

Si junto con b) se tiene |7/(x)] > a > 1 en todos los lugares en los que existe la derivada, T se

llama expansiva a trozos. Por b) T es estrictamente monétona en cada (a;—1, a;).

Un ejemplo de una transformaciéon mondétona a trozos puede verse en la figura 2.1.

b T T T
| | |
a = ag a1 as as as=1b

Figura 2.1: Ejemplo de transformacién mono6tona a trozos.

Veamos ahora cuél es la forma del operador de Perron-Frobenius para este tipo de transfor-
maciones. La descripcion se puede encontrar en [1, cap 4]. Sea 7 una transformacion monétona

a trozos. Por la definicién de P, se tiene

/APde)\:/Tl(A) FdA (2.1)

para cualquier conjunto de Borel A C 1.
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Como 7 es monétona en cada J; = (a;—1,a;),7 = 1,..., g, se puede definir la inversa de 7; = 7,
en cada uno de los intervalos J;. Sean

-1 _ -1
¢Z_7—|Ji =T

con B; = 7(J;), entonces ¢; : B; — J; y los conjuntos 77(A) y U?_,#i(B; N A) se diferencian
en a lo sumo un namero finito de puntos, donde los conjuntos {¢;(B; N A)}{_; son mutuamente

disjuntos y dependiendo de A pueden ser vacios.

Sustituyendo lo anterior en la ecuacion 2.1 se obtiene

q
/ P, fdA :/ fdA :/ fdx = Z/ fdA
A T_l(A) U;-Izl (]SZ(BZQA) i=1 Z(BZﬂA)
q
=Y [ seai@la
— JBinA
usando un cambio de variable en cada i. Entonces
q
[ Petan=3 [ ron@niei@ls, @ax
=1

_/A; (’7’;1 ))‘XT(J'L)( )dA.

7' (7i (2

Al ser A arbitrario se tiene que

WXT(L)@) (2.2)
i=1

donde para cada x el conjunto {771(x)} consiste en como mucho q puntos. Y se entiende que
P f(z) =0six ¢ UL 7(J;).

Veamos dos ejemplos de célculo del operador de Perron-Frobenius siguiendo la descomposicion
anterior. Ambos son ejercicios propuestos en el libro |1, cap 4].

Ejemplo 1. Sea 7 :[0,1] — [0, 1] definida por

2z,
—x + %7

IA

7()

o= O
IA IN
[ IS
IN
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Vamos a encontrar P, y mostrar que si

_ 0,
f(z) =
) { g9(x),

donde g es simétrica con respecto a la recta z = % (es decir, g (% —:1;) = g(x) para todo
x € [%, 1}), entonces P, f = f.

o~ O
IN
8

_ N

IN
8
IN A

En primer lugar, vamos a representar graficamente la funcién 7, véase la figura 2.2.

1
|
0 1/2 1
Figura 2.2: Grafica de 7.
Atendiendo a la forma de la funcién, podemos observar dos componentes 7i(z) = 2z si
T € (O, %) y 7o(x) = —x + % siz e (%, 1), de forma que estamos trabajando en la particion

P = {0, 3,1}. Cuyas derivadas son 7{(z) =2siz € (0,3) y 5(z) = —1siz € (3,1).

Necesitamos saber el valor de sus inversas, calculémoslas. Para eso despejamos x en cada una

de las expresiones anteriores, obteniendo:

$1(y) =7 (y) = % bo(y) =75 (v) =5 — v

Ademas, se tiene que 7 ((O, %)) =(0,1) y 7 ((%, 1)) = (%, 1), con lo que ya tenemos todos los

ingredientes necesarios para calcular Py, usando la representacion 2.2. Asi, dada f se tiene:

Paste) =31 () xo 1 (3 =) v =34 (3) 1 (3 - vy

En el caso particular de f se tendra
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Ejemplo 2. Sea 7 :[0,1] — [0, 1] definida por

241, 0<z<i
T(ac):{ ) 2

Calculamos P;.

En primer lugar, vamos a representar graficamente la funcién 7, véase la figura 2.3.

1
0 1/2 1
Figura 2.3: Grafica de 7.
Atendiendo a la forma de la funcién, podemos observar dos componentes 71(x) = —2z + 1

six € (0, %) ymz) =2r—1siz € (%, 1), de forma que estamos trabajando en la particion
P = {O, %, 1}, siendo las derivadas 7{(x) = —2si z € (O, %) y mh(x) =2six € (%, 1).

Despejando las respectivas inversas, obtenemos

1—y _
- gl =

Ademas, se tiene que 7 ((0, %)) =(0,1) y m ((%, 1)) = (0,1), con lo que ya tenemos todos los

ingredientes necesarios para calcular P, usando la representaciéon 2.2. En concreto, dada f, se
tiene ) ) ) .
- T+
P, == Z )
=1 (157) 4 1 (220)

En particular, f = 1 es un punto fijo de P;, es decir, la propia medida de Lebesgue A es 7-
invariante.




Transformaciones
expansivas a trozos

-

CAPITULO

El objetivo de este capitulo es mostrar la existencia de medidas invariantes absolutamente
continuas (respecto a la medida de Lebesgue), en ocasiones las denotaremos por acim, para
transformaciones expansivas a trozos usando funciones de variacion acotada. Ademas, probaremos

que las funciones de densidad de dichas medidas seran de variaciéon acotada.
Para llevar a cabo este desarrollo es necesario introducir algo de notacion.
Seguimos trabajando en el intervalo I = [a,b] y con la medida de Lebesgue A. Denotamos

por T(I) a la clase de las transformaciones 7 : I — I que cumplen las siguientes condiciones:

a) T es expansiva a trozos, es decir, existe una particion asociada P = {J; = (a;j-1,a;),7 =
1,...,q} de I tal que ; = 7|, es de clase C', y |7/(z)| > a > 1 para cada i = 1,...,q y para

todo = € J; y puede extenderse a una funciéon de clase C! en I; = [a;i—1,a;].

b) g(z) = m es una funcién de variacion acotada. Aunque esto no es relevante, podemos
suponer para que nuestras funciones estén definidas de un modo uniforme que 7(a;) = a 'y

g(a;) = 0 en los puntos de la particion.

Para cada n > 1, definimos la particion P como

n—1
P = \/ kP ={J, N NI NN ) Ji; € P}.
k=0

Claramente, 7" es expansiva a trozos con particion asociada P(™ si P es la particion asociada

a T.

Veamos a continuacion una serie de lemas que seran necesarios para probar que estas funciones
tienen una acim cuya densidad es de variaciéon acotada. Nuestro primer lema establece una
desigualdad sobre la variacion del operador de Perron-Frobenius de una funcién de variacion

acotada. Puede verse en |1, cap 5|.

Lema 3.1. Sean 7 € T(I) y § = minj—1 4 A(J;). Entonces para cada f € BV (1)
VitPo) < AVif + B [ 1710
I

donde A = 3 +méxicicg Vig y B = 5 + j mixi<i<y Vi,
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Demostraciéon. Seaa = zg < 1 < ... < x, = b una particién de I independiente de la particion

P. Definimos ¢; = Ti_l y vamos a usar la expresion 2.2. De esta forma
q -1 q
flri (x))
Prf(z) =Y g =X (2) = ) F(@i(2))g(0i(2))Xr () (@)-
i=1 |T (Ti (IL’))| i=1
Aprovechando la expresién anterior podemos realizar el siguiente desarrollo sobre el sumatorio
> i1 | Prf(x5) = Prf(x1)l:

T

D 1P f(ag) = Prf(ajm)]

j=1
=" £ @i@)g (@i @) xr iy (@5) = > F(@il@j-1))9(i(25-1))Xr () (5 -1)
7j=11]i=1 =1
=Y "N 1 (0i(@) (61 (@5)Xr () (25) — F(Di(j-1)) (i (@5-1)) X (1) (j-1)]
J=111=1

donde en el dltimo paso hemos usado la desigualdad triangular.
Descartados los términos nulos, este doble sumatorio lo vamos a descomponer en dos partes
2 v 2
(1,5)€A (1,5)€B
donde A = {(4,j) : se cumple la condicion 1} y B = {(4,7) : se cumple la condiciéon 2 o 3}, y
las condiciones son:
L. Cuando Xr(,)(75) = Xr(s)(7j-1) = 1.
2. Cuando xr(j,)(zj) =1y X7(s))(zj-1) = 0.
3. Cuando x(j,)(z;) =0y Xr(s)(7j-1) = 1.
Comenzamos con la primera opcion, X,(s,) (%) = Xx( Ji)(xj_l) = 1, obteniendo el siguiente

sumando:

D 1 @ilx)g(dilx))) = f(ilxi-1))g(dilwj1))]

(i,j)€A

= > [f(i(x)g(di(x5)) — F(dilx;)g(di(xj-1))

(i,7)€EA
+ f(dilx ‘)) (¢i(xj-1)) — f(Pi(j-1))9(¢i(xj-1))|
< > 1 @ie)g(¢ila) = g(dilzi—))l+ Y la(@i(zj—)If (i) = f(ilaj—)]|

(i J)EA (i,j)€A

Zsuplf! V1.9 + (sup lg)) Zsz
i=1 =1

esto ultimo por pertenecer ¢;(z;), ¢i(z;—1) a J; C I;.
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Usando la proposicion 1.28, |g| = g, sup; g < é, el valor de § y la observacion 3 al teorema

1.29, lo anterior estaria acotado por

1 q
1rgza<>< Vzgz <V1f+ A /I |f|d>\> +St}pg;V1¢f

< méx V1g<V1f—i—(1$/I\f|d/\> —|—$V[f. (3.1)

1<i<q
Pasamos ahora a estudiar los otros dos casos de manera conjunta. En primer lugar, notar que
Xr(J) (@) = 1Y X7,y (wj-1) = 0 ocurre solo si x; € 7(J;) y xj—1 & 7(J;), por lo tanto z; y x4
estan en lados opuestos de un extremo de 7(J;). Lo mismo ocurre en el otro caso.

Por tanto, para cada J;, se tiene como mucho un par x;,z;_1 con z; € 7(J;) y xj—1 ¢ 7(J;)

y otro par xj, 1 con xj ¢ 7(J;) y xj—1 € 7(J;). Asi, el otro sumando quedaria acotado por:

S (66| + 76 Da(ilae)l) < & S (@it + 1 Fentay)l,

(id)eB Pt
(3.2)

debido a sup; g < 1, y entendiendo que los ntmeros f(¢i(z;)) y f(¢i(z;—1)) pueden ser cero.

Si llamamos s; = ¢;(x;) y 15 = ¢i(xj_1), que son dos puntos de J; C I;, 3.2 se transforma en

s}

q
Z [f(si)] + [ £(ri)] Z 2\ f (vi)| + |f(ri) = (o)l + |f(s:) = f(vi)]),

donde v; € J; es un punto tal que |f(v;)| < )\(1[‘) fli | f|dA. De esta forma, 3.2 resulta acotada por

1 < 9 5 )
a; <2V1J + ) /I |f|dA> < &sz - /1 | fldA. (3.3)

Combinando las cotas 3.1 y 3.3 se obtiene

Z|P7f(:nj) — P f(zj—1)] < (i + max VIQ) Vif+ ( 25 + - max V1g> /I|f|d)\.

- 1<i< d 1<i<q
Jj=1

Por la definicion de Vi (P; f), tomando supremos en la expresion anterior, se obtiene el resultado

buscado: 5 5
< (- A )
Vi(Prf) < (a + @,@gq%g) Vif+ ( =5 1 5 mndx sz}) /If!d/\
[ ]
En el siguiente lema se usa una variacion de la prueba realizada en |1, cap 5|.
Lema 3.2. Sea 7 € T(I). Entonces para cada n > 1
n
Wn = max VJgTZ S FWI’ (34)

Jepn)
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donde g, = |(g o T”_l) “(go T”_Q) ~~-(goT)-gl|, en particular g1 = g.

Demostracién. Notemos que, por la regla de la cadena, g,, coincide con |(7™)'|~! en los intervalos

de la particion P y se anula en los puntos de la particion.
Para llevar a cabo la prueba vamos a proceder por induccién sobre n.

En primer lugar, el caso n = 1 es directo, ya que Wy < Wj. Supongamos que 3.4 es cierto

paran =1,2,3,...,k con k > 1, es decir

Veamos si 3.4 sigue siendo cierto para n = k + 1. Para ello tomamos J € P*+D) y 0 < 21 <

.. < &, una particién de J. Entonces

m
Z Gr1(25) = g (1) = Z |9 (7(25))91(5) — g (T (xj-1))91(zj-1)l,
: ,] 1

donde se ha utilizado que

g1 (25) = g(r*(25)) - g (757 () -~ g(7(25)) g ()]
))) - 9(7(25))g(z;)]
21 (25))) - g(r(@)lg(es)] = gr(r(25))g1 ().

Continuando con la suma anterior,

Z |1 (7(25))g1(25) — gr(T(2-1))g1(25-1)|

= lge(r ()1 (x;) = gr(r(zj-1)g1(x;) + g (T(2j-1)g1(2;) — g (T(j-1))g1(xj-1))]

j=1

< Ugelr (@) = gr(r(2-0)))g1 (@) + gr (T (25-1)) (91 (25) — g1(5-1))]
j=1

< éWk + %Wl < ﬁﬂﬁ + %Wﬁ = %Wl,

donde en la ultima parte se ha empleado la hipétesis de induccion para n = k y que g(z) < % en
todo punto x. Notemos que los puntos 7(z1), ..., 7(Z;m—1) estan en dentro de uno de los intervalos
J' de P®). Los puntos 7(z9) y 7(x,) pueden ser, o no, extremos de J’. Si alguno de ellos no lo
es, digamos 7(z0), es porque xg € Py entonces 7(xo) = a 'y gr(7(xg)) = 0, que es el mismo valor

que gy toma en los extremos de J'.

De esta forma, como V5g,, < =W para cualquier J € P™) en particular

Wy, = méx Vig, < Wi.
Q@

n
JePm n-t
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El siguiente lema también lo podemos encontrar en |1, cap 5].

Lema 3.3. Sea T € T(I). Entonces existen constantes 0 <r <1, C >0 y R > 0 tales que para
cualesquiera f € BV (I) yn > 1 se cumple

I1P7 fllsv < Cr™[[ fllsv + R f]]1-

Demostracion. Definimos a,, = infe;(|(7") (2)]) ¥ 0p = min jepm) A(J) y, como en el lema an-
terior, W,, = méax ;.pm Vygn - Entonces a, > . Por el lema 3.2 sabemos que W, < nal="W;.

Entonces como o > 1y oy, > @™ podemos encontrar un k > 1 tal que

3
r,=— + W, < 1.
ag
Fijamos este k y establecemos Ry = g—:, C1 = méx{1,r1,7r2,73, ..., 71}, Co = max{3, 2, ..., g—:

yn = jk+i,con 0 <i<k— 1. Por la proposicién 2.6, se tiene P,n = (P,x)’ P,:, y usando el

T

lema 3.1 y que P; es una contracciéon (proposicion 2.5), resulta

ViPen f = ViPl (Pyif) < mi[ViPLT (P f)] + Ricll £l
< e ViPl A (P f) + Ricll fll1) + Rl £l

<rVi(Paf) + (7 7 e DR
<CyVif+ (i e e+ DR+ ol f

1
< CirlVif + <1 ) Coll fl[r-

Entonces por la definicion de la norma ||- || gy,

[P fllpy = [P fll+ _ inf  Vih < ||Peflli+  inf  ViPef
h=Pmnf ct =f ct.p.

=Irn C.l.p. =

, 1
<Ifli+ i i+ (=) Callflh
c.t.p

1
<WM+Q%WMv+< =) el

1-—

Tomando r = rk ,C=Cir~ Dy R= T-5; + 1 se tiene

|Penfllv < O fllsv + RIF1.

Con todos estos resultados ya somos capaces de probar el teorema principal de este capi-

tulo, que nos da la existencia de una medida invariante absolutamente continua con funcién
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de densidad de variacién acotada. De hecho, las funciones de densidad de medidas invariantes
absolutamente continuas serdn siempre de variaciéon acotada. La prueba de la existencia puede

encontrarse en |1, cap 5, teo 5.2.1] y la segunda parte es de elaboraciéon propia.

Teorema 3.4. SeaT € T(I). Entonces T admite una medida invariante absolutamente continua.

Mds ain, las funciones de densidad de las medidas T-invariantes absolutamente continuas estdn

en BV ([a,b]).

Demostracion. Denotamos por 1 = x; a la funcién caracteristica del intervalo I, cuya variacion
es 0 al ser constante y su norma ||1| gy = b—a. Consideramos la familia de funciones { P=1},15.

Por el lema anterior 3.3, se tiene
[Pr1|lBv < Cr"|[1]|py + R|1]1 = Cr"(b—a) + R(b — a) < (C'+ R)(b— a),

para cada n. Entonces {Pn1},7% es un subconjunto acotado de BV (I). Lo mismo se aplica al
conjunto {f, = < Z?:_& PI1}+% va que

n=1>

1 n—1 . 1 n—1 .
Wallov = |2 3P| < =S IPipy
1 n—1 1 n—1
== IPp1lsy <=3 (C+R)(b—a)=(C+R)(b-a),
§=0 §=0
+00
k=1
que converge en £!(I) a una funciéon f*. Veamos que en efecto P, f* = f*, de donde deduciremos

para cada n (por la proposicion 2.6). Por la proposicion 1.38, existe una subsucesion (f,, )

la primera afirmacion del teorema. Por la desigualdad triangular,

1P f* = F Il < N Prf™ = Prfoglls + 1P fr = frlls + [ o =

Como fy, tiende a f* en LY(I), dado ¢ > 0 arbitrario, cuando k tiende a infinito, el primer y
el tercer sumando seran menores a €/3, el primero porque el operador es una contraccion lineal,

proposiciones 2.5 y 2.2. Para el segundo sumando

1 1
| Pr fre = frgllt = Hn(Pfl + P21 4 ..+ P%l1 4 preq) — n—(l + Pl + ...+ Pu 1)
k k

1
1 1 1 2(b — a)
—||Pr*1 — 1]y < —(||P*1 1) =—(1 1) =——7<
PR = 1 < (PP 12 = (L + ) = =

w| ™

cuando k tiende a infinito, también gracias a las proposiciones 2.5 y 2.2. Por lo tanto, ||Prf* —
f*ll1 < e con e arbitrario mayor que 0, de donde se deduce que P, f* = f*. Como f* > 0, por
la proposicion 2.3, f*/||f*||1 es densidad de una medida 7-invariante absolutamente continua.

Notemos que las proposiciones 2.3 y 2.4 implican que || fy, |1 = b — a para todo nj por lo que
[f*[li=b—a#0.

Veamos la segunda parte. Ya sabemos que las funciones de densidad de la medidas invariantes

absolutamente continuas se corresponden con los puntos fijos del operador de Perron-Frobenius
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positivos y de norma L! unitaria. Pues bien, ahora vamos a ver que dichos puntos fijos, en
particular las densidades, estan en BV (I). Sea f* uno de dichos puntos fijos. Entonces, por
la densidad de BV (I) en £!(I), proposiciéon 1.36, puede encontrarse una sucesién de funciones
fm € BV (I) convergentes a f* en £1(I). Ademas, como f* € LY(I) y | fmllr < [ fm—F* 1+ 1F*]1,
existe K > 0 tal que ||fm|1 < K, para todo m. Definimos las funciones ¢pmn = Qn(fm), donde

@ viene dado por

|
—

1% .
N Pif.
n

J:

Qn(f) =

[e=]

Notemos que las funciones g, estan en BV ([a,b]) por el lema 3.3. Mas atin,

n—1 n—1 n—1
1 . 1 . 1 .
lgm.nll By =)~ > Pi(fwm)] < - > P (fm)llsy < - > (Cr|| fmllBy + Rllfmllh)
7=0 BV =0 7=0
1 n—1 A
= CllfmlBv— > 17+ R fmllr-
J=0

L. . . . 1 4 ., L.
Tomando limite cuando n tiende a infinito, como Z}l:o rJ es una progresiéon geométrica con valor

finito al ser 0 < r < 1, resulta

|| gmnllBv < R fml1 < RK.

n—oo
En definitiva, para todo m existe un cierto n,, tal que ||gmn,.||By < RK, con RK independiente
de m.

Por otro lado, al ser el operador de Perron-Frobenius una contracciéon (proposicion 2.5), lineal

(proposicion 2.2) y f* un punto fijo del mismo, se obtiene

1gm.n = 7 lln = 1Qn(fm) = i = Q@n(fm) = Qu(f) L = 1@n(fm =[x < 1 fm = 71

En particular, gmn,, — f* en LY(I).

Combinando los dos resultados anteriores, es decir, ||gm n,, || By < RK paratodomy gmn,, —
f* en £'([a,b]) y aplicando la proposiciéon 1.39, se obtiene f* € BV (I) como queriamos demos-

trar. m
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CAPITULO

Transformaciones de Markov

El objetivo de este capitulo es demostrar la existencia de una tnica medida invariante absolu-
tamente continua y equivalente con la medida de Lebesgue, respecto la cual una transformacion
de Markov lineal es ergddica. Y con este resultado deduciremos que en el sistema dinamico
(I,B,pu,7), la frecuencia relativa con la que una o6rbita cae en un subconjunto de Borel A € B,
converge a la medida del conjunto A, p(A) y no solo en casi todo punto respecto de la media
4, sino también respecto de la medida de Lebesgue A. Para ello, haremos uso de buena parte de
los resultados que hemos probado en capitulos anteriores, junto con nuevos resultados de este

capitulo. Ademas, ilustraremos el teorema con algtin ejemplo.

En primer lugar, vamos a ponernos en situacién de las transformaciones con las que vamos
a trabajar en este capitulo. Seguimos, como en todo el trabajo, con el intervalo I = [a,b] y
transformaciones 7 : I — I mondtonas a trozos con particién asociada a = ag < a1 < ... <
aqg = b. Para i = 1,...,¢, llamamos J; = (a;—1,a;) y la restriccion de 7 a J; como 7;. Ahora,
si 7; es un difeomorfismo de J; a una uniéon de intervalos J; conectados, es decir de la forma

. . ., _ 9 P

(aj(i), ay(iy), se dice que 7 es de Markov y la particion P = {Ji}]_, se llama particion de Markov
con respecto a Ty se dice que T esta en la clase Ty(([). Si ademéas cada 7; es lineal en cada J; se

dice que 7 es una transformacion de Markov lineal a trozos.

Comenzamos con la definicion de la matriz de incidencia de una transformacion.

Definicién 4.1. Sean 7 : I — I una transformacion monotona a trozos y P = {J;}1_; su
particion asociada. Se define la matriz de incidencia de T como la matriz A, = (asj)1<i j<q
donde
o { 1, siJ; CT(J]'),
a;j =

0, en otro caso.

Esta nocion de matriz de incidencia resulta ser de gran utilidad cuando 7 es una transforma-
cion de Markov, ya que si a;; = 0 entonces J; N 7(J;) = (). Mas atn, una entrada b;; positiva en

Ak equivale a decir que 7%(.J;) D J;, mientras b;; = 0 equivale a .J; N 7%(.J;) = 0.

Veamos una serie de definiciones del algebra lineal y teoria de grafos presentados en su mayoria
en [10, caps 2,6]. Seran necesarios para realizar una interpretacion matricial del operador de

Perron-Frobenius.
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Definicion 4.2. Se dice que una matriz A = (a;;) € Myxq(R) no negativa (es decir, con todas
sus entradas no negativas) es primitiva si existe un entero positivo k tal que A¥ > 0 (es decir,

todas sus entradas son positivas).

Definicién 4.3. Se dice que una matriz A = (a;;) € Myxq(R) es de permutacion si todas sus

entradas son nulas excepto una cualquiera por cada fila y columna, que debe ser igual a 1.

Definicion 4.4. Una matriz A = (a;j) € Myxq(R) no negativa se llama matriz estocdstica
cuando sus filas o sus columnas suman 1. En particular, se llama estocdstica por columnas si son

ellas las que suman 1 y estocdstica por filas si ellas suman 1.

Definicién 4.5. Un grafo dirigido G es un par G = (V, E) donde V es un conjunto finito (de
vértices) V = {v1,v2,...,v4} vy E un conjunto (de aristas) contenido en V' x V', donde la arista

dirigida (v;,v;) va del vértice v; al vértice v.

Definicion 4.6. Dado un grafo G = (V, E), un camino desde el vértice v; al vértice v; es una
secuencia de vértices v;, v;,, Vi,, ..., Vi, , Uj, que empieza en v; y acaba en v;, donde para cada
vértice v (excepto el ultimo) de la secuencia existe una arista e € E que lo une con el siguiente
de la secuencia. Se llama longitud del camino al nimero de aristas que lo forman. Se llama ciclo
a aquel camino cuyo vértice inicial y final coinciden sin repetirse ningin vértice intermedio del

camino.
Por otro lado, una matriz también puede ser asociada a un grafo dirigido. Notemos la per-
mutacion de los indices 4, j en la definicién siguiente:

Definicion 4.7. El grafo asociado a una matriz no negativa A = (a;j) € Myxq(R) se llama

G(A) y tiene por conjunto de vértices V' = {vy, v, ...,v4} y la arista (vj,v;) € E cuando a;; # 0.

Definicién 4.8. Un grafo dirigido G = (V, E) se llama fuertemente conexo si para cada par de

vértices v;, v; € V existe un camino de v; a vj.

Definiciéon 4.9. Una matriz no negativa A es irreducible si su grafo asociado G(A) es fuerte-

mente conexo.

El siguiente resultado se puede encontrar en |10, cap 6], no presentamos una prueba porque

ya la realizamos en el trabajo fin de grado.

Teorema 4.10. Una matriz no negativa A es primitiva si es irreducible y su grafo asociado tiene

dos ciclos cuyas longitudes son enteros coprimos.

4.1. Transformaciones de Markov lineales a trozos

El objetivo en esta seccidn es representar el operador de Perron-Frobenius, P, de una trans-

formacion de Markov lineal a trozos, a través de una matriz.
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Comenzamos fijando una particiéon del intervalo, P, y definiendo la clase de todas las funciones
constantes en los intervalos de la particiéon anterior, denotada por S. En consonancia con la
definicién 1.34, estas funciones reciben el nombre de funciones de paso en P. De esta forma se
tiene la siguiente relacion:

q
feSsiysolosi f= Z?TjXJj,
j=1

para ciertas constantes 7y, ..., my. Identificamos a f con el vector columna af = (71, sy 7rq)T.

Veamos el siguiente teorema que caracteriza el operador de Perron-Frobenius a través de una
matriz M,. La siguiente prueba es una variacion de la realizada en [1, cap 4, teo 9.2.1], en el
sentido de que la matriz empleada es diferente, al dar a 7/ una interpretacion de vector columna

y no vector fila.

Teorema 4.11. Sea 7 € Ty(I) un transformacion lineal de Markov a trozos con particion
asociada P = {J;}}_, de I. Entonces existe una matriz q X q, M;, tal que P;f = M,r! para

toda f €S, con 7l el vector columna obtenido de f.
La matriz M- es de la forma M, = (my;), donde

Qij /\(Jj mTfl(Ji))

Ay

y Ar = (ai;) es la matriz de incidencia de T y TJ’- el valor de 7' sobre J;.

Demostraciéon. Por la féormula 2.2, obtenida en la representacién del operador de Perron-

Frobenius, se tiene

Prf(x) = Z Fa @)l (7 @) Xy (@),

Vamos a realizar la prueba distinguiendo dos casos: un primer caso particular y un segundo

més general.

En el primer caso, vamos a suponer que f = xj, € S para algin 1 < k < ¢, es decir

7l =(0,...,1,...,0)”. Entonces, sustituyendo en la expresion anterior,
q
P, f(2) = Prxg(2) = Y xa (7 @) (171 @) X (@),
i=1

Como 7; ' (I) = Ji, X, (77 (%)) sera 0 para todo i # k y 1 cuando i = k. Sustituyendo
Prf(2) = 7' (7 (@)™ e (2).
Ademiés, al ser 7 lineal en Jy, 7/ = 7/ es constante en Ji. Asi, como Tk_l(l') € Ji. se tiene
Prf(x) = 75| ™ X () ()

Por lo tanto P, f = M=l
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Veamos el caso general. Sea f € S, es decir,
q
T
f= ZﬂjXJ]' = (7T1, ---77rq) :
J=1

Por la proposicién 2.2 sabemos que el operador P; es lineal, por tanto

q q
Pef =P | Y mixs, | =Y miPr(xs;)
j=1 j=1

y por el caso anterior
q
P’?’f('r) - Zﬁj‘T]{‘_IXT(Jj)(x>' (41)
j=1

Esto garantiza que P, f € Sy se podré escribir P, f = (dy, ..., dg)7T.

Estudiemos ahora la parte derecha de la expresion 4.1. Dado z € J;, el j-ésimo sumando sera

de la forma 7rj|7']’~|_1

a;j =1si J; C7(J;) y 0 en el resto en la matriz de incidencia A, = (a;5), y que

si y solo si € 7(J;), es decir si y solo si J; C 7(J;). Pero recordemos que

M = (mij) = aij|mj| "

Entonces

q
di: E ijij
j=1

P f = (di, -~-7dQ)T = M- (m, ""WQ)T = MTﬂ-f'

A la matriz M, se le suele llamar matriz inducida por 7. Notemos que es una matriz no
negativa y cada entrada no nula en una columna j es igual a |TJ'-]*1. Ademas, 7 determina M,

de manera tnica, pero no al revés porque no importa si 7; es creciente o decreciente en J;.

4.2. Funciones propias asociadas a las matrices inducidas por

transformaciones de Markov lineales a trozos

El objetivo en esta secciéon es probar que una transformacién 7 : I — I de Markov lineal
a trozos cumple que su matriz inducida M, tiene 1 como valor propio. De este hecho se puede
deducir que el vector propio positivo asociado a 1, visto como una funcién de paso f en P, es
la densidad de una acim para 7 (cuando su norma L' sea 1). En efecto, en la seccién anterior

hemos probado que P f = M,x/; por tanto, si es un vector propio se tiene que

PTf:MTﬂ'f:ﬂ'f:f



Funciones propias asociadas a transformaciones de Markov lineales a trozos 55

y f es un punto fijo de P;, y la proposiciéon 2.7 garantiza que f es la densidad de una acim para

T.

Si P es una particiéon con intervalos de igual longitud, entonces M es estocéstica por columnas
y 1 es valor propio, [10]. Ademaés, si M es primitiva, por el teorema de Perron-Frobenius estudiado

en [10], sus multiplicidades algebraica y geométrica son 1 y existe un vector propio positivo.

Vamos a probar que lo mismo es cierto sin necesidad de que la matriz sea estocéstica. El

siguiente teorema puede encontrarse en |1, cap 9, teo 9.3.1].

Teorema 4.12. Sea 7 : I — I una transformacion de Markov lineal a trozos con matriz indu-
cida M. Entonces M, tiene 1 como valor propio. Si ademds M., es primitiva, las multiplicidades
algebraicas y geométrica del valor propio 1 son 1 y el espacio propio estd gemerado por un vector

Positivo.

Demostraciéon. Recordemos que {ag, a1, ..., a4} define la particion de P donde 7 es de Markov.

Definimos
0= H(CLJ aj-1)
j=1
y
5 q
0; = = _
T a—a 1:[(“] aj-1)
7=1
J#

Consideramos la matriz diagonal D = (d;;) dada por dy; = d;,i =1,...,q y 0 en el resto. De esta

forma, su matriz inversa E = D~! viene dada por e; = (51-_1,1' =1,...,q y cero en el resto.

Como 7 es de Markov la imagen de cada intervalo de la particion es unién de otros intervalos
de la particion. Supongamos que 7 lleva J; a J;UJ;11U- - -UJ; 1. Entonces, como TJ/- es la pendiente
de una recta, al ser lineal, que une los puntos (a;, a;yx), (aj—1,ai—1) o (a;,a;—1), (aj—1, Gitk), su
valor absoluto vale |7/| = (a;+x — ai—1)/(a; — aj—1). Por la definicién de M., se tiene que la
j-ésima columna de M tiene entradas (a; — aj—1)/(ai+x — ai—1) en las filas i hasta i + k y cero
en el resto de filas. Definimos la matriz B = D~ M, D, que cumple b,; = 5r_1mr358. Esta matriz
es estocastica por columnas, veamoslo. Para ello, vamos a calcular la suma de una columna

arbitraria j de B:

‘ o = 5 (4= aj0)
by = 6 myid; = o S e btV
_§5_1 (0j—aj) 6 & [1+ L 1]
=" (aik—ai1) (g —aj1)  (aipk —ai1) [0 Gip Oit
d a; — ai—1 Qi1 — a4 gk — Qigrk—1
_ cooy Gith T Gitko1 )
(ai+k—ai_1){ L 5

Por lo tanto B es estocéstica por columnas y por [10, cap 6, prop 6.8] 1 es valor propio de By
ademas es de modulo méaximo (es decir, el radio espectral de B es 1). Por [10, cap 2, prop 2.22]

M. tiene a 1 como valor propio de médulo méaximo.
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Ademas, si M, es primitiva, por el teorema de Perron-Frobenius para matrices primitivas,
[10, cap 5, teo 5.1], 1 (por ser de modulo méaximo) posee multiplicidades algebraica y geométrica

1 y un vector propio positivo. n

Veamos un ejemplo de cémo calcular la matriz inducida M, y hallar los vectores propios del

operador correspondientes al valor propio 1. Es un ejercicio propuesto en [1].

Ejemplo 3. Sea 7 :[0,1] — [0, 1] definida por

20+3, 0<az<i,

5 1 1

(@) = —rt+i 1STS3
7 1 3

—2z+3, <<,

—z+1, 3<z<1

En primer lugar, vamos a representar graficamente la funciéon 7, véase la figura 4.1.

]. T T
| | |
0 1/4 1/2 3/4 1
Figura 4.1: Grafica de .
Vamos a considerar la particion P = {0, %7 %, %, 1} con intervalos asociados J; = (0, %),

Jo=(1:3): Js = (3:3) v Ja = (3,3). Como 7(1) = (3,1), 7() = (§,1), 7(J3) = (3.3) ¥
T(Jy) = (07 %), la imagen de cada uno de esos intervalos se corresponde con uniones de los J; y
por tanto 7 es una transformacién de Markov y ademas lineal. Por lo que podemos calcular su

matriz inducida M. respecto a esta particion.

Para calcular la matriz inducida, lo vamos a hacer de dos formas distintas de acuerdo al
teorema 4.11. Primero a través de la matriz de incidencia, para ello calculamos los valores a;;
usando su definicién, comprobando las relaciones J; C 7(J;). Asi, obtenemos a3 = 0, aj2 = 0,
a13 =0, a1ga =1, a1 =0, a2 =0, asg =1, a4 =0, a3y =1, a32 =0, azz =1, az4 =0, ag; =1,
aq2 =1, ag3 = 0y agq = 0. Por otro lado, si calculamos el valor de la derivada de 7 en cada J;,

denotéandola por 7/, obtenemos |71| = 2, |75| = 1, |15] = 2y |74| = 1. Sustituyendo en M; resulta:
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0 0 0 1

;i 00 % 0

M = lszl ?
1

1100

Notemos que la matriz es estocéstica por columnas por tener todos los intervalos de la particiéon
igual longitud.

. .., A(JiN -1 i
Vamos a calcularla ahora teniendo en cuenta la condicion m;; = W Para ello,

debemos calcular primero el valor de Ti_l para cada i. De esta forma, despejando, obtenemos

2y — 1 _ 5 _ 7T—4y _
== Tzl(y)zz—y, 5 (y) = i i y) =1-y.

' (y)

Atendiendo a la grafica de la funcién y al valor de las inversas calculado, deducimos que la imagen

inversa de cada intervalo de la particiéon es

TN =1 (h) = <zv 1) ’

e MODAG) o NGDAG) L, MEDOG)
e MEDAGD) o AODNED) , , MEDIED)
;23: MG ED) 1 4%4: MDD ED) 4
= MO [0, S8 _ A oL 09U _,

e _AGN [(cz DUGDD 1 M@0 [((;;;) DGR,
YOI [(é;i)U(ijé)]) L AT [<;?1>u<1,;>}> L
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1
8

myg = T =0y myu= =
4

quedando de nuevo la misma matriz M, de antes.

Vamos a calcular los puntos fijos de P-, pero antes de eso vamos a comprobar si la matriz
M. es primitiva. En efecto, el grafo asociado a la matriz es fuertemente conexo, ya que podemos
encontrar un ciclo que conecta a todos los nodos, en concreto 1 — 3 — 2 — 4 — 1.
Ademaés, podemos encontrar dos ciclos de longitudes coprimas, el anterior y 3 — 3 (longitud 1),
por lo que el teorema 4.10 nos garantiza la primitividad. Asi, por el teorema 4.12 sabemos que
las multiplicidades algebraicas y geométricas del valor propio 1 son 1. Para terminar, calculemos

los puntos fijos del operador de Perron-Frobenius que son funciones de paso, es decir, los vectores

7/ tales que M.nf =nf. Supongamos que nf = (z,y, z,t)T. Entonces
0 0 0 1 T T
00 % 0
% 0 % 0 z z
100 t t

proporciona las relaciones
1
r=t, 2z2=2y, xT=2z Yy §x—|—y:t,

por lo que 7/ es de la forma
= (2y,y,2y,2y)"

y todos los puntos fijos de P, constantes a trozos se corresponden con los miltiplos de (2, 1,2, 2)7.

El siguiente teorema nos garantiza que si tenemos una transformaciéon de Markov lineal a
trozos e inf |7/| > 1 donde exista la derivada, entonces toda funcion de densidad invariante por

T es constante a trozos. La prueba puede verse en [1, cap 9, teo 9.4.1].

Teorema 4.13. Sea 7 € Ty(I) lineal a trozos tal que o = inf |7'| > 1 donde la derivada ezista.
Entonces la densidad de toda acim para T, es mds, todo punto fijo de Pr, es una funcidn de paso

en la particion asociada a T.

Demostracién. Sea f € £'(I) tal que P.f = f. Como inf|7'| > 1y m es una funcion
constante a trozos (por tanto de variacion acotada) se tiene que 7 € T (I). Por la segunda parte
del teorema 3.4 sabemos que f es de variacion acotada en I. Como es un punto fijo de P, resulta
que

P f(z) = Zf(n—l(a:))muj)(a:) — f(a).

j=1
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Sea Jj;, un intervalo de la particion P, y sean z,y € Jj fijos con @ # y. Entonces x,(s,)(z) =

Xr(J;)(y) para todo j. Por lo tanto

)= 1) = Pof) = P ) = 32l 0) = 10 0o )
=11
= Y S ) = S ),

donde el indice i1 recorre los enteros j € {1,...,q} tales que z € 7(J;). Repitiendo el proceso

para cada indice i1,

|7}

£ @) = 105 W) = 3 o g e @) = £ i )

Repitiendo el proceso teniendo en cuenta que cada é > |Tl_,|
i

y tomando valores absolutos se

obtiene

[f (@) = fy)] < é Z (7,1 (@) = Fr )l < — Z Do @) = fry W)

1 _ _ _ _
< o Z T Z ‘f(Tinl T Till(x)) - f(ﬂ;nl T Tz‘ll(y))‘-
i1 in
Como 7 es monoétona a trozos, el conjunto

- —1 - —1
(e @) e W) Yo, i

in

es una coleccion finita de como mucho ¢™ intervalos que no se solapan.

El sumatorio anterior esta claramente acotado por la variacién total de la funcién en el
intervalo I, y como f es de variaciéon acotada, Vi f < K. Asi, sustituyendo en esa expresién se
obtiene

7@) ~ fW) < Vi <e

para un n suficientemente grande al ser V7 f < K. Por lo tanto, f(z) = f(y) y f es constante en

Ji. Repitiendo el proceso en cada intervalo queda probado el resultado. n

Ejemplo 4. Con este ejemplo buscamos mostrar lo expresado en el teorema anterior. Recorde-

mos la funcion 7 del ejemplo 2. Sea 7 : [0,1] — [0, 1] definida por

—2z+1, 0<z<li,
T(x) = L -2
2¢ — 1, 5 <z <1,

donde habiamos calculado que el operador de Perron-Frobenius era

Prf@) = 5f (1;””) ] (‘”“‘2”)
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1
DRI

)
)

Como inf|7'| > 1, por el teorema 4.13, todo punto fijo de P, es una funciéon de paso y por

Atendiendo a la forma de la funcién, donde P = { 0 1}, la matriz de incidencia es claramente

-
Il
VR
—_ =
—_ =

y la matriz asociada

N[ N
N—= N

tanto los tnicos puntos fijos seran las soluciones del sistema M,w/ = =/, por el teorema 4.11.
x x
Y Y

=Y,
por lo tanto, todos los puntos fijos de P, son de la forma (x, )7, es decir miltiplos de (1,1)T. Por

Calculémoslos

NI D=
[N ST

obteniendo la relacion

lo tanto, la tinica acim para 7 tiene densidad f = 1, es decir, es la propia medida de Lebesgue.

Observacion 5. La condicion de que inf |[7/| > 1 es esencial para que los puntos fijos de P;
sean funciones de paso, véase el ejemplo 1. En ¢l teniamos la transformacion 7 : [0,1] — [0, 1]

definida por

donde claramente inf |7'| < 1 (en particular vale 1). Y como se vio, puede tener puntos fijos de

f(x):{o, 0<z<i,

g(z), %<:1:< 1,

la forma

donde ¢ es simétrica con respecto a la recta z = %.

13
2114
que f no es constante a trozos. En particular, si se toma normalizada la funcién, se tendra una

Asi, si g(z) =3 — 4z paraz € (5,3) y g(z) =4z — 3 para z € [%, 1), por ejemplo, se tiene

funcion de densidad que no es constante a trozos y no seria cierto el resultado del teorema.
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4.3. Existencia y unicidad de medidas invariantes absolutamente

continuas

Los resultados de esta seccion pueden encontrarse en su mayoria en [5]. Nos disponemos ya a
probar el resultado que teniamos como objetivo en este trabajo, el cual garantiza que si tenemos
una transformaciéon 7 de Markov lineal a trozos con matriz de incidencia primitiva entonces
existe una tnica medida invariante absolutamente continua equivalente a la medida de Lebesgue,
respecto a la cual 7 es ergbddica. Para ello, es necesario introducir una serie de resultados que
trabajan sobre la primitividad de la matriz inducida y el concepto de transformaciéon completa.
Vamos a trabajar constantemente con una particion de Markov asociada a 7 € Ty (I), P =
{Ji}gzl con matriz de incidencia A;. Recordamos la notacion 7, = 7|, y sea [; la recta que une
los puntos extremos de 7;(.J;) donde I; es su pendiente. Definimos

Bi = ;gﬁ |7 ()|

Bi

0; ;
tol]
donde ¢; = 1 si 7; es lineal, ya que tanto ; como |l}| representa la pendiente de 7; en valor
absoluto. Ademés §; < 1 al tomar el infimo en [;, por el teorema del valor medio.
Asimismo, definimos
p= min A(J;)

1=1,...,q

P
max;—1,. 4 A(J;)’

y si K es un intervalo contenido en algtn intervalo J, de P, escribiremos
n(K) = AK)/A(Jp)-

Definicion 4.14. Sea 7 : I — I una transformaciéon medible. Decimos que 7 es completa si

para cualquier intervalo A C I existe k (dependiente de A) tal que

Th(A) = 1.

Definicion 4.15. Sea 7 € Ty(I). Se dice que 7 cumple la condicion (A) si para cada intervalo

A C I existen [ y J; (dependientes de A) tales que
TZ(A) D) Jj.

Lema 4.16. Sea 7 € Typm(I) y supongamos que A, es primitiva. Si 7 cumple la condicion (A),

entonces T es completa.
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Demostracién. Al ser A, primitiva, para un cierto entero positivo k se cumple que A* tiene
todas sus entradas positivas. Asi, por la definicion de matriz de incidencia, se cumple que J; C

7%(J;) para todo j e i, por tanto 7%(.J;) = I para todo j. Ahora,si A C I y 7'(A) D J;, tendremos
THE(A) = 1.

Por tanto 7 es completa. n

Lema 4.17. Sean 7 € Tm(I) y K C Jp un intervalo, con 7(Jp) = UL Jpy1j y m > 0. Entonces

A (K))
ST A ) = T

En particular, si 7(Jp) = Jy entonces
n(7(K)) = 6pn(K).

Demostracion. Por el teorema del valor medio y K C J, se tiene que A(7(K)) > B,A(K), al

ser 3, el infimo de las derivadas en J,. Ademas,

_ B BpAp)

5 - —_— m—.
P ’llp’ Zj:(] A(Jp’ﬂ')

Combinando ambos resultados,

M7 (K)) > BA(K) = 6, 2o A)(\ig;)A(K)7
y despejando - .
-
ST AT > Pt )
La segunda afirmacién es inmediata. .

Lema 4.18. Sea 7 € Tp(I). Si A, es irreducible y no es una matriz de permutacion, entonces
la condicion (A) se satisface si
(51(52”-(5,1(1 —i—’)/) > 1.

Demostracion. Sea A un intervalo. Definimos una sucesion de intervalos KM, K2 . K@)
contenidos en intervalos de la particion P con K0+t < 7(K®) y A 5 K1), El objetivo es
mostrar que la sucesion (n(K (i)))i alcanza el valor 1 en un namero finito de pasos: de esta forma,
para unos ciertos i y p se tendra A(K®))/ A(Jp) =1, es decir K @) = Jp, cumpliéndose la condicion
(A).

Sea J' € P tal que AN J" # . Definimos K1) = AN J' y asumimos que K@ C J, (si

K0 = Jp ya habriamos terminado). Definimos K (i+1) como sigue:

1. Si7:J, — Jy, entonces K0T = 7(K®) c J,.
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2. SiT:Jp — ULy Jy+j, m > 1 tenemos tres posibilidades:

a) Si 7(K®) C J,; para algin 0 < I < m, entonces definimos K(+1) = 7(K@) c J, ;.
En este caso, o bien K(*+Y) = J,; v ya terminaria la sucesion con n(K(*+)) = 1 o bien
K(i+1) - Jp/+l'

b) Si 7(KW) € Ty Udyi1 vy 7(K@) se interseca con ambos intervalos, sea H*) =
7(K®)N Jpr4i+k con k=0 o 1. Si para algin k = 0,1 se da H®) = Jp/ 414k tomamos
K0+ = g y terminarfamos la sucesion con (K1) =1 (en caso de que se dé la
igualdad en los dos valores de k es indiferente el K1) que se tome). En caso contrario,

elegimos como K1) cualquiera de los intervalos H®), es indiferente el que se elija.

¢) SiT(KNNTyy 1 # 0y 7(KD)NJy 11 # 0 para algin I, entonces, por la continuidad
a trozos de 7, Jyy C T(K (i)). Tomando K(+1) = Jp41 la secuencia termina con
U(K(i+1))~

Asi, podemos obtener una serie de desigualdades para los casos anteriores. Para el caso 1),

por el lema anterior 4.17, se tiene
n(KD) > 5n(KD).

Para el caso 2)a), de nuevo por el lema anterior 4.17, resulta

AKGD) _ MEEFD) N Jyar) _ n(KOHD)

; A K1)
nK) < < ) A7 S " R
( p’+l) +p + YO +

™ <
T im0 AUpg)

)

por lo tanto
n(EH) > 5,1+ 7)n(KD).

Con la construccién anterior, se puede observar que, en cada caso, la sucesiéon (K (’))i termi-
nara cuando, para una cierta iteracion i, K pertenezca a la particion P, es decir K@) = JIp,
con 1 < p < q. En esta situacion, claramente se satisface la condicion (A) por lo que solo faltaria

ver que en efecto la sucesion (K (i))i termina.

En primer lugar, vamos a ver que si la sucesion fuera infinita entonces el caso 2)b) no puede
ocurrir més de una vez, para ello vamos a proceder por reducciéon al absurdo. Supongamos que
ocurre dos veces, siendo K y KU con i < j, un par de intervalos obtenidos tras aplicar la

construccion del caso 2)b). Entonces,
(K1) = [¢, 2] U [2y 40, d], con Ty y—1 < ¢y Ty > d

Mas atn, por la definicion de K@, que es igual a HO ¢ a HO, Ty 41 €s un punto extremo de
K@ Por ser 7 de Markov y monétona en cada intervalo de su particion asociada, KU~1 debe
ser un intervalo con uno de sus puntos extremos perteneciente a la particion P, digamos x).
Suponiendo que

7(KU-V) = [, 2] U [z, d],
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zp se ha transformado en ¢ o d’, por lo que uno de estos puntos estaria en P y la sucesion

terminaria, lo que es una contradiccién con la infinitud de la sucesion.

Sea s el indice tal que K®) es obtenido de K~ mediante la construccion del caso 2)b) (si
este caso no llegara a suceder se toma s = 1, es decir seria el primero). Consideramos la sucesion
de nameros n(K®)), n(KG+tD), .. Si esta sucesion fuera infinita, entonces n(K®+9)) < 1 para
todo 7 > 0.

Ahora, para todo p > s, K1 solo puede obtenerse de las construcciones realizadas en los
casos 1) y 2)a). Para cierto p, sea k el indice mas pequeno tal que K (k) e obtiene aplicando
el caso 2)a), y digamos K®*7) C Ji; € P para todo 0 < j < k. Como la matriz de incidencia
de P, A;, es irreducible (su grafo asociado es fuertemente conexo, es decir,existe un camino
entre cualquiera de sus nodos) y no es de permutacion, y estamos en la situacion del caso 1), los
elementos de la sucesion (J;; )?;&
del caso 1) sucesivamente resulta

no se pueden repetir, con lo que k£ < ¢q. Aplicando la desigualdad

(K@D > 5ik_277(K(p+k’2)) > >, "5z‘k_277(K(p))-

Como K ®+k) ge formarfa a partir del caso 2)a), aplicando la desigualdad de dicho caso se obtiene
U(K(p+k)) > Oij,_, (1+ V)H(K(p—’—k_l)) > Oj - 52'1@7251'1@71(1 + 7)77(K(p))a

por lo tanto
N(KPH) > 61 - 60-10,(1+7)n(KW),
ya que todos los d;; son distintos y los ¢; < 1.

: , t g .
Para terminar sean k; > 0 los nimeros tales que K (122i-1 kl)) son los intervalos que se van

obteniendo mediante la construccion del caso 2)a). Entonces

n(K(5+Z§=1 Fi)y > 6y - 5, (1 + 7)77([((8+E§;i ki) > [6y - - S,(1+ 7)]2,7(K(5+Z§j 2
> > (61 Gy (1+ )] '(K®)) > 1

para un ¢ suficientemente grande, ya que 60 ---94(1 4+ ) > 1 por hipotesis. Esto contradice
la suposicion de que la sucesion de nimeros (K ®), n(KG+HD)), . cumpla n(K+9)) < 1 para
todo 7 > 0 por ser infinita. Por lo tanto es finita y la sucesiéon de conjuntos K* también lo es,

cumpliéndose la condiciéon (A). n

Observacion 6. Sila transformacion 7 es lineal a trozos entonces §; = 1 para todoi =1,2,...,q
v la condicién del lema anterior 4.18 se transforma en 14 v > 1 que siempre es cierta, por lo

tanto la condicion (A) siempre se cumplird bajo el resto de condiciones.

En el siguiente lema interpretamos P como la familia de puntos de la particion, P = {a;}7_;.
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Lema 4.19. Supongamos que 7 € Ty(I) cumple la condicion (A). Entonces

U 7I(P)

i=1

es denso en I.

Demostraciéon. Vamos a proceder por reduccion al absurdo. Supongamos que el conjunto no
es denso en I. Entonces existe un intervalo A = (c,d) tal que 77(A) NP = () para todo j > 1,
y por tanto cada iterada de A esta contenida en algin intervalo de P y todas las iteradas de 7
son estrictamente mono6tonas en A. Si A’ es un intervalo estrictamente contenido en A, todas las
iteradas 77/ (A’) estaran estrictamente contenidas en intervalos de la particion, contradiciéndose

la condicion (A). n

Observacion 7. Como vimos al inicio del tercer capitulo, si 7 es expansiva a trozos en P
claramente 7" es expansiva a trozos en la particion P, Analogamente, si 7 € Ta((I) es lineal
a trozos en P, 7 € Ty (I) lo serd en P,

Lema 4.20. Sea 7 € Tym(1I) lineal a trozos y cumpliendo la condicion (A). Entonces existen myg
y k > 1 tales que para todo m > my

inf |(7™(x))'| > k.

T

I es una transformaciéon de Mar-

Demostracion. Por la observacion anterior 7, sabemos que 7
kov lineal a trozos en la particion P®. Entonces, por el lema 4.19, podemos escoger un my
suficientemente grande tal que P(™0) tenga la propiedad de que el intervalo mas grande de ella
tenga medida de Lebesgue o menor que p, es decir que tenga menor medida que el intervalo
mas pequeno de la particion original P. Ahora, en cada intervalo Ji(mo) e Pmo) 7m0 eg lineal y

TmO(JZ.(mO)) D Jj, para algin intervalo de la particién P. Entonces

770 (7)Y )‘(Jj)
w2 L

7

Por lo tanto,

De hecho, la misma afirmacion funciona para todo m > mg, porque los intervalos de P(™ son

més pequetios que los de P(m0), ]

Con todos estos resultados, ya estamos en condiciones de probar el resultado principal de
este trabajo. Antes de comenzar la prueba, usando el teorema 4.10 y la definiciéon de matriz
irreducible, observemos que, por ejemplo, una matriz serd primitiva si es irreducible y ademaés
algin elemento de su diagonal es estrictamente positivo. Esto es debido a que al tener un elemento
de la diagonal estrictamente positivo, su grafo asociado posee un ciclo de longitud 1 que seréa

coprimo con cualquier otro ciclo formado y como el grafo es fuertemente conexo se deduce que
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la matriz serfa primitiva. Si traducimos esto al lenguaje de las transformaciones y sus matrices
asociadas es equivalente a decir que su matriz de incidencia sea irreducible y la transformacion
cumpla que J; C 7(J;) para algun 4, es decir, que algun intervalo de la particiéon tenga un punto

fijo. La prueba del teorema es de elaboracién propia.

Teorema 4.21. Si7 € Tap(I) es lineal a trozos y su matriz de incidencia es primitiva, entonces

T admite una unica actim . Mds aun, | es equivalente a A y 7 es ergodica respecto a .

Demostraciéon. Como Afi > 0 para un cierto k, esto implica que Tk(Ji) D Jj para todo par de
intervalos J;, J; de P, por lo que A; es irreducible y no es de permutacion. Por lo tanto estamos
en las condiciones para aplicar el lema 4.18 (recuérdese también la observacion 6) y deducir que
7 cumple la condiciéon (A). Més atn, podemos aplicar el lema 4.20 que garantiza que para un
cierto m se cumple

1’1;f (7™ (x))| > k> 1.

Asi pues, la transformacion ¢ = 77" seré expansiva y de Markov lineal a trozos por la observacion
7.

Bajo dichas premisas estamos en disposicion de aplicar el teorema 4.13 a ¢, lo que implica que
toda funcién de densidad ¢-invariante es una funciéon de paso en la particion Q = P(™) = {K, l}le
de ¢, es decir, toda funcién que cumple Pyf = f, con f € D(I), serd una funcion de paso y

densidad de una acim, llamémosla y, con p(A) = [, fd\.

Lo siguiente es notar que la matriz de incidencia de ¢ es también primitiva. Observemos
que Ay no es, ni estd conectada directamente con, la iterada A”', porque las dimensiones de
las matrices Ay y A, son distintas (la particion asociada a ¢ tiene muchos méas intervalos que
la particién asociada a 7). Ahora bien, el lema 4.16 garantiza que 7T es completa, y por tanto
¢ también es completa, y si una transformacion de Markov es completa entonces es claro que
su matriz de incidencia es primitiva. Por lo tanto, la matriz inducida por ¢, My, también sera
primitiva.

Como P,f = f es equivalente a M¢7rf = xf (equivalencia que se puede emplear al ser
f una funcion de paso), dichas funciones de densidad se corresponden con vectores propios
no negativos (vq,v2,...,v:) de My asociados al valor propio 1 tales que Zle uAK;) =1, lo
que, al ser My primitiva, garantiza la unicidad de la funcion de densidad f y por tanto de p
para ¢ (teorema 4.12). Esto garantiza la unicidad de la medida u para 7, ya que las medidas
invariantes absolutamente continuas de 7 lo son también para ¢ y como 7T posee al menos una, la
correspondiente al vector propio positivo de valor propio 1 de la matriz inducida que visto como
funciéon de paso tiene norma £! igual a 1 (es primitiva, luego existe), necesariamente debe ser

esa misma medida p.

Veamos la ergodicidad respecto a la medida u. Para ello vamos a proceder por reduccién al
absurdo. Supongamos que no es ergodica. Entonces existen conjuntos medibles disjuntos A y B,
con 0 < pu(A), p(B) < 1, tales que 771(A) = Ay 77%(B) = By AU B = I. Entonces podemos
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construir infinitas medidas, llamémoslas us con 0 < § < 1, tales que

w(CNA)
1(A)

Pues bien estas medidas son invariantes y absolutamente continuas respecto 7. En efecto, si
AC) = 0 entonces u(C) = 0y como CNA C C,CnNB C C, resulta u(CNA) =0y
u(C N B) = 0, obteniéndose

5)u(003)

+(1-

_ m(CNnA

luego ps << A. Al ser p 7-invariante, se cumple que para cualquier conjunto medible D,
w(t=1(D)) = p(D), por tanto, dado C,

n(CN B)

+(1-9) (D)

=0,

S LE NP G L
O N ) e (B)
p(A) u(B)
i end) o op(rNCnB) _ uCn4) o u(CNB)
=@ (1=9) I T (1=9) 1(B)
= p5(C).

Al haber infinitas medidas invariantes absolutamente continuas se contradice la unicidad de p,

por lo tanto 7 es ergodica.

Por dltimo, veamos la equivalencia entre A y p. Como p << A, falta ver A << p. Para ello
tomamos un conjunto medible A C I tal que p(A) = 0 y vamos a ver que A(A) = 0. No es
restrictivo suponer que A esta contenido en un intervalo Jj, de la particion asociada, ya que los

puntos tienen medida de Lebesgue nula.
Como f = >74_, mjxJ;,
0= u(4) = [ Jar=m ().

y como todos los coeficientes 7; son positivos (teorema 4.12), concluimos A(A) = 0, por tanto A

y @ son equivalentes. ™

De este teorema podemos extraer importantes consecuencias. Del corolario del teorema er-

godico de Birkhoff 1.53, se deduce que en el sistema dinamico (I, B, i, 7), la frecuencia relativa

+oo

20, cae dentro de un intervalo A C I converge

con la que la orbita de un punto = € I, {7"(x)

a su medida, es decir,
n—1
1 i
- > xa(r(x)) — u(A), p—ctp.
i=0

y por la equivalencia de las medidas

n—1
% Z XA(Ti(.T)) — u(A), A —c.tp.
=0
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Ademas,

p(A) = mAAN ),
j=1

siendo (m, w2, ..., 7rq)T el vector propio de valor propio 1 de M, que cumple

q
> mAJy) = 1.
j=1

En definitiva, hemos descrito la dinamica de 7 en A\ — c.t.p.

Para terminar el trabajo, veamos un ejemplo donde poner de manifiesto su teorema final.

Vamos a calcular la Gnica acim para una transformacion bajo las condiciones del teorema anterior.

Este ejemplo puede verse en [13, cap 2|.

Ejemplo 5. Sea 7:[0,1] — [0, 1] definida por

3z + 1, 0<wz<i,

1 1 1

(z) = 2(x—73), 1sr<jy,
1 1 3

2—2($+1), 5§.’L’<1,
—3x—|—%, %Sxﬁl.

En primer lugar, vamos a representar graficamente la funcién 7, véase la figura 4.2.

1 T
!
0 1/4 1/2 3/4 1
Figura 4.2: Grafica de 7.
Vamos a considerar la particion P = {0, %, %, %,1} con intervalos asociados J; = (O, %),

J2 = (ia %)7 J3 = (%)%) y J4 = (%71) Como T(‘]l) = (%71)) T(JQ) = (07%)5 T(J3) = (O’ %) y
7(Jy) = (%, 1), la imagen de cada uno de esos intervalos se corresponde con uniones de los J; y
por tanto 7 es una transformaciéon de Markov y ademas lineal. Por lo que podemos calcular su

matriz inducida M respecto a esta particion.
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Para calcular la matriz inducida, lo vamos a hacer a partir de la matriz de incidencia. Para
ello calculamos los valores a;; usando su definicién, comprobando las relaciones J; C (J;). Asi,
obtenemos all = 0, aijp = 1, aiz = 1, a14 = 0, a1 = 1, agy = 1, a3 = 1, a4 = 1, az] = 1,
azo =0,a33 =0,a31 =1, a41 =1, ags =0, ag3 = 0 y agqy = 1. Por otro lado, si calculamos la
derivada de 7 en cada J;, denotandola por 7/, obtenemos |7{| = 3, |15| = 2, |74| =2y |74| = 3.

Sustituyendo en M. resulta:

W= Wi W= O
S O NI N
O O N N
Wl Wi Wi~ O

Vamos a calcular los puntos fijos de P, pero antes de eso vamos a comprobar si la matriz
M. es primitiva. En efecto, el grafo asociado a la matriz es fuertemente conexo, ya que podemos
encontrar un ciclo que conecta a todos los nodos, en concreto 1 — 4 — 3 — 2 — 1. Ademaés,
podemos encontrar dos ciclos de longitudes coprimas, el anterior y 2 — 2 (longitud 1), por lo
que el teorema 4.10 nos garantiza la primitividad. Ademas, como inf |7/| > 1 el teorema 4.13

garantiza que todos los puntos fijos de P, son funciones de paso.

Por lo tanto, para calcular los puntos fijos del operador de Perron-Frobenius, debemos en-

contrar las soluciones de M,/ = 7/, por el teorema 4.11. Supongamos que ©/ = (z,y, z, )T,

Entonces

0 % % 0 x x
M| 32 o2os v|_|vw
% 0 0 % z z
3 00 % t t
proporciona las relaciones
YyF_, T, ¥,z t_ @ t_ = b,
2 2 3 2 3 3 3 3 3

de las que se deducen

r=2t, y=3t, y z=t.

por lo que 7/ es de la forma
ol = (2t,3t,t,t)T
y todos los puntos fijos de P, son multiplos de (2,3,1,1)%.

Para terminar, necesitamos calcular el vector normalizado, es decir, aquel vector cuya funcién
asociada tenga norma 1 en la norma £! y a partir de dicha funcién obtener la forma de la medida

invariante absolutamente continua para la que es una densidad. Para ello, consideramos la funciéon



70 Transformaciones de Markov

dada por
2t, 0<m<i,
3, t<z<i
flay={ 2 =T
t, 5 <z < 1’
t, 3<z<l,

y vamos a ver que valor de ¢t hace que sea unitaria.

Calculamos su norma:

Hf|1Z/[(M]J“"(;U)le:/[o1)215(1:34—/[1 )3tdw+/[ 3)tdx+/[3 l]tdl‘

74 47% 27 47
_%+&+t+t_ﬁ
4 4 4 4 4

Como esta debe ser 1, necesariamente ¢ = % y la funcién que buscamos es

1
O<$<Z’
1
29

= =J|co
N o

L g <

w

<$<Z,

<zx<l.

S e
NI

Si, por ejemplo, A = [%, %], entonces

wA) =

12 n
7

IS
| =
[\
[u—y

| =

Asi pues, la orbita de un punto x € [0, 1] elegido al azar acabara visitando A casi un tercio de
las veces.
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matriz irreducible, 52
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ergbdica, 25 medida, 4
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norma, 5
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