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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo principal el estudio de los criterios de esta-
bilidad para ecuaciones en diferencias lineales de orden superior. Se pretende
hacer un andlisis de las técnicas empleadas para la obtencion de estos criterios,
comenzando por aquellos que pertenecen a ecuaciones mas especificas hasta

llegar a los mds generales posibles.

Laimportancia de este trabajo se justifica porque las ecuaciones en diferen-
cias modelizan gran cantidad de fen6menos que son de interés en la actualidad
y conocer su estabilidad es uno de los puntos mds importantes. Sin ir m4s lejos,
en la actualidad del ano 2020, la comunidad cientifica se ha volcado en el estu-
dio de la pandemia causada por el Sars-CoV-2, y parte de ese trabajo se centra
en analizar cémo evoluciona la poblacién de infectados, curados y susceptibles
de contagio. Este fen6meno se modeliza mediante ecuaciones en diferencias y
es interesante conocer bajo qué condiciones las soluciones de ese modelo pre-

veen que los infectados sigan creciendo o, por el contrario, el virus se extinga.

La gran variedad de fen6menos que se pueden modelizar pueden necesitar
de ecuaciones en diferencias no lineales. Sin embargo, las estudiadas en este
trabajo son exclusivamente las de tipo lineal. Esto no lo hace menos interesan-
te, dado que existen métodos de linealizacién que pueden reducir ecuaciones
no lineales a los casos que aqui se describen. De hecho, por la complicidad de

los célculos, en muchos casos es probable que sea preferible aplicar dicha li-
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nealizacion y estudiar entonces el criterio de estabilidad correspondiente.

Un punto interesante de este trabajo es que el lector puede hacer un estudio
comparativo de las técnicas empleadas para obtener los criterios de estabilidad
asintotica en cada caso. Como el lector podrd comprobar, destacan dos proce-

dimientos:

1. Localizacion de las raices del polinomio caracteristico y andlisis de su

movimiento por el plano segun varien los coeficientes de la ecuacion.

2. Andlisis a partir del criterio de Schur-Cohn, que nos proporciona una
ecuacion en diferencias asociada a la que se estudia, y que va a ser méas

sencilla de analizar mediante la primera técnica.

Siguiendo en orden este trabajo, el lector podrd comprobar c6mo se adaptan
estas técnicas a las distintas ecuaciones en diferencias, que estan ordenadas
de la mds concreta a la més general (este orden también coincide con el orden
cronolégico de publicacion).

Lo que el lector va a encontrar en esta monografia serd, en primer lugar, un
capitulo introductorio sobre ecuaciones en diferencias. Aqui se dan pinceladas
sobre qué es una ecuacion en diferencias, como hallar sus soluciones y la es-
tructura que presentan y las definiciones de estabilidad o inestabilidad que de-
berdn tenerse en cuenta. Es un capitulo de referencia para entender la notacién
que se va a seguir en el resto del trabajo, y también para encontrar bibliografia
adecuada para profundizar en estos temas.

El Capitulo 2 versa sobre el criterio de Schur-Cohn, que ya se ha adelantado
que serd fundamental para establecer la estabilidad asintoética, y dos criterios
de condiciones suficientes para que la estabilidad sea asintética. Si bien no son
necesarios, puede ser interesantes tenerlos presentes.

Los Capitulos 3, 4, 5y 6 suponen el grueso del trabajo. Cada uno esta de-
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dicado a una ecuacién en diferencias distinta, ordenadas de menor a mayor
generalidad como ya se ha mencionado. Se dan aqui los criterios encontrados
por los diferentes autores para asegurar la estabilidad asintética de las solu-
ciones, junto con la prueba detallada, donde se pueden ver las técnicas que se
mencionaban antes.

Finalmente, el lector podra encontrar las conclusiones del trabajo y la bi-

bliografia consultada para su realizacion.
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Introduction

The main objective of this work is to study the stability criteria for higher
order linear difference equations. It is intended to make an analysis of the tech-
niques used to obtain these criteria, starting with those that are more specific

equations up to the most general of them all.

The importance of this work is justified because the difference equations
modeled lot of phenomena that are of interest today and to know its stability
is one of the most important points. Without going any further, at the present
time of the year 2020, the scientific community has turned to the study of the
pandemic caused by Sars-CoV-2, and part of that work is focused on analyzing
how the population of infected, cured and individuals susceptible to contagion
evolves. This phenomenon is modeled using difference equations and it is in-
teresting to know under what conditions the solutions of this model predicts
that the infected continue to grow or, on the contrary, the virus will become
extinct.

The wide variety of phenomena that can be modeled may require non-
linear difference equations. However, those studied in this work are exclusi-
vely linear. This does not make it less interesting, since there are linearization
methods that can reduce nonlinear equations to the cases described here. In
fact, due to the complicity of the calculations, in many cases it is probably pre-

ferable to apply those linearization techniques and then study the correspon-
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ding stability criterion.
An interesting point of this work is that the reader can make a comparative
study of the techniques used to obtain asymptotic stability criteria in each case.

As the reader will see, two procedures stand out:

1. Location of the roots of the characteristic polynomial and analysis of their

movement through the plane as the coefficients of the equation vary.

2. Analysis from the Schur-Cohn criterion, which provides us with a equa-
tion in differences associated with the one being studied, which will be

easier to analyze using the first technique.

Reading this work in order, the reader will be able to see how these techni-
ques are adapted to the different difference equations, which are ordered from
the most specific to the most general (this order also coincides with the chro-
nological order of publication).

What the reader will find in this monograph is, first of all, an introductory
chapter on difference equations. Here we give some hints about what a diffe-
rence equation is, how to find its solutions and the structure they present and
the definitions of stability or instability that should be taken into account. It is
a reference chapter to understand the notation that will be followed in the rest
of the work, and also to find adequate bibliography to deepen in these topics.

Chapter 2 deals with the Schur-Cohn criterion, which has already been ad-
vanced that will be fundamental to establish asymptotic stability, and two cri-
teria of sufficient conditions for stability to be asymptotic. Although they are
not necessary, it can be interesting to keep them in mind.

Chapters 3, 4, 5 and 6 represent the bulk of the work. Each one is dedicated
to a different difference equation, ordered from least to most general as already

mentioned. The criteria found by the different authors to ensure the asymptotic
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stability of the solutions are given here, together with the detailed test, where
the techniques mentioned above can be seen.
Finally, the reader will be able to find the conclusions of the work and the

bibliography consulted for its realization.



Indice general

Introducci6nl

Introductionl

[ Prelimi |
(L.1. Ecuaciones en diferencias| . . . . .
[1.2. Puntos de equilibrio y estabilidad|
| I bilidad de A solucia |

[3. Teorema de Levin y May|

[3.1. Resultados preliminares| . . . . . .

[3.2. Demostracion del Teorema de Levin-May|. . . . . ... ... .. ..

(4. Teorema de Kuruklis|

[4.1. Resultados preliminares| . . . . . .

{4.3. Prueba del Teorema de Levin-Mayj|

10

13
14
15
17

23
24
29



2 INDICE GENERAL

[5._Teoremas de Dannanl 55
[5.1. Resultados preliminares| . . . .. .................... 57
5.2, Demostracion de los Teoremasde Dannanl . . . . . ... ...... 69

/6. Teoremas de Cermak-J4nsky-Kundrat] 73
[6.1. Resultadosprevios| . ....... ... ... ... ........... 74
[6.2. Demostraciondelosteoremasl . . ... ................ 79

[6.2.1. Analisisde lossignosdez;| . .................. 80
6.2.2. Pruebafinaldelosteoremasl . ................. 91
[Conclusiones| 95

Bibliograffa 99



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunas definiciones y resultados que son ne-
cesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores. El objetivo es establecer
la nomenclatura que se va a seguir durante todo el trabajo y los conocimientos
previos que el lector debe tener para poder abordar los problemas que se van a
plantear posteriormente. De esta manera, el lector puede volver a este capitulo
cuando requiera profundizar més en algun aspecto o concepto del trabajo. Para

mas detalles, el lector puede consultar las referencias [6], [7], [9] y [10].

1.1. Ecuaciones en diferencias

Las ecuaciones en diferencias se utilizan a menudo para describir la evolu-
cién de un cierto fenémeno a lo largo del tiempo. De manera similar a cémo
las ecuaciones diferenciales relacionan funciones, las ecuaciones en diferen-
cias relacionan sucesiones. De forma general, una ecuacion en diferencias de
primer orden se puede representar por el término (7 + 1)-ésimo relacionado

mediante una cierta funcion f con el término n-ésimo de la sucesion. Es decir,

xn+1:f(xn), n:())l)---) (1-1)

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

con Xu4+1, X, € Ry f:R" — R".
Se puede encontrar la solucién a este problema empezando en un punto

inicial xo y generando la secuencia

xo, f (x0), f(f (x0)), f(f (f (x0))), ...

Donde a menudo se usa la notacion

2 (x0) = f(f(x0)), £2(x0) = F(f(f(x0))), etc.

Y se llama f(xp) a la primera iterada de xp, f 2(x0) ala segunda iterada y, en
general, f"(xp) se dice la iterada n-ésima de xy. Ademads, se establece que
fo(xo) = X por definicién. Asi, una sucesion {xn}7, 0 simplemente x, se lla-
ma solucion de si satisface la ecuacion. Al conjunto de todas las iteradas
positivas de xg, {f"(xo) : n = 0} se le llama la 6rbita de x.

La ecuacién que acabamos de ver tiene un periodo de retraso entre sus tér-
minos de una unidad. Sin embargo, existen ecuaciones en diferencias con un
periodo de retraso mayor que 1. Al periodo de retraso se le llama el orden de
la ecuacién. Podemos clasificar las ecuaciones en diferencias atendiendo a su

orden y a como es la funcion f.

Definicion 1. Una ecuacién en diferencias de orden k es una expresion de la
forma

Xn+k = f(xn+k—1;xn+k—2’---;xny n)y n= Oy ]-) (12)

donde cada x, € R" y f :R" x R"x — R". La ecuacién es
= autonoma si f no depende de n, es decir,
Xnk = [(Xntk-1) Xn+k-2) - Xn), (1.3)

no autonoma si es al contrario;
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» linealsi f eslineal en las variables (X4 k-1, Xn+k—2, - Xn), 10 lineal en caso

contrario;

= homogénea si en f no hay términos independientes de x,, no homogénea

en caso contrario;
= de primer orden si k =1, de orden superior si k > 1.

Las ecuaciones en diferencias necesitan de un grupo de condiciones inicia-
les para su resolucion. El nimero de condiciones iniciales debe coincidir con el
del orden de la ecuacién. Siendo asi, se podré obtener la sucesién que sea solu-
ci6én de la ecuacion en funcion de las condiciones iniciales. Esto es facil de ver,
por ejemplo, en el caso de una ecuacion de orden k cuyas condiciones iniciales

son {xg, X1,..., Xx—1} la solucién se obtiene mediante las sucesivas iteradas

X = f(Xx0, X1, Xk=1)»

2
X+ 1= f(x1,Xx2,..., X)) = f(x1,X2, .0, [ (X0, X1, 00y Xpe—1)) =2 (X0, X1, 00y Xk—1),

Xn =2 (X0, X1, o0y Xfe—1)-

Obviamente, el cdlculo de la n—ésima iterada de f no es algo fécil de calcular,
por lo que a menudo interesa més conocer en comportamiento de la soluciéon

a largo plazo. Es decir,

lim f"(xg, X1, ..., X_1)-
n—o0

Conviene dar unas ideas sobre las ecuaciones en diferencias que mads se
estudian. La mas sencilla que se puede ver es una ecuacion de primer orden,

lineal y homogénea, dada de forma general por

Xpy1 = a(n) xy.
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Asi como las no homogéneas, dadas por la expresion general

Xpe1=am)x, + b(n).

a(n) y b(n) son funciones de valores reales definidas para n = ny = 0, siendo ng
aquel que cumple la condicién inicial x,, = xo. Para mas detalles sobre estas
ecuaciones y su resolucion se recomienda consultar [6].

Tras las ecuaciones de primer orden, tendremos las ecuaciones lineales de
orden k. Las ecuaciones lineales de orden superior vienen dadas por la expre-

sién general

Xpsk+ P1(M)Xpsp—1+ P2(M)Xpsp—2+...+ pr(n)x, = gn.

En este caso, los coeficientes p; y g(n) son funciones de valores reales definidas
para todo n = ny. Ademads, py(n) # 0 para todo n = ny. Si el término g(n) es
idénticamente igual a 0, entonces la ecuacion anterior es homogénea.

La busqueda de soluciones de este tipo de ecuaciones es un problema com-
plicado que puede llegar a requerir el uso de herramientas informaticas. Sin
embargo, existen importantes resultados que aseguran que este tipo de ecua-
ciones tienen un conjunto de soluciones linealmente independientes entre si.
También se demuestra que cualquier combinacién lineal que se pueda hacer
con ellas es también solucién de la ecuacion, a lo que se da el nombre de solu-
ci6én general. Para un desarrollo exhaustivo de estos resultados se recomienda
consultar [6} pp. 72-73].

Como caso concreto del anterior, un tipo de ecuacion en diferencias lineal
de orden superior que se resuelve con relativa facilidad es aquella que tiene
coeficientes constantes. La expresion general de este tipo de ecuacion viene

dada por

Xnik T P1Xn+k-1+1 P2Xnik-2+ .+ PxXn=&. (1.4)
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A diferencia con el caso anterior, aqui los términos p; son constantes reales y
pr # 0. Si el término independiente g fuese igual a 0, entonces diriamos que la
ecuacion anterior es homogénea.

La facilidad en la resolucién explicita de este tipo de ecuacion en diferencias
se debe a que sabemos que la parte homogénea de la cumplen, es decir, es
solucion, términos tipo 1", siendo A un namero real o complejo. Esto es fécil
de comprobar simplemente sustituyendo este tipo de soluciones en la parte

homogénea de la ecuacion en diferencias,

Xpik+ P1Xnsk—1+ P2Xpik—2+ ...+ PrXn =0, (1.5)

y viendo, tras unas sencillas simplificaciones, que el resultado es una ecuacion,

llamada ecuacién caracteristica,
A p A4+ pe=0.

de la que siempre podremos hallar las raices dado que se trata de un polinomio.

El nombre que se da a dicho polinomio
p) = A+ p AR+ e (1.6)

es el de polinomio caracteristico.

El procedimiento para encontrar el conjunto de soluciones de las ecuacio-
nes en diferencias lineales de coeficientes constantes es, entonces, bastante
simple. En primer lugar, y dado que vamos a resolver primero la parte homo-
génea, debemos prescindir del término independiente g en (L.4), obteniendo
(1.5). Luego, sustituimos la solucién que sabemos que la cumple, x,, = 1", en
cada término de la ecuacién, obteniendo la ecuacién caracteristica.

Las raices del polinomio caracteristico nos dardn los valores que A puede
tomar para que se cumpla la ecuacion en diferencias. Sin embargo, ain no ha-

bremos obtenido todas las soluciones de la ecuacién homogénea. Sabemos que
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las soluciones de la ecuacion en diferencias son linealmente independientes
entre si y tienen estructura de espacio vectorial, se recomienda consultar [6}
pp. 72-73] para ver esto en profundidad. Para tenerlas todas habremos de fijar-
nos en la multiplicidad de los valores A que hallamos obtenido y en si se trata de

valores reales o complejos. Si los valores de A son reales, entonces el conjunto
A" nA", P AT, A

es el conjunto de soluciones de la ecuacion en diferencias, donde m sera la
multiplicidad de las raices A del polinomio caracteristico.

En el caso de que las raices A sean complejas se podrdn expresar en par-
te real e imaginaria tal como A = re’® = r(cosf + isen@). Ambas partes seran
solucion de la ecuacion en diferencias e independientes entre si, por lo que ob-
tendremos dos conjuntos diferentes de soluciones linealmente independien-

tes, uno de cada parte:

m—1

{r" cos(n0),nr" cos(nh),...,n™" r" cos(nb)}

que se obtendra de la parte real, y
{(r"sen(nB), nr"sen(nh),..., n™" ' sen(nb)}

que se obtendrd de la parte imaginaria. Y, al igual que antes, m es la multiplici-
dad de la raiz.

Una vez que tengamos todas las soluciones que cumplen la parte homo-
génea de la ecuacion en diferencias, lo iinico que faltard serd encontrar la so-
lucién particular, x", que cumpla la parte no homogénea de la ecuacién (L.4).
Hay varios métodos para ello, dos de los mds usados son el método de los co-
eficientes indeterminados, el lector puede consultar [6, pp. 83-87,90] para mads
detalles sobre este método, y el método de variacion de constantes, para mas

detalles consultar [6, pp. 89,90].
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La solucién particular es en si una solucion de la ecuacion en diferencias,
pero la solucién general serd aquella que consista en una combinacién lineal
entre el conjunto de soluciones encontradas para la parte homogénea y la par-

ticular de la parte no homogénea. Es decir, la soluciéon general serd
.
Xn=X, + Z a;Xin
i=1

donde {x1,5,..., Xk, »} €s el conjunto de soluciones de la parte homogénea de la

ecuacion.

1.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

La nocion de punto de equilibrio o estado de equilibrio es necesaria en el
estudio de las ecuaciones en diferencias. En el estudio de la estabilidad de las
soluciones es necesario tener en cuenta los puntos de equilibrio de la ecuacion,

ya que a estos puntos puede tender o alejarse una solucion.

Definicion 2. Un puntox € I, con I eldominiode f, se llama punto de equilibrio

de si es un punto fijo de f, es decir, f (X%, ..., X) = X.

En otras palabras, un punto fijo X es una solucién constante de (1.2), x, =
xVn=0.

Podemos dar unas definiciones para determinar si un punto fijo es estable
ono y qué tipo de estabilidad presenta segtin el comportamiento de la solucion

respecto a este.
Definicion 3. Sea x un punto de equilibrio de (1.3).

(1) El punto x es localmente estable si para cadae > 0 existeund = 6 (€) > 0 tal
que para todo conjunto de condiciones iniciales, {xy, X1, ..., Xy — 1} € I con

Yk |x;— X <6, setenga
i=1

|x, — X| <€ para todon = 0.
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(1) El punto X es localmente asintoticamente estable si es localmente esta-
ble y, ademds, existe y > 0 tal que para cada {xy,x;,...,xr — 1} € I con
Zle |x; — X| <7y, setenga

lim x, = x.
n—oo

(it1) El punto x es un atractor global si para cada conjunto de condiciones ini-

ciales, se tiene

lim x, = x.
n—oo

(1v) El punto x es globalmente asintéticamente estable si es localmente estable

y un atractor global.
(V) El punto X es inestable si no es estable.

(V1) Al punto x se le llama fuente, o repulsor, si existe r > 0 tal que para cada

{x0,x1,..., X — 1} € I con Zle |x; — x| <r, existeun N =1 tal que

|xny—X|=T.

Claramente, una fuente o repulsor es un punto de equilibrio inestable.

Observacion 1. En el caso de las ecuaciones en diferencias lineales homogé-
neas de coeficientes constantes, que el equilibrio sea asint6ticamente estable
equivale a decir que es localmente asintéticamente estable e incluso a que es
globalmente asint6ticamente estable. Como estas son las ecuaciones sobre las
que va a tratar esta monografia, abreviaremos en la denominacién de estas ca-

racteristicas y diremos exclusivamente “asint6ticamente estable’.

1.3. Laestabilidad de la solucion cero

En el caso de la ecuacion en diferencias lineal de orden k y coeficientes

constantes, (1.5), podemos hacer un anélisis del tipo de estabilidad que pre-
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senta la solucién cero de una ecuacion en diferencias segtn las raices A que
tenga su polinomio caracteristico.

Las soluciones de la ecuacion en diferencias son sucesiones cuyo término
general es A" o 1", si A = re'? es complejo. Siendo el término general de estas
sucesiones una exponencial, la base debe ser, en médulo, inferior a 1 para que
los términos no diverjan cuando n tome valores muy grandes. Por ello, cuando
[A] < 1 las sucesivas iteradas hardn que la solucién tienda a cero. En este caso,
por tanto, diremos que la solucion cero es asint6ticamente estable.

Si por contra |A| > 1 entonces las sucesivas iteradas hardn que la solucion
diverja hacia el infinito, por lo que en este caso la solucidn cero es inestable.

La udltima posibilidad es que |A] = 1, en ese caso la solucién permanece
constante siempre en 1. Cuando esto sucede, y la raiz tiene multiplicidad 1,
el cero es estable, pues podremos encontrar un entorno a su alrededor del que
todos los términos de la solucién x, = 1 no salgan. Sin embargo, la estabilidad
asintética no se da, puesto que no se cumple la condicion lim,_.o, X, = 0. Pe-
ro silaraiz A, con |A] = 1, tiene multiplicidad m > 1, habra soluciones del tipo
x, = nA?, que no convergen a 0, sino que se tiene que |x,| tiende a infinito,

luego la ecuacion serd inestable.

El andlisis realizado se puede recoger en el siguiente resultado:

Teorema 1. Sea 0 = max{|A| : A es raiz de la ecuacion caracteristica (1.6)}. Se

cumple:
a) Silo| <1, la soluciéon cero de la ecuacion es asintoticamente estable.
b) Silo|>1, la solucion cero es inestable.

¢) Sio =1, ytodas lasraices A de médulo 1 son simples, entonces la solucién cero
es estable pero no asintoticamente estable; en cambio, si existe alguna raiz A

de modulo 1y con multiplicidad mayor que 1, la solucién 0 es inestable.
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Capitulo 2

Criterios preliminares para la

estabilidad

En este capitulo se van a dar tres criterios para la estabilidad asint6tica que
son preliminares de los que se van a estudiar en capitulos posteriores. El prime-
ro que se va a ver es el criterio de Schur-Cohn, se trata de un criterio necesario
y suficiente para que una ecuacion en diferencias lineal tenga estabilidad asin-
totica. La facilidad que brinda este criterio en ecuaciones de orden pequefio es
notable, sin embargo, cuando el orden es grande o incluso indeterminado deja

de ser sencillo, lo cual nos ha llevado a tener que buscar otros criterios.

Los otros dos criterios que se proporcionan son criterios suficientes para la
estabilidad asint6tica de una ecuacion en diferencias, pero no son necesarios,
por ello tampoco pueden ser un resultado principal en este trabajo. Aun asi el

conocimiento de su existencia no deja de ser interesante.

13
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2.1.

El criterio Schur-Cohn

Antes de enunciar el criterio de Schur-Cohn es necesario definir lo que son

los interiores de una matriz M = (m;;). Tal y como explica Elaydi en [6]: “Los

interiores de una matriz son en si la propia matriz y todas las matrices obtenidas

por omisién sucesiva de la primera y la tiltima columna.” Podemos ilustrar esta

definicion con el siguiente ejemplo, en el que se muestran varias matrices y se

ha sefialado con un recuadro el interior de cada una de ellas:

my mz2 N3
mpy mMiz2 1MmMi3

mpy |Mp2  Mp3
ma mo3 |»

msy (M3 Ma33
ms31 Mgz Ms33

ma1 My Ny3

miyg
may

m34

M4

mp miz Mz My
nmgyy Mgz N3z Moy
msy | M3z M3y
Mgy |[My4p  My3 Mgy
ms1 Ms2  Ms3 Msy

mis
nas
mss
Nys

mss

Definicion 4. Una matriz se dice que es positiva interiormente si los determi-

nantes de todos sus interiores son positivos.

Teorema 2 (Criterio de Schur-Cohn). Las raices del polinomio caracteristico

(1.6) caen dentro del disco unidad si y solo si se cumplen las siguientes condi-

ciones:
) p1)>0
1) (-D¥p(=1)>0

111) las matrices (k—1) x (k—1)

1 0
p1 1
MIJc_r—l =
Pk-3
Pk-2 Pk-3

p1

I+

0 0
0
0  pk

Pk Pk-1

0 px
Pk Pk-1

p3

ps P2
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son positivas interiormente.

Este criterio tiene muchas formulaciones equivalentes, la que se ha pro-
puesto aqui es la dada por Elaydi en [6], que a su vez se obtuvo de la de Jury,
dada en [8]. La exposicién del criterio de Schur-Cohn segtin la razona Jury, es
menos clara que la que da Elaydi. Sin embargo fue Jury el que desarroll6 es-
ta formulacion del criterio de Schur-Cohn a partir de la formulacién original.
En su libro, [8], Jury lo llama “El método del determinante”, nombre con el que
también se conoce a esta formulacion. Alli se puede encontrar la demostracién
del Teorema |2| y los pasos para reformular el criterio de Schur-Cohn original
hasta llegar al que nos ocupa. Esta demostracién se omite por ser de naturaleza

técnica, pero se remite al lector a [8, pp. 85-94] para su consulta.

2.1.1. Ejemplos de aplicaciéon

Este criterio es una herramienta muy eficiente en el caso de polinomios con
coeficientes constantes y un orden fijo k. Para ciertos valores de k, permite for-
mular criterios muy eficientes segin los coeficientes p; del polinomio caracte-
ristico. Para ilustrar esto, pongamos como ejemplo el caso de una ecuacién en

diferencias de tres términos y grado 2 como
Xn+2+ P1Xnt1 + P2Xn = 0.
Su polinomio caracteristico sera
p) = A+ p1A+py,

Segtin el Teorema 2} el punto 1) nos dice que debe cumplirse que p(1) > 0,

por tanto en este caso

pl)=1+p;+ p2>0.
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El punto 11) nos dice que debe cumplirse que (-1)*p(-1) > 0, por tanto en este

caso

(=1?p(=1) = p(=1) =1—p1 + p2 > 0.

Del punto 111) obtendremos las matrices de orden 1 M5 = 1+ p, cuyo determi-

nante debe ser positivo segtin el Teoremal2} por lo que
1+ p2>0.

De la primera y la segunda condicion se sigue que 1+ p, > |p;|. La tercera
condicion se reduce a que p» < 1,0 1+ py >0, por lo que 1+ p, < 2. Finalmen-
te, la condicién obtenida segun el criterio de Schur-Cohn para la estabilidad

asintética de x,12 + p1Xp+1 + p2x, =0es
Ip1l<1+ps<2.

Como ejemplo para ilustrar el caso de una ecuacion de tres términos, sea la

ecuacion de orden 3

Xp+3+ P1Xn+2 + P2Xps1 + P3xXn =0.
Su polinomio caracteristico es

pA) =3+ 1A%+ pad + ps.
Segtn el punto 1) del Teoremal[2} tendra que tenerse que
pl)=1+pi+p2+p3s>0.
El punto 11) nos indica que debe cumplirse
~1D°p(=1) ==p(=1) =1-p1+p2~ p3>0.

De estas dos relaciones se obtiene que |p; + p3l <1+ p».
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Y por dltimo del punto 111) obtendremos que la matriz

1 0 0 1 +
My = + P32 P ,
p1 1) \ps p2 pi1tps 1+ip;
debe tener los determinantes de sus interiores positivos. Por ello obtendremos
las relaciones

IMJ | =1+ pa—p1ps—p5>0

|M2_|:1—p2+p1p3—p§>0.
De estas dos tltimas relaciones obtenemos que |p, — psp1l <1 - p?z).

Asi pues, segun el criterio de Schur-Cohn, la estabilidad asintética de la

ecuacion en diferencias x,,13 + p1Xp+2 + P2 Xp+1 + p3x, = 0 serd

Ip1+p3l<l+pr y |P2—P3P1|<1—P§-

2.2. Otros criterios suficientes de estabilidad

Antes de enunciar el siguiente criterio de suficiencia para la estabilidad
asintética de una ecuacion en diferencias necesitaremos enunciar el Teorema
de Rouché. Para nuestro interés es conveniente formularlo tal y como lo expre-

san Churchill et al. en su libro [3].

Teorema 3. Sean f y g dos funciones analiticas en el interior y sobre una curva
cerrada simpley. Si |f(z)| < |g(z)| en todo punto dey, entonces las funciones f
y [ + g tienen el mismo niimero de ceros en el interior dey, contando sus multi-

plicidades.

Esta version supone que las funciones f y g sean analiticas en su frontera,
pero para lo que nos ocupa es suficiente, ya que trabajaremos con polinomios

y las funciones polinémicas cumplirdn esta condicion.
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Como consecuencia del Teorema [3} cuando {z € C : |z| = 1} es la circunfe-
rencia unidad y f y g son polinomios en C, se tiene que [y f + g tienen el mis-
mo numero de ceros, contando sus multiplicidades, en el disco abierto unidad
D = {z € C:|z| < 1}, cuando se cumple que |f(z)| > |g(z)| para todo z € D,
|z| =1.

El Teorema [3|lo necesitaremos para la demostracion del siguiente criterio

suficiente de estabilidad asintética.

Teorema 4. Sean py, p1, ..., Px htimeros reales con

k
Y Ipjl<1.
j=0
Entonces, todas las raices de
g = A = poA* = piAF - - A= pr =0

caen dentro del disco abierto unidad |A| < 1, y, por tanto, la ecuacion en diferen-
cias
Xn+1 = PoXn + P1Xn-1+ ...+ Pi-1Xn—k+1 + PkXn—k

es asintoticamente estable.

Demostracion. Sea D = {ze C:|z| <1} el disco abierto unidad, con 0D su fron-
teratalque 0D ={z:|z| =1} =7.

1

Consideramos f(z) = z5¥*!' y g(2) = —poz* — p12* ' = ... = pr_12— px con z

complejo. Estas funciones son analiticas en C y cuando z € 0D, |z| = 1, cumplen
If(a =1z =1

k , k , k
=Y pieI = Y pil =Y pjl<1
j=0 j=0 j=0

lg(2)| =

de modo que |g(2)| < |f(2)| en D = y. Como f(z) = z**! tiene k + 1 raices

en D (z = 0 con multiplicidad k + 1), por el Teorema /3| se deduce que también
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f(2)+g(2) = 251 = pozF —...— pr_12— po tiene k+1 raices dentro de D. Es decir,
todas las raices de g(A) caen dentro del disco unidad, y, como consecuencia,
por el Teorema(l]resulta que la ecuacion en diferencias x,+1 = poXp + p1Xp-1 +

o+ Pl—1Xn—k+1 + Pk Xn—k €s asintéticamente estable. O

El otro resultado sobre criterios suficientes para la estabilidad asintética

que se quiere dar aparece en [4] y es como sigue.

Teorema 5. Sea

Axn :xn+1 _x”. (2.1)

Dada la ecuacion en diferencias
AXp=—q4Xn—r» (2.2)

donde q >0 esreal y k = 1 es entero, supongamos que gk < 1. Entonces, todas las

soluciones x,, de (2.2) convergen a 0,

lim x, =0,
n—o0

de modo que es asintoticamente estable.

Demostracion. Sea x, una solucién de (2.2). Entonces,

n—1 n-1
Axp=Xp—Xp-k= >, (Xjr1—x;)= Y Axj. (2.3)
j=n—-k j=n—-k

La Ec. (2.2) se puede escribir como
AXp=—qXn-k=—qXn+ q(Xn— Xp—k),
usando (2.3)

Axp=-qxn+q(xXn— Xn-g)
n—1

=-qxp+q )Y Ax;
j=n—-k
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y por la definicién de Ax,, dada por(2.1), podemos llegar a
5 n—-1
Axp=—qxn—q° Y. Xj_.
j=n—-k
Ahora, despejando en (2.1) para obtener x,+; = x, + Axy, evaluando x, = x, y
usando la expresion de Ax;, que acabamos de ver obtendremos
n—-1
Xne1=A=Pxn—q° Y. Xj_k. (2.4)
j=n—k

Sea M = max_j<;<k | x;|. En ese caso
Xl <M (2.5)

para todo n = —k,..., k. Debemos probar que (2.5) es valido para todo n = —k.
Por induccioén, probar que x, esta acotado (superior e inferiormente) por un
maximo M para un indice n = —k,..., n; siendo n; = k, es igual de vélido que
probarlo para un indice n; + 1. Por tanto, para probar (2.5) es suficiente con
probar que (2.4) estd acotado por M superior e inferiormente. Asi pues, de (2.4),
2 n1—1
X1l < A= @Plxp, | +q° Y Ixjl
jZI’Ll—k

<(1-gQM+q*kM=(01-qg+q°k)M=(1-qg(1-qgk)M=< M.

Como hemos probado que (2.4) es, en médulo, inferior a M, podemos afirmar

que (2.5) se cumple paratodon=—-ky
My = lim sup|x,| < oco.
n—oo

Por ello, por la definicién de limite superior, sabemos que existe una subsu-

cesion n; tal que n; — oo cuando ! — oo que cumpla

lim |xp,| = M.
l—00
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Sien hacemos el limite del supremo a x,+, tendremos que
My=(1-gq) I}iigosuplxnl + qzquliigosuplxnl
= ((1-q) + g*k) My.
De aqui, facilmente se sigue que
0= Mo(q - q*k) = g(1 - qk) M.

Como por hip6tesis teniamos que 0 < gk < 1, entonces My = 0, por lo que

la prueba del teorema esta completa. O

El Teorema [5] se puede generalizar al caso en que aparecen mds términos
en la ecuacion en diferencias. Para ello basta hacer un tipo de razonamiento
similar al hecho para un solo retraso, y llegaremos a que si en la ecuacién

m
Xn+1—Xn=— Z qjXn—k;
j=1
donde ¢g; > 0 es real, k; = 1 es entero y j = 1,2,...,m, suponemos que

271, qjkj <1, entonces todas las soluciones de la ecuacion convergen a 0.
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Capitulo 3

Teorema de Levin y May

El siguiente teorema fue desarrollado por Simon Levin y Robert May en
1976. El articulo original se puede encontrar en [12]. En él obtuvieron una con-
dicion para determinar la estabilidad asintética de la solucién cero de la ecua-

cion en diferencias de orden k + 1
Xn41—Xn+Pxp-x=0,n1n=0,1,2,... (3.1)

en base al valor del parametro S.

La prueba que se va a exponer es una mezcla de las pruebas de este teore-
ma hechas en [12] y [6]. También se han cogido ciertos resultados de [11] que
resultan necesarios. El motivo para esta eleccion es que la prueba que aqui se

exponga sea lo mas clara y sencilla posible.

Teorema 6 (Levin-May). Sea k€ Z* y f € R\{0}. La ecuacion en diferencias (3.1)

tiene el punto fijo cero asintéticamente estable siy sélo si

O<,B<ZCOS( fen ) (3.2)
2k+1)° '

Observacion 2. En este teorema no se incluye la posibilidad de que k sea nulo.
Si fuese k = 0, entonces la ecuacion en diferencias seria x,+1 = x,(1 — f8), y es

sencillo encontrar que es asintoticamente estable si, y solo si, |1 — ] < 1.

23
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3.1. Resultados preliminares

La prueba de este teorema comienza con el polinomio caracteristico de la
Ec. (3.1),
ARL_ Ak L g=0. (3.3)

0, lo que serd mas comodo en adelante,
A-1+pAF=o0. (3.4)

Se sabe que, en general, |a — b| = ||al — |b||; por tanto, AR+ = Ak - Bl =
18] — IAK|, de donde, trasladando términos, resulta |AK*!| + |A%| > |B], o bien
IAMEQ + (A = |B|. Por lo que si || — oo también |A| — co. Es mds, ha de ser
B > 0 porque, en caso contrario, a partir de (3.1), escrita en la forma x,4; =
Xn — Pxn—p, sifuese B <0, se tiene que, dados unos valores iniciales tanto posi-
tivos como negativos, x,+1 aumenta o disminuye, respectivamente, sin poder
acercarse a cero. Por eso mismo es necesario que, para asegurar la estabilidad,

restrinjamos los valores de  a aquellos que sean positivos.

Observacion 3. Para =0, el punto de equilibrio x =0 en x,.; = X, es evidente-
mente estable, pero no asintéticamente estable. Por este motivo descartamos

el valor § = 0 del teorema.

Segun lo que se explicaba en la Secci6n la estabilidad asintética de la
solucién trivial 0 se da cuando las soluciones de la Ec. se encuentran en
el interior del circulo unidad. Vamos a buscar, por tanto, que dichas soluciones
cumplan la condicién |A] < 1. Si escribimos A en forma polar, A = retf esto
quiere decir que debemos requerir r < 1 a las soluciones. Serd ttil reescribir la

Ec. (3.4) con A = rei?, de donde obtenemos

re’ -1+ prke k0 = (3.5)
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Es de utilidad conocer la disposicion de las raices de la Ec. en torno
al circulo unidad segun los valores que pueda tomar . Por el momento, serd
suficiente caracterizar las raices que sean reales. El siguiente lema responde a
esta cuestion. Este lema estd razonado en [11]. Kuruklis incluye la opcién § <0,
aunque sabemos que esta opcion no es posible si queremos asegurar la esta-
bilidad asintética de las soluciones de (3.1I). No obstante, incluiremos también
esta opcion dado que en el articulo original esta asi escrito y sera de utilidad

cuando se desarrolle el Teorema de Kuruklis en capitulos posteriores.
Lemal. SeakeZ" yseafeR:

a) Sikesparyp >0, laEc. tiene una raiz real negativa.

b) Sik esimpary >0, la Ec. no tiene ninguna raiz real negativa.

¢) Si 0< B<kX/(k+1)**" entonces la Ec. tiene dos raices reales positi-
vas, una en el intervalo (0, k/(k+1)) yotraen (k/(k+1),1). Sif = Kk (k +
1)k, entonces hay una raiz real doble en k/(k +1). Si B > kF/(k +1)**!

entonces no hay raices reales positivas.

d) Por tiltimo, si <0, la Ec. (3.3) tiene una tinica raiz negativa si k es impar
y no tendrd raices negativas si k es par. Independientemente de k, tendrd

una unica raiz positiva en el intervalo (1,00).

Demostraciéon. Analizaremos la funcion f(A1) = ARk B, que obtenemos de
(3.3). Téngase en cuenta que si f (A1) = 0 recuperamos la Ec. (3.3). La prueba se
basa en aplicar el teorema del valor medio y la prueba de la primera derivada.

La primera derivada de f (A1) es
/) = e+ DA* - kA*

Noétese que f(0) = f(1) = B.
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En el apartado a) tomamos k pary 8 > 0. Entonces, f(0) >0y f(-o0) <0,
lo que significa que f(A) = 0 tiene una raiz en (—oo0,0). Esta raiz es tinica ya que
f'(A) > 0 para todo A en (—oo,0), lo que significa que es siempre creciente y por
tanto sélo puede cruzar el eje de abscisas una vez en ese intervalo de A.

De manera similar a la anterior, se demuestra que si f < 0 y k es impar,
entonces f(A) =0 tiene una Gnica raiz en (-0, 0), lo cual demuestra la primera

afirmacion del caso d).

Para ver el apartado b), tomamos k impary > 0, podemos ver que f(0) >0
y f(—00) = co. Como ademds f'(1) < 0 para todo A en el intervalo (—o0,0), lo
que significa que es siempre decreciente, sabemos que f(A) no cruza el eje de
abscisas en (—o0,0). Por tanto, concluimos que f(A) = 0 no tiene raices en ese

intervalo.

De manera similar se puede ver que si f <0y k es par, f(A) = 0 no tiene

raices en (—o0,0), lo que demuestra la segunda afirmacion del apartado d).

Para terminar de demostrar d) falta decir que si § < 0 entonces f(1) <0, y
dado que f(co) =ocoy f'(A) >0 en (1,00), entonces (3.3) tiene exactamente una

raiz en dicho intervalo.

Finalmente, en el apartado de c) hay que tener presente que f(0) = f(1) > 0.
Dado que f'(1) >0 paratodo A > k/(k+1)y f'(A) <0si A < k/(k+1), sabemos
que f(k/(k+1)) = B—k*/(k+1)¥*! es un minimo global de f(1) cuando A estd
en (0,00). Entonces, si B < k¥/(k+ 1)1, f(k/(k+1)) < 0. Por lo que, conside-
rando que f(0) = f(1) >0, f(A) corta el eje de abscisas en dos intervalos, una
vezen (0,k/(k+1)) yotraen (k/(k+1),1), lo que significa que tiene una raiz en

cada uno de ellos.

Si por el contrario f = k*/(k + 1)¥*!, entonces tanto f(k/(k + 1)) como

f'(k/(k+ 1)) valen 0y entonces A = k/(k + 1) es una raiz doble.

Por ultimo, si > k*/(k+1)**1, entonces f(k/(k+1)) > 0y en general f(1) >
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0 para todo A en (0,00), por lo que no tiene raices positivas. O

Para la siguiente parte de la demostracion necesitaremos usar la propiedad
de los polinomios que asegura la dependencia de las raices con la de los coefi-
cientes. Esta propiedad viene expresada en el siguiente lema, cuya demostra-

cién puede encontrarse en [1].

Lema2. Sean=1yk=1ysean
f@=z2"+az" ' .. +an12+x,
g2)=z"+bz" ' +. . +by1z+ Dby,

dos polinomios mdximos complejos con raices a; y b; con i = 1,...,n respectiva-
mente. Sea

z 1/k 1/k
r= max {lad"’*, bt}

1<k<n

yy = 2I'. Entonces las raices de [ y g se pueden enumerar de modo que

n 1/n
m]éxlaj—ﬁj|§4-2_””-(zIak—bklyn_k) .
k=1

Como consecuencia, si |a; — bj| es suficientemente pequeno también las
raices aj y §; estan relativamente proximos. Con esta propiedad podemos ase-
gurar que un desplazamiento en los coeficientes de un polinomio supone un
desplazamiento similar en las raices que se obtendrian en cada caso. Esto es
aplicable al polinomio caracteristico y a 8, dado que es uno de sus coeficientes.

Cuando g > #, veremos que la Ec. tiene soluciones inestables la
primera vez que r sobrepasa la unidad. Es el momento de analizar las solucio-
nes de que sean complejas. Por ello, es necesario encontrar aquellos valo-
res de 8 que se obtienen al suponer en que 8 #0y r =1, lo que representa
el circulo unidad. Para este paso de la demostracion serd util tener presente,

también, los resultados de los apartados a) y b) del Lemal(l] La siguiente pro-

posicion resuelve este problema.
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Proposicion 1. La Ec. (3.3) tiene una raiz en el disco unidad si y solo si f =0 o

bien
2j+)m

k i=0,1,2,.., k.
2k+1 ) J

ﬁ:ﬁj:2cos(

Demostracion. Esta prueba consiste en calcular los valores que toma f cuando
las raices del polinomio caracteristico, es decir, la Ec. (3.5), se encuentran sobre
el circulo unidad. Supondremos, por tanto, que las soluciones de (3.5) son del

tipo A = re?

con r =1 y buscaremos qué valores de § cumplen esta condicion.
Asi pues,
e —1+ e =0, (3.6)

Separamos la parte real de la imaginaria al sustituir e’? = cosf + i senf. Obte-

nemos el sistema

cosf -1+ fcos(kf) =0 cosf =1- fcos(k0)
= .
senf — Bsen(kf) =0 senf = Bsen(kO)

Elevando al cuadrado y sumando ambas partes llegamos a
B? —2pBcos(k6) =0,

lo que nos da las soluciones =0y f = 2cos(k0). El propio resultado f =0 yaes
uno de los que decia el enunciado. En el resultado 8 = 2 cos(kf) ain debemos
eliminar la dependencia con 6 y dejarlo exclusivamente en funcién de k. Por

eso, vamos a sustituir f = 2 cos(k8) en (3.6), obteniendo

el _ 1+ Zcos(kB)e_ike =0
e — 1+ 2cos(kB)[cos(kB) — isen(kB)] = 0

e 14 2 cos®(kB) — 2i cos(kB) sen (k) = 0.

Usamos las relaciones trigonométricas del coseno y seno del dngulo doble y
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obtenemos

et 4 cos(2kf) —isen(2kf) =0

—cos(2k0) +isen(2k0) = el?

~2ik0 _ ,i6

—e e

el(2]+1)7'[e—21k6 — ele ] — 0’ 1’2,"., k.

De donde obtenemos que (2 + 1) —2k0 = 0, y entonces llegamos a

Qj+l)m
i =——— =0,1,2,.., k.
1=k !
Finalmente llevando 6; a § = 2cos(kf) obtenemos el resultado que se declara-
ba en la proposicion,

2j+1n

k i=0,1,2,..., k.
2k+1 ) J

,32,3]'22008(
O

La proposicién anterior nos divide la recta real de todos los valores que pue-
de tomar f en k +3 intervalos. Cada division estd dada porlos §;y f = 0. Cuan-
do  tome tnicamente estos valores, la Proposicion |1 nos asegura que habra
raices del polinomio caracteristico en la circunferencia unidad, es decir, ten-
drdn r =1y 6 # 0. Sin embargo, nos interesa que las raices se encuentren por
dentro del circulo unidad, no sobre él, porque ésta es la region de estabilidad.
Por ello necesitaremos el Lema [2| que anuncidbamos antes. Con él podemos
asegurar que si § toma valores cercanos a los de la Proposicién|[I} entonces las

raices que se obtengan en (3.3) estardn cerca de la frontera del circulo unidad.

3.2. Demostracion del Teorema de Levin-May

Para poder asegurar la estabilidad asintética de la solucién trivial de (3.1),

nos interesa conocer el intervalo de valores de f para los cuales todas las solu-
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ciones de tengan soluciones A interiores al circulo unidad. El Lema2junto
con la Proposicién|[Ijcomo se mencionaba antes, nos permite saber que el na-
mero de soluciones de que estan dentro del circulo unidad permanece
constante mientras § estd en el interior de uno de los k + 3 intervalos. Confor-
me el valor de f3 varie, las soluciones de se irdan acercando a la frontera del
circulo unidad y s6lo cuando g es 0 o alguno de los §;, las soluciones cruzaran
esta frontera. Por ello, necesitamos saber que todas las soluciones A de
se encontrardn en el interior del circulo unidad en el intervalo de valores de

entre el f =0y el menor delos §;, que se daen j =0, es decir,

T
=2 .
bo C08(2k+1)

Con intencién de establecer este hecho, veamos qué sucede con las raices de

segun B esté en (0, Bp) o B> Po.

Antes de nada, sefialemos que, dado que k € Z*, se cumple que

K <2cos( rk ) 3.7)
(k+1)k+1 2k+1)° )

Caso B € (0, Bo). Elijamos un f > 0 lo suficientemente pequefio como pa-
ra que sea menor que k*/(k + D)**1, Sean Ajcon j=1,.,k+1 las solucio-
nes del polinomio caracteristico A¥*! — A% + = 0. Entonces, por el Lema
apartado c), sabemos que las k primeras raices se encuentran en el intervalo
(0,k/(k+1)) ylaraiz restante esta (k/(k+1),1), por tanto todas las raices tienen
modulo menor que 1 cuando ,5 € (0, k*/(k + D)**1). Como se cumple (3.7), siﬁ
aumentase hasta ser muy préximo a fy, todavia se encontraria en el intervalo
(0, Bo). Como la Preposicién[l|nos asegura que las raices de nunca pueden
tener médulo 1 cuando S € (0, By), entonces podemos asegurar que cuando
[3 € (k*/(k+ 1)k, Bo) las raices tienen también médulo menor que 1 debido a

que el Lema 2| nos asegura la continuidad de las raices respecto a los cambios
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en los coeficientes de su polinomio. Se demuestra asi la estabilidad asint6tica
de la solucién 0 para S € (0, Bo).

Caso 8 > By. Dado que si f = B por la Proposicién[I|sabemos que no hay
estabilidad asint6tica. Necesitamos asegurar que, conforme aumenta f desde
el 0, las soluciones de se mueven desde el interior del circulo unidad hasta
la frontera de éste y s6lo lo cruzan desde dentro del circulo hacia fuera y nunca
al revés. Es decir, buscamos que en r = 1, dr/df > 0. Esto aseguraria que las
soluciones de no pueden volver a entrar al circulo unidad una vez salen de

él. El lema siguiente demuestra que esto se cumple.
Lema 3. Sien (3.5), r =1, entonces se verifica que dr/df > 0.
Demostracion. Empezaremos esta prueba reescribiendo (3.5) tal como

phH1gi(ke0 _ Lk oik0 | g ()

Ahora separaremos la parte real de la imaginaria para obtener el sistema

rk+1cos((k + 1)9)—rkcos(k0)+,6:0 5.8
r¥*lsen((k + 1)) — r¥sen(k) = 0. .
De la segunda ecuacion, para r # 0, obtenemos
k0O
sen(ko) 3.9)

" sen((k+ )0

Teniendo en cuenta esta igualdad y usando la primera ecuacion, se deduce que

B =r*cos(k6) — r*'cos((k +1)6)
cos(kB) cos((k+1)8)sen(k0)

k
= k0 -
sen”(k0) sen®((k+1)0) sen®t1((k+1)60)
_ __ sen®(k0) (sen((k + 1)6) cos(k) — cos((k + 1)0) sen(k6)]
~ senk*t1((k+1)0)
senk(kH) senf

= . 3.10
sen®tl((k+1)60) (8.10)
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De esta misma manera también se puede deducir la expresion alternativa

equivalente

B =r*cos(k0) — r* ' cos((k+1)6)
= r¥[cos(kB) — r cos((k + 1)0)]

k
= r* |cos(k8) — sen_ (k) cos((k + 1)6)
sen((k+1)60)
k
r
= m[COS(kH) sen((k+1)0) —sen(kf)cos((k+1)0)]

v senf

=r m_ (3.11)

Si ahora hacemos r =1 en (3.9) obtendremos
sen(k@) =sen((k+1)0).
Operando en esta relacion tal como

sen’ (k) = sen®((k + 1)0),
1—cos?(k0) =1 - cos®((k+1)6),

cos(kf) = £ cos((k+1)0).

Resulta que si cos(k0) = cos((k +1)0), los dngulos k0 y (k + 1)0 van a cumplir
kO = —(k + 1)0. Si esto es asi, entonces la relaciéon sen(k0) = sen((k + 1)0) no se
satisface. Por contra si cos(kf) = —cos((k + 1)0) entonces los dngulos k0 y (k +
1)0 van a cumplir k6 + pi/2 = (k+1)8, lo que si satisface sen(k0) = sen((k+1)6).
Por tanto

cos(kf) = —cos((k+ 1)0).

De y (8.10) podemos desarrollar respectivamente sen((k + 1)0) y
cos((k+1)0) parallegar a

sen(kf) = sen(kf) cosO + cos(kf)send,
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ya
cos(kB) = —cos(kf) cosO + sen(kf) seno.

Multiplicando la primera por cos(kf) y la segunda por sen(kf) y después

sumando los resultados obtenemos que
senf =sen(2k0).

Y si multiplicamos la primera por sen(kf) y la segunda por cos(k0) y resta-
mos obtendremos

cosf = —cos(2k0).

Estas relaciones las usaremos en los desarrollos que siguen. Como tenemos
expresiones de r y § con respecto de 0, esto nos invita a usar la regla de la cade-
na para obtener dr/df. Asi pues, de la expresion que habiamos obtenido para

r, (3.9), hacemos la derivada respecto a 0,

ﬂ B kcos(k0) _ (k+1)sen(kf)cos((k+1)0
dd  sen((k+1)8) sen?((k+1)6)

y luego, evaluando en r = 1 y dado que en ese caso por (3.9) se tiene

sen(k0)/sen((k+1)0) =1, llegamos a

dr

0 = kcot(kf) — (k+1)cot((k+1)0) = 2k + 1) cot(kO).
r=1

Ahora hacemos la derivada de  con respecto de 6,

df _ sen**!((k+1)0)[k*sen* ! (k) cos(k6) sen6 + sen” (k) cos ]
e - sen*+2((k +1)6)

sen” (k@) senO(k + 1)>sen®((k + 1)) cos((k + 1)6)
) sen**+2((k +1)6)

k?sen*~1(k6) cos(kO) send sen¥ (k0) cosh

senk*1((k+1)0) " sen?k+2((k +1)0)

sen” (k@) senf(k + 1)>sen*((k + 1)) cos((k + 1)6)
) senZ2k+2((k +1)0) '
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Evaluamos la expresion anterior en r = 1 y simplificamos teniendo en cuenta
que sen(k6@)/sen((k +1)0) =1 por haber evaluado r en 1,

dp
de

_ k*cos(k6)sen® . cos6 (k+ 1)2senfcos((k+1)0)
1 sen?((k+1)0)  sen((k+1)6) sen?((k+1)0)

= (2k? + 2k + 1) cot(kB) — cot(2k6)

1
= (2k? + 2k + 1) cot(kO) — E(tan(ke) —cot(k6))

1)\? 1
k+ 5) cot(k0) + 3 tan(k@).

1
2
Claramente, % lr=1y % |,=1 tienen ambos signo de cot(k8). Laregla dela ca-

; dr _ dr ,dB dr dpg ; ;
denanos dice que B = o ! 35- Como tanto g5l,=1 cOmo 5|,=1 tienen el mismo

signo, g—lrjlrzl es positivo, como queriamos demostrar. O

Ya hemos demostrado que tiene soluciones dentro del circulo unidad
y, conforme S crece, lo van abandonando tinicamente cuando f toma alguno
de los valores que se daban en la Proposicion [I} Ademds, también hemos de-
mostrado que, por encima de f, ya habra pasado alguna de las soluciones de
por encima del circulo unidad y no podremos decir que todas las solucio-
nes son estables.

Asi pues, para que todas las soluciones de la Ec. sean convergentes
hacia 0 y por tanto 0 sea asintoticamente estable, es condicion necesaria y su-

ficiente que

0< pf<2cos .
p 2k+1

Esta es la condicion (3.2) que queriamos demostrar y con ella finaliza la prueba

del Teorema de Levin-May.



Capitulo 4

Teorema de Kuruklis

Siguiendo con el objetivo de esta monografia, este capitulo va a versar sobre
el criterio de estabilidad asintética de un nuevo tipo de ecuaciéon en diferen-
cias, de la que podriamos considerar que es el paso siguiente a la Ec. que
se exponia en el capitulo anterior. La siguiente condicion fue encontrada por
Spiridon Kuruklis en 1993 para asegurar la estabilidad asint6tica de la solucién

cero de una ecuacién en diferencias tipo
Xpse1—aXp+bx,_1r=0,n=0,1,2,... (4.1)

en base a los pardmetros a y b.
El articulo original se puede encontrar en [11], en el que se puede encon-
trar la prueba hecha por Kuruklis. La demostraciéon que aqui se va a desarrollar

sigue los pasos de la demostracion original.

Teorema 7 (Kuruklis). Sea a,beR yk € N. La ecuacién (4.1) es asintoticamente

estable siy solo si

a) obiena=0y|b|<1,

b) obiena#0
lal < (k+1)/k

35
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1/2

la|—1<b< (a®>+1-2|alcosh) para k impar,

|[b—al<l y |b|<(az+1—2|a|cost9)“2 para k par,

donde0 es la soluciéon en (0,/(k+1)) de la ecuacion sen(kf)/sen((k+1)0) =

1/lal.

Observacion 4. Téngase en cuenta que si k = 0, en (@.I) queda
Xp41+(b—a)x, =0, de modo que se da estabilidad asintética si y solo si
|b—al < 1. Considerar k = 0 en el Teorema de Kuruklis conlleva problemas

porque para hacer el célculo de 0 se llega a una indeterminacion.

Observacién 5. La demostracion del caso a) es inmediato, ya que si a = 0, en-
tonces se reduce a x,+1 + bx,_; = 0. Es sencillo ver que las raices de la
ecuacion caracteristica tienen todas médulo “/|b|, luego se situardn dentro
del circulo unidad si y solo si |b| < 1. Por tanto, la Ec. con a = 0 tendra

estabilidad asint6tica siy sélo si |b| < 1.

En lo siguiente, solo nos preocuparemos por analizar el caso b) del enun-

ciado del Teorema de Kuruklis, dado que el a) ya ha sido demostrado.

4.1. Resultados preliminares

La prueba que realiza Kuruklis en [11] consiste en encontrar condiciones de

ay b que aseguren que las raices de la ecuacion caracteristica de (4.1),
A _ark+ b =o. 4.2)

se encuentran dentro del circulo unidad.
Para abarcar esta prueba es de gran utilidad conocer el Teorema de Levin-

May que se explica en el Capitulo |3} puesto que muchos resultados que eran
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necesarios en aquella demostracion lo son también para este teorema. Esto se

explica porque el primer paso que debemos abordar sobre la Ec. (4.2) es aplicar

el cambio
A
K==
a
de tal manera que ahora tenemos
pt— k=0, (4.3)
siendo
b
€= ak+1’

Este cambio obliga a proseguir con la condicion a # 0, por eso se ha estudiado
a parte en la Observacion [p| Nétese que la Ec. y la Ec. son la misma
ecuacion. Por ello, lo demostrado para sigue siendo valido para (4.3).

Por el momento, es necesario notar que si era necesario imponer que las rai-
cesdelaEc. se mantuvieran interiores al circulo unidad, en el caso de la Ec.
debemos de imponer que sus raices sean interiores al circulo || < 1/|al.
Por ello necesitaremos hacer uso del Lemal I} que se enunci6 en el Capitulo
donde se establecen las raices reales que la Ec. tiene segtn el valor del pa-
rametro c[} Con este lema podemos asegurar dénde se encuentran las raices
de respecto del circulo |u| < 1/]al que nos interesa.

k+1 k
L+l ® > ¢l

Si consideramos la Ec. (4.3), podemos ver que se cumple |u
de donde obtenemos |,u|k(1 + |ul) = |c|. Por tanto, si |c| — oo entonces |u| —
oo. Esto es importante porque el siguiente paso consiste en averiguar cOmo se
desplazan las soluciones de segln |c| — oco. Recordemos que el Lema[2jnos

asegura que un desplazamiento en los coeficientes de un polinomio supone un

desplazamiento similar en las raices de este.

!Cuando se enuncié el Lema en el Capfitulo[3} nos referiamos a la Ec. (3.3) y al parametro
B, por ser la misma ecuacion, es igualmente aplicable a (4.3), pero téngase en cuenta que ahora

escribimos ¢ donde antes escribiamos A y escribimos ¢ donde antes escribiamos g.
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Empezaremos con el siguiente lema acerca del crecimiento del valor abso-

luto de las raices de (4.3).

Lema 4. El valor absoluto de las raices, tanto reales como complejas, de (4.3)

)k+l

crece conforme lo hace |c|, excepto en el caso 0 < ¢ < k*/(k + 1)**1, en cuyo caso

solo la mayor de las raices positivas decrece.

Demostracion. E]Para esta prueba expresaremos, en primer lugar, (4.3) en coor-

denadas polares. Sea u=re’® conr=0y0<6 <2x.
(A) Raices reales positivas Cuando u es real positivo, se tiene simplemente

@ =r, portanto la (4.3) queda

rkl Ky e=o.

La prueba consiste en analizar la primera derivada de ¢ con respecto de r,

dc/dr, para lo cual es comodo despejar ¢ de la expresion anterior,

La primera derivada es

dc -1 [ k ]
— = 1 — 1. 4.4
dr (e+ 1y k+1 r (4.4)

De sabemos que si r < k/(k + 1), entonces dc/dr > 0; sir > k/(k+1),

entonces dc/dr < 0; y por ultimo si r = k/(k + 1), dc/dr = 0. Segtin el Lema

2La prueba original se hace estudiando la derivada dr/dc, sin embargo, en este caso se ha
decidido hacer una demostracién propia distinta de la original estudiando la derivada dc/dr
en su lugar por comodidad para los célculos. El cambio estd justificado porque las funciones
c(r) y r(c) que podemos obtener de 7**! — r¥ + ¢ = 0 son inversas, por tanto se cumple dr/dc =
(de/dr)~L. Por tanto, para estudiar la variacién del médulo de r respecto de la variacién de c, el

método de la prueba que aqui se da es igualmente vélido y los resultados son anédlogos con los

de la prueba original de Kuruklis.
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apartado c), el punto méximo de ¢ = rk—rk+l sedaen c(r = k/(k+1)) =
K57+ 1)k y también sabemos que si ¢ estd en el intervalo (0, K5/ (k+ 1)kt
hayunaraizen (0, k/(k+1) yotraen (k/(k+1),1). Segin el criterio de la primera
derivada que acabamos de obtener, si ¢ aumenta desde 0 hasta K5k + 1)k+1,
la raiz que se encuentra en (0, k/(k + 1) crece hacia k/(k + 1) por ser en este
intervalo dc/dr > 0;y, a su vez, la raiz que se encuentra en (k/(k+1),1) decrece
hasta el punto k/(k + 1) por ser en este intervalo dc/dr < 0.

La tinica otra raiz positiva que podemos encontrar, segtin el Lemall|aparta-
do d), se da cuando ¢ < 0 y se encuentra en el intervalo (1,00). Como acabamos
de ver, si r > k/(k + 1), entonces dc/dr < 0, por tanto cuando c crezca hacia el
infinito, esta raiz positiva crecera hacia el infinito también.

(B) Raices reales negativas. Si p es negativa, la podremos expresar en la for-

ma p = —4. Por tanto de (4.3) tenemos
(B.1) k par La primera derivada es, si k es par,

dc k
— =(k+1 k‘l[—+ .
FPECRE L e

En este caso vemos que si ¢ crece hacia el infinito, dado que r = 0 y para cum-
plir con la igualdad anterior cuyo término a la derecha siempre es positivo, sa-
bemos que dc/dr > 0 por necesidad. Esto implica que r solo podrda aumentar.
Como hablamos de raices negativas u = —r, entonces significa que la raiz de-
crecerd hasta el infinito. La presencia de la raiz negativa cuando ¢ > 0y k es par
estd garantizada por el Lemal(I|apartado a).

Si por contra ¢ decrece hasta el infinito, por el Lema(l]apartado d), no hay
raices negativas.

(B.1) k impar Finalmente queda ver si k es impar, donde obtendriamos la



40 CAPITULO 4. TEOREMA DE KURUKLIS

derivada

% = —(k+1)rk_1

+r].
dr

k+1
En este caso si ¢ crece hasta el infinito no existen raices reales negativas por el
Lema(l] apartado b). Pero si ¢ decrece hasta el infinito si hay una raiz real ne-
gativa segtn el Lema(l]apartado d). Como el término de la derecha es siempre
negativo dado que r = 0, necesariamente dc/dr < 0, por tanto si decimos que
¢ decrece, necesariamente r crece. Por tanto la raiz negativa decrece hasta el
infinito.

(C) Raices complejas. Para proceder a examinar las raices complejas de
primero debemos asumir ciertos cambios. Sustituyendo u = r(cosf+isenf) en
obtendremos el mismo sistema de ecuaciones que utilizdbamos para
la demostracion del Teorema de Levin-May. De él obteniamos las relaciones

(3.9) y (3.11), que recordemos que eran, respectivamente,

e sen(k6O) 5)
"~ sen((k+1)6) ’
y
copk_Sen0 (4.6)
7 sen((k+1)8)° :

Ahora ya estamos listos para afrontar el problema del movimiento de las
raices complejas. En primer lugar debemos ver que con y tenemos
una facil relacion entre r y c. Como estamos interesados en conocer como va-
rian las raices complejas con respecto varie c, nos interesa saber dr/dc, gracias
a estas dos ecuaciones podemos aplicar la regla de la cadena para obtener lo

que buscamos. Segun dicha regla tenemos
se~lallis)
dc \dg)\do

s

sen0 ] (ﬂ) +rki( sen0 ))_1
sen((k+1)0) |\ do do \sen((k +1)0) '
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Donde la derivada dc/df se ha hecho con la Ec. (4.6). Podemos sustituir en la
expresion anterior rksen(k0)/sen((k + 1)0) por c siguiendo la Ec. (4.6). Des-
pués, sacamos ¢ como factor comun afiadiendo los cambios necesarios. El re-

sultado sera

dr_c(dr)[k(dr)+rkc_1 d ( senf )]—1 wn

dc \do/[r\de do \sen((k+10))] ° '
Es necesario resolver las derivadas dr/dc y la derivada de sen(k0)/sen((k +

1)0) con respecto de 6 en para poder determinar el signo de dr/dc. Proce-

damos a ello, en primer lugar, empleamos la Ec. (4.5) para sustituir la derivada

de r con respecto de 6,

dr 3 kcos(k0)sen((k+1)0) — (k+1)sen(kf)cos((k+1)0)

— = . 4.8
do sen?((k+1)0) “9
Y la otra derivada que queda por hacer es
i ( senf ) _ cosfOsen((k+ 1)0) — (k+1)senfcos((k+1)0) 4.9)
do \sen((k+10)) sen?((k+1)0) ' '

Segtin nos dice (4.7), el signo de dr/dc estara enteramente determinado por
los signos de y ([4.9). Por tanto serd mas sencillo conocer primero los signos
de estas expresiones. Para ello bastara con analizar sus numeradores dado que
en ambos casos los denominadores son positivos. Asi, de nombramos al

numerador
G(0) = kcos(kO)sen((k+1)0) — (k+ 1)sen(kf) cos((k+1)0). (4.10)

Su derivada es G'(0) = (k+1) sen(k0) sen((k+1)0). Usando en G'(0) y dado
que r = 0 obtenemos que G'(6) = 0.Y dado que G(0) = 0, podemos concluir que

G(0) =0 para0<0 < 2w, y por eso mismo

£>0 (4.11)
a0 . .
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Ahora, de (4.9), nombramos el numerador
H(0) =cosOsen((k+1)0)— (k+1)senfcos((k+1)0). (4.12)

Su derivada es H'(0) = k(k +2) senfsen((k + 1)0) y nétese que H(0) = 0. Ahora,
si nos ayudamos de (4.6), podemos ver si que si ¢ > 0 entonces H'(6) = 0, y
también serd ¢ ' H'(0) = 0. De la misma forma, si ¢ < 0, H'(@) <0 y entonces
¢ 'H'(6) = 0. De modo que, con esta discusion y las Ecs. y (@.12), podemos
afirmar que

4 d sen®
C —= == (4.13)

do \sen((k+1)6)
Finalmente, teniendo en cuenta (4.7), 4.11) y (4.13), podemos concluir que

dr/dc>0parac>0ydr/dc<0 para c <0. Esto implica que si |c| se incremen-
ta, las raices complejas de (4.3) se alejan del cero tal y como se queria demos-

trar. Y con esto concluye la prueba del lema. O

Con el Lema {4 podemos asegurar que cuando |c| crece, tomando valores
mayores que k*/(k + 1)**!, todas las raices de se alejan de 0. Sabiendo
esto, supongamos que el circulo en el que queremos tener todas las raices de
@.3), |ul =1/|al, cumple 1/|al < k/(k+1).

Por el Lema(I|apartado c) sabemos que si ¢ > 0, hay una raiz positiva fuera
del circulo |u| = 1/|al < k/(k + 1), concretamente en el intervalo (k/(k+1),1).

Si ¢ <0, el Lemall]apartado d) nos garantiza, al menos, la existencia de una
raiz positiva en (1,00), que estaria fuera del circulo |u| =1/|al < k/(k+1) < 1.

De modo que es imposible que siendo 1/|a| < k/(k + 1) tengamos todas las
raices dentro del circulo para cualquier valor de c. Necesariamente tiene que
ser 1/|al > k/(k + 1) para poder asegurar que habrd valores de |c| para los una
raiz de esté en el interior del circulo |u| = 1/]al.

Sin embargo, pasado un cierto valor |c| que desconocemos por el momen-

to, también habrédn salido raices del circulo |u| = 1/|al debido al Lema que
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nos aseguran que las raices crecen cuando lo hace el valor de |c|. Es por esto
que nuestro interés ahora es encontrar valores de |c|, en términos de |a| y de
0 que cumplan que |u| = r =1/|al y 1/]al > k/(k + 1), ya que es nuestra Gnica
opcién de conseguir que todas las raices de estén dentro del circulo que

nos interesa.

Lema5. Sear(cosf +isenf), con0 <0 < 2n, una raiz de (4.3) tal quer =1/|al
ylal < (k+1)/k. Entonces,

_ (@*+1-2|alcosh)? L14
|C| - |a|k+1 . ( . )

Demostracion. Por la Ec. y dado que r = 1/|al tenemos
sen((k +1)0) = |alsen(k0), (4.15)
lo que nos lleva a

sen(k0) cosO + senf cos(kO) = |alsen(k0O),
sen(k0)[|a| — cosO] = senf cos(k0O),

tan(k0) = ﬂ.
|a| — cos6
A partir de podemos escribir
2 ok sen®d
sen?((k+1)0)’

c? 1 senZ0

724D~ 12 gen?((k+ 1)

Y empleando (4.5) tenemos

¢ sen®((k+1)6) sen’6
r20+D) — sen2(kf) sen2((k+1)6)
_ sen®f
~ sen?(k6)
» 1+ tan®(k0)
= sen”0 tan? (k0)

= (la] — cos0)? + sen’0 = a® + 1 —2|a| cosH,
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donde en el pentltimo paso hemos aplicado la relacién de tan(kf) que habia-

mos conseguido. Evaluando ahora r en 1/|a| y despejando ¢ obtendremos

(@®+1-2|a|cosO)!/?
|a|k+1

lcl =

’
como queriamos conseguir. O

El siguiente paso es encontrar el minimo valor de |c| dado por (4.14), o lo
que es lo mismo, el primer valor de |c| para el que hay una raiz de en el
circulo |u| = 1/]al con |a| < (k+ 1)/ k. Esto es necesario porque, de no buscar
este primer valor y permitir que |c| tome valores superiores, entonces sabemos
que la primera raiz que estuviese sobre el circulo |u| = 1/|al seguiria alejandose
de 0 por los lemas que aseguran el crecimiento de las raices, y entonces ya no
podriamos garantizar que todas las raices estén dentro del circulo.

El argumento, es decir 0, de las raices de satisface la Ec. (4.15), en la
que se incluyen los valores 0 y 7 como posibles soluciones, incluso cuando es
posible que no tenga una raiz positiva y otra negativa en el circulo |u| <
1/]al. De todas formas, excluyendo 8 = 0 y § = n, podemos reescribir

como
sen(k0) 1

- sen((k+1)0) - lal’
Los argumentos de todas las raices complejas de (4.3) satisfacen (4.16). El si-

S(0) (4.16)

guiente lema asegura que dichos argumentos son los inicos que producen so-

luciones de (4.16).

Lema 6. Sea ¢ # 0, k*/(k+ 1)k+! ylal < (k+1)/k. Los argumentos de las raices

complejas de (4.3) en |u| = 1/|al son las tinicas soluciones de (4.16).

Demostracion. Es suficiente con mostrar que la cantidad de raices que tiene
(4.16) en (0,7) o en (r,2) es la misma cantidad que (4.3) tiene de raices com-

plejas.



4.1. RESULTADOS PRELIMINARES 45

Notemos que S(27 —60) = S(0) y que las raices complejas de son pares

conjugados. Ahora sea

N; = ntmero de soluciones de (4.16) en(0, ),

y

N, = ntimero de raices complejas de (4.3) en la mitad superior del plano(0 < 0 < ).

Serd suficiente con establecer la igualdad N; = N,. Con este prop6sito, en lo
sucesivo considérese que [x] se refiere a la parte entera de x. Tendremos que
analizar dos casos.

Caso 1: ¢ > 0. Dado que, por y (4.6), sen(k0) > 0y sen((k+ 1)6) >0

tenemos que

2mn Cm+ 1 [k—l]
<0< m=0,1,2,.... | ——|,
k k 2
y
2nmn 2n+1Dn

k
—<0< n=012,...,|—]1.
k+1 k+1 [2]

En consecuencia,

k-1

2

2pm 2p+1)m
— <0< —- =0,1,2,..,
k =< k+1 P

Por (4.6), y [@.16), S(0) es estrictamente creciente. Ademas, S(0) =
kl(k+1),S(pr/k)=0yS(2p+1)n/(k+1))=coparap=0,1,2,...[(k—1)/2].
Entonces, dado que 1/|a| > k/(k+ 1), S(0) = 1/|a| tiene exactamente una
solucion en cadaintervalo 2pn/k, 2p+1)n/(k+1)) parap =0,1,2,..., [(k—1)/2].
De modo que
k-1

Ny = +1.

Si k = 2j entonces N; = j. Ademds en este caso, segin el Lema(l N, = jy

entonces N; = No.



46 CAPITULO 4. TEOREMA DE KURUKLIS

Si k=2j+1entonces N; = j + 1. En este caso, segin el Lema[ly N = j+ 1y
de nuevo N7 = N,.

Caso 2: ¢ > 0. Segun y sen(kf) <0y sen((k+1)0) <0 tenemos que

em+Dn 2m+2)n
<f<

0,1,2 [EZE
m= y Ly&yeeey )
k k 2

@2n+Dn p @2n+2)n

<0< n=0,1,2 [k_l
k+1 k+1 It BT

En consecuencia,

2 1 2 2
@2p+ )Tl<0<(p+ )T

=0,1,2 [k_z
k k+1 P=00% 5

Al igual que como se discutia en el caso 1, S(0) = 1/]al tiene exactamen-
te una solucién en los intervalos (2p + 1)n/k,2p + 2)n/(k + 1)) para p =

0,1,2,...,[(k—2)/2]. Por eso,

Si k=2j+1entonces N; = j. Segtin el Lemal[l} N, = j y entonces N} = N.
Si k = 2j entonces N; = j. Y otra vez, segtn el Lema([l} N, = j y de nuevo
N; = Ns.

Observacion 6. El minimo valor de |c| dado por la Ec. (4.14), o lo que es lo mis-
mo, el primer valor de |c| para el que hay una raiz compleja de (4.3) en el circulo
|l =1/|al con |a| < (k+1)/k, ocurre cuando 6 en (0,7/(k+1)) esla solucién de

(4.10).

Los siguientes dos lemas dan las condiciones necesarias y suficientes para

que las raices de (4.3), con ¢ > 0y ¢ <0, estén dentro del disco |u| < 1/|al.
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Lema 7. Sea k € Ny c > 0. Entonces, todas las raices de (4.3) estdn en el interior
del disco|u|l < 1/lal siysolosilal < (k+1)/ky

la| -1 e (@®> +1-2|alcos¢p)/?
|a|k+1 |a|k+1

’

donde ¢ es la solucion de en (0,7/(k+1)).

Demostracion. Como ya hemos deducido anteriormente, es necesario que
1/lal > k/(k +1) o lo que es lo mismo |a| < (k+ 1)/k. Anteriormente esta con-
dicién ya se ha asumido y ahora debemos subdividirla en dos casos diferentes:
uno cuando 1/|al estd en ((k/(k+1),1) y otro cuando 1/|al es mayor que 1.

Caso 1:1 < |a| < (k+1)/ k. Como sabemos por el Lema apartado c), cuando
c crece desde 0 hasta k*/(k + 1)*! la raiz positiva mayor decrece desde 1 hasta
k/(k + 1) mientras que el resto crecen. Llamemos c;, ¢, y ¢3 a los valores de ¢
para los que la raiz positiva mayor, una raiz compleja y la raiz negativa, si es
que existe por ser k par, se encuentran exactamente sobre el circulo |u| = 1/]al
respectivamente. Segtin el Lemalp|tenemos que usar la Ec. (4.14). En el caso de
c) laraiz es positiva, entonces serda 6 =0,

Ial—l.

0= |a|k+1’

en el caso de ¢, la raiz es compleja, entonces sera

_ (a®*+1-2|alcos)'?
- |a|k+1

C2

con ¢ la soluciéon de (4.16) en (0,7/(k + 1)) siguiendo la Observaci()n@; y final-
mente en el caso de c3, la raiz es negativa y tendremos

_lal+1
- |a|k+1'

C3

Notese que c; < ¢z < c3 asi que conforme ¢ crezca primero saldrd del circulo
|¢l = 1/|al la raiz mayor positiva, luego la raiz compleja y finalmente la raiz ne-

gativa (si existe). Por tanto, esta claro que ¢ no debe pasar el limite ¢, ni menos
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el c3. Sin embargo, recordemos que la raiz mayor positiva no crece conforme
lo hace c, sino que decrece hasta k/(k + 1), es decir, esta raiz cruza el circulo
desde fuera hasta dentro, al contrario que el resto de casos. Por tanto, debemos
asegurar que la raiz mayor positiva ha cruzado la frontera del circulo y por eso
ahora estéd dentro de él. Es decir, necesariamente ¢ debe ser mayor que c;. Asi
pues, el intervalo de valores en los que se debe encontrar c es ¢; < ¢ < ¢p. Usan-
do los valores anteriormente dados, se ve que es la condicién que se pretende
en el lema.

Caso 2: |a| < 1. En este caso sabemos que habra raices complejas y una po-
sible raiz negativa si k es par que llegardn al circulo |u| = 1/|al. Usaremos los
mismos ¢, y ¢z que en el caso anterior, pues se sigue tratando de raices com-
plejas y raices negativas respectivamente. De nuevo, ¢, < c3 y dado que todas
estas raices crecen conforme lo hace ¢, debemos asegurar que ¢ < ¢;. No im-
porta en este caso el limite inferior, por lo que no pasa nada si acotamos con
) < ¢ para que el caso 1 pueda seguir siendo valido.

Asi, ya tenemos demostrado el lema como queriamos. O

Lema 8. Sea k € N y c <0. Entonces, todas las raices de (4.3) estdn en el interior

del disco|u| < 1/|al| siysolosilal <1y

lal -1
> | a|k+1 :

Demostracion. Cuando c < 0, segun el Lema la raiz positiva se encuentra en
(1,00). Para que todas las raices de estén dentro de |u| < 1/|al debemos
empezar por asegurar que |a| < 1 para que la raiz positiva pueda estar dentro.
Esta es la primera condicion que buscdbamos, y en el resto de la prueba asu-
miremos que se mantiene.

Conforme ¢ decrece hemos visto que todas las raices se alejan del 0 en los

sucesivos lemas. Segiin el Lemal 1|la Ec. (4.3) tiene una raiz real y una posible
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raiz compleja si k es impar. Ademas, hay raices complejas también. Sean cy, ¢,
y c3 los valores de ¢ para los que la raiz real, la compleja y la posible negativa

alcanzan la frontera del circulo |u| < 1/|al. Haciendo uso de (4.14) hallada en el

Lemal5 tenemos
_lal-1
= |a|k+1’
(612+1—2|a|005(,[>)”2
Co = —
|a|k+1
y
_lal+1
0= _|a|k+1'

Como c¢; > ¢ > c3, conforme ¢ decrezca saldra del circulo primero la raiz po-
sitiva, luego la compleja y luego la negativa. Asi que necesariamente debemos
imponer que ¢ > c;, que es la Gltima condicién que faltaba para completar la

prueba. O

4.2. Demostracion del Teorema de Kuruklis

Para hacer la prueba del teorema de Kuruklises necesario deshacer el cam-
bio que hicimos con y = A/a. De modo que ahora vamos a abordar las condi-
i i fici las raices d A —aak b=
ciones necesarias y suficientes para que las raices de (4.2), al*+b=0,

estén dentro del circulo unidad.

Teorema 8. Sea a,b € R distintos de 0, y k € N. Las raices de (4.2) estdn dentro

del circulo unidad silal < (k+1)/k y

lal—-1<b< (@ +1 —2|al cos</>)1/2 para k impar, 4.17)

Ib—al<1 y |b|<(a2+1—2|a|cos¢))”2 para k par, (4.18)

donde ¢ es la solucion en (0,7n/(k + 1)) de la ecuacion sen(k0)/sen((k +1)0) =

1/]al.
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Demostracion. Para esta prueba necesitamos considerar varios casos.
Caso 1: a> 0y b > 0. Entonces ¢ = b/a**! = 0, por lo que podemos usar el

Lemapara decir que las raices de (4.2) estan en el circulo unidad si

k+1
a<T y a-1<b<(a*+1-2acos¢p)'’?.

k+1

Caso 2: a>0y b < 0. Entonces c = b/a*"" <0, por lo que podemos usar el

Lemal8|para decir que las raices de (4.2) estdn en el circulo unidad si
a<l y a-1<b.

Caso 3: a< 0y b < 0. Entonces el signo de ¢ = b/a**! depende de la paridad

de k. Necesitamos considerar dos subcasos.

k+1

Subcaso A: k impar. Entonces serd a“* > 0, por lo que ¢ < 0y por ello pode-

mos usar el Lema 8| para decir que las raices de (4.2) estan en el circulo unidad
si
-l<ay —a-1<b.

k+1

Subcaso B: k par. Entonces serd a“** < 0, porlo que ¢ > 0y por ello podemos

usar el Lemapara decir que las raices de (4.2) estan en el circulo unidad si

k+1
- —<ay —(@®+1+2acosp)’?<b<a+1.

Caso 4: a < 0y b > 0. De nuevo, el signo de ¢ = b/a**! dependera de la

paridad de k. Necesitamos considerar dos subcasos.

k+1

Subcaso A: k impar. Entonces serd a“** > 0, por lo que ¢ > 0y por ello pode-

mos usar el Lema[7]para decir que las raices de (4.2) estan en el circulo unidad

si

k+1 9
—T<a y —a—-1<b<(a“+1+2acos¢

Subcaso B: k par. Entonces serd a

)2,
k+1 <0, porlo que ¢ < 0y por ello podemos

usar el Lemapara decir que las raices de (4.2) estan en el circulo unidad si

-l<a y b<a+l.
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Para llegar a y es cuestion de condensar todos los resultados
de los diferentes casos y subcasos que hemos considerado. En el caso de las
relaciones que solo incumben a a, tenemosque a<1,-1<a,a< (k+1)/ky
—(k+1)/k < a, por tanto, estd claro que |a| < 1y |al < (k+1)/k, lo que podemos
simplificar en |a| < (k+1)/k porque (k+1)/k < 1.

Respecto a las relaciones que incumben a b con el resto de pardmetros ha-
bra que hacer distincién segtin la paridad de k porque son relaciones excluyen-
tes, no como con el caso del pardmetro a. Y también habra que prestar atencion

al signo de a. Asi que, cuando k es impar teniamos
delCasol a-1<b<(@®+1 —2acos¢>)”2 con a >0,

delCaso2 a-1<bcona>0,

del Caso 3 SubcasoA —-a-1<bcona<0,

1/2

y del Caso 4 Subcaso A —a—-1<b< (a*+1+2acos$)'’? cona<0.

Atendiendo al signo de a, claramente el limite inferior es |a|—1 < by el superior,
aunque en dos casos no haya, es b < (a® + 1 - 2|alacos¢)'/2. Por tanto, cuando
k seaimpar, |a| -1 < b < (a® +1—2|alacos¢)''?, que es [@.17).

El caso k par es mas dificil porque también hay que prestar atencién al signo

de b. Procederemos como antes,
delCasol a—1<b<(a®+1-2acos¢p)’?>cona>0yb>0,

delCaso2 a-1<bcona>0yb<0,
del Caso 3 Subcaso B — (a®>+1+2acos¢)’?<b<a+1cona<0yb>0,
ydel Caso 4 SubcasoB —-b<a+1lcona<0yb<O0.

No podemos escribir un limite inferior para |b| como tal, tinicamente un

limite superior, |b| < (a@? + 1 —2|al cos¢)'/?. El resto de condiciones que quedan
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porvincularsona—-b<1lparaa,b>0ya>0,b<0yb—-a<lparaa>0,b<0
y a,b < 0. Con ellas estamos requiriendo que la resta de los parametros ay b
sea siempre menor que 1 tengan el signo que tengan. Esto lo podemos expresar
simplemente como |b — a| < 1, que es la condicién que nos faltaba para tener

(4.18). O

Observacion7. Queda decir que cuando b = 0, entonces la Ec. (4.1) queda como

AK+1_ g2k = 0. Sus raices son

Xnp+1 — axp =0, cuyo polinomio caracteristico es
menores que 1 si |a| < 1, por tanto, esta es la condicién de la estabilidad asint6-
tica cuando b = 0. Esta condicion se cumple en el Teorema[8|cuando ponemos

b =0, por tanto, también es valido para ese caso.

Asi, habiendo asegurado que tiene raices interiores al circulo unidad si
cumple las condiciones del Teorema|8]y la Observacién obs:B=0Kuruklis. Por lo
dicho en la Seccién|[1.3] concluimos que dichas condiciones aseguran también
la estabilidad asintética de la solucién 0 de y el Teorema de Kuruklis queda

demostrado.

4.3. Prueba del Teorema de Levin-May
Dado que la Ec. (3.1),
Xp+1— Xn+ PXp-r =0,
es un caso particular de la Ec. (4.1),
Xp+1— aXp+bxy_ =0,

es posible demostrar el criterio de estabilidad asintética que propone el Teore-

ma de Levin-May mediante la aplicacién directa del Teorema de Kuruklis.
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En primer lugar, debemos ver que (3.1) es (4.1) cuando esta ultima tiene a =
1. Por tanto, del Teorema de Kuruklis sabemos que (3.1) sera asintéticamente

estable si y solo si

0<b< (2-2|cosp)!’? para k impar (4.19)

Ib—1/<1 y |bl<@-2cos¢)’? parakpar (4.20)

donde ¢ es la solucion en (0,7/(k+ 1)) de

sen(k0)

sen((k+1)6) =1L 4.21)

Nétese que |b—1] < 1 significa que b > 0y b < 2. Por ello, las condiciones

(4.19) y (4.20) se reducen a, simplemente,
0<b<(2-2cosp)l’? (4.22)

dado que b < 2 no se contradice con (4.19) y (4.20), y como es mds restrictivo
b < (2-2cos¢)'’?, dejamos esta condicién.
Ademds, podemos hacer los siguientes cambios en los que usamos la for-

mula del seno del angulo mitad,
2-2cos)'? = (2(1 - cos¢)!/? = (4sen2 (5)) =2sen (E) .
Por lo que podemos reescribir como
0<b<23en(%). (4.23)

Por otro lado, de (4.21), y evaluando 6 en ¢, sabemos que sen(k¢) = sen((k+

1)¢) lo que nos lleva a que, o bien

k¢ +(k+1)p=@2n+1)m, neN, (4.24)
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o bien

k¢=(k+1)p+2nn, neN. (4.25)

Dado que necesitamos que las soluciones de (4.21) estén en (0, 77/ (k+1)) y (4.25)
no lo estd, entonces solo debe ser posible (4.24). Es més, por tener que cumplir-
se0 < ¢ <m/(k+1), necesariamente n =0 en (4.24), porloque ¢ = (1/2k+1))7.

Véase que podemos escribir

k 1 7

2k + 1”+2(2k+ 1)”_ 2

M

de donde sacamos que

k
e_z__* .
2 2 2k+1
Al sustituir en (4.23) obtendriamos
b4 k
O0<b<2sen|—-— | =2cos /4
2 2k+1 2k+1

que es la condicién de estabilidad del Teorema de Levin-May para la Ec. (3.1).



Capitulo 5

Teoremas de Dannan

Los siguientes teoremas suponen un paso mds respecto a los dos capitulos
anteriores. La ecuacion con la que trabaja Dannan en su articulo [5] es de orden
k+ 1, se trata de

Xpak+ax, +bx,_;=0. (5.1)

En comparacion, la Ec. del Teorema de Kuruklis es el caso particular con
k=1de (5.1).

En su articulo, Dannan llega a la conclusion de que es necesario hacer dis-
tincién entre tres casos concretos segun la paridad de k y . Segtin cada caso,
asi da un criterio, por lo que su resultado final consta de los tres teoremas si-

guientes.

Teorema 9. Sean a,be R, 1 =1 yk > 1 coprimos y enteros impares. Las raices
de (5.2) se encuentran dentro del circulo unidad y por consiguiente la Ec. (5.1) es

asintoticamente estable siy solo silal <1y
. 2 1/2
la|—1<b< 1511?(1 + a” —2|a|cos(kB))
€

donde S es el conjunto de soluciones de

i 3 sen(l6)
la|  sen[(l+ k)O)

55
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en el intervalo (0, 7).

Teorema 10. Sean a,b € R, | = 1 un entero impar, k > 1 un entero par y am-
bos coprimos. Las raices de (5.2) se encuentran dentro del circulo unidad y por

consiguiente la Ec. (5.1) es asintéticamente estable si y solo si

|Ibl<1—|al para —1<a<0

1/2
)

|D <10nisn(1+a2+2acos(k9) para 0<a<]l,
€ ¥

donde S* es el conjunto de soluciones de

1 sen(l6)

a B sen[(l+ k)O)
en el intervalo (0, 7).
Teorema 11. Sean a,b € R, | un entero pary k > 1 un entero impar, ambos co-

primos. Las raices de (5.2) se encuentran dentro del circulo unidad y por consi-

guiente la Ec. (5.1) es asintéticamente estable si y solo si

lal—1< b<r511§1(1+a2—2|a|cos(k9))”2 para —1<a<0
€

a-1<-b< rgligl(l +a° —Zozcos(ke))”2 para 0<a<]l,
€

donde S es el conjunto de soluciones de

1 sen(l0)

la| - sen[(l+ k)O)

en el intervalo (0, 7).
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5.1. Resultados preliminares

Siguiendo la prueba original, lo méds comodo es establecer una serie de le-
mas previos para poder trabajar con ellos en la demostracion.
Como ya conocemos por la Seccién[1.3} 1a Ec. (5.I) es asintéticamente esta-

ble siy solo si las soluciones de su polinomio caracteristico,
AR+ arl+b=o, (5.2)

se encuentran dentro del circulo unidad.
Para poder desarrollar la prueba con comodidad nos convendrd elegir [ y k
tal que sean coprimos. El siguiente lema demuestra que esta eleccion se puede

hacer sin pérdida de generalidad para la prueba.

Lema9. Sil=sl'yk=sk' cons, ' yk' unos enteros positivos aleatorios, enton-
ces todas las raices de (5.2) caen dentro del circulo unidad si y solo si todas las
raices de

W'y au v b=0 (5.3)
caen dentro del circulo unidad.

Demostracién. La Ec. (5.2) se puede escribir como
'Ky avt v b=0 (5.4)

si v = A°. Asumamos que |1| < 1. Entonces |v| = |1°| < 1. Al contrario también
sucede, si en (5.3) una raiz cumple |u| < 1, entonces por ser (5.4) igual que (5.3)
también |v| < 1y por tanto |1] < 1 por lo que las raices de (5.2) también estdn

dentro del circulo unidad. O

Segun este lema, dado que s puede ser cualquier entero positivo, nada nos
impide elegir s = 1, tal que entonces ky ! sean coprimos. En lo sucesivo se debe

entender que k y [ son coprimos.
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Para encontrar las raices de (5.2) serd mas sencillo si aplicamos el cambio

A
Z=———.
allk

En ese caso, si a >0, la Ec. (5.2) puede escribirse como

izl p=o, (5.5)
con
b
P= "ok

Si a < 0 podremos obtener una ecuacion diferente si aplicamos unas mo-
dificaciones a (5.5). Usemos la notaciéon z = z,59 Y p = pa>0 para designar las
variables zy p cuando a > 0, como en (5.5). Para las variables zy p cuando a < 0
se usard, respectivamente z,<o Y pa<o. Debemos tener en cuenta los siguientes

casos:

a) ly k son impares. Entonces

Za<0 = (—|a])l/k - _|a|1/k -
y
b b

Pa<o = (_lal)(l+k)k = |a|(l+k)k =p

porlo que z/*¥ -zl + p=0.

b) [ esimpary k es par. Entonces

I+k

Zl+k — _A—

<0 al(~|all/k
y

Zl = A—l = +Zl
<O (—laplk T
k+1 l ; ; ;

pOI 10 que Za<0 y Za<0 tienen SlgIlO contrario ya que

ﬂk

bk o2 gl =_gkgl  =77F,

a<0__|a| a<0 —
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Y Pa<o €s como en el caso anterior, por lo que podemos escribir convenien-

k

temente z/*% -zl + p = 0.

¢) lespary k es impar. Entonces z,<9o = -z como enelcasoa)y

3 b B b
Pa<0= (—la) Rk ~ g i+hk ~ L
porloque —z**+zl—p=0=z*F—zZl 4+ p=0.

El caso en el que [ y k son pares estd desestimado porque !/ y k los hemos su-
puesto coprimos, por lo que esta posibilidad no puede darse. Por tanto, de to-
dos los casos anteriormente descritos llegamos a que si a < 0, la Ec. se
puede escribir como

2z p=o, (5.6)

con p como en (5.5).
Ahora, determinar si las raices de (5.2) estan dentro del circulo unidad se

reduce a ver si en (5.5) y (5.6) las raices estdn en el circulo |z| = h con

1
- |a|1/k'

Serd necesario considerar los siguientes casos:

Caso A: En (5.6) (a <0), [ y k son impares.

Caso B: En (5.6) (a<0), [ esimpary k es par.

Caso C:En (a<0),lespary k esimpar.

Caso D: En (a>0), l esimpary k es par.

Noétese que es innecesario considerar que en (5.5) ! y k sean impares y tam-
poco cuando / sea par y k impar, ya que entonces se trataria del Caso Cy el Caso

A, respectivamente, simplemente con reemplazar z por —z.
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También sera necesario considerar los subcasos enlosque h=1, h <1y

h>1.

Los siguientes cuatro lemas se encargan de analizar las raices de las Ecs.

(5.5) y (5.6) segun los casos anteriores. Notese la similitud de los siguientes le-

mas con el Lemall|que se daba en el Capitulo[3] esto es comprensible porque lo

que ha hecho el autor es ver que la técnica, la estrategia de Levin-May, se podia

generalizar a otras ecuaciones en diferencias lineales.

Lema 10 (Caso A). Sean k y | dos enteros positivos impares. Entonces la Ec. (5.6)

1Y)

1)

I11)

tiene una raiz doble
1 1/k
e (] 5

para
k l 1/k
l I+k
=pr=U;— =l—|l—| 5.8
P=Pr=H; = Hy (l+k)(l+k) (5.8)
ninguna raiz negativa para p > p; y dos raices [; y p, tal que p; < s < pr

parap < p;.

Las raices u; y ur son ambas positivas si p > 0, mientras que si p <0 en-
tonces ) < 0. Ademds, conforme p crece (decrece), 1] y [Lr Se acercan a (se

alejan de) ;.
Las dos raices reales satisfacen

a) |ul<1siysolosi0O< p< p;.

b) |ul<h<1 paraalginreal h siysolosip,<p<p:yi:<h<1,donde

pn = p(h) = h! = h7k, (5.9)

¢) |ul < h para algiin h > 1 siy solo si p;, < p < p;.
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Demostracion. De (5.6) pongamos

f=pt*—pl+p. (5.10)

Entonces

flw=p= Y+ pk -1 (5.11)

por lo que es claro ver que f'(u;) =0, f'(u< ) <0y f'(u> ;) >0 porlo que
se sigue que f(u) tiene un minimo global en u = u; de valor f(u;) = p— p;. Con
esto podemos ver también que no tiene raices reales si p > p;, tiene una
doble raiz real si p = p; y dos raices reales y; y ur si p < p;, donde y; < p; <
ur. Los subindices r y I se usan en este momento para indicar si la raiz u se
encuentra a la derecha o a la izquierda de y;, respectivamente. Esto demuestra
el apartado 1).

De (5.6) podemos ver que

p(u) = p' —p** (5.12)

d—p=P'=ul'1[l—(l+k)u’“]. (5.13)

du

Sipu < puyentonces dp/dp>0ydp/du <0siu> u,;. Asi que la raiz izquierda y;
crece conforme p crece hacia y; mientras que la raiz derecha u, decrece hacia
¢ Como se tiene que si p =0, y; =0y p, = 1, usando el Lemaf2]sabemos que
si p < 0 entonces p; <0y si p >0 entonces y; y i, son ambas positivas. Esto
prueba el apartado 11).

Para probar el apartado 111) subapartado a) tenemos que usar la propiedad
del apartado 11) por la que si p aumenta hasta p;, entonces las raices y, <1y
17 >0 se mueven hacia pu; < 1. Entonces es facil verque O < py < ;< p, <1.Y

para descartar otras posibilidades, véase que si p <0, mu, > 1.
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En el caso 111) subapartado b), para que |u| < h < 1 debe ser entonces que la
mayor raiz, u, cumpla u, = h en cuyo caso serd, de (5.6), p = p(h) = h! — pk+l
porloque ;< u;<pr=h<1.

Por ultimo, en el caso 111) subapartado c), sila raiz mayor debe cumplir y, <
h para algtn h > 1, entonces debemos garantizar su existencia acorde con el
caso I), lo que solo sucede si p(h) < p < p;. En el caso en que se tenga que
w1 > 0 se tendrd también que 0 < u; < uy < h. Por contra, si resulta que y, <0

entonces —h < u, si p(—h) < p < p;. Dado que p(h) > p(-h) podemos concluir

la condicién que buscdbamos. O

Lema 11 (Caso B). Seal un entero positivo impary k > 1 un entero par. Entonces
(5.6) tiene una raiz ¢ tal que |{| > 1. Las raices reales p satisfacen |u| < h para

algun h > 1 siy solo si

hl_hl+k< p< hl+k—hl.

Demostracién. Sea f(u) como en (5.10). Si p > 0, entonces f(—1) = p > 0. Tam-
bién tenemos que f(—o0) < 0 por lo que debe haber una raiz { < —1. Por el
mismo procedimiento se ve que si p <0 hay unaraizen ¢ > 1.

Para la segunda afirmacién tenemos que ver que f'(u) <0 para 0 < u <y
siendo f'(u) como en y iy como en (5.7). También que f'(u) > 0 para
e < p<ooyque f'(uy) =0.

Para 0 < p < py, con p; como en (5.8), tenemos f(0) >0, f(u;) <0y f(1) >0.
Asi que hay dos raices, ¢1 € (0, 1s) Y ¢2 € (s, 1).

Para p < 0 hay unaraiz ¢ > 1 porque f(1) <0y f(oco) >0. Como dp/du <0
para u > s, podemos concluir que si ;£ = h > 1 es una raiz entonces p = pj, =
h! — h**! < 0. Conforme p crecey se aleja de py, la correspondiente raiz seguira
siendo inferior a & mientras py < 0.

Cuando 0 < p < p;, hay solo dos raices positivas ¢; <1< hyés <1<h.

Cuando p > p; no hay raices positivas. Finalmente concluimos que todas las
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raices positivas satisfacen 0 < p < & siy solo si h! — ¥+

< p.Deigual manera se
puede ver que —h < 1 < 0 serd si y solo si p > h**! — h!. Como lo que buscamos
es que || < h, en la unién de estos dos intervalos, h! — hi** < py p > h¥+ — !,

se tiene la condiciéon que buscabamos. O

Lema 12 (Caso C). Sea l > 1 un entero pary k un entero impar. Entonces la raiz

real u de (5.6) satisface:
D) lul<1siysolosi0< p<?2.

1) |l < h para algiin h < p; tal que h**' + h! > p, siy solosi p, < p < h'**+ h!,

donde u; y p; son como en y (5.8).
1) |l < h para algiin p; < h < 1 siy solo si h' — h'** < p < h"** 4 B!,
V) |l < h para algiin h > 1 si y solo si h* — h'** < p < B!*k 4+ B!,

Demostracion. En primer lugar debemos observar ciertos aspectos sobre la lo-
calizacion de las raices de (5.6). Sea f(u) como en y p(u) como en (6.12),
por lo que f'(u) y p’(u) son como en y (5.13), respectivamente. Vemos
que f'(u) <0sip € (—o00,0) U (uy,00) donde u; es como en (5.7). Entonces, [ ()
tiene un valor minimo p — p; en u = y; y un valor médximo p en u =0, p; es
como en (5.8). Asi pues, lo siguiente se cumple para las raices reales de en

este caso:

a) Para p < 0 existe una raiz ¢ > 1 que crece conforme p decrece, ya que

dp/dp <0 para pu > y;.

b) Para 0 < p < p; existe una raiz negativa ¢ < 0 y dos raices positivas ¢1,¢» tal
que 0 <¢&; < s < ¢2. Ademas, ¢ decrece conforme p crece porque dp/du <0
para u < 0, &1, x» se mueven hacia y; mientras p crece porque dp/du > 0

para0 < u < ;.
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c) Para p > p; existe una raiz negativa ¢ que decrece conforme p crece porque

dp/dp <0 parapu<O0.
Ahora ya podemos demostrar cada uno de los puntos del lema.

1) Para p =0, tiene dos raices, 0 y 1. Dado que 0 < y; < 1, se sigue del
punto b) que las raices 0 y 1 se mueven hacia y; y se mantienen inferio-
res a 1 mientras p crezca desde 0. Hay una raiz negativa ¢ cuando p > 0.
Mientras p crezca, la raiz negativa decrecerd hacia { = —1, caso en el que
p = 2. Asipues, si p <2, laraiz negativa es { > —1. Entonces estd claro que
sip<O, tiene una raiz mayor que 1 porque la raiz positiva en 1 crece

conforme p decrece.

1) Spu=h<u;esunaraiz de (5.6), entonces p = p(h) < p(u;) = p; por lo que
tiene que tener otraraiz ¢ > h. Si no tiene una raiz positiva menor
que p;, entonces solo tiene una raiz negativa ¢. Si comparamos ¢ con —h
nos daremos cuenta de que u/** — u! + p(~=h) = 0 tiene la raiz u = —h. Si
p(—=h) < p;, entonces ¢ < —h. Asipues, ¢ > —h solo si p(—h) > p;. Siusamos
el Lema[2] que nos asegura la correlacién del movimiento de las raices de
un polinomio con el movimiento de sus coeficientes, con p(u) podemos

concluir que la raiz ¢ se mantiene mayor que —/ mientras p; < p < p(=h).

111) Sihesunaraiz de (5.6), entonces p = p(h) y u**! — u! + p(h) = 0 tiene otras
dos raices 1 y ¢z tal que 0 < & < uy < hy 2 < 0. Mientras p crece y se
aleja de p(h), las dos raices positivas permanecen inferiores a h y, la raiz
negativa, &, > —h. De hecho, véase que u**! — u! + p(~h) = 0 tiene solo uan
raiz negativa u = —h porque p(—h) > p;y p(—h) > p(h). Entonces, ¢, > —h
y ¢l < hdado que p(h) < p < p(=h).

1v) La mayor raiz positiva de u**! — u! + p(h) = 0 es h y la raiz mas pequena

negativa de u**! — u! + p(~h) = 0 es —h. Entonces, para cualquier p que



5.1. RESULTADOS PRELIMINARES 65

satisfaga p(h) < p < p(=h), las correspondientes raices u satisfacen —h <

p < h porla aplicacion del Lema 2
O

Lema 13 (Caso D). Sea l un entero impary k un entero par. Entonces la Ec. (5.5)

tiene solo una raiz real 1, y cumple || < h para cualquier real h > 0 si y solo si
Ipl < h!** + Rt

Demostracion. Sea f(u) = u"*+u! + py p(u) = —(u'** + p"). Dado que f'(u) =
NI+ Rpk+ D, f'(w) >0, f(—00) <0y floo) > 0, se deduce que f(u) tie-
ne Gnicamente una raiz real. Ademas, p'(u) = —p~'[(I + k)u* + 1] < 0 impli-
ca que la tnica raiz real decrece mientras p crece. Debido a que las raices h
y —h corresponden a los valores p(h) y p(—h) concluimos que —h < p < h si
p(=h) > p> p(h) olo que es lo mismo — j**! — h! < p < K**! + h!, que es 1o que

queriamos demostrar. O

El siguiente paso seria examinar las raices complejas de (5.5) y (5.6) y c6mo
varian respecto de p. Pero antes serdn necesarios los siguientes lemas.
Lema 14. Sea
sen(m0)
fO)=———,
sen(no)
donde m y n son enteros positivos tal que sen(n6) # 0. Entonces f(0) f'(0) > 0

param<ny f(0)f'(6) <0 param > n.

Demostracion. Tenemos que

mcos(m@0) sen(nf) — ncos(nf) sen(mb)

£'6) =

)

sen?(no)
llamemos g(0) al numerador. Asumamos primero que m < n. Si f(0) > 0 en-
tonces g’'(6) > 0. Dado que g(0) = 0 podemos deducir que g(f) > 0 y en conse-
cuencia f’(0) > 0. De la misma manera se tiene el caso en el que f(0) < 0. De

ahi se puede deducir la primera afirmacion del lema.
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Vamos con el caso en el que m > n. En primer lugar, pongamos f(0) > 0,
entonces g'(0) <0y g(0) < 0 porque g(0) = 0. Entonces f'(0) < 0. De la mis-
ma manera se procede cuando f(0) > 0y se obtiene la segunda afirmacién del

lema. O

El siguiente lema guarda relacion con la técnica ya empleada por Levin-May
y Kuruklis, que trata de entender como se ven modificadas las raices del polino-

mio caracteristico de la ecuacion estudiada conforme se varian sus parametros.

Lema 15. El valor absoluto de las raices complejas de las Ecs. (6.5) y (5.6) crece

conforme |p| crece.

Demostracion. Las raices complejas de (5.6) en coordenadas complejas se es-
criben z = r(cosf@ + isenf) con r >0y 0 < 6 < 27. Sustituyendo esto en (5.6) e

igualando las partes real e imaginaria obtenemos
ri R cos[(I+ k)0 - rl cos(10) + p=0 (5.14)

riir¥sen[(l + k)0] — sen(10)] = 0. (5.15)

De estas ecuaciones obtenemos

Pk sen(l0) (5.16)
~ sen[(l + k)O] ’
y
_ sen(k0) (5.17)
p= sen[(l + k)6] '

Notese que sen|[(/ + k)6] no puede ser 0, debido a que si lo fuera, entonces
de se tendria que sen(lf) = 0, y eso implicaria que [ y k no pueden ser
coprimos.

Las Ecs. y nos dan una forma de definir p en funcién de r. Por

ello podemos optar por emplear la regla de la cadena para ver el signo de la
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derivada de p respecto de r. Asi, de (5.17),

dp _, - _senk®)  ,d ( sen(k6) )de
dr sen[(l + k)0] do

do \sen[(I+k)0)) dr

y de (5.16),
wpdr d ( sen(l0) )
r'—=—=—|.
do do \sen[(l+k)O)

Dado que r* > 0, la Ec. junto con el Lema muestran que dr/df > 0.
Ahora bien, si p > 0 entonces sen(k60)/sen[(! + k)0] > 0 y por el Lema se
concluye que d/df(sen(kf)/sen[(l + k)6]) > 0. De modo que dp/dr > 0.

De forma similar, si p < 0 tendremos sen(kf)/sen[(l+k)0] <0y por el Lema
se concluye que d/df(sen(k6)/sen[(l + k)0]) < 0. De modo que dp/dr < 0.
Por esto podemos concluir que cuando |p| crece las raices complejas de
de mueven en direccién contraria a 0.

Para la Ec. (5.5) podemos obtener expresiones similares a las anteriores,

e senlf) -
~ sen[(I+ k)0’ .
__sen(kt) -
p= sen[(l+ k)0]’ .
Ao _ gy _Senll) 14 (_sentkd) ) do
dr ir sen[(l + k)0] d dé \sen[(l+k)8) ) dr (5.20)
y
o dr d sen(10)
k-1dr __d [ sen(lf)
e W (sen[(l+k)9))' (5.21)

El procedimiento entonces es el mismo. Dado que r* > 0 se sigue de
que sen(l6)/sen[(I + k)6] < 0. Entonces por el Lema [14]y tenemos que
dr/dé > 0.

Sip >0, por se sabe que sen(k6)/sen[(l+ k)0] < 0. Usando el Lema
concluimos que d/df(sen(k0)/sen[(l + k)0]) < 0. Entonces, por obtene-
mos dp/dr > 0.
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Si p < 0 entonces sen(kf)/sen[(l + k)0] > 0y, como consecuencia del Lema
d/dfO(sen(k0)/sen[(l + k)0]) > 0. De modo que dp/dr < 0. Asi pues conclui-

mos que si | p| crece, las raices complejas de (5.5) se alejan de 0. O

De las Ecs. (5.14), (5.15) se obtiene que el valor de p para el que una raiz de
(5.6) estd en el circulo |z| = h estd determinado por

h* cos[(+k)0] - cos(16) = _P

h!
hksen[(l + k)0] —sen(l6) = 0.
Elevando al cuadrado y sumando estas dos ecuaciones llegamos a
p(h,0) = h' 1 + h** - 2hF cos(k0))''?, (5.22)

donde hemos aplicado que 1+ h?f —2h* cos(k@) = (1 — h*)? = 0 para justificar
la raiz cuadrada. Y si procedemos del mismo modo pero con la Ec. (5.5) obten-
dremos

p*(h,0) = k' + h** + 2h* cos(k0)) 2. (5.23)

Desde ahora trabajaremos con estas relaciones. Ademds, sea S = {01,0-,...0,,}

el conjunto de soluciones de

r_ sen(l0) (5.24)
~ sen[(l+ k)0 '
en el intervalo (0,7), y S* el conjunto de soluciones de
k sen(l0)
= 5.25
sen[(l+ k)0] ( )

en el intervalo (0, 7).

Lema 16. Asumamos que, para p =0, las raices complejas de (5.5) y (5.6) estdn
en el circulo |z| = h. Entonces, para p # 0, las raices complejas de (5.6) satisfacen
|z| < h siy solo si

0 inp(h,0),
<|p|<r51€1§1p( )
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y las raices complejas de (5.5) también estdn en dicho circulo siy solo si satisfacen
0<|pl<minp™(h,0).
0eS*

Demostracion. Como ya habiamos visto en el desarrollo para llegar hasta
(5.22), p(h0) es el valor para el cual una raiz de estd en el circulo |z| = h. De
también se sigue que el argumento de las raices en el circulo |z| = h sa-
tisface (5.24). Dado que las Ecs. y no cambian si cambiamos 6 por
—0 o 27 — 0, bastard con considerar las soluciones en (0, 7) en lugar de incluir
hasta 27.

Mientras |p| crece, por el Lema[15]el valor absoluto de las raices complejas
crece también. Cuando cualquier raiz compleja llegue al circulo |z| = h enton-
ces su argumento serd solucion de (5.24), S = {61,0,,...0,,}, y el valor de p que
corresponda en ese caso se podra obtener de (5.22), p(h,0;) con j =1,2,..,m.
Se sigue del Lema que el minimo valor de p(h,0;) corresponde con la prime-
ra raiz que cruce el circulo | z| = h. Asi que para garantizar que |z| < h entonces
debe cumplirse que p < mingeg p(h,0). De manera similar se procede para la

Ec. (5.5). O

5.2. Demostracion de los Teoremas de Dannan

Como el caso k =1 se ha estudiado en el Capitulo 4| con el Teorema de Ku-

ruklis, ahora nos centraremos en el caso k > 1.

Teorema 12. Sea k > 1 un enteroy |l un entero positivo. Entonces, h =1/ lalt/* >1

es una condicion necesaria para que las raices de (5.5) y (5.6) cumplan |z| < h.

Demostracion. Consideremos los Casos A, B, Cy D de (5.5) y (5.6). Empecemos
por esta tltima. Supongamos que h < 1, entones (5.6) tiene al menos dos raices

fuera del disco | z| = h. Esto se puede ver por que, si por ejemplo p = 0, al menos
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hay dos raices con valor absoluto igual a 1 y por el Lemal[15] el valor absoluto de
estas raices crece conforme lo hace |p|, por lo que estarian por fuera del disco
|z| = h < 1. Ademas, cuando k es un entero par, el Lema [11]implica que para
cualquier p hay una raiz real ¢ tal que || = 1, por lo que esta raiz estaria fuera
del disco |z|=h < 1.

Siguiendo con la Ec. (5.5), el Lema(I3|nos dice que hay al menos dos raices
complejas en el circulo |z| = 1 cuando p = 0. Y con el Lema [I5|sabemos que
estas raices crecerdn conforme lo haga | p| por lo que también saldran fuera del
disco |z|=h < 1.

Por estos motivos, h > 1 es condicién necesaria para que todas las raices de

(5.5) y (5.6) estén dentro del disco |z| < h. O

Teorema 13. Todas las raices de (5.6) estdn en el disco|z|=h siysolosih>1y

1)
hla-n*<p< min p(h, ) (5.26)
€
para el Caso A.
1)
—htm* -1 <p<hlhF-1) (5.27)
para el Caso B.
I11)
Rl -rY<p<nl@+n5 (5.28)

para el Caso C.

Demostracion. En primer lugar, la condicion / > 1 estd asegurada por el Teore-
mal(l2]
Para probar el punto 1) tenemos que ver que del Lema [10| punto 111)-c) se

dice que para que las raices reales u satisfagan |u| < h para h > 1 se debe tener
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h'(1 - h*) < p < p;, donde p; = ,ult(l —/Jllf) y e = (/1 + k)V*. Del Lema
sabemos que si las raices complejas satisfacen |z| < h para h > 1 entonces p # 0
debe cumplir —mingeg p(h,0) < p < mingeg p(h,6). Con estas dos condiciones
no queda mds remedio que asumir que si queremos que todas las raices de

estén dentro del circulo |z| = h con h > 1 debe cumplirse necesariamente que

méx{h! — h'** —min p(h,0)} < p < min p(h,6).
OeS OeS

Ahora bien, sabemos que hitk_pl < minges p(h,0) < p(h,0), por lo que la con-
dicién esta demostrada.

En cuanto al punto 11), por el Lema[l1]sabemos que las raices reales de
estdan dentro del disco |z| = h > 1 si se cumple (5.27). Pero no es suficiente,
necesitamos asegurar que las raices reales también estardn dentro del disco
|z| = h > 1, para eso necesitaremos el Lema[16| que, al igual que en caso anterior
exige —minges p(h,0) < p < mingeg p(h,0). Por tanto, para que todas las raices

estén dentro de |z| = h > 1 necesariamente

méx{h! — h'** —min p(h,0)} < p < min{h*** — !, min p(h, 6)}.
0eS 0eS

Como h!*k — h! < minges p(h,0) < p(h,0), podemos recuperar la condicién
(5.27) que buscabamaos.
Para la prueba del punto 111) hay que proceder de manera similar. En este

caso hay que atender a los Lemas[12]y[16] para obtener

méx{h! — h'** —min p(h,0)} < p < min{h*** + k!, min p(h, 0)}.
0eS 0eS

Y como h!** — h! < mingeg p(h,0) < p(h,0) < h! + h!** se tendria la condicion

(5.28). O

El siguiente teorema es el homoélogo del anterior pero con la Ec. (5.5).
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Teorema 14. Sea | = 1 un entero impar y k un entero par. Todas las raices de

estdn dentro del disco |z| = h siy solosih> 1y
<minp*(h,0).
Pl <minp®(h,6)

Demostracion. La necesidad de que h > 1 estd garantizada por el Teorema
Por otro lado, para asegurar que las raices reales son interiores al circulo |z| =
h > 1 debemos asegurar que se cumple la condicion del Lema Ipl < hitkipt,
Y para asegurar que las raices complejas estan dentro del circulo |z| = h > 1 de-
bemos asegurar la condicién del Lemal[16} 0 < |p| < mingeg+ p*(h,6). Por tanto,
para asegurar que todas las raices permanecen dentro del circulo necesitamos
que se cumpla |p| < min{h!*k + hl,mingeg* p*(h,0)}. Como mingeg- p*(h,0) <
p*(h,0) < h! + h*** entonces se cumple la condicién buscada y queda demos-

trado. O

Finalmente, llegados a este punto lo dltimo que queda es reformular los
Teoremas(13]y[14]para que sean vélidos parala Ec. (5.2). Para ello necesitaremos

emplear las siguientes relaciones

1 1
Yy
_ | , o
p= e PO =+ a® +2acos(ko)' . (5.29)

Los teoremas que nos van a quedar entonces seran tres, uno por cada caso
A, By C, teniendo en cuenta que el caso D ahora se puede incluir junto con
el caso B. Con estos teoremas hemos asegurado que las raices del polinomio
caracteristico Respectivamente, estos teoremas son los que queriamos demos-

trar, por lo que aqui finaliza la prueba.



Capitulo 6

Teoremas de

Cermaék-J4ansky-Kundrat

Los siguientes dos teoremas estan desarrollados por Cermak, Jansky y Kun-

drét en su articulo [2]. La ecuacion estudiada por ellos es
Xn+1+aXp+ PXp_fs1+YXn-x=0, n=0,1,2,.., (6.1)

de orden k+1, que supone un paso mds en el desarrollo de este trabajo al incor-
porar cuatro términos en lugar de tres como hasta ahora. Los casos de Levin-
May y Kuruklis, anteriormente vistos, son casos particulares de esta ecuacion,
ya que cualquiera de ellos se puede expresar mediante adecuados coeficientes
apB,yyk.

Para obtener condiciones equivalentes de la estabilidad asint6tica de la Ec.

(6.1), partiremos de su ecuacion caracteristica,
AL aak 4 Br+y =0, (6.2)

e intentaremos asegurar que sus raices estan dentro del circulo unidad. Lo in-
teresante de esta prueba es que parte del criterio de Schur-Cohn que ya se ha

estudiado en secciones anteriores.

73



74 CAPITULO 6. TEOREMAS DE CERMAK-JANSKY-KUNDRAT
Los teoremas propuestos son dos, atendiendo a la paridad de k.

Teorema 15. Sea «, B yy constantes reales y k un entero positivo impar. Enton-

ces, (6.1) es asintoticamente estable si y solo si
la+pl<1+7,

o bien
y-1<la-pl<1-y,
o bien

arccos ((@® - % +y* =D/ Q2lay - )

— 1_ ) k .
la—pBl>[1-7y] <arccos((az_ﬁZ_y2+1)/(2|0£—/5Y|))

Teorema 16. Sea «,  y y constantes reales y k un entero positivo impar. Enton-

ces, (6.1) es asintoticamente estable si y solo si
la+yl<1+p,
o bien
B-1<la-yl=1-p,

o bien

arccos ((@® - % +y* =D/ 2lay - )
arccos (a2 — 2 —y2+ 1)/ 2la - Byl))

la—yl>11-pl, k<

6.1. Resultados previos

Empezaremos reformulando el criterio de Schur-Cohn para (6.2). Este cri-

terio se dio ya de forma general en el Teorema2]

Teorema 17. Sea «, 8,y reales arbitrarios y k = 1 un entero. Entonces, las raices
del polinomio (6.2) caen dentro del circulo unidad si y solo si se cumplen las

siguientes condiciones:
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D1+a+pf+y>0;
1) 1-—a+ DB+ =Dy >o0;

111) las matrices k x k

1 0 0 0 0 0 vy
a 1 0 0 Yy B
M:=| 0 + 0 (6.3)
1 0 0 y
0 ... 0 a 1 Yy B 0 ... 0

tienen interiores positivos, o lo que es lo mismo, los determinantes de los

interiores son positivos.

Nuestro objetivo es transformar estas tres condiciones en un criterio mas
explicito. Para ello intentaremos simplificar un poco la condicién 111). Denota-
mos por d,ﬁ = det(M,?,l), conm=1,2,...,, k. Asumamos en lo siguiente que k = 5,

2 2 i
el caso k <5 se verd después, podemos expresar d; , COmMO

1 0 0 =zy
a +p
e *
m+4 : m+2
0 0
+ty ¥ ... a 1

y efectuar las siguientes operaciones:
1. La primera fila se multiplica por +(a 8 —y) y se suma a la tltima fila.
2. la segunda fila se multiplica por ¥y se suma a la tltima fila.

3. Laprimera columna se multiplica por ¥y y se suma a la dltima columna.
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4. Lasegunda columna se multiplica por ¥ y se suma a la tiltima columna.

5. La penultima columna se multiplica por @ y se suma a la tltima columna.

Asi obtenemos

10 0 0
a
d’i“‘: 7J7r1+2 0
0 a-pBy
0 0 a-PBy 1+a?-p>—vy?

Utilizando el desarrollo de Laplace mediante la dltima fila o la Gltima columna

para resolver el determinante podemos escribir

d,, =(0+a*-F—yHd: , - (a-py)?ds,

m+2

es decir

di  —(+a®=p>—y2)d:,, +(a—-Py)Pdt=0 m=1,2,...k-4. (6.4

La ecuacion obtenida es una ecuacién en diferencias lineal de orden cuatro.
Obsérvese que hasta ahora ha sido irrelevante el signo escogido en M, por
lo que las soluciones d, y d;,,, cumplen por igual la ecuacién en diferencias.
Unicamente es importante tener en cuenta las condiciones iniciales d1+ ) eees d;r
odj,..,d, queobtendremos de (6.3).

La condicion 111) del Teorema[17]sobre la positividad de se debe cum-
plir independientemente de que sea d;", o d,, y también debe cumplirse inde-
pendientemente de la paridad de my k y de cuél de los dos sea mayor. Para ver-
lo vamos a considerar dos casos segun la paridad de k. Empecemos asumiendo
que k es impar, proponemos el cambio

m+1
zi=dy, 1= > m=13,..,k.
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Con esto podemos convertir (6.4) en la ecuacion en diferencias de segundo or-

den

k

Zio— (1 + a’ - ,62 - yz)zlﬂ +(a - ,B)f)zzl =0, [=1,2,.., % (6.5)

Con esta notacion podemos obtener dos grupos de condiciones iniciales segiin
el signo que se escoja en (6.3). En el caso de haber escogido sumar las matrices
en (6.3) tendremos
zZ1—l=1=>m=1,
M1+ =1+,
z1=df =|M{|=1+7.
Calculamos z; por el mismo procedimiento,
Z—1=2=>m=3,

1 0 Y
My =|a 1+y B|

Yy B+a 1
1 0
. N l1+y B a 1+y
zZp = d3=|Mjl=|la 1+y B|=
B+a 1 Y B+a

Yy B+a 1
= 1+y-pB+7) +yla(f+a)—y1+7y)]

= A=Yz -pB+y) +yaf+a)
= (1+a®-f -z -BB+y)+yaB+a)— A +y)(@® - %)
= (1 +a2—,62—y2)zl +,6ay—a,6—a2+y,62
= A+a®-F -7z - (@-py)a+p),
en donde hemos tenido en cuenta que z; = 1+ Y. Por tanto, las condiciones

iniciales eligiendo + en (6.3) son

z21=1+y, zz=Q0+a*-p*—y*)z - (a—Py)a+p). (6.6)
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Procediendo de la misma manera encontramos que si elegimos - en (6.3) ten-

dremos

z21=1-y, zZ=0+a*-p*—y*z - (a-By)(a-p). (6.7)

De forma similar, si k es par utilizaremos el cambio
m
zi=d}, 1= o m= 2,4,..., k.

Y la ecuacién en diferencias que obtendremos es

k—4
Zipo— 1+ a® =B —yHz + (@—Py)Pz =0, 1=1,2,.., — (6.8)

Para la que podemos encontrar las condiciones iniciales siguientes. En el caso

en que elijamos + en tendremos
zi=l-ay+p-v% z=0+a*-p*-y)z - (a-pp- (6.9)
Y cuando elijamos - en sera
zi=l+ay-B-v% z=Q0+a*-p*-yHz - (a-pp° (6.10)

A partir de estas conclusiones, en el Teoremala condicion 111) se transfor-
ma en averiguar si los valores de los determinantes z; son positivos, mientras
quell) seral—a—-pf+y>001-a+ -y >0dependiendo de la paridad de k.

Por ello, podemos reformular el Teorema en los dos siguientes lemas.

Lema 17. Sea a, B yy constantes reales y sea k un entero positivo impar. Todas

las raices de (6.2) se encuentran dentro del disco unidad si y solo si
l+a+pf+y>0, 1-a—-B+y>0 (6.11)

y las soluciones z; de la Ec. (6.5), con condiciones iniciales o bien con con-

diciones iniciales (6.7), deben ser positivas para todo |l = 1,2, ..., (k +2)/2.
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Lema 18. Sea a,  yy constantes reales y sea k un entero positivo par. Todas las

raices de (6.2) se encuentran dentro del disco unidad si y solo si
l+a+pf+y>0, 1—-a+p-y>0 (6.12)

y las soluciones z; de la Ec. (6.8), con condiciones iniciales o bien con con-

diciones iniciales (6.10), deben ser positivas para todo | = 1,2, ..., k/2.

Observacion 8. Si k < 5, entonces el problema de estudiar la positividad de (6.3)
se reduce a discutir el signo de las condiciones iniciales (6.6),(6.7),(6.9) y (6.10).
Ya que, recordemos, se corresponden exactamente con los determinantes de

las matrices M;—r coni=1,2,3,4.

6.2. Demostracion de los teoremas

La prueba de los Teoremas|[15]y[16] consiste en analizar los casos en los que
las soluciones z; son positivas segtin las condiciones dadas por los Lemas[17]y
ya que en ellos se asegura que solo asi tendremos la estabilidad asintética
que buscamos en (6.4). Ademds también tendremos en cuenta que en dichos
lemas también estan las condiciones y (6.12), que deben cumplirse para
asegurar dicha estabilidad.

Asi pues, como se trata de una discusién del signo de z;, lo que debemos
hacer es analizar las ecuaciones en diferencias y (6.8), de las que es solu-
cion. Empecemos por su polinomio caracteristico, que es el mismo en ambas

ecuaciones, ya que ambas parten de (6.4),

QW = - (1+a* - -y u+(a-py)?

Es trivial comprobar que el polinomio Q(u) tendré raices

L+D'?

He=—5

)
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donde

L=1+a*-p*—y%, D=I*-4(a-By?> (6.13)

Para el andlisis que va a seguir, serd util considerar las siguientes expresiones

equivalentes de Ly D, como puede comprobarse sin dificultad,
1
L= 5[(1+a+,6+y)(1+a—,6—y)+(1—a+,6—)/)(1—a—,6+y)], (6.14)

D=0+a+p+y)Q+a-p-pAd-a+p-y)A-a-L+7). (6.15)

6.2.1. Analisis de los signos de z;

El anélisis del signo de z; se hard segtin el signo de D yla paridad de k. Cuan-
do k sea impar asumiremos siempre se cumple la condicién del Lemall7]
y lo mismo haremos cuando k sea impar con (6.12). Asi pues, tendremos tres
casos, segin D >0, D =0y D < 0, cada uno con sus respectivos dos subcasos
segun sea k par o impar.

Caso 1. Sea D > 0. Primero, asumamos que a — fy # 0, entonces se tendria,
por (6.13), que L? > D. La solucién general de y seria entonces, como
se comento6 en el Capitulo (I, una combinacion lineal de las dos p.. calculadas

anterioremente,

L+ D2 L-D[1/2)!
g=c || 4|22 (6.16)

2
Y las constantes c; y ¢z las podemos calcular facilmente imponiendo las condi-
ciones iniciales z; y z», que corresponden a los valores [ = 1y [ = 2, respectiva-
mente, en z;. Para que el resultado sea independiente del grupo de condiciones
iniciales que escojamos de las cuatro posibles, podemos dejarlo con z; y z; in-
dicadas. Obtendriamos

(D" -z +22 _ (I+D"?*)z; -2z
€= DY2(] + D1/2) 2= DL2(] — D1/2)

(6.17)
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Subcaso 1. Sea k impar, con a— By # 0, por lo que consideraremos que (6.11)
se cumple. Entonces, por (6.15), se debe cumplir que

Q+a-p-y)A-a+p-y)>0.

Podrian ser ambos términos negativos, en cuyo seria necesario que y > 1. Si
esto es asi, entonces de los dos grupos de condiciones iniciales con k impar que
teniamos, y (6.7), en tendremos que z; < 0. Esto supone que no todas
las raices z; de serfan negativas, por lo que, por el Lema(l7} con k negativo
no tendriamos todas las raices de dentro del circulo unidad. Descartamos,
pues, esta posibilidad.

La otra opcién es que ambos términos sean positivos,
1+a-p-7)>0, A—-a+p-vy)>0, (6.18)

en ese caso tendrd que ser |y| < 1 para cumplir con (6.11). De esta manera ya no
se tiene que z; < 0 ni para ni para (6.7). Ademds, L > D2 y usando
en (6.17) podemos calcular c; facilmente,

14y 1-vy
“1+D2 T LyDIe

o 1/2
o I+a+p+y)0-a ,6+y)) 0.

l+a-p-y)AQ-a+p-7)
De forma similar, usando (6.7) en (6.17), tendremos

(1+a—,6—)/)(1—a+,6—)/))”2>0
A+a+p+y)Q—-a-B+7y) '

1=y 1+y
~1+DY2  L+D!2

(4]

Siendo esto asi, por sabemos que las soluciones z; de con condi-
ciones iniciales tanto como (6.7), tienen soluciones positivas para todo
1=1,2,...,(k+2)/2 dado que se cumple.

Subcaso 2. Sea k par, con a — fy # 0, por lo que consideramos que se

cumple. De nuevo como en el subcaso 1, por (6.15) sabemos que

Q+a-p-pAd-a+p-7)>0
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debe cumplirse. Si ambos términos son negativos, sabemos que L < 0 por
(6.14). Podemos ver que esto nos lleva a que la condicion inicial z; dada en
y es negativa. Para ello primero consideremos la forma alternativa
de L,

_A-ay+ -y =P+ @-y’1+ A +ay—f-y)1+p)* + (@+7)%

L
2(1+7y)?

Con ella vemos que si L < 0 entonces 1 —ay+f—-y><0o01l+ay—-pf-y><0.
Efectivamente, con el uso de o (6.10), tendremos que en cualquier caso
z1 < 0. Por tanto esta opciéon, 1+a-pf-y<0yl—-a+ -7y <0, debemos
descartarla para poder cumplir con el Lema(l8]

Asi pues,

l1+a-p-y)>0, A1—a-p+y)>0. (6.19)

Por tanto L > D'/? porque d >0y D = L? — 4(a — By)?. Ademis,
2z1=L+(1+a+p+y)d—-a+p-7y)>0 (6.20)
para el valor de z; dado por y
2z1=L+(1+a-p-yv)A-a-p+7)>0 (6.21)

para el valor z; dado por (6.10). Sustituyendo y (6.10) en (6.17) obtenemos,
respectivamente,

1/2

61:1+((1+a+/3+)/)(1—a—,6+)/) =0
l+a-p-yAQ-a+p-vy)
v 1/2
e |
Q+a+p+yA-—a-F+7y)

Asi, las soluciones z; de con valores iniciales o (6.10) son siempre
positivas para l = 1,2, ..., k/2 dado que (6.19) se verifica.
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Subcaso 3. Asumiendo ahora que @ — By =0y que k es impar, en la Ec. (6.5)
tendremos
k-1

z141—Lz;=0, [= 1,2,...,7.

Con los mismos argumentos que en el Subcaso 1, podemos comprobar que
z1>0en y siempre que se cumpla. Es maés, implica que
L> 0. Por ello podemos ver, con un procedimiento similar a los anteriores, que
las soluciones z; de con valores iniciales o) son positivas para
todol=1,2,...,(k+1)/2.

Subcaso 4.Si a— By =0y k es par, por los mismos procedimientos que los se-
guidos en los subcasos anteriores, se comprueba que las soluciones z; de
con valores iniciales 0] son positivas para todo I = 1,2,...,(k+1)/2 si
se cumple (6.19).

Caso 2. Sea D = 0. Entonces L? = 4(a — By)? y ademds L # 0, porque de no
ser asi y solamente tienen a la solucién trivial nula como solucion.
Como la raiz de la ecuacién caracteristica de y (6.8), L/2, ahora es tinica 'y
doble, tal y como se vio en el Capitulo[1} la solucion general serd entonces de la

forma z; = ¢; (L/2)" + ¢, 1(L/2)!, o bien,
L !
zZ]= (5) (c1+ Cgl), (6.22)

donde la relacién entre ¢, ¢, con z; y zp se puede dar, al sustituir /=1y [/=2en

z; y despejar c; y ¢, en el sistema de ecuaciones que se genera, por

4 2

Subcaso 1. Sea k impar, por lo que se cumple. Entonces nos
conduce a
Ql+a-p-y)A-a+pf-y)=0.
Si ambos términos son cero, entonces y =1y en tendriamos z; = 0. Si solo

uno de los términos es cero y el término no nulo es negativo entonces debe ser
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Y >1 (porejemplo,sil+a—-f—-—y=0yl—a+—-F-vy <0, entonces sumando se
llegaa2—-2y <0, esto es, y > 1; el otro caso es similar), por lo que z; <0 en (6.7).
Estas dos opciones quedan descartadas, por el Lema[17} como candidatas para
que las raices de estén dentro del circulo unidad.

Asi pues, consideremos las otras opciones posibles, que consisten en que

un término es nulo y el otro es no nulo positivo. Por tanto tendremos

l+a-p-y=0, 1-a+p-y>0 (6.24)

l+a-pf-y>0, 1-a+p-y=0. (6.25)

Si esto es asi, se cumple que |y| < 1 debido a que por (6.24) y (6.26) tenemos

que y < 1, mientras que por (6.11) sabemos que y > —1. Entonces, z; > 0 tanto
en como en (6.7). Considerando (6.23) junto con tendremos

_ QA-A+a+p+y)Q-a-6+Yy) 0.

e 2(a— Py)?

De forma similar con (6.23) junto con (6.7) tendremos

_ Q+A+a-p-y)Qd-a+p-Y) _

2By 0.

C2

Entonces, utilizando (6.22) con estas dos expresiones y z; > 0 sabemos que to-
das las soluciones z; de (6.5) son positivas paratodo [ =1, 2,...,(k+1)/2 siempre

que (6.24) o (6.25) se cumplan.
Subcaso 2. Sea k par, (6.12) se cumple. Entonces, por (6.15) debe cumplirse

Ql+a-p-y)A—-a-p+y)=0.

Si ambos términos son cero, entonces L = 0 debido a (6.14). Si uno de los dos
términos fuese cero y el otro fuese negativo, entonces L < 0. De la misma mane-

ra que en el Caso 1 Subcaso 2, obtenemos 1 —ay+-y? <00 1+ay—f-y* <0,
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por lo que z; <0 usando o (6:10). Siendo asi, sabemos que por el Lema|18]
no es lo que buscamos.

Quedan entonces las posibilidades

l+a-p-y=0, 1-a-p+y>0 (6.26)

l+a-pf-y>0, 1-a-pF+y=0. (6.27)

Con ambas tendremos L > 0 segtin (6.14). Entonces, segtn (6.20) y (6.21) ten-
dremos z; > 0. Ademas, de (6.23) junto con tenemos

—_ B2 _ _
Cz:(1+a)/ B-y)1+a+p+y)Q-a+pf y)>0.

(6.28)
2(a - py)?
E igualmente con y se tiene
1- -yl +a-B-1-a-
o= L+ pyita-poyd-a=fry _, (6.29)

2(a—Py)?
Por todo ello, las soluciones z; de con valores iniciales 0 son
todas positivas si = 1,2,..., k/2 si se cumple o (6.27).

Caso 3. Sea D < 0. En ese caso, la ecuacion caracteristica de y
tiene raices complejas conjugadas L/2 + iv—D/2, de médulo p = V(L2 -D)/4;
por tanto, la solucién general de y es

12

I’-D
z] = ( ) [c1cos(w]) + cpsen(wl)], w =arccos (m) (6.30)
con
4Lz -4z 2z1—Lcy
1 = —L2 _D , Co= —(_D)I/Z . (6.31)

En principio, al calcular w pondriamos w = arctan(v'—D/L), pero al tratar-
se de parejas de raices complejas se puede tomar este valor w en (0,7), con
sen(w) = 0, y se puede comprobar sin dificultar que si tan(w) = v —D/L, enton-

ces cos(w) = L/ (L2 - D)2,
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Subcaso 1. Sea k impar, por lo que (6.11) se cumplen. Entonces, por (6.15)

debe cumplirse que
l+a-p-y)d-a+p-y)<0. (6.32)

Dado que w >0y (L? — D) >=, téngase en cuenta que z; serd positiva para todo

1=1,2,..,(k+1)/2siysolo si

s+1 s+1
g(s) =cjcos (WT) +Co sen(wT)

es positivo para todo 1 < s < k. Donde hemos hecho el cambio [ = 3J2’—1 por faci-
litar los cdlculos siguientes.

Audn podemos simplificar més g(s). Desarrollamos el seno y el coseno del
dngulo suma (ws/2) + (w/2) y agrupamos los términos que queden multipli-

cando a cos(ws/2) y sen(ws/2) llamandolos, respectivamente, ¢; y C,. Esto es
ci=c¢ cos(w)+c sen(w) Cy = csen(w)+c cos(w)
1=C1 5 2 5 ) ="a 5 2 5 )

Véase que tanto cos(w/2) como sen(w/2) se pueden desarrollar para dejarlas
en funcion de cos w exclusivamente. Si lo hacemos y tenemos en cuenta la ex-
presion de w dada en (6.30) y que (L2-D)'2 =2|a — Byl segin (6.13), nos queda

por la férmula del 4ngulo mitad,

ﬂ) :l(w)m, sen(z) ZE(M)UZ.
2

COS
(2 2\ |a-pyl 2 la — Byl

Asi pues, podemos escribir
=[] cven(5)
s)=¢ cos|— |+ Crsen|—|.
8 1 5 2 5
Retomando (6.32), podemos empezar asumiendo

l+a-pf-y<0, 1-a+p-y>0. (6.33)
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Si tenemos en cuenta que

Q+a+p+y)Q+a-p-y)-AQ-a+p-y)A—-a-L+y)=4(a-Py) (6.34)

l+a-p-y)AQ-a-p+y)-AQ+a+p+y)1—-a+pL-y)=4(ay—-p), (6.35)

entonces, como ademdas 1 +a+f+y>0y1l—-a—f+7y >=, se puede ver que
(6.33) implicaa -y <0yay—-p<0.
Si aplicamos las condiciones iniciales az = (L?-D)/4)"2g(s) para

calcular ¢, y ¢, tendremos

~_( l-a-B+y )1/2 5_( l+a+p+y )”2
lee-ppa-atp-n) 0 P l@-ppa+ta-p-p)

Entonces, g(0) = ¢, >0y g(mw/w) = ¢, > 0. Es decir, g(s) >0 paratodo0 < s <

7/ w. Si por contra utilizamos las condiciones iniciales (6.7) lo que tenemos es

5_( 1_a+ﬁ_Y )1/2 5__( 1+a_ﬁ_,)/ )1/2
a-ppa-a-g+p) 7 \@-ppa+a+p+y)

Y en este caso, g(0) = ¢; >0y g(n/w) = ¢, <0, por tanto habra un valor s* tal
que g(s*) =0en (0,/w). Este valor de s es facil de encontrar, basta con resol-
ver g(s*) = 0y tener en cuenta que hemos encontrado expresiones alternativas
para cos(w/2), sen(w/2) y a — By que nos permiten simplificar la expresion.

Finalmente obtendremos

_ A o 1/2
st = Earccot U+a-p-Ni-a-pf+y) . (6.36)
w I+a+p+y)0—-a+p-7y)

Si ahora lo que asumimos de (6.32) es
l+a-pf-y>0, 1-a+p-7v<0, (6.37)

entonces @ — fy >0y ay — >0 por el uso de (6.34) y (6.35).
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Imponiendo las condiciones iniciales y(®.7) en z; = (L?-D)/ 4)1/2 g(s),

obtendremos los valores de ¢; y ¢, siguientes:

: _( l+a+pf+y )”2 ; _( l-a-B+y )“2
a-ppara-p-p) P \c@-ppa-a+p-y

y
5_( 1+6¥—,3—Y )1/2 5__( 1—a:+,6—)/ )1/2
"a-ppa+a+p+y 2T S@-ppa-a-p+y)
respectivamente.

Como el mismo andlisis que habiamos hecho anteriormente, podemos ver
que cuando se asuman las condiciones (6.7) habra un valor s** para el que

g(s**) =0. Estaraiz es

3 B o172
s = Ealrccot Utatp+yd-a+f-y) . (6.38)
w l+a-B-yA-a-B+7)

Para establecer una conexion entre los dos criterios de signos (6.33) y (6.37),

vamos a probar que s* y s** se pueden escribir de manera conjunta como

. .. arccos((a®—p*+y*-1/Clay-pD)
s =s" =

~ arccos (a2~ p2—y2+ 1)/ la - pyD)’ (659

Para demostrar esto empecemos con llegar a esta férmula desde s*. Lo que

vamos a necesitar es hacer uso de las igualdades trigonométricas siguientes:

7
arccot a = 57 arctana, (6.40)
vV1-a?
2arctan =arccosa, para—-1l<a=<l, (6.41)
y
arccos(—a) = m —arccosa. (6.42)

Evidentemente, de (6.36) si aplicamos (6.40) llegaremos a

—ﬂ+a—ﬂ—ﬂﬂ—a—ﬁ+wrm
A+a+p+y)Q—-a+p-7y) )

1
st=— (n—Zarctan(
w
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Antes de poder aplicar (6.41), que seria la siguiente férmula que necesitamos
usar, tenemos que aplicarle un cambio. Necesitamos sustituir el término que
hay dentro de la arco-tangente por un término més sencillo, por ejemplo b. Pa-
ra que esto sea asi, el término del interior del arco-coseno debe modificarse y
que se siga cumpliendo la igualdad, luego habra que asegurar que lo que tene-
mos dentro del arco-coseno tiene médulo menor que 1. Asi pues, para abordar
esto haremos el cambio b = (V1 — a?)/(1 + a), el resultado de despejar a es una
ecuacion cuadrada que tiene como soluciones a = =1 0 a = (1 - b%)/(1 + b?).
Comprobamos con facilidad que en ningin caso podra ser a = —1, dado que
eso supondria que

7T
arccos(—1) = 7 — arctan(b) = >

lo que no puede ser porque 7/2 no forma parte del dominio de la tangente. Por

tanto solo puede ser

1-b? -1’
1+ b? 1+ b2

Desde luego, la condicién |(1 — b?)/(1 + b?)| < 1 se va a cumplir siempre que b

<1.

2arctan b = arccos (

), para

sea real, que en nuestro caso,
b (—(1+a—,6—y)(1—a—ﬁ+y))1/2
l+a+p+)A-a+p-7) ’
lo es. Asi pues, podemos desarrollar el interior del arcocoseno y obtenemos

s 1-— —(1+a-B-y)d-a—-p+y)
1-b _ 1+a+p+y)1-a+p-y)

1+b2 1+ ’ ~(1+a-p-y)0-a-p+y) |’
1+a+p+y)1-a+p-y)

Debemos pensar en que se cumple (6.11) y también (6.33), por tanto el tnico

de los términos que es negativo es (1+a— [ —7), el resto son positivos. Por tanto

es licito, para poder prescindir del valor absoluto, escribir
1-b* (Q+a+p+Q-a+f-P+A+a-F-y)(1-a-B+Y)
1+02 (+a+prpl-a+p-p-A+a-—p-pl-a-p+y)
- P
o 2ay-p)
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y como en este caso, por estar aplicando (6.33), ay — <0, por lo que podemos

escribir

1= a’+ B - yz
2lay - pl
Asi pues, si aplicamos (6.41), lo que nos queda es
1—a2+ﬂ2—y2))
2lay - pl '

« 1
§" = —|m—arccos
w

Y por tltimo aplicando (6.42), obtenemos
., 1 (az—ﬁ2+y2—1)

S = —arccos
2|ay - p

w
De (6.30) podemos obtener una expresion alternativa para w sabiendo las dos

relaciones de (6.13), que serd

a’— B> —y*+ 1)
2la-Byl )’
y con ella finalmente podemos llegar a (6.39).

Para llegar hasta (6.39) desde (6.38) el procedimiento es similar, teniendo

Ww = arccos (

en cuenta que las condiciones que se aplican en ese caso son (6.37). Al final, la
expresion resultante es la misma, por lo que s* = s**.

Como consecuencia, g(s) >0 paratodo0<s< ksiysolosi k<s*(=s*"),lo
que quiere decir,

3 arccos ((@® - B +y* =1/ Qlay - f)))

. A4
arccos ((a? — B2 —y2+ 1)/ 2la - ByD) (649

En este caso, las soluciones z; de(6.5) seran positivas para [ = 1,2,..., (k+1)/2 si
se cumplen y, 0 bien o bien (6.37), y se satisface siempre (6.43).

Subcaso 2. Sea k par, por lo que se cumple. Entonces tenemos las op-
ciones

l+a-p-y<0, 1-a-p+y>0 (6.44)

l+a-pf-y<0, 1-a-p+y<0. (6.45)
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El procedimiento es similar al del Subcaso 1. Dada z; por (6.30), sera positi-

vaparatodo !/ =1,2,...,k/2 siysolo si
S s
h(s)=c cos(wz) +c sen(wz)

es positivo para todo 1 < s < k. Como en este caso hemos hecho el cambio
I = s/2 no seré necesario simplificar més la expresion de h(s), a diferencia del
subcaso anterior. Podemos ver, directamente de /(s), que h(0) =c; y h(n/w) =

2. Usando las condiciones iniciales obtenemos

I+a+p+yY)A-a+p-7) )”2

a=1 Cz:(—(1+a—ﬁ—y)(1—a—,6+y)

Y si utilizamos las condiciones tendremos
~(l+a-B-p)1d-a-PB+7)\?
l+a+p+y)d-a+p-7)

01:1, 02:—(

Podemos encontrar el punto s* para el que h(s) = 0 usando las condiciones
(6.9), al igual que el punto s** para el que h(s**) = 0 si se usan las condiciones
(6.7). Los resultados van a ser los mismos que los del subcaso 1. Por tanto, para
k par, también se cumple s* = s** dado por la Ec. (6.39).

Por tanto, las soluciones z; de serdn positivas para l = 1,2, ..., k/2 si se

cumplen(6.12) y, o bien (6.44) o bien (6.45), y se satisface siempre (6.43).

6.2.2. Prueba final de los teoremas

Estudiados ya todos los casos y subcasos posibles, lo ultimo que queda pa-
ra llegar a los teoremas principales es agrupar todos los resultados obtenidos
hasta el momento. Lo haremos segun la paridad de k.

Empezando por k impar, en todos los casos se cumplian las condiciones
(6.11),

l+a+pf+y>0, 1—a—-B+y>0.
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De aqui directamente podemos ver que serd condicion necesaria que |a + | <
1+7y. Luego teniamos otras condiciones que hemos ido obteniendo de los dife-

rentes casos:
) 1+a-p-y>0, 1—a+p-7y>0.
m l+a-p-y=0, 1-a+p-y>0.
m) l+a-pf-y>0, 1-a+p-y=0.
) l+a—-pf-y<0, 1-a+pB-y>0y (6.43)
V) 1+a-fB-y>0, 1-a+pB-y<0y(6.43)

De 1) tenemos que |a — | > y —1; de 11) tenemos que |a — | < 1 —7; de 111)
tenemos que |@ — | = y—1. Conjuntamente, estas tres conclusiones nos dirigen
aquey-1<|a—p| <1-y.Finalmentede1v) yV), obtenemosa-f<1-y < -«
y f—a <1-y < a—f, respectivamente; por tanto esto significaque |[1-y| < |a—
Bl en ambos. Obviamente, esta condiciéon viene acompanada por la Ec. (6.43).
De modo que hemos encontrado todas las condiciones del Teorema

En el caso de k par, en todos los casos se cumplian las condiciones (6.12),
l+a+p+y>0, 1-a+p-y>0.

De aqui directamente podemos ver que serd condicion necesaria que |a + y| <
1+ B. Las otras condiciones que hemos ido obteniendo de los diferentes casos

son:
D l1+a-p-y>0, 1-a—-P+y>0.
1m l+a-p-y=0, 1-a-pF+y>0.

m l+a-p-y>0, 1-a-B+y=0.
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) 1+a-pf-y<0, 1-a-F+y>0y (6.43)
V) 1+a-B-y>0, 1-a-B+y <0y (6.43)

De 1) tenemos que f—1 < |a —y| < 1—- f; de 1I) tenemos que
Bf—-1<|a—vy|l=1-p;delil) tenemos que f—1 < |a—y| = 1- . Conjuntamente,
estas tres conclusiones nos dirigen a que f—1 < |a —y| < 1 — B. Finalmente de
IV) y V) obtenemos |a@ —y| < |1 — |, obviamente, esta condicion viene acompa-
nada por la Ec. (6.43). De modo que hemos encontrado todas las condiciones
del Teoremal16l
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Conclusiones

Al empezar este trabajo se planteaba el objetivo de estudiar las técnicas y
procedimientos que se emplean para obtener criterios de estabilidad asint6-
tica en ecuaciones en diferencias lineales. Este aspecto ha sido ampliamente
discutido a lo largo del trabajo, pero resumamos sus puntos més destacables.

Podemos identificar dos técnicas de todo lo que se ha visto, ambas basa-
das en el principio de que si las raices del polinomio caracteristico asociado
ala ecuacion tienen médulo menor que 1, entonces el cero tendra estabilidad
asintotica. La primera de las técnicas podriamos resumirla en los siguientes pa-

SOS:

1. Localizar las raices del polinomio caracteristico de la ecuacion a estudiar,

tanto reales como complejas.

1.1 Sila ecuacién en diferencias tuviese varios coeficientes, intentar re-
ducirlos mediante cambios de variable apropiados, hasta que solo

quede un coeficiente.

2. Estudiar como se mueven las raices del polinomio caracteristico confor-

me crezcan o decrezcan sus coeficientes.

3. Encontrar los valores de los coeficientes del polinomio para los que las

raices tienen modulo 1.

95
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3.1 Si se hubiesen aplicado cambios de variable al polinomio como se
indicaba en el paso 1.1, calcular cudl es el circulo para el que la nueva

variable cumple que la antigua variable tenga médulo unidad.

3.2 Encontrar los valores del coeficiente del polinomio para los que las

raices tienen modulo igual al radio de dicho circulo.

4. Asegurar el intervalo de valores, delimitado por los valores hallados en el
paso 3, para los que todas las raices del polinomio caracteristico tienen

modulo menor que 1. De aqui se obtiene el criterio buscado.

La segunda de las técnicas comienza a partir del criterio de Schur-Cohn, tal

como se ha dado en el Teorema[2} y seguiria los siguientes pasos:

1. Aplicar el criterio de Schur-Cohn al polinomio caracteristico de la ecua-
cién a estudiar y extraer condiciones de las condiciones 1) y 11), que de-

beran tenerse en cuenta en todo momento.

2. Dela condicion 111) del criterio de Schur-Cohn, extraer una ecuacion en

diferencias asociada a la que estamos estudiando:

2.1 Nombrar como primer término x, al interior mas pequefio de la ma-
triz con la que se trabaja, y sucesivamente afiadiendo un desfase de
2 a cada término, x;.2, X544, ..., nombrar al resto de interiores hasta

llegar a la matriz en si.
2.2 Dar la nueva ecuacion en diferencias resolviendo el determinante de

la con la ayuda del desarrollo de Laplace.

3. Seguir con el primer método en esta nueva ecuacion en diferencias y des-

hacer los cambios realizados al final.
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Para finalizar, cabe hacer un andlisis de aspectos a completar en este tra-
bajo, tal vez para futuros estudios. Evidentemente, seria interesante estudiar
criterios de estabilidad asint6tica en muchos otros tipos de ecuaciones en di-
ferencias de las que se han visto aqui, pero esto puede volverse una tarea tan
larga como ecuaciones en diferencias existen.

Por tanto, quizds una continuacién razonable de este trabajo sea estudiar
métodos para obtener alguna de las ecuaciones en diferencias que hemos es-
tudiado a partir de la que nos interesa. En esta linea ya se mencionaba la linea-
lizaciéon de ecuaciones no lineales, que es un primer paso, por lo menos, para
no restringirnos al caso lineal.

Otro trabajo alternativo es estudiar otros criterios de estabilidad que no se
recojan aqui. Aunque se han recogido los resultados més importantes y actua-
les en cuanto a ecuaciones lineales, existen otros que pueden aportar puntos
de vista interesantes. Pero sobre todo, en cuanto a ecuaciones en diferencias

no lineales hay una gran cantidad de territorio sin explorar.
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