
 
 

 

 UNIVERSIDAD DE MURCIA 

 

FACULTAD DE MATEMÁTICAS 
 
                           MÁSTER EN MATEMÁTICAS AVANZADAS 

 
 

TRABAJO FIN DE MÁSTER 
 

 

INFERENCIA SOBRE CLASIFICACIÓN 

NO PARAMÉTRICA EN FIABILIDAD: 

CASOS IFR (DFR) Y NBU (NWU) 
 

 

 

Autor: 

Antonio LLopis Gómez 

Tutores: 

              Félix Luis Belzunce Torregrosa y José María Ruiz Gómez 

   4 de septiembre de 2020 



palabra



Declaración de originalidad

Antonio Llopis Gómez, autor del Trabajo de �n de Máster �Inferencia sobre clasi�-

cación no paramétrica en �abilidad: Casos IFR (DFR) y NBU (NWU)�, bajo la tutela

de los profesores Félix Luis Belzunce Torregrosa y José María Ruiz Gómez, declara que

el trabajo que presenta es original, en el sentido de que ha puesto el mayor empeño en

citar debidamente todas las fuentes utilizadas, y que la obra no infringe el copyright de

ninguna persona.

En Murcia, a 4 de septiembre de 2020.

Fdo.: Antonio Llopis Gómez.



palabra



Introducción

Cuando observamos diferentes sistemas, entendiendo como sistema cualquier mecanis-

mo o ser vivo, podemos constatar que el paso del tiempo no afecta de la misma manera

a todos los sistemas ni a todas las componentes dentro del mismo sistema. Mientras que

algunos se deterioran rápidamente, otros resisten en buenas condiciones tras haber trans-

currido el mismo período de tiempo para ambos. En teoría de la �abilidad esto se explica

a través de la existencia de diferentes clases de envejecimiento que determinan cómo es

la reacción ante el paso del tiempo. Por tanto, conocer qué clase de envejecimiento sigue

cada componente o sistema resulta muy importante, ya que permitirá prever la evolución

de su comportamiento a lo largo del tiempo.

Una manera de poder conocer qué clase de envejecimiento sigue la unidad estudiada es

realizar un contraste de hipótesis en el que se enfrenta una hipótesis nula, constituida por

el hecho de que el envejecimiento de la unidad pertenezca a una determinada clase o siga

una distribución concreta, a una hipótesis alternativa que puede ser que el envejecimiento

sea de una clase que se toma como candidata o simplemente que no sea de la clase o

distribución considerada en la hipótesis nula.

Para poder realizar este contraste es necesario construir previamente un estadístico

que permita determinar si los datos son compatibles con la hipótesis nula o no. Este esta-

dístico se construye a partir de las propiedades de las diferentes clases de envejecimiento

contrastadas, por lo que no es único, ya que dependiendo de la propiedad considerada el

estadístico tendrá una forma u otra, de manera que se pueden obtener diferentes estadís-

ticos para un mismo contraste de hipótesis.

En los últimos años, muchos autores han propuesto tests y estadísticos en relación a

este propósito. En este trabajo nos hemos centrado en analizar algunos de los principales

propuestos para la clase IFR con su dual DFR y para la clase NBU con su dual NWU,

que constituyen dos de las clases de envejecimiento más destacadas.

En el capítulo 1 se abordan estas dos clases de envejecimiento, dando caracterizaciones

que permiten determinar cuándo una variable aleatoria pertenece a la clase IFR (DFR) o

NBU (NWU), así como la interpretación de qué signi�ca pertenecer a cada una de estas

clases.

Dedicamos el capítulo 2 al estudio de los resultados obtenidos para la clase IFR con

su dual DFR, en concreto se analizan con detalle los trabajos de Belzunce, Candel y Ruiz

(1998) y de Klefsjö (1983). Comenzamos la sección introduciendo el contraste de hipótesis

tratado en ambos trabajos, en el que enfrentan la hipótesis nula de que la variable aleatoria



siga la distribución exponencial a la hipótesis alternativa de que pertenezca a la clase IFR

o DFR pero no siga la distribución exponencial. Aunque consideren el mismo contraste

de hipótesis, proponen diferentes estadísticos para realizarlo, ya que plantean un enfoque

basado en propiedades distintas de esta clase de envejecimiento.

Después de presentar el contraste de hipótesis, se estudia el estadístico propuesto por

Belzunce, Candel y Ruiz (1998), basado en el concepto de orden estocástico que está

desarrollado en el capítulo de preliminares, obteniendo su distribución exacta y asintótica

bajo la hipótesis nula y probando su consistencia.

También se estudia en este capítulo el estadístico propuesto por Klefsjö (1983). En

este caso, su construcción está basada en las propiedades de la transformación en escala

del tiempo total en test y su grá�ca, conceptos que se explican también en el capítulo de

preliminares y que fueron desarrollados en Barlow y Campo (1975). Una vez detallado

cómo se construye el estadístico, realizamos el estudio de las mismas propiedades que

tratamos con el estadístico propuesto por Belzunce, Candel y Ruiz (1998).

El capítulo 3, dedicado a la clase NBU con su dual NWU, mantiene una estructura

similar a la anterior, ya que comenzamos presentando el contraste de hipótesis, que es

análogo al que presentábamos en el inicio del capítulo 2, y continuamos con el estudio

del estadístico que proponen Belzunce, Candel y Ruiz (1998), para el que realizamos el

mismo análisis.

En el capítulo 4 aplicamos los resultados teóricos tratados a lo largo de la memoria a

tres conjuntos de datos con el objetivo de determinar a qué clase de envejecimiento o a qué

distribución pertenecen las muestras. Al �nal del capítulo se detalla el código utilizado

en R para obtener tanto los estadísticos como los p-valores que sirven de evidencia para

poder determinar qué hipótesis es la correcta en el contraste, así como el vector de datos

utilizado en cada uno de los tres casos.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Introducción

En este capítulo se van a introducir aquellos conceptos y resultados que serán de

utilidad a lo largo de la memoria, así como la notación empleada.

Se denota por X el tiempo de vida aleatoria de la componente o sistema objeto de

estudio, por lo que consideramos que X es una variable aleatoria no negativa, es decir su

soporte es [0,+∞), continua con función de distribución FX(x) = P (X ≤ x), ∀x ∈ R.
En otros resultados será necesario suponer que X es absolutamente continua con función

de densidad f(x).

Otra función asociada a una variable aleatoria es la función de �abilidad o superviven-

cia, de�nida por FX(x) = P (X > x), ∀x ∈ R. Cuando X representa el tiempo de vida de

una unidad, sistema u organismo, la función de supervivencia representa la probabilidad

de que éste siga funcionando tras el instante de tiempo x.

Otra variable importante en este estudio es la variable tiempo de vida residual, de�nida

como Xt = {X − t|X > t} , ∀t > 0, y que representa el tiempo de vida que le queda a

una unida que sigue en funcionamiento después de haber sobrevivido un tiempo t. Su

función de supervivencia viene dada por:

FXt(x) =


1, si x ≤ 0.

FX(t+ x)

FX(t)
, si x ≥ 0.

(1.1)

1



2 Trabajo de �n de Máster

Otra función de bastante interés en este trabajo es la razón de fallo, que introducimos

para variables aleatorias absolutamente continuas.

De�nición 1.1 Sea X una variable aleatoria no negativa absolutamente continua. Se

llama razón de fallo a la función de�nida por:

rX(x) =
fX(x)

FX(x)
, (1.2)

donde FX(x) > 0.

La expresión (1.2) se puede escribir de la siguiente manera:

rX(x) = lim
h→0+

P (x < X < x+ h|X > x)

h
.

La probabilidad P (x < X < x+ h|X > x) es la probabilidad de que una unidad que

sigue funcionando después de un tiempo x, falle después de un tiempo h. Si consideramos

el cociente lim
h→0+

P (x < X < x+ h|X > x) /h, se puede interpretar la razón de fallo como

la �probabilidad� instantánea de que la unidad deje de funcionar en el tiempo x.

Introducimos también la de�nición de muestra aleatoria simple:

De�nición 1.2 Dada la variable aleatoria X, una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de

tamaño n es un conjunto de n variables aleatorias X1, X2, ..., Xn, independientes e

idénticamente distribuidas como X.

A partir de la de�nición anterior, introducimos los conceptos de estadístico y estadís-

tico ordenado.

De�nición 1.3 Sea X1, X2, ..., Xn una m.a.s. de la variable aleatoria X, llamamos

estadístico a cualquier transformación de la muestra aleatoria simple, h (X1, X2, ..., Xn),

donde h : Rn → R, siendo h medible Borel.

Como ejemplos más característicos de estadístico se pueden citar la media muestral

X =
n∑
i=1

Xi/n y la varianza muestral S2
X =

n∑
i=1

(
Xi −X

)2
/n. Otro ejemplo destacado de

estadístico es el estadístico ordenado:

De�nición 1.4 Dada una m.a.s. X1, X2, ..., Xn de la variable aleatoria X, los estadísti-

cos ordenados X(1), X(2), ..., X(n), donde X(1) = min (X1, ..., Xn) y X(n) = max (X1, ..., Xn),

son los estadísticos que resultan de ordenar la muestra de menor a mayor.

A partir de las de�niciones anteriores vamos a introducir la función de distribución

empírica:
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De�nición 1.5 Dada una m.a.s. ordenada X(1), X(2), ..., X(n) de la variable aleatoria

X, la función de distribución empírica se expresa como:

Fn(x) =



0, si x < X(1).
...

i

n
, si X(i) ≤ x < X(i+1).

...

1, si x ≥ X(n).

(1.3)

Es conocido que la función de distribución empírica es uno de los mejores estimadores

de la función de distribución.

Como decimos en la introducción, el paso del tiempo no afecta por igual a todos los sis-

temas ni a todas las componentes de un mismo sistema, por lo que es necesario considerar

diferentes clases de envejecimiento, que son tratadas en el siguiente apartado, tomando el

mismo enfoque del concepto de envejecimiento que aparece en Bryson y Siddiqui (1969),

donde el envejecimiento es tratado como el fenómeno por el cual un sistema o componente

nuevo tiene un tiempo de vida útil más extenso, en sentido estadístico, que un sistema o

componente que ya lleva un tiempo en funcionamiento.

Existen distintas formas de modelizar probabilísticamente ese efecto del paso del tiem-

po. En este trabajo vamos a abordar dos de las más utilizadas, las clases IFR (DFR) y

NBU (NWU).

1.2. Clases de envejecimiento IFR y NBU y sus duales

Existe una amplia literatura en torno a este tema, obteniéndose numerosos e impor-

tantes resultados con aplicaciones prácticas a lo largo de los últimos años. Este trabajo

se centra en dos de las clases de envejecimiento más destacadas: la clase IFR, con su dual

DFR, y la clase NBU, con su dual NWU.

Se puede interpretar el signi�cado de que X pertenezca a la clase de envejecimiento

IFR como que el paso del tiempo hace que la unidad tenga una menor probabilidad de

sobrevivir cualquier tiempo más, es decir, si se compara una misma unidad en períodos

de tiempo distintos que denotamos como t1, t2 ≥ 0 tales que t1 < t2, la unidad tiene más

probabilidad de seguir sobreviviendo cualquier tiempo más en t1 que en t2. En conse-

cuencia, se puede decir que el tiempo siempre afecta de forma negativa a una unidad que
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pertenezca a la clase IFR, pues conforme aumenta el tiempo que ha transcurrido desde

que empezó a funcionar, se reduce la probabilidad de que siga funcionando un tiempo

cualquiera más.

Por el contrario, para la clase DFR se tiene el efecto contrario, el tiempo afectará

de manera positiva a cualquier unidad que siga esta clase de envejecimiento, esto es, a

medida que aumenta el tiempo que transcurre desde que la unidad comenzó a funcionar,

aumentará también la probabilidad de que siga funcionando cualquier tiempo más.

El hecho de que una unidad pertenezca a la clase NBU signi�ca que siempre tendrá

menor probabilidad de sobrevivir cualquier tiempo t > 0 una vez que ha comenzado a

funcionar que cuando todavía no había empezado a hacerlo. Por el contrario, y debido a

que el dual de la clase NBU es la clase NWU, si una unidad pertenece a la clase NWU,

entonces tendrá mayor probabilidad de sobrevivir cualquier tiempo t > 0 cuando ya ha

comenzado a funcionar que siendo nueva. De ahí la elección de las siglas en inglés NBU

(�New Better than Used�), con el signi�cado en castellano de �nuevo mejor que usado�, y

NWU (�New Worse than Used�), con el signi�cado de �nuevo peor que usado�.

Resulta de gran utilidad conocer qué clase de envejecimiento sigue cada sistema o

componente de un mismo sistema, puesto que ello permitirá poder prever su comporta-

miento y anticiparse a eventuales fallos o averías, pudiendo así reaccionar a tiempo para

evitar que el sistema deje de funcionar súbitamente. Con ese propósito se han obtenido

numerosas caracterizaciones, de las cuales se exponen a continuación algunas de ellas que

son de interés para esta memoria.

1.2.1. Caracterización basada en el orden estocástico

Antes de enunciar esta caracterización, se necesita de�nir qué es el orden estocástico:

De�nición 1.6 Se dice que una variable aleatoria X es menor en el orden estocástico

que otra variable aleatoria Y , lo que se denota por X
ST

< Y , si y sólo si,

FX(x) ≤ F Y (x), ∀x ∈ R.

Se puede interpretar esta desigualdad como que una unidad que tenga el tiempo de

vida X tendrá menos probabilidad de sobrevivir un tiempo x que una unidad que tenga

el tiempo de vida Y , sea cual sea el valor de x.

Aplicando el concepto de orden estocástico, se obtiene la siguiente caracterización de

la pertenencia de X a las clases IFR (DFR) y NBU (NWU):
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De�nición 1.7 Sea X una variable aleatoria no negativa, se tiene que:

X es de la clase IFR (DFR) ⇔ Xs

ST

> Xt (Xs

ST

< Xt), para todo 0 ≤ s < t.

X es de la clase NBU (NWU) ⇔ X
ST

> Xt (X
ST

< Xt), para todo t ≥ 0.

(1.4)

Teniendo en cuenta que la de�nición de orden estocástico formaliza la idea de que

es menos probable que una variable aleatoria alcance valores grandes que otra variable

aleatoria, a partir de esta caracterización se puede interpretar que X pertenezca a la

clase IFR (DFR) como que la probabilidad de que una unidad siga funcionando cualquier

tiempo t > 0 es mayor (menor) que la probabilidad de que lo haga una unidad más

vieja. Análogamente, el hecho de que X sea de la clase NBU (NWU) puede interpretarse

como que una unidad nueva tiene una probabilidad mayor (menor) de sobrevivir cualquier

tiempo t > 0 que una que ya esté en funcionamiento.

De la comparación de la caracterización de la clase IFR y su dual DFR con la de la

clase NBU y su dual NWU, se extrae el siguiente corolario:

Corolario 1.1 Sea X una variable aleatoria no negativa. Si X es de la clase IFR (DFR),

entonces X es de la clase NBU (NWU).

Las siglas en inglés IFR (�Increasing Failure Rate�), traducidas al castellano como

�razón de fallo creciente�, y DFR (�Decreasing Failure Rate�), traducidas como �razón de

fallo decreciente�, hacen referencia a la razón de fallo, concepto tratado en la de�nición 1.1.

A partir de esta medida de �abilidad, se puede caracterizar el hecho de que X pertenezca

a la clase de envejecimiento IFR (DFR):

Proposición 1.1 Sea X una variable aleatoria no negativa, se tiene que:

X es de la clase IFR (DFR) ⇔ rX(x) es monótona creciente (decreciente). (1.5)

1.2.2. Caracterización basada en la TTT-grá�ca

Esta caracterización se basa en los conceptos de tiempo total en test (TTT), su trans-

formación y su grá�ca, desarrollados en Barlow y Campo (1975) y que se abordan a

continuación.

De�nición 1.8 Sea F una función de distribución con función de supervivencia F =

1− F y media µ =
∫∞

0
F (x) dx, con µ ∈ R. La TTT-transformada en escala ϕF de F se
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de�ne como:

ϕF (t) =
1

µ

∫ F−1(t)

0

F (s) ds para 0 ≤ t ≤ 1, donde F−1(t) = inf {x : F (x) ≤ t}.

El siguiente teorema relaciona la clase IFR (DFR) con la función ϕF (t):

Teorema 1.1 Una función de distribución F es IFR (DFR) si, y sólo si, ϕF (t) es cóncava

(convexa) para 0 ≤ t ≤ 1.

Demostración. Supongamos que F es absolutamente continua y estrictamente cre-

ciente. Entonces:

d

dt
ϕF (t) =

d

dt

(
1

µ

∫ F−1(t)

0

F (s)ds

)
=

1

µr(F−1(t))
, donde r(x) =

f(x)

F (x)
.

Si F es IFR, entonces por (1.5) se tiene que r(F−1(t)) es creciente, lo que implica que

r′(F−1(t)) > 0 y que
d2

dt2
ϕF (t) = − r′(F−1(t))

(µr(F−1(t)))2 < 0 y, por tanto, ϕF (t) es cóncava.

Si ϕF (t) es cóncava, entonces
d2

dt2
ϕF (t) = − r′(F−1(t))

(µr(F−1(t)))2 < 0, de manera que se

tiene que r′(F−1(t)) > 0 y, por tanto, r(F−1(t)) es creciente. De (1.5) se concluye que F

es IFR.

La prueba es análoga para la clase DFR con respecto de la convexidad de ϕF (t). �

Supongamos queX(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n) es una muestra ordenada de F , conX(0) = 0.

Se de�nen los espacios normalizados Dj como:

Dj = (n− j + 1) · (X(j) −X(j−1)), para j = 1, 2, ..., n, (1.6)

y el tiempo total en test en X(j) como:

Sj =

j∑
k=1

Dk, para j = 1, 2, ..., n, (1.7)

con S0 = 0.

Una vez de�nida Sj, se de�ne:

uj =
Sj
Sn
, para j = 0, 1, ..., n, (1.8)
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y se obtiene la TTT-grá�ca representando los puntos que tienen como coordenada en el

eje de abcisas j
n
y como coordenada en el eje de ordenadas uj para j = 0, 1, ..., n, unidos

mediante rectas.

El lema de Glivenko-Cantelli permite trabajar las propiedades de ϕF (t) a través de

uj, ya que relaciona ambas, puesto que tiene como implicación que si F es estrictamente

creciente, entonces uj converge uniformemente a ϕF (t) en [0, 1] con probabilidad 1, cuando

n→∞ y j
n
→ t.

Aplicando el teorema anterior y puesto que la TTT-grá�ca converge a la TTT-transformada

en escala, si F es IFR (DFR), entonces la TTT-grá�ca debe ser aproximadamente cóncava

(convexa).

1.3. Un caso excepcional: La distribución exponencial

En distribuciones continuas, a excepción de la exponencial, todas las distribuciones

pertenecen a la clase IFR o a su dual DFR, pero no a ambas simultáneamente. La distri-

bución exponencial es la única que pertenece a la clase IFR y a la DFR al mismo tiempo,

ya que su razón de fallo es:

r(x) =
f(x)

F (x)
=
λ · exp(−λx)

exp(−λx)
= λ, donde λ ∈ R.

Como la razón de fallo es constante, puede interpretarse como que es creciente y decre-

ciente al mismo tiempo, por lo que se le puede aplicar la caracterización de la clase IFR

y también la de su dual DFR.

Por tanto, se puede considerar que la probabilidad de que una unidad cuyo tiempo de

vida sigue la distribución exponencial falle en un determinado momento es independiente

del tiempo que haya transcurrido desde que comenzó a funcionar. Este comportamiento

se denomina propiedad de falta de memoria y puede verse de la siguiente manera:

P (X > t+ s|X > s) =
P (X > t+ s,X > s)

P (X > s)
=
P (X > t+ s)

P (X > s)
=

1− F (t+ s)

1− F (s)

=
exp(−λ(t+ s))

exp(−λs)
= exp(−λt) = 1− F (t) = P (X > t).

Por el Corolario 1.1, se tiene que la distribución exponencial también pertenece a la

clase NBU y su dual NWU simultáneamente.
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1.4. Resultados técnicos de interés

En este apartado se enuncian resultados técnicos que serán utilizados para obtener

la distribución exacta y asintótica de algunos de los diferentes estadísticos tratados a lo

largo de este trabajo.

A partir del Corolario 2.6 de Barlow y Proschan (1975) y del Teorema 2.4 de Box

(1954), se deriva el siguiente teorema que da la expresión de la distribución exacta de un

estadístico que cumple unas determinadas condiciones:

Teorema 1.2 Sea X una variable aleatoria que sigue la distribución exponencial de pa-

rámetro λ = 1/2 y X(1), X(2), ..., X(n) una m.a.s. ordenada de X. Supongamos que el

estadístico Tn = T (X1, ..., Xn) puede expresarse en términos de los espacios normalizados

Dj de�nidos en (1.6) de la siguiente manera:

Tn =

n∑
j=1

ej,nDj

n∑
j=1

Dj

,

donde ej,n 6= ei,n para todo j 6= i. Entonces, se tiene que:

Pr{Tn ≤ x} = 1−
n∑
i=1

n∏
j=1,j 6=i

ei,n − x
ei,n − ej,n

· I(x < ei,n),

siendo I(x < ei,n) =

{
1, si x < ei,n.

0, si x ≥ ei,n.

A partir de los teoremas 2 y 3 de Stigler (1974) y del Teorema de Slutsky, se pueden dar

otros resultados que posibilitan la obtención de la distribución asintótica de un estadístico

bajo ciertas condiciones. Sea J(u) una función de�nida en [0, 1] y F una función de

distribución, la notación empleada será la siguiente:

µ(J, F ) =

∫
R
zJ(F (z)) dF (z), (1.9)

σ2(J, F ) =

∫ ∫
R2

J(F (x))J(F (y)) [F (min(x, y))− F (x)F (y)] dx dy. (1.10)

Además, es conveniente recordar que con
L−→ expresamos la convergencia en distribución.
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A continuación exponemos los siguientes teoremas que utilizaremos a lo largo de la me-

moria:

Teorema 1.3 Sea X una variable aleatoria continua y no negativa tal que E [X2] < ∞
y que cumple que σ2 (J, FX) > 0, donde J(u) es una función acotada en [0, 1] y continua

sobre la imagen de FX . Entonces para el estadístico

Tn =
1

n

n∑
i=1

J

(
i

n

)
X(i),

se tiene que:

√
n ·
(
Tn − µ(J, FX)

σ(J, FX)

)
L−→ N(0, 1) cuando n→∞.

Teorema 1.4 Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, para el estadístico

T ∗n = Tn/X se tiene que:

√
n ·
(
T ∗n −

µ(J, FX)

E [X]

)
L−→ N

(
0,
σ2(J∗, FX)

E [X]2

)
cuando n→∞,

donde J∗(u) = J(u)− µ(J, FX)

E [X]
.



Capítulo 2

Contrastes para la clase IFR (DFR)

2.1. Introducción

En este capítulo estudiamos los contrastes desarrollados en Belzunce, Candel y Ruiz

(1998) y Klefsjö (1983) para la clase IFR y su dual DFR. Como se ha visto en el capítulo

1, la distribución exponencial es muy importante, ya que es la única distribución continua

que tiene la propiedad de falta de memoria, lo que equivale a que el paso del tiempo

no afecta al tiempo de funcionamiento de la unidad objeto de estudio. Por esta razón,

resulta conveniente contrastar la hipótesis de exponencialidad frente a alternativas que

representen distintos tipos de envejecimiento.

El contraste de hipótesis utilizado en los trabajos citados anteriormente se basa en esta

premisa. A lo largo de este capítulo se expone cómo se construye el estadístico empleado

en estos trabajos, así como el estudio de su distribución exacta, asintótica y consistencia.

2.2. Contraste basado en el orden estocástico

El contraste de hipótesis en el que se basa el test propuesto por Belzunce, Candel y Ruiz

(1998) pretende determinar si una variable aleatoria sigue una distribución exponencial,

hecho que constituye la hipótesis nula, o si es de la clase IFR o DFR pero no sigue la

distribución exponencial, lo que se toma como hipótesis alternativa.

10
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De esta forma, se contrastan las hipótesis:
H0 : FX(x) = 1− exp(−λx), con λ > 0.

H1 : X es IFR o DFR pero no exponencial.

(2.1)

Se trata de un contraste de signi�cación en el que el objetivo es construir un estadístico

que bajo la hipótesis nula sea próximo a cero y bajo la alternativa sea signi�cativamente

diferente de cero.

Belzunce, Candel y Ruiz (1998) proponen como medida de desviación de que la variable

aleatoria siga la distribución exponencial frente a la hipótesis alternativa de que sea IFR

o DFR pero no exponencial la siguiente medida:

MIFR (X) =

∫
R2

I(s < t) · F 2

X(s) · F 2

X(t)· MST (Xt, Xs) dFX(s) dFX(t), (2.2)

donde

MST (Xt, Xs) =

∫ ∞
0

(
F

2

Xs
(u)− F 2

Xt
(u)
)
du. (2.3)

Puesto que F
2

X(s), F
2

X(t) > 0 y I(s < t) > 0 siempre y cuando s < t, el signo de

MIFR (X) depende de MST (Xt, Xs).

Por (1.1), se puede escribir (2.3) de la siguiente manera:

MST (Xt, Xs) =

∫ ∞
0

(
F

2

X(s+ u)

F
2

X(s)
− F

2

X(t+ u)

F
2

X(t)

)
du. (2.4)

Si la hipótesis nula fuera cierta, se tendría que FX(x) = 1 − exp(−λx) con λ > 0, y

entonces sustituyendo en (2.4) se tiene que:

MST (Xt, Xs) =

∫ ∞
0

(
exp(−2λ(s+ u))

exp(−2λs)
− exp(−2λ(t+ u))

exp(−2λt)

)
du

=

∫ ∞
0

(exp(−2λu)− exp(−2λu)) du = 0,

y, por tanto, de (2.2) tenemos que MIFR (X) = 0.

Si por el contrario se rechaza la hipótesis nula, se tendría que X es de la clase IFR o

DFR, pero no exponencial. Supongamos sin pérdida de generalidad que X es de la clase

IFR pero no es exponencial, por lo que no es DFR. Entonces, por la caracterización de

la clase IFR basada en el orden estocástico dada en (1.4) y la de�nición 1.6 de orden
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estocástico, se obtiene que si X es IFR, entonces MST (Xt, Xs) > 0 y, en consecuencia,

por (2.2) se veri�ca que MIFR (X) > 0.

Siguiendo un razonamiento análogo tomando como hipótesis que X es de la clase DFR

pero no es exponencial, se tiene en ese caso que MIFR (X) < 0.

Resumiendo, tenemos una medida MIFR (X) que veri�ca:

1. Bajo H0, se tiene que MIFR (X) = 0.

2. Bajo H1, MIFR (X) depende de la clase a la que pertenece X:

a) Si X es IFR, entonces MIFR (X) > 0.

b) Si X es DFR, entonces MIFR (X) < 0.

En consecuencia, MIFR (X) es una medida de desviación de la hipótesis nula frente a la

alternativa. Puesto que no disponemos de la medida, al depender de la distribución y ser

esta desconocida, procedemos a sustituir la medida por su versión empírica y en términos

de esa medida empírica buscamos evidencia en contra de la hipótesis nula. Si la medida

empírica está bien construida, bajo la hipótesis nula su comportamiento como variable es

próximo a cero, por lo que valores muy alejados de este número indicarían que la hipótesis

nula no es cierta. Veamos ahora la versión empírica de la medida anterior reemplazando

la distribución teórica por la distribución empírica.

Para ello, sea una muestra aleatoria simple ordenada X(1), ..., X(n) de tamaño n de X,

de la expresión (1.3) en la que se de�ne la función de distribución empírica, se tiene que

el análogo empírico de (2.2) es:

MIFR (n) =
1

n2

n−2∑
i=1

(
1−

i

n

)2 n−1∑
j=i+1

(
1−

j

n

)2

 n∑
l=i+1

(
1− l−1

n

)2
(
1− i

n

)2 (
X(l) −X(l−1)

)
−

n∑
l=j+1

(
1− l−1

n

)2
(
1− j

n

)2 (
X(l) −X(l−1)

)

=
1

n2

n−2∑
i=1

n−1∑
j=i+1

(
1−

i

n

)2 (
1−

j

n

)2 (
Mn
i − Mn

j

)
,

donde

Mn
k≡

n∑
l=k+1

(
n− l + 1

n− k

)2 (
X(l) −X(l−1)

)
, k = i, j. (2.5)

Puesto que la variable aleatoria X denota un tiempo de vida, su extremo inferior es 0,

por lo que es usual incluir en la muestra el valor X(0) = 0. Añadiendo esta observación,

se obtiene el siguiente estadístico asintóticamente equivalente:
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MIFR (n) =
1

n2

n−2∑
i=0

n−1∑
j=i+1

(
1− i

n

)2(
1− j

n

)2 (
Mni − Mnj

)
. (2.6)

En el contraste de hipótesis planteado, se rechaza la hipótesis nula H0 en favor de la

alternativa H1 si el estadístico toma valores positivos (negativos) su�cientemente grandes

(pequeños). En caso contrario, no se tiene evidencia que permita rechazar la hipótesis

nula, por lo que se considera cierta. Este mismo razonamiento es el que sigue en el resto

de contrastes de hipótesis tratados en esta memoria para determinar si se rechaza la

hipótesis nula.

En este caso, si MIFR (n) toma valores positivos (negativos) su�cientemente grandes

(pequeños) se rechaza la hipótesis nula de exponencialidad en favor de la alternativa

de que X pertenece a la clase IFR (DFR) pero no es exponencial. Por el contrario, si

MIFR (n) no toma valores positivos (negativos) su�cientemente grandes (pequeños) no se

tiene evidencia para rechazar la hipótesis nula, por lo que se considera que X sigue la

distribución exponencial.

Para conseguir que bajo la hipótesis nula no tenga que intervenir el parámetro y que el

test sea invariante por cambio de escala, se realiza la siguiente modi�cación del estadístico:

M∗IFR (n) =
MIFR (n)

X
.

Este será el estadístico �nal con el que realizaremos el contraste.

Para decidir cuándo los valores del estadístico del contraste no son compatibles con la

hipótesis nula, necesitamos estudiar su distribución en el muestreo bajo dicha hipótesis.

En las siguientes secciones estudiamos tanto su distribución exacta como su distribución

asintótica.

2.2.1. Distribución exacta de M*
IFR

(n)

En este apartado se da la expresión de la distribución exacta de M∗IFR (n) bajo H0, es

decir, considerando que la hipótesis nula de que X sigue la distribución exponencial sea

cierta. Como el test es invariante por cambio de escala, se puede asumir sin pérdida de

generalidad que X es exponencial con λ = 1/2.

En primer lugar, en el siguiente lema se obtiene la expresión de MIFR (n) como com-

binación lineal de los espaciamientos normalizados Dl de�nidos en (1.6). El objetivo es

poder aplicar el Teorema 1.2 para obtener su distribución exacta.
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Lema 2.1

MIFR (n) =
1

n

n∑
j=1

ej,nDj, (2.7)

donde ek,n ≡
5∑
l=1

(−1)l+1 · wl ·
(
k

n

)l
, con w5 ≡ 1

6
, w4 ≡ 1

2n
+ 5

6
, w3 ≡ 2

3n2 + 2
n

+ 5
3
,

w2 ≡ 1
2n3 + 11

6n2 + 5
2n

+ 4
3

y w1 ≡ 1
6n4 + 2

3n3 + 1
n2 + 5

6n
+ 1

3
para ei,n 6= ej,n, para todo i 6= j,

con n dado.

Demostración. La expresión (2.6) puede escribirse en términos de los espaciamientos
normalizados Dl dados en (1.6) como:

MIFR (n) =
1

n2

n−2∑
i=0

n−1∑
j=i+1

(
1− i

n

)2(
1− j

n

)2
 n∑
l=i+1

n− l + 1

(n− i)2
Dl −

n∑
l=j+1

n− l + 1

(n− j)2
Dl


=

1

n6

n−2∑
i=0

n−1∑
j=i+1

 n∑
l=i+1

(n− l + 1)(n− j)2Dl −
n∑

l=j+1

(n− l + 1)(n− i)2Dl

 =
1

n6

n−2∑
i=0

(Ψ1:i + Ψ2:i) ,

(2.8)

donde

Ψ1:i =
n−1∑
j=i+1

j∑
l=i+1

(n− l + 1)(n− j)2Dl

y

Ψ2:i =
n−1∑
j=i+1

n∑
l=j+1

(n− l + 1)((n− j)2 − (n− i)2)Dl,

y cambiando los límites de los sumatorios contenidos en Ψ1:i se obtiene que:

Ψ1:i =
n−1∑
l=i+1

n−1∑
j=l

(n− l + 1)(n− j)2Dl =
n−1∑
l=i+1

Dl(n− l + 1)A, (2.9)

siendo A =
n−1∑
j=l

(n2 − 2nj + j2).

Teniendo en cuenta que

n∑
j=1

j =
n · (n+ 1)

2
,

n∑
j=1

j2 =
n · (n+ 1) · (2n+ 1)

6
, (2.10)

se tiene que:

A = n2(n− 1− l + 1)− 2n

[
(n− 1)n

2
− (l − 1)l

2

]
+

[
(n− 1)n(2n− 1)

6
− (l − 1)l(2l − 1)

6

]
,
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y operando se obtiene que A =
1

6
(n− l)(−4nl + 1− 3l + 3n+ 2n2 + 2l2). Escribiendo

2n2 + 2l2 como 2(n+ l)(n− l) + 4l2, se tiene que:

A =
1

6
(n− l)(−4l(n− l) + 3(n− l) + 2(n+ l)(n− l) + 1) =

1

6
(n− l)(n− l + 1) [2(n− l) + 1] .

(2.11)

Sustituyendo (2.11) en (2.9), se tiene que:

Ψ1:i =
n−1∑
l=i+1

(n− l)(n− l + 1)2 [2(n− l) + 1]

6
Dl =

n∑
j=i+1

ajDj, (2.12)

siendo aj =
(n− j)(n− j + 1)2 [2(n− j) + 1]

6
.

Vamos a obtener ahora una expresión similar para Ψ2:i:

Ψ2:i =
n−1∑
j=i+1

n∑
l=j+1

(n− l + 1)
[
(n− j)2 − (n− i)2

]
Dl =

n∑
l=i+2

Dl(n− l + 1)B, (2.13)

donde B =
l−1∑
j=i+1

[
(n− j)2 − (n− i)2

]
=

l−1∑
j=i+1

(n2 − 2nj + j2 − n2 + 2ni− i2),

y utilizando (2.10) se tiene que:

B = −2n
[

(l−1)l
2 − i(i+1)

2

]
+ (l−1)l(2l−1)

6 − i(i+1)(2i+1)
6 + 2ni(l − 1− i)− i2(l − 1− i),

y operando se obtiene que:

B = −cl − (−ci)− (l − 1− i)(n− i)2, (2.14)

siendo

cl =
−6n2l + 6nl2 − 6nl − 2l3 + 3l2 − l + n+ 3n2 + 2n3

6

y

ci =
−6in2 + 6ni2 + 6in− 2i3 − 3i2 − i+ n− 3n2 + 2n3

6
.
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Para −cl se tiene que:

−cl =
−(n− l) + 6nl(n− l) + 6l(n− l) + 2l3 + 3l2 − 3n2 − 2n3

6

=
n− l

6
(−1 + 4nl + 3l − 3n− 2n2 − 2l2)

=
n− l

6
(−3(n− l + 1)− 2n(n− l + 1) + 2l(n− l + 1)− 1 + 3 + 2n− 2l)

= −(n− l)(n− l + 1) [2(n− l) + 1]

6

y, por tanto,

cl =
(n− l)(n− l + 1) [2(n− l) + 1]

6
. (2.15)

Para −ci se tiene que:

−ci =
−(n− i) + 6in(n− i− 1)− 2(n− i)(n2 + i2) + 2ni2 − 2n2i+ 3(n2 + i2)

6

=
−(n− i− 1) + 6in(n− i− 1)− 2(n− i− 1)(n2 + i2)− 2in(n− i− 1) + n2 + i2 − 2in− 1

6

y como n2 + i2 − 2in− 1 = (n− i− 1)(n− i+ 1), entonces:

−ci =
−(n− i− 1) + 6in(n− i− 1)− 2(n− i− 1)(n2 + i2)− 2in(n− i− 1) + (n− i− 1)(n− i+ 1)

6

=
n− i− 1

6

[
−2(n− i)2 + (n− i)

]
= −

n− i− 1

6
(n− i) [2(n− i− 1) + 1]

y, por tanto,

ci =
n− i− 1

6
(n− i) [2(n− i− 1) + 1] . (2.16)

Sustituyendo (2.15) y (2.16) en (2.14) y (2.14) en (2.13), se obtiene que:

Ψ2:i =
n∑

l=i+2

(n− l + 1)

[
(n− i− 1)(n− i)(2(n− i− 1) + 1)

6
−

(n− l)(n− l + 1)(2(n− l) + 1)

6
− (l − i− 1)(n− i)2

]
Dl

=

n∑
j=i+1

bi,jDj ,

(2.17)

siendo bi,j = (n− j + 1)
[
ci − cj − (j − i− 1)(n− i)2

]
.
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Sustituyendo (2.12) y (2.17) en (2.8) tenemos que:

MIFR (n) =
1

n6

n∑
j=1

[
j−1∑
i=0

(aj + bi,j)Dj

]
(2.18)

y desarrollando aj y bi,j se obtiene que:

aj = n−j+1
6

(2n3 − 6n2j + 3n2 + 6nj2 − 6nj − 2j3 + 3j2 + n− j),

bi,j = n−j+1
6

(4i3 − 6i2n− 6in+ 3i2 − i− 6nj2 + 6nj + 2j3 − 3j2 + j + 12ijn− 6i2j), y

aj + bi,j = n−j+1
6

(2n3 − 6n2j + 3n2 + n− 6i2n− 6in+ 4i3 + 3i2 − i+ 12ijn− 6i2j).

Sustituyendo esta última expresión en (2.18), se tiene que:

MIFR (n) =
1

6n6

n∑
j=1

(n−j+1)Dj

j−1∑
i=0

(2n3−6n2j+3n2+n−6i2n−6in+4i3+3i2−i+12ijn−6i2j).

Teniendo en cuenta (2.10) y que
n∑
i=1

i3 =

[
n(n+ 1)

2

]2

, se llega a que:

MIFR (n) =
1

6n6

n∑
j=1

(n−j+1)(2n3j−6n2j2+3n2j+3nj+4j3n−6nj2−j4+2j3−2j2+j)Dj.

Desarrollando esta última expresión, se obtiene que:

MIFR (n) =
1

n

n∑
j=1

ej,nDj ,

donde

ej,n =
1

6

(
j

n

)5

−
(

1

2n
+

5

6

)(
j

n

)4

+

(
2

3n2
+

2

n
+

5

3

)(
j

n

)3

−
(

1

2n3
+

11

6n2
+

5

2n
+

4

3

)(
j

n

)2

+

(
1

6n4
+

2

3n3
+

1

n2
+

5

6n
+

1

3

)
j

n
.

(2.19)

�

Para hacer que bajo la hipótesis nula el parámetro de la distribución exponencial no tenga

relevancia y que el test sea invariante por cambio de escala, se realiza una modi�cación

de la expresión (2.7) en la que se de�nía la forma de MIFR (n):

M∗IFR (n) =

n∑
j=1

ej,nDj

n∑
j=1

Dj

. (2.20)
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Podemos ahora obtener la distribución exacta del estadístico como podemos ver en el

siguiente resultado:

Proposición 2.1 La distribución exacta del estadístico M∗
IFR

(n) bajo la hipótesis nula

es:

Pr{M∗
IFR

(n) ≤ x} = 1−
n∑
i=1

n∏
j=1,j 6=i

ei,n − x
ei,n − ej,n

· I(x < ei,n),

donde ek,n ≡
5∑
l=1

(−1)l+1 · wl ·
(
k

n

)l
, con w5 ≡ 1

6
, w4 ≡ 1

2n
+ 5

6
, w3 ≡ 2

3n2 + 2
n

+ 5
3
,

w2 ≡ 1
2n3 + 11

6n2 + 5
2n

+ 4
3

y w1 ≡ 1
6n4 + 2

3n3 + 1
n2 + 5

6n
+ 1

3
para ei,n 6= ej,n, para todo

i 6= j, con n dado.

Demostración. El resultado es consecuencia de (2.20) y del Teorema 1.2. �

2.2.2. Distribución asintótica de M*
IFR

(n)

En este apartado se estudia la distribución límite del estadístico M*IFR (n), así como la

media y la varianza de dicha distribución límite.

Para ese estudio se necesita el siguiente resultado previo, en el que se da la expresión

de MIFR (n) como combinación lineal de una muestra ordenada. En este caso, el objetivo

es aplicar el Teorema 1.3 para obtener su distribución asintótica.

Lema 2.2

MIFR (n) =
1

n

n∑
i=1

εi,n ·X(i), (2.21)

donde εi,n ≡
5∑
l=0

(−1)l+1 · wl ·
(
i

n

)l
, w5 ≡ 1, w4 ≡

5

6n
+ 5, w3 ≡

4

3n2
+

10

3n
+ 10,

w2 ≡
2

3n3
+

7

2n2
+

7

2n
+ 9, w1 ≡

1

6n4
+

5

6n3
+

13

6n2
+

1

3n
+

10

3
, w0 ≡

1

3
− 1

2n
+

1

6n2
.

Demostración. Por (1.6), se tiene que Dl = (n − l + 1) ·
(
X(l) −X(l−1)

)
, y por el lema

2.1, que MIFR (n) =
1

n

n∑
i=1

ei,n ·Di. Por tanto:
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MIFR (n) =
1

n

n∑
i=1

ei,n · (n− i+ 1) ·
(
X(i) −X(i−1)

)
=

1

n

n∑
i=1

[ei,n · (n− i+ 1)− ei+1,n · (n− i)]X(i).

Usando (2.19) que da la expresión de ei,n, se tiene que:

ei,n(n− i+ 1)− ei+1,n(n− i) =
1

6

[
(n− i+ 1)

(
i

n

)5

− (n− i)
(
i+ 1

n

)5
]

−
(

1

2n
+

5

6

)[
(n− i+ 1)

(
i

n

)4

− (n− i)
(
i+ 1

n

)4
]

+

(
2

3n2
+

2

n
+

5

3

)[
(n− i+ 1)

(
i

n

)3

− (n− i)
(
i+ 1

n

)3
]

−
(

1

2n3
+

11

6n2
+

5

2n
+

4

3

)[
(n− i+ 1)

(
i

n

)2

− (n− i)
(
i+ 1

n

)2
]

+

(
1

6n4
+

2

3n3
+

1

n2
+

5

6n
+

1

3

)[
(n− i+ 1)

i

n
− (n− i) i+ 1

n

]
.

Simpli�cando la expresión anterior se obtiene que:

ei,n(n− i+ 1)− ei+1,n(n− i) =
6i5 − 5i4 + 8i3 − 4i2 + i

6n5
+
−30i4 + 20i3 − 21i2 + 5i

6n4

+
60i3 − 21i2 + 13i

6n3
+
−54i2 + 2i− 1

6n2
+

20i+ 3

6n
− 1

3

=

(
i

n

)5

−
(

5

6n
+ 5

)(
i

n

)4

+

(
4

3n2
+

10

3n
+ 10

)(
i

n

)3

−
(

2

3n3
+

7

2n2
+

7

2n
+ 9

)(
i

n

)2

+

(
1

6n4
+

5

6n3
+

13

6n2
+

1

3n
+

10

3

)
i

n
−
(

1

3
− 1

2n
+

1

6n2

)
.

�
Por (2.21), se puede aplicar el Teorema 1.3 al estadístico MIFR (n) obteniéndose que:

√
n ·
(
MIFR (n)− µ(J, FX)

σ(J, FX)

)
L−→ N(0, 1) cuando n→∞.

De la misma forma, se puede aplicar el Teorema 1.4 al estadístico M∗IFR (n) y entonces

se tiene que:

√
n ·
(
M∗IFR (n)− µ(J, FX)

E [X]

)
L−→ N

(
0,
σ2(J∗, FX)

E [X]2

)
cuando n→∞,
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donde J∗(u) = J(u)− µ(J, FX)

E [X]
cuando n→∞.

En la siguiente proposición se determina exactamente la distribución límite bajo H0

hallando los valores de µ(J, FX) y de σ2(J, FX). Si se considera H0 como cierto, entonces se

está considerando que X sigue una distribución exponencial. Como M∗IFR (n) es invariante

por cambio de escala, se puede suponer que X sigue una distribución exponencial de

parámetro λ = 1.

Proposición 2.2 Si se tiene que:

• FX(t) = 1− exp(−t), t > 0. (2.22)

• J(u) = u5 − 5u4 + 10u3 − 9u2 +
10

3
u− 1

3
. (2.23)

Entonces:

µ(J, FX) = 0, σ2(J, FX) =
23

83610
.

Demostración. Para calcular µ(J, FX), de�nida en (1.9), se utiliza la expresión:

µ(J, FX) =

∫
R
x · J(FX(x)) dFX(x) =

r∑
p=0

wr,p
p+ 1

∫ ∞
0

F
p+1

X (x) dx, (2.24)

donde wr,p ≡ (−1)p
r∑
j=p

(
j

p

)
aj. Como J(u) =

r∑
p=0

apu
p, para este caso se pueden identi�car

los aj como:

a0 = −1

3
, a1 =

10

3
, a2 = −9, a3 = 10, a4 = −5, a5 = 1,

y se puede calcular wr,p:

w5,0 = (−1)0

5∑
j=0

(
j

0

)
aj = −1

3
+

10

3
− 9 + 10− 5 + 1 = 0,

w5,1 = (−1)
5∑
j=1

(
j

1

)
aj = (−1) ·

(
10

3
− 18 + 30− 20 + 5

)
= −1

3
,

w5,2 = (−1)2

5∑
j=2

(
j

2

)
aj = −9 + 30− 30 + 10 = 1,
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w5,3 = (−1)3

5∑
j=3

(
j

3

)
aj = (−1) · (10− 20 + 10) = 0,

w5,4 = (−1)4

5∑
j=4

(
j

4

)
aj = −5 + 5 = 0,

w5,5 = (−1)5

5∑
j=5

(
j

5

)
aj = (−1) · 1 = −1.

(2.25)

Sustituyendo la expresión de wr,p en (2.24), así como (2.22), se calcula µ(J, FX):

µ(J, FX) =
5∑
p=0

w5,p

p+ 1

∫ ∞
0

(exp(−t))p+1 dt = −1

6

∫ ∞
0

exp(−2t) dt+
1

3

∫ ∞
0

exp(−3t) dt

−1

6

∫ ∞
0

exp(−6t) dt =
1

12
exp(−2t)

∣∣∣∣∞
0

−1

9
exp(−3t)

∣∣∣∣∞
0

+
1

36
exp(−6t)

∣∣∣∣∞
0

= − 1

12
+

1

9
− 1

36
= 0.

Denotando por Ξx,y(ξ) ≡ J (FX(x)) · J (FX(y)) · [FX(ξ)− FX(x) · FX(y)] en (1.10),

entonces se tiene que:

σ2 (J, FX) =

∫ ∫
(x,y)∈R2

+,y<x

Ξx,y(y) dx dy +

∫ ∫
(x,y)∈R2

+,x≤y
Ξx,y(x) dx dy

=

∫ ∞
y

∫ ∞
0

J (FX(x)) · J (FX(y)) · [FX(y) · (1− FX(x))] dx dy

+

∫ ∞
x

∫ ∞
0

J (FX(x)) · J (FX(y)) · [FX(x) · (1− FX(y))] dx dy

=

∫ ∞
0

J (FX(y)) · FX(y)

(∫ ∞
y

J (FX(x)) · FX(x) dx

)
dy

+

∫ ∞
0

J (FX(x)) · FX(x)

(∫ ∞
x

J (FX(y)) · FX(y) dy

)
dx

= 2

∫ ∞
0

J (FX(s)) · FX(s)

(∫ ∞
s

J (FX(t)) · FX(t) dt

)
ds,

(2.26)

y sustituyendo (2.22) y (2.23) en la segunda integral de (2.26), se obtiene que:∫ ∞
s

J (FX(t))FX(t)dt =

∫ ∞
s

[
(1− exp(−t))5 − 5(1− exp(−t))4 + 10(1− exp(−t))3

−9(1− exp(−t))2 +
10

3
(1− exp(−t))− 1

3

]
· (exp(−t)) dt,
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donde para resolver la integral anterior, se considera el cambio de variable

1− exp(−t) = u, du = exp(−t)dt,

{
t = s → u = 1− exp(−s)
t =∞ → u = 1

y tenemos entonces que∫ ∞
s

J (FX(t))FX(t)dt =

∫ 1

1−exp(−s)

(
u5 − 5u4 + 10u3 − 9u2 +

10

3
u− 1

3

)
du

=

(
u6

6
− u5 +

5

2
u4 − 3u3 +

5

3
u2 − 1

3
u

)∣∣∣∣1
1−exp(−s)

= −(1− exp(−s))6

6
+ (1− exp(−s))5

−5

2
(1− exp(−s))4 + 3(1− exp(−s))3 − 5

3
(1− exp(−s))2 +

1

3
(1− exp(−s))

= −1

6
exp(−6s) +

1

3
exp(−3s)− 1

6
exp(−2s).

Sustituyendo en (2.26), se tiene que:

σ2(J, FX) = 2

∫ ∞
0

[
(1− exp(−s))5 − 5(1− exp(−s))4 + 10(1− exp(−s))3 − 9(1− exp(−s))2

+
10

3
(1− exp(−s))− 1

3

]
· [1− exp(−s)] ·

[
−1

6
exp(−6s) +

1

3
exp(−3s)− 1

6
exp(−2s)

]
ds

= 2

∫ ∞
0

[
(1− exp(−s))6 − 5(1− exp(−s))5 + 10(1− exp(−s))4 − 9(1− exp(−s))3

+
10

3
(1− exp(−s))2 − 1

3
(1− exp(−s))

] [
−1

6
exp(−5s) +

1

3
exp(−2s)− 1

6
exp(−s)

]
exp(−s)ds,

integral que se resuelve mediante el cambio de variable, resultando:

σ2(J, FX) = 2

∫ 1

0

(
u6 − 5u5 + 10u4 − 9u3 +

10

3
u2 − 1

3
u

)
·
[
−1

6
(1− u)5 +

1

3
(1− u)2 − 1

6
(1− u)

]
du

= 2

[
−1

6

∫ 1

0

u6(1− u)5du+
1

3

∫ 1

0

u6(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0

u6(1− u)du− 5

(
−1

6

∫ 1

0

u5(1− u)5du

+
1

3

∫ 1

0

u5(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0

u5(1− u)du

)
+ 10

(
−1

6

∫ 1

0

u4(1− u)5du+
1

3

∫ 1

0

u4(1− u)2du

−1

6

∫ 1

0

u4(1− u)du

)
− 9

(
−1

6

∫ 1

0

u3(1− u)5du+
1

3

∫ 1

0

u3(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0

u3(1− u)du

)

+
10

3

(
−1

6

∫ 1

0

u2(1− u)5du+
1

3

∫ 1

0

u2(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0

u2(1− u)du

)
− 1

3

(
−1

6

∫ 1

0

u(1− u)5du

+
1

3

∫ 1

0

u(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0

u(1− u)du

)]
.
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Las integrales anteriores son funciones beta del tipo

B(x, y) =

∫ 1

0

ux−1(1− u)y−1du =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

(x− 1)!(y − 1)!

(x+ y − 1)!
, (2.27)

por lo que dichas integrales se transforman en:

σ2(J, FX) = 2

[
−1

6

(
B(7, 6)− 5B(6, 6) + 10B(5, 6)− 9B(4, 6) +

10

3
B(3, 6)− 1

3
B(2, 6)

)
+

1

3

(
B(7, 3)− 5B(6, 3) + 10B(5, 3)− 9B(4, 3) +

10

3
B(3, 3)− 1

3
B(2, 3)

)
−1

6

(
B(7, 2)− 5B(6, 2) + 10B(5, 2)− 9B(4, 2) +

10

3
B(3, 2)− 1

3
B(2, 2)

)]
,

y de (2.27) se tiene que:

σ2(J, FX) =
23

83610
.

�

Como consecuencia de que M∗IFR (n)
L−→ N

(
0, 23

83610

)
cuando n → ∞, se tiene que√

n · 83610
23
M∗IFR (n)

L−→ N(0, 1) cuando n→∞.

Denotando por α el nivel de signi�cación de los contrastes y por zα el cuantil 1−α de

la distribución Z = N(0, 1), se tiene que para un n su�cientemente grande, en el contraste

de hipótesis planteado al principio de esta sección se rechaza la hipótesis nula de que X

sea exponencial cuando P
(
Z >

√
n · 83610

23
· M∗IFR (n)

)
≤ α ó, equivalentemente, cuando

P
(
Z <

√
n · 83610

23
· M∗IFR (n)

)
≤ 1− α, es decir, cuando:

√
n · 83610

23
· M∗IFR (n) < zα ó

√
n · 83610

23
· M∗IFR (n) > z1−α. (2.28)

2.2.3. Consistencia

En el siguiente teorema veremos que MIFR (X) = µ(J, FX). Como µ(J, FX) = 0 cuando

X sigue la distribución exponencial, el estadístico MIFR (X) es consistente si, y sólo si,

µ(J, FX) > 0 cuando X es de la clase IFR o µ(J, FX) < 0 cuando es de la clase DFR pero

en ninguno de los dos casos es exponencial.
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Teorema 2.1 Sea X una variable aleatoria con media �nita, entonces para J(u) con la

misma forma que en (2.23) se tiene que:

MIFR (X) = µ(J, FX).

Demostración. En primer lugar, se ha de considerar que en el desarrollo de algunas

integrales por partes de la demostración es necesaria la condición lim
x→∞

x · F (x) = 0, la

cual es cierta al ser la media de X �nita.

La medida MIFR (X) la podemos reescribir como:

MIFR (X) =

∫
R2

I(s < t) · F 2

X(s) · F 2

X(t)· MST (Xt, Xs) dFX(s) dFX(t)

=

∫
R2

I(s < t) · F 2

X(s) · F 2

X(t) ·

(∫ ∞
0

(
FX(u+ s)

FX(s)

)2

du−
∫ ∞
0

(
FX(u+ t)

FX(t)

)2

du

)
dFX(s) dFX(t)

=

∫
R2

I(s < t) · F 2

X(s) · F 2

X(t) ·
∫∞
s
F

2

X(u)du

F
2

X(s)
dFX(s) dFX(t)

−
∫
R2

I(s < t) · F 2

X(s) · F 2

X(t) ·
∫∞
t
F

2

X(u)du

F
2

X(t)
dFX(s) dFX(t)

=

∫ ∞
0

∫ ∞
s

F
2

X(t)

∫ ∞
s

F
2

X(u)du dFX(t) dFX(s)−
∫ ∞
0

∫ ∞
s

F
2

X(s)

∫ ∞
t

F
2

X(u)du dFX(t) dFX(s)

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
s

F
2

X(u)du

)(∫ ∞
s

F
2

X(t)dFX(t)

)
dFX(s)−

∫ ∞
0

F
2

X(s)

(∫ ∞
s

∫ ∞
t

F
2

X(u)du dFX(t)

)
dFX(s).

(2.29)

Dado que:∫
R
F
n

X(x)dFX(x) =

∫
R
(1− FX(x))ndFX(x) = − 1

n+ 1
(1− FX(x))n+1

∣∣∣∣+∞
−∞

=
1

n+ 1
, (2.30)

y para la integral

∫
R
F
n

X(s) ·
[∫ +∞

s

F
m

X(t)dt

]
dFX(s) se tiene aplicando el método de

integración por partes que∫
R
F

n

X(s) ·
[∫ +∞

s

F
m

X(t)dt

]
dFX(s) = − 1

n+ 1
F

n+1

X (s)

∫ +∞

s

F
m

X(t)dt

∣∣∣∣+∞
−∞
−
∫
R

1

n+ 1
F

n+m+1

X (s)ds

=
1

n+ 1

∫
R
F

m

X(t)dt− 1

n+ 1

∫
R
F

n+m+1

X (t)dt, (2.31)

sustituyendo (2.30) y (2.31) en (2.26):∫ ∞
0

(∫ ∞
s

F
2
X(u)du

)(∫ ∞
s

F
2
X(t)dFX(t)

)
dFX(s) =

1

3

∫ ∞
0

F
3
X(s)

[∫ ∞
s

F
2
X(u)du

]
dFX(s)

=
1

3
· 1

4

∫ ∞
0

F
2
X(u)du− 1

3
· 1

4

∫ ∞
0

F
6
X(u)du =

δ2(X)

12
− δ6(X)

12
, (2.32)
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∫ ∞
s

∫ ∞
t

F
2
X(u)du dFX(t) =

(
−FX(t)

∫ ∞
t

F
2
X(u)du

)∣∣∣∣∞
s

−
∫ ∞
s

F
3
X(t)dt

= FX(s)

∫ ∞
s

F
2
X(u)du−

∫ ∞
s

F
3
X(t)dt,

∫ ∞
0

F
2

X(s)

(∫ ∞
s

∫ ∞
t

F
2

X(u)du dFX(t)

)
dFX(s) =

∫ ∞
0

F
3

X(s)

[∫ ∞
s

F
2

X(u)du

]
dFX(s)

−
∫ ∞
0

F
2

X(s)

[∫ ∞
s

F
3

X(t)dt

]
dFX(s) =

1

4

∫ ∞
0

F
2

X(t)dt− 1

4

∫ ∞
0

F
6

X(t)dt− 1

3

∫ ∞
0

F
3

X(t)dt

+
1

3

∫ ∞
0

F
6

X(t)dt =
δ2(X)

4
− δ6(X)

4
− δ3(X)

3
+
δ6(X)

3
=
δ2(X)

4
− δ3(X)

3
+
δ6(X)

12
, (2.33)

y sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.29), se tiene que:

MIFR (X) =
δ2(X)

12
− δ6(X)

12
−
(
δ2(X)

4
− δ3(X)

3
+
δ6(X)

12

)
= −δ2(X)

6
+
δ3(X)

3
− δ6(X)

6
.

Considerando wr,p dado en (2.25), se obtiene que:

µ(J, FX) =

5∑
p=0

w5,p

p+ 1

∫ ∞
0

F
p+1
X (t) dt = −1

6

∫ ∞
0

F
2
X(t) dt+

1

3

∫ ∞
0

F
3
X(t) dt− 1

6

∫ ∞
0

F
6
X(t) dt

= −δ2(X)

6
+
δ3(X)

3
− δ6(X)

6
= MIFR (X).

�

2.3. Contraste basado en el TTT

En este apartado, se aborda el estadístico que plantea Klefsjö (1983) para el mismo

contraste de hipótesis que tratan Belzunce, Candel y Ruiz (1998), expuesto en (2.1), pero

que en este caso se apoya en el tiempo total en test (TTT), su transformación y su grá�ca,

desarrolladas en Barlow y Campo (1975).

Si la hipótesis nula del contraste de hipótesis (2.1) fuera cierta, es decir, si F siguiera la

distribución exponencial de parámetro λ, entonces se tendría que ϕF (t) = t, con 0 ≤ t ≤ 1,

ya que F (x) = exp(−λx), µ =
∫∞

0
exp(−λx) dx = − 1

λ
exp(−λx)

∣∣∞
0

= 1
λ
y, por tanto,
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ϕF (t) =
1

µ

∫ F−1(t)

0

exp(−λs) ds = λ

∫ F−1(t)

0

1

λ
dF (s) = F (s)|F

−1(t)
0 = t.

Por la caracterización basada en la TTT-grá�ca, tratada en el apartado 1.2.2., se tiene

que si F es de la clase IFR (DFR), entonces la TTT-grá�ca es cóncava (convexa). Dado

que la TTT empírica es un estimador de la medida TTT, si esta es cóncava (convexa), la

TTT empírica debe ser aproximadamente cóncava (convexa). Por tanto, dados tres puntos

consecutivos uj−1, uj y uj+1 de la TTT empírica, debe veri�carse (aproximadamente) que

si F sigue la clase de envejecimiento IFR (DFR), entonces:

uj+1 − uj
j+1
n
− j

n

<
uj − uj−1

j
n
− j−1

n

(
uj+1 − uj
j+1
n
− j

n

>
uj − uj−1

j
n
− j−1

n

)
,

y esta desigualdad es equivalente a la condición de que

2uj − uj−1 − uj+1 > 0 (2uj − uj−1 − uj+1 < 0) , para j = 1, 2, ..., n− 1.

Utilizando esta condición, se de�ne el estadístico A1 =
n−1∑
j=1

(2uj − uj−1 − uj+1), del cual

se espera un valor positivo (negativo) si F es IFR (DFR), pero no exponencial.

Desarrollando la expresión de A1, se llega a que A1 = −u0 + u1 + un−1− un. Por (1.7)
y (1.8), se tiene que u0 =

S0

Sn
= 0 y un =

Sn
Sn

= 1, obteniéndose que:

A1 = u1 + un−1 − 1 =
S1 + Sn−1 − Sn

Sn
=
D1 −Dn

Sn
,

donde Di son los espacios normalizados de�nidos en (1.6).

De David (1970), la distribución de (u1, u2, ..., un−1) es la misma que la distribución de

una muestra ordenada de tamaño n − 1 uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1],

y tenemos que:

P (A1 ≤ x) =


1
2
(1 + x)n−1, para − 1 ≤ x ≤ 0.

1− 1
2
(1− x)n−1, para 0 ≤ x ≤ 1.

El problema del estadístico A1 es que como en su numerador únicamente aparecen D1

y Dn, este numerador es independiente de D2, D3, ..., Dn−1, lo que convierte al test que

se basa en A1 en inconsistente contra la clase IFR (DFR), por lo que se debe encontrar

un estadístico alternativo.
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Para ello, se sigue el mismo razonamiento empleado para construir A1, es decir, se

utiliza de nuevo la caracterización basada en la TTT-grá�ca. La diferencia es que mientras

que antes se establecía la condición que permitía obtener el estadístico tomando como

referencia tres puntos consecutivos, ahora se asume que esa condición se tiene que cumplir

para tres puntos distintos cualesquiera, por lo que se tiene que satisfacer que:

uj+k − uj
j+k
n
− j

n

<
uj+υ − uj
j+υ
n
− j

n

(
uj+k − uj
j+k
n
− j

n

>
uj+υ − uj
j+υ
n
− j

n

)
,

para j = 0, 1, ..., n− 2, k = 2, 3, ..., n− j, y υ = 1, 2, ..., k − 1.

Esta condición es equivalente a que se cumpla que:

uj +
(uj+k − uj)

k/n

υ

n
< uj+υ

(
uj +

(uj+k − uj)
k/n

υ

n
> uj+υ

)
,

que a su vez es equivalente a que se satisfaga:

k(uj+υ − uj) > υ(uj+k − uj) (k(uj+υ − uj) < υ(uj+k − uj)) ,

para j = 0, 1, ..., n− 2, k = 2, 3, ..., n− j, y υ = 1, 2, ..., k − 1.

A partir de esta condición, se construye el estadístico:

A2 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

[k(uj+υ − uj)− υ(uj+k − uj)]

y por la manera en que ha sido construido, se espera que A2 sea positivo (negativo) si F

es IFR (DFR) pero no exponencial.

En el siguiente lema, se obtiene para este estadístico una expresión equivalente que

permitirá posteriormente estudiar sus propiedades.

Lema 2.3

A2 =
1

Sn

n∑
i=1

αiDi, (2.34)

donde αi =
1

6

[
(n+ 1)3i− 3(n+ 1)2i2 + 2(n+ 1)i3

]
, Sn viene dado en (1.7) y Di son los

espacios normalizados de�nidos en (1.6).
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Demostración.

A2 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

[k(uj+υ − uj)− υ(uj+k − uj)],

=
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

[
k

(
Sj+υ − Sj

Sn

)
− υ

(
Sj+k − Sj

Sn

)]

=
1

Sn

n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

[
k

(
j+υ∑
i=1

Di −
j∑
i=1

Di

)
− υ

(
j+k∑
i=1

Di −
j∑
i=1

Di

)]
=

1

Sn
(Ψ1 −Ψ2),

(2.35)

donde

Ψ1 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

k

j+υ∑
i=j+1

Di (2.36)

y

Ψ2 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

v

j+k∑
i=j+1

Di (2.37).

Por (2.36), se tiene que:

Ψ1 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k

j+k−1∑
i=j+1

(k + j − i)Di =
n−2∑
j=0

n−1∑
i=j+1

n−j∑
k=i−j+1

k(k + j − i)Di

=
n−2∑
j=0

n−1∑
i=j+1

Di

n−j∑
k=i−j+1

(k2 + kj − ki). (2.38)

De (2.10), el último sumatorio de esta expresión se transforma en:
n−j∑

k=i−j+1

(k2−kj−ki) =
(n− j)(n− j + 1)(2n− 2j + 1)

6
−(i− j)(i− j + 1)(2i− 2j + 1)

6

+

[
(n− j)(n− j + 1)

2
−(i− j)(i− j + 1)

2

]
(j − i)

=
1

6
(2n3−3n2j+ 3n2−3in2−3nj+n−3in+ 6nji+ 3ij−3i2j+ i3− i). (2.39)

Sustituyendo (2.39) en (2.38), se tiene que:

Ψ1 =
1

6

n−2∑
j=0

n−1∑
i=j+1

(2n3−3n2j+ 3n2−3in2−3nj+n−3in+ 6nji+ 3ij−3i2j+ i3− i)Di
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=
1

6

n−1∑
i=1

Di

i−1∑
j=0

(2n3−3n2j+ 3n2−3in2−3nj+n−3in+ 6nji+ 3ij−3i2j+ i3− i),

y de nuevo por (2.10), se tiene que:

Ψ1 =
1

6

n−1∑
i=1

Di

[
2in3 − 3n2 (i− 1)i

2
+ 3in2 − 3i2n2 − 3n

(i− 1)i

2
+ ni− 3i2n

+6ni
(i− 1)i

2
+ 3i

(i− 1)i

2
− 3i2

(i− 1)i

2
+ i4 − i2

]
=

1

6

n−1∑
i=1

DiBi,

siendo Bi = 2in3 +
9in2

2
(1− i) +

in

2
(5− 15i+ 6i2) +

i2

2
(−i2 + 6i− 5), y como

Bn = 2n4 +
9n3

2
(1− n) +

n2

2
(5− 15n+ 6n2) +

n2

2
(−n+ 6n− 5) = 0,

entonces, Ψ1 =
1

6

n−1∑
i=1

BiDi =
1

6

n∑
i=1

BiDi. (2.40)

Para (2.37) y considerando (2.10), se tiene que:

Ψ2 =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

k−1∑
υ=1

υ

j+k∑
i=j+1

Di =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

j+k∑
i=j+1

Di

k−1∑
υ=1

υ =
n−2∑
j=0

n−j∑
k=2

j+k∑
i=j+1

Di
(k − 1)k

2

=
1

2

n−2∑
j=0

n∑
i=j+1

Di

n−j∑
k=i−j

(k2 − k) =
1

2

n−2∑
j=0

n∑
i=j+1

Di

[
1

6
(n− j)(n− j + 1)(2n− 2j + 1)

−1

6
(i− j − 1)(i− j)(2i− 2j − 1)− 1

2
(n− j)(n− j + 1) +

1

2
(i− j − 1)(i− j)

]

=
1

2

n−2∑
j=0

n∑
i=j+1

Di

[
1

2
(n− j)(n− j + 1)

(
1

3
(2n− 2j + 1)− 1

)

−1

2
(i− j − 1)(i− j)

(
1

3
(2i− 2j − 1)− 1

)]

=
1

6

n−2∑
j=0

n∑
i=j+1

[(n− j)(n− j + 1)(n− j − 1)− (i− j − 1)(i− j)(i− j − 2)]Di

=
1

6

n∑
i=1

Di

i−1∑
j=0

[(n− j)(n− j + 1)(n− j − 1)− (i− j − 1)(i− j)(i− j − 2)]

=
1

6

n∑
i=1

Di

i−1∑
j=0

(n3 − 3jn2 + 3nj2 − n+ 3j − i3 + 3i2j + 3i2 − 3ij2 − 6ij − 2i+ 3j2)
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=
1

6

n∑
i=1

Di

[
in3 − 3

(i− 1)i

2
n2 + 3n

(i− 1)i(2i− 1)

6
− ni+ 3

(i− 1)i

2
− i4

+3i2
(i− 1)i

2
+ 3i3 − 3i

(i− 1)i(2i− 1)

6
− 6i

(i− 1)i

2
− 2i2 + 3

(i− 1)i(2i− 1)

6

]
=

1

6

n∑
i=1

CiDi, (2.41)

donde Ci = in3 − 3
(i− 1)i

2
n2 +

n

2
[(i− 1)i(2i− 1)− 2i]− i4

2
+ i3 +

i2

2
− i.

Restando (2.40) y (2.41), se obtiene que:

Ψ1 −Ψ2 =
1

6

n∑
i=1

(Bi − Ci)Di =
1

6

n∑
i=1

Di

[
in3 +

3n2i

2
(3− 3i+ i− 1)

+
ni

2

[
5− 15i+ 6i2 − (i− 1)(2i− 1) + 2

]
+

1

2
(−i3 + 6i2 − 5i+ i3 − i+ 2− 2i2)

]

=
1

6

n∑
i=1

[(n3 + 3n2 + 3n+ 1)i+ i2(−3n2 − 6n− 3) + i3(2n+ 2)]Di

=
n∑
i=1

1

6
[(n+ 1)3i− 3(n+ 1)2i2 + 2(n+ 1)i3]Di. (2.42)

Sustituyendo (2.42) en (2.35), se tiene que:

A2 =
1

Sn

n∑
i=1

αiDi, donde αi =
1

6

[
(n+ 1)3i− 3(n+ 1)2i2 + 2(n+ 1)i3

]
.

�

2.3.1. Distribución exacta de A2

Al igual que se ha hecho con el estadístico M∗IFR (n), en este apartado se da una ex-

presión de la distribución exacta de A2 cuando H0 es cierta, es decir, cuando F sigue

la distribución exponencial. Por tanto, suponemos que X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n) es una

muestra ordenada de una distribución exponencial y también podemos suponer sin pér-

dida de generalidad que el parámetro de la distribución exponencial es λ = 1
2
, ya que el

estadístico A2 es invariante por cambio de escala.
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Proposición 2.3 La distribución exacta del estadístico A2 bajo la hipótesis nula es:

Pr{A2 ≤ x} = 1−
n∑
j=1

n∏
i=1,i 6=j

αj − x
αj − αi

· I(x < αj),

donde αj =
1

6

[
(n+ 1)3j − 3(n+ 1)2j2 + 2(n+ 1)j3

]
.

Demostración. El resultado se obtiene de (2.34) y del Teorema 1.2. �

2.3.2. Distribución asintótica de A2

En este apartado, se prueba que A2 es asintóticamente normal bajo algunas condiciones

que se establecen sobre F y se calcula cuál es la media y la varianza de su distribución

límite.

Un paso previo antes de estudiar la distribución asintótica de A2 es hallar su expresión

como combinación lineal de una muestra ordenada, resultado que se obtiene en el siguiente

lema.

Lema 2.4

A2 =
1

Sn

n∑
j=1

αjDj =
1

Sn

n∑
j=1

α′jX(j), (2.43)

con α′j =
1

6
(8nj3 − 15n2j2 + 8n3j − n4) + p(najb), donde p(najb) denota el polinomio

constituido por la suma de términos de la forma najb con a + b ≤ 3, αj viene dada en

(2.34), Sn en (1.7) y Dj está de�nido en (1.6).

Demostración. Para j ∈ {1, 2, ..., n− 1}, se tiene que:

αj+1Dj+1 +αjDj =
1

6

[
(n+ 1)3(j + 1)− 3(n+ 1)2(j + 1)2 + 2(n+ 1)(j + 1)3

]
(n−j) ·

·
[
X(j+1) −X(j)

]
+

1

6

[
(n+ 1)3j − 3(n+ 1)2j2 + 2(n+ 1)j3

]
(n− j + 1)

[
X(j) −X(j−1)

]
Como para determinar α′j únicamente es necesario conocer el coe�ciente que multi-

plica a X(j), se desarrolla la expresión anterior tomando en consideración solamente ese

coe�ciente, teniendo entonces:
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−1

6

[
j
(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
+
(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
− 3

(
n2 + 2n+ 1

) (
j2 + 2j + 1

)
+ 2·

· (n+ 1)
(
j3 + 3j2 + 3j + 1

)]
(n− j)X(j) +

1

6

[
j
(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
− 3

(
n2 + 2n+ 1

)
j2

+2 (n+ 1) j3
]

(n− j + 1)X(j) =
1

6
X(j)

[
j
(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
− (n− j)

(
n3 + 3n2 + 3n

+1) + 3
(
n2 + 2n+ 1

)
(2j + 1) (n− j)− 3(n2 + 2n+ 1)j2 − 2(n+ 1)(3j2 + 3j + 1)(n− j)

+2(n+ 1)j3
]

=
1

6
X(j)

[
2j
(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
− n

(
n3 + 3n2 + 3n+ 1

)
+ 3

(
n2 + 2n+ 1

)
·
(
2jn− 3j2 + n− j

)
− 2(n+ 1)(3j2n− 4j3 + 3jn− 3j2 + n− j)

]
=

1

6

(
8j3n− 15j2n2

+8jn3 − n4
)
X(j) + p(najb)X(j).

Para j = 0, se tiene que X(0) = 0.

Para j = n, se tiene que α′n = p
(
na+b

)
y que αnDn =

1

6

[
(n+ 1)3n− 3(n+ 1)2n2

+2(n+ 1)n3
] [
X(n) −X(n−1)

]
= p(najb)

[
X(n) −X(n−1)

]
.

�

En este caso podemos despreciar p(najb) porque no afecta a las propiedades asintóticas

de A2. Tomando JA2(u) =
1

6
(8u3− 15u2 + 8u− 1), se tiene que

A2

n4
y

1

Sn

n∑
j=1

JA2(j/n)X(j)

tienen las mismas propiedades asintóticas.

Por (2.43), se puede aplicar el Teorema 1.3 y se tiene que:

√
n ·


A2

n4
− µ(JA2 , F )

µ(F )

σ(JA2 , F )/µ(F )

 L−→ N(0, 1) cuando n→∞.

La siguiente proposición, análoga a la Proposición 2.2, da los valores de µ(JA2 , F0)

y de
σ2(JA2 , F0)

µ2(F0)
bajo H0, es decir, cuando X sigue la distribución exponencial. Como

A2 es invariante por cambio de escala, se puede suponer sin pérdida de generalidad que

X sigue una distribución exponencial de parámetro λ = 1.

Proposición 2.4 Si se tiene que:

• F (t) = 1− exp(−t), t > 0. (2.44)
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• JA2(u) =
1

6
(8u3 − 15u2 + 8u− 1). (2.45)

Entonces:

µ(JA2 , F0) = 0,
σ2(JA2 , F0)

µ2(F0)
=

1

7560
.

Demostración. El cálculo de µ(JA2 , F0) se realiza utilizando (2.24), lo que requiere

hallar previamente wr,p. Por (2.45), se pueden identi�car los aj como:

a0 = −1

6
, a1 =

8

6
, a2 = −15

6
, a3 =

8

6

Realizando el cálculo de wr,p se obtiene que:

w3,0 = (−1)0

3∑
j=0

(
j

0

)
aj = −1

6
+

8

6
− 15

6
+

8

6
= 0,

w3,1 = (−1)
3∑
j=1

(
j

1

)
aj = (−1)

(
8

6
− 30

6
+

24

6

)
= −1

3
,

w3,2 = (−1)2

3∑
j=2

(
j

2

)
aj = −15

6
+

24

6
=

3

2
,

w3,3 = (−1)3

3∑
j=3

(
j

3

)
aj = (−1)

8

6
= −4

3
. (2.46)

Sustituyendo (2.44) y (2.46) en (2.24), se tiene para µ(J, FX) que:

µ(JA2 , F0) =
3∑
p=0

w3,p

p+ 1

∫ ∞
0

(exp(−t))p+1 dt = −1

6

∫ ∞
0

exp(−2t) dt+
1

2

∫ ∞
0

exp(−3t) dt

−1

3

∫ ∞
0

exp(−4t) dt =
1

12
exp(−2t)

∣∣∣∣∞
0

−1

6
exp(−3t)

∣∣∣∣∞
0

+
1

12
exp(−4t)

∣∣∣∣∞
0

= − 1

12
+

1

6
− 1

12
= 0.

De (2.26), se tiene que:

σ2 (JA2 , F0) = 2

∫ ∞
0

JA2 (F0(s)) · F0(s)

(∫ ∞
s

JA2 (F0(t)) · F 0(t) dt

)
ds. (2.47)



34 Trabajo de �n de Máster

Por (2.44) y (2.45), se tiene que:

∫ ∞
s

JA2
(F0(t))F 0(t)dt =

∫ ∞
s

[
4

3
(1− exp(−t))2 −

5

2
(1− exp(−t))2 +

4

3
(1− exp(−t))−

1

6

]
· (exp(−t)) dt,

y se resuelve la integral realizando cambio de variable, obteniendo que:∫ ∞
s

JA2 (F0(t))F 0(t)dt =

∫ 1

1−exp(−s)

(
4

3
u3 − 5

2
u2 +

4

3
u− 1

6

)
du

= −1

6
exp(−2s) +

1

2
exp(−3s)− 1

3
exp(−4s).

Sustituyendo este resultado en (2.47), se tiene que:

σ2 (JA2
, F0) = 2

∫ ∞
0

[
4

3
(1− exp(−s))3 − 5

2
(1− exp(−s))2 +

4

3
(1− exp(−s))− 1

6

]
· (1− exp(−s))

·
[
−1

6
exp(−2s) +

1

2
exp(−3s)− 1

3
exp(−4s)

]
ds = 2

∫ ∞
0

[
4

3
(1− exp(−s))4 − 5

2
(1− exp(−s))4

+
4

3
(1− exp(−s))2 − 1

6
(1− exp(−s))

]
·
[
−1

6
exp(−s) +

1

2
exp(−2s)− 1

3
exp(−3s)

]
exp(−s) ds,

que se resuelve mediante un nuevo cambio de variable y entonces, se tiene que:

σ2 (JA2 , F0) = 2

∫ 1

0

(
4

3
u4 − 5

2
u3 +

4

3
u2 − 1

6
u

)
·
[
−1

6
(1− u) +

1

2
(1− u)2 − 1

3
(1− u)3

]
du

= 2

[
−1

6

(
4

3

∫ 1

0
u4(1− u)du− 5

2

∫ 1

0
u3(1− u)du+

4

3

∫ 1

0
u2(1− u)du− 1

6

∫ 1

0
u(1− u)du

)

+
1

2

(
4

3

∫ 1

0
u4(1− u)2du− 5

2

∫ 1

0
u3(1− u)2du+

4

3

∫ 1

0
u2(1− u)2du− 1

6

∫ 1

0
u(1− u)2du

)

−1

3

(
4

3

∫ 1

0
u4(1− u)3du− 5

2

∫ 1

0
u3(1− u)3du+

4

3

∫ 1

0
u2(1− u)3du− 1

6

∫ 1

0
u(1− u)3du

)]
.

Las integrales anteriores son del tipo (2.27), por lo que:

σ2 (JA2 , F0) =
1

7560
.

�

Por tanto, bajo H0, es decir, cuando X sigue la distribución exponencial, cuando

n→∞ tenemos que:
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√
n

A2

n4√
1/7560

=
A2

n4

√
7560n = A2

√
7560

n7

L−→ N(0, 1).

Entonces, siguiendo un razonamiento similar al realizado en el apartado 2.2.2. se tiene que

para un n su�cientemente grande, se rechaza la hipótesis nula de que X sea exponencial cuando

P
(
Z >

√
7560
n7 ·A2

)
≤ α ó, equivalentemente, cuando P

(
Z <

√
7560
n7 ·A2

)
≤ 1 − α, es decir,

cuando:

√
7560

n7
· A2 < zα ó

√
7560

n7
· A2 > z1−α. (2.48)

2.3.3. Consistencia

Ahora se va a analizar la consistencia del estadístico. Puesto que µ(JA2 , F0) = 0,

donde F0 denota la distribución exponencial, la consistencia se veri�ca si µ(JA2 , F ) > 0

(µ(JA2 , F ) < 0) cuando F es de la clase IFR (DFR) pero no exponencial. En el siguiente

teorema obtenemos que A2 =
µ(JA2 , F )

µ(F )
y el test basado en el estadístico A2 es consistente.

Teorema 2.2 Sea X una variable aleatoria con media �nita y JA2(u) =
1

6
(8u3 − 15u2

+8u− 1), entonces se veri�ca que A2 =
µ(JA2 , F )

µ(F )
.

Demostración. En primer lugar, señalar que en el desarrollo de algunas integrales

por partes de la demostración es necesaria la condición lim
x→∞

x ·F (x) = 0, la cual es cierta

al ser la media de X �nita.

Sea

ΨA =

∫ ∫ ∫
ΩA

[
ϕ(t+ u)− ϕ(t)

u
− ϕ(t+ s)− ϕ(t)

s

]
su ds dt du,

donde ΩA = {(s, t, u) : 0 ≤ u ≤ s, 0 ≤ s ≤ 1− t, 0 ≤ t ≤ 1}, tenemos que:

ΨA =

∫ 1

0

∫ 1−t

0

∫ 1−t

u
[ϕ(t+ u)− ϕ(t)] s ds du dt−

∫ 1

0

∫ 1−t

0

∫ s

0
[ϕ(t+ s)− ϕ(t)]u du ds dt

=

∫ 1

0

∫ 1−t

0
[ϕ(t+ u)− ϕ(t)]

[
(1− t)2 − u2

2

]
du dt−

∫ 1

0

∫ 1−t

0
[ϕ(t+ s)− ϕ(t)]

s2

2
ds dt
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=

∫ 1

0

∫ 1−t

0
[ϕ(t+ u)− ϕ(t)]

[
(1− t)2 − u2

2

]
du dt−

∫ 1

0

∫ 1−t

0
[ϕ(t+ u)− ϕ(t)]

u2

2
du dt

=

∫ 1

0

∫ 1−t

0
[ϕ(t+ u)− ϕ(t)]

[
(1− t)2

2
− u2

]
du dt

=

∫ 1

0

∫ 1−t

0
ϕ(t+ u)

(1− t)2

2
du dt−

∫ 1

0

∫ 1−t

0
ϕ(t+ u) u2 du dt

−
∫ 1

0

∫ 1−t

0
ϕ(t)

(1− t)2

2
du dt+

∫ 1

0

∫ 1−t

0
ϕ(t) u2 du dt

=

∫ 1

0

(1− t)2

2

∫ 1−t

0
ϕ(t+ u) du dt−

∫ 1

0

∫ 1−t

0
u2 ϕ(t+ u) du dt

−
∫ 1

0

(1− t)3

2
ϕ(t) dt+

∫ 1

0

(1− t)3

3
ϕ(t) dt. (2.49)

La primera integral de (2.49) se simpli�ca mediante el cambio de variable t+ u = z:

∫ 1

0

(1− t)2

2

∫ 1−t

0
ϕ(t+ u) du dt =

∫ 1

0

(1− t)2

2

(∫ 1

t
ϕ(z) dz

)
dt,

y empleando la integración por partes, con U =

∫ 1

t
ϕ(z)dz y dV =

(1− t)2

2
dt, se tiene que:

∫ 1

0

(1− t)2

2

∫ 1−t

0
ϕ(t+ u) du dt = − (1− t)3

6

∫ 1

t
ϕ(z)dz

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

(1− t)3

6
ϕ(t)dt

=
1

6

∫ 1

0
ϕ(z) dz − 1

6

∫ 1

0
(1− t)3 ϕ(t) dt. (2.50)

Para la segunda integral de (2.49), se tiene por el cambio de variable t+ u = z que:

∫ 1

0

∫ 1−t

0
u2 ϕ(t+ u) du dt =

∫ 1

0

∫ 1

t
(z − t)2 ϕ(z) dz dt

=

∫ 1

0

∫ 1

t
z2 ϕ(z) dz dt−

∫ 1

0
2t

∫ 1

t
z ϕ(z) dz dt+

∫ 1

0
t2
∫ 1

t
ϕ(z) dz dt,

y resolviendo por partes las tres integrales, la primera con U =

∫ 1

t
z2ϕ(z)dz y dV = dt, la

segunda con U =

∫ 1

t
zϕ(z)dz y dV = 2t dt, y la tercera con U =

∫ 1

t
z2ϕ(z)dz y dV = dt,

se tiene que:
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∫ 1

0

∫ 1−t

0

u2 ϕ(t+ u) du dt = t

∫ 1

t

z2 ϕ(z) dz

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt

−

(
t2
∫ 1

t

z ϕ(z) dz

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt

)
+
t3

3

∫ 1

t

ϕ(z) dz

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

t3

3
ϕ(t) dt

=

∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt−
∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt+
1

3

∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt =
1

3

∫ 1

0

t3 ϕ(t) dt. (2.51)

Sustituyendo (2.50) y (2.51) en (2.49), se tiene que:

ΨA =
1

6

∫ 1

0
ϕ (u)du− 1

6

∫ 1

0
(1− u)3 ϕ(u) du− 1

3

∫ 1

0
u3 ϕ(u) du− 1

2

∫ 1

0
(1− u)3ϕ(u)du

+
1

3

∫ 1

0
(1− u)3ϕ(u)du =

1

6

∫ 1

0
ϕ(u) du− 1

3

∫ 1

0
(1− u)3 ϕ(u) du− 1

3

∫ 1

0
u3ϕ(u)du

=
1

6

∫ 1

0
ϕ(u) du− 1

3

∫ 1

0
(1− 3u+ 3u2 − u3) ϕ(u) du− 1

3

∫ 1

0
u3 ϕ(u) du

= −1

6

∫ 1

0
ϕ(u) du+

∫ 1

0
u ϕ(u) du−

∫ 1

0
u2 ϕ(u) du.

Teniendo en cuenta la expresión de wr,p de (2.46), se tiene que la expresión de µ(J, F )

viene dada por:

µ(J, F ) =
3∑
p=0

w3,p

p+ 1

∫ ∞
0

F
p+1

(t) dt = −1

6

∫ ∞
0

F
2
(t) dt+

1

2

∫ ∞
0

F
3
(t) dt− 1

3

∫ ∞
0

F
4
(t) dt.

Para toda función de distribución continua F, se veri�ca que:

k + 1

µ

∫ ∞
0

x F
k
(x) dF (x) = k

∫ 1

0

(1− u)k−1 ϕ(u) du, para k ≥ 1, (2.52)

y el primer miembro de la igualdad anterior, utilizando integración por partes con u = x

y dv = F
k
(x) dF (x), se transforma en:

k + 1

µ

∫ ∞
0

x F
k
(x) dF (x) =

1

µ

∫ ∞
0

F
k+1

(x) dx, (2.53)

por lo que de (2.52) y (2.53) se tiene que:
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k

∫ 1

0

(1− u)k−1 ϕ(u) du =
1

µ

∫ ∞
0

F
k+1

(x), para k ≥ 1.

Aplicando esta igualdad se concluye la demostración de la siguiente forma:

µ(JA2 , F )

µ(F )
= − 1

6µ

∫ ∞
0

F
2
(x) dx+

1

2µ

∫ ∞
0

F
3
(x) dx− 1

3µ

∫ ∞
0

F
4
(x) dx

= −1

6

∫ 1

0

ϕ(u) du+
1

2
· 2
∫ 1

0

(1− u) ϕ(u) du− 1

3
· 3
∫ 1

0

(1− u)2 ϕ(u) du

= −1

6

∫ 1

0

ϕ(u) du+

∫ 1

0

(1− u) ϕ(u) du−
∫ 1

0

(1− 2u+ u2) ϕ(u) du

= −1

6

∫ 1

0

ϕ(u) du+

∫ 1

0

u ϕ(u) du−
∫ 1

0

u2 ϕ(u) du = ΨA.

�



Capítulo 3

Contrastes para la clase NBU (NWU)

3.1. Introducción

En este capítulo abordamos los contrastes planteados en Belzunce, Candel y Ruiz

(1998) para la clase NBU y su dual NWU, siguiendo un esquema similar al de la sección

2.2. del capítulo anterior.

De la misma forma que que para la clase IFR (DFR) se contrastaba la hipótesis nula

de exponencialidad frente a la alternativa de que la variable aleatoria fuera de la clase IFR

(DFR) pero no siguiera la distribución exponencial, en este caso la hipótesis alternativa

es que la variable aleatoria sea de la clase NBU (NWU) pero no siga la distribución

exponencial. Para poder realizar el contraste Belzunce, Candel y Ruiz (1998) proponen

un estadístico, cuya construcción también se estudia en este capítulo, al igual que su

distribución exacta y asintótica bajo la hipótesis nula, y su consistencia.

3.2. Contraste basado en el orden estocástico

En esta sección se trata el test propuesto por Belzunce, Candel y Ruiz (1998), en el que

se enfrenta la hipótesis nula de que la variable aleatoria siga la distribución exponencial

a la hipótesis alternativa de que sea de la clase NBU o NWU pero no exponencial.

39
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De esta forma, se contrastan las hipótesis:


H0 : FX(x) = 1− exp(−λx), con λ > 0.

H1 : X es NBU o NWU pero no exponencial.

(3.1)

Este contraste de hipótesis, análogo al expuesto en (2.1), es también un contraste de

signi�cación en el que la �nalidad es desarrollar un estadístico que bajo la hipótesis nula

sea cercano a cero y bajo la alternativa sea signi�cativamente distinto de cero.

Belzunce, Candel y Ruiz (1998) plantean como medida de desviación de la hipótesis

nula de que la variable aleatoria sea exponencial a la hipótesis alternativa de que sea NBU

o NWU pero no exponencial la siguiente medida:

MNBU (X) =

∫ ∞
0

F
2

X(t)· MST (Xt, X) dFX(t), (3.2)

donde

MST (Xt, X) =

∫ ∞
0

(
F

2

X(u)− F 2

Xt
(u)
)
du. (3.3)

Como se tiene que F
2

X(t) > 0, el signo de MNBU (X) está determinado por MST (Xt, X).

Por (1.1), se puede escribir (3.3) de la siguiente manera:

MST (Xt, X) =

∫ ∞
0

(
F

2

X(u)− F
2

X(t+ u)

F
2

X(t)

)
du. (3.4)

Si se considera cierta la hipótesis nula, es decir, si FX(x) = 1− exp(−λx) con λ > 0,

entonces sustituyendo en (3.4) se tiene que:

MST (Xt, X) =

∫ ∞
0

(
(exp(−2λu)− exp(−2λ(t+ u))

exp(−2λt)

)
du

=

∫ ∞
0

(exp(−2λu)− exp(−2λu)) du = 0,

y, por tanto, sustituyendo en (3.2) se obtiene que MNBU (X) = 0.

En el caso contrario de rechazar la hipótesis nula, se tendría que X es de la clase NBU

o NWU, pero no exponencial. Si suponemos sin pérdida de generalidad que X es de la

clase NBU pero no es exponencial, en ese caso no es NWU. Como consecuencia de (1.4)

y la de�nición 1.6, se tiene que si X es NBU, entonces MST (Xt, X) > 0, y por (3.2) se

veri�ca que MNBU (X) > 0.
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Realizando un razonamiento similar pero considerando como hipótesis que X es de la

clase NWU y no es exponencial, se concluye que en ese caso MNBU (X) < 0.

En consecuencia, procediendo de la misma forma que en la sección 2.2. se ha obtenido

una medida MNBU (X) que cumple las siguientes propiedades:

1. Bajo H0, se tiene que MNBU (X) = 0.

2. Bajo H1, MNBU (X) depende de la clase a la que pertenece X:

a) Si X es NBU, entonces MNBU (X) > 0.

b) Si X es NWU, entonces MNBU (X) < 0.

Por tanto, MNBU (X) es una medida de desviación de la hipótesis nula frente a la

alternativa, al igual que MIFR (X) y que veri�ca las mismas propiedades. Siguiendo el

mismo procedimiento que el realizado para MIFR (X), vamos a obtener la versión empírica

de MNBU (X) sustituyendo la distribución teórica por la distribución empírica.

En este caso, por (1.3) se tiene que el análogo empírico de (3.2), dada una muestra

aleatoria simple ordenada X(1), ..., X(n) de tamaño n de X, es:

MNBU (n) =
1

n

n−1∑
i=1

(
1− i

n

)2
[

n∑
l=1

(
1− l − 1

n

)2 (
X(l) −X(l−1)

)
−

n∑
l=i+1

(
1− l−1

n

)2(
1− i

n

)2 (
X(l) −X(l−1)

)]

=
1

n
·
n−1∑
i=1

(
1− i

n

)2

(Mn
0 − Mn

i ) ,

(3.5)

donde Mnk está de�nido en (2.5).

Se rechaza la hipótesis nula de exponencialidad en el contraste (3.1) en favor de la

alternativa de que la variable aleatoria siga la clase de envejecimiento NBU (NWU) cuando

se obtengan valores de MNBU (n) su�cientemente grandes (pequeños). En cambio, si no

se obtienen valores de MNBU (n) su�cientemente grandes (pequeños) no existe evidencia

que permita rechazar la hipótesis nula, por lo que se considera que la variable aleatoria

es exponencial.

A partir del estadístico MNBU (n), se obtiene uno nuevo que hace que bajo la hipótesis

nula no intervenga el parámetro y que el test sea invariante por cambio escala, realizando

la siguiente modi�cación:

M∗NBU (n) =
MNBU (n)

X
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Análogamente al estudio realizado para M∗IFR (X), en las siguientes secciones veremos

cuál es la distribución exacta y asintótica bajo la hipótesis nula de este estadístico, que

permiten realizar el análisis de para qué valores de M∗NBU (n) se debe rechazar H0.

3.2.1. Distribución exacta de M*
NBU

(n)

En este sección se obtiene la expresión de la distribución exacta de M∗NBU (n) bajo H0,

es decir, tomando la hipótesis nula de exponencialidad como cierta. Como consecuencia

de que el test es invariante en escala, se puede asumir sin pérdida de generalidad que X

sigue la distribución exponencial con λ = 1/2.

En el siguiente lema se expresa MNBU (n) como combinación lineal de los espacios

normalizados Dl dados en (1.6), lo que permite aplicar el Teorema 1.2 para hallar su

distribución exacta.

Lema 3.1

MNBU (n) =
1

n

n∑
l=1

el,nDl, (3.6)

donde ek,n ≡
2∑
l=0

(−1)l · wl ·
(
k

n

)l
, con w2 ≡ 1, w1 ≡

1

6n2
+

3

2n
+

4

3
y w0 ≡

1

6n3
+

2

3n2

+
5

6n
+

1

3
, para ei,n 6= ej,n, para todo i 6= j, con n dado.

Demostración. Se puede escribir (3.5) en función de los espaciamientos normalizados

Dl de�nidos en (1.6) como:

MNBU (n) =
1

n

n−1∑
i=1

(
1− i

n

)2
[

n∑
l=1

n− l + 1

n2
Dl −

n∑
l=i+1

n− l + 1

(n− i)2
Dl

]
=

1

n3
(Ψ1 −Ψ2) ,

(3.7)

donde

Ψ1 =
n−1∑
i=1

n∑
l=1

(n− i)2(n− l + 1)

n2
Dl

y

Ψ2 =
n−1∑
i=1

n∑
l=i+1

(n− l + 1)Dl,

y cambiando los límites de los sumatorios que aparecen en la expresión de Ψ1 se tiene

que:
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Ψ1 =
1

n2

n∑
l=1

n−1∑
i=1

(n− i)2(n− l + 1)Dl =
1

n2

n∑
l=1

(n− l + 1)Dl

n−1∑
i=1

(n2 − 2ni+ i2).

Aplicando (2.10) se obtiene que:

Ψ1 =
1

n2

n∑
l=1

(n− l + 1)Dl

(
n2(n− 1)− 2n

n(n− 1)

2
+
n(n− 1)(2(n− 1) + 1)

6

)

=
1

6n

n∑
l=1

(n− l + 1)(n− 1)(2n− 1)Dl.

(3.8)

Realizamos un proceso análogo con Ψ2 para obtener una expresión similar:

Ψ2 =
n−1∑
i=1

n∑
l=i+1

(n− l + 1)Dl =
n∑
l=2

(l − 1)(n− l + 1)Dl

=
1

6n

n∑
l=1

6n(l − 1)(n− l + 1)Dl,

(3.9)

y restando (3.8) y (3.9) se obtiene que:

Ψ1 −Ψ2 =
1

6n

n∑
l=1

(2n3 + 5n2 + 4n− 8n2l + 6nl2 − 9nl − l + 1)Dl. (3.10)

Sustituyendo (3.10) en (3.7), se tiene que:

MNBU (n) =
1

6n4

n∑
l=1

(2n3 + 5n2 + 4n− 8n2l + 6nl2 − 9nl − l + 1)Dl =
1

n

n∑
l=1

el,nDl,

donde

el,n =

(
l

n

)2

−
(

1

6n2
+

3

2n
+

4

3

)(
l

n

)
+

1

6n3
+

2

3n2
+

5

6n
+

1

3
. (3.11)

�

Para conseguir que bajo la hipótesis nula el parámetro de la distribución exponencial

no sea determinante y que el test sea invariante por cambio de escala, se modi�ca (3.6)

de la siguiente manera, obteniéndose así la expresión de M∗NBU (n):

M∗NBU (n) =

n∑
l=1

el,nDl

n∑
l=1

Dl

. (3.12)
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La expresión de la distribución exacta del estadístico se determina en el siguiente

resultado:

Proposición 3.1 La distribución exacta del estadístico M∗
NBU

(n) bajo la hipótesis nula

es:

Pr{M∗
NBU

(n) ≤ x} = 1−
n∑
i=1

n∏
j=1,j 6=i

ei,n − x
ei,n − ej,n

· I(x < ei,n),

donde ek,n ≡
2∑
l=0

(−1)l · wl ·
(
k

n

)l
, con w2 ≡ 1, w1 ≡

1

6n2
+

3

2n
+

4

3
y w0 ≡

1

6n3
+

2

3n2

+
5

6n
+

1

3
, para ei,n 6= ej,n, para todo i 6= j, con n dado.

Demostración. El resultado se obtiene de (3.12) y el Teorema 1.2. �

3.2.2. Distribución asintótica de M*
NBU

(n)

Para poder estudiar cómo es esta distribución, primero se necesita expresar MNBU (n)

como combinación lineal de una muestra ordenada, lo que se realiza en el siguiente lema,

para poder aplicar el Teorema 1.3 al estadístico y obtener así su distribución asintótica.

Además, en este apartado también se detalla cómo se obtiene la media y varianza de

dicha distribución.

Lema 3.2

MNBU (n) =
1

n

n∑
i=1

εi,n ·X(i), (3.13)

donde εi,n ≡
2∑
l=0

(−1)lwl

(
i

n

)l
, w2 ≡ 3, w1 ≡

14

3
+

2

n
+

1

3n2
, w0 ≡

5

3
+

4

3n
+

5

6n2
+

1

6n3
.

Demostración. Por la expresión de MNBU (n) dada en (3.6) y la de�nición de los

espacios normalizados Dl en (1.6), se tiene que:

MNBU (n) =
1

n

n∑
i=1

[ei,n · (n− i+ 1)− ei+1,n · (n− i)]X(i),

y aplicando (3.11) se puede calcular ei,n(n− i+ 1)− ei+1,n(n− i):
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ei,n(n− i+ 1)− ei+1,n(n− i) =

[
(n− i+ 1) ·

(
i

n

)2

− (n− i) ·
(
i+ 1

n

)2
]

−
(

1

6n2
+

3

2n
+

4

3

)[
(n− i+ 1) · i

n
− (n− i) · i+ 1

n

]

+

(
1

6n3
+

2

3n2
+

5

6n
+

1

3

)
[(n− i+ 1)− (n− i)]

=
i2 − (n− i)(2i+ 1)

n2
−
(

1

6n2
+

3

2n
+

4

3

)(
2i

n
− 1

)
+

1

6n3
+

2

3n2
+

5

6n
+

1

3

=
3i2

n2
− i

3n3
− 2i

n2
− 14i

3n
+

1

6n3
+

5

6n2
+

4

3n
+

5

3

= 3

(
i

n

)2

−
(

1

3n2
+

2

n
+

14

3

)
i

n
+

1

6n3
+

5

6n2
+

4

3n
+

5

3
.

�

Por (3.13), el estadístico MNBU (n) puede ser expresado como combinación lineal de

una muestra ordenada, por lo que se le puede aplicar el Teorema 1.3 teniendo entonces

que:

√
n ·
(
MNBU (n)− µ(J, FX)

σ(J, FX)

)
L−→ N(0, 1) cuando n→∞.

De igual manera, se puede aplicar el Teorema 1.4 al estadístico M∗NBU (n) obteniéndose

que:

√
n ·
(
M∗NBU (n)− µ(J, FX)

E [X]

)
L−→ N

(
0,
σ2(J∗, FX)

E [X]2

)
cuando n→∞,

donde J∗(u) = J(u)− µ(J, FX)

E [X]
cuando n→∞.

En la siguiente proposición se obtienen los valores de µ(J, FX) y σ2(J, FX) bajo H0, es

decir, tomando como cierta la hipótesis nula de que X sigue la distribución exponencial.

Puesto que el test es invariante por cambio de escala, se puede suponer sin pérdida de

generalidad que X es exponencial de parámetro λ = 1.
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Proposición 3.2 Si se tiene que:

• FX(t) = 1− exp(−t), t > 0. (3.14)

• J(u) = 3u2 − 14

3
u+

5

3
. (3.15)

Entonces:

µ(J, FX) = 0, σ2(J, FX) =
2

135
.

Demostración. El cálculo de µ(J, FX) se realiza utilizando (2.24), para lo que se

debe obtener previamente wr,p. Por la expresión que tiene J(u), se pueden identi�car los

aj como:

a0 =
5

3
, a1 = −14

3
, a2 = 3,

y efectuando el cálculo de wr,p se obtiene que:

w2,0 = (−1)0

2∑
j=0

(
j

0

)
aj =

5

3
− 14

3
+ 3 = 0,

w2,1 = (−1)
2∑
j=1

(
j

1

)
aj = (−1) ·

(
−14

3
+ 6

)
= −4

3
,

w2,2 = (−1)2

2∑
j=2

(
j

2

)
aj = 3.

(3.16)

Sustituyendo (3.14) y (3.16) en (2.24), se puede calcular µ(J, FX):

µ(J, FX) =
2∑
p=0

w2,p

p+ 1

∫ ∞
0

(exp(−t))p+1 dt = −4

6

∫ ∞
0

exp(−2t) dt+
3

3

∫ ∞
0

exp(−3t) dt

=
1

3
exp(−2t)

∣∣∣∣∞
0

−1

3
exp(−3t)

∣∣∣∣∞
0

= −1

3
+

1

3
= 0.

Sustituyendo (3.14) y (3.15) en la segunda integral de (2.26), se tiene que:∫ ∞
s

J (FX(t))FX(t)dt =

∫ ∞
s

[
3(1− exp(−t))2 − 14

3
(1− exp(−t)) +

5

3

]
· (exp(−t)) dt,
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integral que se resuelve por cambio de variable, obteniéndose que:∫ ∞
s

J (FX(t))FX(t)dt =

∫ 1

1−exp(−s)

(
3u2 − 14

3
u+

5

3

)
du

=
1

3
− (1− exp(−s))3 +

7

3
(1− exp(−s))2 − 5

3
(1− exp(−s)) = exp(−3s)− 2

3
exp(−2s),

y sustituyendo este resultado en (2.26) se tiene que:

σ2 (J, FX) = 2

∫ ∞
0

[
3(1− exp(−s))2 − 14

3
(1− exp(−s)) +

5

3

]
· (1− exp(−s))

·
[
exp(−3s)− 2

3
exp(−2s)

]
ds = 2

∫ ∞
0

[
3(1− exp(−s))3 − 14

3
(1− exp(−s))2

+
5

3
(1− exp(−s))

]
·
[
exp(−2s)− 2

3
exp(−s)

]
· exp(−s) ds,

integral que se resuelve también por cambio de variable, dando como resultado:

σ2 (J, FX) = 2

∫ 1

0

(
3u3 − 14

3
u2 +

5

3
u

)
·
[
(1− u)2 − 2

3
(1− u)

]
du

= 2

[
3

∫ 1

0

u3(1− u)2du− 14

3

∫ 1

0

u2(1− u)2du+
5

3

∫ 1

0

u(1− u)2du

−2

3

(
3

∫ 1

0

u3(1− u)du− 14

3

∫ 1

0

u2(1− u)du+
5

3

∫ 1

0

u(1− u)du

)]
.

Estas integrales son del tipo (2.27), por que utilizando dicha expresión se tiene que:

σ2 (J, FX) =
2

135
.

�

Para un n su�cientemente grande, en el contraste de hipótesis dado en (3.1) se rechaza

la hipótesis nula de que X sea exponencial cuando:

√
n · 135

2
· M∗NBU (n) < zα ó

√
n · 135

2
· M∗NBU (n) > z1−α. (3.17)
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3.2.3. Consistencia

En el siguiente teorema se prueba que MNBU (n) = µ(J, FX), demostrando así que el

test es consistente.

Teorema 3.1 Sea X una variable aleatoria con media �nita, entonces para J(u) con la

misma forma que en (3.15) se tiene que:

MNBU (X) = µ(J, FX).

Demostración. En primer lugar, destacar que en el desarrollo de algunas integrales

por partes de la demostración es necesaria la condición lim
x→∞

x ·F (x) = 0, la cual es cierta

al ser la media de X �nita.

Se puede reescribir MNBU (X) como:

MNBU (X) =

∫ ∞
0

F
2

X(t)· MST (Xt, X) dFX(t)

=

∫ ∞
0

F
2

X(t)

(∫ ∞
0

F
2

X(u)du−
∫ ∞

0

(
FX(u+ t)

FX(t)

)2

du

)
dFX(t)

=

∫ ∞
0

F
2

X(t)

∫ ∞
0

F
2

X(u)du dFX(t)−
∫ ∞

0

F
2

X(t) ·
∫∞
t
F

2

X(u)du

F
2

X(t)
dFX(t)

=

∫ ∞
0

F
2

X(t)

∫ ∞
0

F
2

X(u)du dFX(t)−
∫ ∞

0

∫ ∞
t

F
2

X(u)du dFX(t). (3.18)

Aplicando (2.30), se tiene que:∫ ∞
0

F
2

X(t)

∫ ∞
0

F
2

X(u)du dFX(t) =
1

3

∫ ∞
0

F
2

X(t) dFX(t) =
δ2(X)

3
, (3.19)

y por (2.31):∫ ∞
0

∫ ∞
t

F
2

X(u)du dFX(t) =

∫ ∞
0

F
2

X(t)dt−
∫ ∞

0

F
3

X(t)dt = δ2(X)− δ3(X). (3.20)

Sustituyendo (3.19) y (3.20) en (3.18), se obtiene que:

MNBU (X) =
δ2(X)

3
− (δ2(X)− δ3(X)) = −2

3
δ2(X) + δ3(X).

Por otro lado, teniendo en cuenta (3.16) también se tiene que:

µ(J, FX) =
2∑
p=0

w2,p

p+ 1

∫ ∞
0

F
p+1
X (t)dt = −4

6

∫ ∞
0

F
2
X(t)dt+

3

3

∫ ∞
0

F
3
X(t)dt = −2

3
δ2(X) + δ3(X).

�



Capítulo 4

Aplicaciones a conjuntos de datos de

�abilidad y supervivencia

4.1. Introducción

En este capítulo se aplican los tests tratados teóricamente a lo largo de la memoria a

tres conjuntos de datos, extraídos de Barlow y Campo (1975), Bryson y Siddiqui (1969) y

Davis (1952), con el objetivo de determinar a qué distribución o clase de envejecimiento

de las que se han visto en el trabajo pertenecen las muestras.

Comenzamos obteniendo la TTT-grá�ca, cuyo comportamiento permitirá anticipar el

resultado de los tests. En la sección 1.2.2. vimos la caracterización basada en la TTT-

grá�ca, por la que podemos considerar que la muestra pertenece a la clase IFR (DFR) si

su TTT-grá�ca es aproximadamente cóncava (convexa).

Tras analizar la TTT-grá�ca e interpretarla, obtenemos los estadísticos M∗IFR (n), A2 y

M∗NBU (n). A partir de estos estadísticos obtenemos los p-valores exactos cuando el tamaño

muestral es pequeño, como en el caso 2, utilizando las expresiones que aparecen en las

proposiciones 2.1, 2.3 y 3.1, y los p-valores aproximados cuando el tamaño muestral es

grande, como en los casos 1 y 3, a partir de las expresiones dadas en (2.28), (2.48) y (3.17).

Estos p-valores servirán de evidencia para establecer conclusiones.

En la última sección del capítulo se detallan los tres conjuntos de datos seleccionados,

así como el código utilizado en R para obtener la TTT-grá�ca, los estadísticos para el

contraste y los p-valores exactos y aproximados.

49
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4.2. Caso 1

Se trata de una muestra de n = 107 observaciones del tiempo de vida del freno trasero

derecho de un tractor Caterpillar, extraída de Barlow y Campo (1975). La TTT-grá�ca

de la muestra es:

Como se puede observar, la TTT-grá�ca es cóncava, por lo que según la caracterización

basada en la TTT-grá�ca tratada en la sección 1.2.2. podemos considerar que la muestra

pertenece a la clase de envejecimiento IFR y, por el Corolario 1.1, también es de la

clase NBU. Para hallar más evidencia obtenemos los estadísticos a partir de los cuales

realizamos los contrastes, que en este caso son:

M∗IFR (n) = 0.006172296, A2 = 518427.5 y M∗NBU (n) = 0.06540738.

Para el estadístico M∗IFR (n), se tiene que:

•
√
n · 83610

23
· M∗IFR (n) = 3.849496.

• El p-valor aproximado es 0.039876.

La conclusión depende del nivel de signi�cación α. Si tomamos α = 0.05, entonces se

rechaza la hipótesis nula de exponencialidad y se considera que se tiene evidencia de que

la muestra pertenece a la clase de envejecimiento IFR pero no es exponencial, mientras

que si tomamos α = 0.01, no tenemos evidencia para rechazar la hipótesis nula.

Para el estadístico A2, se tiene que:

•
√

7560

n7
· A2 = 3.557179.
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• El p-valor aproximado es 0.0001874294.

Para cualquier nivel de signi�cación razonable se rechaza la hipótesis nula y se concluye

que la muestra es de la clase IFR pero no sigue la distribución exponencial.

Para el estadístico M∗NBU (n), se tiene que:

•
√
n · 135

2
· M∗NBU (n) = 5.558665.

• El p-valor aproximado es 0.00045597.

Para todo nivel de signi�cación razonable se rechaza la hipótesis nula y se concluye

que la muestra pertenece a la clase NBU pero no es exponencial.

4.3. Caso 2

Tenemos una muestra de n = 43 observaciones del tiempo de vida de pacientes que

sufren leucemia granulocítica crónica, tomando como t = 0 la fecha de diagnóstico, y que

ha sido extraída de Bryson y Siddiqui (1969). Su TTT-grá�ca es:

Podemos apreciar que la TTT-grá�ca no es ni aproximadamente cóncava ni apro-

ximadamente convexa, por lo que no podemos utilizar la caracterización basada en la

TTT-grá�ca. La proximidad con la recta x = y hace pensar que la muestra sigue una

distribución exponencial. Los estadísticos utilizados para realizar los contrastes son:

M∗IFR (n) = 0.002823365, A2 = 6468.92 y M∗NBU (n) = 0.02269596.



52 Trabajo de �n de Máster

Para el estadístico M∗IFR (n), se tiene que:

•
√
n · 83610

23
· M∗IFR (n) = 1.116263.

• El p-valor exacto es 0.1228174.

Para el estadístico A2, se tiene que:

•
√

7560

n7
· A2 = 1.07883.

• El p-valor exacto es 0.1641381.

Para el estadístico M∗NBU (n), se tiene que:

•
√
n · 135

2
· M∗NBU (n) = 1.222741.

• El p-valor exacto es 0.1002354.

La conclusión obtenida es la misma en todos los casos: Para cualquier nivel de signi-

�cación razonable no se tiene evidencia su�ciente para rechazar la hipótesis nula, por lo

que consideramos que la muestra sigue la distribución exponencial.

4.4. Caso 3

Se trata de una muestra de n = 417 observaciones del tiempo de vida medido en horas

de lámparas incandescentes internamente esmeriladas de 40 vatios y 110 voltios, obtenida

de Davis (1952). Su TTT-grá�ca es:
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Como se puede observar, la TTT-grá�ca es cóncava, por lo que por la caracterización

basada en la TTT-grá�ca podemos considerar que la muestra pertenece a la clase de

envejecimiento IFR. Los estadísticos de contraste en este caso son:

M∗IFR (n) = 0.005159569, A2 = 90766086 y M∗NBU (n) = 0.2484775.

Para el estadístico M∗IFR (n), se tiene que:

•
√
n · 83610

23
· M∗IFR (n) = 6.352529.

• El p-valor aproximado es 0.000048.

Para el estadístico A2, se tiene que:

•
√

7560

n7
· A2 = 5.329768.

• El p-valor aproximado es 0.001649.

Por tanto, en ambos casos para cualquier nivel de signi�cación razonable podemos

rechazar la hipótesis nula de exponencialidad y considerar que la muestra pertenece a la

clase IFR pero no es exponencial.

Para el estadístico M∗NBU (n), se tiene que:

•
√
n · 135

2
· M∗NBU (n) = 41.6876.

• El p-valor aproximado es 0.0000.

En consecuencia, para todo nivel de signi�cación se puede rechazar la hipótesis nula

y se puede considerar que hay evidencia de que la muestra pertenece a la clase NBU pero

no sigue la distribución exponencial.

4.5. Código de R

En esta sección se muestra el código utilizado en R para la realización de la parte

práctica de la memoria, exponiendo los conjuntos de datos utilizados y las funciones

programadas para la obtención de los estadísticos y de los p-valores exactos y aproximados.

Los vectores de datos utilizados han sido:
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Para obtener la TTT-grá�ca, se ha utilizado la siguiente función:

Para el cálculo de los estadísticos, se han utilizado las siguientes funciones:
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Los p-valores exactos se han obtenido utilizando las siguientes funciones:
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Los p-valores aproximados se han obtenido con los siguientes comandos:

donde X es el conjunto de datos utilizado en cada caso y n es el tamaño muestral.
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