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Introduction

The Modular Isomorphism Problem ask if, given a modular group algebra F,[G], where F),
is the field with p elements and G is a finite p-group, the isomorphism class of the group G is
determined by the isomorphism class of the algebra F,[G], in the following sense: if H is another
group such that F,[G] is isomorphic to F,[H], then G must be isomorphic to H. This problem,
open for more than sixty years, is the only classic variant of the Isomorphism Problem for group
algebras for which there still exist expectations about a general affirmative answer, though at this
moment any sort of solution, positive or negative, still seems to be a far perspective. Even if the
answer came to be negative, one could always restate the problem as the question: under which
circumstances is a group G determined by its modular group algebra [F,,[G]? Or, alternatively, how
much information about the group G does the group algebra F,[G] provide?

In this context, we have settled as purpose of the present work, and as a kind of introduction
to the study of the problem, to give a non-exhaustive list of the main invariants of a p-group
G determined by its modular group algebra, including almost every elaboration needed to prove
that they are indeed determined, assuming only an elementary knowledge of the matter. This
results (which extend over the whole Chapter [4]) can be found disseminated in the bibliography
on the problem, and to the best of our knowledge they had not been approached until now in a
comprehensive way in a sole document (with the exception of several relevant surveys, which, as
such, do not include the majority of the proofs).

This approach, consisting in searching and classifying invariants of G determined by F,[G], has
proven its worth, playing an indispensable role in the majority of the positive partial solutions
known nowadays for the Modular Isomorphism Problem; nevertheless, generally the knowledge
of this invariants does not suffice, and other and more specific ones are required, relying on the
specific structure of the groups of the considered class. We will restrict our study to the first ones:
this reduction of contents is justified, in an obvious way, by the impossibility of collecting in a
work such as this every existing result on the subject; and the selecction of those, by their wider
generality and by the fact that, from our point of view, they seem to be more likely to play a
relevant role in future results about the Modular Isomorphism Problem than the second ones, even
though we do not discard at all that the techniques used to prove those, or generalizations of them,
could gain further relevance.

If, on the contrary, one searches for a counterexample (i.e., a pair of finite p-groups G and
H such that G 2 H but F,[G] = Fp[H]) it is clear that the utility of these invariants, just as
the identification of the classes for which the problem has positive answer (and, therefore of every
known result), is reduced to provide an easy form to dismiss possible candidates to counterexample.

Regarding to the structure of the present work, in the first chapter all the group-theoretical
notions and properties that will become relevant in the main results of our work and in their
proofs are presented, assuming only elementary knowledge of the matter. Firstly, nilpotent groups
are defined, by means of the lower central series and the upper central series, and several properties
of those are described. In particular, we consider the class of finite p-groups, and study a few of their
properties. It is also described the Frattini subgroup of an arbitrary group (which is defined as the
intersection of all the maximal subgroups, constituting a sort of analogue in Group Theory to the
Jacobson Radical), and its alternative characterization as the subgroup made up of all the elements
that “are dispensable as generators of the group”. It is also presented an explicit characterization
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VI INTRODUCTION

of this subgroup for finite p-groups.

On the other hand, we introduce the so called commutator collection process, a group-theoretical
technique used in the proofs of the well-known Hall-Petresco Formula and of Dark’s Theorem,
among other results. Next, we consider the notion of IV,-serie, and by way of example we define
the Brauer-Jennings-Zassenhauss series, or simply M-series, relative to the prime p by

Mpa(G) =G, and  Myn(G) = (G, Mypn1(G)) - My i(G)P) for n > 1,

i being the least integer such that ip > n, and H™ denoting the subgroup of H generated by the
elements of the form A", with h € H; for each group H and each integer n. This series will turn
out to be essential in the study of group algebras of p-groups over fields with characteristic p, and
therefore in the study of the Modular Isomorphism Problem. It is also defined the Lazard series
{L,n(G)} using the terms of the lower central series. The results obtained from the commutator
collection process allow us to state a first relation between the former series: concretely, they allow
us to settle the inclusion £, ,,(G) € M, ,,(G) for each integer n > 0, and each prime number p. In
fact, the reverse inclusion is also true, but its proof will not be performed until the third chapter.

Chapter [2] still of introductory nature, starts with the definition of group algebra K[G] of a
group G with coefficients in a field K. Some properties of its elements are presented too, with
special attention to the ones in the center and in the subspace of the Lie commutators. It is of
outstanding relevance the role of the so-called augmentation ideal of K[G], denoted Augy (G). The
presentation of these algebras concludes with the introduction of the group of units, and the group
of normalized units of K[G]. At this point, we will be in a position to give an suitable introduction
to the Modular Isomorphism Problem, presenting it in the context of the Isomorphism Problem
and describing some of its variants.

In the third chapter, which, along with the fourth one, constitutes the kernel of our work, the
structure of groups algebras of p-groups over fields with characteristic p is studied, the majority
of results in that regard being due originally to S.A. Jennings. Concretely, if K[G] is one of such
algebras, we proof the equality of the augmentation ideal of K[G] with its Jacobson Radical; it
is proved that K[G] is a local ring, and explicit descriptions of the group of units and the group
of normalized units are given. Next, we consider the filtration of the augmentation ideal given
by its powers {Augg(G)"}n>1, it is presented the notion of Jennings’ basis (which is a basis of
K|G|] as a K-vector space whose elements are of a determined form, esasily computable from the
group basis G; moreover, a weight is assigned to each one of them), and it is proved that each
one of these bases is adapted to the former filtration, i.e., the elements of the basis with weight
t > 0 generate Augy (G)'/ Augy (G)*! as a K-vector space. Moreover, the relation between the
adapted filtrations of the augmentation ideal and the Nj-series of G is established (one can obtain
an Np-series from an adapted filtration, and vice versa); it is of special interest the fact that the Np-
series associated to the filtration {Augy (G)"},>1, the so-called series of the dimension subgroups,
coincides with both the Brauer-Jennings-Zassenhauss series and the Lazard series, which proves
the equality announced in chapter one. This is one more evidence of the uselfulness of group rings
in Group Theory, since this proof uses the group algebra to establish a purely group-theoretical
property.

The groups of units and of normalized units of K |G| are studied too, obtaining for the later
a system of generators from a Jennings’ basis. In the last section of the chapter we focus, in
particular, in group algebras over the field of p elements IF,: a few arithmetic results and properties
regarding to augmentation ideal and some of its subrings (without one) are presented. The chapter
concludes with the definition of the Zassenhauss ideals (using the so-called Lie powers of the
augmentation ideal), and obtaining an easier to handle characterization for them. These ideals
play a fundamental role in the majority of results regarding to the quotients of the M-serie of
Brauer-Jennings-Zassenhaus (specially in the work of S.K. Sehgal), which are elaborated in the
next chapter.

Finally, in Chapter [ the whole theoretical apparatus elaborated in the former chapter is applied
to find invariants of G determined by the group algebra K[G], G being an arbitrary finite p-group,
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and K a field with characteristic p. In fact, we manage to give in-depth proofs of the fact that the
followings invariants of G' are determined by K[G]:

The exponent of G.
The isomorphism class of the factor groups M, ,(G)/Mpn+1(G), for n > 1.

The isomorphism class of the factor groups My, ,(G")/ My n+1(G’), for n > 1.

The isomorphism class of Z(G).
The isomorphism class of G’, provided that G is metabelian.

)
)
)
(1v) The isomorphism class of G/G'.
)
)
) The minimum number of generators of G and of G'.
)

The nilpotency class of G, provided that at least one the following conditions holds:

a) the exponent of G is p;
b) G’ is cyclic;

c¢) the nilpotency class of G is at most 2.

If, in addition, we assume that K is the field F, with p elements, it is proved that the following
invariants are determined by F,[G]:

The isomorphism class of the factor groups My, ,(G)/ M, n42(G), for n > 1.

The isomorphism class of the factor groups M, ,(G)/ My 2n+1(G), for n > 1.

)
)
(x11) The isomorphism class of the factor group G/ M, 4(G).
) The nilpotency class of G, provided that G’ is elementary-abelian.
)

The isomorphism class of the Sandling quotient G/~2(G)®)y3(G), where ~;(G) denotes the
i-th term of the lower central series of G.

As a consequence of some of these results trivial to check that the Modular Isomorphism
Problem has an affirmative answer when restricted to the class of abelian groups (in fact, in this
case one can omit the hypothesis K = F,); to the class of p-groups such that the M-series has
length 2; to the class of the p-groups, with p odd, such that the M-series has length 3, and to the
class of the central-elementary-by-abelian groups.

The chapter concludes, aiming at offering a general viewpoint of the current state of the pro-
blem, giving a list of the classes of groups for which the restriction of the Modular Isomorphism
Problem has an affirmative answer, and giving sketchs of the proofs in a few cases in order to
illustrate the role that the presented invariants play. Besides the considered ones, the classes of
finite p-groups for which the isomorphism class of G is known to be determined by its modular
group algebra are the ones composed by:

(1) 2-groups of maximal class;
(11) p-groups with center of index p?;

(111) p-groups of maximal class, with order not greater than pP*! and with a maximal subgroup
which is abelian;

(1v) 2-groups of almost maximal class;

(V) metacyclic p-groups;
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(v1) elementary-abelian-by-cyclic p-groups;

)
(vi1) p-groups with a cyclic subgroup of index p2;
(vin) p-groups with order at most p°;

)

(1X) 2-groups with order at most 26 (by theoretical proofs) y 2-groups with order at most 29 (by
computational proofs).

In fact, for the two first classes in the previous list one can omit the hypothesis K = [, since
it suffices to assume that K is a field of characteristic p. We also present several problems that
are deeply entwined with the Modular Isomorphism Problem, such as the Modular Isomorphism
Problem for Groups of Units, or the Normal Complement Problem for modular group algebras.



Introduccion

El Problema del Isomorfismo Modular plantea si, dada un algebra de grupo modular F,[G],
donde IF,, es el cuerpo de p elementos, y G un p-grupo finito, la clase de isomorfia del grupo G
estd determinada por la del algebra FF,[G], en el sentido siguiente: si H es otro grupo tal que
F,[G] es isomorfo a Fy[H]|, entonces G ha de ser isomorfo a H. Este problema, abierto durante
ya mas de sesenta anos, es la tnica variante cldsica del Problema del Isomorfismo para algebras
de grupo para la que aun existen expectativas de una respuesta positiva general, aunque por el
momento cualquier respuesta, negativa o afirmativa, parece ser aiin una perspectiva lejana. Incluso
si la respuesta llegase a ser negativa, siempre se podria replantear el problema como la cuestién:
ibajo qué condiciones estd un grupo G determinado por su dlgebra de grupo modular F,[G]? O,
alternativamente: jcudnta informacién sobre el grupo G proporciona el dlgebra de grupo F,[G]?

En este contexto, hemos fijado como objetivo del presente trabajo, a modo de introduccién al
estudio del problema, dar una lista no exhaustiva de los principales invariantes de un p-grupo G
determinados por su algebra de grupo modular, incluyendo casi todos los desarrollos necesarios
para demostrar que efectivamente lo estan, partiendo de un nivel elemental. Estos resultados (que
comprenderdn todo el Capitulo [4]) se encuentran, en su mayoria, dispersos por la bibliografia de la
materia, y hasta ahora no abordados de forma cohesionada en un mismo documento (a excepcién
de varios y relevantes surveys, que como tales no incluyen la mayoria de las demostraciones).

Este enfoque, el de buscar y catalogar invariantes de G determinados por F,[G], ha probado su
utilidad, desempenando un papel imprescindible en la mayoria de las soluciones positivas conocidas
a dia de hoy a restricciones del Problema del Isomorfismo Modular a algunas clases de p-grupos
finitos; sin embargo, en general el conocimiento de estos invariantes no es suficiente, y se requieren
otros mas especificos, dependientes de la estructura especifica de los grupos de la clase considerada.
Nos limitaremos al estudio de los primeros: el recorte en los contenidos se justifica de manera
obvia por la imposibilidad de recopilar con detalle en un trabajo como este todos los resultados
existentes sobre el tema; y la eleccién de los mismos, por su mayor generalidad y por el hecho
de que, desde nuestro punto de vista, parece mas probable que representen un papel relevante en
ulteriores resultados sobre el Problema del Isomorfismo que los segundos, aunque en ningin caso
descartamos que las técnicas que dan lugar a éstos, o generalizaciones de las mismas, puedan llegar
a cobrar relevancia.

Si, por contra, uno buscase un contraejemplo (i.e., un par de p-grupos finitos tales que G % H
pero F,[G] = F,[H]), es obvio que la utilidad de estos invariantes, asi como de la identificacién
de clases a las que la restriccién del problema tenga respuesta positiva (y por ende de todos los
resultados existentes), se ve reducida a proporcionar una forma rapida de descartar candidatos a
posible contraejemplo.

En relacion a la estructura del trabajo, en el primer capitulo se presentan todas las nociones
y resultados de Teoria de Grupos que cobren alguna relevancia en los principales resultados del
trabajo y sus demostraciones, asumiendo sélo conocimientos elementales de la materia. Se comienza
definiendo la clase de los grupos nilpotentes, presentando para ello las series centrales inferior y
superior, y describiendo algunas propiedades de los mismos. En particular, se considera la clase
de los p-grupos finitos, y se dan algunos resultados basicos. También se describe el subgrupo
de Frattini de un grupo arbitrario (que se define como la interseccién de todos los subgrupos
maximales, constituyendo asi una suerte de andlogo en Teoria de Grupos al ideal de Jacobson),
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y su caracterizacion alternativa como subgrupo conformado por todos los elementos que “son

prescindibles a la hora de generar el grupo”. También se da una caracterizacién explicita de este
subgrupo en p-grupos finitos.

Por otro lado, se introduce el llamado método de agrupacién de conmutadores, una técnica
(también enmarcada dentro de la Teoria de Grupos) que nos permite, entre otros resultados,
demostrar la conocida Férmula de Hall-Petresco, asi como el Teorema de Dark. A continuacién
se define nocién de N-serie, y como ejemplo se considera la serie Brauer-Jennings-Zassenhauss, o
M-serie, relativa al primo p, que se define recursivamente mediante

M,1(G) =G, v Mpa(G) = (G, My, 1(G) - My (G)P paran > 1,

siendo 7 el menor entero tal que ip > n, y denotando por H (n) a1 subgrupo de H generado por todos
los elementos de la forma h"™, con h € H; para cada grupo H y cada entero n. Esta serie resultara
ser fundamental en el estudio de dlgebras de grupo de p-grupos sobre cuerpos de caracteristica p,
y por tanto en el del Problema del Isomorfismo Modular. También se define la serie de Lazard
{£,,(G)} a partir de los términos de la serie central inferior. Los resultados obtenidos a partir
del método de agrupacion de conmutadores nos permiten establecer una primera relacion entre
las dos series anteriores: concretamente, permiten establecer la inclusién £, ,(G) € M), ,(G) para
cada entero n > 0, y cada primo p. De hecho, la inclusién reciproca también es cierta, pero no
abordamos su demostracién hasta el capitulo tercero.

En el Capitulo 2, ain de naturaleza introductoria, se define el concepto de dlgebra de grupo
K[G], donde K y G son, respectivamente, un cuerpo y un grupo arbitrarios. También se dan algunas
propiedades de sus elementos, destacandose los del centro y los del subespacio de los conmutadores
de Lie. Es especialmente notable el papel del llamado ideal de aumento de K[G], que denotamos
por Aug (G). Se completa la presentacién de estas dlgebras de grupo introduciendo el grupo de
unidades, y el grupo de unidades normalizadas. Estaremos ya en este punto en condiciones de dar
una introduccién adecuada al Problema del Isomorfismo Modular, presentiandolo en el contexto
del Problema del Isomorfismo y dando algunas variantes de mismo.

En el tercer capitulo, que junto con el cuarto constituye el nicleo de nuestro trabajo, se estudia
la estructura de las dlgebras de grupo de p-grupos finitos sobre cuerpos de caracteristica p, estudio,
en su mayor parte, desarrollado originariamente por S.A. Jennings. Mas concretamente, denotando
por K[G] a una de estas algebras, se identifica el ideal de aumento con el ideal de Jacobson, se
deduce que K[G] es un anillo local, y se identifican explicitamente el grupo de unidades y el de
unidades normalizadas. A continuacién, se presenta la filtracién del ideal de aumento dada por sus
potencias {Augy (G)" }n>1, se introduce la nocién de base de Jennings (que serd una base de K[G]
como K-espacio vectorial, cuyos elementos son de determinada forma obtenida facilmente a partir
del grupo base G; ademads, a cada uno de estos elementos se le asigna un peso), y se prueba que
cada una de estas bases es adaptada a la filtracién anterior, i.e., que los elementos de cada peso
t > 0 generan Augy (G)!/ Augy (G)™*! como K-espacio vectorial. Adem4s, también se establece
la relacién existente entre las filtraciones adaptadas del ideal de aumento y las Nj-series de G (a
partir de una Np-serie puede construirse una filtraciéon adaptada, y viceversa), destacdindose que la
N)-serie asociada a la filtracién {Augy (G)"}n>1, que recibe el nombre de serie de los subgrupos de
dimension, coincide tanto con la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus como con la serie de Lazard,
demostrandose asi la igualdad anunciada en el primer capitulo. Esta es una muestra més de la
utilidad de los anillos de grupo en Teoria de Grupos, pues esta demostracién utiliza el adlgebra de
grupo para probar una propiedad puramente de grupos.

Se estudia también el grupo de unidades y el grupo de unidades normalizadas de K[G], cons-
truyendo para el dltimo de ellos un sistema de generadores a partir de una base de Jennings. En
la ultima seccién del capitulo se estudian, en particular, las algebras de grupo sobre el cuerpo de
p elementos F,: se presentan algunos resultados aritméticos, y algunas propiedades relativas al
ideal de aumento, y a varios de sus subanillos (sin uno). Se completa el capitulo con la definicién
de los ideales de Zassenhauss (a partir de las llamadas potencias de Lie del ideal de aumento), y
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obteniendo una caracterizacion mucho més manejable de los mismos. Estos ideales desempenan
un papel fundamental en la mayoria de los resultados relativos a los cocientes de la M-serie de
Brauer-Jennings-Zassenhaus (especialmente en el trabajo de S.K. Sehgal), que se desarrollan en el
capitulo siguiente.

Finalmente, en el Capitulo [4] se aplica todo el aparato tedrico desarrollado el Capitulo [3] para
encontrar invariantes de G' determinados por el dlgebra de grupo K[G], siendo G un p-grupo finito
arbitrario y K un cuerpo de caracteristica p. De hecho, se consigue dar demostraciones detalladas
de que los siguientes invariantes de G estdn determinados por K[G]:

(1) El exponente de G.
La clase de isomorfia de los grupos cociente M, ,(G)/ My n+1(G), para n > 1.
La clase de isomorfia de los grupos cociente My, ,(G')/ My n+1(G’), para n > 1.

La clase de isomorfia de G/G".

La clase de isomorfia de G’, si G es metabeliano.

)
)
)
(v) La clase de isomorfia de Z(G).
)
) El minimo ntimero de generadores de G y de G'.
)

La clase de nilpotencia de G, supuesta alguna de las siguientes condiciones:

a) el exponente de G es p;
b) G’ es ciclico;

¢) la clase de nilpotencia de G es a lo sumo 2.

Si ademds asumimos que K es el cuerpo de p elementos F,, se demuestra que estdn determinados
por [F,[G] los invariantes:

La clase de isomorfia de los grupos cociente M, ,(G)/ My n+2(G), para n > 1.

La clase de isomorfia de los grupos cociente My, ,(G)/Mp on+1(G), para n > 1.

)
)
(x11) La clase de isomorfia del grupo cociente G/ My 4(G).
) La clase de nilpotencia de G, si G’ es abeliano elemental.
)

La clase de isomorffa del cociente de Sandling G/v2(G)®)~3(G), donde ~;(G) denota al i-
ésimo término de la serie central inferior de G.

Conociendo estos invariantes, es inmediato que el Problema del Isomorfismo Modular tiene res-
puesta positiva si se restringe a la clase de los grupos abelianos (de hecho, en este caso podemos
omitir la hipétesis K = F); a la de los p-grupos tales que la M-serie tiene longitud 2; a la de
los p-grupos, con p impar, tales que la M-serie tiene longitud 3; y a la de los p-grupos central-
elemental-por-abeliano.

Completamos el capitulo, con el fin de ofrecer una visién general del estado actual del problema,
dando una lista de las clases de grupos para las que (la restriccién de) el Problema del Isomorfismo
Modular tiene respuesta positiva, y dando esquemas de las demostraciones de unos pocos casos,
para ilustrar el papel que desempenian en tales demostraciones los invariantes encontrados. Ademés
de las ya consideradas, las clases de p-grupos finitos para las que la clase de isomorfia de G se sabe
determinada por su algebra de grupo modular son las de los:

(1) 2-grupos de clase maximal;

(11) p-grupos con centro de indice p?;
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(111) p-grupos de clase maximal, orden no mayor que pP*! y con un subgrupo maximal abeliano;
(1v) 2-grupos de clase casi maximal;

(V) p-grupos metaciclicos;

(VII) p-grupos con un subgrupo ciclico de indice p?;

)
)
)
(V1) p-grupos abeliano-elemental-por-ciclico;
)
(viir) p-grupos de orden a lo sumo o

)

(1X) 2-grupos de ordena lo summo 2° (con demostraciones teéricas) y 2-grupos de orden a lo sumo
29 (con demostraciones computacionales).

De hecho, para las dos primeras clases del listado anterior se puede omitir la hipdtesis K = F,,
siendo suficiente asumir que K es un cuerpo de caracteristica p. También se presentan algunos
problemas estrechamente relacionados con el del Isomorfismo Modular, como el Problema del
Isomorfismo Modular para Grupos de Unidades, o el Problema del Complemento Normal para
algebras de grupo modulares.
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Capitulo 1

Preliminares sobre grupos

Dedicamos este primer capitulo a presentar la mayor parte de los resultados de Teoria de
Grupos que desempeiien algiin papel relativamente central en los resultados sobre el Problema del
Isomorfismo Modular que probaremos en este trabajo. Asi, se comienza dando una lista de las
principales clases de grupos (y sobre todo de p-grupos) que intervendrén en resultados ulteriores,
asi como describiendo algunas de sus propiedades. Se concluye el capitulo con la introduccién de
las series de Lazard y Brauer-Jennings-Zassenhaus (tercera seccién), que son fundamentales en
el estudio del problema que nos ocupa, asi como las propiedades de las mismas que se pueden
obtener eficientemente con argumentos puramente de Teoria de Grupos; estos argumentos, a su
vez, se apoyan en resultados obtenidos mediante el llamado método de agrupacion de conmutadores,
que es detallado en la seccién segunda.

La primera seccién recoge resultados variados de [29], [16] y [9], entre otros. Las dos secciones
restantes son, esencialmente, una seleccion de los resultados de Teoria de Grupos del Capitulo 11

de [33].

1.1. Algunas clases de grupos

En todo el texto p denotard, salvo indicacién expresa, un numero natural primo. Asumimos
conocidas las nociones y resultados més bésicos de Teoria de Grupos (e.g., los teoremas de isomor-
fismo, o la nocién de serie de composicién), para las que nos remitimos a [|9] y al primer capitulo
de [29]. Comenzamos enunciando el bien conocido Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos
Finitos.

Teorema 1.1.1 (Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos). Sea G un grupo abeliano finito.
Entonces eziste una unica lista de enteros (my,ma, ..., my), todos mayores que 1, tales que

|G| = mima...my, Y mi|ma| ... |myg,

YyG =Cpy ®Chy @ -+ ® Cy,,, donde cada Cp,; es un subgrupo ciclico de G de orden m;, y ®
denota al producto directo de grupos.

Referencia de la demostracion. Ver Teorema 8.3.1 de [9]. O
Definicién 1.1.2. Sea G un grupo abeliano, y sea (mq,...,my) la lista de enteros dada en el
teorema anterior. Entonces decimos que G es de tipo (my, ..., mg).

Continuamos con el conocido concepto de conmutador:

Definicion 1.1.3. Dados dos elementos x, ¥ en un grupo G, se define el conmutador de x e y como
el elemento (z,7y) = z 'y~ lay € G.
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Definicién 1.1.4. Dados dos subgrupos Hi, Hy de G, denotamos por (Hi, Hy) al subgrupo de G
generado por el subconjunto:

{(hl,hg) : hy € H,hy € HQ}.

En particular, el grupo G’ = (G, G) recibe el nombre de subgrupo conmutador, o subgrupo derivado.

Es casi inmediato observar que:
Lema 1.1.5. Sea G un grupo y N un sugrupo normal de G. Entonces
(1) G’ es un subgrupo normal de G.
(1) G/G' es abeliano.
(111) G/N es abeliano si y solo si G’ C N.

Demostracion. Claramente para cada x,y € G se tiene la identidad zy = yx(z,y). Si z € G,
entonces z(x,y) € G', por lo que esta igualdad prueba que G'y C yG’ para cada y € G, y como
la inclusién opuesta se sigue por simetria, ya tenemos . La misma identidad da que G/G’ es
abeliano, pues para cada x,y € G, los elementos zy = yx(z,y) e yz coinciden en el grupo cociente.
Finalmente, si G’ C N el mismo argumento da que G/N es abeliano; y reciprocamente, si G/N es
abeliano, entonces (z,y) = (zy) 'zy € N para cada z,y € G, por lo que G’ C N.

O

El grupo cociente G/G’ recibe el nombre de abelianizado de G.

Definicion 1.1.6. Un grupo G se dice metabeliano si tiene un subgrupo normal abeliano N tal
que G/N es abeliano.

Observacion 1.1.7. A la luz del Lema se hace evidente que un grupo G es metabeliano si
y sblo si G’ es abeliano. En efecto, si hay un grupo normal N tal que G/N es abeliano, por el
mencionado lema G’ C N, y por tanto G’ es abeliano; la implicacién reciproca es trivial.

De forma similar, se define:
Definicion 1.1.8. Un grupo G se dice metaciclico si tiene un subgrupo normal ciclico N tal que
G/N es ciclico.
Series centrales y grupos nilpotentes

Para definir y estudiar la nociéon de grupo nilpotente necesitaremos considerar ciertas cadenas
de subgrupos, las llamadas serie central inferior y serie central superior:

Definicién 1.1.9. Dado un grupo G, se define la serie central inferior {v,(G)}nen por recursion
natural mediante:

() n(G) =G;
(11) Y41(G) = (7 (G), G), para cada n > 1.

Definicién 1.1.10. Sea G un grupo y {v,(G)}nen su serie central inferior. Decimos que G es
nilpotente si existe un entero ¢ tal que v.+1(G) = {1}. Al menor de tales enteros ¢ se lo denomina
clase de nilpotencia de G,y lo denotaremos por ¢(G).

Recordemos que el centro de un grupo G se define como el subgrupo:
Z(G)={g€ G : gx=uxg para cada x € G}.

Podemos dar entonces la siguiente:
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Definicién 1.1.11. Dado un grupo G, se define la serie central superior (Z,(G))nen por recursion
natural mediante:

(1) Z0(G) = (1);

(1) Z}jégf) = Z(ZnC(JG)), para cada n > 0.

En otras palabras, paran > 1, Z,4 es la imagen inversa de Z(G/Z,(G)) por el homomorfismo
canénico G — G/ Z,(G). Ademés, todo elemento de Z,1(G) es central en G médulo Z,(G), i.e.,

(ZTL+1(G)a G) - Zn(G) (1'1)

Observaciéon 1.1.12. Es claro que ambas series centrales consisten en subgrupos caracteristicos
de G: para la inferior, basta aplicar induccién notando que ¢((g,h)) = (p(g),¢(h)) para cada
g,h € Gy cada automorfismo ¢ de G; para la superior se puede usar también un razonamiento
inductivo, teniendo en cuenta esta vez que el centro de un grupo es un subgrupo caracteristico, y
que los automorfismos de G inducen automorfismos del grupo cociente G/N, siempre que N sea un
subgrupo normal caracteristico. Nétese también que v2(G) = (G, G) = G, y que Z1(G) = Z(G).

Lema 1.1.13. Sean H y N subgrupos de G con N < GG. Entonces para cada entero n tenemos
que Yo (H) € 1 (G) y que 7 (G/N) = 1 (G)N/N.

Si ademds suponemos que G es nilpotente de clase ¢, entonces H y G/N son nilpotentes, con
¢(H) <cyc¢(G/N) < c. Ain més, para cada n < ¢ se tiene que Z,(G) 2 Yer1-n(G), y por tanto
Z.(G) =G.

Demostracion. Probaremos la primera afirmacién por induccion sobre n. Para n = 1 el resultado
se tiene trivialmente, pues se reduce a las aserciones H C G y G/N = GN/N. Supongamos la
afirmacién cierta para n. Entonces, de v,(H) C v,(G) se sigue que

Mr1(H) = (u(H), H) € (1(G), G) = m11(G).

Veamos ahora que vp4+1(G/N) = Yn41(G)N/N. Si denotamos con una barra superior al homomor-

fismo proyeccién -~ : G — G/N, con g — g = gN, serd suficiente probar que 7n+1(éL: Yn+1(G).

Sean y € Gy ¥ € 7,(G). Entonces § € G, y como por hipétesis de induccién v,(G) = 7,(G),
también & € v, (G). Luego

(z,9) = (2,9) € (Wm(G), G) = m+1(G).

Como v,+1(G) estd generado por los conmutadores de la forma (x,y), con z € 7,(G) e y € G, se
concluye que v,+1(G) C Y,41(G). Para ver el reciproco, sean € v,(G), y § € G. Entonces y ha
de tener alguna imagen inversa y € (G, mientras que por la hipdtesis de induccién también Z tiene

alguna imagen inversa x € v, (G). Entonces

(j’g) = (.’E,y) € /yn-&-l(G);

y como el grupo v,—1(G) estd generado por los conmutadores de la forma (Z,y), con T € 7,(G) e
7 € G, se tiene la otra inclusion v,41(G) C v,41(G). Queda asi probada la igualdad entre estos
dos grupos, y por tanto también completo el paso inductivo.

Pasamos ahora a la segunda afirmacion. Supongamos que G es nilpotente de clase c. Entonces
Yet1(G) = (1). Asi, se sigue directamente de la primera afirmacién que tanto H como G/N son
ambos nilpotentes de clase a lo sumo ¢ (pues seria Ye+1(H) C (1), y Ye41(G/N) = (1) N/N = (1)).

Finalmente, probaremos por induccién finita que Z,,(G) 2 Yet1-n(G) paran < c. El cason =0
es trivial por ser ¢(G) = c¢. Supongamos entonces que Z,(G) 2 vYet1-n(G), con n < c. Entonces

(’Yc—n(G)ﬂ G) = fVC-l—l—n(G) - ZN(G)v
y por tanto Y.—n(G) es central en G médulo Z,(G), asi que:

e n(G) Z4(G) G\ Z.n(C)
Z,(G) g‘c‘<zn<0>>‘ .G

y por tanto Y.—n(G) C Z,4+1(G), lo que completa el paso inductivo. En particular, Z.(G) = G. O
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Observacién 1.1.14. En las condiciones del lema anterior, es directo que ¢(G/N) es el menor
entero n tal que v.11(G) € N. En efecto, 7,+1(G/N) = y,+1(G)N/N; el primer grupo es trivial
siy s6lo sin > ¢(G/N), y el segundo es {1} siy sélo si v,4+1(G) C N, de modo que la observacién
se sigue.

Lema 1.1.15. Sea ¢ > 1 un entero y G un grupo. Entoces G es nilpotente de clase ¢ si y sdlo si
Z(G) =Gy Z.1(G) £ G.

Demostracion. En primer lugar, afirmamos que si Z.(G) = G, entonces 7.4+1(G) = {1}, de modo
que ¢(G) < c. En efecto, basta notar Z.(G) = G implica, por la ecuacién (1.1)), que

72(G> = (ZC(G)7G) - Zc—l(G)ﬂ

esto a su vez implica que

73<G) - (Zc—l(G)’ G) - ZC—2(G)7

de modo que repitiendo el razonamiento ¢ — 2 veces mas se llega a que v.41(G) C Z0(G) = {1}.
Podemos ya probar el lema. Si G es nilpotente de clase ¢, por el lema anterior se tiene que
Z.(G) =G,y sifuese Z._1(G) = G la afirmacion inicial nos llevarfa a la contradiccién ¢ = ¢(G) <
¢ — 1. Reciprocamente, si Z.(G) = Gy Z.-1(G) # G la afirmacién da que ¢(G) < ¢, y si la
desigualdad fuese estricta la implicacién directa daria que Z._1(G) = G.
O

Ma3ds adelante necesitaremos de los siguientes lemas auxiliares:

Observacién 1.1.16. Si G es un grupo no trivial, un argumento inductivo sencillo da que ¢(G’) <
¢(G). En efecto, v1(G') = G' = 72(G)., y si suponemos que 7, (G’) C v,4+1(G), entonces

Mm+1(G) = (1(G), G') € (141(G), &) € (141(G), G) = Yn42(G).
Por tanto, si ¢ = ¢(G), entonces 7.(G') C 7.+1(G) = {1}, y nuestra observacion se sigue.

Lema 1.1.17. Sea G un grupo nilpotente cuyos elementos todos tienen orden finito. Si G es
finitamente generado, entonces G es un grupo finito.

Demostracion. Sea G un grupo como en el enunciado; procedemos por induccién sobre ¢ = ¢(G).
Para ¢ = 0,1, G es abeliano, y por tanto |G| < r - s, donde r es el nimero de generadores, y s el
maximo de los érdenes de los elementos de G.

Supongamos entonces ¢ > 2, y sea G = G/7.(G). Entonces, por la primera parte del Lema
1.1.13| se tiene que v.(G) = {1}, y por tanto ¢(G) < ¢ — 1; y como G sigue siendo finitamente
generado y sus elementos tienen orden finito, la hipétesis de induccién garantiza que G es finito.

Pero también por la demostracién del Lema |1.1.15[uno tiene que 7.(G) C Z1(G) = Z(G) asi que

(G: 2(6) < (G 7(G)) = [G] < .

Sea ahora X un transversal de Z(G) en G, que por lo anterior serd finito. Entonces cada
elemento de G es de la forma zz, con z € Z(G) y € X, de donde se sigue facilmente que todos
los conmutadores de G son de la forma (z,y) con z,y € X; esto implica que G’ es finitamente
generado, de modo que (recordando la observacién anterior) por la hipétesis de induccién serd
finito; en consecuencia, también es finito v.(G) C G’. Por tanto,

|Gl = (G :7e(G)) - e(G)] < oo,

el resultado buscado.

Lema 1.1.18. Sea G un grupo nilpotente, y {1} # H < G. Entonces H N Z(G) # {1}.
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Demostracion. Sea ¢ = ¢(G). Como G = Z.,(G), existird algun indice ¢ que sea el menor entero
positivo tal que Z;(G) N H # {1}. Se ve directamente, teniendo en cuenta que H es normal y la

ecuacién , que
(HNZi(G),G) C HNZ;1(G) = {1},

es decir, que el subgrupo H N Z;(G) es central en G, y por tanto H N Z;(G) C H N Z(QG). O

p-grupos finitos

Definiciéon 1.1.19. Sea GG un grupo finito. Decimos que G es un p-grupo finito si el orden de cada
uno de sus elementos es una potencia de p.

En todo lo que sigue emplearemos la siguiente notacién: dado un grupo G, y n > 1 un entero,
denotaremos por
G = (2" . zeq)
al subgrupo generado por las potencias n-ésimas de los elementos de G. Claramente, todos estos
subgrupos son caracteristicos en G.

Proposicion 1.1.20. Sea G un p-grupo abeliano finito. Entonces los 6rdenes de los subgrupos
G"°) | para todo e > 1, determinan la clase de isomorfismo de G en el siguiente sentido: si H es
otro grupo tal que |[H®)| = |G| para cada e > 1, entonces G' = H.

Demostracion. Por ser p-grupo abeliano, el Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Finitos
(ver Teorema nos permite escribir G como un producto directo de grupos ciclicos Cli, digamos
G = @;~,(Cpi)™. Claramente la clase de isomorfismo de G esta determinada por los n;. Ademas,
para cada e > 0, se tiene que

Si llamamos f(e) al entero (dependiente s6lo de los ordenes de los subgrupos considerados) que
verifica

pl(©) = ‘G(pe‘1)|/‘Gpe‘ — pletnesittnm

)

se sigue que f(e) — f(e+ 1) = n. para cada e > 1, y el resultado queda probado.

Usamos la siguiente observacion para fijar notacion:

Observacién 1.1.21. Dado un grupo cualquiera GG, denotaremos por Cl(G) al conjunto de las
clases de conjugacion de G; si dos elementos g, h € G son conjugados escribiremos g ~ h. Si ademas
G es un grupo finito, dado que Cl(G) forma una particién de G, se obtiene la llamada ecuacidn de

clases:
Gl= > |l
CeCl(G)

de la cual se deduce facilmente, teniendo en cuenta que un elemento esta el centro Z(G) si y sélo
si su clase de conjugacién tiene un tnico elemento, la ecuacién

Gcl=1z@+ >, [cl
CeCI(G) : [C]>1
Teorema 1.1.22. Sea G un p-grupo finito no trivial. Entonces Z(G) # {1}.

Demostracion. Sea |G| = p™ para cierto entero positivo n. Si fuese Z(G) = {1}, s6lo habria una
clase de conjugacién con un unico elemento, de modo que la ecuacién de clases seria de la forma:

r=lZ@l+ Y Jel=1+ Y ol

CeCI(G) : [C]>1 CeCI(G) : |C]>1

y como cada |C| > 1 es una potencia de p, se seguiria que p|1, contradiccién. O
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Como consecuencia obtenemos los tres resultados siguientes:
Teorema 1.1.23. Todo p-grupo finito es nilpotente.

Demostracion. Sea G un p-grupo finito. Observemos que si para algun indice i se tiene que Z;(G) #
G, entonces Z;(G) < Z;11(G). En efecto, de Z;(G) # G se sigue que G/Z;(G) es un p-grupo no
trivial, de modo que por el Teorema [1.1.22 se tendra que

G _Z (G)
72 <zz-<G>> =20

por lo que Z;(G) < Z;+1(G). Entonces la serie central superior es estrictamente decreciente mien-
tras no alcance a G, de modo que, como G es finito, Z,(G) = G para algin entero n > 1, con lo
que la nilpotencia de G se sigue del Lema [1.1.15 ]

En las préximas demostraciones sera 1til la siguiente observaciéon elemental.

Observacién 1.1.24. Un grupo es abeliano si y sélo si G/Z(G) es ciclico. En efecto, si G es
abeliano G = Z(G), y por tanto G/Z(G) = {1} es ciclico de orden 1. Reciprocamente, si el
cociente considerado es ciclico, si § = ¢Z(G) es un generador de G/Z(G), es claro que Z(G) U{g}
es un conjunto de generadores de (G, y como g conmuta con todos los elementos del centro, se
deduce que G es abeliano. De hecho, en tal caso Z(G) = G, y el cociente siempre es ciclico de
orden 1.

Proposicién 1.1.25. Todo grupo de orden p? es abeliano.

Demostracién. Sea G un p-grupo de orden p?. Por el Teorema el centro de G es no trivial,
por lo que o bien |Z(G)| = p? o bien |Z(G)| = p. En consecuencia, (G : Z(G)) es o bien p o bien
1; en cualquier caso el grupo cociente G/Z(G) es ciclico, y el resultado se sigue de la Observacién
L 1.24]

O]

Proposicién 1.1.26. Sea G un grupo de orden p” y N un subgrupo normal de G de orden p*.
Entonces existe una serie normal

{1} =G <G <G2<---<Gy=N<.--<G,=G

con G; <Gy (Giy1 : G;) = p para cada i. En particular, un p-grupo finito tiene subgrupos normales
de todos los érdenes posibles.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre n. Sin =1 6 2 el resultado es trivial; sea entonces
n > 2. Supongamos primero que N # 1. Entonces por el Teorema sabemos que NN Z(G) #
{1}. Elijamos cualquier subgrupo G; de NN Z(G) de orden p. Entonces es claro que G es normal,
G/G4 es un p-grupo de orden p" !, y la hipétesis de induccién garantiza la existencia de una serie
normal:

G1 G G, N Gn G
= < << B << 2
G1 G1 G1 G1 Gl Gl
donde los cocientes de términos sucesivos tienen orden p, y los GG; son subgrupos normales de G;
asi, se deduce directamente que la serie

{1} =Gp <G <Gy<---<Gy=N<--- <G, =G

verifica las condiciones del enunciado. Por otro lado, si fuese N = {1}, tomando G como cualquier
subgrupo de Z(G) de orden p, cualquier serie como la construida arriba da el resultado.
O

En particular, el resultado anterior garantiza que un p-grupo es simple si y sélo si es ciclico de
orden p.



1.1. ALGUNAS CLASES DE GRUPOS 7

Proposicién 1.1.27. Sea G un grupo de orden p” > p?. Entonces:
(1) La clase de nilpotencia de G es a lo sumo n — 1.
(11) Si ¢(G) = ¢, entonces (G : Z.1(G)) > p*.

() (G:G') > p%

Demostracion. Sea cla clase de nilpotencia de GG. Probaremos primero . Supongamos por reduc-
cién al absurdo que (G : Z._1(G)) < p%. Como por el Lema [1.1.15| G # Z._1(G), necesariamente

(G : Z.-1(GQ)) = p. Si fuese ¢ = 1, lo anterior implica que |G| = p, lo que contradice nuestra
hipétesis; podemos suponer entonces ¢ > 2. Entonces el grupo
G/Z.2(G) G/Z.-2(G) - G

Z(G/2:2(G))  Z2c1(G)/2c2(G)  2.1(G)

es ciclico, por lo que G/Z._2(G) es abeliano (por la Observacion [1.1.24)); se sigue entonces

¢ G\ Z..(G)
ZoaG) <3c2(G)> = Z.0(0)

por lo que G = Z._1(G), contradiccién. Esto prueba . De esto, y dado que por el Lema [1.1.13
vale la inclusién G’ = 1o(G) C Z._1(G), se sigue que

(G:G)>(G:Z.1(G)) > p%

con lo que también queda probado. Finalmente, como sabemos que los cocientes v;(G) /7i+1(G)
son no triviales si ¢ < ¢ (pues de lo contrario cada v;(G) = vi(G) # {1} para j > i, y el grupo no
seria nilpotente), se tiene que

p" =G| = |G/v2(G)| - [v2(G)/3(G)] - - [7e(G) /Yer1 (G);

es un producto de ¢ factores, todos potencias no triviales de p, siendo el primero de ellos > p?. Se
sigue entonces que p" > pCH, y por tanto que n —1 > c.
O

Corolario 1.1.28. Sea G un p-grupo y N un subgrupo normal de G de indice p' > p?. Entonces
%(G) < N.

Demostracion. El grupo G/N tiene orden p’, de modo que por el apartado de la Proposicién
1.1.27|sabemos que ¢ (G/N) < i — 1. En consecuencia, y usando el Lema [1.1.13] vale

{1} =7 (G/N) = %(G)N/N,
por lo que necesariamente v;(G) < N. O
A la vista del apartado (|ff) de la iltima proposiciéon cobran sentido las definiciones siguientes:

Definicion 1.1.29. Decimos que un p-grupo finito G de orden p™ es de clase maximal si su clase
de nilpotencia es ¢(G) =n — 1.

Definiciéon 1.1.30. Decimos que un p-grupo finito G de orden p™ es de clase casi mazimal si su
clase de nilpotencia es ¢(G) = n — 2.

Damos unas pocas propiedades relativas a los grupos de clase maximal, aunque no profundiza-
remos mas en esta clase de grupos.

Lema 1.1.31. Si un p-grupo G es de clase maximal, entonces (G : G') = p?, y paracada 1l <i < c,
(7i(G) : vi+1(G)) = p. En consecuencia, (G : v;(G)) = p’ para 2 <i <n.
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Demostracion. Supongamos que G es un p-grupo de orden p™ y clase de nilpotencia c. Claramente
podemos escribir, como en la demostracién de la Proposicién

p" =G| = |G/v2(G)] - [v2(G)/3(G)] - - - [7e(G) /Yer1 (G);

siendo cada uno de estos factores es una potencia de p distinta de 1.

Si G es de clase maximal, entonces n = ¢ + 1, y en la expresién anterior p” = p*! serfa un
producto de ¢ potencias no triviales de p. Por tanto, la 1inica posibilidad es que todos los factores
sean p excepto uno, que tome el valor p?. Y éste, por el apartado de la Proposicién
necesariamente es (G : G') = |G/G’'|. Con esto, tltima afirmacién se sigue directamente de la
igualdad

|G| =[G /2(G)] - [12(G)/3(G)] -+ [i-1(G) /% (G)] - (G = p" - [i(G)].
O

Definicion 1.1.32. Sea G un grupo. De un subgrupo propio H de G decimos que es un subgrupo
mazximal si para cada subgrupo L tal que H < L < G se tiene que o bien H = L o bien G = L.

Evidentemente, si G es un grupo finito cada subgrupo propio de GG estd contenido en al menos
un subgrupo maximal; ademas, es claro que cada subgrupo cuyo indice en G sea un niimero primo
ha de ser maximal en G.

Lema 1.1.33. Sea G un p-grupo de clase maximal, con |G| = p™. Entonces los tinicos subgrupos
normales de G son los de la serie {7;(G)}i>1 y los subgrupos maximales. En particular, si N es un
subgrupo normal de G de indice p* > p?, entonces N = v;(G).

Demostracién. Sea N cualquier subgrupo normal de G, y escribamos (G : N) =p*. Sii =067 =1
claramente N es o bien G o bien maximal en G. Si ¢ > 2, entonces v;(G) < N por el Corolario
1.1.28] Pero ambos subgrupos tienen el mismo indice, por lo que necesariamente ~;(G) = N.

O

Corolario 1.1.34. Sea G un p-grupo de clase mazimal, con |G| = p™. Entonces ve+1-i(G) = Z;(G)
para 1 <1 <c.

Demostracion. Como por la demostracion del Teoremal/l.1.23|es sabido que los cocientes Z;1(G)/Z;(QG)
son no triviales para i < ¢, y tampoco lo es el centro por el Teorema [1.1.22] tenemos que

P" =G| =[G/ 2c1(G)] - |2e-1(G) ) Ze2(G)| -+ | 22(G) / 21(G)] - |2(G))

es un producto de ¢ = n — 1 factores no triviales de p, por lo que todos deben ser p excepto uno
que, tomaré el valor p2. Es claro que este tltimo debe ser G/y2(G), por la Proposicién [1.1.27, Con
esto, se deduce también de la ecuacion anterior que, para cada 1,

|G| =G/ 2c-1(G)| - |2e-1(G) [ Ze-2(G)] - |2i41(G) / 2:(G)| - | Zi(G)| = p' - |2:(G)].
Asi, (G : Zi(G)) = p', y Zi(G) es normal en G, de modo que la igualdad Z;(G) = 7;(G) se sigue
de lema anterior. O
El subgrupo de Frattini
Enlazando con la definiciéon de grupo maximal tenemos la siguiente:

Definicién 1.1.35. Sea G un grupo. Llamamos subgrupo de Frattini de G,y denotamos por ®(G),
a la interseccion de todos los subgrupos maximales de G; formalmente,

oG = (] H
H maximal

Si G no tiene subgrupos maximales, se define ®(G) = G.
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Definicion 1.1.36. Sea GG un grupo. De un elemento g € G decimos que es un no-generador
si para cada conjunto X de generadores de G se tiene que X \ {g} sigue siendo un conjunto de
generadores de G.

Equivalentemente, se puede definir un elemento no-generador como un elemento g € G tal que
si X C G no es un conjunto de generadores de GG, entonces tampoco X U {g} lo es.

Proposicion 1.1.37. Sea G un grupo. Entonces
®(G) ={g € G : g es un no-generador de G}

Demostracion. Sea g un elemento no-generador, y H un subgrupo maximal cualquiera de G. Como
claramente H no es un conjunto generador de G, tampoco H U {g} lo serd, y como H es maximal
el subgrupo generado por este conjunto ha de ser H; en particular, g € H. Esto prueba la inclusién
hacia la izquierda.

Reciprocamente, sea g € ®(G). Sea X C G un subconjunto de G' que no es generador. Entonces
X genera cierto subgrupo de G que estara contenido en algiin subgrupo maximal H. Como g € H,
se tendrd que X U{g} sigue generando un subgrupo de H, por lo que no es un conjunto generador
de G, y el resultado se sigue. O

Dado un grupo G, denotaremos por d(G) al minimo entero d > 0 tal que existe un conjunto de
generadores G de tamarno d.

Proposicién 1.1.38. Sea G un grupo. Entonces d(G) = d(G/®(Q)).

Demostracion. La desigualdad d(G/®(G)) < d(G) es cierta en general, pues para cada conjunto
de generadores de GG se tiene que la imagen de estos elementos por el homomorfismo canénico en
el grupo cociente es un conjunto de generadores de G/®(G).

Para ver la desigualdad reciproca, sea g1,93, . . ., gn un conjunto cualquiera de generadores de
G/®(G), donde cada g; € G es un representante de g;. Serd suficiente comprobar que {g1, g2, ..., gn}
es un conjunto de generadores de GG. A este fin, supongamos por reduccién al absurdo que no lo
es; entonces existe un subgrupo maximal H que contiene al subgrupo de G generado por estos
elementos. Si hubiese algiin elemento en G \ H, claramente serd de la forma hf, con h € H y
f € ®(G). Pero por definicién ®(G) C H, y por tanto hf € H, contradiccién.

O

Obtenemos ahora una caracterizacién del subgrupo de Frattini de p-grupos finitos; en su de-
mostracién serd de utilidad haber fijado las siguientes nociones y resultados:

Definicion 1.1.39. Sea GG un grupo. Se define el exponente de G como el menor entero positivo
n tal que ¢g" = 1 para cada g € G. A este nimero lo denotamos por exp(G).

Definicion 1.1.40. Sea G un p-grupo. Decimos G es abeliano elemental si es abeliano y tiene
exponente p.

Observacion 1.1.41. Se sigue inmediatamente del Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos
Finitos (Teorema [1.1.1]) que cada grupo p-grupo abeliano elemental es isomorfo a un grupo de la
forma (Cp)", donde C, es un grupo ciclico de orden p y n un entero no negativo.

Lema 1.1.42. Sea M un subgrupo maximal de un grupo finito G de orden p™. Entonces M es
normal y (G : M) =p.

Demostracion. Probamos que M es normal por induccién sobre n. Si n = 1 necesariamente M =
{1}, y el resultado se tiene trivialmente. Sea entonces n > 1. Distinguimos dos casos. Si Z(G) € M,
por la maximalidad de M serd G = M Z(G), y claramente M es normal en este grupo. Si por el
contrario Z(G) € M, como Z(G) # {1} por el Teorema podemos aplicar la hipétesis de
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induccién a G/Z(G) para deducir que M/Z(G) I G/Z(G), y por tanto M < G, lo que completa
el paso inductivo.

Para ver que M tiene indice p, basta notar que es posible construir una serie de subgrupos
normales

{1}:G0§G1SGQS"’SGk:MS"‘SGn—lSGn:G

como en la Proposicién [1.1.26] Asi, si (G : M) > p necesariamente G,—1 # M, y por tanto
M < G,_1 < G, contradiccién con la maximalidad de M.
O

Proposicién 1.1.43. Sea G un p-grupo finito. Entonces G/®(G) es abeliano elemental, y si H es
otro subgrupo normal de G tal que G/H es abeliano elemental, entonces ®(G) < H. En particular,
d(G) =GP

Demostracion. Por el Lemall.1.42]cada subgrupo maximal de G es normal y tiene indice p. Es decir,
si M es un subgrupo maximal, entonces G/M es ciclico de orden p. Se sigue entonces (Lema
que G' < M para cada grupo maximal G; en consecuencia, G’ < ®(G). Con esto el mencionado
lema implica que G/®(G) es abeliano. Ademés, como G /M tiene orden p, para cada x € G se tiene
que (zM)? = M, luego 2P € M, y por tanto G») < M. Como esto ocurre para cada subgrupo
maximal M, se deduce que G < ®(G) (esto, de hecho prueba que GP)G’ < ®(G)). Entonces cada
elemento z®(G) de G/®(G) tiene orden p, y queda probado que este grupo cociente es abeliano
elemental.

Reciprocamente, supongamos que G/H es abeliano elemental, digamos que de orden p™. En-
tonces, este grupo esta generado por n elementos de la forma x; H, cada uno de ellos de orden p.
Entonces podemos escribir

G/H = (x1H) ® (zoH) ® -+ - © (xp, H).

Es claro que G/H tiene n subgrupos maximales H;/H, generados por {z;H : j # i}. Como el
producto es directo, se tiene que

ﬂ H;/H = {1},
i=1

de modo que (', H; C H (donde los H; son las imagenes inversas por el homomorfismo canénico
en el grupo cociente de los H;/H). Ademas estos H; son subgrupos maximales de G, de modo que

o(G)C () Hi CH,
=1

y la equivalencia queda demostrada. En particular, como G/(G®)G") es abeliano elemental, se tiene
la inclusién ®(G) < GP)G’, y por tanto también la igualdad. O
Cadenas de subgrupos y grupos indescomponibles

Completamos la seccién enunciando el conocido Teorema de Krull-Smith para grupos.

Definicién 1.1.44. Un grupo G se dice indescomponible si G # {1} y G no se puede expresar
como el producto directo interno de dos de sus subgrupos.

Definicién 1.1.45. Sea G un grupo.

(1) Decimos que G satisface la condicion de cadena ascendente (ACC) para subgrupos normales
si para cada cadena

Gi <Gy <...

de subgrupos normales G; < G existe un entero positivo n tal que G; = G,, para cada i > n.
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(11) Decimos que G satisface la condicion de cadena descendente (DCC) para subgrupos normales
si para cada cadena
G1>Gy> ...

de subgrupos normales GG; < G existe un entero positivo n tal que G; = G,, para cada i > n.

Teorema 1.1.46 (Krull-Schmidt). Sea G un grupo que satisface ambas (ACC) y (DCC) para
subgrupos normales. Entonces G admite una descomposicion de la forma

G=G18G2& B G
siendo los G; subgrupos indescomponibles de G. Ademds, si existe otra descomposicion
G=H ®Hy @---® Hy,

con los Hj; siendo subgrupos indescomponibles de G, entonces s = t, y es posible renombrar los
indices de los H; de forma que G; = H; para cada i, y ademds, para cada r <t,

G=G19G®.. G ®H, 41D & Hy.
Demostracion. Ver Teorema 3.8 de [21]. 0

Es evidente que todo grupo finito satisface ambas condiciones de cadena, por lo que, en parti-
cular, podemos aplicar el Teorema de Krull-Smith a los p-grupos finitos.

1.2. Conmutadores n-arios

Introducimos en esta seccién un par de férmulas (las dadas en los Teoremas y [1.2.15)
que nos permiten destacar algunos elementos de los miembros de la serie central inferior, y que
seran de utilidad en la proxima seccién; a este fin, utilizaremos una técnica de Teoria de Grupos
algo mas sutil que las dadas hasta ahora, el llamado método de agrupacion de conmutadores, cuya

esencia se destila en los Lemas y|1.2.10

Conmutadores n-arios candénicos

Comenzamos dando, como generalizacién de la nocién de conmutador, la definicién de conmu-
tador n-ario (candnico), asi como algunas propiedades elementales de los mismos para n = 3, y
aplicando estos al estudio de la serie central inferior.

Definicién 1.2.1. Sea G un grupo y x1,x2, ... elementos de G. Entonces
(1) Decimos que (z1,x2) es el conmutador 2-ario candnico de x1 y xa.

(1) Si (x1,...,x,) es el conmutador n-ario candnico de los elementos x1, ..., x,, diremos que el
elemento ((x1,...,%y),Tnt1) es el conmutador (n + 1)-ario canénico de 1, ..., Ty, Tpi1.

Denotaremos por (x1,...,Z,) al conmutador n-ario candnico de los elementos z1, ..., z,. Ademds,
si Hy, Ho, ..., H, son subgrupos de G, denotaremos por (Hy, Ha, ..., H,) al sugrupo de G generado
por los elementos de la forma (x1,x9,...,x,), con z; € H; para cada 1.

Lema 1.2.2. Sea G un grupo, y n > 2 un entero. El conjunto de los conmutadores n-arios canénicos
(z1,...,2y), con x1,...,x, € G, genera el subgrupo 7, (G) médulo v,11(G).

Demostracion. En primer lugar notemos que por la definicién es obvio que, dados z1,...,z, € G,
se verifica (z1,...,zy) € 7,(G). Paran = 2 el lema es inmediato a partir de la definicién de 2 (G) =
G'. Supongamos el lema cierto para n > 2, y denotemos por ‘=’ a la identidad médulo 7y, 42(G);
utilizaremos frecuentemente que los elementos de v,+1(G) conmutan con todos los elementos de G
moédulo y,12(G).
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Seré suficiente comprobar que los elementos de la forma (g, k), con g € v,(G) y h € G, se pueden
expresar como producto de conmutadores (n + 1)-arios canénicos y de elementos de v, 2(G). Por
la hipétesis de inducciéon podemos escribir

g=ci...csy, con ¢ = (Ti1,...,Tin), Tij € G, Yy € Yn41(G).
Razonamos ahora por induccién sobre s. Si s = 1, entonces g = c1y, y asi:

(9,h) = (c1y, h) = (c1,h) = (211,212 .- T1p, ).
Supongamos valida la segunda hipétesis de induccién para s > 1,y sea g = ¢1 ... cCsCs11. Escriba-
mos g1 = ¢j ... Cs. Entonces:
(9,h) = (91¢5+1Y, h) = (g1¢s541, 1)

= ¢ g1 hT giesh

_ -1 11

=Cs+101 h 91h0s+1(0s+17 h)

= ¢4 (g1, P)Cst1(Csta, h)

= (g1, h)(cs11, h),

que es un producto de la forma requerida, por serlo (g1, h) en virtud de la hipdtesis de induccién.
Esto completa ambos pasos inductivos, y por tanto también el lema.

O
Nos centramos ahora en conmutadores 3-arios.
Lema 1.2.3. Sean z,y, 2z € GG. Entonces:
(9" 2y, 27 2) (2,0 ) = 1
Demostracion. Sean u = xzx~'yx, v = yry 'zy, w = zyz~'zz. Entonces podemos reescribir
(2,571 2)Y = ((2,y™ ") 'z a,yh)2)”
=y Myzly ez e ey 2)y
= (z7ty ez ) (yay  2y)
= uflv;
analogamente se comprueba que
(g2 @) = (2 gy (e ) = vl
(z,27 ) = (a7 ey e Y (w2 yz) = wln
Por tanto,
(z,y7 1, 2)Y(y, 271, 2)* (2,271, 9)® = w oo lww e = 1.
O

Como consecuencia, obtenemos el siguiente resultado de P. Hall, llamado lema de los tres
subgrupos:

Lema 1.2.4. Sean X,Y, Z tres subgrupos de G y sea N < G. Si (X,Y,Z) C Ne (Y,Z,X) C N,
entonces también (Z, X,Y) C N.

Demostracion. Sean x € X, y € Y, z € Z. Por las inclusiones del enunciado, y ser N normal,
se tiene que (z,y71,2)Y € N y que (y,2z7',2)* € N. Por tanto, el Lema se deduce que
(2,271, y)* € N; lo que, de nuevo por ser N normal, implica que (2,271, y) € N.

Ahora bien, notando que (Z, X) estd generado por todos los conmutadores de la forma (z, 27 1),
el parrafo anterior afirma que y centraliza a todos los generadores de (Z, X) médulo N, y por ende
que y centraliza a (Z, X)) médulo N. Y como esto se tiene para cada y € Y, podemos concluir que
(Z,X,Y)CN. O
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Lema 1.2.5. Sea G un grupo. Entonces (7i(G),7;(G)) C 7i+;(G) para cada i, j.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre j. Para el caso j = 1, como v1(G) = G, por
definicién se tiene que (v;(G),71(G)) = (7i(G), G) = vi+1(G) para cada 1.
Supongamos ahora que (v;(G),vj-1(G)) C 7it+j—1(G) para cada i. Entonces se tiene que

(G,7%i(G),7j-1(G)) = (4i+1(G), 7j-1(G)) € 7i45(G)

y que
(7i(G),75-1(G), G) € (Vitj—1(G), G) = 7i14(G)
(donde las inclusiones se obtienen aplicando la hipétesis induccién con i + 1 e 4, respectivamente).
Ahora, 7;1;(G) es un subgrupo normal de G, por lo que podemos aplicar el Lema m para
deducir que

(7i-1(G), G,7i(G)) € 7i4(G),

siendo el término de la izquierda

(7j—1(G)7G77i(G)) = (PYJ(G)sz(G)) = (’Y’L(G)vpyj(G)):

con lo que el paso inductivo queda completo. ]

Conmutadores n-arios arbitrarios
Como generalizacién, podemos definir:
Definicion 1.2.6. Sea GG un grupo y x1,Z2,... elementos de G. Entonces definimos por recursion:
(1) Decimos que (x1,x2) es un conmutador 2-ario de x1 y x3.

(11) Si y es un conmutador n-ario de los elementos 1, ...,2,, y 2z es un conmutador m-ario de
los elementos Xy, 41, . .., Tntm, diremos que el elemento (y, z) es un conmutador (n+ m)-ario
arbitrario de los elementos x1, . .. Tnim.

Denotaremos por (z1,Z2,...,Tn)q & un conmutador n-ario de z1,z2,...,z,, donde asumimos
que «, de alguna manera, determina cudl de ellos es exactamente, i.e., a contiene la informa-
cién sobre cémo se colocan los paréntesis (por ejemplo, uno puede pensar a como una aplicacion
{1,2,...,n} — {0,1,...n} x {0,1,...n}, entendiendo que si a(i) = (4, k), antes del elemento x;
se abren j paréntesis, y se cierran k paréntesis; obviamente no todas las aplicaciones de este tipo
determinan una disposicion de paréntesis valida, pero a cada conmutador n-ario arbitrario se le
puede asignar una tunica aplicacién de este tipo).

Lema 1.2.7. Sea x = (x1,%9,...,%Tpn)q un conmutador n-ario de los elementos z; € G. Si z; €
Yk, (G) para cada ¢, entonces x € v,(G), donde k = ky + ko + - + k. Ademds, si algin z; = 1,
entonces x = 1.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Si n = 2 la primera afirmacion es consecuencia
inmediata del Lema[I.2.5] y la segunda es trivial. Si n > 1, considerando el dltimo conmutador for-
mado en el orden dado por «, podemos escribir ¢ = (¢, ¢”), donde, para cierta j, ¢ = (z1,...,2;) o
y ¢ = (Tj41,...,2n)a. Entonces, por hipétesis de induccién, ¢ € vi/(G) y ¢’ € v (G), siendo
K =k +ke+---+kj,y k" =kjy1+-- -+ kp; por tanto, podemos usar el Lerna para concluir
que ¢ = (c, ") € Y141 (G) = W (G).

Ademds, si algtin x; = 1, por hipétesis de induccién o bien ¢ = 1 o bien ¢/ = 1, y por tanto
c=(d,)=1. O

En particular, se obtiene la siguiente observaciéon trivial:
Corolario 1.2.8. Six = (x1,%2,...,Tpn)a € un conmutador n-ario, entonces x € vp(G).

Demostracion. Basta notar que los x; € G = v1(G), y aplicar el lema anterior. O



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES SOBRE GRUPOS

Método de agrupacién de conmutadores

Como anuncidbamos antes, el método de agrupacién de conmutadores se reduce esencialmente
a los dos lemas siguientes. En ellos, consideraremos fijada la notacién que a continuacién introdu-
cimos:

Dado un entero s > 0, sea (y1,¥2,...,ys) el grupo libre sobre los s generadores y1,y2, ..., Ys,
y X1,...,X, una particién del conjunto {yi,...,ys}. Para cada i, sea f(i) el unico entero que
verifica y; € Xy(;). Si S es cualquier subconjunto no vacio de R = {1,2,...,r}, denotamos por Xg
al conjunto de todos los conmutadores (de cualquier longitud)

¢ = (yipyiz?' . '7yim)0¢

tales que S = {f(i1), f(2),..., f(im)}. Es decir, todas las componentes de c estdn en |J;cq X;, ¥
para cada j € S, hay al menos un elemento de X; que es componente de c. Notemos que X; C Xy,
pero en general no se da la igualdad.

Consideraremos ademads fijado un buen orden < sobre los subconjuntos no vacios de R verifi-
cando que, para cada S # 5" € P(R) \ {0} con |S| < |5'|, se tiene que S < §'.

Lema 1.2.9. Con la notacién anterior, si g = y1y2 . . . ys, entonces

n= H ns,

0£ASCR

donde ng es un producto de elementos de Xg (para cada S), y los factores aparecen en el producto
en el orden determinado por <.

Demostracion. La idea de la prueba no es més que la agrupaciéon gradual de los factores, des-
plazandolos paso a paso hacia la derecha, para formar los ng. Para dar un argumento detallado
comenzamos notando que, en general, si u y v son elementos del grupo, v se puede desplazar hacia
la izquierda sobre u usando la férmula:

Lo~ tuw) = vu(u,v).

uv = vu(u~
Sea {j} minimo en el orden <. Se comienza agrupando aquellos factores y; que pertenecen a
X. Estos factores son movidos a la izquierda uno a uno, usando la férmula de arriba (los nuevos
factores de X; que van apareciendo a la derecha, como parte de algiin conmutador, no se tienen
en cuenta), de forma que los factores de X; nunca se crucen. Claramente si y; € X;, y u € Xy
(suponiendo M # {j}, pues los factores de X; nunca se cruzan), se tiene que uy; = yiu(u,y;),
donde (u,y;) € X Mmu{jy- Con esto, se hace evidente que una vez realizados todos estos movimientos,
tendremos p escrito como p = n{j},u’, donde 7y; es un producto de elementos de Xj, y i es un
producto de elementos de X, con h # jy de Xyyy;y con M # {j}; es decir, y' es un producto de
elementos de X/, con {j} < M.
Supongamos ahora que para algin conjunto () # T'C R tenemos escrito p como:

= (H 773) W

S<T

donde p” es un producto de elementos de aquellos Xj; tales que T' < M. Entonces el siguiente
paso en este proceso de agrupacion es desplazar todos los factores de X al comienzo de p” de tal
modo que los factores de Xp nunca se crucen. Observemos que si v € Xp y si v es desplazado a
la izquierda sobre u € X, entonces uv = vu(u,v) y (u,v) € Xpur. Como T < M (si se diese la
igualdad, se estarfan cruzando dos factores de Xr), se sigue facilmente que |T'| < |M UT| (pues o
bien |T'| < |M], y se tiene trivialmente, o bien |T'| = |M|y T # M, por lo que |T'N M| < |M|, y
asi |[TUM|=|T|+ |M|—|T"NM|>|T|), y por tanto T' < M UT. Una vez realizados todos estos
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movimientos, tendremos p” reescrito como p” = nry'”, donde p” es un producto de elementos

pertenecientes a X, con T' < M. Entonces podemos escribir

pw={ II ns]-#"

0AS=T

Repitiendo este proceso hasta que todos los subconjuntos de R hayan sido considerados se obtiene
la expresién del enunciado. ]

Lema 1.2.10. Con la misma notacién, y dado ) # T C R, sea ur el producto (en el orden de los
naturales) de los y; tales que f(i) € T. Entonces

mr = H ns,

0£SCT

donde los factores aparecen en el producto en el orden determinado por <, y los ng son los del
lema anterior.

Demostracion. Sea o el endomorfismo de (y1,y2,...,ys) dado por

NSy sif(i)eT
"(y’b)_{ 1 sif(i)¢T.

Escribiendo p = 4192 . . . ys, claramente o(u) = pp, y por tanto el Lema nos permite escribir

pr=o(w) =[] os) (1.2)

0£ASCR

Notemos ahora que si S C T entonces 7g es un producto de elementos de la forma (v, , ¥iy, - - - Yi,, )a €
Xg, es decir, tales que f(iy,) € S C T para cada h. Luego cada uno de estos factores es invariante
por o, y por tanto también o(nsg) = ns. Por otro lado, si S € T, entonces ng es un producto de
conmutadores con al menos una componente y;, tal que f(is) ¢ T'; asi, como o(y;,) = 1, por el
Lema todo el conmutador es 1, y como esto ocurre para cada factor, también o(ng) = 1. Con
esto, la féormula se reduce a la identidad del enunciado, y hemos terminado. O

Algunas féormulas notables

Podemos ya, como primera aplicacion del método descrito, dar el siguiente resultado:

Teorema 1.2.11 (Férmulas de Hall-Petresco). Consideremos el grupo G = (a,b), y sean c1, ca,cs, . . .
los elementos del grupo definidos recursivamente por las formulas

.G G

a"b" =c;V e e,
para n > 1. Entonces ¢; € v;(G) para cada i.

Demostracion. Fijemos n > 1. Dado (Z) =1, es claro que la n-ésima ecuacién permite expresar ¢,
en funcién de a,b,n y c1,...,cy,—1. Serd suficiente probar que ¢, € v,(G).

Sea H = (y1,%2,...,Y2n) €l grupo libre sobre 2n generadores. Definamos el homomorfismo
o : H — G dado por

o(y:) = a si 1 <n
V)=V b si i>n+l.
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Consideremos también la particién de {y1, y2, . . ., Y2n } conformada por los conjuntos X; = {yi, Yn+i},
coni =1,...,n;y ordenemos los subconjuntos no vacios de R = {1,2,...,n} primero por cardina-
lidad, y lexicograficamentd!] entre los conjuntos del mismo tamafio. Entonces por el Lema
y con la notacién del mismo con s = 2n y r = n, se tiene para cada () # T C R vale

ur = H ns, y por tanto o(ur) = H a(ns). (1.3)
0ASCT 0£SCT
Supongamos ahora que T'y T” son dos subconjuntos no vacios de R de la misma cardinalidad,
digamos |T'| = |T"| = m; usando la definicién es inmediato comprobar que
o(pr) = o(prr) = a™b™.

Ademés, para cada 7, T'y T” contienen exactamente la misma cantidad de subconjuntos de cardinal
i, a saber, ("}'). Con esto, una induccién sencilla da que o(nr) = o(n7), pues si m = 1, entonces
o(nr) = o(ur) = o(ur) = o(nr), y si la nuestra afirmacion es cierta para todos los S, S’ con
|S| = |S’| < m, entonces

—1 —1
or)=| [I ots) | -olwr)=| T os)| -olpr)=olnmr)
0£SCT 0£S'CT!
Podemos entonces, para i = 1,...,m, definir elementos d; € G mediante d; = o(ng) para cada

S con |S| =1i. Asi, si |T| = m, la ecuacién (|1.3) se reescribe como
amb™ = o(ur) = dgl)de) . ..dy(n’”);

como esto vale para 1 < m < n, y por nuestra observacion inicial estas ecuaciones determinan d,,,
necesariamente sera d,, = ¢,, para cada m < n, y en particular d,, = ¢,.

Finalmente, por el Lema sabemos que nr es un producto de elementos de Xg, es decir,
de conmutadores de H que tienen como poco una componente en cada uno de los conjuntos
X1,Xo,...,X,, asi que cada uno de estos conmutadores es de longitud al menos n. Esto implica
que ¢, = d, = o(ngr) es un producto de conmutadores de G de longitud al menos n. Por tanto,
podemos aplicar el Corolario para deducir que ¢, € v,(G), completando asi la prueba. ]

Este teorema es el punto de partida del estudio de los p-grupos regulares, los cuales, a modo
de digresién, presentamos brevemente:

Definicion 1.2.12. De un p-grupo G decimos que es reqular si para cada a,b € G existen elementos
€1,C2, ...,k € v2({a, b)) tales que

aPtP = (ab)Pd s ... ¢
Corolario 1.2.13. Sea G un p-grupo nilpotente de clase ¢(G) < p. Entonces G es reqular.
Demostracion. Sea s = ¢(G). Por el Teorema [1.2.11| podemos escribir

aPbP = c’l’cgg) e cz(;),

donde obviamente ¢; = ab, y ¢; € 7;({(a,b)). En particular, para i > s se tiene que ¢; = 1. Por
tanto, la expresién anterior se reescribe como

aPtf = (ab)pcgg) . cgz),

y como para cada i < s < p el nimero combinatorio (’;) es multiplo de p, el resultado se sigue.

'Los subconjuntos de {1,2,...,n} con el mismo cardinal, digamos N pueden ser identificados con los vectores
(a1,a2,...,an) de NV tales a; < ai+1 para cada 7; y sobre estos vectores se puede considerar el orden lexicografico

usual:
(a1,a2,...,an) < (b1,b2,...,bn) si y solo si 35 (Vi < j(ai = bi) A (a; < by)).
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Para ilustrar la potencia del ultimo teorema, damos ademas la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.14. Sea G un p-grupo nilpotente no trivial de clase ¢(G) < p. Si G esté generado
por elementos de orden p, entonces GG tiene exponente p.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre ¢(G). Si fuese ¢(G) < 1, G serfa abeliano, y el
resultado se sigue trivialmente. Supongamos entonces que 2 < ¢(G) < p, y que el resultado es
vélido para todos los grupos de clase menor que ¢(G).

Afirmamos primero que si z,y son dos elementos de G de orden p, entonces (z,y)? = 1. Para
verlo, sean = e y dos elementos tales, y consideremos el grupo

L= (z,y 'ay) = (z,27 'y ay) = (2, (2,9)).

Como (z,y) es central médulo v3(G) = (G', G), tenemos que el grupo L/(LN~3(G)) estd generado
por dos elementos, las imégenes de z y (x,y), uno de los cuales es central. Se sigue entonces que
L/(LN~3(@Q)) es abeliano, y por tanto vy2(L) = L' C 43(G). Se obtiene entonces por induccién (el
paso inductivo es inmediato) que ;(L) C v;4+1(G) para cada i > 2. En consecuencia, por ser ¢ > 2
se tiene que Y.(L) C ye11(G) = (1); esto prueba que ¢(L) < ¢(G). Ademés, L = (x,y 'zy) estd
generado por elementos de orden p, de modo que por hipétesis de induccién L tiene exponente p.
En particular, (z,y)? = 1, y nuestra primera afirmacién queda probada.

Sea ahora N el subgrupo normal de G generado por todos los elementos de la forma (z,y)?, con
x e y siendo generadores de GG de orden p, y con g € G arbitrario. Entonces, por lo anterior N esta
generado por elementos de orden p. Ademds, claramente N C G, por lo que (Lema vale
¢(N) < ¢(G") < ¢(G), de manera que la hipétesis de induccién garantiza que N tiene exponente p.
Ahora bien, todos los generadores de G/N conmutan, luego serd G' C N; se deduce entonces que
G’ = N tiene exponente p.

Finalmente, si probdsemos que el conjunto H de todos los elementos de G con orden 1 o p
conforma un subgrupo de GG, dado que H contiene un conjunto generador de GG por hipotesis, seria
H = G, y por tanto G = H tendria exponente p, con lo que la proposiciéon quedaria demostrada.
Probémoslo pues; sean a,b € H, y apliquemos el Teorema a los productos a™(b~1)". Cuando
n = 1, tendremos que ab~! = ¢, y para n = p se tiene que

1=a’bP = cg)cgg) . cl(,z).

Observemos que para 2 < i < p se tiene que p| (717), y como los ¢; son productos de conmutadores
de longitud al menos dos, ¢; € G'; combinando estos dos hechos con que exp(G) = p, se deduce

P
que cZ(L) = 1. Ademés, ¢, = 1, pues ¢, € 7,(G) = (1) por ser ¢(G) < p. En definitiva, la ecuacién
anterior se reescribe como

l=a’b? =c = (ab )P,

lo que prueba que ab~!' € H, y por ende que H es un subgrupo, con lo que también la proposicién
completa queda probada.
O

Y como segunda aplicacién del método de agrupacién de conmutadores (nétese la similitud con
la prueba del Teorema [1.2.11]) damos el siguiente:

Teorema 1.2.15 (Dark). Sea G' = (a,b), y consideremos los elementos del grupo c;;, para i > 1,
j > 1 definidos recursivamente por las formulas

m
n

ININ
IAIN

1 2
1<y

param > 1,n > 1, donde los factores estan ordenados, primero, por el pardmetro i+ j, y entre los
factores cuyos indices tienen la misma suma, por el orden del pardmetro i.
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Entonces cada c;; es un producto de conmutadores de distintas longitudes, cada uno de los

cuales tiene al menos i componentes iquales a a*', y j componentes iguales a b*'. En particular,

cij € Yi+j(G).
Demostracion. Dado que (2) (Z) = 1, es claro que la (m, n)-ésima de las ecuaciones del enunciado
permite expresar ¢, en funcién de a,b,m,n y los ¢;j coni <m, j <nei+j<m-+n,demodo
que ¢, queda determinado por ellos.

Fijemos enteros m,n > 1;seat = m +n, y sea H = (y1,42,...,Y2n) €l grupo libre sobre 2¢
generadores. Definamos un homomorfismo ¢ : H — G mediante

a ! s 1

< 1 < m
o(y:) = b=l i m+1 < 3 < mtn=t
Yi) = a si t+1 < 3 < t+m
b si t+m+1 < ¢ < t4+m+n=2t.
Consideremos también la particiéon de {y1,y2,...,y2} conformada por los conjuntos X; =

{Yi,yt+i} con i = 1,2,...,t. Si S es un subconjunto de R = {1,2,...,t}, escribimos S, = SN
{1,2,....m} y Sy =SN{m,m+1,...,t}. Ordenemos los subconjuntos S de R en primer lugar
por el orden dado por la cardinalidad de S; entre los conjuntos con el mismo cardinal, por la
cardinalidad de S, y finalmente, cuando ambos cardinales coincidan, por el orden lexicografico.
Entonces por el Lema y con la notacién del mismo, poniendo s = 2t y r = ¢, se tiene que

wr = H ns, y por tanto o(ur) = H o(ns) (1.4)
0£SCT 0£SCT
Supongamos ahora que Ty T” son ambos subconjuntos de R con |T,| = |T,)| = wy |T| = |[T}| =

v, y pongamos u + v = |T| = m. Entonces, usando la definicién de pp es sencillo ver que
a(ur) = o(prr) = (™) (07 a"p" = (a*,0").

Ademds, para cada 1, 7j, es claro que T y T’ contienen exactamente la misma cantidad de sub-

conjuntos S con [S,| = iy [Sy| = j, a saber, (})(%). Con esto, una induccién sencilla da que
o(nr) = o(nr), pues si m = 1 entonces o(nr) = o(ur) = o(pur) = o(nr), y si nuestra afirmacion
es cierta para todos los S, S’ con |S| = |S’| < m, entonces
-1 -1
onr)=| J[ ews)| -owr)=| [ cms)| -olur)=clnr).
0#£SCT 0#S'CT

Podemos entonces, para cada 0 < ¢ < u, 0 < j < v, con ¢+ j > 0, definir el elemento d;; € G
mediante d;; = o(ng) para cualquier S con |S,| =1, [Sy| = j. Asi, si T es como arriba, la ecuacién

da que -
(a“jb“) — U(,UJT) _ Hdz(;)(]>v
1]

donde los factores estan ordenados primero por el pardmetro ¢ + j, y después, entres los términos
con igual suma, por el parametro ¢ (es directo ver que este orden se corresponde con el orden sobre
los subconjuntos de R en el que aparecen los factores en la ecuacién ((1.4))).

Observemos que la ultima férmula es véalida para cada 0 < u < m, 0 < v < n, y que los
subindices que aparecen en el producto verifican 0 < i < u, 0 < 5 < w e i+ j > 0. Ahora bien,
como (a*,b%) = 1 = (a°,b%), otra induccién sencilla da que los elementos de la forma d;o y do;
son 1. En efecto, si i = 1 estd claro, pues 1 = (a!,b%) = dyo; y si dpp = 1 para cada h < i,

entonces 1 = (a’,b°) = szl dpt) = dpo. Podemos ignorar entonces estos factores, de modo que
para 1 <u <m, 1 <wv <n se tiene la formula:

(a™,b") = H Cij. ",
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con el orden especificado arriba. Ademds, comenziabamos observando que estas ecuaciones deter-
minaban de forma univoca los elementos d;;, asi que necesariamente d;; = ¢;; para 1 < ¢ < m,
1 < j <n,y en particular d,,;, = Cmn-

Finalmente, recordemos del Lema que nr es un producto de conmutadores de H de
distintas longitudes teniendo al menos una componente en cada uno de los conjuntos disjuntos
X1,Xo, ..., X, Xint1, - - -, Xi. En consecuencia, también ¢, = dinp = o(nr) es un producto de
conmutadores de G con al menos m componentes iguales a a*! y al menos n componentes iguales
a b*!. Asi, hemos probado que ¢, es un producto de conmutadores de G de longitud al menos
m + n, por lo que el Corolario da que ¢mn € Yman(G), y la prueba concluye. ]

1.3. Series de Lazard y de Brauer-Jennings-Zassenhaus

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo, y p un primo. Una N-serie de G es una sucesiéon G = G1 >
G > ... de subgrupos normales de G satisfaciendo (G;, G;) C Gi4; para cada i, j. Ademds, de una
sucesion tal diremos que es una N -serie p-restringida, o Ny-serie, si ademds verifica la implicacion:
si g € G, entonces gP € G;p, para cada 1.

Observacién 1.3.2. Es claro por el Lema que la serie central inferior {7;(G)}i>1 de un
grupo G es una N-serie. Sin embargo, es facil comprobar que, dado un primo p, no es en general
p-restrigida.

Dedicamos esta seccién a introducir un ejemplo de N,-serie, la llamada serie de Lazard, asi como
la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus, la cual, a pesar de su aparentemente distinta definicidn,
més adelante probaremos que coincide con la serie de Lazard (ver Seccién [3.2)).

La serie de Lazard

Podemos entonces dar ya la definicién de esta serie:

Definicion 1.3.3. Dado un grupo G, y un primo p, se define la serie de Lazard de G mediante:

Lpn(G) = [] n(&)®,

ipI>n
donde 7, 7 sélo toman valores enteros no negativos.
Observacién 1.3.4. Notemos que:

(a) L£,1(G) = G. Para verlo, basta notar que £, 1(G) contiene el factor 7 (G)P) = G.

(b) Ly es el producto de sélo una cantidad finita de subgrupos v(G)P). En efecto, como
Ly,n(G) D Y (G)P") = 7, (G), y 7 (G) es una serie descendente, todos los demds factores
con ¢ > n son redundantes.

¢) Aun mds, es evidente que para i < n, sélo el factor v;(G (»), siendo j el menor entero con
) que p Y ) J
ip? > n, cuenta para el producto.

(d) Por ser cada 7;(G) normal en G es directo comprobar que los subgrupos £, ,(G) también lo
son.

(e) Finalmente, fijado un primo p, {£,,(G)}n>1 es una serie descendente de subgrupos carac-
teristicos de GG, pues aumentar n disminuye la cantidad de factores en el producto, y ya vimos
que los 7;(G) eran subgrupos caracteristicos.
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Observacién 1.3.5. A modo de ejemplo, caracterizamos explicitamente los tres primeros términos
de la serie de Lazard. Es claro que, para cada p, £,1(G) = G, y L,2(G) = G®) @G, que coincide
con el subgrupo de Frattini de G cuando es un p-grupo finito. En cambio, para n = 3 las series ya
difieren segun el valor de p:

L23(G) = GWya(G)Pys(@), v Lp3(G) = GV (Q)Pys(G) = GP3(G), parap > 2.

Para probar el préoximo lema precisaremos de una observacién elemental sobre los coeficientes
binomiales:

Observacién 1.3.6. Sea p un primo, y n > 1 un entero. Denotemos por |n|, a la p-parte de n, es
decir, |n|, = p*, siendo n = p®b con p 1t b. Consideremos el coeficiente binomial (pia) para i > 1.

Sea A cualquier grupo de orden p®. Entonces A actiia sobre el conjunto subyacente A mediante
la multiplicacién por la derecha, y por tanto A permuta sus subconjuntos de tamano i > 1. Si S es
uno de tales subconjuntos, y B es un estabilizador de S en A, entonces claramente S es una unién
de clases laterales por la izquierda de B. Por tanto, el cardinal de B divide a i = |S|, de modo que
|B| divide a [i|,, y el indice (A : B) es divisible entre p®/|i|,. En definitiva, todas las érbitas bajo
esta accién tienen cardinal divisible entre p®/|i|,. De esto y del hecho de que la cantidad total de
conjuntos que estan siendo permutados es precisamente (p:), se deduce que p/|i|, divide a (Pa )
Por tanto, ‘(p:) ‘p > p*/ilp, y asi se llega a que

7
a a
“|(7)], 2 m-|()
i i
Lema 1.3.7. Sea G un grupo, y sea p un primo fijo cualquiera. Entonces {£, ,(G)},>1 es una
N-serie de G.

> |i
P

> p“.
p

|p‘

Demostracion. Fijemos dos enteros n, m > 1 cualesquiera. Probaremos primero que es una N-serie,
es decir, que verifica la inclusién (L£p . (G), Lpn(G)) € Lpm+n(G). Por ser el tltimo subgrupo
normal en G, probar esta inclusién es equivalente a probar que £, (G) v £,,(G) conmutan
moédulo £, 40 (G); y para probar ésto es suficiente probar que los generadores de ambos subgrupos
conmutan médulo L, 4, (G).

Por definicién, los generadores de L, ,,,(G) son los elementos de la forma 2?° con = € v,.(G), y
rp® > m; andlogamente, los generadores de £, ,,(G) son los elementos de la forma yP" cony € 1, (G)
vy up’ > n. Por el Teorema [1.2.15) podemos escribir:

($p57yp”) _ H Cz‘(;i )(p] )7

donde ¢;; es un producto de conmutadores de varias longitudes, teniendo cada uno de ellos al menos
i componentes iguales a ! € 7,.(G) y j componentes iguales a y*! € v, (G). Asi, del Lema
junto con el hecho de que la serie {7,(G)}n>1 es descendente, se sigue directamente que cada uno
de estos conmutadores esta en 7y;r4u(G), y en consecuencia también ¢;; € ¥ir4ju(G). Por tanto,

) @) = @)

» por definicién %THU(G)‘ Flplh I ) r C Ly (G).

(2

Ahora bien, si ponemos t = (ir+ju)- ‘ (p,s)

Slen

Notando ahora que

t:(ir+ju)-‘<1f>

p
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U

Zpsyj-‘(”j)

> p¥)
p

;)

>r-p’+u-p’ >m+n;

(dado que por la Observacion [1.3.6|7 -
p

de que la serie de Lazard sea descendente se deduce que L, +(G) C Ly, 1m0 (G). Finalmente, conca-
tenando todas estas inclusiones se obtiene que
%) (p’
Cz'(ji /) € Lpm+n(G),

y como esto es valido para cada i, j, se concluye que también el producto de todos ellos (;rps, ypv) €
Ly m+n(G). Esto prueba que los conmutadores considerados conmutan médulo £, 4 (G), y por
tanto la serie en cuestion es una N-serie.

Queda ver que es p-restringida. A este fin, fijemos un n > 1 arbitrario y escribamos H = £, ,(G)
y H = H/L,,,(G). Serd suficiente probar que para cada g € L, ,(G) se tiene que g? € L, ,,(G),
o equivalentemente, que el grupo H tiene exponente divisor de p.

Un razonamiento inductivo sencillo nos lleva a que v;(H) C £, ,i(G) para cada i; en efecto, en
el caso i = 1 se da la igualdad, y si la tesis vale para i, entonces

Yirr(H) = (vi(H), H) € (Lpni(G), H) € Lpn(i+1)(G),

donde la primera inclusion se tiene por hipdtesis de induccion, mientras que la segunda vale por
formar los £, ,(G) una N-serie. En particular, hemos probado que v,(H) C L}, ,p(G), de modo
que por el Lema obtenemos que 7,(H) = (1), y por tanto que H tiene clase de nilpotencia
estrictamente menor que p. _

Ahora, los generadores de H son de la forma h = zP’, con z € 7(G) e ip? > n; por tanto
e = 2P e ipPt!l > np, v en consecuencia hP € L, np(G). Esto prueba que H estd generado

por elementos de orden p; entonces, como por el parrafo anterior ¢(H) < p, podemos aplicar la
Proposicion [1.2.14] para deducir que H tiene exponente divisor p, y la prueba queda completa. [J

Serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus

Definicion 1.3.8. Dado un grupo G, y un primo p, se define la M-serie de Brauer-Jennings-
Zassenhaus de GG mediante:

(1) Mpa(G) = G;

(1) Mpn(G) = (Mpn-1(G),G) - M,i(G)P) para n > 2, donde i es el menor entero verificando
ip > n.

Es sencillo comprobar, por induccién, que se trata de una serie descendente de subgrupos
caracteristicos. Ademsds, se tiene la siguiente relacién evidente con la serie central inferior:

Observacién 1.3.9. Notando que (M, ,,—1(G),G) € M, »(G), un argumento inductivo obvio da
que v, (G) € My, »(G) para cada n. En efecto, M, 1(G) = G =7 (G), y si Yn-1(G) € My ,—1(G),
entonces Y (G) = (m-1(G), G) € (Mpn-1(G),G) € Mpn(G).

Observacion 1.3.10. También es de destacar que para un grupo GG cualquiera, el cociente de los
dos primeros términos de la serie

Myi1(G) G

M,a(G)  G'G®)

es un grupo abeliano elemental.
Ademss, se tiene la siguiente relaciéon trivial entre esta serie y la anterior:

Lema 1.3.11. Sea G un grupo, p un primo y n > 1 un entero. Entonces

Lpn(G) € Mpn(G).
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Demostracion. Para cada i, por la Observacién sabemos que v;(G) € M, ;(G). Ademas, fijo

i, por induccién sobre j se deduce facilmente vale M, ;(G) @) c M G). En efecto, para j =1

piipi (
por definicién es claro que Mp,i(G)(p) C M,,.ip(G), v si la tesis es cierta para j, entonces

j i (@)
Mpal @)™ € (Mpa(@)P)T € My 3 (G)P) € M, i1 (G).

la primera inclusién es directa, la segunda es la hipdtesis de induccién, y la tercera se debe a la
p g P y

definicion de M,, ;i +1 (G), pues ip’ es el menor entero tal que ip? - p > ip?*!). En resumen, hemos
probado la cadena de inclusiones

3(G)P) C My (G)P) C M, (G),

y como {M,,(G)},>1 es una serie descendente, se concluye que M, ,(G) contiene a todos los

subgrupos 7;(G)®") con ip > n, y por tanto también su producto Lyn(G) € Mpn(G).
]

Para demostrar la inclusién reciproca, haremos uso de otra caracterizacién la misma serie, la
de los subgrupos de dimension de G, nocién a priori también dependiente de algiin cuerpo de
caracteristica p; por ello, con el fin poder introducir antes todos estos conceptos retrasaremos la
demostracién hasta el Capitulo



Capitulo 2
Algebras de grupo

Presentamos en este breve capitulo la nocion de dlgebra de grupo, tras lo cual se introducen
algunos de los objetos que de forma mas bésica intervienen en el estudio de su estructura, entre los
que se destaca el ideal de aumento, sobre cuya estructura a su vez profundizaremos, para cierto caso
de especial interés, en el capitulo subsiguiente. Se completa el capitulo describiendo el Problema
del Isomorfismo para algebras de grupo (tanto en su versién general como en la modular). Ademés,
para facilitar la fluidez del texto asumimos conocidos a partir de ahora los rudimentos de las teorias
de anillos, médulos y algebras (sélo las definiciones y las propiedades méas elementales), para los
que nos remitimos a [1] y al segundo Capitulo de [29].

Las dos primeras secciones se basan en los primeros capitulos de [33] y en el Capitulo 2 de [29];
la dltima seccién se apoya en la estructura y los resultados del Capitulo 14 de [33].

2.1. La nocion de algebra de grupo

Hacemos notar que en la mayoria de definiciones y resultados en esta seccién, y en una parte
de los resultados posteriores, es posible sustituir el cuerpo K por cualquier anillo conmutativo con
uno R, y en algunos casos incluso por anillos con uno arbitrarios (en este sentido, véase [39]). Sin
embargo, y dado que para los objetivos de este trabajo sélo son de relevancia las dlgebras de grupo
sobre cuerpos (de hecho, sélo sobre cuerpos de caracteristica p, con p primo) sacrificamos con [33]
esa tan amplia generalidad, obteniendo a cambio unas pruebas y desarrollos algo més sencillos y
agradables de leer. En todo el capitulo. salvo indicacién K denotard a un cuerpo cualquiera, y G
a un grupo.

Definicién 2.1.1. Sea G un grupo y K un cuerpo. Se define el dlgebra de grupo (K[G],+,"), o
simplemente K[G], como la K-algebra asociativa que tiene por base a los elementos de G, y con
la multiplicacién -’ definida distributivamente usando la multiplicacién en el grupo.

Mis concretamente, K[G] serd el conjunto de todas las sumas formales de la forna

o= Zagg,

geG

con a, € K para cada g, tales que sélo hay una cantidad finita de coeficientes a4 no nulos. Si
B =2 4ccbgg es otro elemento de K|G], las operaciones vienen dadas por

a+B=2 ag+ byg=> (a5+by)g,

geG geG geG

af = Zagg Zbgg = Z agbh-gh:Zcx:I:,

geCG geqG g,heqG ze€G

23
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siendo

Cyp = Z agbh = Zabbg_lx = Z Ayh—10p;

gh=x gelG heG

v la multiplicacién por escalares, para cada a € K, viene dada por

ac =a Z agg | = Z(aag)g.

geG geG

Es un ejercicio sencillo ver que en efecto estas operaciones dotan a K[G] con estructura de K-
algebra asociativa, e identificando cada elemento g € G con ¢ -1 € K[G], podemos considerar G
como un subconjunto de K[G], que claramente forma una base del mismo.

Proposicién 2.1.2 (Propiedad universal). Sea G un grupo y K un cuerpo. Dado cualquier K-
algebra A, y cualquier aplicacién f : G — A tal que f(gh) = f(g)f(h) para cada g,h € G, existe
un unico homomorfismo de K-élgebras f* : K[G] — A tal que conmuta el diagrama:

G — K[G]
NI
A

donde i : G — K|G] es la inclusién.

Demostracion. Dada una aplicacién f : G — A como en el enunciado, consideremos f* : K[G] — A
definida mediante

fr Zagg = Zagf(g)‘

geG geG

Que f*oi = f es evidente, y ver tanto que f* es en efecto un homomorfismo de K-dlgebras como
que es el Unico en estas condiciones es de comprobacién directa. O

De hecho, se comprueba fiacilmente que todas las K-dlgebras que verifican las condiciones sobre
K|G] en la proposicién anterior son isomorfas, lo que constituye una definicién alternativa de
algebra de grupo. Ademds, a partir de esta proposicién se deduce facilmente que:

Corolario 2.1.3. Sean f : G — H un homomorfismo de grupos y K un cuerpo. Entonces existe
un tnico homomorfismo de K-dlgebras f : K[G] — K[H] tal que f(g) = f(g) para cada g € G.

Ademds, si f es un epimorfismo (resp. monomorfismo), entonces f también es un epimorfismo
(resp. monomorfismo).

Elementos de un algebra de grupo

Definicién 2.1.4. Sean K[G] un élgebra de grupo, y a = >
de «, Sop(«r), mediante:

gec 099 € K[G]. Se define el soporte

Sop(a) ={g € G : a4 #0}.
Es inmediato que Sop « es un subconjunto finito de G, y que es vacio si y sélo si a = 0.

Observacién 2.1.5. Destacamos la siguiente propiedad evidente de Sop(a): si @« # 0y g € G,
entonces Sop(ga) = gSop(a), v Sop(ag) = Sop(a)g. En particular, si z € Sop(«), entonces
1 € Sop(z~ta), y 1 € Sop(az~1).
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Sea ahora H un subgrupo de G. Entonces el K-subespacio vectorial generado por los elementos
de H C G C K|[G] es claramente el subespacio subyacente de K[H]. Es entonces inmediato que

K[H] ={a € K[G] : Sop(a) C H}.

Ademas, hay una proyeccién natural 7y : K[G] — K[H], dada por

i (S age | = 3 age
9eG geH
Es decir, si @ € K|[G], entonces o = mg(a) + «, donde Sop(e/) N H = (), y Sop(aw — ') C
H. Es inmediato que 7y es un homomorfismo de espacios vectoriales, pero no es en general un
homomorfismo de K-algebras.

Lema 2.1.6. Sea H un subgrupo de un grupo G, y sea Y un transversal por la izquierda de H en
G. Entonces cada elemento a € K[G] se puede expresar de forma dnica como una suma finita de
la forma
a:Zyozy, con oy € K[H].
yey

En otras palabras, Y es una base de K[G] como K[H]-médulo por la izquierda.

Demostracion. Sea o € K[G]. Por ser Sop « finito, estd contenido en una cantidad finita de clases
laterales por la izquierda de H, digamos y1 H,yoH, ..., y,H con y; € Y. Podemos entonces escribir

a=a; +ay+ -+ ay, siendo ;= azx.
zey; H

Observando ahora que de x € y;H se sigue que y, Ly € H, se deduce que también Y loy e K [H];
por tanto, la expresion

n
a=> yi(y; ')
=1

es como la buscada. Para ver la unicidad, sea a = Eer yay, como en el enunciado, y sea yg € Y.
Entonces y, lo = Zer Yo 1yay, de modo que, teniendo en cuenta la equivalencia “y, LyeHsiy
sélo si y = yo” para cada y € Y, se deduce que

—1 -1 .
7"-I-I(yo Oé) = Yo Yoly, = Qyg;
como esto vale para cada yg € Y, la expresiéon del enunciado ha de ser tnica. O

Observacién 2.1.7. Notemos que G actia sobre K|[G| por conjugacién. En efecto, para cada
g € G, se considera la aplicacién (-)9 : K[G] — K|[G] dada por a9 = g~tag para cada o € K[G];
la aplicacion asociada a 1 € G es la identidad, y ademéas esta asignacién es compatible con la
operaciéon de G, puse para cada g, h € G:

()" =h'a%h = b g agh = (gh)'agh = o ",

Aun maés, cada una de estas aplicaciones ()9 es un homomorfismo de K-dlgebras, pues para
cada «, f € K[G] y cada a € K valen:

(a+B) =z (a+B)r=z"tar + 27z =a” + B,

(af)® =z afz = 2 tazz ™ fz = a®B7,

1 1

(a)® = 2™ aaxr = ax” ax = ad”.

Finalmente, notemos que estos homomorfismos han de ser automorfismos, pues (-)¢ es el homo-
. -1
morfismo inverso de ()Y
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El centro de un algebra de grupo

Estudiamos también como son los elementos del centro de un algebra de grupo:

Teorema 2.1.8. Sea G un grupo y K un cuerpo. Entonces el conjunto de los elementos de la

forma
oCc = Z g,

geC
donde C' es una clase de conjugacion de G, forma una base de Z(K|G]), el centro del dlgebra de
grupo K[G].

Demostracion. Sea C una clase de conjugacion cualquiera. En primer lugar probaremos que o¢ €
Z(K[G]). En efecto, dado un = € G cualquiera, se tiene que

(c0)" =) a7 'gz="> g=oc,

geC geC;

por lo que serd zoc = ocx, por lo que o¢ es central.
En segundo lugar, vemos que los o¢ son linealmente independientes. Si hubiese una relacion de
dependencia lineal de la forma
Z acoc =0,

CeCI(G)
casi todos los a¢ nulos, podriamos escribir

Y. ac) g

CeCl(G)  geC

y como las distintas sumas de clase tienen soportes disjuntos, la independencia lineal de los ele-
mentos de G garantiza que ac = 0 para cada C.

Finalmente, comprobamos que los o¢ generan Z(K[G]). Sea oo = s aq9 € Z(K[G]). Sea
h € Sop(a), y  ~ h cualquier conjugado de h en G, digamos z = y~'hy, con y € G. Entonces,

como « es central,
-1
Zagg:oz:ayz Zagy 9y,
geG geG

de modo que, como el coeficiente que acompana a x ha de ser el mismos en ambos lados de la
igualdad, ha de ser a, = ap. Como esto ocurre para cada x ~ h, se deduce que los coeficientes
de a son constantes sobre las clases de conjugacién, de modo que, escribiendo ac = a4 si g € C,

podemos escribir:
o= Y acoc.

CeCl(G)
O
Equivalentemente, la prueba del teorema anterior da que:
Corolario 2.1.9. Sean G un grupo y K un cuerpo. Dado un elemento a = deG aqgg € K[G],

se verifica la equivalencia: o € Z(K[G)) si y solo si ag = ap, para cada g ~ h, i.e., para cada h
conjugado de g en G.

Conmutadores de Lie

Definicion 2.1.10. Sea A un algebra sobre un cuerpo K. Un conmutador de Lie serd un elemento
de la forma [, 5] = af — PBa, con «, € A. Se define el subespacio conmutador de A, al que
denotamos por [A, A], como el K-subespacio vectorial de A conformado por todos los conmutadores
de Lie.
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Que en efecto es un espacio vectorial es claro, pues para cada x € K, y cada «, 8 € A se tiene
que

z[a, f] = z(af — fa) = xzaf — fra = [za, f] € [A, A

Ademds, se define recursivamente el conmutador de Lie de n elementos mediante [a1, ag, ..., ay] =
[[a1, ..., an_1],ay]. Dados subconjuntos Sy, Ss,...,S, de A, denotaremos por [S1,Ss,...,S,] al
subespacio vectorial generado por los conmutadores de Lie de la forma [s1, s9, ..., sy], con s; € S;.

Si ademaés exigimos que el cuerpo K sea de caracteristica p, obtenemos que:

Lema 2.1.11. Sea A un &dlgebra sobre un cuerpo K de caracteristica p > 0. Sean a1, as,...,qpy, €
A, y n > 0 un entero; escribamos ademés g = p”. Entonces existe un elemento § € [A, A] tal que:

(1 +ao+-+an)=a+aj+---+ai, + 0.
Demostracion. Observemos que
(a1 +as+-+ap)i=al+al+--+al + 8,

donde 3 es la suma de todos los elementos de la forma a;, i, ... a;, con al menos dos subindices
distintos, elementos que podemos ver como palabras sobre el alfabeto aq, ao, ... a,,. Si dadas dos
palabras, w; y wsg, una es una permutacién ciclica de la otra, i.e., si

W1 = Q1 Qg - - - Qg Wy = Ozijaijﬂ s QG Qg e aij_w
entonces es claro que wy — we = v0 — 7y € [A, A], siendo

V= Qy Qg -y 5:aij+1...aiq.

Por tanto, fijada una palabra w cualquiera, todas sus permutaciones ciclicas son equivalentes médu-
lo [A, A]. Consideremos la accién del grupo ciclico Cy de orden g sobre el conjunto de las permu-
taciones ciclicas de w. Se ve facilmente que el nimero de permutaciones formalmente distintas de
w que aparecen en 3 es el tamafio de una érbitacon mas de un elemento, y por tanto es divisible
por p; en consecuencia, su suma se anula médulo [A, A]. Como esto ocurre para cada palabra w
que aparezca en 3, y la relacion de “ser una permutacién ciclica” es de equivalencia, también 5 sea
anula médulo [A, A]. O

Finalmente, restringiéndonos al caso en que A = K|[G] se trata de un dlgebra de grupo arbi-
traria, tenemos que:

Lema 2.1.12. Sea K un cuerpo y G un grupo. Se verifica:

(1) [K|[G], K[G]] es el subespacio vectorial de K[G] generado por todos los conmutadores de Lie
de la forma [g, h], con g, h € G.

1) Sea v = cqg € K|G]. Entonces v € [K|G], K|G]] si y solo si . cp, = 0 para cada
geG -9 h~g
g € G. En particular, ¢, = 0 para cada g € Z(G).

Demostracion.

() Sean o =3 cqag9y B =) cqbgg dos elementos de K[G]. Entonces

o, B] = Zagg,zbgg = Z agbnlg, hl;

9eG geG g,h€qG

por los tanto, los elementos de la forma [g, h| con g, h € G también generan [K[G], K[G]].
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(I1) Sea v =} cq g9 € [K[G], K[G]]. Entonces por el apartado anterior 7 es una combinacién

K-lineal de elementos de la forma gh — hg, siendo hg = g~ 'ghg un conjugado de gh. Como
la propiedad considerada obviamente cerrada para combinaciones K-lineales, se sigue que
thg ¢, = 0 para cada g € G. Reciprocamente, si v verifica esta propiedad para los coefi-
cientes, es sencillo comprobar que habra de ser combinacién lineal de elementos de la forma
g — g": y como estos elementos son conmutadores de Lie, pues

g—g"=(gh)h™" —h~tgh = [gh,h7!],

el resultado se sigue.

2.2. Aplicacion de aumento e ideales de aumento

Si en el Corolario [2.1.3] partimos de un epimorfismo G — {1}, obtenemos obtenemos un epi-
morfismo K[G] — K, que resulta ser central en el estudio de las édlgebras de grupo: la llamada
aplicacion de aumento.

Definicion 2.2.1. Sea K un cuerpo y G un grupo. Llamamos aplicacion de aumento del algebra
de grupo K[G| al homomorfismo ¢ : K[G] — K dado por

€ Zagg :Zag.

geG geG
Ademas, llamaremos a su nucleo ideal de aumento de K[G], y lo denotamos por Augy(G).
Ademads, dado un elemento a € K[G], llamamos aumento de o al valor e(«) € K.

Observacion 2.2.2. Es evidente que el ideal Augy (G) es bildtero, por ser el nicleo de un homo-
morfismo; y maximal, pues por ser € un epimorfismo, K[G]/ Augy (G) = K.

Proposicién 2.2.3. El conjunto {g—1 : g € G,g # 1} es una base de Augy (G) como K-espacio
vectorial.

Demostracién. Dado un elemento o = 3 - ay9 € Augg(G) = ker(e) se tiene que 0 = e(a) =
> geG Og = 0, de modo que se puede reescribir « de la forma

o= Zagg_ Zag = Zag(g— 1).
geG geG geG

Como claramente todos los elementos de la forma g — 1 estdn en Augy(G), ya tenemos que el
conjunto del enunciado es un conjunto generador de este subespacio. Finalmente, notando que
estos elementos son linealmente independientes (pues cualquier relacién de dependencia K-lineal
entre ellos implicaria una relacién de dependencia K-lineal entre los elementos de la base G) se
obtiene el resultado. O

La proposicién anterior da pie a la siguiente generalizacién de la nocién de ideal de aumento:

Definicién 2.2.4. Dado un subgrupo H de GG, denotamos por Augy (G, H) al ideal por la derecha
de K[G] generado por el conjunto {h —1 : h € H}, esto es,

Aug (G, H) = {Z ap(h—1) @ ap € K[G]} = K[G] - Augg (H).
heH

Es ciertamente una generalizacion, pues:
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Lema 2.2.5. Sea H un subgrupo de un grupo G, y sea S un conjunto de generadores de H.
Entonces el conjunto C = {s —1 : s € S} es un conjunto de generadores de Augy (G, H) como
ideal por la derecha de K[G].

Demostracion. Sea B el subconjunto de elementos de h € H tales que h—1 estéa en el ideal generado
por C. Es evidente que S C B, y que ademéas B es un subgrupo, pues dados =,y € B, se tiene que

(y ' —D=ay ' -+ @-)=ay '(1-y) + -1

esta en el ideal generado por C, y por tanto zy~' € B. Por tanto, necesariamente serd B = H.
Esto prueba que el ideal generado por C' contiene al conjunto {h — 1 : h € H}, que es generador
de Augy (G, H), y por tanto C' también genera a este ideal.

O

Proposicién 2.2.6. Sea H un subgrupo de G, y X = {¢; }ie; un transversal por la izquierda de
H en G que contenga a 1. Entonces el conjunto:

By ={qh—1) : qe X,h e H h #1}
es una base de Augy (G, H) como K-espacio vectorial.

Demostracion. Veamos primero la independencia lineal. Supongamos que existe una combinacién
lineal

Zaijqi(hj — 1) = 0, con ajj € K;
Z’Lj

entonces podemos escribir

i

Zaz‘jqz‘hg‘ - Z Zaij qi = 0.
i,J J

Notando que en la expresion anterior los elementos del grupo g;h; y ¢; no se repiten por ser Xun
transversal, la independencia lineal de los elementos de G da que necesariamente a;; = 0 para cada
par de indices i, j.

Por otro lado, es inmediato que los elementos de la forma g(h — 1) con g € G, h € H, generan
Aug (G, H) como K-espacio vectorial, de modo que para probar que By es un conjunto generador
es suficiente probar que cualquier elemento g(h — 1) de tal forma puede ser escrito como una
combinacién lineal de elementos de By. Y esto es sencillo, pues escribiendo g = g;h;, para ciertos
qi € X, hj € H, se tiene que

g(h — 1) = qihj(h — 1) = qi(hjh — 1) — Qi(hj — 1)
O
Este ideal es de especial interés cuando H es un subgrupo normal de G. En tal caso,el ho-

momorfismo canénico py : G — G/H puede ser extendido a un epimorfismo (que denotamos de
la misma manera) pg : K[G] — K[G/H] en virtud del Corolario més concretamente, esta

aplicacién serd la dada por:
Z Ggg > Z agpu(9)-
geG geG

Proposicion 2.2.7. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Con la notacién de arriba,

Ker(pn) = Augg (G, H).
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Demostracion. Sea de nuevo X un transversal de H en G que contiene a 1. Entonces cada elemento
a € K[G] puede escribirse como una suma finita de elementos de la forma

a:Zaijqihj, conaj; € K, ¢;€ X, yhjeH.
7:7‘7‘

Si denotamos por g; a la clase de ¢; en el grupo cociente G/H, tenemos que

pr (@) = Zaij [

i

siendo las clases g; distintas. Se tiene entonces que o € Ker(pg) si y sélo si ) ; aij = 0 para cada
i. Asi, si @ € Ker(py) podemos escribir:

a= Z a;jqih; = Zaij(b‘hj - Z Zaij Qi
ij ,j J

i
= Zaijqi(h]— — 1) S AugK(G, H)
,J
Esto prueba que Ker(pg) C Augy (G, H); como la inclusién reciproca se tiene trivialmente, hemos
terminado. O

Observacién 2.2.8. Ademds, si repetimos las dos tltimas proposiciones intercambiando izquierda
y derecha, si H es un subgrupo normal de G también se obtiene

Augg(H) - K[G) = Kex(pyr) = K[G] - Auge (H).
De esta proposicién también se sigue directamente el préximo:

Corolario 2.2.9. Sea H un subgrupo normal de un grupo G. Entonces Augy (G, H) es un ideal

bildtero de K[G] y
K[G]

Augy (G, H) = K|G/H].

Proposicién 2.2.10. Sea H un subgrupo de un grupo GG, y K un cuerpo. Entonces
GN(l+Augg(G,H))=H.

Demostracion. Supongamos que g estd en la interseccion. Entonces g — 1 € Augy (G, H), de modo
que por la Proposicion se puede escribir en la forma:

g — 1= Z aqh‘](h - 1)7

qeX,heH

siendo X un transversal de H en G que contiene a 1, y a4, € K. Como 1 aparece en el miembro
izquierdo de la igualdad, ha de haber un sumando de la forma ri5(1 — h) = (1 — h) en el lado
derecho de la igualdad; y como los elementos de G que aparecen como sumandos en el lado derecho
son distintos dos a dos, ha de ser ¢ = h € H. Esto prueba la inclusion hacia la derecha; la reciproca
es trivial. O

Concluimos por el momento el estudio de estos ideales observando cémo se comportan sus
potencias, y los conmutadores de Lie de sus elementos.

Proposicion 2.2.11. Sea H un subgrupo normal de un grupo G y n > 1 un entero. Entonces

Augr (G, H)" = Augr (H)" - K[G].
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Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. El caso n = 1 se tiene por definicién. Suponga-
mos la propiedad cierta para n > 1. La inclusién

Augy (G, H)™ 2 Aug e (H)™ - K[G]

es cierta trivialmente, pues Augy (H) C Augy (G, H) se conserva si tomamos potencias.

Para ver el contenido reciproco, sea xy un generador del ideal Augy (G, H)"*!, con = €
Augr (G, H)" ey € Augy (G, H). Por la hipétesis de induccién x es combinacién K [G]-lineal de ele-
mentos de z; € Augy (H)"™, mientras que por el caso base y es combinacién K [G]-lineal de elementos
y;j € Augy(H). Asi, usando la Observacién es facil ver que el producto xy es combinacién

K[G]-lineal de los elementos z;y; € Augy (H)" L. Esto prueba que zy € Augy (H)"! - K[G]. O

Notemos que en la proposicién previa no se usa en ningtin momento la estructura del algebra
de grupo, ni del ideal de aumento; por tanto, la misma demostracién nos permite deducir una
propiedad mucho mas general: si R es un anillo cualquiera, S un subanillo de R e I un ideal de R
tal que I - R = R - I, entonces I - R es un ideal bildtero de R, e (I - R)" = 1" - R.

Ahora, generalizando la Proposicién tenemos que:

Proposicion 2.2.12. Sea H un subgrupo normal de un grupo G y n > 1 un entero. Si B es una
base de Augy (H)"™ como K-espacio vectorial y X un transversal de H en G que contenga a 1,
entonces

C={gb : qe X, be B}
es una base de Augy (G, H)".

Demostracion. Veamos primero la independencia lineal. Si hubiese una relacion de dependencia
lineal entre ellos, digamos

g agp = 0, con ag, € K,
qeX,beB

ésta se puede reescribir como:

> g (Z aqbb> = 0;

qeX beB

como cada b € Aug (H)", es claro que los sumandos ¢ ) ;.5 agb tienen soporte disjunto, por lo
que habra de ser
Z agrb =0

beB

para cada g € X, y como los elementos de B son linealmente independientes, necesariamente sera
aq, = 0 para cada g € X, b € B.

Veamos ahora que C es un conjunto generador. Es inmediato que los elementos de la forma gb
con g € G, b € B, generan Augy (G, H)"™ como K-espacio vectorial, de modo que para probar que
C es un conjunto generador es suficiente probar que cualquier elemento gb de dicha forma puede
ser escrito como una combinacion lineal de elementos de C. Y esto es sencillo, pues escribiendo
g = qh, para ciertos ¢ € X, h € H, se tiene que b = ghb, y como hb € Augy (H)", es combinacién
lineal de elementos de B, digamos hb =), a;b;, con a; € K, b; € B; por tanto,

gb=">aigh;

es una combinacién lineal de elementos de C', con lo que concluye la prueba. 0

Corolario 2.2.13. Sea K un cuerpo, G un grupo y H un subgrupo normal de G. Entonces vale
la igualdad:
dimg (Augg (G, H)) = (G : H) - dimg (Augg (H)").
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Demostracion. Si B es una base de Augy (H)! y X es un transversal de H en G que contiene a 1,
por la Proposicién [2.2.12] Aug (G, H)! tiene una base de la forma

C={gb : g€ X,be B},
por lo que
dimg (Augr (G, H)") =|C| =
[ X|[B] = (G : H) - dimg (Aug (H)").

Relacionando las nociones de conmutador y de ideal de aumento, damos un ltimo lema:

Lema 2.2.14. Sea K un cuerpo, G un grupo, y H, L dos subgrupos de G. Entonces
(donde, recordemos, (H, L) denota al subgrupo generado por los conmutadores).

Demostracion. Se comprueba directamente (ver la prueba de la primera parte del Lema [2.1.12)
que los elementos de la forma [h,l] con h € H y | € L generan [F,[H|,F,[L]], por lo que serd
suficiente probar que éstos estan en Augy (G, (H,L)). Y en efecto:

[h,0] = hl —1h = (WMh~ N~ = 1)ih = (1,171 = 1)Ih € Augy (G, (H, L)) .

Isomorfismos normalizados y grupos de unidades

Dado un anillo arbitrario R, denotaremos por U(R) al grupo de las unidades de R. Particula-
rizando al caso en que R = K|[G] es un algebra de grupo, es obvio que todos los elementos de G
son unidades; sin embargo, el reciproco no es cierto. Ademas, es inmediato que ningtin elemento
a € U(K[G]) puede tener aumento 0, pues en tal caso seria €(1) = 0, y por tanto habria de ser
K = {0}, y por convenio no admitimos cuerpos con un solo elemento. Por tanto,

UKI[G]) € K[G]\ Augg (G).

Observacién 2.2.15. Se observa también facilmente que si K[G] y K[H] son dos élgebras de
grupo, dado cualquier isomorfismo de &dlgebras de 6 de K|[G]| a K[H], la restriccién de este a
U(K[G]) da un isomorfismo entre los respectivos grupos de unidades.

Se define también el Grupo de unidades normalizadas de K|[G] como:
V(KI[G]) = {a c U(KI[G]) : e(a) =1}.

Aunque la Observacién [2.2.15] no se puede extender directamente a este nuevo grupo de unidades
(pues la imagen de una unidad de aumento 1 es necesariamente una unidad, pero no hay garantias
de que tenga aumento 1) atin podemos obtener una versién aniloga si nos restringimos a cierta
clase de isomorfismos.

Definicién 2.2.16. Sea 6 un isomorfismo entre dos algebras de grupo, 6 : K[G] — K[H]. Deno-
temos por £¢ y em a las respectivas aplicaciones de aumento en K[G] y en K[H]. Decimos que 6
preserva el aumento si se tiene que e = €y 0 0, i.e., si conmuta el diagrama:

K[G] —2 K[H]

L

K

En este caso también decimos que 6 es un isomorfismo normalizado.
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Ademds, si existe un isomorfismo cualquiera, el siguiente lema garantiza que también existe
uno normalizado.

Lema 2.2.17. Sea 0 : K[G] — K[H] un isomorfismo entre dlgebras de grupo. Entonces existe un
isomorfismo normalizado 6 : K[G] — K[H].

Demostracién. Basta definir § mediante

6 Z agg | = Z a7g9(9)7 para cada Zagg € K[G].

geG geG (EH © 0)(9) geG

Es claro que estd bien definida, pues por ser g € G unidad en K[G] también lo es 6(g), y por lo
visto arriba necesariamente 5 (0(g)) # 0; el resto de comprobaciones también son rutinarias. [

Por tanto, y como es claro que la restriccién a V(K[G]) de cualquier isomorfismo normalizado
de K[G] a K[H]| da lugar a un isomorfismo de grupos, hemos obtenido un analogo a la Observacién
2.2.15 Profundizaremos més sobre este hecho en el Capitulo [

2.3. El Problema del Isomorfismo

Definicion 2.3.1. Sea K un cuerpo y GG un grupo. Decimos que G esté determinado por el adlgebra
de grupo K|G] si, para cada grupo H vale al implicacién:

K|G] = K[H] = G~H.

Es entonces natural preguntarse, cuando uno estudia dlgebras de grupo, si dados un grupo G
y un cuerpo K, es cierto que G estd determinado por su algebra de grupo K[G]. Esta pregunta
se explicita el denominado Problema del Isomorfismo para algebras de grupo, que abreviamos por
(IP), y formulamos como sigue:

Problema 1 (IP). Sea G un grupo y K un cuerpo arbitrario. ;Estd G determinado por el dlgebra
de grupo K[G]?

No es demasiado dificil deducir que este problema tiene respuesta negativa en general. En
efecto, sea GG un grupo abeliano finito de orden n. Entonces se puede comprobar queﬂ

ClGl=CaCe - aC,

n veces

i.e., C[G] es isomorfo (como C-dlgebra) a n copias de C. Por tanto, para cualquier otro grupo
abeliano finito H de orden n se tiene que C[G]| = C[H], aunque H no sea isomorfo a G.

Atn mas, el siguiente resultado de D.S. Passman garantiza que, incluso limitandonos a la clase
de los p-grupos finitos el Problema del Isomorfismo tiene respuesta negativa en general; de hecho,
el resultado da respuesta negativa para todos los cuerpos con caracteristica distinta de p.

Teorema 2.3.2. Para n > 23 existe un conjunto de
3-23n2)

p"

p-grupos no isomorfos de orden p"™ que tienen dlgebras de grupo isomorfas sobre todos los cuerpos
con caracteristica distinta de p.

'La prueba es ciertamente directa (se sigue del Teorema de Wedderburn-Artin, en particular del Corolario
3.4.10 de [29]) utilizando la semisimplicidad de C[G]; sin embargo, dado que en este trabajo no se utilizara tal no-
cién (por no ser las dlgebras de grupo que nos interesardn a partir de ahora —de p-grupos finitos sobre cuerpos de
caracteristica p— semisimples, de acuerdo con el reciproco del Teorema de Maschke; véase, por ejemplo, el Corola-
rio 3.4.8 de [29]), nos remitimos a la introduccién de Capitulo 14 de [33].
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Demostracion. Ver Teorema 14.1.11 de [33]. O

Por tanto, sélo sigue teniendo sentido dar una respuesta positiva a (IP) si las dlgebras de
grupo consideradas se toman sobre cuerpos de caracteristica p, cuando el grupo considerado es
un p-grupo. Y cuando el grupo considerado no es un p-grupo, incluso en la limitada clase de los
grupos metaciclicos se pueden encontrar contraejemplos al Problema del Isomorfismo: en efecto,
en [12] E.C. Dade describe dos grupos metabelianos finitos no isomorfos cuyas édlgebras de grupo
sobre todos los cuerpos posibles son isomorfas.

Adquiere entonces obvia relevancia la siguiente restriccién de (IP), que llamamos Problema del
Isomorfismo Modular Amplio, y abreviamos por (WMIP):

Problema 2 (WMIP). Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. ;Estd G estd
determinado por el dlgebra de grupo K[G]?

A la hora de estudiar este problema, en muchas ocasiones es mucho mas sencillo trabajar sobre
el cuerpo primo de p elementos F,; de hecho, la mayoria de los resultados conocidos hasta ahora (y
por tanto también la mayoria de resultados que presentamos en este trabajo) sobre este problema
se limitan a considerar el caso particular de las dlgebras de grupo modulares F,[G]. Este es el
llamado Problema del Isomorfismo Modular, o abreviadamente, (MIP):

Problema 3 (MIP). Sea G un grupo p-grupo finito y IF,, el cuerpo de p elementos. ;Estd G estd
determinado por el dlgebra de grupo modular Fp,[G]?

En otro orden de cosas, y haciendo una pequena digresiéon en la linea de nuestro trabajo, es
de destacar que, si permitimos en la definicién de algebra de grupo sustituir el cuerpo K por un
anillo conmutativo con unidad R cualquiera (es evidente que tal definicién sigue siendo valida),
podemos replantear el Problema [1| como:

Problema 4 (IP’). Sea G un grupo y R un anillo conmutativo con uno. sEstd G estd determinado
por el dlgebra de grupo R[|G|?

Los mismos argumentos y resultados anteriores muestran que este problema, mas amplio, sigue
teniendo respuesta negativa en general. Sin embargo, durante algin tiempo se conjeturé que en el
caso en que R = Z, el anillo de los enteros, era cierto que cada grupo G estaba determinado por su
algebra de grupo Z[G]. Sin embargo M. Hertweck da en [18] un contraejemplo a esta conjetura, de
modo que, incluso en esta version del Problema del Isomorfismo, el planteamiento restringido de
(WMIP), y en particular el de (MIP), sigue siendo la tnica restriccién razonable del problema
sobre la que existen expectativas de una solucion general positiva.

Por todo esto, dedicamos el presente trabajo a recopilar algunos resultados conocidos concer-
nientes a los problemas (WMIP, MIP). Para ello, es imprescindible haber estudiado previamente
la estructura de las algebras de grupo sobre cuerpos de caracteristica p, y en particular sobre el
cuerpo de p elementos; éste es el objetivo del capitulo préximo.



Capitulo 3

Algebras de grupo sobre cuerpos de
caracteristica p

Iniciamos en este capitulo un estudio algo mas profundo de la estructura de las algebras de
grupo K[G], prestando especial atencién a aquellas en las que K es un cuerpo de caracteristica p
y G es un p-grupo finito.

Para esta ultima situacién (aunque no en todos los resultados exigimos que G sea un p-grupo
finito), en la primera seccién obtenemos una caracterizacién del ideal de aumento Augy (G) tnica-
mente en términos de la estructura de anillo de K[G] (de hecho, sera el ideal de Jacobson); en la
segunda se introduce la nocién de filtracion graduada del ideal de aumento, y su estrecha relacion
con la de Np-serie de G' (podemos obtener N,-series a partir de filtraciones graduadas, y viceversa),
lo que nos permite definir una en principio nueva Ny-serie de G, la llamada serie de los subgrupos
de dimension {Dg n}n>1 a partir de la filtracién natural del ideal de aumento (i.e., la de sus po-
tencias). Ademads, probaremos que esta serie coincide tanto con la serie de Lazard como con la de
Brauer-Jennings-Zassenhaus, lo que justifica nuestro comentario tras el Lema Finalmente,
utilizamos las dos ultimas secciones para estudiar en mayor profundidad la estructura de las alge-
bras de grupo modulares (i.e., sobre cuerpos de p elementos) mediante los ideales de Zassenhaus de
K|[G] y ciertas potencias de los ideales de aumento, y para identificar ciertos subgrupos del grupo
de las unidades normalizadas.

La principal referencia del capitulo es [33], y en menor medida [39]. Mas concretamente, las dos
primeras secciones estdn basadas en [33]: la primera toma resultados de los Capitulos 3 y 8, y para
la segunda seguimos mayormente el Capitulo 3 y parte del Capitulo 11; a su vez, estos capitulos se
apoyan en los resultados originales de [23]. En la tercera utilizamos resultados de fuentes diversas,
que iremos citando segin se presenten. Finalmente, en la cuarta y ultima de ellas reorganizamos
libremente algunos resultados del Capitulo III de [39], ligeramente inspirados por la introduccién
de [20].

3.1. El ideal de aumento

En esta breve seccién simplemente establecemos la nilpotencia del ideal de aumento, obteniendo
a partir de ella su caracterizacién como el ideal de Jacobson, y, como consecuencia, caracterizaciones
explicitas de los grupos de unidades. Comenzamos recordando la nocién de ideal nilpotente, asi
como la de ideal de Jacobson, y algunas de sus propiedades.

Definicion 3.1.1. Sea R un anillo. Un elemento r € R se dice nilpotente si existe un enteron > 0
tal que ™ = 0. Un ideal I de R se dice nilpotente si existe un entero n > 0 tal que I" = {0}.

Es claro que todo elemento de un ideal nilpotente es nilpotente; en cambio el reciproco, i.e., la
afirmacion “un ideal cuyos elementos todos son nilpotentes es nilpotente”, no es cierta en general.

Definicion 3.1.2. Un ideal I en un anillo R se dice mazimal si para cada ideal J con I C J C R
se tiene que o bien I = J, o bien I = R.

35
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Con la ayuda del Lema de Zorn se puede probar que todo anillo contiene al menos un ideal
maximal (ver Lema 2.4.3 de [29)).

Definicion 3.1.3. Sea R un anillo. Se define el ideal de Jacobson de R como la interseccion de todos
los ideales maximales (por la izquierda) de R. Denotamos a este ideal por J(R), o simplemente
JR.

De hecho, es un resultado conocido que el ideal de la definicién anterior también coincide con
la interseccién de todos los ideales maximales (por la derecha) de R. También es bien conocida la
siguiente caracterizacién de J(R):

Lema 3.1.4. Sea R un anillo, y a € R. Entonces a € J(R) si y s6lo si 1 — ab es una unidad para
cada b € R.

Referencia de la demostracion. Ver Teorema 15.3 de [1]. t
Lema 3.1.5. Sea I un ideal nilpotente de un anillo R. Entonces I C J(R).

Demostracion. Por el lema anterior es suficiente probar que 1 —ab es una unidad para cadaa € 'y
cada b € R. Como ab € I, en particular es nilpotente, digamos que (ab)” = 0. Entonces el elemento
r=(1+ab+ (ab)®+ -+ (ab)"!) claramente verifica x(1 — ab) = (1 — ab)z = 1. O

Proposicion 3.1.6. Sea GG un p-grupo finito, y K un cuerpo con caracteristica p. Entonces el ideal
Augg (G) es nilpotente.

Demostracion. Escribimos |G| = p®, y procedemos por induccién sobre e. El caso |G| = 1 es trivial,
pues seria G = (1), y por tanto Augy (G) = 0.

Sea ahora |G| = p. Entonces G = (x) es ciclico de orden p. Entonces Augy(G) = (v — 1), el
ideal principal generado por z — 1. En efecto, por la Proposicién sabemos que Augy ((x)) estd
generado por elementos de la forma 2 — 1, y cada uno de estos elementos estd en {(x — 1), en virtud
de la igualdad

1= —-1)1+z4---+2);

la inclusién reciproca es evidente. Y entonces Augy ((z))? = {0}, pues K[(z)] es conmutativo, y
(x—=1)P=2P-1=1-1=0.

Finalmente, sea G un p-grupo con orden |G| = p°, e > 1, y supongamos la proposicién cierta
para e — 1. Sea H un subgrupo normal de orden p (que de hecho serd central, por el Lema .
Entonces, dado que |G/H| = p°~!, por la hipétesis de induccién tenemos que existe un entero
positivo n tal que Augy (G/H)™ = {0}. Ademds, es claro que

pu(Augk(G)) C Augr(G/H) = pu(Augg(G)") C Augg(G/H)" = {0},

de modo que
Aug(G)" C Ker(pyr) = Augg (G, H),

donde la igualdad se debe a la Proposicién [2.2.7] Ahora bien, como por el caso ciclico de orden p
existe un entero m tal que Aug (H)™ = {0}, tenemos que

Augg (G)"™ C Augy (H, G)™ = Augg (H)"K[G] = {0}.

donde la primera igualdad se tiene por la Proposicién [2.2.11
O

De hecho, el reciproco del resultado anterior también es cierto, es decir, dado un grupo no trivial
G y un cuerpo K, si Augy(G) es nilpotente entonces G es un p-grupo finito y char K = p; (cf.
Lema 3.1.6 de [33]); sin embargo, no entraremos en la prueba de este hecho, por no ser necesario
para nuestros objetivos.
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Lema 3.1.7. Sea G un p-grupo finito, y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces el ideal de
Jacobson JK[G] coincide con el ideal de aumento Aug (G).

Demostracion. Dado que sabemos por la Observacién que Augg(G) es un ideal maximal de
K|[G], claramente JK[G] C Aug,(G). Reciprocamente, basta notar como Augy(G) es nilpotente
por la Proposicién estard contenido en el ideal de Jacobson (ver Lema [3.1.5)). O

Definiciéon 3.1.8. De un anillo R decimos que es un anillo local si tiene un tnico ideal maximal
por la izquierda.

Se puede comprobar (ver Proposicién 15.15 de [1]) que en un anillo local R, el complementario
del grupo de las unidades U(R) es precisamente el inico ideal maximal por la izquierda, que serd
J(R). Es decir, R\ J(R) =U(R).

Corolario 3.1.9. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces K|[G| es
un anillo local.

Demostracion. Trivial; el ideal de Jacobson (que es la interseccién de todos los ideales maximales)
es un ideal maximal, por lo que es el Unico de estos ideales. O

Dado un par de subconjunto S y T' de un &lgebra de grupo K|[G], denotamos por 7'+ S al
conjunto de los elementos de K[G] de la forma ¢t + s con s € S y t € T. En particular, cuando
T = {1} escribiremos 7'+ S = 1 + S. Se obtienen entonces las siguientes caracterizaciones de los
grupos de unidades:

Corolario 3.1.10. Sea G un p-grupo y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces
(1) UK[G]) = U(K) + Aug(G).
(1) V(K[G]) =1+ Augg(G).

Demostracion. En primer lugar, notemos que por ser el anillo local el grupo de sus unidades sera
precisamente el complementario de JK|[G] = Augy (G) en K[G]. Ahora, es claro que {1}U{g—1 :
g € G, g # 1} es una base de K|[G], siendo la segunda componente de la unién una base de
Aug,(G). Por tanto, cada elemento de K[G] admite una (tinica) expresién de la forma a + o, con
a € Kyac€ Augg(G); tal elemento obviamente tiene aumento a. Se sigue entonces que el grupo de
unidades es el de los elementos con a # 0; y el grupo de unidades normalizadas, el de los elementos
con a = 1. O

3.2. Filtraciones del ideal de aumento y subgrupos de dimension

Definicion 3.2.1. Sea R un anillo arbitrario, e I un ideal bilatero de R. Por una filtracion de I
entendemos una serie decreciente I = E7; O FEs O ... de ideales bilateros de R. Ademds, decimos
que la filtraciéon es graduada si E;F; C E;; para cada 1, j.

En este trabajo nos limitaremos a tratar filtraciones graduadas del ideal Augy (G) en el dlgebra
de grupo K[G]; més concretamente, nuestro estudio se centrard en la filtracién natural del ideal
de aumento dada por sus potencias, i.e., {Aug,(G)"},>1, que evidentemente es graduada.

De filtraciones a N-series

El resultado siguiente da una manera de obtener N-series a partir de filtraciones del ideal de
aumento:

Proposicién 3.2.2. Sea G un grupo y K un cuerpo. Sea { E; };cn una filtracion del ideal Augy(G).
Definamos G; = G N (1 + E;), para cada i. Entonces:
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(1) G=G1 >G2>---> G, > ... es una sucesién decreciente de grupos normales de G.

(11) Sila filtracién {E;};>1 es graduada, entonces {G;};>1 es una N-serie. Si ademéds char(K) es
un primo p, entonces {G;};>1 es una Nj-serie.

Demostracion.

(1) Claramente G1 = GN (14 Augg(G)) = G, y G; O Git1 para cada i. Ademds, si z,y € G; y
z € (G, entonces
zy 1= ((z-1) = (y-1))y~ €E

luego zy~' € G, lo que prueba que G; es un subgrupo; y
ez —1=2Yoe-1)z€E,
luego 2 'zz € Gy, lo que prueba que G; es normal en G.

(11) Sean x € Gy, y € G;. Entonces (v — 1) € E; e (y — 1) € Ej; y por ser la filtraciéon graduada
se tiene que (z — 1)(y — 1), (y — 1)(x — 1) € E;1;. En consecuencia,

(r,y) —l=ayz ly ' -2ty =

=2y (@ -y —1) = (y— Dz - 1) € By,
y por lo tanto (z,y) € 1+ E;1;. Esto prueba que (G;,G;) < G4, y por tanto que los G;

forman una N-serie.

Asumamos ahora que la caracteristica de K es p. Entonces para cada x € K[G] vale la
identidad (x — 1)P = aP — 1. Asi, si € G}, entonces x — 1 € E;, de modo que por ser la
filtracion graduada z? — 1 = (z — 1)P € Ej),. Esto da que 2P € 1 + Ejy, y por tanto 2P € Gjp.

O

De N,-series a filtraciones

En esta subseccién, K denotard a un cuerpo de caracteristica p > 0, y G a un p-grupo. En ella
estableceremos una suerte de reciproco del lema precedente, en una situacién algo més restringida:
obtendremos filtraciones graduadas del ideal de aumento de K[G] a partir de N-series del grupo

G.

Lema 3.2.3. Sean K un cuerpo de caracteristica p; sea también G un grupo con |G| = p". Sea
G=H; > Hyr> - > Hyy1 = (1) una serie de subgrupos tales que |H;/H;;1| = p para cada i > 1.
Para cada ¢ > 1, tomemos un elemento x; € H; \ H;y1. Entonces los elementos:

n(at,...,an) = (x1 — 1) (z2 — 1)*2 ... (zy — 1),

con 0 < a; < p, forman una base de K[G] como K-espacio vectorial. Ademads, estos elementos sin
7(0,0,...,0) = 1 forman una base de Augy(G).

Demostracion. Comenzamos notando que parat=0,...,p— 1,y x € G, vale:
xlz((m—l)—i—l)l:Z(,)(CE—l)j. (3.1)
’ J
7=0

Dado que hay exactamente p” = |G| elementos de la forma n(a,...,ay), basta probar que
forman un conjunto generador de K[G]. Procederemos por induccién sobre n, pero antes hacemos
un par de observaciones.
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Como G/Hs es ciclico de orden p se tiene que |Hz| = p"~!; ademds como G/ Hs esta generado
por la imagen de x1, se deduce que {1, z1, x%, ... ,;1:‘?_1} es un transversal de Hy en (G, de manera
que cada elemento o de K[G] puede reescribirse de la forma

p—1
o= Zxﬁai, con «o; € R[Hs. (3.2)
=0

Realizamos ahora el razonamiento inductivo. Si n = 1, necesariamente Hy = (1) y K[Hs| = K,
de modo que por las férmulas y (3.2) cualquier elemento o € K[G] puede escribirse como
combinacién K-lineal de elementos de la forma n(ay).

Sea ahora n > 1, y la hip6tesis de induccion cierta para exponentes menores. En particular ésta
se verifica para Ho, por lo que los elementos de la forma

n(0,az2,...,an) = (2 —1)* ... (x, — 1)

generan K[Hj]. Asi, de nuevo considerando las ecuaciones y , también se deduce que
cualquier elemento o € K[G] se puede escribir como K-combinacién lineal de elementos de la forma
n(ai,...,a,), y la primera afirmacién del lema queda probada.

Para la afirmacién sobre Aug (G), notemos que cada uno de estos elementos n(ay, ..., ay), con
los a; no todos nulos, estan en Augg (G), pues la aplicacién de aumento verifica:

(w1 — 1™ .. (20 — 1)) = (e(z1) — D™ ... (e(z) — 1) = 0.

La prueba concluye notando que, por lo ya probado, estos elementos son K-linealmente inde-
pendientes, y ademds generan todo Aug (G), pues cualquier elemento

o = Z ral,...,ann(ala ce 7an) € AUgK(G)

ai,..,0n

verifica

0=c¢(a) = Z Tar,.an€(Mai,...,an)) =10, 0

ai,...,an

Sea G un p-grupo finito, supongamos dada una Np-serie de G,
G=G1>Gy>-->Gq>Gaq1 = (1).

Entonces, para cada g € G, se define la altura de g como v(g) =sup{m € N : g € G,,,}. Notemos
que v(1) = oo (pues en realidad se trata de una serie infinita, con G; = (1) para cada i > d + 1),
y para g # 1, v(g) =m siy solo si G € Gy, \ Gt1-

Para cada entero i > 1, sea E; C K[G] el conjunto de todas las combinaciones K-lineales de
todos los productos de la forma:

(1 —=1)(g2—-1)...(gx — 1)

para algin k con v(g1) + v(g2) + ... v(gx) > i. Es facil ver que E; es un ideal de K[G], pues es
cerrado bajo multiplicacién por 1 y cualquier g — 1, y por tanto por cualquier g € G. Ademas, es
de comprobacién directa que

y que E;E; C E;,; para cada 7,j. Por tanto, {E;};>1 es una filtracién graduada del ideal de
aumento. Decimos que esta es la filtracion graduada de Augy (G) determinada por la serie {G;}.
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Dada ahora una Np-serie {G;}, podemos refinarla (quitando previamente los posibles términos
repetidos) a una serie de composicién

G=H,>Hy>...>Hp1 = (1),

de modo que, tomando elementos z; € H;11 \ H;, por el Lema se obtiene una base de K[G].
Llamamos a cualquier base asi obtenida una base de Jennings generalizada de K[G] obtenida de la
Np-serie {G;}. Ademds, a cada uno de los elementos de tal base,

n=mn(ai,...,an) = (x1 — )" ... (x, — 1),
con 0 < a; < p, le asociamos un peso

w(n) = arv(zy) + agv(x2) + - -+ + apv(zy).

Lema 3.2.4. Con la notaciéon anterior, los elementos de la base de Jennings generalizada de la
forma n(aq,...,a,) que verifican w(n) =t generan F; médulo Fyiq.

Demostracion. Observemos que, por las definiciones de w(n) y F; es inmediato que si w(n) > t,
entonces 1 € Fy. Para probar que estos elementos generan F; moédulo Eyi1, debemos probar la
siguiente:
Tesis: “Cada producto m = (g1 —1)(92—1) ... (9x — 1) con v(g1) +v(g92) + - - +v(gn) > t puede
reescribirse como una combinacién K-lineal de n’s de peso ¢ més un término en E;1”.
Simplificara considerablemente esta tarea la afirmacion siguiente:

= Afirmacién 1: “Para demostrar la tesis, es suficiente hacerlo para productos de la forma
= (xiy — 1)(zi, — 1) ... (@i, — 1), con v(x;,) +v(ziy) + - +v(xy,) > t7.

Para verlo, tomemos un factor particular g; —1 de 7, de modo que 7 = a(g; —1)5. Escribamos

v(g;) = v; asi, g; € G,. Por ser la serie {Hg}s>1 un refinamiento de {Gs}s>1, se tiene que

Gy,=H, > Hy41 >...> H,y1 = (1). Entonces, por el Lema g; — 1 es una combinacién

K-lineal de elementos de la forma

77, = (v, — )" (2pq1 — 1)%+1 T (xn - 1)ana

donde los a; no son todos nulos. Pero cada x5 € Hy C G, por lo que v(xs) > v = v(g;); por
lo que, claramente podemos escribir

gi—1= Z bs(ws — 1)+,
(zs)=

v =v

para ciertos bs € K, v € E,4+1. Por tanto,

T=a(g;—1)8 = Z bsa(zs — 1)+ ayf = Z bsa(xs — 1) méd Eiqg.

v(zs)=v v(zs)=v

En consecuencia, probar la tesis para m es equivalente a probarla para EV(IS)ZU bsa(xs—1)8,
de modo que es suficiente hacerlo para elementos de la forma a(zs — 1)5 (que verifiquen la
condicién sobre las alturas). Aplicando este argumento reiteradamente a cada factor (g; — 1)
(de los restantes, en « y (), queda probada la Afirmacién 1.

Ahora probaremos la tesis por induccién sobre k: si & = 1, por la Afirmacién 1 podemos
limitarnos a 7’ = (x; — 1) para cierto j con v(z;) > t. En tal caso, 7’ es un elemento n de la base,
de peso > t. Si fuese w(t) = ¢, hemos terminado, y si es w(n) > t, por nuestra observacién inicial
n € Eiy1, y por tanto es la combinacién lineal nula, médulo Fyy .

Supongamos ahora que la tesis es cierta para todos los productos n’ con menos de k factores.
Para dar el paso inductivo necesitaremos la siguiente:
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= Afirmacién 2: “Para probar la tesis en el caso en que 7 tiene k factores es suficiente hacerlo
para productos de la forma 7 = (z1—1) (21 —1)*2 ... (z,—1)%", con 0 < b;, by +ba+- - -+b, =
ky 2y biv(w) > 17
En efecto, por la Afirmacién 1 podemos limitarnos a productos de la forma 7’ = (x;, —1)(z;, —
1)...(x;, —1); aislemos dos factores adyacentes de 7/, de modo que " = a(z; — 1)(z; — 1)0.
Escribamos r = v(z;) y s = v(x;), y consideremos la identidad

(xi—1)(zj—1)=(x; —1)(z; — 1) + (:c;lsv;lxixj - 1)+ (xjz; — 1)(x;1x;1xixj —1).

Pongamos por comodidad h = mi_la:j_lxixj; entonces por estar x; € G, y z; € G, tenemos

que h € (Gr,Gs) € Gpys. Por tanto, v(h) > r + s, y de ahi que (zjz; —1)(h —1) € Erjoqa.
Se sigue entonces que

™ =a(r,—1)(z; - 1)B=alz; —1)(x;— 1)+ a(h—1)8 méd Eq

Notemos que a(h — 1) es un producto de, a lo sumo, k — 1 factores, pero con altura total no
menor que t. Entonces por hipétesis de induccién es una combinacién lineal de 7’s de peso
t; de modo que para probar que 7’ lo es es suficiente probarlo para o(z; —1)(z; — 1)5. Esto
prueba que, en lo que a la tesis respecta, no importa el orden en que aparezcan los (z; —1) en
el producto; podemos entonces reeordenarlos en el orden natural para obtener una expresién
de la forma de 7", y la Afirmacién 2 queda también probada.

Podemos limitarnos a llevar a cabo la demostracién para productos de la forma 7" (i.e., como
en la afirmacion precedente). Distinguimos entonces dos posibilidades. Si todos los b; son menores
que p, entonces

7 = (z — l)bl(xg — 1)b2 vy — l)b" =n(b1,...,bn) =m,

y w(n) > t, y por tanto la tesis se sigue, argumentando como en el caso k = 1.
Si por el contrario, para algin i vale b; > p, entonces (z; — 1)? = (2! — 1) es un factor de 7",
por lo que podemos escribir
7’ =a(r; —1)PB = alaP — 1)B,

que es un producto con menos de k factores. Ademds, si v(x;) = s, entonces x; € G, de forma que
z? € Ggp y en consecuencia v(z) > sp. Por tanto, la suma de las alturas de los factores en esta
nueva representacién de 7’ sigue siendo mayor o igual que t, la tesis se sigue por la hipdtesis de
induccién, y el paso inductivo queda completo. ]

Lema 3.2.5. Con la misma notacién, los elementos de la base de Jennings generalizada (a1, as, . .., a,)
con w(n) > t forman una base de Ej.

Demostracion. Ya sabemos que w(n) > t implica que n € Ey; asi como que los n’s son linealmente
independientes (Lema . Por tanto, bastard probar que estos n’s generan E;. Ahora bien,
aplicando repetidamente el Lema se comprueba que el conjunto de los n’s con s > w(n) >t
genera F; modulo Fyq para cada s > t. Por tanto, serd suficiente probar que E541 = 0 para algin
s lo suficientemente grande.

A este fin, recordemos por el Lema que Augg (G) es nilpotente, por lo que existe un k > 0
tal que Augy (G)*F = 0. Ahora bien, G4.; = (1), por lo que todos los elementos de la forma

T=(g1—1)(g2—1)... (g — 1)

verifican v(g1) + v(g2) + - - - + v(gr) < dk; esto prueba que todo producto con menos de k factores
no puede estar en Eg, , v por tanto Eg, C AugK(G)k = 0. Por tanto, E4. = 0, y hemos terminado.
O
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Llamaremos base adaptada a la filtracion del ideal de aumento {E:}4>1 a cualquiera base # de
K[G] que contenga a 1, con un peso asociado w (i.e., una funcién w : # — N) tal que para cada
t > 1 los elementos de peso t generen Ey; moédulo Eyy .

En particular, dada una Np-serie {G;}¢>1 y la filtracién del ideal de aumento {E;};>1 obtenida
a partir de ella como arriba, el Lema [3.2.4] garantiza que cualquier base de Jennings generalizada
2 obtenida a partir de {G¢}+>1 es adaptada a la filtracion {E;}i>1.

Teorema 3.2.6 (Jennings). Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea G un p-grupo finito.
Supongamos que
G=G1>2Gy>-->G3>Gap1=(1).

es una Ny-serie con |Gy/G1] = p®. Sea {E;}i>1 la filtracion de Aug(KG) determinada por {G;},
y escribamos Fy = KG.

(1) Sea m = Zle(p — 1)e;. Entonces Ep, # 0, pero Ep,41 = 0.

(11) Si f = dim E¢/Ey 41, entonces el polinomio Y_,_, fi(* € Z[(], donde ¢ es una indeterminada,

viene dado por
d
> #t =T ®p(¢H,
t=0 i=1

siendo ®,(¢) =142+ 3+ -+ (P! es el p-ésimo polinomio ciclotémico.
(ii1) Seat > 1. Six € G, entonces x — 1 € Ey si y sélo si x € Gy.

Demostracion. Notemos que es posible que algunos de los e;’s sean 0. Notemos también que dada
una serie de composicién {H;};>1 que sea un refinamiento de {G;}i>1, y elegidos z; € H; \ Hit1,
entonces la cantidad de z;’s de altura j es precisamente e; (por ser la cantidad de H;’s con Gj >
H;, > Gj+1).

(1) Sea n(ay,...,an) = (xr1 —1)*(xg — 1) ...(x, — 1) un elemento de la base de K[G] dada
en el Lema |3.2.3] Entonces el mayor peso posible de n se da cuando todos los a; =p— 1,y

en tal caso
n

d
wn)=@E-1)Y vi@)=p-1)) teg=m,
=1 t=1

/

porque por nuestra observacién inicial la cantidad de ;s con altura t es exactamente e;.

Entonces E,, # 0, pues por el Lema nlp—1,p—1,...,p—1) € E,,. El mismo lema da
que E,+1 = 0, pues no hay elementos de altura mayor que m.

(1) De nuevo por el Lema es claro que f; es precisamente el nimero de n’s de peso t (que
son los elementos de una base de Fy/Fy11). Ahora, el peso de n(ay, ..., ay) es

w(n) = av(zr) + agv(x2) + - - - + apv(zy),

de modo que f; es el nimero de formas de escoger 0 < a; < p — 1 de tal forma que w(n) = t.

Por otro lado, es evidente que para cada i = 1,...,d hay exactamente e; elementos de
{z1,29,..., 2y} con altura i, de modo que
d n n
H ®,(¢M% = H q)p(glf(ffj)) = H (1 4 @) @) Ly C(pfl)lf(fm)) )
i=1 j=1 i=1

Asi, se ve que en el desarrollo del dltimo producto aparecen tantos sumandos de la forma, ¢*
como formas posibles hay escoger 0 < a; < p — 1 de forma que

Calz/(xl)+a2V(LE2)+"'+anV($n) — Ct’
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i.e., hay f; de ellos. Como esto ocurre para cada t, queda demostrado que
d
ot =TI @)
t=0 i=1

(111) Una implicacién es trivial: si x € Gy, entonces v(z) > t, asi que z — 1 € Fy por definicién
de E;. Reciprocamente, sea x € G tal que x ¢ G;. Entonces v(z) < t. Sea también {H,}s>1
una serie de composicién, refinamiento de {G;};>1. Por ser x # 1, existe un j > 1 tal que
x € Hj \ Hji1, y ala hora de escoger un generador x; € Hj/H; 1 como en el Lema
siempre podemos forzar x; = x. Entonces tenemos un elemento de labase n =z; -1 =x—1
con peso w(n) = v(x) < t. Por tanto, como el Lema los n’s con w(n) > t forman una
base de E, y por el Lema[3.2.3] todos los n’s forman una base de K[G], ha de ser 1) ¢ Ey. Por
tanto, x — 1 ¢ Fj, y el teorema queda probado.

Subgrupos de dimensién

Estudiaremos en esta subseccién la filtracion graduada natural del ideal de aumento, es decir,
la dada por las potencias de Aug (G), junto con la N-serie asociada a ella, la de los llamados
subgrupos de dimension:

Definicion 3.2.7. Sea GG un grupo, y K un cuerpo. Para cada n > 1, se define el n-ésimo subgrupo
de dimension de G sobre K como:

Dgn(G)={ze€G : v —1¢€Augg(G)"}.

Observacion 3.2.8. Se hace evidente, a la luz de la Proposicién y dado que por definiciéon
Dk »n(G) = GN(1+Augg(G)"), que la sucesién { D, (G) }n>1 es una N-serie; y que, si char(K) =
p, ademds es una N, serie.

Definicién 3.2.9. Sea K un cuerpo con caracteristica p, y G un p-grupo finito. Sea {H;}s>1
una serie de composicién que sea un refinamiento de la Ny-serie { Dk +(G)}4>1. Llamamos base de
Jennings a cualquier base de Jennings generalizada obtenida a partir de esta serie de composicién.

Dado G un grupo, consideremos el orden en el conjunto de todas las N,-series de G determinado
por, dadas dos Nj-series {G;}i>1, {Hi}i>1 de G:

{Gi}ti>1 > {Hi}i>1 si y solo si G; O H; para cada i > 1.

Teorema 3.2.10 (Jennings). Sea K un cuerpo con caracteristica p, y G un p-grupo finito. Entonces
la serie {Dk +(G)}i>1 de subgrupos de dimension es la minima Np-serie de G, respecto al orden
< dado arriba. Ademds, la filtracion de Augy (G) determinada por {Dk +(G)}i>1 es precisamente
{Augy (G)'}i>1, las potencias del ideal de aumento.

Demostracion. Por la Observacién {Dk+}t>1 es una Nj-serie. Ademas, por el Lema
Augy (G) es nilpotente, por lo que para cierto entero d se tiene que Augy(G)*! = (0), y por
tanto Dg 44+1(G) = (1).

Consideremos una N-serie de G’ cualquiera {Gt}t21~ Poniendo G; = étﬂDKﬂg(G) para cadat, es
inmediato comprobar que {G};>1 es una Np-serie, que ademds es menor o igual que {Dg +(G) }+>1
en el orden dado arriba. Sea {E;};>1 la filtracién de Augy (G) determinada por {Gt}+>1. Fijemos
un entero ¢ > 1 cualquiera. Por ser Augy (G) = E y la filtracién graduada se tiene que:

Augy (G)' = (E,)' C E;.
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Por otro lado, sea
(1 =D(g2—1)... (9 — 1)

un elemento cualquiera de entre los que por definicién generan FE}; entonces verifica

v(gi) +v(g2) + -+ v(gr) > t.

Por tanto, para cada i, vale g; € Gy(4,) € Dk y(g,)(G), de modo que g; — 1 € Aug (G)*19), En
consecuencia,

(91 = 1)(g2 — 1)... (gr — 1) € Augg (G)"9) (@) TH190) C Aug, (G)".

Esto prueba que E; C Augy(G)!, y por tanto también la igualdad. Ahora, por el apartado
del Teorema [3.2.6] sabemos que

Gi={zxeG : z—1¢€ E},
mientras que por definicién
D (G)={x €G : x—1¢€ Augg(G)"};

se sigue entonces que Gy = Dk +(G), y por tanto que D (G) < G;. Como esto es vélido para cada t,
el primer resultado queda probado. Ademaés, por lo que acabamos de ver {Augy (G)'}i>1 = {Ei}e>1
es la filtracién graduada determinada por la serie {G;}¢>1 = { D +(G)}i>1, lo que da la afirmacién

restante.
O

En definitiva, el teorema anterior, por un lado, da una caracterizacion estrictamente dentro de
la Teorfa de Grupos los subgrupos de dimensién (como la minima N,-serie), mientras que por otro
nos permite aplicar el Teorema [3.2.0] a la filtracién de las potencias del ideal de aumento.

Lema 3.2.11. Sea K un cuerpo arbitrario, y G un grupo finito. Sean H, N subgrupos de G, con
N < G. Entonces para cada entero n se tiene que Augy (H)" C Augy (G)",y Drn(H) C Dgn(G).
Ademas,

pn(Augg (G)") = Augr (G/N)". (3.3)

Finalmente, si N C Dk ,,(G), entonces D »(G/N) = Dk (G)/N.

Demostracion. Como la inclusion Augy (H) C Augg(G) es inmediata, se deduce que Augp (H)" C
Augr (G)™, y por tanto también que Dg n,(H) C Dg n(G).

Ademas, como Augy (G) estd generado por los elementos de la forma g — 1 con g € G, sabemos
que Augy (G)" estd generado por elementos de la forma (g1 —1)(g2—1)...(gn— 1), con los z; € G.
Y la imagen por py de estos elementos estd en Augy (G/N)™ (pues o bien tiene n factores, o es
nula); ademds cada generador de Augy (G/N)™ es imagen de uno de ellos, por lo que se da la
igualdad pn(Augg(G)") = Augi (G/N)™.

Finalmente, supongamos que N C D ,,(G). Entonces € N implica que = € Dk ,(G), y por
tanto que z — 1 € Augg (G)™. En consecuencia, tenemos que

Augg (G, N) = Ker(py) € Augg (G)™; (3.4)
se sigue entonces que para cada g € GG se tiene la equivalencia:
g—1¢€ Augg(G)" si y sélo si pn(g—1) € Augg(G/N)"

(en efecto, la implicacién hacia la derecha se sigue directamente de , mientras que para la
reciproca basta notar que si py(g — 1) € Augy (G/N)™ entonces py'(g — 1) = g — 1 + Ker(py) C
Aug i (G)", lo que por da el resultado). Y de esta equivalencia se sigue directamente que
DK,n(G)/N:DK,n(G/N)' O
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El siguiente lema da una relacién trivial entre estas series y los subgrupos de dimension sobre
cuerpos de caracteristica p:

Lema 3.2.12. Sea K un cuerpo de caracteristica p, y G un grupo. Entonces para cada entero
n>1,

Demostracion. La segunda inclusién viene dada por el Lema Asi, podemos limitarnos a
probar la inclusién Dk ,(G) 2 My, (G); lo haremos por induccién sobre n. El resultado es claro
para n = 1, pues Dk 1(G) = G. Supongamos entonces que n > 2, y que el resultado es cierto para
todo subindice menor que n. Recordemos que, por la Observacién se tiene que {Dg ;(G) }i>1
es una Np-serie de G. Como por hipétesis de induccién M, ,,—1(G) € Dk n—1(G), se sigue que

(Mpn-1(G), G) € (Dkn-1(G), G) € D n(G). (3.5)

(donde la tltima inclusién se tiene porque los subgrupos de dimensién forman una Np-serie de G).

Ademas, si i el menor entero tal que ip > n, entonces ¢ < n— 1 (pues en caso contrario i > n, y
por tanto (i — 1)p > (n—1)p > (n — 1) - 2 > n, contradiccién). Entonces, de nuevo por la hipdtesis
de induccién, M, ;(G) C Dk (G), y en consecuencia

My i(G)P) C Dy ()P C Dge (@) (3.6)

(la dltima inclusién, de nuevo por formar los subgrupos de dimensién una Np-serie). Asi, de las
inclusiones dadas por (3.5)) y (3.6) se sigue directamente que

Mpn(G) = (Mpn-1(G), G)Myi(G)P) € Dy (@),

y el paso inductivo queda completo.
O

Observacion 3.2.13. Notemos que del lema previo y la Proposicién [3.1.6] se sigue directamente
que la M-serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus tiene longitud finita, pues

Mpn(G) —1C Dgp(G) — 1 C Augg (G)" = {0}
para algiin entero positivo n.

El siguiente resultado, objetivo de esta seccion, resuelve el llamado Problema de los Subgrupos de
Dimension en caracteristica p, es decir, permite afirmar que la serie de los subgrupos de dimensién
de un grupo G sobre un cuerpo K depende solamente de la caracteristica de K (y del propio G),
y que ademas coincide con la serie de Larzard y con la de Brauer-Jennings-Zassenhaus. Podra el
lector comprobar que, con lo ya probado, la prueba de este hecho en el caso en que G es un p-grupo
finito (el tnico caso que serd de relevancia més adelante) es casi trivial; sin embargo, unos pocos
calculos adicionales permiten generalizar el resultado a cualquier grupo:

Teorema 3.2.14 (Jennings-Lazard). Sea G un grupo, y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces
se verifican las igualdades:

Drn(G) = Mpa(G) = Lpn(G).
Demostracidén. Por el Lema [3.2.12] sabemos que
Dgn(G) 2 Mpn(G) 2 Lpn(G)

para cada n > 1, de modo que serd suficiente probar la inclusién Dk ,(G) C L, . Fijemos un
entero arbitrario n > 1.

Supongamos primero que G es un p-grupo finito. Entonces, dado que por el Lema[I.3.7] se tiene
que {Lpn}tn>1 es una Np-serie de G, y que por el Teorema se sabe que {Dg ;(G)}i>1 es la
Np-serie minima de G, podemos concluir que Dg »,(G) C L, ,(G) en este caso.
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Supongamos ahora que G es finitamente generado, y escribamos N = £, ,,(G). Entonces, como
ya sabemos que N C Dk ,(G), el Lema garantiza que Dk ,,(G/N) = Dk ,(G)/N. Ahora
bien, el Lema [1.1.13] junto con el hecho de que 7,(G) € N dan que v,(G/N) = 7,(G)N/N = (1);
esto prueba que G/N es nilpotente. Ademas, por la definicién de serie de Lazard, es claro que para
j lo suficientemente grande vale N O ’yl(G)(p]) = G, por lo que G /N es un p-grupo; es mas,
tendra exponente < p/, por lo que también ha de ser finito por el Lema pues es finitamente
generado por serlo G. Asi, del parrafo anterior aplicado al p-grupo finito G/N se sigue que

Dgn(G)/N = Dgn(G/N) = Ly n(G). (3.7)
Sea ip’ > n. Si consideramos el epimorfismo canénico
7 :7%(G) = %(G)/N =7(G/N),

donde la igualdad de nuevo se tiene por el Lema es claro que la restriccién 7’ : 'Yi(G)(pj ) —
7i(G/N)®") sigue siendo un epimorfismo. Pero v;(G)") C L£,,(G) = N, de modo que (1) =
7(7:(G)P)) = Im(x’); por tanto, necesariamente v;(G/N)®) = (1). Asf, se deduce que £, ,(G/N) =
(1), pues cada uno de sus factores es trivial. Esto y la ecuacién dan que Dk ,(G) = N =
Lyn(G), vy el resultado queda también probado en este caso.

Finalmente, sea G’ un grupo arbitrario. Tomemos un « € Dk ,,(G) arbitrario. Entonces z — 1 €
Aug (G)", de modo que podemos escribir z — 1 como combinacién K-lineal de elementos de la

forma:
m

(@—1)=> ki(wss — D(zsz — 1) ... (wen — 1),
s=1
con k; € K, x4 € G. Entonces existe un subgrupo H de G finitamente generado (por los x4 y
por ),y con x € H, z —1 € Augg(H)". Por esto dltimo, € Dk ,,(H). Pero H es finitamente
generado, de modo que por el caso anterior podemos afirmar que Dy ,(H) = Ly, ,(H), y por tanto
que z € L, ,(H). Para cada par i,j con ip! > n se tiene (Lema que v (H) C v(G), y
por tanto que ;(H)®) C ~;(G)P). En consecuencia, se también se tiene la inclusién entre los
productos L, ,(H) C L,,(G). Esto prueba que € L, ,(G), de donde se deduce la inclusiéon
buscada Dk ,,(G) C Ly, ,(G). O

3.3. El grupo de unidades normalizadas

Volviendo al estudio del grupo de unidades normalizadas del algebra de grupo K[G], obtenemos
un conjunto generador de este grupo a partir de una base de Jennings dada, y se destacan ciertos
subgrupos de dicho grupo. A continuacién, se da un resultado relativo a estos grupos de unidades
normalizados en algebras de grupo modulares conmutativas.

Lema 3.3.1. Sea GG un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces hay un isomor-
fismo de grupos natural:

~Y

Augg (G)" 1+ Augg(G)"
Augp (G)"tE 1+ Augy (G)ntL?

siendo el primero un grupo aditivo, y el segundo multiplicativo.

Demostracion. Consideramos la aplicacién

1 + AugK(G)n
1+ AUgK(G)n+1 ’

A Augg (G)" — Ma) = (14 a)(1 + Augg (G)" .

Es claro que es un homomorfismo, pues si a, 8 € Augy (G)", se tiene que

l+a)1+B8)=1+a+B) +af=1+a+h) (1+(1+a+p) " ab),
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donde claramente a5 € Aug,(G), y el inverso existe por el Corolario Se sigue entonces que
AMa)A(B) = AMa + B). Que es suprayectivo es inmediato. Ademds, o € Ker(\) si y sélosi 1+« €
1+ Augy (G)" L ie., siy sélosi a € Augy (G)"L. Queda asi probado que Ker()\) = Aug (G)"H,
y por tanto que A induce un isomorfismo como en el enunciado. O

Tomamos el siguiente lema de [36]:

Lema 3.3.2. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Para cada n > 1, sea
B,, un subconjunto de Augy (G)™ tal que el conjunto imagen por el homomorfismo canénico en el
cociente

Augg (G)"

Augg (G)"H
genera dicho cociente como grupo aditivo. Sea B = UnZl B,,. Entonces 1 + B es un conjunto
generador de V(K|[G)).

Demostracion. Considerando el isomorfismo del Lema como B,, genera Augy (G)" médulo
Augy (G)"HL) es claro que 1 + B, genera 1 + Augy(G)" médulo 1 + Augy (G)"H! para cada n.
Aplicando esta propiedad repetidamente, se deduce fécilmente que 1+J;" , B, genera V(K |[G]) =
1 + Augg (G) médulo 1 + Augy (G)™ . Como Augy (G) es nilpotente, existird un entero m > 0
tal que 1+ Augy (G)™! = {1}, y el resultado se sigue. O

Por tanto:

Corolario 3.3.3. Sea G un p-grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p, y % una base de de
KI[G] adaptada a la filtracion {Augg (G)}n>1. Entonces el conjunto

1+ (@#\{1}) ={1+n : neB\{1}}
es un conjunto de generadores de V(K[G|)

Demostracion. Por definicién los conjuntos 4, de elementos de la base adaptada de peso n generan
Aug (@)™ médulo Augy (G)", por lo que B\ {1} = |J,;»; By estd en las condiciones del lema
anterior, que da el resultado. O

En particular, obtenemos un conjunto de generadores de V(K[G]) a partir de una base de
Jennings:

Corolario 3.3.4. Sea G un p-grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p y # una base de
Jennings de K[G]. Entonces 1+ (#\ {1}) es un conjunto de generadores de V(K|[G])

Demostracidn. Por el Lema [3.2.4] toda base de Jennings es en particular una base adaptada a la
filtracién de las potencias del ideal de aumento, de modo que basta aplicar el corolario previo. [

Lema 3.3.5. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Supongamos que S es un
subespacio multiplicativamente cerrado de Augy (G). Entonces 1+ .S es un subgrupo de V(K[G]).

Demostracion. Por el Corolario(3.1.10es claro que 14+ .5 C V(K[G]). Ademds 1+ S es multiplica-
tivamente cerrado por serlo S; en efecto, si s,t € S, entonces

(I4+s)(1+t)=1+(t+s+st)cl+S.

Finalmente, probamos que es cerrado para inversos. Por el Lema el ideal de aumento es
nilpotente, de modo que existe un n > 1 tal que, para cada s € S, s = 0. Tomemos una potencia
de p mayor que n, digamos p™. Entonces

(s+D(s+1)P" P=(s+1)P" =" +1=1,

pues es claro que los coeficientes que aparecen en el desarrollo del binomio son divisibles por p.
O
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Si en el lema anterior S es ademds un ideal, es claro que el subgrupo 1 + S serd normal en
V(K[G]). Ademas:

Lema 3.3.6. Sean G un grupo finito, K un cuerpo, e I C Augy(G) un ideal de K[G]. Entonces

hay un isomorfismo de grupos:
VIKIG]) o

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de dlgebras canénico 7 : K[G] — K[G]/I. Es claro
que este epimorfismo, si restringido a V(K [G]), determina un epimorfismo

0:V(K[G)) — V (K[G)/T).

Ademas, dado 1+a € V(K[G]) = 1+ Augg (G), es claro que 1+a € Ker(0) siy sélosi §(1+a) =1,
i.e., siy sélo si w(a) = 0, o equivalentemente, si o € ker(7) = I. O

En particular:

Corolario 3.3.7. Sea G un p-finito, N un subgrupo de G, y K un cuerpo de caracteristica p.

Entonces
V(K[G])

1+ Augg (G, N)

= V(K[G/N]).
Demostracion. Inmediato a partir del lema anterior, teniendo en cuenta que
K|[G/N] = K[G]/ Augg (H, N).

O

Grupo de unidades normalizadas de un algebra de grupo modular conmutativa

De un subconjunto B de un grupo abeliano A, decimos que B es una base de A si es una base
de A como Z-médulo. Si G un p-grupo abeliano, es claro que el dlgebra F,[G] es conmutativa, por
lo que es abeliano el grupo V(F,[G]). Completamos la seccién enunciando el siguiente teorema de
R. Sandling, que da una base de este grupo:

Teorema 3.3.8. Sea G un p-grupo abeliano, y {x1,x2,...,xq4} una base de G. Consideremos el
conjunto

Dy(G) ={(a1,...,aq) € N" : 0<a; <o(x;) para cada i, y p1 a; para algin i}.

Si escribimos n(ay, ..., aq) = H‘ij:l(xi — 1)%, entonces el conjunto

{1+n(a1,...,aq) : (a1,...,aq) € Do(G)}
es una base de V(F,[G]).

Referencia de la demostracion. Ver Teorema 2.5 de [36]. O

3.4. Algebras de grupo modulares e ideales de Zassenhaus

Completamos el capitulo con el estudio de la estructura de las algebras de grupo modulares,
para lo cual introducimos las potencias de Lie del ideal aumento; partir de éstas, definimos los
llamados ideales de Zassenhaus y encontramos para ellos algunas caracterizaciones mas cémodas.
Estos ultimos cobrardan protagonismo en el Capitulo 4] donde seran esenciales para determinar
ciertos invariantes. Ademas, justificados por la similitud de las técnicas utilizadas en las pruebas,
incluimos algunos resultados técnicos sobre potencias de los ideales de aumento, que también
desempenaran su papel en el capitulo préximo.
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Potencias de Lie del ideal de aumento

Algunas propiedades de las mencionadas potencias de Lie del ideal aumento siguen siendo
validas en el caso en que K es un cuerpo arbitrario, o al menos un cuerpo de caracteristica p; a
ellas dedicamos esta primera subseccion.

Definicion 3.4.1. Sean G un grupo y K un cuerpo. Se definen las potencias de Lie del ideal de
aumento como los ideales bilateros Ak ;(G) definidos recursivamente mediante:

(1) Ag1(G) = Augg(G),
(1) Agit1(G) = [Augg (G), Ax.i(G)]K[G].
Notemos que una induccién sencilla da que Ak ,,(G) C Aug(G)" para cada n.

Observacion 3.4.2. Sean GG un grupo, K un cuerpo, y n > 1 un entero. Se tiene que
[Augg (G), A (G)] + Aug g (G)" = A1 (G) + Augg (G)"

En efecto, es inmediato que el miembro de la derecha es el menor ideal que contiene al de la
izquierda. Por tanto, es suficiente probar que el miembro de la izquierda de la igualdad es un ideal
de KI[G]. Ademds, como dicho conjunto es la suma de un K-subespacio vectorial y un ideal de
K[G] , basta probar que es cerrado para el producto por elementos de G. Y en efecto, si [z,y] €
[Augr (G), Ak n(G)], con z € Augr(G) e y € Agn(G), entonces, usando que y € Augg (G)",

[z,9lg = [2,y](9g — 1) + [z,y] = (vy —yx)(9 — 1) + [z,Y]

=(@y—-1(g-1)—(yzr—1)(g—1)+ [z, y]
——
EAug (G)nH1 €[Aug (G), A, ()]

Lema 3.4.3. Sean G un grupo, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 1 un entero. Entonces
Ak n(G) + Augg (G = Augg (G, (@) + Augg (G)"F.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Para n = 1 el resultado es trivial, pues ambos
lados de la igualdad son Augg (G). Supongamos la igualdad cierta para n.

Para ver la inclusiéon hacia la derecha, por la Observacion basta probar que todos los
elementos de la forma [z,y], con z € Augy(G) e y € Agn(G), estan en Augy(yn41(G)) +
Augy (G)"2. Sea [z,y] un elemento tal. Entonces por la hipétesis de induccién y = y; + v,

con y1 € Augy (7n(G)) e yo € Augy (G)"HL. Por tanto, como [z,ys] € Augy (G)"2, vale

[z,y] = [z, 51 + y2] = [z, 91] + [2,92] = [z,51] mbd Augy (G)"

(escribiendo y1 = - ¢ () ag(9 — 1), con los ag € K)

= Z aglr,g —1] méd Augy(G)"2
9€7i(G)

(escribiendo ahora x =, . bp(h — 1), con los by, € K)

= Z aghp[h — 1,9 — 1] méd Augy(G)"

g9 € 7n(G)
heqg

= 3 abu((h—1)(g—1) = (g—D)(h—1)) méd Aug(G)"*?

9 € 7 (G)
heG

= Z agbphg(l — g 'h™'gh) méd Aug(G)*+2.

9 € 7n(G)
hea
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Esto, junto con el hecho de que 1 — g7 'h~lgh € Augk (G, Vni1(G)) (pues g~ *h~tgh = (g,h) €
(Y (G), G) € Yr+1(G)), prueba la inclusién

Ak n41(G) + Augp (G)"? C Augg (G, 711(G)) + Aug (G)" 2.

Para ver la inclusién opuesta recordemos que por el Lema Augy (F,yn+1(G)) esta generado
como ideal por la derecha de K[G] por los elementos de la forma g — 1, con ¢ = (g1, 2), para

g1 € Wm(G) y z € G; por tanto, basta comprobar que estos elementos pertenecen a A ,(G) +
Augy (G)"*1. En efecto, para un elemento g — 1 tal tenemos que

g-1=zqz gy = 1= (21 — g12)2" gy
= (291 — 912)(z 791 = 1) + (201 — 012)

(teniendo en cuenta que (zg1 — g12)

este elemento esta en AugFP(G)”H)

(977,277 = Dgrz v, dado que 41(G) € Mpny1(G),

=291 — g1z méd Augy(G)"2

(usando la identidad zg1 — 1 = (2 — 1) + (91 — 1) + (g1 — 1)(2 — 1), y la andloga para g1z — 1)
=[z—1,91 — 1] méd Augy(G)"

(como g1 € v, (G), se tiene que g1 — 1 € Augy (G, 1,(G)), y por la hipétesis de induccién se puede
expresar como g1 — 1 = a1 + ag, con a1 € Ak ;(G) y as € Augy (G)"H)

=[z— 1,010 +as] méd Augy(G)™H?
(por ser [z — 1, 0] = (2 — 1)ag — as(z — 1) € Augy (G)"H?)

=[z—1,a;] méd Aug(G)"".
Notando ahora que [z — 1, a1] € Ag 5+1(G), queda probada la inclusién
Augg (G, 7+1(G)) + Aug e (G)"? C Ak nr1(G) + Aug (G)" 2,
y por ende también el lema.

O
Podemos afinar un poco mds esta ultima caracterizacién de las potencias de Lie del ideal de
aumento; para ello, es suficiente notar que:

Observacion 3.4.4. Sean G un grupo, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 1 un entero. Sea
también N un subgrupo normal de G tal que N C M, ,(G). Entonces

Augg (N) + Augg (G)" = Augg (G, N) + Augg(G)".
Para verlo usamos un razonamiento anédlogo al de la iltima observacién, es decir, basta probar que

el miembro de la izquierda es un ideal de K[G]. Para ver esto, por K linealidad basta ver que si
h € NygeG, entonces (h —1)g € Augy (N) + Augy (G)" L. Y esto es cierto, pues

(h=1)g=(h—=1)(g—1) +h—1€ Augg(G)"" + Augg (N),
pues como h € N C M,, ,(G), se tiene que h — 1 € Augg(G)"

Concatenando esta observacién (para N = 7,(G)) con el tdltimo lema, se obtiene la siguiente
caracterizacion:

Corolario 3.4.5. Sea G un grupo, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 1 un entero. Entonces

Akn(G) + Augg(G)" = Aug (G, 7(G)) + Augp (G)" = Augy (7a(G)) + Aug (G)"



3.4. ALGEBRAS DE GRUPO MODULARES E IDEALES DE ZASSENHAUS 51

Este resultado es cierto para algebras de grupo sobre cuerpos arbitrarios (e incluso para anillos
conmutativos con unidad), pero para probarlo seria necesario obtener caracterizaciones de los
subgrupos de dimensién en casos mas generales, cuestion que se escapa a nuestros objetivos (un
estudio detallado del tema se puede encontrar en el Capitulo 3 de [39]).

De hecho, en este trabajo sélo nos ocuparemos de estas potencias de Lie del ideal de aumento
cuando son considerados en un dlgebra de grupo modular F,[G] (donde, recordamos, F,, denota al
cuerpo de p elementos), y en esta situacién nos sirven para definir los ideales de Zassenhaus, que,
como deciamos, seran fundamentales a la hora de probar que ciertos cocientes de los términos de
la M-serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus estan determinados por IF,[G].

Potencias de los ideales de aumento y sus cocientes

Antes de entrar en el estudio de estos ideales de Zassenhaus serd ttil, de cara al Capitulo
manejar ciertas caracterizaciones de algunos ideales de F,[G] obtenidos a partir del ideal de
aumento, que basamos en resultados de [39]. Sobre el siguiente lema aritmético se apoyarén gran
parte de los resultados en lo que resta de capitulo:

Lema 3.4.6. Sean GG un grupo y n > 1 un entero. Sean también N un subgrupo normal de G, y
> hen an(h—1) € Augg (N), con ay, € Fp. Identificando F, con Z/pZ, denotamos por ny, al entero
0 < nj < p que representa a ap, para cada h. Entonces:

(1) Se tiene la equivalencia

> ap(h—1)= (H h”h) —1 méd Augg (N)?.

heN heN

(11) Si ademas N C M, ,(G), se tiene que

Z ap(h—1) = (H h"’L> —1 mdéd Aung(G)Q”.

heN heN

(111) En particular, si N € M,,,,(G), vale

> ap(h—1)= (H h"h> —1 méd Augg (G)"'.

heN heN
En consecuencia, para cada grupo normal N vale
Augg (N) + Augg, (N)? = N —1+ Augg, (N)?,
y si ademas N C M, ,,(G), se verifican las igualdades:

Augg (N) + Augg (G)*" = N —1+ Augg (G)*",
Augg, (N) + Augg, (G)"*' = N —1+ Augg, (G)".

Demostracion.

(1) Lo probamos por induccién sobre el nimero m =) geG Mg (que siempre ser4 finito, pues los
ng son finitos, y sélo una cantidad finita de ellos es distinta de 0; asi, el producto de arriba
también es finito). Si m = 1, el resultado es inmediato, y si m = 2 , se sigue directamente de
la identidad

gh—1=(@g-1+(h-1)+(@g-1)(h-1),

pues como g, h € N vale (¢ —1), (h—1) € Augg, (N), y por tanto (g —1)(h—1) € Aung(N)2
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Sea ahora m > 3, y asumamos la afirmacién cierta para cualquier suma menor que m — 1;
fijemos un h € G con nj, # 0. Entonces escribiendo nj, = nj — 1, y n; = ng para cada g # h

se tiene que
Y onglg—1)=(h=1)+ Y nylg— 1)

geEN geN

pero entonces la suma gEN n’g =m — 1, de modo que por la hipdtesis de induccion

Snglg—1)=(h—-1)+ | [[9g%] -1 méd Augs (N)*
geEN geEN

usando ahora caso m = 2, la expresion anterior continta con:

= []g" | h—1 méd Augg (G)*" = | [[ g™ | -1 méd Augg (G)?,
geG gelG

lo que completa el paso inductivo.

(1) Basta repetir mutatis mutandis el argumento anterior, observando que en el caso m = 2,
ghe NCMpo(G) = (g—-1)(h—-1)€ Aung(G)Q”.

(111) Se obtiene directamente del punto previo notando que AugFP(G)Z" - AugFP(G)”H.

Cada punto prueba la inclusiéon hacia la derecha de una de las igualdades, siendo las reciprocas
triviales. n

Ma3és adelante necesitaremos de los dos resultados siguientes, referentes ciertas propiedades de
los ideales de aumento del algebra de grupo modular F,[G].

Proposicion 3.4.7. Sea G un grupo, y N un subgrupo normal de GG. Entonces:

(1) Augp, (G, N) + Augg, (G) Augg, (G, N) = N — 1 + Augg (G) Augg, (G, N);
Aug]Fp (G, N) + Aug]Fp (G, N) Aug]Fp (G) =N-1 + Aung(G, N) Aug]Fp (N)

(1) 1+ Augp, (G, N) = N(1 + Augg, (G) Augg, (N)).
(1) 1+ Augg, (G) Augg, (N) + Augg, (N) Augg (G) = (N, G)N®)(1 + Augy, (G) Augg, (N)).

(1v) Ademss,
N O (14 Augp, (G) Augg, (N)) = Mp2(N)

G N (1+ Augg, (G) Augg (N)) = My 2(N)
G N (1+ Augg, (G) Augg (N) + Augz (N) Augg (G)) = (N,G)N®.

Demostracion.

(1) La inclusién hacia la izquierda es trivial en ambas igualdades, pues N —1 C Augg (G, N).
Para ver la opuesta en el primer caso, tomemos un elemento cualquiera ),y an(h —1) €
Augg, (G, N), con ay, € K[G]. Dados h € N y g € G, por la igualdad g(h — 1) = (h — 1) +
(9 —1)(h — 1) tenemos que

g(h—1)=h—-1 méd Augy (G)Augg (G, N);
y de esto se sigue directamente que

Z ap(h—1) = Z e(ap)(h—1) méd Augg, (G)Augg, (G, N).
heN heN
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Utilizando el Lema e identificando como en aquel () con su correspondiente entero
np, obtenemos que

Z elap)(h—1) = (H h"h> —1 mdéd Aung(N)2
heN heN

Finalmente, notando que Augg (N)2 C Augg, (G) Augg, (G, N) y que [[,cy h™ —1 € N—1,
el resultado se sigue. La inclusién restante de la segunda igualdad se prueba andlogamente.

(1) La inclusién hacia la derecha se sigue del apartado anterior teniendo en cuenta la igualdad
trivial Augy (G) Augg, (G, N) = Augg, (G) Augg, (N). En efecto, por dicho apartado se tiene
que cada elemento de Augy (G, N) es de la forma n — 1+ «, con « € Augy (G) Augg, (N).
Y entonces

l+n—1+a=n+a=n(l+n"ta)c N(1 + Augg, (G) Augg, (V).

Reciprocamente, dado un elemento de la forma n(1 4+ «), con « € Augp, (G, N) basta notar
que
nl+a)=1+a+(n—-1)1+a).

€Augg, (G,N)

(111) Veamos primero la inclusién directa. Tomemos un elemento genérico

I+ Z(Qz - 1)(ni — 1) + Z(”a —1)(gj — 1) € 1 + Augg (G) Augg, (N) + Augg, (N) Augy, (G),
( J

con los n;,n; € N, g;,g; € G. Es directo que este elemento se puede reescribir como:

143 (g = D= 1D+ 305 = Doy = 1)+ D (ggms = D((m5,9) =D+ 3 (g 9) = 1)

€Augy, (G) Augg, (N)

(usando que (nj,g;) € N, por el primer punto del Lema para algin 3 € Augy, (N)?)

=1+ Z(gi —(n; = 1)+ Z(gj —1D(n; —1)+ Z(gj”j = D(ng,9;) —1) + B+H(nj,gj) -1

€Augp, (G) Augg, (N)

= H(nj,gj) + Z(Qz’ —1)(ni —1) + Z(gj —1)(nj = 1)+ Y (gn5 — )((nj, g5) = 1) + B,

J

~~

€Augp, (G) Augy, (N)

y la inclusién se sigue. La reciproca se demuestra de forma similar: tomamos un elemento
genérico

[T@n) [ nk + D (9= D(ni = 1) € (N,G)NP/(1 + Augg, (G) Augg, (N)).
k 7

J

Como cada (gj,n;) € N, podemos usar el primer punto del Lema para deducir la
existencia de un 3 € Aung(N )2 tal que el elemento considerado coincide con

1+ ((g5m) =D+ D (=1 + B+ (9 — D(ni — 1),
J k i
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que se puede reescribir como:

1+ Z((gj,nj) — D+ (g5 = Dlny = 1)+ (gjn; — D((nj,95) — 1)+

J J J
B+ (k=P +> (gi— D —1)= (g5 — Dny —1) = > (gyn; — )((ng,g5) = 1).
k i J J

El resultado se obtiene notando que la primera fila es precisamente 1+ 3 .(n; —1)(g; — 1), ¥
que la segunda pertenece a AugIFp(G) Aug]Fp(N ). Notemos que la misma prueba sigue siendo

valida sin el factor N®).

Para la primera igualdad, se ve que la inclusién hacia la izquierda es clara, pues si g €
My 2(N), entonces g — 1 € Aug]Fp(N)2 C Augy, (G) Augg (G, N). Para probar la inclusién
reciproca, sea X un transversal de N en G que contenga a 1. Definamos una aplicacién
¢ : G — N dada por, para cada g € G, n(g) = h, siempre y cuando g = xh, con = € X,
h € N. Esta aplicacién puede extenderse a una aplicacién lineal ¢ : F)[G] — F,[N].

Entonces, si g € N con g — 1 € Augg (G) Augg, (G, N), es inmediato que g — 1 admite una
expresion de la forma

de modo que, escribiendo g; = x;y;, con x; € X, y; € N, y aplicando ¢:

g—l=9¢(g—1)=¢ (Zai(ﬂfiyi —1)(hi — 1))

i

= ¢ (Z a;(ziyihi — xy; — hi + 1))

)

= ai(yihi — yi — hi +1)

= >~ il = 1)(hi — 1) € Augg, (V).

Esto prueba que g € Mpo(N), y por tanto también primera igualdad. La segunda se sigue
directamente de lo anterior y del hecho de que

G N (1+ Augg, (G) Augg, (N)) € G N (1+ Augg, (G, N)) = N.

Pasemos ahora a la tercera. Por el punto , la inclusiéon hacia la izquierda es trivial.
Reciprocamente, si ¢ = h(1 + ) es un elemento de la interseccién, con h € (N,G)N® y
a € Augp (G) Augg, (N) + Augg, (V) Augg, (G), entonces

hlg—1l=ac¢ Augg, (G) Augg, (N) + Augg, (N) Augg (G) C Augg, (G, N),
por lo que h~'g € N, es decir, g = hn para cierto n € N. Y entonces
n—1=a¢€ Augg (G) Augy, (N) + Augg, (V) Augg, (G);

aplicando ahora el mismo argumento de arriba (involucrando la aplicacién lineal ¢) se deduce
que n — 1 € Aug]Fp(N)Q, ie., n € Mya(N) = N'N® C (N,G)N®), y por tanto que
g=hnec (N,G)N®,

O
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Proposicion 3.4.8. Sea G un grupo, y N un subgrupo normal de G. Entonces se tienen los
isomorfismos de grupos abelianos (entendiendo que los grupos en los cocientes de la izquierda
estan equipados con la suma):

Augp, (V) Augg, (G, N) .~ N

I - )
) Rugz (C) Augs (V) ~ Augz (C) Augz (G.N) - Myo(V)

Augg, (G) ~ G
M) Ruge (@2~ Mya(@)

Augp (G) Augg, (N) + Augg, (N) Augg, (G) ~ (N,G)N®"

Ademsds, estos isomorfismos son entre grupos abelianos elementales, y por tanto son también iso-
morfismos de F,-espacios vectoriales.

(1v) Ademads, se tiene el siguiente isomorfismo

1+ Aug]Fp(Ga N) ~ N
1+ Augg, (G) Augg, (N)  Mya(N)’

siendo esta vez el grupo de la izquierda el cociente de los respectivos grupos multiplicativos.

Demostracion. (1) Laigualdad se ve directamente teniendo en cuenta que los denominadores son
iguales, y que los numeradores también lo son médulo el denominador (véase la Proposicién
. Consideremos el homomorfismo A : N — Aug(G, N)/(Augy, (G) Augg, (G, N)) dado
por n +— n — 1+ (Augg, (G) Augg (G, N)). Que efectivamente es homomorfismo de grupos
se sigue de la primera parte del Lema [3.4.6| para dos elementos. Que es suprayectivo es
consecuencia directa del apartado ([I) de la Proposicién y que es inyectiva de la primera
igualdad del apartado de la misma proposicién.

Se concluye notando por ser el grupo N/ M, 2(N) abeliano elemental es también un Fy-espacio
vectorial, de modo que el isomorfismo de grupos considerado ciertamente es IF,,-lineal.

(1) Es un caso particular del primer punto, poniendo N = G.

(111) Consideremos la aplicacién natural

Aug]Fp (Ga N)

N —
Augy, (G) Augg, (N) + Augg, (V) Augg, (G)

dada por g — g — 1. Que es homomorfismo de grupos se sigue también del Lema m
Notando que del punto de la Proposicién se sigue facilmente que el codominio de
este homomorfismo es

N — 1+ Augg, (G) Augp, (N) + Augg, (V) Augg, (G)
Augg, (G) Augg, (N) + Augg, (N) Augg, (G) ’

se hace claro que es un epimorfismo. Ademas su nicleo es
G N (1+ Augg (G) Augg (N) + Auge (N) Augg (G)) = (N,G)N®,

donde la igualdad vale por el apartado de la Proposicién Por tanto, este homo-
morfismo induce el isomorfismo buscado.
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(1v) Anélogamente, como por el apartado de la mencionada proposicién se tiene la igualdad

1+ Augp (G, N) N(1+ Augg, (G) Augg, (N))

1+ Augp (G) Augg, (N) 1+ Augy, (G) Augg (N)

es obvio que la aplicacion

N(1+ Augg, (G) Augg, (V)
1+ Augy, (G) Augg, (N)

n—n(l+ Aug]Fp(G) Aung(N))

es un epimorfismo de grupos multiplicativos cuyo ntcleo es
N0 (1 + Augp, (G) Augg, (N)) = Mp2(N),

valiendo la igualdad por el apartado de la Proposiciéon m

Otra aplicacién de la Proposicién [3.4.7] es el siguiente:

Lema 3.4.9. Sea G un p-grupo finito. Entonces, para cada entero k > 1 se verifica la igualdad:
Augp, (G) Augg, (7:(G))+Augg, (1 (G)) Augg, (G) = Augg, (G) Augg, (7:(G))+Augg, (G, k11 (G))-
Demostracion. Por el apartado de la Proposicion sabemos que
G N (1+ Augp, (G) Augp, (7k(G)) + Augg, (7e(G)) Augg, (G)) = Vo1 (G)(G) P,
en particular
We1(G) — 1 € Augg, (G) Augy, (7(G)) + Augg, (7:(G)) Augg, (G)
y por tanto
Augp, (7k+1(G)) € Augg, (G) Augg, (7(G)) + Augg, (1:(G)) Augg, (G),

de donde la inclusién hacia la izquierda se sigue directamente.
Para probar la reciproca basta notar que si o € Augg, (v(Q)), B € Aung(G), se tiene que

af € Augg (G) Augg, (7 (G)) + |Augg, (7k(G)), Augg, (G)

(por el Lema [2.2.14])

C Augy, (G) Augp, (7e(G)) + Augg, (G, 741(G)).

Ideales de Zassenhaus

Introducimos por fin los anunciados ideales de Zassenhaus, y damos siguiendo a [20] unas
caracterizaciones de los mismos mucho méas manejables que la definicién tedrica, aunque esta ultima
cuenta con la ventaja de que en su construccién sélo interviene la estructura de F)-dlgebra de F,[G],
y no el grupo G, de modo que en cierto sentido dichos ideales quedan determinados por [Fp; esta
propiedad serd central en el siguiente capitulo, en el que especificaremos con mas rigor cudl es este
sentido al que nos referimos.
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Definicién 3.4.10. Sea G un grupo, [, el cuerpo de p elementos, y n > 1 un entero. Se define el
n-ésimo ideal de Zassenhaus Iy, ,,(G) como

Ir,n(G) = > Ap,i(G)®) + Augg, (G)",

ipI>n

donde AFP,i(G)(pj ) es el subgrupo aditivo de F,[G] generado por todos los elementos de la forma
a?’, con a € Ag, ;(G).

En primer lugar, notemos que la suma que aparece en la definicién es en la préctica una
suma finita, pues como el ideal de aumento es nilpotente por la Proposicién si ip? es lo
suficientemente grande, se tiene que A]Fp,i(G)(pj) = {0}. Ademas, se observa que, como para cada i
se tiene que A, ;(G) C Aung(G)i, necesariamente AFM(G)(W) - Aung(G)ipj C Augp, (G)" para
ip? > n. En consecuencia, para cada n > 1 tenemos que

I, 1(G) C Augz, (G)".

En segundo lugar, se hace necesario comprobar que esta construccién es efectivamente un ideal:
como es inmediato que es un F,-mddulo, basta ver que es cerrado bajo el producto de elementos
de G. Sea a € I, ,(G) y g € G. Por lo anterior o € Augg (G)", y por tanto es claro que

ag = a(g - 1) +ac AugK(G)n+1 + IIFp,n(G) - I]Fp,n(G)'

Como una demostracién enteramente andloga darfa que es también un ideal por la derecha, pode-
mos afirmar que Iy, ,(G) es un ideal bildtero.

Proposicién 3.4.11. Sea G un grupo, IF, un cuerpo de caracteristica p y n > 1 un entero. Entonces
se tiene que:

Is, n(G) = Augg (G, Myn(G)) + Augg, (G)",

Demostracion. Como por definicién AugIFp(G)"Jrl C Ir,n(G), para ver la inclusién hacia la iz-
quierda es suficiente comprobar que I, n(G) 2 Augg (G, M, n(G)), y para ello es suficiente ver
que los generadores de Aung(G,Mpm(G)) como ideal, i.e., que los elementos de la forma z — 1
con x € My, (G), estdn en Ip, »(G).

Para probar esto, notemos que un elemento cualquiera x € £, ,(G) = M, ,(G) es de la forma
T = gfjlgfzm ...gf;m, siendo gi, € 7:,(G) e ixp™ > n. Probaremos que z — 1 € Iy, ,(G) por
induccién sobre m. Si m = 1, del Lema [3.4.3] se sigue facilmente que

gi, —1=a mdd Aug]Fp(G)“H, para algin a € Ar, 4, (G),
por lo que, elevando a p’t y recordando que Aung(G)i“’h*'pj1 - Aug]Fp(G)"“, vale
pjl 1= pjl ’ n+1
g 1=« méd Augg (G)"7,

de modo que g”’ —1 € AFp,i(G)(pj) + Aung(G)”‘H C Ir, n(G). Sea ahora m > 1; por la hipétesis
de induccion sabemos que gf’ljlgf’f .. gf:r:l —1¢& I, »(G), y por el caso base, gf;m —lelp,,(G).
Asi, y dado que
J1 pi2 Jm—1 im
e, n(G) 3 (g0 g gl =Dl —1) =
J1 2 Jm—1 Jm
r=1—(g gl gl =) = (g - ),

se deduce que v — 1 € Iy, ,(G), lo que completa el paso inductivo.
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Para ver la inclusién reciproca basta probar que para cada o € Ag, ;(G) con ip) > n se tiene

que o’ € Augg, (G, Mpn(G)) + Augg, (G)"*L. En efecto, dado a en estas condiciones, usando de
nuevo el Lema |3.4.3| se obtiene que

a € Augy (vi(G)) + Aug]Fp(G)iH =7%(G) =1+ Aug]F'p(G)i+17
donde la igualdad se tiene en virtud del Lema (pues v;(G) € M,,:(GQ)). Entonces se tiene que
a=(h—1)+7, con h € (G), y 2 € AugFP(G)”l,

n+1

de modo que elevando a p?, y recordando de nuevo que Aug,Fp(G)"”’j“””j1 - Aug]Fp(G) , se tiene

que _ :
o =(h” —1) méd Aug]Fp(G)"H.

Ahora bien, de v;(G) C M,,;(G) se sigue que
(G € Mpi(G € My (G) € Myu(G)

(las inclusiones segunda y tercera se tienen por ser la serie p-restringida y descendente, respecti-
vamente) y de esto se deduce que h? € M, ,,(G), y por ende que h?’ — 1 € Augp, (Mpn(G)) C

Augp, (G, Mpn(G)). En definitiva, esto prueba que o € Augy, (G, Mpn(G)) + Aung(G)”H.
O

Podemos asi reescribir la proposicién anterior para obtener la caracterizacién:

Corolario 3.4.12. Sea G un grupo, y n > 1 un entero. Entonces se tiene que:
Ir, n(G) = Mpn(G) — 1+ Augg (G)"F.
Demostracion. En efecto,
Ir, n(G) = Augg, (G, M, (G)) + Aug]Fp(G)n+1 =

AUgIFp (Mpn(G)) + AUng(G)n+1 = Mpn(G) —1+ AUng(G)n+la

donde la primera igualdad se tiene por la Proposicién [3.4.11], la segunda por la Observacion
y la restante por el Lema [3.4.6
O



Capitulo 4

Invariantes determinados por el
algebra de grupo

En este capitulo generalizamos la nocién de grupo determinado por su dlgebra de grupo que
introduciamos en el Capitulo [2|a otros objetos. Posteriormente, dado un p-grupo G, presentaremos
algunos invariantes de G que estdn determinados por el dlgebra de grupo K[G] (primero siendo K
un cuerpo de caracteristica p cualquiera, més adelante, siendo K = IF}, el cuerpo de p elementos).

Este estudio se realiza con la esperanza de que, en algiin momento, se conozcan tantos invarian-
tes del grupo G determinados por su algebra de grupo que a partir de éstos a su vez uno sea capaz
de reconocer la clase de isomorfia de G, lo que daria solucién positiva a (MIP). Esta aproximacién
ha probado su utilidad, habiéndose alcanzado este objetivo cuando se restringe la cuestién a ciertas
clases més limitadas de p-grupos finitos, como la de los p-grupos central-elemental-por-abeliano, o
la de los p-grupos metaciclicos.

4.1. Objetos determinados por un algebra de grupo

En esta seccién K y G denotaran, respectivamente, un cuerpo y un grupo arbitrarios, que
consideraremos fijados.

Definicién 4.1.1. Sean K un cuerpo y G un grupo. Para i = 1,2, sea Ok ; una regla que a cada
grupo H le asigna un objeto Ok ;(H) (que serd un nimero, el valor de verdad de una afirmacién
sobre K y GG, una clase de isomorfia, o un subconjunto de K [G][[) Decimos que el objeto Ok 1(G)
estd determinado por el objeto Ok 2(G) si para cada grupo H se tiene la implicacién:

OK’Q(G) = OK’Q(H) = OKJ(G) = OKJ(H),

donde:
= Si Ok i(G) es un nimero, un valor de verdad o una clase de isomorfia, ‘=" denota la igualdad.
» Si Ok i(G) es un subconjunto del algebra de grupo K[G|, ‘=" denota la relacién de equiva-
lencia:

~

P 4 K[G] = K[H] y para cada isomorfismo normalizado
OkaG) =0raH) = g k1G] - K[H] se tiene que 6(0x.(G)) = Orc4(H).

Es claro que esta definiciéon puede extenderse a familias de objetos de la forma obvia: si
{Ok i}ier, {OKJ }jes son familias de reglas de asignacién como en la definicién anterior, decimos

!Entendemos que una misma regla no asigna objetos de distintos tipos, i.e., si Ok,i(G) es un ndmero, enton-
ces Ok ,;(H) es un ntiimero para cada grupo H; lo mismo se aplica si Ok ;(G) es un valor de verdad, la clase de
isomorfia de un grupo, de un &lgebra, etc.

99
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que la familia de objetos {Of ;(G)}icr estd determinada por la familia de objetos {Ox j(G)}jes si
para cada grupo H se verifica la implicacion

Ok j(G) =0k j(H)VjeJ = Ok,i(G) = Ok i(H) Vi € 1.

Observacién 4.1.2. También es facil ver que esta nocién es transitiva, es decir, si el objeto Ok 1(G)
estd determinada por Ok 2(G) y a su vez Ok 2(G) esta determinada por Ok 3(G), entonces Ok 1 (G)
estd determinada por Ok 3(G).

En la literatura sobre la materia, se suele referir al hecho de que un subconjunto Ok (G) C K|[G]
esté determinado por K[G] como que Ok (G) estd determinado candnicamente, o simplemente que
es candnico (en el sentido que da Passman en [32]). Normalmente, el objeto O 2(G) serd la clase de
isomorfia del dlgebra de grupo K[G]; si ademds ponemos la clase de isomorfia del grupo G en el lugar
de Ok 1(G), la Definicién se convierte en la Definicién [2.3.1] lo que justifica la terminologfa. En
ocasiones, si no hay riesgo de confusion, cuando la clase de isomorfia de una estructura algebraica
estd determinada por cierto objeto fijado simplemente diremos que la estructura en cuestién estd
determinada.

Ejemplo 4.1.3. Quedan trivialmente determinado por la clase de isomorfia de K[G] (o, equivalen-
temente, por K[G] como subconjunto de si mismo) los subconjuntos siguientes: el centro Z(K[G]),
el subespacio [K[G], K[G]], y el ideal de Jacobson JK|[G].

Observacion 4.1.4. También queda determinado por el dlgebra de grupo K[G] el grupo de uni-
dades U(K[G]), asi como el grupo de unidades normalizadas V(K [G]) (entendidos ambos como
subconjuntos de K[G]). En particular, también las clases de isomorfismo de estos grupos estén
determinadas. En efecto, cualquier isomorfismo normalizado de K[G] en K[H], si restringido a
U(K[G]) (resp. V(K[G])), da un isomorfismo de grupos cuya imagen es claramente U(K[H]) (resp.
V(K[H])).

Ademds, utilizaremos casi siempre sin indicacién el siguiente observacién elemental:

Observacion 4.1.5. Sean K[G] una K-algebra de grupo, I, J ideales de K[G]y S, T subespacios
vectoriales de K[G], determinados todos por algin objeto Ok (G). Entonces estdn determinados
por Ok (G):

(1) El ideal de K[G] generado por S (1rv) Los ideales suma I + J y producto I.J.
(11) La clase de isomorfia del algebra K[G]/I. (V) Los subespacios S+ Ty SNT.

(11) Las potencias I™ de 1. (vi) El subespacio conmutador [S, 7.

A veces convendré considerar una version mas débil de esta nocién de determinacién.

Definicion 4.1.6. Sea K un cuerpo arbitrario, y € cierta clase de grupos. Sea G un grupo en la
clase €, y Ok, una regla que a cada grupo H en € le asigna un objeto Ok ;(H), para i = 1,2.
Entendemos que un objeto Og 1(G) estd determinado en la clase € por otro objeto Ok 2(G) si
para cualquier otro grupo H en €, se tiene la implicacién:

OK72(G> = OKQ(H) = OKJ(G) = OK,I(H)7
donde ‘=’ es la relacién dada en la Definicién A.1.11

Cuando € es la clase de todos los grupos, esta nocion se restringe a la Definicién Ademds,
es obvio que todas las propiedades anteriores también se aplican a esta nueva definicién.

Observacién 4.1.7. También conviene notar que si (a): Og 1(G) estd determinado por O 2(G)
en la clase €, y (b): el valor de la afirmacién “G estd en la clase € esta determinado por Ok 2(G),
entonces O 1(G) estd determinado por Ok 2(G). En efecto, si H es otro grupo tal que Ok 2(G) =
Ok 2(H), entonces por (b) H es ha de estar en la clase €, de modo que por (a) Ok 1(G) = Ok 1(H).
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4.2. Invariantes determinados por K|[G]

A lo largo de esta seccion, salvo indicacion expresa K denotard a un cuerpo de caracteristica p
arbitrario, y G a un p-grupo finito. Podemos en este caso extender la lista de objetos determinados
por el dlgebra de grupo K|G|:

Observacion 4.2.1. El ideal de aumento Augg (G) estd determinado por K[G]. En efecto, por
el Lema sabemos que Augy (G) = JK[G], y este dltimo estd obviamente determinado por
K[G].

Observacién 4.2.2. Es facil comprobar que las potencias de Lie del ideal de aumento también
estan determinadas por K[G]. En efecto, Augy (G) lo estd, y razonando por induccién, si Ak ;(G)
estd determinado, es inmediato que también lo estd [Augg (G), Ak i(G)], de modo que también
Ak i+1(G) queda determinado por K[G].

Ademsds, podemos seguir extendiendo esta lista teniendo en cuenta las caracterizaciones de los
ideales del algebra de grupo K[G] obtenidas en el siguiente lema:

Lema 4.2.3. Sea G un p-grupo finito, y K un cuerpo de caracteristica p. Se tiene que:
(1) El ideal de K[G] generado por el subespacio [K[G], K[G]] es Augy (G, G").

(11) El ideal de K|[G] generado por el subespacio [K[G], K[G]] y por Z(K[G]) N Augg(G) es
Augr (G, Z(G)G).

En consecuencia, los ideales Augy (G, G’) y Augy (G, Z(G)G') estéan determinadas por K[G].
Demostracion.

(1) Por el Lema Augp (G, G") es el ideal generado por todos los elementos de la forma
(9:h) =1=g " h~lgh—1= (g7 h™ = h~'g~)gh = [g~ ", h" |gh,

con g,h € G. Como gh es una unidad, Augy(G,G’) es el ideal generado por todos los
productos de Lie de elementos de G, o equivalentemente, por el subespacio [K[G], K[G]].

(11) Sea I el ideal de K[G| generado por [K[G], K[G]] v Augg(G) N Z(K[G]). Del hecho de
que Z(G) — 1 C Augy(G) N Z(K[G]) y del punto anterior se siguen, respectivamente, las
inclusiones

Augg(G Z(G) C 1, Augg(G, G C L.
Por tanto, para cada elemento de la forma gh — 1, con g € Z(G) y h € G’ se tiene que
gh—1=(g—1Dh+(h—-1)€el,

de modo que vale la inclusién
Augy (G, Z(G)G") C I.

Probar la reciproca se reduce a ver que los generadores de I estdn en Aug (G, Z(G)G'). Para
los conmutadores de Lie, se tiene directamente que

[K[G], K|G]] € Ang;,(G,G) € Aug (G, Z2(G)G).

Sea ahora a € Augg (G) N Z(K|[G]); por el Corolario los coeficientes o son constantes
en las clases de conjugacién, es decir, a es de la forma

= Z ac Zg = Z ac Zg + ()a{g}g-
G

CeCl(G) geC CeCI(G): |C)>1 geC geZ
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Fija una clase de conjugacién C' con |C| > 1, escribamos C' = {g1,...,g|c|}. Es claro que p
divide a |C|, por lo que |C| = 0 en K|[G]. Escribiendo g; = m;lglxi, conzx;=1yux; €G,se
verifica que

C| IC| ]| IC]|
dg=>gi=) z'gri=g ) (g1.3) =g ) (g1,2:) —|C| =
geC =1 =1 i=1 i=1

IC|

g1 Z((gh xZ) - 1) € AugK(G7 G/) - AugK(G7 Z(G)G/)
i=1

Entonces para probar que a € Augy (G, Z(G)G’) podemos limitarnos a probar que

Z aggrg € Augy (G, Z(G)G").
9eZ(G)

Como lo anterior, en particular, prueba que

Z ac ZQ € Augg (G),

CeCIG): |C]>1 geC
tendremos que

D aggyg € Augy(G) N K[2(G)] € Augy(2(G)) C Augg (G, 2(G)G),
9€Z(G)

y la inclusion queda probada.

Con esto, la tltima afirmacion se sigue directamente de la Observacién
O

Pasamos en las siguientes subsecciones, como anuncidbamos, a utilizar todo el aparato teérico
del capitulo anterior para identificar invariantes de GG que estan determinados por el dlgebra de
grupo KI[G].

El exponente de G
En lo que sigue, dada un algebra A sobre un cuerpo K, y un entero n > 0, denotaremos
T.(A)={acA : o €A A}

Observemos como en [27] que en dlgebras de grupo el conjunto anterior admite la siguiente carac-
terizacién:

Lema 4.2.4. Sea GG un grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 0 un entero. Entonces
T,,(K[G]) es un subespacio vectorial de K[G]. Ademads, se verifica la igualdad:

T.(K[G]) = Z agg € K[G] : Z ay = 0 para cada C € Cl(G)
geG geG: gP"eC

Demostracion. Ver que T, (K[G]) es un subespacio vectorial es sencillo, pues lo es [K[G], K[G]].
En efecto, dados «, 8 € T,,(K[G]), a € K, se tiene que

(aa)pn =a"" " € [K[G], K|G]],
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y por el Lema [2.1.11] existe un r € [K[G], K[G]] tal que
(a+ B =a + 5" +r,

y claramente la dltima suma estd en [K[G], K[G]].

Probamos ahora la igualdad: por definicién un elemento a = } c;aq9 € K[G] estd en
T,.(K[G]) si y sélo si o?" € [K[G], K[G]]. Por el Lema [2.1.11] existe un 8 € [K[G], K[G]] tal
que

o =S g 4 b,
geG
de modo que podemos continuar la equivalencia anterior con: o?" € [K[G],K[G]] si y sdlo si
> gec 49 g"" € [K[G], K[G]]. Y por el segundo apartado del Lema [2.1.12] esto ocurre si y sélo si
para cada clase de conjugacién C de G se tiene que

(e

p

0= Z agn = Z ag

geG: gP"eC geG: gP"eC

(la segunda igualdad es cierta porque cada a4 € K), y esto es equivalente a que

Z ag = 0.

geG: gr"eC
L]

Notamos que la primera afirmacion del lema anterior es valida para K-algebras arbitrarias.

Lema 4.2.5. Sea G un grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 0 un entero. Entonces
el nimero ¢, de clases de conjugacién de G' que contienen un elemento de la forma ¢?", con g € G,
estd determinado por K[G].

Demostracion. Afirmamos que
dimg (T, (K[G]) + ¢, = |G].

Para verlo, sean (1, ..., C,, las clases de conjugacion de G que contienen un elemento de la forma
gP": y consideremos representantes g; € G tales que gt " e C;parait =1,...,¢,. Sea L el subespacio
vectorial generado por g1, g2,-.-,g.,; €s claro que estos elementos son linealmente independientes,
por lo que dimg (L) = ¢,. Por tanto, para probar nuestra afirmacién es suficiente probar que

T,(K[G)) @ L = K[G].

SiYoimaigi € LNT,(K[G]), se sigue directamente de la caracterizacién dada en el lema anterior
que a; = 0 para cada i, y por tanto L NT,(K[G]) = {0}. Para ver que la suma es efectivamente
K|[G] serd suficiente comprobar que cada g € G se puede expresar como la suma de un elemento
de L y otro de T,(K[G]). Distinguimos tres casos. Si ¢ = g¢; para algin i, g € L y habriamos
terminado; si para algiin indice g?" € C; pero g # g;, entonces es directo (por el lema anterior) que
g — gi € T,(K[G)) y claramente g; € L, de modo que g = g; + g — g;. Finalmente, si g*" ¢ C; para
cada i, entonces es inmediato a partir de la mencionada caracterizacién que g € T,,(K[G]). Queda
por tanto probada nuestra afirmacién.

Finalmente, como por definicién es claro que T,,(K[G]) estd determinado por K[G], por estarlo
[K[G], K[G]], también lo estara su dimensién, y por ende ¢, = |G| — dimg (T, (K[G]) también esta
determinado. O]

Teorema 4.2.6. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces el exponente
de G estd determinado por el dlgebra de grupo K[G].
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Demostracion. Por el lema anterior, para cada n > 0 el niimero ¢, de clases de conjugaciéon que
contienen una potencia p™-ésima estéd determinado por K[G], y es inmediato que

min{n : ¢,=1}
5

exp(G) =p

con lo que el resultado se sigue. O

Cocientes de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus

Siguiendo un argumento de D.S. Passman (en [33|), precisamos de la siguiente consideracion
técnica:

Observacién 4.2.7. Sean ¢ una indeterminada, y ®,(¢) € Z[(] el p-ésimo polinomio ciclotémico.
Sean fy, f1,..., fm enteros tales que se verifica la igualdad:

m d
F(Q)=> fi¢' =[] 2p(¢),
t=0 j=1

para ciertos enteros no negativos eg,...,e,. Entonces la familia {ei}le esta determinada por la
familia {fi}}";.

En efecto, nuestra afirmacién se sigue de forma sencilla ‘por induccién finita hacia atras’. Sea
& una raiz i¢p-ésima compleja primitiva de la unidad (i = 1,...,d). Entonces es inmediato que
eq es la multiplicidad de &; como raiz del polinomio F'({), y por tanto ey4 estd determinada por
{fi}{~,. Supongamos ahora que eji1,...,eq estan de terminados por {f;};~;. Entonces e; es la
multiplicidad de £; como raiz del polinomio

()L 0y () TR (Q),
que también estd determinado por { f;};";. La demostracién se completa continuando hasta j = 1.

Teorema 4.2.8. Sean G un p-grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 1 un entero.
Entonces los grupos cociente My ,(G)/Mypni1(G) estdn determinados por el dlgebra de grupo
K|[G|.

Demostracion. Por el Lema sabemos que Augy(G) = JKIG] estd determinado por K|[G|.
Por tanto, también lo estan todas las potencias del ideal de aumento, y en particular los ntimeros:

ﬁzmmK<A%me).
Augg (G)H
Ademds, como Augy(G) es nilpotente, habrd algin entero m tal que f; = 0 para cada t > m.
Notemos también que M, ;(G)/ My i+1(G) es abeliano elemental, digamos que de orden p®; por
tanto, es suficiente probar que los e; estan determinados por los nimeros f;.

Por el Teorema sabemos que D, ,(G) = Mp,(G); y como por el Teorema la
filtracién del ideal de aumento asociada a esta N-serie es precisamente {Augy (G)'}1>1, el apartado

del Teorema implica la ecuacién
m d
F(Q) =Y fic' =[] 2%
t=0 j=1

en el anillo de polinomios Z[(], siendo d un entero tal que M, ;(G) = (1) para cada s > d. Usando
ahora la Observacién se deduce que los e; estdn determinados por los f;, y el resultado se
sigue.

O
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Corolario 4.2.9. Sean G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces longitud
¢ de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus { My, (G)}n>1 estd determinada por el dlgebra de
grupo K[G].

Demostracion. Los cocientes My, ,,(G)/ My n+1(G) estan determinados por K[G] por el teorema
anterior, y £ no es mas que el menor entero > 1 tal que M, ,1+1(G)/Mp n+2(G) = {1} para cada
n >/ O

Corolario 4.2.10. Sean G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces para
cada n > 1 el orden | M, ,,(G)| de cada elemento de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus estd
determinada por el dlgebra de grupo K[G].

Demostracion. Basta notar que

14

Mpn(G) =[]

i=n

Mpn(G)
Mpm-i-l (G)

)

y que tanto ¢ como los factores estén determinados por K[G] a la luz de los dos resultados previos.
O

El siguiente resultado se corresponde con un lema de C. Bagirisky en [2]:

Teorema 4.2.11. Sean G un p-grupo finito, K un cuerpo de caracteristica p, y n > 1 un entero.
Entonces la clase de isomorfia del grupo cociente My (G')/Mp+1(G') estd determinada por el
dlgebra de grupo K[G].

Demostracion. Por la primera parte del Lema sabemos que el ideal Augy (G, G’) estd deter-
minado por K[G]. Por tanto también lo estdn todas sus potencias, y en particular los nimeros

_ Augy (G,G")!
! _ K )
i = dimx <AugK(G, G

Ademds, por la Proposicién [2.2.11]se tiene que Augy (G, G')! = Augy (G') - K[G] para cada t, de
modo que

A @ KGN\ s o o ( Augg(@)
fi = dimg (Augﬁwﬂ -K[G]) = (G:G) - dimg (Aug;fafw) ’

donde la segunda igualdad se sigue directamente del Corolario [2.2.13] Por tanto, los ntimeros

it = (R
PTG e T TR Augg (@)

estdn determinados por K[G], y el resultado se obtiene exactamente igual que en el teorema previo.

En efecto, f; = 05sit es lo suficientemente grande por ser Augy (G”) nilpotente; My, ;(G') /My i41(G)
es abeliano elemental, digamos que de orden p®, por lo que es suficiente probar que los e; estan
determinados por K[G]. Como por los Teoremas y sabemos que la filtracién del ideal
de aumento asociada a la N, serie Dg, ,,(G') = M, ,(G') es precisamente {Aug(G')' }i>1, el
apartado del Teorema implica la ecuacién

d
F(O =) it =[]0
t=0 j=1

en el anillo de polinomios Z[(], siendo d un entero tal que M, (G’) = (1) para cada s > d.
Utilizando entonces la Observacion [4.2.7], se obtiene que los e; estdn determinados por los f;, y por
tanto por K[G]. O
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El centro y el abelianizado

Probamos ahora que tanto el centro de G como su abelianizado estdn determinados por K[G],
tomando como antes los argumentos de [33].

Lema 4.2.12. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces el valor de la
afirmacién “G es abeliano” estd determinado por K[G].

Demostracion. Basta notar que G es abeliano si y sélo si el dlgebra K[G] es conmutativa. O

El siguiente teorema resuelve el problema del isomorfismo modular amplio (WMIP) para
p-grupos abelianos, y es clave para probar los dos principales teoremas de la subseccion:

Teorema 4.2.13 (Deskins). Sea G un p-grupo abeliano finito y K un cuerpo de caracteristica p.
Entonces la clase de isomorfia de G estd determinada por el dlgebra de grupo K[G].

Demostracién. Es claro que M, ,,(G) = G®" | de modo que

Mpinn(@)| _ 1G]
Mpa(@) |~ jG# ]

y como el primer miembro de la igualdad estd determinado por K[G] por el Teorema y
ademés es |G?")| = 1 si i es lo suficientemente grande, se deduce que que los érdenes |G| estan
también determinados por K[G], para cada i. Esto, junto con la Proposicién prueba que
G estd determinado por K[G] en la clase de los grupos abelianos; y como debido al Lema
sabemos que el hecho de pertenecer a esta clase estd determinada por K[G], el resultado se sigue.

O

Teorema 4.2.14 (Deskins). Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de isomorfia de G/G' estd
determinada por el dlgebra de grupo K|[G].

Demostracion. Comenzamos notando que por el Lema el ideal I = Augy (G, G’) estd deter-
minado por K[G]. Como por el Corolario hay un isomorfismo K[G/G'| = K|[G|/I, se deduce
que K[G/G'] esta determinado por K[G]; pero G/G’ es abeliano, de manera que por el Teorema
la clase de isomorfia de G/G’ estd determinada por K[G/G'], y el resultado se sigue.

O

Teorema 4.2.15 (Ward). Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de isomorfia de Z(G) estd
determinada por el dlgebra de grupo K|[G].

Demostracion. En primer lugar notemos que I = Z(K|[G]) N [K|[G], K[G]] es un ideal de Z(K[G]);
en efecto, es evidentemente un subespacio vectorial, y ademds, dados z € Z(K[G]) y a € I,
podemos escribir a = ), [ay, fi], con «;, B; € K[G], de modo que

ar = xa = Z[mai,ﬁi] € Z(K[G)) N [K[G), K[G]] = I.

Consideremos ahora la aplicaciéon natural A : K[Z(G)] — Z(K][G])/I; es claro que es un
homomorfismo de dlgebras, pues no es mas que la composicion de la inclusiéon K[Z(G)] C Z(K[G))
con el homomorfismo candnico en el algebra cociente.

Por el Teorema sabemos que un elemento cualquiera de Z(K[G])/I es de la forma

> ac|d 9|+

CeCl(G) geC

ahora, notando que para cada clase de conjugacion C' con méas de un elemento p es un divisor
de |C|, podemos usar el Lema [2.1.12 para deducir que ) .~ g también pertenece a [K[G], K[G]].
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Asi, como obviamente también es central, se deduce que gec9 €L,y el elemento considerado se
reescribe, poniendo ay = ac si C' = {g}, como

Z agg + 1,

9eZ(G)

que no es més que la imagen por A de deZ(G) aqg € K[Z(G)]. Esto prueba que A es un epimor-
fismo. Para ver que es un monomorfismo basta notar que de nuevo por el Lema [2.1.12] se tiene
que

Z(G) N Sop(a) =0 para cada « € [K[G], K[G]],

de modo que que si deZ(G) agg € I, necesariamete a4, = 0 para cada g € Z(G).

En definitiva, hemos encontrado un isomorfismo K[Z(G)] = Z(K[G])/I. Dado que la clase de
isomorfia de la segunda algebra estd claramente determinada por la de K[G], también lo estd la
de K[Z(G)]; ahora bien, como Z(G) es abeliano, esta ultima determina, por el Teorema [1.2.13] la
clase de isomorfia de Z(G), con lo que el resultado se sigue.

O]

El subgrupo conmutador G’, en la clase de los grupos metabelianos

Con un razonamiento analogo al de la Proposicion [4.2.13] obtenemos que:

Proposicion 4.2.16. Sea G un p-grupo metabeliano finito y K un cuerpo de caracteristica p.
Entonces la clase de isomorfia del subgrupo conmutador G’ estéd determinada por el dlgebra de
grupo K[G] en la clase de los grupos metabelianos finitos.

Demostracién. Asumiendo que G’ es abeliano, es inmediato que M, ,(G') = (G')*" "), de modo
que

‘Mwﬂ @)] _ @)@
My (G|~ (@)@
y como el primer miembro de la igualdad estd determinado por K[G] por el Teorema [4.2.11] y
(P)| estan

ademés es |(G')®)] = 1 si i es lo suficientemente grande, se deduce que los érdenes |(G')®"
también determinados por K[G], para cada i. Asi, el resultado se sigue de la Proposicién|1.1.20, [

El minimo nimero de generadores

Recordemos que, dado un grupo H, denotdbamos por d(H) al minimo nimero natural n tal
que existe un conjunto de generadores de H de tamano n.

Teorema 4.2.17. Sea G un p-grupo finito, y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces los pardme-
tros d(G) y d(G") estdn determinados por el dlgebra de grupo K[G].

Demostracién. Sea H = G 6 G'. Por los Teoremas y 4.2.11| sabemos que la clase de isomorfia
del grupo abeliano elemental

Mya(H) — H H

Mypa(H) — Mpa(H) — ®(H)

estd determinada por K[G], por lo que también lo esta su dimensién como F,-espacio vectorial.
Ahora bien, es claro que las bases de este espacio son precisamente los conjuntos de generadores
de tamano minimo, por lo que

donde la dltima igualdad se tiene por la Proposicién [1.1.38] v el teorema se sigue. O
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La clase de nilpotencia, en ciertas condiciones

Aunque en general no se sabe si la clase de nilpotencia de un grupo G estd determinada por su
algebra de grupo K|[G], los resultados de esta subseccién, que tomamos de [7], dan una respuesta
positiva a esta cuestion si imponemos alguna condicién adicional sobre G. Antes de verlo conviene
recordar la siguiente propiedad general:

Observacion 4.2.18. Sean N, H dos subgrupos de un grupo G, con N < G. Es bien conocida
(ver 9], pdg. 80 para una prueba) la igualdad:

[N |H]

NH| = -—7—.
| | INNH|

Lema 4.2.19. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces los érdenes
|G|, |Z2(G)G'| vy |Z2(G) NG| estan determinados por K[G].

Demostracién. En primer lugar, |G’| estd claramente determinado por K[G], pues, por ejemplo,
por el Teorema lo estd |G/G'| = |G|/|G’|, y obviamente K[G] determina su dimensién
|G| = dimg (K[G]).

Por otro lado, sabemos por el apartado del Lema [4.2.3 que el ideal Augg (G, Z(G)G') estd
determinado por K[G], de modo que también lo estd la K-dlgebra

K[G) N { G ]
Aug (G, Z2(G)G) G'Z(G)

y su K-dimensién |G/ Z(G)G'| = |G|/|Z(G)G|. Asi, |Z(G)G'| estd determinado por K|[G|. Final-
mente, como |Z(G)| por el Teorema [4.2.15| también estd determinado por K[G], se deduce que

Z(G)|Ic|

Z(G)NnG'| = |

2Oz

estd determinado por K[G], y el lema queda probado. O

Proposicion 4.2.20. Sea G un p-grupo finito y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces el valor
de verdad de la afirmacién “c(G) = 2” estd determinado por K[G].

Demostracion. Se tiene que ¢(G) = 2 si y sélo si (1) = 13(G) = (172(G),G) = (G',G), y esto es
equivalente a que G’ C Z(G), es decir, G' = Z(G) N G'.Como G' D Z(G) N G’ en cualquier caso,
se deduce que ¢(G) = 2 siy sélo si |G'| = |Z(G)NG'|. Como por el Lema estos dos numeros
estan determinados por K[G], el resultado se sigue. O

Teorema 4.2.21. Sea G un p-grupo. Entonces ¢(G), la clase de nilpotencia de G, viene determi-
nada por K[G] si se da alguna de las siguientes condiciones:

(1) exp(G) = p;
(1) G’ es ciclico .

Demostracién. Como tanto el exponente de G como el valor de la afirmacién “G’ es ciclico” estan
determinados por K[G], basta probar que ¢(G) estd determinado por K[G] en las clases de grupos
de exponente p y de grupos con subgrupo conmutador ciclico, respectivamente.

(1) SiexpG = p, se sigue facilmente por induccién que M, ,,(G) = 7, (G) para cada n; en efecto,
My, 1(G) = G =71(G), y si se verifica la igualdad para n — 1 entonces

Mpn(G) = (Mpn-1(G), G) - Mpi(G)P = (70-1(G). G) - (1) = 7a(G).
Entonces, por el Teorema [4.2.8] el cociente
M(G)/n41(G) = Mpi(G)/ Mp,is1(G)

estd determinado por K[G], y por tanto también lo estd ¢(G) en la clase de grupos de
exponente p, pues es el minimo entero n > 0 tal que 7,(G)/ym+1(G) = (1).
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(11) Recordemos que por el Teorema la clase de isomorfia de G/G’ estd determinada por
K|[G]. Sea G un p-grupo con G’ ciclico, digamos de orden p™. Podemos entonces escribir
G' = (g), con o(g) = p™. Probaremos el resultado por induccién sobre la clase de nilpotencia
de G. Si ¢(G) = 1, G es abeliano, por lo que la Proposicién da que G esta determinado
por K[G], de modo que también lo estd ¢(G) = 1.

Supongamos la propiedad probada para todos los grupos con clase de nilpotencia menor que
¢. Como por el Lema |4.2.19| sabemos que |Z(G) N G'| estd determinado por K[G], podemos
escribir Z(G) NG’ = (g") para cierto entero k determinado por K[G].

Consideremos el ideal Augy(G,G’) = (¢ — 1)K|[G], que por el Lema estd determinado
por K[G]. Entonces también lo estd
Augyc(G. G = Aug(G) K[C) =

k k

(9 — D' K[G] = (¢"" — 1)K[G] = Augg (G, (¢")),

y en consecuencia el cociente

K[G] K[ gK[G}
AUgK(G> G/)pk AUgK(G> <gpk>) *

también estd determinado por K[G].

()= (z@me) =@

debiéndose la dltima igualdad al Lema [1.1.13} en efecto, v.(G) C Z(G) N G’, por lo que

G (@) Z2(G)NnG
%<Z(G)HG’>_ zZiGng Uhb

Ahora notamos que

y el término anterior de la serie no es trivial por no ser v._1(G) central. Ahora bien, por la
hipétesis de induccién este nimero esta determinado por K [G / (gpkﬁ; asi, se sigue directa-

mente que ¢(G) estd determinado por este algebra de grupo, y por tanto por K[G] (en la
clase de grupos con subgrupo conmutador ciclico).

O

4.3. Invariantes determinados por F,[G]

Todos los resultados de la seccién anterior se pueden aplicar a [F,[G], siendo F,, el cuerpo de p
elementos; en particular ya tenemos probado el siguiente resultado:

Corolario 4.3.1. Sea G un p-grupo finito. Entonces los siguientes invariantes de G estdn deter-
minados por el dlgebra de grupo F,[G]:

(1) El exponente de G.

(11) La clase de isomorfia de los grupos cociente My n(G)/Mpni1(G), para n > 1.
(111) La clase de isomorfia de los grupos cociente My n(G')/ Mpnt1(G'), paran > 1.
(1v) La clase de isomorfia de G/G’.

(v) La clase de isomorfia de Z(G).

(V1) La clase de isomorfia de G', en la clase de los grupos metabelianos.
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(vi1) Los nimeros minimos de generadores d(G) y d(G").
(vii) La clase de nilpotencia de G, supuesta alguna de las siguientes condiciones:

a) expG = p;
b) G’ es ciclico;

¢) la clase de nilpotencia de G es a lo sumo 2.

Ademsds, serd fundamental en la mayoria de las demostraciones tener en cuenta la siguiente
consideracion:

Observacién 4.3.2. Los ideales de Zassenhaus Ir, ,(G) estdn determinados por [F,[G] como con-
secuencia directa de la Observacion y la definicién de Ir, »(G).

Mas cocientes de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus

A pesar de la simplicidad y generalidad de la demostracién que dimos al Teorema[£.2.8] tomada
de [33], conviene considerar también la demostracién original limitada al caso modular, debida a
Passi y Sehgal (ver [31]), y que tomamos de [39]; ésta hace uso de los ideales de Zassenhaus, que
seran fundamentales a la hora de ver otros resultados més generales sobre los cocientes de la serie
de Brauer-Jennings-Zassenhaus.

Otra demostracion del Teorema para K = F),. Recordemos que por el Corolario se tie-
ne la igualdad:
Is, n(G) = Mpn(G) — 1 + Augg, (G)"

podemos entonces definir una aplicaciéon A : M, ,(G) — IIFID’,L(G)/Auglﬁ-p(G)”Jrl mediante \(m) =
m—1+ AugFP(G)”Jr1 para cada m € M, ,(G).
Esta aplicacién es claramente un homomorfismo de grupos (siendo el primero multiplicativo,
y el segundo aditivo), pues dados my,ma € My n(G) = Dg, »(G), se tiene que my; —1,mg — 1 €
Augg, (G)", y ast:
A(mimg) = mymg — 1+ Aug]Fp(G)”'s'1 =

(my —1)(mg — 12—|—(m1 — 1)+ (me—1)+ Aug]Fp(G)”+1 =

EAugg, (G)?"

= (m1 — 1) + (mg — 1) + Augg, (G)"! = A(m1) + A(ma).

Ademss es evidente que es un epimorfismo. Finalmente, notamos que el niicleo de A es precisamente
Mpn(G), pues dado m € M,, ,(G) se tiene que A(m) =0siy sélosim—1¢€ Aug]Fp(G)”“, y esto
es equivalente a que m € Dg, »,11(G) = My 41(G). Por tanto, A induce un isomorfismo

Mpn(G) o Tryn(G)
Mpni1(G) AugFP(G)”"‘l’

y la clase de isomorfia del tltimo grupo cociente estd determinada por F,[G] los ideales Ir, ,,(G) y
Aung(G)”H, y por tanto la clase de isomorfismo del cociente como grupos abeliano). O

Notemos que el uso de los ideales de Zassenhaus (y, sobre todo, de su caracterizacién en el
Corolario |3.4.12)) nos impide llevar a cabo esta prueba, y la de todos los resultados subsiguientes
relativos a la M-serie, en otro cuerpo de caracteristica p que no sea el de p elementos.

Teorema 4.3.3 (Passi-Sehgal). Sea G un p-grupo finito, y n > 1 un entero. Entonces la clase de
isomorfia de My, (G)/Mpni2(G) estd determinada por el dlgebra de grupo F,[G].



4.3. INVARIANTES DETERMINADOS POR Fp[G] 71

Demostracién. Dado que Augy, (Mp(G)) C Augg, (G)" se tiene que

Augg, (Mpn(Q)) + Augp, (G)" Ir, 4(G)
Augg (G)"+1 ~ Augg (Gt

es un subespacio del Fy-espacio vectorial de Augg (G)"/ Aung(G)"H, y por tanto podemos con-
siderar la descomposicién

Augp, (G)" Ir,n(G) ® Ln(G)
Augp (G)"+1  Augg, (G)"F1 7 Augg (G)n L

(4.1)

para cierto subespacio vectorial L, (G) de F,[G] con Aug]’F‘:I(G) C Ln(G) C Augg, (G)". Por tanto,
para cada g € Gy a € L,(G) se tiene que

ga=(g—Da+ace L,(G),

pues (g — a € Auggjl(G). Se sigue entonces que L, (G) es un ideal de F,[G]. Precisaremos de la

afirmacion siguiente:

» Se verifica:

Mp,n(G) o Mp,n(G) + Ln+1(G)
Mpnt2(G) Lyt1(G) ’

(4.2)

siendo el isomorfismo de grupos multiplicativos (es directo que el segundo grupo con la
operacion dada por el producto efectivamente lo es). Consideremos la aplicacién natural

Mpn(G) + Lns1(G)
Ln+1(G) ’

A Mpo(G) —

es decir, la dada por A\(m) = m para cada m € M, ,(G). Es entonces claro que A es un

epimorfismo de grupos que contiene a M, ,12(G) C Ly, 41(G) en su niicleo.
Supongamos que m € Ker()\), i.e., A(m) = 1; entonces m — 1 € L, +1(G) C Aung(G)"H,

por tanto m € My, ,4+1(G). En consecuencia,

y

m —1 € Augy, (Mpn11(G)) N L1 (G) = Augg, (G)"?

donde la igualdad se tiene por ser la suma directa en la ecuacién (4.1)); por tanto, se deduce
que m € M, ,42(G); esto termina de probar la igualdad Ker(A) = M, ,42(G). Se sigue
entonces directamente que A induce un isomorfismo como en (4.2)), y hemos terminado.

Sea ahora H otro p-grupo finito tal que F,[G] = F,[H], y sea 6 : F,[H] — Fp[H] un isomorfismo
normalizado. Claramente todo lo anterior sigue siendo vélido para H. Ademds, aplicando 6 a la
ecuacion (4.1) y usando que el ideal de Zassenhaus I, ,,(G) esta determinado por IF,[G], se obtiene
que:

Aung(H)" B (AugFP(G)n ) Iy, n(H) 0(Ln(Q)) (4.3)

Auge (H)"1 ~ 7\ Augg (G)"*1 ] ~ Augg (H)"1 ~ Augg (H)"1

Repitiendo el mismo razonamiento que nos permitié deducir de podemos inferir de la
ecuacién anterior que

Mpn(H) _ Mn(H) +0(Lny1(G))

Mpny2(H) 0(Fp,1(G)

(4.4)

Ahora afirmamos que:
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= Se tiene que

0 (Mpn(G) + Lnt1(G)) = Mpn(H) + 0 (Lnt1(G)) - (4.5)

Para ver la inclusién hacia la derecha, sea m € M, ,(G). Entonces m — 1 € Iy, ,(G) por el
Corolario(3.4.12, Por tanto, como los ideales de Zassenhaus estan determinados por el dlgebra
de grupo, se tendrd que 6(m — 1) € Iy, ,(H). Asi, de nuevo por el Corolario [3.4.12| podemos
escribir

Om—1)=h—1+~, con h € My, ,(H), 'yeAug]Fp(H)"H,

y por tanto #(m) = h + . Ademds, usando ahora la ecuacién y el mencionado corolario
se deduce que v admite una expresion de la forma

y=u—1+wv, conu € Myy1(H), v € O(Lpt1(G)).
Por tanto, se tiene que

Om)=h+u—1+v
= hu —(h—1)(u—1)+w,
EMp.n(H) €0(Ln+1)

pues que el primer sumando esté en My, ,(H) es evidente, mientras que como u € M, (1) w
estd en la n-ésima potencia del ideal de aumento, y por tanto (h—1)(u—1) € Aung(H)"+1 =
0(Augg, (G)") C 0(Ln41(G))-

Para la inclusion reciproca, teniendo en cuenta que en la ecuacién (4.3)) el subespacio (L, 4+1(G))
representa el papel de L, 1(H) en la ecuacién (4.1)), intercambiando G y H y sustituyendo
6 por 1, el razonamiento que probaba la inclusién anterior también prueba que

0 (M (H) +0(Ln+1(G))) € Mpn(G) + L41(G),
de modo que aplicando € a ambos lados se termina de demostrar (4.5)).

Queda con esto la demostracién completa: en efecto, ya hemos mostrado que

Mn(G> ~ Mp,n(G) + Ln+1(G) ~ Mn(H) + H(Ln+1(G)) ~ Mp,n(H)
Mi2(G) Lnt1(G) a 0(Ln+1(G)) © Mpnia(H)

donde el primer isomorfismo es el de (4.2), el segundo es el inducido por 6 (pues en la ecuacién
(4.5) el miembro de la derecha es la imagen por 6 del de la izquierda) y el dltimo es el de (4.4). O

El siguiente teorema de Ritter y Sehgal (que tomamos de [34]) es el resultado més general
conocido en relacién a los cocientes de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus determinados por
el dlgebra de grupo F,[G].

Teorema 4.3.4 (Ritter-Sehgal). Sea G un p-grupo finito, y n > 1 un entero. Entonces la clase de
isomorfia de Mp n(G)/Mpani1(G) estd determinada por el dlgebra de grupo Fp[G].

Demostracion. Fijemos n > 1. Razonando como en la demostracién del teorema anterior, sabemos
M
que existe una descomposicién como suma directa de espacios vectoriales
n+1
Augy, (G) Ir, nt1(G) Ly

p— 4-
Augg, (G2~ Augg (G2 © Augy Q)72 (4.6)

donde L; es un subespacio de AugIFp(G)"Jrl que contiene a AugFP(G)””.
Observando ahora que L; D AugIFp(G)”Jr2 2 Augp, (Mpnt2) + Aung(G)”Jr?’, se deduce ra-
zonando andlogamente la existencia de un subespacio Ly de L1 que contiene a Augp, (G)"F3 tal

que
LG Ir, nt2(G) ® Ly
Augp (G)"3 Augy, (G)"+3  Augg (G)"F3
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Procediendo de esta manera, obtenemos subespacios L; tales que
Aung(G)n—l-l — LO 2012132 ---D Lj D Aug]Fp(G)n+j+1
y descomposiciones

L; _ Irynin1(G) © Lj
Augg, (G)"H+2 Augg, (G)"H7+2 7 Augg, (G)" 2

(4.7)

Ademsds, siempre que j < n, se tiene que Aung(G)%Jr1 CL; C Aung(G)”H, por lo que cada uno
de estos L; es un ideal de Aung(G)"H.

= Afirmamos que
Mypn(G) + Augp (G)"H' = Mypu(G) + L. (4.8)

En efecto, como L, C Augp, (G)"*1, la inclusién hacia la izquierda es trivial. Si probamos
que, parai = 0,1,...,n, se tiene que para cada m,, € My, ,(G) y cadaly € Ly = Augp, (G)ntt
existen ciertos g, € My, ,(G) y l; € L; tales que

mn+l0:gn+li7

el contenido restante obtiene directamente del caso ¢ = n.

Lo haremos por induccién sobre i. El caso ¢ = 0 es trivial. Supongamos que tenemos la
expresién m,, + lo = g, + [; para i < n. Usando la ecuacién (4.7) con j = i y teniendo
presente el Corolario [3.4.12]y la inclusién Aug]Fp(G)"“Jrl C L;, podemos escribir

li =mpp1 — 1+ Ly, con M1 € Mppni1(G), y liv1 € Lita.
Entonces se tiene que
mn+l0:gn+li:gn+mn+l_1+li+1 =

My Mpt1 + lig1 — (gn - 1)(mn+1 - 1) = 9;1 + l£+1 € MPJL(G) + Ly
——

Q;LGMp,n(G) l;+1 ELi+1

ya que (my, — 1)(mpy1 — 1) € Augg(G)?™ ! C Liy1, v lo que completa el paso inductivo.

= Ahora afirmamos que

<Mp,n<G>+Aung (@)t )
Mpn(G) Augg, ()77 T 49)
Mp2ni1(G) ( (14Ln) )

Augg, (G)27 T

Entendemos que (M, ,(G) + Aung(G)”“‘l) / Aung(G)Qn‘Irl es un grupo multiplicativo con-
tenido en FF,[G]/ Aung(G)Q”“. Para probar la afirmacién, comenzamos notando que la

ecuacion 1} los elementos de este grupo son de la forma m + [ + Aug]Fp(G)Q"H, donde
m € Mpn(G) y !l € L,. Podemos entonces definir la aplicaciéon

. MP,H(G) +AugIFp(G)n+1 R Mp,n(G) X
Augg, (G)*n My 2n11(G)’

A(m+1+Augg (G)*" ) = mMy 2011 (G).

Veamos primero que estd bien definida. Supongamos que m +1 = m’ +1' + o, con «a €
Aung(G)QnHa m,m’ € Mp,n(G) y l,I" € L,. Entonces

m ' —1=m U —m " —mla=
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(m P =Dl+1—m =)' =1 —ma € L,

por ser Aug]Fp(G)Q”+1 C L,, y este ultimo subespacio cerrado para productos por elementos
de Augg (G)". Entonces

mtm' —1eL,C L = mim' —1eLn Aug]Fp(G)”Jrl = Augp, (G2

(siendo la igualdad cierta por (4.6))). Esto a su vez implica que m~!'m'—1 € LyNAugg, (G)"+2 =

2n+1

AugFP(G)”JF?’, y repitiendo el proceso n veces obtenemos que m~1m’—1 € Augg, (G) , por

lo que m™'m/ € My 2n+1(G), con lo que se sigue inmediatamente que A estd bien definida.

Ademss, como cada L; es cerrado para productos por elementos de Aung(G)”H, se tiene
que, dados mi,mg € My, ,,(G), l1,l2 € Ly, vale

(m1 + ll)(mg + 12) =mimo + (m1 — 1)[2 + ll(mg — 1) + 11 +lo + l1ls = mimg + l/,

l/

donde claramente I’ € L,; esto prueba que A es un homomorfismo. Ademads es evidente que
A es suprayectivo. Por otro lado, se tiene que

My n(G) + L
_ A 2n+1 p.n no,
Ker()) {m +ln + Augy, (G) € Augg, (G)FH m e Mp,gnH(G)}
_ Mp,2n+1(G) + Ln _ Mp,2n+1(G) —14+1+ Ln _ 1+ Ln
Augg, (G)> ! Augg, (G)>+! Augg, (G)*+1

donde, en la dltima igualdad la inclusién hacia la derecha se tiene por ser Mp 2,41(G) —1 C
Augp (G)*"1 C L.

En definitiva, todo esto demuestra que A induce un isomorfismo como en (4.9)).
Con todo esto, ya podemos probar el teorema. Sea H otro grupo tal que F,[G]| = F,y[H], digamos

que mediante un isomorfismo # que podemos suponer normalizado. Ahora, si aplicamos 6 a la
ecuacién (4.7) obtenemos que

0(L;)) _ Ar i (H) 0(Lj11)
Augp (H)" T2 Augg (H)"+2 7 Augy (H)"+i+2

que no es mas que la versién de dicha ecuacion para H; asi, de los razonamientos hechos hasta
ahora (i.e., los de las dos afirmaciones) se deduce que

My (HI)+ Augg, ()™
Mp,n(H) N Aug]Fp(H)2n+1
Myponi1(H) < (140(Ln)) ) ’
gy, (12071

donde el tltimo cociente no es més que la imagen isomérfica por 6 (se ve inmediatamente notando
que el ‘numerador del numerador’ no es mds que Ir, ,(H) + 1, y por tanto estd determinado por
el algebra de grupo) de

(MP,MGHAugFP(G)n“)
Augg, (G)2 T o Mpn(G)
<<1+L>> Mp2n41(G)’
AUg]FP (G)2n+1

y el teorema se sigue.
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Corolario 4.3.5. Sea G un p-grupo finito cuya M-serie tiene longitud ¢ < 2. Entonces la clase
de isomorfia de G estd determinada por su dlgebra de grupo modular Fy[G].

Demostracion. Basta notar que si M), 3(G) = {1}, por cualquiera de los dos teoremas anteriores
la clase de isomorfia del cociente G/ M) 3(G) = G esta determinada por Fy[G]. O

En particular, el corolario anterior da solucién positiva a (MIP) para la siguiente clase de
P-grupos:

Corolario 4.3.6. Sea G un p-grupo finito con clase de nilpotencia 2 y exponente p. Entonces la
clase de isomorfia de G estd determinada por su dlgebra de grupo modular F,[G].

Demostracion. Sea G un grupo en las condiciones del enunciado. Entonces, recordando la Obser-
vacién [1.3.5] el tercer término de la M-serie de G viene dado por

Mo 3(G) = GWra(G)Dr3(G);
Mp3(G) = GPy3(G),  parap > 2.

Es obvio que en las condiciones del enunciando estos subgrupos son triviales, con los que el resultado
se sigue del Corolario 4.3.5] O

Otro cociente de la serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus

Terminamos el estudio sobre la determinacion de los cocientes de la serie de Brauer-Jennings-
Zassenhaus por F,[G] con el siguiente teorema de Hertweck (vid. [19]) que, a diferencia de los
anteriores, involucra al grupo de las unidades normalizadas de F,[G] y hace uso de bases de Jen-
nings. Serd util tener en mente las identidades médulo Aung(G)4 que listamos en el préximo lema:
Lema 4.3.7. Sea G un p-grupo finito, g,h € G y z,y,21,...,Tm € Mp2(G). Valen:

N zy...ep—1=(x1—1) 4+ (2, — 1) méd AugFP(G)4;
(H) (g7 h) -1=1- (h7g) mod AugFP(G)4;
(m) (z,h) —1=(x—-1)(h—1)—(h—1)(x —1) méd Aug]Fp(G)4;
_ . 4
(v) (zy,h) —1=(2,h) =1+ (y,h) —1 méd Augg (G).
Demostracion. En primer lugar, recordemos las identidades
gh—1=(@g-1)+(Mh-1)+(g—1)(h—-1) (4.10)
hg((g,h) =1) = (g = 1)(h = 1) = (h = 1)(g = 1). (4.11)
(1) No es més que una versién débil de la primera afirmacién del Lema con N = M, (G).

(11) Basta notar que como (g, h) € M, 2(G), por vale
(9,h) =14 (h,g) = 1= —((g,h) = 1)((h,g) — 1) € Augg, (G)*.
(111) Por obtenemos que
(x—=1)(h—=1)=(h—=1)(z —1) = ha((z,h) — 1) = (ha — 1)((x,h) — 1) + (z,h) — 1,

donde (hz — 1)((z,h) — 1) € AugFP(G)4, dado que (z,h) € M, 3(G).
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(1v) Por (1) se tiene que
— . 4
(zy,h) —1=(zy —1)(h—1) = (h—1)(zy — 1) mdéd Augp, (G)

(por (4.11)))
=x-1)h-1)+@y-1)h-1)—(h—1)(zx—-1)—(h—1)(y —1) méd Aung(G)4

(de nuevo por (1))
_ . 4
= (2,h) =1+ (y,h) =1 méd Augg (G)".

O]

Lema 4.3.8. Sea G un p-grupo finito, F,[G] su dlgebra de grupo modular, y z1,...,2, € G.
Escribamos ¢;; = (z;,2;). Escribamos también, por abreviar, X; = (z; — 1) y Cj; = (¢ — 1).
Entonces, para cada terna de indices ¢, 7, k:

(1) Vale
Cif = Cij — ((ewirwj) = 1) + ((eayy i) = 1) méd Augg, (G)*.

(11) Se tiene que

(Xin)l“k = XZ‘X]' + Xiij + chki + ((Cki,l'j) - 1) mod Aung(G)A‘.

(111) En particular,

(X7)™ = X7 4 2X;Chi + ((cri;xi) — 1) méd Augg (G)*.

(1v) Supongamos ahora que p es impar. Vale la identidad:

1 Tk 1
(Xin + 20¢j> = <X1'Xj + 20¢j> + XZ-C'kj + XjC]m‘

1 1 .
+ 5 ((erg i) = 1) + 5 ((ewi ;) = 1) m6d Augg, (G)Y,

(v) Asumimos de nuevo que p es impar, y supongamos que para ciertos indices 4,7, k fijados
se verifica que ci; = b7'... 0%, con by € M,2(G) y 0 < as; < p para cada s. Escribamos
Bs = (bs — 1). Entonces

XiCrj = a1 XiBi + a2 X;Ba + - + amX; By, méd Augg (G)*,

1 1 )
5 (lewjy i) —1) = Zasi((b&xi) —1) mod Augg, (G)*.
s=1

Demostracion. En primer lugar, son de comprobacion directa las igualdades

N G U G s P S
(O —(1:]- x; wix; — 1) = Cp; T Cpi Ty TjCkjTiCRi — 1
R O O et TP ) e — 1
= ij (xja Ckz)cki ($],$Z)ij (ck]7x2)ck2 -

notando que todos los factores de la expresién anterior estan en M, »(G), vy aplicando el primer
P
apartado del lema anterior)

= () =D+ (5, i) = D)+ (e = 1)+ (cij = 1)+ (e — D +((crjr @) = 1)+ (cri—1) mod Augg (G)*
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(aplicando el mismo apartado, ahora en sentido inverso, a las parejas de sumandos primero y
quinto, y tercero y ultimo)

= ((xj,chi) = 1) + (cij — 1) + ((erjr i) — 1) mdd Aung(G)4.

En resumen, y aplicando el apartado del lema anterior al primer sumando, hemos probado el
primer apartado:

Cif = Cij — ((eriy ) — 1) + ((eng, i) — 1) méd Augg, (G).
Ahora, usando la identidad vale
(XiX;)™ = (wicg — ) (wjen; — 1) = (Xi + Chi + XiCri) (X + Crj + X;Cr;j)
= (Xi + Cri)(X; + Crj) méd Augg (G)*
y por el apartado del lema anterior
CriXj = X;Cri + ((cri;xj) —1) méd Augg (G);
uniendo ambas expresiones, se deduce que
(XiX;)"™ = X; X + XiCrj + X;Cri + ((c1, ) — 1) mdd AugIF'p(G)4a

y el segundo apartado queda probado. Poniendo en esta expresion ¢ = j, también obtenemos el
tercero. Supongamos ahora que p es impar. Entonces

1] )

1 Lk 1
(Xin + ZCij> = (X1X3)$k + 509%

y aplicando los dos primeros apartados se desprende el cuarto.
Finalmente, asumamos las hipdtesis del quinto apartado. La primera identidad se sigue direc-
tamente de () del Lema y la segunda de aplicar m veces del mismo lema.
O

Ya estamos casi en condiciones de dar el teorema, a falta del siguiente:

Lema 4.3.9. Sea G un p-grupo finito, S un subespacio multiplicativamente cerrado de Augp, (G),
y n > 1 un entero. Supongamos que

SN Is,i(G) C Augg (G)'H (4.12)
para cada ¢ < n. Entonces:
(1) GN(1+S) < Mpa(G).

(11) Si ademds H es otro p-grupo finito, y 0 : F,[G] — [F,[H] es un isomorfismo normalizado, se
tiene que

HNOA+S) < Mp,(H).
Demostracion.
(1) Como por el Lema sabemos que GN (1 +.5) es un grupo, basta probar la inclusién. Sea
g €GN (1+5). Entonces g € GN(1+ Augg (G)) = Mp1(G).

Notemos que si en estas condiciones g € M, ;(G), e i < n, con la ayuda del Corolario [3.4.12
se deduce que .
g—1eS8nly,(G) C Aung (G)Hl,

es decir, que g € M, ;41(G). Aplicando a g este argumento n veces se deduce que g €
My, (G), y hemos terminado.
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(1) Aplicando # a la ecuacion (4.12)), y teniendo en cuenta que tanto las potencias del ideal de
aumento como los ideales de Zassenhaus estdn determinados por Fy[G], se tiene que

0(S)NIp,,(H) C Augg (H)™,
para cada ¢ < n, y el resultado se sigue del apartado anterior.

O]

Teorema 4.3.10 (Hertweck). Sean p un primo impar y G un p-grupo finito. Eziste un subgrupo

normal N de V(F,[G]) tal que
VIF[H]) ., G
O(N) — M,a(G)
para cada grupo H tal que K[|G] = K[H], y cada isomorfismo normalizado 6§ : K[G] — K[H]. En
particular, la clase de isomorfia del cociente G/ My 4(G) estd determinada por el dlgebra de grupo

modular F,[G].

Demostracion. Sea
Tlyeeoy Ty YLy ooy Ysy 21y v vy 2ty Wiy« - .y Wy (4.13)
un sistema de generadores de G elegidos como en el Lema [3.2.3] a partir de un refinamiento a

serie de composicién de la M-serie de Brauer-Jennings-Zassenhaus (ver Seccion [3.2); es claro que
podemos renombrarlos de forma que:

{z1,...,2,} C G\ M,2(G),
{yi, ., yst € Mpa(G) \ M, 3(G),
{z1,..., 2t} C Mp3(G)\ Mpa(G),
{wy,...,w,} C My 4(G).

Notemos que es posible que la serie se “estanque”. Si, por ejemplo, M, 3(G) = M, 4(G), ponemos
t=0y{21,...,2} = 0. Por definicién, los generadores dados dan lugar a una base Jennings % de
[F,[G]. Escribamos

Xo={(z1-1),.... (& =1}, D={l;n—1),...,(ys = D},
Zi={(z1—1),...,(ze — 1)}, X2 ={(zy - 1)%..., (z, — 1)%},
Xow ={(@i = 1)(@; - 1) : 1<i<j<r}
XYVe={(zi—(y; —1) : 1<i<r 1<j<s})
KXo ={(mi = )(zj —)(zp—1) : 1<i<j<k<r sip=3, noi=j=k},

Es claro que los elementos de # de peso 1 son los de X,; los de peso 2, los de Y, U X,, U X2;
y finalmente se ve que los de peso 3 son los elementos de Z, U Xy Vs U Xiss. Sea también W el
conjunto de los elementos de % con peso mayor que 3; entonces por el Lema W forma una
base de Aung(G)4. Escribamos ahora

ey ={ = D = D+ gm0 - 1) s 1< i< <)

1 : .
@&%YZ{@r4ﬂw—U+j«%w0—DilSZShléjér}
y denotemos
B ={1JUX, UV, UZ, UX2U (X)) U (X Vi) U X UW.
Fijada toda esta notacién, para facilitar la lectura dividimos la demostracion en cuatro fases:

Fase 1: Se puede comprobar, si asignamos a los elementos de (X..) peso 2, y a los de (X )x)
peso 3, que X' es una base adaptada a la filtracién de las potencias del ideal de aumento. En
efecto, notando que % es una base de Jennings, y considerando el Lema [3.2.4
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= X, claramente genera Augy (G) médulo Aung(G)2.

» Que X2 U (X,.) UV, genera Augp, (G)? médulo Aung(G)?’ se sigue del hecho de que cierta-
mente X2 U X, U lo hace, y de que, como (z;, ;) € M, 2(G) admite una expresién, salvo
un cambio en el orden de los factores, de la forma

B1 Bt, M v
Z wit L we

(zj, ) = yit .oyt

para cada eleccién valida de indices se tiene que por el apartado del Lema vale:

(i —1)(z; — 1) + %((xj,xl) - =(z; —1)(z; — 1)+ %Zak(yk —1) méd AugFP(G)?’.
k=1

» El conjunto de los elementos de peso 3, Z, U (X, V) U Xiss genera Aung(G)3 modulo
Aung(G)4 por hacerlo Z, U X,V U Xyus. En efecto, como (y;,z;) € Mp3(G), es (salvo
un cambio en el orden de los factores) de la forma

B1 Be. .
Wi LWyt

(yj, i) = 21" ... %
se tiene la identidad, de nuevo por el apartado del Lema m

t

(i = (5 — 1)+ (o)~ 1) = (@~ Dgg — 1)+ 5 > Pelzr 1) méd Augg, (G
k=1

= Los elementos de peso t con t > 4 son los mismos en % que en %', y por tanto generan
Augy (G)" médulo Augy (G)'+1.

Por tanto, podemos aplicar el Corolariompara deducir que 1+2%’\ {1} es un conjunto generador
de V(F,[G]). Ademas, como Augp, (G) es nilpotente, esto también prueba que %A’ genera K|[G],
y como A’ tiene el mismo cardinal que 4, y este tltimo conjunto es una base, se desprende que
también %’ es una base.

Fase 2: Sea entonces C el subespacio vectorial generado por

(Xer) UXZ U (XD2) U X UW;

v D el generado por
XUV U Z,.

Por la Fase 1 es inmediato que Aung(G) = C @ D; ademés, como
Augg, (G)* € C C Augy (G)?

(debiéndose la primera inclusién a que W C C, y la segunda a que todos los elementos de C’
son combinacién lineal de elementos de la base de Jennings con peso mayor que 1). De estas
inclusiones se deduce que C' es multiplicativamente cerrado (pues si los elementos de C' estédn en
Augy, (G), entonces el producto de cada par de ellos estd en Aung(G)4 C C). Entonces, el Lema
3.3.5| garantiza que N = 14 C' es un subgrupo de V(F,[G]). Ademads, teniendo en cuenta que todos
los elementos de %'\ {1}, excepto algunos de la forma g — 1, con g € G, estéan en C, se deduce que
N -G =V(F,[G)).
Ademas, para cada 1 < i < 4 se tiene que

Ir,i(G) = Mp;i(G) — 1+ Augg, (G)*' C D + Augg, (G)F,
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siendo la igualdad el Corolario [3.4.12] y justificAndose la inclusién como sigue. Cada x € M, ;(G)
es de la forma x = g192 .. . gn, donde cada g; € M, ;(G) es alguno de los elementos dados en (4.13]),
de modo que por el Lema [3.4.6

n

r—1= Z(gj —1) méd AugIFp(G)iH,
j=1

donde cada g; — 1 o bien esta Aung(G)”l, o tiene peso 7, en cuyo caso estd en X, UV, UZ, C D.
Por tanto, vale la inclusion

C N1y, i(G) C Augg (G). (4.14)

para cada i < 4. En efecto, si ¢ estd en la interseccién, por el parrafo anterior se tiene que ¢ = d+«,
conde Dyac Aung(G)Hl. Consideremos la expresion en la base %’ del elemento d = ¢ — a.. Si
i = 1, los coeficientes de los elementos de X, deben ser 0, y por tanto d € Aung(G)Z. Similarmente,
si i = 2, los coeficientes de elementos de & U Y, han de ser nulos, de modo que d € AugFP(G)?’. Y

t = 3 el resultado es trivial, pues o € Aug]Fp(G)4 C C, y por tanto ¢ = a.

Asi, por la ecuacién (4.14)), el Lema da que N NG < My 4(G), mientras que la inclusién
reciproca es consecuencia directa de que My 4(G) —1 C W C C. En definitiva, hemos probado:

N-G=V(@,[G]), NNG=MuQG).

Fase 3: Dado que N - G = V(F,[G]), para probar que N es un subgrupo normal de V (F,[G])
es suficiente probar que es invariante para conjugaciones por elementos de (G, y para ver esto es
suficiente comprobar que C verifica esta condicién. Asi que basta comprobarlo para los generadores
de C. Fijemos un x € G cualquiera; para aprovechar la notacién del Lema [4.3.8] escribamos
LTr41 = L.

» (X,)* C C. En efecto, por del mencionado lema:
(XP)™r+ = X7 4 2XiClrgayi + ((Cranyin i) — 1) méd Augg (G)

ahora bien, por definicién c(,41); € Mp2(G), de modo que se puede expresar (salvo un cambio
de orden de los factores) como

1

_ 01 a Bt, M
Clrg1yi = Y1 - Ys 2 oz w]t L wlr

Por tanto, del mismo lema permite continuar la expresién anterior con:
> 1
=2+ Y 200 (X¥it (o) 1)) m6d Auge, (6
k=1
pues los sumandos restantes estan en AugFP(G)4. Por tanto, (X,)* € C.

= De forma completamente analoga, sustituyendo el apartado por el , se prueba que
(X)) € C.

» Finalmente, los elementos 7 de (X, )x) v de Xyux estén en Aung (G)3, por lo que

-1 4

W =cnpr=c"np(z-1)+ @ -1n+n=n méd Augg, (G)°,

de modo que n* € C.
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Queda entonces probada la normalidad de V.

Fase 4: Finalmente, sea H otro grupo tal que F)[G] = F,[H], digamos mediante un isomorfismo
normalizado 6. Teniendo en cuenta la ecuacién , la segunda parte del Lema da que
HNO(N) < My, 4(H), mientras que la inclusién reciproca también es evidente, dado que My, 4(H) C
1+ Augg, (H )* C O(N), por ser las potencias del ideal de aumento ideales determinados por F,[G].
Ademas, es claro que (N) - H < V(F,[H]) y tomando érdenes:

INI-lG] _ INT- |Gl

VEH]] = VEG) = IN -Gl = 1556 = M)

(usando que por el Corolario [4.2.10 el orden de M,, 4(G) esta determinado por F,[G])

)] [H] (6N |H]|
MpaED] ~ [6(N) N H]

0(N) - H,

por lo que ha de verificarse la igualdad. En resumen, hemos probado que:

V(E,[H) = 0(N)-H,  Mya(H) = 6(N)NH.

i.e., la composicién de la inclusion con el homomorfismo canénico en el cociente, por la descom-
posicién anterior es claro que es un epimorfismo, y su nicleo es H N§(N) = My, 4(H). Por tanto,
induce un isomorfismo

H V(F[H])

Mya(H) — O(N)

Y como 6 induce otro isomorfismo

V({E,[G]) o V(Fp[H])
N 6N

la primera afirmacién se sigue. Si ademads consideramos el isomorfismo identidad i : F[G] — F,[G],
dicha afirmacién da que

G L VEIG])

Mpa(G) N

de modo que componiendo con los isomorfismos anteriores se obtiene también la segunda. O

Corolario 4.3.11. Sea p un primo impar, y G un p-grupo finito cuya M-serie tiene longitud £ < 3.
Entonces la clase de isomorfia de G estd determinada por su dlgebra de grupo modular Fp[G].

Demostracién. Como la longitud ¢ de la M-serie estd determinada por FF,[G], basta probar el
teorema en la clase de los grupos con ¢ < 3. Y si G es un p-grupo finito con M, 4(G) = {1},
por el teorema anterior la clase de isomorfia del cociente G/ My, 4(G) = G estd determinada por
F,[G]. O

La clase de nilpotencia de G/®(G’)

Sea G un p-grupo finito. En esta subseccién, basada en la primera seccién de [5], consideraremos
la serie de ideales del dlgebra grupo F,[G] definida recursivamente mediante:

Jo = AugIFp (G7 G,)a
Jy = Jg—1Augg (G) + Augg, (G)Jy—1, parak > 2.

Se obtienen facilmente las caracterizaciones siguientes:
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Lema 4.3.12. Sea G un p-grupo finito, y {Jj }x>2 la serie J. Entonces, para cada k > 2 vale

k
Je =y Augg, ()" Augg, (3(G))
i=2

donde Aung(G)O denota a I, [G]. Por tanto,
Jp = AUg]Fp (G)Jg-1+ Aung(G, % (G)).

Demostracion. Probamos la primera identidad por induccién sobre k. Si k = 2 el resultado es
evidente, pues F,[G] Aung(G’ ) = Aug]Fp(G, G’). Sea entonces k > 2, y supongamos que

k—1
-1 = Z Augg ()17 Augg ((G)).
i=2
Entonces

k—1 k—1
Jp = Z Aug]Fp(G)kflfi Augr, (7i(G)) Augg, (G) + Z AugIFp(G)kii Augg, (7i(G))
= i=2

=2
k—1
=3 Augg, (G)F 1 (Augs, (1(G)) Augs, (G) + Augg, (G) Augg, (1(G)))
=2
(usando el Lema
k—1
=" Auge, (G) 1 (Augg, (G 7i41(G)) + Augg, (G) Augs, (1(G)))
=2
k—1

(Augs, (G)F=0FD Augg, (741 (G)) + Augg, (G)* Augg, (7:(G))) :

Il
)

i

asi, es claro que para el par de sumandos i-ésimo (2 < ¢ < k — 1) en la expresién anterior, el
primero de ellos es precisamente el segundo del par (i + 1)-ésimo, y por tanto es superfluo. Asi, la
ecuacién anterior puede continuar con:

o
—

= Augg (G)*~" Augy (W(G)) + Augg, (G, %(G)),

~
||
N

y la primera identidad se sigue. Con esto la segunda es trivial, pues:

k—1
i =) Augg, (G)" " Augg, (i (G)) + Augg, (G 7 (G))
=2

k—1
= Aug, (G) <Z Augg, (G)* 17 Augg, (%(G))> + Augy, (G, ()
i=2

= Aug]Fp(G)Jk:—1 + Augpp(a k(G)).

Lema 4.3.13. Sean G un p-grupo finito, n > 2 un entero, y o, ..., a, € V(F,[G]). Entonces
a1, ... apn] € Jn, ¥

(a1y...,00) —1=]ag,...,an] méd Jpqq.
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Demostracién. Escribamos o; = 1+ 5, con ; € Augg, (G) (ver Corolario [3.1.10). Probamos la
primera afirmacién por induccién sobre n. Si n = 2, por el Lema es claro que [a,as] €
AugFP(G, G') = Jo. Y, si n > 2, suponiendo la propiedad cierta para n — 1 tenemos que

[ala v 70177,—170477,} = [alv v 7an—1]an - an[ah RN an—l]
= [a1,...;an1]Bn — Bulon, ..., an—1] € Jy—1 Augy (G) + Augg (G)Jg—1 = Jj.

Probamos también la segunda afirmacién por induccion. Para n = 2 vale

(a1,00) — 1= 041_1052_1[041,042]
= o, 0] + (a7 fay ' = 1)[ar, g

= a1, 2] mbd Js,

donde la equivalencia se obtiene directamente de la ultima caracterizacién del Lema [4.3.12] Su-
pongamos la propiedad cierta para n — 1, con n > 2. Entonces existe un 8 € J,, tal que

(al,...,an_l):1+[a1,...,an_1]+5,

de modo que

(1, 0m) —1=(ag,...,an_1) oy, (o, ..., an_1), o)
= (a1,...,Qn-1)" 1 ;[ (a1, ...y an—1] + B, an]
= (a1, omo1) Fart ([ag, ... an] + [B, an))
=lag,...,qn) + [ﬁ,an] (o1, yan—1)"tagt = 1) - ([at,. .., an] + [8, an))
= [oa, ..., ] méd Jpy,
teniendo en cuenta que [3, a,| € Jp4+1, y que [aq,. .., a,] € J, junto con la definicién de J, 1. O

Proposicion 4.3.14. Sea G un p-grupo finito. Entonces los grupos

G V (F,|G])
®(G) 7 1+ Aug (G.O)

tienen la misma clase de nilpotencia.

Demostracion. Sea c la clase de nilpotencia de G/®(G’), es decir, el menor entero ¢ para el que
Yet1(G) € G'. Comenzamos notando que

c+1
Jer1 = Z Augg, (@)1 Augg, (3(@))

= Z Augg, (@)1 Augg, (3(@)) + Augg, (G, 7e11(G))
C Augg, (G) Augg, (G) + Augg, (G, 7e+1(G));
ahora, observando que
Augr (G, 7e+1(Q)) C Augg (G, ®(G)) = Augg, (G, M,2(G'))
C Augy (G,G')? C Augg (G) Augg (G),

se deduce que
Je+1 C Augg, (G) Augg, (G").

Entonces, por el Lema [4.3.13| para cada a1, ..., act1 € V(F,[G]) se tiene que

(a1, s @er1) € L+ Jep1 © 1+ Augg, (G) Augg, (G7).
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Como, por el Lema [I.2.2) los elementos de esta forma generan

7c+1< V(E,(G)) )> modulo %+2< V (F,[G]) )7

1+ Augg (G, G’ 1+ Augg, (G, G')

se deduce que estos dos subgrupos han de ser iguales, y por tanto triviales; en consecuencia

V(E,[G) <
c <ec.
1+ Augg, (G, 2(G"))
Para ver la desigualdad reciproca, consideremos el homomorfismo

V(I [G])
1+ Augg, (G, G)

t: G —

que se obtiene componiendo la inclusién en V (IF,[G]) con el homomorfismo candnico en el cociente.
Es claro que el nicleo de este homomorfismo es Ker(t) = G N (1 + Augg, (G,G")), que por el

apartado de la Proposicién es precisamente My, 2(G') = ®(G’). Por tanto, Im(¢) es un

sugrupo de % isomorfo a G/®(G’). Asi, el Lema|1.1.13| da que:

_ V (F,[G])
¢=clm@) <e <1 T Auer (G, @(G'))) :

O

Corolario 4.3.15. Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de nilpotencia de G/®(G') estd
determinada por el dlgebra de grupo modular Fp[G].

Demostracion. Basta notar que tanto el grupo V/(F,[G]) como el ideal Augg (G,G’) estén deter-
minados por F,[G], y el resultado se sigue de la proposicién anterior. O

En particular, se obtiene que la clase de isomorfismo de un p-grupo finito G estd determinado
por F,[G] en la clase de los p-grupos finitos con subgrupo conmutador abeliano elemental.

El cociente de Sandling

En esta de subseccién, denotaremos:
J(G) = Augg (G) Augg (G') + Augy, (G') Augg, (G).
Es claro que este ideal se puede reescribir como
J(G) = Augg, (G) Augg, (G, G') + Augy, (G, G') Aug, (G),
y como los ideales Augy (G) y Augy, (G, G’) estdn determinados por F[G], también lo estard J(G).

Lema 4.3.16. Sea G un p-grupo finito; y L un ideal por la izquierda de Aug]Fp(G). Entonces «
y B coinciden moédulo L si y sélo si 1 + a, 1 + 8 estan en la misma clase lateral, de entre las
determinadas por el subgrupo 1+ L en el grupo V(F,[G]). Formalmente:

a+L=3+1L & 1+a)14+L)=(1+p6)(1+L).
Demostracion. Si oo — 5 = X\ € L, entonces
l+a=14+8+A=1+8)1+ 148N,

donde (1+ )"\ € L. Reciprocamente, si (1+a) = (14 8)(1+ \), entonces a = B+ (1+B)A. O
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Lema 4.3.17. Sea G un p-grupo finito y J(G) el ideal de arriba. Entonces:
(1) J(G) = Augg, (G, 73(G)) + Augg, (G') Augg, (G);
(1) GN(L+J(G)) =72(G)Pls(G).

(1) 1+ Augg, (G,G") = G'(1+ J(G)).

Demostracion.

(1) No es més que el caso k = 2 del Lema También se ve claramente notando que J(G)
coincide con el ideal J3 de la seccién anterior, y aplicar el Lema [£.3.12] .

(1) No es més que la primera parte del apartado de la Proposicién con N =G'.
(111) Por el apartado de la misma proposicién, con N = G’, tenemos que
1+ Augg, (G, G') = G'(1 + Augg, (G') Augg, (G)) € G'(1+ J(G)),
donde la inclusion es trivial. Por tanto, serd suficiente probar
G'(1+J(G)) €1+ Augg (G, G),
y esto es directo, pues si g(1 4+ «) € G'(1+ J(G)), con g € G' y a € J(G), es claro que

g(l+a) =1+ (g—1)+ga €1+ Augg (G,G).

Lema 4.3.18. Sea GG un p-grupo finito. Entonces:

(1) Es central el ideal
AUgIFp(G)Z

s <2 (e

1+ Augg (G)” V (F,[G))
TG S Z(1+J(G)> :

(1) Es central el subgrupo

Como consecuencia, dados un enteron > 1y o, € Aug]Fp(G), se tiene que
(af)" =a"B" méd J(G).
Demostracion.

(1) Basta probar que los elementos de AugIFp(G)2 conmutan con los elementos de G médulo J.
Sean x,y, g € G, entonces, como

(x(z,9) —1)=(z—-1)((z,9) - 1) +2x—14+(z,9) —1=2x—1+4(x,9) — 1 méd J(G),

w9 -D=w-)(y9)-D+y—-1+(y,9) - 1=y—1+(y,9) —1 mdd J(G),

se deduce se deduce inmediatamente que

(z-D(y—-1) =@ -1y - 1)
= (z(z,9) — D(y(y,9) — 1)
=(x—1)(y—1) méd J(G).

(11) Se sigue inmediatamente del punto anterior y del Lema |4.3.16
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La ultima afirmacién se obtiene directamente por induccién usando el primer punto: para n = 1
es trivial; y si (af)" = a™p" + x, con x € J(G), se tiene que

(aB)" = aB(aB)"
= afa”B" + afx
= a(a"B +[B,a"])B" + abx
= a1 FM 4 a[B,0"]B" + afx

y el resultado se sigue notando que [8, a"] € [F,[G],F)[G]] C Augg, (G,G"), y por tanto
alf, a"|p" + afx € J(G).
O
Lema 4.3.19. Sea G un p-grupo abeliano con base {x1,...,z4}. Sean aq, ..., aq enteros no nega-

tivos, no todos nulos. Supongamos ademds que para cada j, a; < o(x;). Si a; # 0, sea definamos
sj como la mayor potencia de p menor o igual que a;. Entonces el orden del elemento

d
L+n(a,...,an) =1+ H(x] —1)%
j=1

en el grupo de las unidades V(F,[G]) es min {o(z;)/s; : a; # 0}.

Demostracion. Sea q; = o(x;). Podemos suponer que 0 < a; < ¢; para cada j, de modo que serd
n(ai,...,a,) # 0. Probaremos el resultado por induccién sobre exp(G). El lema es inmediato si G
es abeliano elemental, pues si ¢;/s; es el minimo del enunciado, seria

ISH

(I+mn(a,... ,ad))‘”/st =14+ H(xﬂ — 1)ua/s
Jj=1

1 (= 1) (g — 1)fs0n /s Ty — 1) = 1,
—— ,
0 J#t
como se comprueba facilmente que para ningin exponente menor ninguno de los productos se

anula, ya tenemos el caso exp(G) = 1.
Supongamos ahora que exp(G) > 1. Si fuese a; > ¢;/p para algun t,

d
(1+nar,....aa))’ =1+ n(ar,..., a0l =1+ [[(w; — )7
j=1

= 1 = )% — 1) [y — )P =
N— At
0

por lo que el orden buscado es p; ademas, es claro que por ser q;/p < a; < q; serd sy = q;/p, y por
tanto el minimo del enunciado también serd ¢;/s; = p; esto prueba el lema en este caso.
Finalmente, supongamos que a; < ¢;/p para cada j; escribimos

(1+77(a17"'7ad))p = 1+ﬁ(a17"'7ad)p

d
=1+ [J@} - 1D% =1+44(ar, ..., aq),
j=1
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donde 7(ay,...,aq) = H;l 1(:5 —1)% es el analogo a n(ai,...,aq) para el grupo G con el
subconjunto {z¥,...,25} como base. Es claro que exp(G®)) = exp(G) — 1, de modo que por la

hipétesis de induccién

o(1+1n(ai,...,aq)) = min{o(a:?)/sj} = min{q;/s;}/p,

y por tanto
o(l+n(a1,...,aq)) = min{qg;/s;},

lo que completa el paso inductivo.

O
Fijamos mds notacion para lo que resta de subseccién. Sea G un p-grupo finito. Sea {z1,...,z4}
un conjunto de generadores de tamamnio minimo de GG. Para cada d-tupla de ntimeros enteros no
negativos a = (ai,...,aq), no todos nulos, definimos:
d
_ . a
=1z —1)%

j=1
Recordamos la notacién:
Dy(G) ={aeN" : 0<a; <o(x;) para cada i, y p{ a; para algun i},
y escribimos ademaés
d
Di(G) ={a € Do(G) : Y a;>1}.
i=1
Denotamos por W (G) al subgrupo de V(F,[G]) generado por el conjunto:

{n(a) : a€ D1(G)} U1+ J(G)).

Denotemos con una barra a la proyeccién pgr de G a G’, asi como al epimorfismo inducido de
F,[G] a Fp[G']. Escribimos entonces

L d
= H(@_

Observacién 4.3.20. Es claro que {Z1,...,Zg} es una base de G. Asi, como por definicién es
evidente que 1 + J(G) = 1, se deduce que W(G) = W(G) es precisamente el subgrupo de V(F,[G])
generado por los 1 +7(ay,...,aq), con (ai,...,aq) € D1(G). Y como estos elementos, junto con

{z1,...,T4q}, forman una base de V(F,[G]) por el Teorema tenemos que

V(E,[G)) = WG & G.

Observacién 4.3.21. También conviene notar que, como W(G) < 1+ Augg, (G)?, el Lema[4.3.18
garantiza que W(G) es normal en V(F,[G]). En efecto, si a € W(G) y « € V(Fp[G]), por el
mencionado lema x conmuta con « salvo un factor g € 1+ J(G) C W(G), por lo que

o =z tar = r7zaB = aBf € W(G).

Lema 4.3.22. Con la notacién anterior, W(G) N (1 + Augg, (G, G")) = 1+ J(G).
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Demostracion. Por el tercer apartado del Lema (£.3.17) vale 1 + Augg (G, G') = G'(1 + J(G)), ¥
como 1+ J(G) € W(G), es inmediata la inclusién

W(G)N (1 + Augg, (G,G") 21+ J(G).

Y para ver la reciproca, basta comprobar que cada producto ], Dy (G)(l + n(a))™s que esté en
1 + Augy, (G,G') ha de estar también en 1 + J(G). Como la proyeccién [eep, ()1 +m(a))™
en V(F,[G]) es necesariamente 1, se sigue del hecho de que los 1 + 7j(a) formen una base que
o(1 +7(a)) divide a m, para cada a. Asi, fijo a, el Lema garantiza que existe un indice i y
alguna potencia ¢ de p tales que ¢ = o(z;)/s; = o(1 + 77(a)) divide a mg, con 0 < s; < a;. Por la
dltima afirmacién del Lema se tiene que

n(a)? = n(ga) méd J(G),
siendo ga = (gai, qag, . ..,qaq); en consecuencia, por el Lema [4.3.16

(I14+n(a))!=1+n(ga) méd 1+ J(G).

Como (77 — 1) = 0 en F[G], se tiene que (z; — 1)9% € Augy (G, G’). Distinguimos dos casos:

= Si existe algin j # i tal que a; # 0, entonces n(qa) estd o bien en Augy (G)Augy (G') o
bien en Augy (G') Augg, (G). Esto prueba que (1+n(a))? € 1 + J(G).

» Si a; = 0 para cada i # 0, entonces a; no es una potencia de p por definicién de D(G). Por
tanto, (z; — 1)7% € Augg (G, G")? C 1+ J(G), y de nuevo (1 +mn(a))? €1+ J(G).

Como ¢|m,, se sigue que (1 + n(a))™ estd en 1 + J(G), y como el razonamiento es valido para
cada a € D1(G), se deduce que también lo estd el producto [],cp, () (1 +n(a))™.
O

Teorema 4.3.23 (Sandling). Sea G un p-grupo finito. Entonces V(Fy|G]) = G - W(G), y G N
W(G) = 72(G)P)y3(G). Ademds, hay un isomorfismo de grupos
V{IE[G]) G

THI0) - m@e@ oW e

Demostracién. Como siempre, denotamos la proyeccién en G = G/G’ con una barra arriba. Por
la Observacién |4.3.21| sabemos que V (F,[G]) = G - W(G), de modo que

V(F,[G]) = G- W(G) - (1 + Augg, (G, GN=G WG -G1+J(Q) =G -W(Q),

(siguiéndose la primera igualdad de lo anterior y el Corolario la segunda del tercer apartado
del Lema y la tltima se deduce directamente del Lema; asi, queda probada la primera
afirmacién. Para la segunda, hay que notar que, como GNW (G) = {1}, se tiene que GNW (G) < G,
y por tanto GNW(G) = G' N W(G), y como del Lema se deduce directamente que

G'NW(G) C1+J(G) CW(Q),
intersecando con GG obtenemos que
GNW(G) =GN (1+J(G) =73(G)n(@)P,

siendo la ultima igualdad cierta por el segundo apartado del Lema

Por la Observacion sabemos que W(G) es central en V(F,[G]) médulo 1 4+ J(G), de
modo que, como ya hemos probado que V(F,[G]) = G - W(G), es una comprobacién directa que
G(1+4 J(G)) es normal en V(F,[G]). Ademaés, como 1 + J(G) C W(G) se tiene que

G+ J(G)NW(G) = (GNW(Q)) - (1+ J(G)) =1+ J(G)
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Se sigue entonces que
VIEG) GO+ J(G) . W(G)

1+J(G) 1+J(G) 1+ J(G)’

donde sabemos que

G(1+J(G)) ., G B G
1+J(G)  Gn+J(G)  7(G)Pys(G)
y que
w(a) W(G) L WI(G) - (1+ Aug, (G,G') WG
1+ J(G)  W(G)N(1+ Augg (G,G) 1+ Augg, (G, G") B ’

el resultado buscado.
O

Teorema 4.3.24 (Sandling). Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de isomorfia del grupo
cociente G/(y2(G)P)y3(Q)) estd determinada por F,[G].

Demostracién. Como por el Teorema |4.2.14] la clase de isomorfia de G/G’ estd determinada por
F,[G], también lo estd F,[G/G']; y como en este dlgebra de grupo es valida la descomposicién

V(F,[G/G) =W(G/G) & G/

y el grupo de unidades normalizadas también estd determinado, se sigue del el Teorema fundamental
de los grupos abelianos finitos (ver Teorema [1.1.1)) que estd determinado W (G/G").
Finalmente, el Teorema [4.3.23| da que
V(F,[G)) G

THI0) - m@ma@ oG,

donde V(F,[G])/(1 4+ J(G)) esta determinado por F,[G] por estarlo J(G), y acabamos de probar
que también lo estd W(G/G'). Asi, dado que considerando las descomposiciones en subgrupos
indescomponibles el Teorema de Krull-Schmidt (Teorema garantiza que la clase de isomorfia
de G/(72(G)P)v3(@G)) esté determinada por los grupos anteriores, el resultado se sigue. O

Al cociente G/ (72(G)Py3(@)) del teorema anterior se lo suele denominar cociente de Sandling,
pues todos los resultados de la subseccion se deben a R. Sandling (ver [37]).

Corolario 4.3.25. Sea G un p-grupo finito con clase de nilpotencia 2 y tal que G' es abeliano
elemental. Entonces la clase de isomorfia de G estd determinada por el dlgebra de grupo modular

FplG].

Demostracién. La afirmacién “c(G) = 2" esta determinada por F,[G] por la Proposicién
ahora, todos los grupos de clase de nilpotencia 2 tienen subgrupo conmutador abeliano, por lo
que G’ esta determinado por Fp[G] (ver Proposicién , y en particular lo esta si es abeliano
elemental o no.

Por tanto, podemos limitarnos a probar que G estd determinado en la clase de los grupos con
clase de nilpotencia 2 y subgrupo conmutador abeliano elemental. Y esto es inmediato a partir del
teorema anterior, pues estas condiciones implican que vo(G)®P)~3(G) = {1}. O

Obviamente, este ultimo resultado generaliza el Corolario y de hecho es, junto con el
Teorema el resultado méds potente que probamos en este trabajo. Ademads, la clase de
grupos para la que el Corolario [4.3.25| resuelve (MIP) admite la siguiente caracterizacion.

Definicion 4.3.26. Sea G un -grupo. Decimos que G es central-elemental-por-abeliano si existe
un subgrupo central N de G tal que N es abeliano elemental y G/N es abelinao.
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Se comprueba facilmente que la clase de los grupos abeliano-elemental-por-ciclico es precisa-
mente la clase de los grupos con clase de nilpotencia 2 y subgrupo conmutador abeliano elemental.
En efecto, si G tiene clase de nilpotencia 2 y G’ es abeliano elemental, es claro que tomando N = G’
se verifican las condiciones de la definiciéon anterior. Reciprocamente, si N es un subgrupo central
de G como en la definicién previa, es claro que G’ C N por ser N abeliano, y en consecuencia G’
también es central y abeliano elemental. Por tanto, el Corolario se puede reescribir como:

Corolario 4.3.27. Sea G un p-grupo finito central-elemental-por-abeliano. Entonces la clase de
isomorfia de G estd determinada por el dlgebra de grupo modular Fy[G].

Observacion 4.3.28. Ademds, teniendo en cuenta que un p-grupo G es metaciclico si y sélo
si lo es el grupo cociente G/®(G)y3(G) = G/72(G)P)y3(G) (para una prueba, ver el Lema 11.3
de [22]), el Teorema también garantiza que el valor de la afirmacién “G es metaciclico” esta
determinado por F,[G].

Tamano del nucleo

Presentamos un ltimo invariante numérico. Sea de nuevo G un p-grupo finito. Puede llegar a
ser muy util considerar la siguiente construccién, propuesta inicialmente por R. Brauer (de acuerdo
a [32]). Tomamos la aplicacién:

A Augg (G = Augg (G)P
CAugg(G)2 T Augg (Gl

o+ Augy (G) — of + Aug (G)PL.

Claramente estd bien definida, pues si a = 3+ §, con 6 € Augy(G)?, entonces
o’ = (B+6)” =" méd Augr(G)PH,

pues es evidente que todos los sumandos en el desarrollo del binomio en los que aparece § pertenecen
al menos a la (p + 1)-ésima potencia Augy (G).

Estos ideales estdn obviamente determinados por K[G], por lo que, si K es un cuerpo finito,
también lo estard el tamano del “nicleo de esta aplicacién”, i.e.,

Augg (G)

|Ker)\|: HaE w

cMa) = AugK(G)PHH :

A este nimero lo llamaremos tamario del nicleo. En definitiva, particularizando al caso K = IFp,
hemos probado:

Proposicion 4.3.29. Sea G un p-grupo finito, y sea A como arriba. Entonces el tamano del nicleo,
| Ker(\)|, estd determinado por F,[G].

4.4. FEl Problema del Isomorfismo Modular

En resumen, los invariantes obtenidos en las dos secciones previas permiten dar respuesta
positiva a la restriccion del Problema del Isomorfismo Modular a un par de clases de grupos, que
recopilamos en el siguiente teorema:

Teorema 4.4.1. Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de isomorfia de G estd determinada
por su dlgebra de grupo modular F,|G] si se verifica alguna de las condiciones siguientes:

(1) p es impar y Mp4(G) = {1}.
(11) G es central-elemental-por-abeliano.

Demostracion. Son los Corolarios [4.3.11] y [4.3.27] respectivamente. O
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En la clase de p-grupos del segundo punto se agrupan todos los p-grupos con clase de nilpotencia
a lo sumo 2 y subgrupo conmutador abeliano elemental, por lo que, en particular, incluye a todos
los p-grupos abelianos, y a los p-grupos tales que la M-serie tiene longitud 2. Ademas, destacamos
que entre los grupos considerados en el primer punto puede haber grupos con clase de nilpotencia
3. De hecho, teniendo en cuenta que

M3.4(G) = GO3(G) P y3(G)Pu(G),
Mypa(G) = GPy(G),  parap > 3;

es claro que los grupos verificando M, 4(G) = {1} con p impar son precisamente los p-grupos
de exponente p y clase de nilpotencia (a lo sumo) 3, si p > 3; y los 3-grupos G con exponente
(a lo sumo) 9 y clase de nilpotencia (a lo sumo) 3 tales que los subgrupos 72(G) y v3(G) tienen
exponente no mayor que 3.

Otros resultados conocidos

Notemos que los invariantes descritos en las dos secciones previas se demuestran determinados
por el dlgebra de grupo F,[G] independientemente de cual sea el p-grupo finito G, siendo las tnicas
excepciones la clase de nilpotencia y la clase de isomorfismo de G’, que, hasta el momento, sélo se
han demostrado determinadas cuando GG pertenece a ciertas clases de p-grupos.

En este udltimo sentido, se destaca que la mayor parte de los resultados parciales existentes
relativos al Problema del Isomorfismo Modular no se apoyan solamente en resultados generales
como los ya probados, sino que, normalmente, sus demostraciones proceden como sigue: fijada
alguna clase de grupos para la que ya exista una clasificacién relativamente manejable de todos sus
componentes (salvo isomorfismo), se utilizan los invariantes generales ya obtenidos, junto con otros
construidos ad hoc para esa clase de grupos (i.e., tales que no es conocido que estén determinados
por K[G] 6 F,[G] para grupos que no estén en dicha clase, o incluso que no tengan sentido para
p-grupos finitos arbitrarios) para comprobar que los grupos de la clase considerada dan lugar a
algebras de grupo dos a dos no isomorfas.

Dedicamos esta tdltima seccién, con el fin de ofrecer una panoramica completa del estado ac-
tual del Problema del Isomorfismo Modular, a presentar los resultados de este tipo que nos son
conocidos, dando para unos pocos de ellos esquemas de sus demostraciones, e indicando qué papel
desempenan en ellas los invariantes generales que manejamos. Recopilamos esos resultados en el
siguiente teorema.

Teorema 4.4.2. Sea G un p-grupo finito. Entonces la clase de isomorfia de G estd determinada
por el dlgebra de grupo modular F),[G] st G pertenece alguna de las siguientes clases:

(1) 2-grupos de clase mazimal;
(i1) p-grupos con centro de indice p*;
(111) p-grupos de clase mazimal, orden no mayor que pP*1 y con un subgrupo mazimal abeliano;
(1v) 2-grupos de clase casi maximal (en la clase de los 2-grupos de clase casi mazimal);
(V) p-grupos metaciclicos;
(V1) p-grupos abeliano-elemental-por-ciclico;
(Vi) p-grupos de orden no mayor que p°;
(VIII) p-grupos con un subgrupo ciclico de indice p*;

(1X) 2-grupos de orden no mayor que 2% (con demostraciones tedricas) y 2-grupos de orden no
mayor que 2° (con demostraciones computacionales).
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Referencias de las demostraciones. Las demostraciones de @) y (V1) se deben a C. Baginski, y se
pueden encontrar, respectivamente, en [3] y [4]. Las de (1v)) y se deben también a C. Baginski,
junto con A. Konovalov, y se pueden consultar en [6] y en [7], respectivamente. Ademés, en [5] C.
Baginski y A. Caranti demuestran . La prueba de fue dada originalmente por C. Baginski,
para p > 2, en [2], y completada por R. Sandling en [38]. El resultado de es probado por V.
Drensky en [13].

El resultado de fue demostrado por D.S. Passman, para p-grupos con orden no mayor que
p* en [32]. Para grupos de orden p®, el caso p = 2 viene dado por A. Masasikis en [28]; para p > 2,
la prueba se debe a R. Sandling y M.A.M. Salim, y se puede consultar en [35].

Finalmente, el resultado (tedrico) de sobre grupos de orden 2% viene dado por M. Hertweck
y M. Soriano en [20]. El resultado para grupos de orden 27 (debido F.M. Bleher, W.Kimmerle, K.W.
Roggenkamp y M. Wursthorn) se presenta en [10]; para grupos de 6rdenes 2% y 3% (por B. Eick)
aparece en [14]); y finalmente para grupos de orden 22, debido a B. Eick y A. Konovalov se puede

consultar en [15].
t

Los resultados de este teorema estan ordenados de tal forma que la demostracién (original) de
cada punto puede llevarse a cabo utilizando sélo los puntos precedentes. Ademas, las demostraciones
de los dos primeros apartados siguen siendo validas si sustituimos I, por un cuerpo de caracteristica
p arbitrario, constituyendo asi también respuestas afirmativas a (WMIP) para esas dos clases de
grupos.

Seleccionamos ahora algunos de estos resultados, a modo de ejemplo, para dar esquemas de sus
pruebas e ilustrar la utilidad de los invariantes presentados anteriormente.

p-grupos de orden divisor de p*

Antes de entrar en la demostracién de este resultado, es conveniente considerar la siguiente
observacién sobre los 2-grupos de clase maximal.

Observacién 4.4.3. Un grupo de orden 2" es de clase maximal si y sélo si (G : G') = 4. Ademés,
un grupo en estas condiciones es necesariamente isomorch| a uno de los siguientes:

D, =(a,b : a* P =b?=1, a* =a!)
Qn=(a,b : a* =1,a =2, ab:a_1>

Sp =(a,b : @ = =1, a = a_1+2n72>
Este es un resultado largo tiempo conocido, para el que nos remitimos al Teorema 5.4.5 de [17].

Partiendo de esta observacion, de los resultados relativos a p-grupos de clase maxima]EL y
de las clasificaciones que daremos a continuacion, se demuestra facilmente el resultado de D.S.
Passman en [32] que da solucién a (MIP)) para p-grupos de orden a lo sumo p*. Como deciamos,
precisaremos de la clasificacién de los p-grupos no abelianos de orden a los sumo p* dada por W.
Burnside en [11], pdgs. 145-146, y que reproducimos en las siguientes tablas. En primer lugar, hay
dos posibles clases de isomorfia para 2-grupos no abelianos de orden 23:

’ De orden 23 ‘ Presentacion del grupo ‘
(a-i) (g,h = g*=h*=1, ¢" = ¢°)
(a-ii) (g.h = g*=h'=1g"=g7", 1*=¢*)

2Nétese la simplicidad de esta clasificacién: de hecho, la demostracién del punto del Teoremaf
correspondiente a |3]— se limita a comprobar que (para cada orden) estos tres grupos dan lugar a &lgebras de gru-
po no isomorfas.

3De hecho, los resultados de [5] son una generalizacién de los argumentos que usa D.S. Passman para tratar los
p-grupos de clase maximal y orden no mayor que p* que surgen en |132], pero se sostienen independientemente de
éstos.
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mientras que de orden 2% hay nueve:
’ De orden 24 \ Presentacion del grupo
(b-i) (g,h = ¢*=h*=1, g" =¢)
(b-ii) (g,h,k : g*=h2=k>=1, " =hg? g" =¢g)
(b-iii) (g,h : gt=ht=1, g =¢%)
(b-iv) (g,h,k : g*=h2=k%>=1, gk:g?’hg:h, hkE = h)
(b-v) (g,hk = g*=h2=Ek>=1, ¢ —ghg =g, h* =h)
(b-vi) (g,hk : g*=h*=k?>=1, gh =g~ ,hQ—thI’C h,g* = g)
(b-vii) (g,h = ®=0h>=1, gh=g71)
(b-viii) (g,h : ¢ =0h2=1, g"=g%)
(b-ix) {gh = *=h"=1,g"=9g7", 1* =¢")
Ahora, sea p > 2. Hay dos clases de isomorfismo de p-grupos no abelianos de orden p?:
’ De orden p3 \ Presentacion del grupo ‘
(c-i) (9.:h + g =P =1, g" = g'*7)
(c-ii) (g,hk : gp=hP=kP =1, h* =hg, " =g, ¢ =h)
Y finalmente, hay diez p-grupos no abelianos de orden p*:
’ De orden p* ‘ Presentacion del grupo
(d-i) (g.h : g7 =hP =1, gh = g1*7")
(d-ii) (g hok = g =hP =P =1, h* = hg? ¢" = g)
(d-iii) (g,h : g =h = 1, g = gPh)
(d-iv) (g,h, k : gp2 =W =kP =1, g¢ =gt h9I =h, hF =h)
(d-v) (g,hk:gp—hp—kp 1, ¢*=ghg" =g, W*=h)
(d-vi) (g, h,k : gp =h? =1, g =g'tP, gk =gh, h* =h, kP =1)
(d-vii) {(g,h,k : gp =hP =1, g =g¢'t?, g =gh, h¥ = h, kP = gP)
(d-viii) (g bk © g =hP =1, gh = g'tP, gF = gh, hF = h, kP = gP)
(d-ix) <g,h,k,s:gp—hp—k:p—sp—l,ks—kg h® =s, g° =g, h* :hg =g)
(d-x),p>3 | (g,h,k,s : g =hP =kP =sP =1, k* =kh, h* = hg, ¢° =g,h* =h, g8 = g,¢" = g)
(d-x),p=3 <g,h,k:g—h3—k3—lg—g,g—gh h* = g=3h)

(donde en (viii) « es cualquier entero que no sea un residuo cuadratico médulo p).

Teorema 4.4.4 (Passman). Sea G un p-grupo de orden a lo sumo p*. Entonces G estd determinado

por su dlgebra de grupo K|G].

Esquema de la demostracion. En primer lugar, notemos que si G es abeliano el Teorema da
el resultado. Por tanto, si G tiene orden p o p? no hay nada que probar (pues o es ciclico, o por la
Proposicion ha de ser abeliano). Como el orden de un grupo viene claramente determinado
por su algebra de grupo, bastara probar que grupos del mismo orden no dan lugar a algebras de
grupo isomorfas. Consideremos entonces los grupos no abelianos de orden p3. Distinguimos dos

Casos:

» Caso p = 2. Sélo hay dos dos grupos no isomorfos, los dados (a-i) y (a-ii), que de hecho
son, salvo isomorfismo, respectivamente el grupo diédrico y el grupo de los cuaterniones. Es

directo comprobar las M-series de ambos coinciden, y son

My 1(G) =G, Ma2o(G) = (9), My 3(G) = {1},

de modo que la longitud de sus M-series es 2, con lo que, en virtud del Corolario [4.3.5| sus

algebras de grupo no pueden ser isomorfas.
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» Caso p > 2. Denotemos por G y G2 a los grupos dados en (c-i) y (c-ii), respectivamente. Es

un célculo directo ver que sus M-series son:
Mpi(Gr) = G1, Mpa(Gr) = Mps(Gr) =+ = Mpp(Gr) = (¢°),  Mppa1(Gr) = {1}
My 1(Ga) = Go, Mp2(G2) = (g), My 3(Ga) = {1};

asi, por ser p > 2 se ve que las M-series tienen longitud distinta, y por tanto estos grupos
no pueden dar lugar a algebras de grupo isomorfas (por el Corolario 4.2.9)).

Analicemos ahora los grupos no abelianos de orden p*. Como antes, distinguimos entre los casos:

= Caso p = 2. Para los grupos en estas condiciones se tiene la siguiente tabla, que tomamos

de [32]:

| Tipo de Z(G) | Tipo de G/G’ | Tamaiio del niicleo

(b) @ 4.2)
(b-ii) (4) (2.2,2)

(b-iii) (2,2) (4,2) 1
(b-iV) (Qa 2) (27 27 2) 6
(b-v) (2,2) (4,2) 2
(b-vi) (2,2) (2,2,2) 2
(b-vii) 2) (2,2) 3
(b-vii) (2) (2,2) 3
(b-ix) (2) (2,2) 3

Todos estos invariantes se pueden calcular directamente; ademds por los resultados de las
secciones previas estan todos determinados por las respectivas dlgebras de grupo modulares.
Asi, de la tabla se deduce que sélo los grupos de (b-vii), (b-viii), (b-ix) podrian dar lugar a
algebras de grupo isomorfas; y este no es el caso, pues estos son los grupos de clase maximal
(por la Observacién pues el subgrupo conmutador tiene indice 4), de modo que el
resultado se seguiria del punto (|ff) del Teorema correspondiente a [3].

Caso p > 2. De nuevo se puede calcular directamente una tabla como en [32]:

G Z(G) | G/G" | Mp2(G)/Mps(G) | Mp3(G)/Mpa(G) | Tamatio del nicleo
(p>3) (p=3)
(d-i) ®°) | ®°p)
(d-ii) ®*) | (p,p,p)
(d-iii) (p:p) | (*,p) (1)
(d-iv) (p,p) | (p,p,D) (1)
(d-v) (p:p) | (*,p) (p)
(d-vi) () | (p,p) (1) 5
(d-vii) () (p,p) (1) 3
(d-viii) () (p,p) (1) 1
(d-ix) (p,p) | (p:p,p) ()
(dx),p>3| (p) (p,p) (p)
(dx),p=3| 3) | (33 7

De esta tabla se sigue, teniendo en cuenta que todos los invariantes que aparecen estan
determinados por F,[G], que sélo los grupos (d-vi), (d-vii), (d-viii), con p > 3, podrian dar
lugar a &dlgebras de grupo modulares isomorfas. Y de nuevo estos grupos se pueden probar
de clase maximal, de modo que no pueden tener algebras de grupo modulares isomorfas por
el punto del Teorema correspondiente a [5] (siendo aplicable el resultado por ser
p > 3, y en consecuencia pPt! > pt).

O
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p-grupos metaciclicos

Como indicdbamos arriba, la demostracién de que (MIP) tiene respuesta positiva en las clase de
los p-grupos metaciclicos finitos fue dada originalmente por C. Baginiski, para p > 2, y completada
por R. Sandling. Seguimos el argumento de este iltimo (ver |38]), que se apoya en la clasificacién de
los p-grupos metaciclicos dada por B.W. King, a partir de la cual el resultado es un mero corolario
de las Secciones y y de [3]. Sintetizamos dicha clasificacién en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.4.5. Sean p un natural primo, y n,h,h’, k, k' enteros no negativos. Si existe un
p-grupo metaciclico G' de orden p" tal que su abelianizado G'//G" es de tipo (p",p*), y centro Z(QG)
es de tipo (p"', p*'), entonces hay dos posibilidades:

(1) G es el unico p-grupo metaciclico (salvo isomorfismo) en estas condiciones.

(11) G/G’ es un grupo abeliano de clase (2™,2) y Z(G) es un grupo abeliano de clase (2™~ 2),
para algin entero positivo n. En este tltimo caso, si m > 1 necesariamente G es isomorfo a
alguno de los grupos siguientes:

(a,b : a2 =" =1,ab = a™1), obien (a,b : o2 =" =10 = a_1+2n_1>;

y si m = 1, a uno de los grupos:

Dy =(a,b : a® 1=0*=1, a®=0a1)

Qn =(a,b : ¥ = 1, a?' " = v, a®=at)
Sp =(a,b : ¥ =t = 1, a® = a*1+2n_2>
Referencia de la demostracion. Ver el Teorema 3.3 de [25]. O

Teorema 4.4.6. Sea G un p-grupo metaciclico finito. Entonces la clase de isomorfia de G estd
determinada por el dlgebra de grupo modular Fp[G].

Esquema de la demostracién. Por la Observacion [£.3.28] si G es o no metaciclico esta determinado
por F,[G], por lo que uno puede limitarse a probar el enunciado en la clase de los grupos metacicli-
cos. Sea G un grupo metaciclico de orden p". Por la Proposicién [4.4.5] el orden y las clases de
isomorfia del centro y el abelianizado de G' determinan a G (salvo en la excepcién del apartado ({1))
de dicha proposicién, con p = 2), y como estas clases de isomorffa estan determinadas por F,[G],
el resultado se sigue.

Sélo quedaria probar que los 2-grupos de la excepcién no dan lugar a dlgebras de grupo iso-
morfas. En el caso m = 1 (con la notacién de la mencionada proposicién), los grupos que surgen
son Dy, Qn v Sp, que son 2-grupos de clase maximal por la Observacién Y [3] (es decir, el
punto (|ff) del Teorema da una respuesta positiva para el Problema del Isomorfismo Modular
en ese caso, i.e, sus algebras de grupo no pueden ser isomorfas.

Finalmente, para m > 1 habria que probar que los grupos

<a,b . a2n _ b2m =1, ab — CL_1> ¥ <(I,b : agn _ b2n —1, ab _ a_1+2n71>

no dan lugar a dlgebras de grupo isomorfas; y efectivamente ese no es el caso, pues el nimero de
clases de conjugacién de cuadrados es distinto en ambos grupos (y este nimero estd determinada
por F,[G] en virtud del Lema . En efecto, se puede comprobar que en ambos casos los
subconjuntos {b*a?,b*a=%}, con 4, j arbitrarios, y {b*'}, con i impar, son clases de conjugacién.
Pero en el primer caso estas son las tinicas clases de conjugaciéon conteniendo un cuadrado, mientras
que en el segundo también lo son los subconjuntos centrales {bQia2n71}, con 7 impar. O
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’ ‘ ‘ Presentacion del grupo

G (ab 2 " " =b1=1, a =aT2")
Gy (a,b,c : " =2=1, =42, ab=a"l, a°=aq, b° = b)
m>4| Gs <a,b,c:a2m72:b2202:1, a®=a"', a® =a, b°=0b)
Gy {a,b,c : "= =2=1,a"=qa, a°=aqa, b*= a2m*3b>
Gs {a,b,c : 2" =2 =2=1, a® =a, a° = ab, b¢ = b)
Ge (a,b : a® T =b1=1, a®=0a})
G (ab : " " =bt=1, ab =a 12"
Gs (a,b : 2" =1, =20 ab = a=t)
Gy (@b : " P =bt=1, bo=b"1)
Gho {a,b,c : 2" = =2=1, a®=al*t?"’, ¢¢=q, b = )
G11 (a,b,c "= =2=1, ad?=a 12" ac=aq, b= b)
m>5| Gio {a,b,c 2" ==2=1,a"=qa, a“=a"l, b¢ = azm_3b>
G113 (a,b,c : "= =2=1,a"=qa, a=a", b =qa" b, b¢= b)
G1a {(a,b,c : 2" =02=1,2=a>""", ab=a, a°=a"l, b°=a"1b, b¢ = b)
Gis {a,b,c : 2" = =2=1, a®=al*t?"7, ¢ =a 12" e = 1p, b= b)
Gis | (a,byc @ a® =02 =c2=1, ab=a'"?"7° ¢ =a 12" b¢ = a7 1b, B¢ = a2"'b)
G17 (aboe : a7 =0 =32=1, a®=a2""", a® = ab, b° =)
G1s (a,bc : a® P =b2=1, =0, a®=a™2"" a¢=a"1b)
G (ab 2 " " =b1=1, b =at2")
G20 (ab : " P =br=1, ab = 12"
Ga1 (ab : a®" =1, 0 =a2""", ab=b"1)
m>6 | Gy (abe : a® = =2=1, a®=a,a® = a " "b, b° = a2""b)
Gas {a,b,c : 2" = =2=1, a*=a,a°=a1F2""p, ¢ = a2m_3()>
Goy (a,be : a® = =2=1, a®=a"2" " a¢ = a7 12" p, bt =)
Gos (a,b,c : 2" =02 =1, 2 =a2""", ab = a2 q¢ = o 12", be = b)
m=2>5 | Gog (a,byc : a®=0>=1, P =a", a®=a" a® = ab, b° =b)

Cuadro 4.1: p-grupos finitos con un subgrupo ciclico de indice p?

2-grupos finitos con un subgrupo ciclico de indice 4

Ahora, partiendo sélo del resultado anterior (relativo a los p-grupos metaciclicos), del resultado
sobre 2-grupos de clase maximal y casi maximal, y del el Teorema los invariantes obtenidos
prueban facilmente que (MIP) tiene respuesta para 2-grupos con un subgrupo ciclico de indice 4,
es decir, prueban la versién par del resultado de C. Baginski y A. Konovalov en [7].

En primer lugar, notemos que, en general, si un p-grupo no abeliano G de orden p" contiene
un subgrupo ciclico de orden p™~2, el exponente ha de ser mayor o igual que p”™~2, y por ser G
no abeliano, las tinicas posibilidades son exp(G) = p™ ! y exp(G) = p™ 2. Los p-grupos finitos
no abelianos de orden p™ y exponente p™~2 estdn clasificados en [30]. Para el caso p = 2 vienen
dados por las presentaciones del Cuadro Y los grupos no abelianos de orden 2™ y exponente
2m~1 estén catalogados ya largo tiempo en [11], siendo cada uno de ellos isomorfo a alguno de los
siguientes:
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Teorema 4.4.7. Sea G un 2-grupo finito que contiene un subgrupo ciclico de indice 4. Entonces
la clase de isomorfia de G estd determinada por el dlgebra de grupo modular Fao[G].

Esquema de la demostracion. Sea G un grupo de orden 2. El caso para m < 5 el resultado es
cierto en general por el Teorema [£.4.4] Podemos entonces limitarnos a estudiar la cuestién para
m > 5. Como exp(G) estd determinado por F,[G], podemos estudiar por separado los grupos de
exponente 2! y los de exponente 22,

Si G tiene exponente 2! por los comentarios previos G ha de ser isomorfo a uno de los
grupos D, Qm, Sm 6 M,,. Los tres primeros son 2-grupos de clase maximal, de modo que no
pueden tener algebras de grupo modular isomorfas; ademas, como la propiedad de ser un 2-grupo
de clase maximal también estd determinada por F,[G] (pues lo esta el indice (G : G')), el dlgebra
de grupo del dltimo ha de ser no isomorfa a las de los anteriores.

’ n | Tipo de (G,)' | Tipo de Z(G,) | ¢(Gr) |

1 (2) (2m=32) 2
2 (2m3) (2,2) m— 2
3 (2m3) (2,2) m—2
4 (2) (2m=2) 2
5 (2) (2m=3,2) 2
6 (2m=3) (2,2) m — 2
7 (2m—3 (2,2) m — 2
8 (2m=3) (4) m—2
9 (2) (22777 2) 2
10 (2) (22777 2) 2
11 (2m=3) (2,2) m—2
12 (2m3) (4) m— 2
13 (2m=3) (2,2) m—2
14 (2m3) (2,2) m— 2
15 (2m3) (2) m—2
16 (2m=3) 2) m — 2
17 (2,2) (2m—4) 3

18, m=5 (2m=3) (4) m — 2

18, m>5 (2m3) 2 m — 2
19 (4) (2m—4) 2
20 (2m=3) (2 m — 2
21 (4) (2m3) 3
22 (4) (2m=3) 3
23 (2m=3) (4) m—2
24 (2m=3) (2) m — 2
25 (2m=3) (2) m—2
26 (2,2) (2) 3

Cuadro 4.2: Invariantes de p-grupos finitos con un subgrupo ciclico de indice p?

Supongamos ahora que exp(G) = 2™~ 2; de nuevo, como el exponente estd determinado por
[F,[G], es suficiente probar que las élgebras de grupo modulares de los grupos considerados en
el Cuadro son dos a dos no isomorfas. Nos apoyamos en el Cuadro (tomado de [7]). En
primer lugar, notamos que todos son metabelianos, de modo que la clase de isomorfia del subgrupo
conmutador estd determinada por F),[G] (ver Teorema; ademas, en todos casos este subgrupo
es o bien abeliano elemental o bien ciclico, por lo que, en virtud la proposicién [£.3.15]o del Teorema
la clase de nilpotencia de todos ellos estd determinada. Ademds, por el Teorema [.2.15
también la clase de isomorfia del centro estd determinada.
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Ahora, los grupos con clase de nilpotencia 2 salvo G1g, es decir, los Gy, con n € {1,4,5,9,10},
tienen todos subgrupo conmutador abeliano elemental, de modo que el Corolario garantiza
que su clase de isomorfia estd determinada por F,[G]. Como Gig es el unico grupo restante con
clase de nilpotencia 2, se deduce que no puede dar lugar a un algebra de grupo isomorfa a la de
ningdn otro grupo.

Por otro lado, los 2-grupos de clase casi maximal (no isomorfos) no pueden tener algebras
de grupo isomorfas por el punto Teorema [4.4.2] (correspondiente a [6]), por lo que también
podemos descartar los grupos de clase m — 2. En particular, esto resuelve el problemaﬁ para m = 5.

Supongamos entonces que m > 5. S6lo queda comprobar los grupos G, con n € {17,21,22}
dan lugar a algebras de grupo modulares dos a dos no isomorfas. La clase de isomorfia del centro
(o del subgrupo conmutador) nos permiten distinguir el algebra de grupo de Gi7 de las de Ga; y
G92. Finalmente, se puede comprobar que GGo; es metaciclico pero Go2 no lo es, y el resultado se

sigue del Teorema m (o de la Observacién |4.3.28)).
O

Otros problemas relacionados

En el contexto del Problema del Isomorfismo Modular, formula S.D. Berman el llamado Pro-
blema del Isomorfismo Modular para Grupos de Unidades Normalizadas, que se pregunta sobre la
validez de la siguiente afirmacion:

Problema 5 (UMIP). Sea G un p-grupo finito. ;Estd entonces la clase de isomorfia de G deter-
minada por V(F,[G)), el grupo de unidades normalizadas del el dlgebra de grupo modular Fy,[G]?

Claramente una solucién positiva a este problema implicaria una solucién positiva de (MIP),
por lo que necesariamente los avances alcanzados en su estudio son menos amplios que los del
problema estudiado en este trabajo; sin embargo si existen algunos resultados positivos.

Por ejemplo, A. Konovalov y A. Krivokhata comprueban computacionalmente en [26] que
(UMIP) tiene respuesta positiva para 2-grupos de orden a lo sumo 2°. Ademés, R. Sandling
ha dado una prueba teérica en [36] de (UMIP) en el caso conmutativo, i.e., cuando G es un
p-grupo abeliano. Este problema también tiene respuesta positiva sobre la clase de los 2-grupos de
clase maximal, como prueban Zs. Balogh y A. Bovdi en [§].

Otro problema estrechamente relacionado con el Problema del Isomorfismo Modular, y para
el que, de hecho, en la aproximacién a (MIP) que hemos seguido se ha obtenido un resultado
parcial, es el llamado Problema del Complemento Normal para algebras de grupo modulares (que
abreviaremos por (NCP)):

Problema 6 (NCP). Sea G un p-grupo finito. ;El grupo de unidades normalizadas V (Fp[G])
contiene un subgrupo normal N tal que N -G =V (F,[G]) y NNG = {1}?

En efecto, es obvio que del Teorema se sigue inmediatamente una respuesta afirmativa a
este problema para los p-grupos G, con p impar, tal que M,, 4(G) = {1}. Otros resultados relativos
a este problema se pueden consultar, por ejemplo, en [24].

En otra direccién, cabe extender el Problema del Isomorfismo Modular (Amplio) considerando
P-grupos que no sean necesariamente finitos; muy poco es conocido en este sentido, a excepcién del
siguiente teorema de D. Berman y W. May, que extiende la Proposicién [4.2.13| a grupos abelianos
numerables:

Teorema 4.4.8. Sea G un grupo abeliano numerable, y K un cuerpo de caracteristica p. Entonces
la clase de isomorfia de G esta determinada por el dlgebra de grupo K|[G].

Referencia de la demostracion. Ver el Teorema 14.3.6 de [33]. O

4De hecho, este caso se podia haber dado por conocido, teniendo en cuenta el apartado del Teorema m
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