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Abstract

In this work we study the different properties of a coherent or semi-coherent
system. In particular, we have focused on studying the preservation of ageing classes
in a system. The preservation of ageing classes is based on studying weather a
system whose components belong to a certain ageing class, belongs to the same
ageing class too.

The work is structured in three chapters. In the first one, we have made an in-
troduction to the reliability of systems, including definitions and basic properties of
systems, reliability analysis, stochastic orders of random variables, order statistics,
copula theory and ageing classes. In the copulas section we have focused on Sklar’s
theorem and we have defined some copulas, which we are going to use in practi-
cal examples in the third chapter: Frechet—Hoeffding upper and lower bound copula,
Clayton copula, independence copula, Gumbel copula, Farlie-Gumbel-Morgenstern
copula and the Ali-Mikhail-Haq copula. Within the ageing classes we will study the
most important ones in which notable results on preservation have been obtained:
the IFR, DFR, DMRL, IMRL, NBU, NWU, IRFR, ILR, IFRA, IMIT classes, etc.
These acronyms study properties such as the growth or decrease of functions such
as the mean residual life, the mean inactivity time, the hazard rate or its reversal,
among others.

In the second chapter, we have studied the theorems related to the preservation
of ageing classes. Starting from the classes that we have mentioned before, it is a
matter of seeing under what conditions it happens that a system belongs to a certain
class starting from the fact that its components belong to that class. Firstly, we have
explained previous results in which the concept of distorted has been included. Our
objective is to write the reliability (or density) function of the system using a distor-
tion from its minimal cut and path sets. After that, we have studied the results about
preservation of ageing classes in different cases: systems with independient compo-
nents, systems with identically distributed components, systems with independient
and identically distributed components, k-out-of-n systems and systems with non
identically distributed components. We should remark that I have obtained a result
related to IMIT class by myself.

Finally, in the third chapter, we provide examples in which the previous results
are applied. The most of these examples have been obtained by myself. We have
checked the preservation of the survival classes under the conditions established by
the theorems and propositions. We have also looked for examples in which the class
is not preserved.






Resumen

Este trabajo tiene como objetivo estudiar algunas propiedades de los sistemas
coherentes o semi-coherentes. En particular, nos hemos centrado en estudiar la pre-
servacion de clases de envejecimiento en un sistema. La preservacion de clases de
envejecimiento se basa en estudiar si un sistema pertenece a una clase de envejeci-
miento sabiendo que sus componentes pertenecen a dicha clase.

El trabajo se estructura en tres partes. En la primera, se ha hecho una intro-
duccién a la fiabilidad de sistemas, incluyendo definiciones y propiedades bésicas
de sistemas, analisis de fiabilidad, érdenes de variables aleatorias, estadisticos or-
denados y lo mds importante: teoria de copulas y clases de envejecimiento. En el
apartado de cépulas nos limitaremos al teorema de Sklar y a definir las copulas,
que luego usaremos en los ejemplos practicos: cOpulas cota superior e inferior de
Frechet—Hoeffding, copula de Clayton, copula de independencia, copula de Gum-
bel, copula de Farlie-Gumbel-Morgenstern o la copula de Ali-Mikhail-Haq. Dentro
de las clases estudiaremos aquellas mds importantes en las que se han obtenido re-
sultados destacables sobre preservacion: la clases IFR, DFR, DMRL, IMRL, NBU,
NWU, IRFR, ILR, IFRA, IMIT, etcétera. Estas siglas estudian propiedades como el
crecimiento o decrecimiento de funciones como la vida media residual, del tiempo
medio de inactividad, de la razon de fallo o de su reversa, entre otras.

En la segunda parte, hemos estudiado los teoremas relativos a la preservacion de
clases de envejecimiento. Partiendo de las clases que hemos citado antes, se trata de
ver bajo qué condiciones ocurre que un sistema pertenezca a una determinada clase
partiendo de que sus componentes pertenecen a esa clase. Primero hemos explicado
unos resultados previos donde se incluia el concepto de distorsion, el objetivo es
representar la funcion de fiabilidad (o de distribucién) del sistema en funcién de
una distorsion a partir de sus caminos y cortes minimales. Una vez hecha esta in-
troduccion, hemos estudiado los resultados sobre preservacion de clases en diferen-
tes casos: sistemas con componentes idénticamente distribuidas, con componentes
independientes, con componentes independientes e idénticamente distribuidas, sis-
temas k-out-of-n y sistemas con componentes no idénticamente distribuidas. Cabe
destacar que se ha obtenido un resultado propios para la clase IMIT.

Por tdltimo, en el tercer capitulo, hemos obtenido algunos ejemplos, la mayoria
de ellos originales, en los que se aplicaban los resultados anteriores. Hemos com-
probado en casos concretos la preservacion de la clase de envejecimiento siempre
que se cumpliesen las condiciones de las proposiciones. También hemos buscado
ejemplos en los que, al no verificarse la condicion, no se preservaba la clase.






Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se va a realizar una introduccion a los conceptos bdsicos de
probabilidad en general y de andlisis de fiabilidad de sistemas en particular, ya que
son necesarios para entender el trabajo, asi como a las definiciones de cépulas y
clases de envejecimiento que se utilizardn a lo largo del mismo.

1.1. Sistemas coherentes

Las definiciones de esta seccion se han obtenido de [2].

Dadas n componentes, sean xp, X2, ..., X, las variables binarias de forma que x; =
1 si la componente i-ésima funciona y x; = 0 si no funciona. Un sistema formado
por esas componentes viene determinado por una funcién Booleana

¢:{0,1}" = {0,1}
que tomar4 los valores
(P(xl,XQ, “ee ,xn) =1

si el sistema funciona y
O(x1,x2,...,%,) =0

si no lo hace. Esta funcidn se conoce con el nombre de funcion de estructura.

Definicion 1.1.1. Un sistema en serie es aquel que falla si falla alguna de sus com-
ponentes.

Definicion 1.1.2. Un sistema en paralelo es aquel que falla solo cuando fallan todas
sus componentes.

Definiciéon 1.1.3. Un sistema k-out-of-n: G es aquel que funciona si funcionan al
menos k de sus n componentes.

Definicién 1.1.4. Un sistema k-out-of-n: F es aquel que falla si fallan al menos k
de sus n componentes.
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Cuando, a lo largo del trabajo, nos refiramos a los sistemas k-out-of-n, sin espe-
cificar mds, se entendera que son los descritos en la Definicién 1.1.3.

Veamos ahora, como ejemplo, cémo son las funciones de estructura para los
sistemas que acabamos de definir.

Ejemplo 1.1.1. Denotamos, a partir de ahora x= (x1,x2,...,x,). Para el sistema en
serie, la funcidn de estructura seria

n

o(x) = Hxi =min(xy,x2,...,X,)-
i=1
Ejemplo 1.1.2. En el caso del sistema en paralelo, la funcién de estructura seria
n
o(x)=1-— H(l —Xj) = max(xy,x...,xp).

i=1

Ejemplo 1.1.3. Si el sistema es k-out-of-n:G

¢(x) =1si Zn:xl- >k
i=1

o(x) =0si ixi < k.

i=1

Ejemplo 1.1.4. Si el sistema es k-out-of-n:F

B

o(x)=1si ) (1—x;) <k

1

~.

n

o(x)=0si Z(l —x;) > k.

i=1

Definicién 1.1.5. Decimos que la componente i-ésima de un sistema es irrelevante
si
O (1%, Xim 1,0, X015 Xn) = O (X1, %25+, Xim 1, L Xig 15+, %)

para todo x1,x2,...,x, € {0,1}.

Definicion 1.1.6. Un sistema es semi-coherente si ¢(0,0,...,0) =0y ¢(1,1,...,1)=
1y ¢ es creciente.

En toda la memoria diremos que una funcién es creciente si g(x) < g(y) para
todo x < y. Respectivamente, diremos que es decreciente si g(x) > g(y) para todo
x<y.

Definicién 1.1.7. Un sistema es coherente si ¢ es creciente y si cada componente
es relevante.



Definicion 1.1.8. El dual de un sistema es el sistema

o7 :{0,1}" — {0,1}
definido por ¢P(x) =1 —¢(1 —x1,1 —x2,...,1 —x,).

Definiciéon 1.1.9. Diremos que un conjunto no vacio P C {1,2,...,n} es un camino
del sistema ¢ si ¢(x) = 1 cuando x; = 1 para todo i € P. Diremos ademas que es un
camino minimal cuando P no contenga a otros caminos.

Definicién 1.1.10. Diremos que un conjunto no vacio C C {1,2,...,n} es un corte
del sistema ¢ si ¢(x) = 0 cuando x; = 0 para todo i € C. Diremos ademds que es un
camino minimal cuando C no contenga a otros caminos.

Los caminos de un sistema serdn los cortes de su dual y viceversa.

1.2. Representacion de sistemas.

Las definiciones y resultados de esta seccion se han obtenido de [2].

Los sistemas pueden representarse de diferentes maneras: graficamente, dando
su funcién de estructura a partir de su descomposicion pivotal o dando su funcién
de estructura en términos de maximos y minimos a partir de sus caminos y cortes
minimales.

Vamos a comenzar viendo un ejemplo de representacion grafica.
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Figura 1.1: Representacion grafica de un sistema.

En la Figura 1.1 podemos observar la representacion grafica de un sistema de
cuatro componentes, el sistema funcionard si existe un camino entre a y b que pase
por componentes que estén funcionando en ese momento. Por ejemplo, si funcionan
la componente 1 y la 4 habrd un camino de la forma {(a,1), (1,4), (4,b)} y el sistema



funcionara. Este camino se representard mediante el conjunto P = {1,4} Por el
contrario, si no funcionase la componente 4 no habria ningtin camino entre a y b.

En cuanto a la funcién de estructura, uno de los métodos para hallarla es me-
diante la descomposicion pivotal dada en la proposicion siguiente:

Proposicion 1.2.1. La siguiente igualdad se verifica para cualquier funcion de es-
tructura de orden n:

¢ (x) =x:0(1;,x) + (1 —x;)9(0;,%)

coni=1,2,...,nydonde (1;,x) = (x1,...,Xi—1, |, Xi41,..-,%) y (0;,X) =
(X], oy Xim 1,0, X415 7xn)-

Aplicando la igualdad anterior repetidas veces, la funcién de estructura es de la
forma

sx)= Y ¢(y>f11x§f<1—xj><l—yf>
1.

ye{0,1}"

para todo x € {0, 1}".

Ejemplo 1.2.1. Sea el sistema con la representacion grafica de la Figura 1.1. Su
funcién de estructura seria

¢(X) = X1X4(1 —)CQ)(l —X3> + (1 —xl)xzxym +X1X2)C4(1 —X3)
+ X1 (1 —XQ)X3)C4 + X1X2X3X4.

Presentamos a continuacién el otro método para hallar la funcién de estructura
basado en los caminos y cortes minimales:

Proposicion 1.2.2. Sea un sistema coherente (0 semi-coherente), con caminos mi-
nimales P, P5, ..., P,y cortes minimales Cy,C,,...,Cs. Entonces

00 = i migs

X) = min maxx;.
9(x) 12,005 j€C; 7

Si tenemos un sistema con tiempo de vida T y con tiempos de vida de las com-
ponentes X1, X>, ..., X, entonces su funcién de estructura serd

T = max Xpl.
i=1,2,....,r

T = min XC",
i=1,2,....,r

donde Xp. = minjep X; y X& = méx jec, X;.



Ejemplo 1.2.2. Con el sistema del ejemplo anterior, tenemos que sus caminos mi-
nimales son P, = {1,4} y P, = {2,3,4} Por tanto,

¢ (x) = max(min(xy,x4), min(xp,x3,x4)).

Si queremos calcularlo con sus cortes minimales, que son C; = {4}, C; = {1,2}
C3 = {1,3}, obtenemos

¢ (x) = min (x4, max(xy,xp), max(xy,x3)).

Para un estudio mas completo de sistemas véase [2].

1.3. Conceptos basicos en el analisis de fiabilidad

En este apartado vamos a introducir conceptos bdsicos y definiciones relacio-
nadas con el andlisis de fiabilidad que se utilizardn a lo largo del trabajo. Estos
conceptos y definiciones se han extraido también de [2].

Definicion 1.3.1. Sea una variable aleatoria T, se llama funcién de distribucién a la
funcién F(t) = Pr(T <1t).

Definicién 1.3.2. Sea una variable aleatoria T, se llama funcién de supervivencia o
fiabilidad a la funcién F (1) = 1 — F(t) = Pr(T > 1).

A partir de esta expresion se puede calcular la esperanza en el caso de una
variable aleatoria no negativa con la férmula E(T) = [° F(¢)dt.

Definiciéon 1.3.3. Llamamos funcién de densidad de la variable aleatoria T a f(z) =
F'(t) = —F'(t) cuando F es absolutamente continua.

Definicion 1.3.4. La variable aleatoria 7; = {T —¢|T >t} se denomina tiempo de
vida residual y su esperanza, siempre que exista, es la vida media residual

[7F(x)dx

t)=E(T}) = —=—.
Representa el tiempo de vida adicional esperado de una componente o de un sistema
con edad t.

Definicion 1.3.5. La variable aleatoria ,7 = {t — T|T <t} se denomina tiempo de
inactividad antes del tiempo t y su esperanza, siempre que exista, es el tiempo medio

de inactividad .
Jooo F(x)dx
n(t)=E(T)= .
Representa el tiempo de inactividad esperado de una componente o de un sistema
que ha fallado antes de la edad t.



Definicién 1.3.6. Llamamos razén de fallo (o riesgo) a la funcién h(t) = f(t)/F (1),
donde f(t) es la funcién de densidad de la variable aleatoria cuya funcién de dis-
tribucién es F(t). Representa la probabilidad de morir en un instante de tiempo
inmediatamente posterior a t siempre que F(z) > 0.

Proposicion 1.3.1. Ambas funciones, h(t) y m(t), estdn relacionadas por medio de

la expresion h(t) = HmL(;)(t) .

Demostracion:
Consideramos f () y F(t) como las funciones de densidad y fiabilidad de la
variable aleatoria T. Entonces

Pr(T —t > x|T >t)dx
*Pr(T —1t >
PrT—t>x),

)

/0 Pr(T >1)
/w de
0

J

(si hacemos el cambio u=t+x) =

De esta forma

Derivando, obtenemos

Entonces

Proposicion 1.3.2. La férmula de inversién

F(t) = exp (— /0 th(x)dx)

nos da la relacién entre la funcién de supervivencia y la razén de fallo (o la vida
media residual).



Demostracion:
De la definicion, tenemos

ya que como T > 0, entonces F'(0) = 1.

Deﬁnicién_1.3.7. Llamamos razén de fallo reversa de la variable aleatoria T a la
expresion h(t) = f(t)/F(t), donde f(r) es la funcién de densidad de la variable
aleatoria.

La férmula de inversion para /(t) y la relacién entre h(t) y m(t) se obtiene de
forma similar.

1.4. Teoria de copulas

En esta seccién daremos los resultados bésicos de la teoria de copulas y ejem-
plos de algunas cépulas que posteriormente usaremos en el tercer capitulo. Para un
estudio mas amplio de copulas ver [8].

Proposicién 1.4.1. Sea una funcién C: [0,1]" — [0, 1]. C es una cépula si y solo si
se verifican las propiedades siguientes:
1) C es creciente y continua por la derecha en cada componente.

ii) C(uy,...,0,...,u,) = 0. Es decir, que si alguna componente del vector u €
[0, 1] es nula, entonces, C(u) = 0.
i) C(1,...,1,u;,1,...,1) = u; con u; € [0,1]. Es decir, que si todas las compo-

nentes del vector u € [0, 1], excepto la i-ésima, son 1 y la i-ésima vale u;, entonces,
C(u) =u;. Paratodoi=1,2,...,n

iv) C es supermodular. Equivalentemente, para todo (ay,ay, .. .,a,), (b1,b2,...,by) €
[0,1]" con a; < b; paratodo i = 1,2,...,n, se verifica

Z Z ] 1 jC M1117u2 iy - u”lvin) ZO’

i1=1 in=1
donde uj| =aj;yuj,=bjparatodo j=1,2,...,n
Toda copula se puede extender para obtener una funcion de distribucién. De la

propiedad iii) se deduce que las marginales univariantes de cualquier cépula siguen
una distribucién uniforme en [0, 1].

Teorema 1.4.1. (Sklar, 1959). Sea X = (X, X>, ..., X,) con funcién de distribucion
conjunta F y funciones de distribucién marginales Fi,F,...,F,. Entonces existe
una copula C tal que

F(x1,x0,...,%,) = C(F1(x1),F2(x2) ..., Fu(xn)).



Si Fi,F,,...,F, son continuas, entonces C es tnica.

Alternativamente la funcion de fiabilidad conjunta puede escribirse como

F(x1,x2,...,%,) = C(Fy(x1), o (x2) ..., B (x))

donde € se conoce como cépula de supervivencia.

Este teorema sirve para representar las funciones de distribucion y fiabilidad en
funcién de la copula y se aplicard en resultados posteriores.

Vemos ahora algunos ejemplos de cépulas bivariantes.

Ejemplo 1.4.1. Cépula cota superior Fréchet—-Hoeffding:
Csrp(u,v) = min(u,v).
Ejemplo 1.4.2. Cépula cota inferior Fréchet—Hoeffding:
Crr(u,v) = max(u+v—1,0).
Todas las cépulas cumplen que Crr(u,v) < C(u,v) < Csp(u,v).
Ejemplo 1.4.3. Cépula de supervivencia asociada a la cépula bivariante C:
Clu,v) =u4+v—1+C(1—u,1—-v).

Definicién 1.4.1. Sea ¢ : [0, 1] — [0, 0] una funcién continua, estrictamente decre-
ciente, con ¢(1) = 0. Definimos su pseudo-inversa como:

o) =971 (1) si0 <1 < 9(0)

ol (1) =05i (0) <1 < oo,

Definicion 1.4.2. A partir de la funcién de la definicion anterior definimos la cépula
Arquimediana como:

Co(u,v) = 7@ (u) +(v)
para u,v € [0,1]y con ¢(u) +¢(v) < ¢(0) y
Cq) (u, v) =0
si no. Se puede probar que Cy es una copula si y solo si ¢ () es convexa, véase [6].

Vemos ahora ejemplos de algunas copulas Arquimedianas.

Ejemplo 1.4.4. Cépula de Clayton:

Clu,v) = (max(u® +v0 —1,0))"%

2 . . |
con 6 € [—1,00) — {0}. Es una cépula Arquimediana con ¢ (1) = =5—.



Ejemplo 1.4.5. Cépula de independencia (o producto):
C[(ul,uz, ceey un) = Hui.
i=1
Es una cépula Arquimediana con @ () = —In(¢). Representa a las variables aleato-

rias independientes.

Ejemplo 1.4.6. Copula de Ali-Mikhail-Haq:

uy

1—0(1—u)(1—v)

C(u,v) =

179(17[))

con 6 € [—1,1]. Es una cépula Arquimediana con ¢(¢) = In(—

Ejemplo 1.4.7. Cépula de Farlie-Gumbel-Morgenstern:
Clu,v) =uv(1—0(1 —u)(1—v))
con 6 € [—1,1].
Ejemplo 1.4.8. Cépula de Joe:
Clu,v) =1—[(1—u)? +(1-v)% — (1 —u)¥(1-v)?]/®
con 6 € [1,0]. Es una cépula Arquimediana con ¢ () = —In(1 — (1 —1)9).

La cépula cota inferior de Fréchet-Hoeffding es también una cépula Arquime-
diana con @ (¢) = 1 —¢. En cambio, la cépula cota superior de Fréchet-Hoeffding no
es una copula Arquimediana.



1.5. Estadisticos ordenados

Para redactar esta seccion se ha consultado [9].

Dada una muestra de n variables aleatorias Xi,X>,...,X},, si ordenamos los va-
lores de dichas variables de menor a mayor, denotaremos como X;.,, el valor que
ocupa la posicién i-ésima. En ese caso Xi., serd el minimo de X{,X>,..., X, y Xy,
el maximo.

Proposicion 1.5.1. Si denotamos Fj.,, como la funcién de distribucion de X;.,,, y las
n variables son independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distri-
bucién F, tendremos que:

i Fi(x) = 1= [1 - F(x)]".
ii. By () = [F ()]
i Fi (1) = T, (1) [F ()1~ F ().

Demostracion:
i. Como Fj. 0 (X) =Pr(Xy > x,X5 > x,..., X, >x) =Pr(X; >x)Pr(Xo > x) ...
Pr(X, >x) = (F(x))"=(1—-F(x))" ,entonces Fia(x)=1—(1-F(x))"

ii. Fp(x) =Pr(X; <x,Xo <ux,...,X, <x)=Pr(X; <x)Pr(X; <x)...
Pr(X, <x) =Pr(X <x) = [F(x)]".

iii. El resultado se obtiene a partir de una distribucién binomial. F;., es la pro-
babilidad de que de que i o més variables sean menores o iguales que x. La proba-
bilidad de que exactamente i sean menores que x sigue una binomial de pardmetros
ny p = [F(x)]. Es decir, la probabilidad de que exactamente i sean menores que x
es

(7)[F<xn%1——wan"f

l

y, por tanto, la probabilidad de que 1 0 més variables sean menores que X es

0= (") e - Feor

J=i

Proposicion 1.5.2. La funcion de densidad de X;.,, es de la forma

finl) = e [F ()1 = PP ().

(i— 1) (n—1i)!



Demostracion:

Puede obtenerse de derivar la funcion de distribucidn anterior.

Fin(x) = finle Zf (%) dtF ey - Fop

Y 1) (’;.)m—m VL=
X n i i—1 n i j—1
s ()i n—pearis 3 s () s - ror
Y1) (") - DIFGL - Feo
(i o —reor Lo )0 v -rer
¥ 1) () o DF YT~ P!
ny. i—1 i |\ n! i — n—j-1
0 (0P 0 POV - )
- n! IN—F(x n—j—1 i i—1
P10 Gy P =P = g0 ()it - o
n! i—1
10— P T = F 9]



1.6. Clases de envejecimiento

En esta seccion se definen las clases de envejecimiento mds importantes. Las
definiciones de las distintas clases se han obtenido de [2]. El objetivo del trabajo es
estudiar si se preservan, es decir, tenemos que comprobar bajo qué condiciones se
cumple que si las componentes de un sistema pertenecen a alguna de estas clases,
el sistema también pertenece a la misma clase.

Definicion 1.6.1. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase IFR
st su razon de fallo es creciente.

Definicion 1.6.2. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase DFR
si su razon de fallo es decreciente.

Definiciéon 1.6.3. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase
DMRL si su funcidon vida media residual es decreciente.

Definicion 1.6.4. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase IMRL
si su funcion vida media residual es creciente.

Las clases “naturales” son IFR y DMRL, puesto que las componentes suelen
empeorar con el tiempo.

Definicion 1.6.5. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase DMIT
si su funcién tiempo medio de inactividad es decreciente.

Definicion 1.6.6. Sea T una variable aleatoria continua, T pertenece a la clase IMIT
si su funcién tiempo medio de inactividad es creciente.

Definicion 1.6.7. Sea T una variable aleatoria continua, con extremo inferior del
soporte 0, T pertenece a la clase bafiera si su razon de fallo es del tipo bafiera, es
decir, si es decreciente en un primer intervalo para después permanecer constante y
luego ser creciente en un intervalo posterior.

Vemos un ejemplo de la razén de fallo de tipo bafiera en la Figura 1.2.
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Figura 1.2: Ejemplo de razén de fallo de tipo bafiera. Extraida de [11].

Teorema 1.6.1. (Glaser, 1985). Sea T una variable no negativa con soporte R
funcién de distribucion continua F, y funcién de densidad f dos veces derivable en
el soporte, y sea 1(¢) = —f'(¢)/ f(¢). Entonces se verifica:

a) Si n crece entonces T es IFR.

b) Si 1 decrece entonces T es DFR.

¢) Si existe un punto ng tal que n'(n) < 0 para todo n € (0,n9) y n’(n) > 0 para
todo n € (ng,0) con desigualdad estricta en algtin punto, siendo n’(n) = 0 y existe
un punto m donde se anula la derivada de h(t), entonces T es de tipo bafiera.

A la funcién n(¢) también se le llama funcién de Glaser.

Definiciéon 1.6.8. Sea T una variable aleatoria continua positiva, T pertenece a la
clase NBU (new better than used) si F (x+y) < F(x)F(y).

Definicion 1.6.9. Sea T una variable aleatoria continua positiva, T pertenece a la
clase NWU (new worse than used) si F(x+y) > F(x)F(y).

Definicion 1.6.10. Sea T una variable aleatoria, decimos que pertenece a la clase
IRFR (increasing reverse failure rate) si su razén de fallo reversa crece.

Definicion 1.6.11. Sea T una variable aleatoria, decimos que pertenece a la clase
DREFR (decreasing reverse failiure rate) si su razon de fallo reversa decrece.

Definicion 1.6.12. Decimos que una variable aleatoria T pertenece a la clase ILR
(increasing likelihood ratio) si su funcién de densidad es log-concava, esto es que
In(f(z)) es céncavo o la funcién 1 (¢) crece.



Definicion 1.6.13. Decimos que una variable aleatoria T pertenece a la clase DLR
(decreasing likelihood ratio) si su funcién de densidad es log-convexa, esto es que
In(f(x)) es convexo o la funcién 1 decrece.

Definicién 1.6.14. Una variable aleatoria T pertenece a la clase IFRA (increasing
failure rate average) si, para todo t > 0, T [ h(x)dx es creciente.

Otra definicién alternativa es que una variable aleatoria pertenece a la clase
IFRA si se cumple la desigualdad F (o) > F%(¢) para todo o € (0,1) y para todo
t>0.

Definicién 1.6.15. Una variable aleatoria T pertenece a la clase DFRA (decreasing
failure rate average) si, para todo t > 0, 1 [ h(x)dx es decreciente.

Otra definicién alternativa es que una variable aleatoria pertenece a la clase
DFRA si se cumple la desigualdad F(ot) < F%(t) para todo o € (0,1) y para todo
t>0.

Definicién 1.6.16. Una variable aleatoria T positiva pertenece a la clase NBUE si
cumple m(t) < u donde u = E(X) = m(0) es la media de la variable aleatoria.

En la Figura 1.3 podemos ver la relacion entre las distintas clases de envejeci-
miento.

IMIT IMRL
|-|. -I-I
DRFR <« DFR
.'l. A
LIt DLR
| i}
IF <« IRFR
| I}
DMRL DAMIT

Figura 1.3: Relacion entre las clases de envejecimiento.



Capitulo 2

Preservacion de clases

2.1. Resultados previos

En esta seccidn analizaremos los resultados obtenidos a partir de [2] que nos
permiten expresar las funciones de fiabilidad y distribucién de un sistema en funcién
de sus caminos y cortes minimales.

Teorema 2.1.1. Si T es el tiempo de vida de un sistema coherente (o semicohe-
rente) con caminos minimales Py, P, ..., P, y tiempos de vida de las componentes
X1,X>,...,X,, entonces

r n—1 n
Frt)=Y Fp()= Y. Y Fpup(t)+--+ (=1 Fpuop (1),
i=1 i=1 j=it+1

donde Fpl.(l) =Pr(Xp >1)yXp = mincp X;.
Demostracion:

Como vimos en el primer capitulo, el tiempo de vida del sistema puede escribir-

secomo I’ = mdx Xp.Entonces
i=12,...r

Fr(t)=Pr(T >1)=Pr(( mdx Xp)>t)=Pr(U_{Xp >1})

i=12,....r
(férmula de inclusion-exclusion)
r
=Y Pr(Xp >1)— Y Pr(Xp >1,Xp, > 1)+
=1 i<j
+(=1)" ' Pr(Xp, > t,Xp, >1,...,Xp, > 1)

1

r n—1 n
=Y )= Y Y Fpup(t) -+ (=1) Fpu.up (1),
i=1 i=1 j=it+1

O

Ejemplo 2.1.1. Volviendo al sistema de los Ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 y sustituyendo
en la férmula, se obtiene

Fr(t) = Fyy gy (t) + Fo3.4) (1) = Fpio 3.4 (1).
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Teorema 2.1.2. Si T es el tiempo de vida de un sistema coherente (o semicohe-
rente) con cortes minimales C,C,,...,C, y tiempos de vida de las componentes
X1,X>,...,X,, entonces

FT( ) ZlFCl Z ZIFC,UCJ )—|—-~-—|—(—1)r+1FC1U”'UCr(t),
= i=1 j=i+

donde FCi () = Pr(X% <t) y X& = méx jec, X;.

Demostracion:

Como hemos visto en el primer capitulo 7 = min X Ci Entonces
i=1.2,....r

Fr(r) =Pr(T <) =Pr((_min XC) <t) =Pr(U_ {X% <1})
i=1,2,....,r
(férmula de inclusién-exclusion)
r
=Y Pr(X <) = Y Pr(X“ <1, X9 <)+
i=1 i<j
+ (=) Pr(XC <1,X% <1,... . X5 <1)

r n—1 n
— ZFC,-(t) . Z Z CUC + o+ ( 1)r+1FC]UmUC’(l‘).
i=1 i=1 j=i

O

Ejemplo 2.1.2. Volviendo al sistema de los Ejemplos 1.2.1 y 1.2.2 y sustituyendo
en la férmula, se obtiene

Fr(t) = F (0) + FUW2 o) 4 FUSY (1) - FU28 (1) — pUBS () - pUL23)(p)
+F{1’2’3’4} (Z)

Definicion 2.1.1. Decimos que un vector aleatorio (X1,X>,...,X,) es intercambia-
ble (EXC) si
(Xl,Xz, e ,Xn) =ST (XG(I)aXG(Z)a R 7X6(n))

para todas las permutaciones o : [n] — [n], donde =g7 denota la igualdad en distri-
buciény [n] ={1,2,...,n}.

Observacion 2.1.1. Si (X1,X>,...,X,) es intercambiable, todas las distribucio-
nes marginales de k dimensiones son iguales y las variables son idénticamente dis-
tribuidas.

Por lo tanto, las distribuciones de todos los sistemas en serie (respectivamente,
en paralelo) con k componentes son iguales:

FPO) :F{I,Z,...,k}(t) :F<t7"'7ta_°°7"';_°°) :Fl:k(t>

donde t se repite k = |P| veces.



2.2. Distribucion distorsionada

Las distribuciones distorsionadas fueron introducidas en el contexto de la teo-
ria de riesgos por Yaari [10]. El propésito de estas distribuciones fue permitir una
distorsion (es decir, un cambio) en la funcién de distribucion del riesgo inicial o
pasado. Formalmente, su definicion es la siguiente:

Definicion 2.2.1. La distribucién distorsionada asociada a una funcién de distribu-
cién F y a una funcién de distorsién creciente y continua ¢ : [0, 1] — [0, 1] tal que
q(0)=0yq(l)=Tes

Fy(t) = q(F(1)).

Anélogamente, para la funcién de fiabilidad se tiene

donde G(u) = 1—¢g(1 —u) se conoce como distorsion dual.
Si F es absolutamente con continua y q es diferenciable, la funcion de densidad
es

fo) = f()d (F(1)) = f()q (F(1)).

La razon de fallo seria

hy(1) = f(t) 2.1
y la vida media residual

) = A AEdx_ PO aF W),
OG0 G R

y el tiempo medio de inactividad

Jlwq(F(x))dx _ F(1) fiwq(F(x))dxm(t)
q(F (1)) q(F(t)) [' F(x)dx '

La distribucién distorsionada que se define a continuacién fue generalizada en
[7].

g (t) =

Definicién 2.2.2. La distribucién distorsionada generalizada asociada a las funcio-
nes de distribucion F1, F;, ..., F, y a una funcién de distorsidon continua y creciente
0:10,1]* — [0,1] tal que Q(0,0,...,0) =0y O(1,1,...,1)=1es

Fo(t) = Q(Fi(t),Fa(t),...,Fy(t)).



Mientras que para la funcién de fiabilidad obtenemos

Fo(t) = Q(F (1), Fa(t),... . Fa(t))
donde Q(uy,uz,...,uy) =1—Q(1 —uy,1 —us,...,1 —uy,) se llama funcién de dis-
torsion dual generalizada.

Si F es absolutamente con continua y Q es diferenciable, la funcién de densidad
es

folt) = Y. H)AB(F (1), Fa(1), ... Ful0) 22)
i=1

donde d;Q representa la derivada parcial respecto a su i-ésima variable. Y a partir
de las funciones de fiabilidad y densidad podemos calcular que la razén de fallo del

sistema es - _ _
_ ;lzlﬁ(t)aiQ(Fla(t)7F2(t)7"'7Fn<t))
hQ (t ) = —— — = .
Q(F1, (), F2(t), ... F(1))
Vemos a continuacién dos teoremas con sus respectivos corolarios que permiten
escribir las funciones de fiabilidad y distribucién de un sistema como distorsiones
de las componentes.

(2.3)

Teorema 2.2.1. Si T es el tiempo de vida de un sistema semi-coherente, entonces
la funcién de fiabilidad de T puede escribirse como

FT(t) = Q(Fl(t)uFZ(t)a e 7Fn<t>)
donde Q es una distorsién.

Demostracion.:
Por el Teorema 2.1.1

_ roo r—1 r
Fr(t) =) Fp(t) -

i=1 i=1 j=i+1
Ademads, por el Teorema de Sklar (Teorema 1.4.1) , es cierto que

Fp(t) = PI‘(XP > l) = Pl‘(ﬁjep{Xi > t}) = ép(Fl(t),Fz((t), el ,Fn(t))

donde Cp(uy,uz,. .. u,) = é(uf,ug,...,uf,’), ul =ujsii€e Pyul =1sii¢P para
ui,uy, ... u, € [0,1]. De ambos resultados se obtiene que si

r r—1 r
Ow) =Y Cr(w)=Y Y Cpup(u)+---+(=1)""Cru.up(u)
i=1 i=1 j=it+1

parau = (uy,us,...,u,) € [0,1]", entonces



Corolario 2.2.1. Si las componentes son idénticamente distribuidas, entonces se
dara la igualdad F7 (1) = g(F (t)) para una distorsién 4.

Demostracion.:

La demostracién es inmediata a partir del Teorema 2.2.1 tomando §(u) = Q(u, u, . ..

O

Teorema 2.2.2. Si T es el tiempo de vida de un sistema semi-coherente, entonces
la funcién de distribucién de T puede escribirse como

Fr(t)=Q(Fi(t),F(t),...,F,(t)).

Demostracion:
Es andloga a la del Teorema 2.2.1. utilizando en este caso el Teorema 2.1.2 y el
Teorema de Sklar (Teorema 1.4.1).

O

Corolario 2.2.2. Si las componentes son idénticamente distribuidas, entonces se
dard la igualdad Fr(t) = q(F(t)).

Demostracion:

Es andloga a la del Corolario 2.2.1 utilizando el Teorema 2.2.2 y q(u)=Q(u,u,. . . ,u).

O

En el tercer capitulo se verdn ejemplos concretos del célculo de distorsiones para
sistemas concretos.

Una vez introducidos estos resultados previos, podemos comenzar a estudiar los
resultados sobre preservacion de clases en diferentes tipos de sistemas, consideran-
do las clases introducidas en la Seccién 1.6.

2.3. Sistemas con componentes idénticamente distri-
buidas

Vamos a empezar considerando los casos en los que las componentes son idén-
ticamente distribuidas.

Vamos a comenzar estudiando los resultados relativos al crecimiento o decreci-
miento de la razén de fallo y de la preservacion de las clases IFR y DFR. Dichos
resultados se han obtenido de [5].

Proposicion 2.3.1. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente, con compo-
nentes idénticamente distribuidas y con g funcién de distorsiéon dual. Consideramos
o(u) =ug (u)/G(u) con 0 < u < 1. Entonces la clase IFR se preserva siy solo si &
decrece en (0,1).



Demostracion:
Por el Corolario 2.2.1 la funcién de fiabilidad del sistema puede escribirse como

Fr(t) =4(F (1)),

donde F es la funcién de fiabilidad comiin a todas las componentes.
Ademas, la razén de fallo del sistema, aplicando la Ecuacion puede escri-
birse como

JFO) _, dFO)FO _,  TFD)
q(F (1)) q(F (1)) F (1) q(F (1))
Si suponemos que h creciente y « decreciente, entonces ¢ (F (¢)) crece y el producto
h(t)o(F () es creciente.

Reciprocamente, si la clase se preserva para todas las distribuciones IFR, con-
sideremos una distribucién exponencial de media 1 y razén de fallo constante 1, y
tendremos que

hr(t) = f(7) F(1) =h(t)a(F(1)).

hr (1) = h(t)a(F (1)) = a(exp(—1))
es creciente para ¢t > 0, lo que implica que la funcién « decrece en [0,1].

O

Veremos con ejemplos que la clase IFR no se preserva siempre en sistemas, a
pesar de que a priori es 16gico pensar que si la razén de fallo de las componentes
crece, entonces la razon de fallo del sistema también lo haga.

Proposicion 2.3.2. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente, con compo-
nentes idénticamente distribuidas y con g funcién de distorsién dual. Consideramos
o(u) = ug'(u)/q(u) con 0 < u < 1. Entonces la clase DFR se preserva si y solo si
o crece en [0,1].

La demostracion es andloga a la de la Proposicion 2.3.1.

Proposicion 2.3.3. Las clases IFR y DFR se preservan simultdneamente en un sis-
tema con componentes idénticamente distribuidas y con distorsién dual g si y solo
si g(u) = u*, con k>0 constante.

Demostracion:

Si se preservan ambas por las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 se ha de cumplir que
a(u) = ug'(u)/q(u) sea creciente y decreciente a la vez, es decir, que a(u) es cons-
tante. Entonces

para k > 0 y resolviendo la ecuacion diferencial por separacion de variables tenemos

/Sdu:/q;(tt))du




Resolviendo las integrales se obtiene que
kln(u) =1n(g(u)) +C.

Como §(u) = 1, C=0y por tanto, §(u) = u*.
En cuanto al reciproco, si g(u) = u*, entonces
B ku - uf—1

o(u) = = 1.

Al ser constante, por las Proposiciones 2.3.2 y 2.3.1, preserva las clases IFR y
DFR.

0

Estudiamos ahora la razon de fallo reversa y la preservacion de la clase DRFR,
estos resultados se han obtenido de [5].

Proposicion 2.3.4. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente, con com-
ponentes idénticamente distribuidas y con ¢ funcién de distorsion. Consideramos
o(u) = uq'(u)/q(u) con 0 < u < 1. Entonces la clase DRFR se preserva si & decre-
ce en (0,1).

Demostracion:
Por el Corolario 2.2.2 la funcién de distribucion del sistema puede escribirse
como

Fr(t) = q(F (1)),

donde F es la funcién de fiabilidad comun a todas las componentes.
Ademads, la razén de fallo puede escribirse como

_ i@ EOV @) p o dFW) o
=IO Fo) Fo = iRy T = haFE D).

Si suponemos que &(¢) decreciente y &(F(¢)) decreciente, entonces el producto es
decreciente.

O

Estudiamos ahora la preservacion de las clases ILR y DLR, utilizando la funcién
de Glaser, resultados obtenidos de [5].

Proposicion 2.3.5. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente, con compo-
nentes idénticamente distribuidas y con g funcién de distorsiéon dual. Consideramos
B(u) =ug”(u)/q (u) con 0 <u < 1.Entonces si  es positiva y decreciente en (0,1),
la clase ILR se preserva.



Demostracion:
Como hemos visto anteriormente, la funcién de densidad de T puede escribirse
como

fr(t) = f()q (F(1))

fr(e) =03 (0)(F (1) — £2(1)g" (1) (F (1))

entonces la funcion de Glaser se obtendria como

r(1) -
Nr(r) = —=125 = n(t) +h(t) B(F(7)).
fr(t)
Si las componentes del sistema son ILR entonces h(t) y 1 son crecientes, ya que
ILR implica IFR por el Teorema de Glaser (Teorema 1.6.1). Por lo tanto, si B es

positiva y decreciente, 17 () es creciente y el sistema es ILR.
U

Proposicion 2.3.6. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente, con compo-
nentes idénticamente distribuidas y con g funcién de distorsion dual. Consideramos
B(u) =ug”(u)/q (u) con 0 < u < 1. Entonces si  es positiva y creciente en (0,1),
la clase DLR se preserva.

La demostracién es andloga a la de la Proposicién 2.3.6.

Los siguientes resultados son muy similares entre si. En ellos se estudia el cre-
cimiento la vida media residual y, por tanto, la preservacion de las clases IMRL y
DMRL. Estos resultados se han obtenido de [6].

Proposicion 2.3.7. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente con componen-
tes idénticamente distribuidas, si sus componentes son IMRL, entonces T es IMRL
si

conv € (0,1), donde g(u) es la distorsién dual.

Demostracion:
Por un lado, podemos escribir

es decir, que



Partimos de la hipétesis de que sus componentes son IMLR, es decir, dada

B [7F(x)dx
=" F )
se cumple
m'(t) = F{Z((tt)) /t F(x)dx—1>0
F{;(Et)) /t F (x)dx>1
Si

eso implica que

si x > t. De ahi obtenemos que

f0d(F@) [
T ED) / aF (9)dv > F e

por ser las componentes IMRL. Con esto se prueba que el sistema es IMRL.
U

Proposicion 2.3.8. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente con compo-
nentes idénticamente distribuidas, si las componentes son DMRL, entonces T es
DMRL si

() _ (v
su <
ue((})v] u qu/(v)

conv € (0,1), donde g(u) es la distorsién dual.

Demostracion:
Por un lado, podemos escribir

es decir,



Partimos de la hipétesis de que las componentes son DMLR, es decir, dada

B [7F(x)dx
"=
se cumple
m'(t) = F{z((tt)) /t F(x)dx—1<0
F{z((tt)) /t F (x)dx <1
: G(u1) _ ()
q(u g (v
L v PE0)
eso implica que ) )
aFR) _ )
F(x) = F>()q (F(1))
si x > t. De ahi obtenemos que

fOFF@) [~ =
W/t Q(F(x))dxﬁﬁz—(t)ﬁl

por ser sus componentes DMRL. Con esto se prueba que el sistema es DMRL.
U

Estudiamos ahora los resultados relativos al tiempo medio de inactividad. Estos
resultados son propios obtenidos a partir de una aplicacion en la clase IMIT de las
desigualdades para las clases DMRL de [6].

Proposicion 2.3.9. Sea T el tiempo de vida de un sistema coherente con compo-
nentes idénticamente distribuidas, si sus componentes son IMIT entonces T es IMIT

S1
2
p 40 PO
uec(0,y] U veq (V)

conv € (0,1), donde q es la distorsién definida en el Corolario 2.2.2.

Demostracion.:
Por un lado, podemos escribir



f)q (F@) [
1> W/O q(F (x))dx.

Partimos de la hipétesis de que sus componentes son IMIT, es decir, dado

(r) = DI ((f;dx
se cumple
ml(r):_l*{z(él))/o F(x)dx+1>0.
’ 0 f
F21) /()yF( Ydx <1
Si ,
W 40 _ PO)
uG(OF,)v] U qu/(v)
eso implica que
9(Fx)) _ q*(F(t))

si x < t. De ahi obtenemos que

g (F(t) [ t) [y F(x)d

¢*(F(t)) Jo F2(1)
por pertenecer sus componentes a la clase IMIT. Con esto se prueba que el sistema
es IMIT.

O

Los resultados anteriores se pueden aplicar tanto en el caso de independencia
como en el de dependencia de las componentes, como se mostrard en los ejemplos
del tercer capitulo.

2.4. Sistemas con componentes independientes

Estudiaremos ahora los casos en los que las componentes son independientes
pero no idénticamente distribuidas. Para ello necesitaremos unas definiciones y le-
mas previos.

Definicion 2.4.1. Se llama polinomio de dominacién generalizado de un sistema a
un polinomio creciente en Py : [0,1]" — [0, 1] que cumple que Py (0,0,...,0) =0y
Py(1,1,...,1)=1.



Este polinomio solo depende de la funcién de estructura del sistema, en caso
de que las componentes sean independientes, la funcién de fiabilidad del sistema
puede escribirse como

FT(I) = P¢(F17F2, e ,Fn)

Para profundizar mds sobre lo anterior, ver [2].

Como la cépula de supervivencia C es la cépula de independencia se cumple
que O = Py.

Mostramos a continuacion dos resultados, obtenidos de [S], sobre clases que
se preservan cuando un sistema tiene componentes independientes, sin importar su
estructura. Estas son la clase NBU y la clase IFRA. Para probarlos son necesarios
dos lemas previos que se han obtenido de [2].

Lema 2.4.1. Si Py es el polinomio de dominacion generalizado de un sistema cohe-
rente con componentes independientes, entonces

P¢(P1£11;P2‘]27-~~7Pn4n) < P¢(P17P27~~-aPn>P¢(CII,CI27~-~;(]n)
vpiuQi € [07 1]

Proposicion 2.4.1. Sea T = ¢(X1,Xz,...,X,) el tiempo de vida de un sistema cohe-
rente, con componentes independientes. Si todas las componentes pertenecen a la
clase NBU, entonces T también es NBU.

Demostracion:
Si para cada i, X; es NBU, entonces F;(x+y) < F;(x)F;(y). A partir del polinomio
de dominacidn del sistema, la fiabilidad puede escribirse

Fr(t) = Py(Fi(0), Fa(t), ..., Fo(1))

yentonces
Fr(x+y) = Py(Fi(x+y), F2(x+),. .., Fa(x +))
<Py (Fi(x)F1 (), F2(X)F2(9), - -, Fn (X) Fa (1)
§P¢(_1(x),F2(X), ) _n(x))P(b(_l(y)a _Z(y)v aFn(y))
= Fr(x)Fr(y)

donde la primera desigualdad es cierta por ser creciente el polinomio de dominacién
y la segunda desigualdad es cierta por el Lema 2.4.1. Por tanto, el sistema verifica
la Definicion 1.1.6 y es NBU.

U

Lema 2.4.2. Si Py es el polinomio de dominacion generalizado de un sistema cohe-
rente con componentes independientes, entonces

P (p1,p2;---spn) < Py(pYsp5s- -5 1Y)

con a € (0,1).



Proposicién 2.4.2. Sea T = ¢ (X1,X>,...,X,) el tiempo de vida de un sistema cohe-
rente, con componentes independientes. Si todas las componentes pertenecen a la
clase IFRA, entonces el sistema también es IFRA.

Demostracion:
A raiz del polinomio de dominacién, la fiabilidad del sistema puede escribirse
como

F(t) = Py(F (1), Bo0), ... Fo(1)):
Por estar o entre 0 y 1 tenemos

Fr(at) =Py(Fi(ar),F(at),... . Fy(at)) > Py(FX (1), Fy(1),...,EX(1)

donde la primera desigualdad se deduce por ser IFRA las componentes y por ser
Py creciente y la segunda del Lema 2.3.2. Por tanto, el sistema también es IFRA
porque cumple la Definicién 1.6.12.

O

2.5. Sistemas con componentes independientes e idén-
ticamente distribuidas.

En estos resultados se exigen ambas condiciones simultineamente, ambos se
aplican a la clase NBUE. El primero de ellos nos da una condicion suficiente para
la preservacion de la clase y el segundo, una condicién necesaria. Ambos se han
obtenido de [4].

Proposicién 2.5.1. Sea g(u) la distorsién dual de un sistema coherente con compo-
nentes independientes e idénticamente distribuidas tal que g(u) > uconu € [0,1] y
tal que

- sup —= <1, 2.4)

entonces el sistema preserva la clase NBUE.

Demostracion:
Supongamos que las componentes satisfacen la definicion de NBUE, es decir,
que m(t) < p, condicién equivalente a

< 1-F(t) t_
/t F(u)du 0] S/OF(u)du.

Esta equivalencia de ambas definiciones puede consultarse en [3] y fue demostrada
por primera vez por Abouammoh y El-Neweihi en [1].



Utilizando las hipétesis de la proposicién obtenemos

© 1=4(F(0) _ " a(F@)du =2 0 1-q(F (1)
[ Pt R = | e
) [ F) 1-g(F()
Sre(OIE(I)] e ORr0)

t
(aplicando la Ecuacién2.4) < / q(F(u))du.
0

Entonces la definicién alternativa de NBUE se cumple para g(F(t)) y el sistema
pertenece a la clase NBUE.

O

Proposicion 2.5.2. Sea un sistema coherente con componentes independientes e
idénticamente distribuidas con distorsion dual g(u). Entonces una condicién nece-
saria para que se preserve la clase NBUE es g(u) > u para u € [0, 1].

Demostracion:

Consideramos un sistema coherente con con distorsion dual g(u«). Supongamos
por reduccién al absurdo que existe 0 < po < 1 tal que g(po) < po. Ahora probare-
mos que el sistema no preserva la clase NBUE. Dado py, sea F la distribucion del
tiempo de vida de las componentes con probabilidad 1 — pg si t = 1 y probabilidad
po sit=a,donde a =1+ ﬁ. Entonces

I si0<r<1
F(n)=(po sil<t<a
0 sit>a

Mientras que la esperanza del tiempo de vida es
p=1=pot+apo=1+(a—1)po=1/(1—po)
Que F es NBUE se ve calculando

JOF()dx  [1—t+(a—1)py si0<t<1
F@t) a—t sil<t<a

y viendo que la definicién se cumple con 0 < ¢ < 1, mientras que para 1 <t <a
tenemos

a—t<a—1= =Uu.

1—po
Por tanto F es NBUE y las componentes pertenecen a dicha clase. Vamos a probar
ahora que no se preserva teniendo en cuenta que hemos supuesto que G(u) es la



distorsion dual de un sistema que no cumple las condiciones que hemos indicado
en el teorema, es decir, se ha supuesto que existe 0 < po < 1 tal que g(po) < po.

Su funcién de fiabilidad correspondiente es Fr(t) = g(F(¢)), entonces tendria-
mos que la vida media residual es

JOF(t)dx {1 —t+(a—1)g(po) si0<t<1

mr (1) = F(r) a—t sil<t<a

el valor esperado de del tiempo de vida del sistema se calcula sustituyendo t=0 en
la expresion anterior. Y se obtiene

‘LLT:1+(LZ—1)Q(p0)<1+(Cl—1)p0: =a—1.

Como [ Fr(x)dx/Fr(t) > ur por tanto, no cumple la definicién de NBUE.
Contradiccién que se produce por suponer que existe 0 < pg < 1 tal que G(po) < po.
Por tanto, g(u) > u para u € [0, 1] es condicién necesaria para la preservacién de la
clase.

O

Aunque los resultados anteriores se dan en [4] para sistemas con componentes
independientes e idénticamente distribuidas, también son validos para sistemas con
componentes idénticamente distribuidas.

2.6. Sistemas k-out-of-n

Los resultados anteriores pueden aplicarse a cualquier tipo de sistema coherente,
sea o no k-out-of-n. Estudiaremos ahora los resultados sobre preservacion de cla-
ses que se pueden aplicar especificamente en los sistemas de tipo k-out-of-n cuyas
componentes son independientes e idénticamente distribuidas. Los tiempos de vida
de estos sistemas coinciden con los estadisticos ordenados vistos en el Capitulo 1.
Estos resultados se han obtenido de [5].

Vemos ahora que, en este caso, la clases IFR, DRFR e ILR se preservan siempre.

Proposicion 2.6.1. Si X;,X,...,X, son independientes e idénticamente distribui-
das con funcién de distribucién absolutamente continua F y pertenecientes a la clase
IFR, entonces X;., es IFRi=1,2,...,n.

Demostracion:
Si F es absolutamente continua, la razén de fallo de X;.,, puede escribirse como

_i)FT OF 0 f() i(})
T CVFIOFi(0) T ()P i P10

hi:n(t) h(l‘)

Como F/~*1(t)F=i=1(t) es decreciente, entonces, si h(t) es creciente, h;.,(t) serd
creciente y pertenecerd a la clase IFR.



O

Proposicion 2.6.2. Si X;,X>,...,X, son independientes e idénticamente distribui-
das con funcién de distribucién absolutamente continua F y pertenecientes a la clase
DRFR, entonces X;., es DRFRi=1,2,... n.

La demostracion es similar a la del teorema anterior.
En este caso también se asegura la preservacion de la clase ILR, como vemos
en la siguiente Proposicion.

Proposicion 2.6.3. Si X;,X,...,X, son independientes e idénticamente distribui-
das con funcion de distribucion absolutamente continua F y pertenecientes a la clase
ILR, entonces X;, esILRi=1,2,...,n.

Demostracion:
Si F es absolutamente continua, la funcién de densidad de X;.,, puede escribirse
como
n

fonl) =1

Tomando logaritmos

)F”(t>F”"(t>f(t)-

1

In(fin(z)) =1n (i (n)) + (i —1)In(F(t))+ (n—i)In(F(r)) +1In(f(2)).

Si derivamos
(fi:n)/(l) _ (i— I)M—
Jin)(1) F(r)

Y la funcion de Glaser del sistema es

Min(t) = N (1) + (n = Dh(t) = (i = Dh(2).

Si X; es ILR, entonces 7 (¢) es creciente. Como ILR implica IFR y DRFR, h(t) serd

creciente y h(t) decreciente. Por tanto, 1;.,(¢) es creciente y X;., pertenece a la clase
ILR.

O

2.7. Sistemas con componentes no idénticamente dis-
tribuidas

Consideramos ahora resultados obtenidos a partir de las distorsiones duales ge-
neralizadas, es decir

Folt) = O(F (1), o), Fult)):

Estos resultados son titiles en el caso de que las componentes no sean idéntica-
mente distribuidas. Se trata de una generalizacién de algunos resultados que hemos
probado anteriormente y que se han obtenido de [5].



Proposicion 2.7.1. Consideramos

an Ui, uUp,...,u
) = GO 2

La clase IFR se preserva si o; es decreciente para cadai € 1,2,...,n.

Demostracion:
Por tenemos

frt) =Y fi(t)9iO(u,uz, ... un)
i=1

donde f; es la funcién de densidad de la componente X; del sistema parai=1,2,...,n.
Mientras que la razén de fallo del sistema es

_ YL fi()diQ(F, (1), B(t), - Fa(1) N, . u
hr(t) = GRONONNAD) —i_zihz(f)%( U2, s Un)

como hemos calculado en Donde h; es la razon de fallo de la componente
X; del sistema para i = 1,2,...,n. Por lo tanto, si o; es decreciente en para cada
i €1,2,...,ny h; es creciente por ser IFR las componentes, entonces hr(t) crece.

O

Proposicion 2.7.2. Consideramos

u;i0;Q(uy,up, ... u
o (uy,uz, ... uy) = i0iQ(u1,ua, ... )

O(uy,up, ... up)

La clase DFR se preserva si ; es creciente para cada i.
La demostracion es andloga a la de la Proposicién 2.7.1.

Proposicion 2.7.3. Consideramos

(l — l/li)&iQ(ubqu .- '7””1) )

di(ul,uz,...,un): 1—Q(u1 0 » )
9 sy tn

La clase DRFR se preserva si si @; es creciente paracadai e 1,2,...,n.

Proposicion 2.7.4. La clase NBU se preserva si
Q(urvy,uzva,. .. ugvy) < Qur,ua,. .. uy)Q(vi,va,. .. vy).
Proposicion 2.7.5. La clase IFRA se preserva si
Oul uf,. .., u) > (Ouy,uz,. .. uy))*

Las demostraciones de los resultados anteriores son similares a los de las Pro-
posiciones 2.4.1y 2.4.2.






Capitulo 3

Ejemplos

3.1. Sistemas con componentes independientes e idén-
ticamente distribuidas

En esta seccién se dardn ejemplos, la mayoria de ellos propios, en los casos
en los que las componentes sean independientes e idénticamente distribuidas. Eso
implica que a la hora de calcular las distorsiones se utilizara la cépula de indepen-
dencia.

Comenzamos estudiando las clases IFR y DFR con dos ejemplos propios.

Ejemplo 3.1.1. En este ejemplo vamos a estudiar si se preserva la clase IFR en el
sistema 7 = min(X;, max (X, X3,X4)).

Calculamos las distorsiones teniendo en cuenta que si las componentes son inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. El sistema 7 tiene por caminos minimales
Py ={1,2},P,={1,3} y s ={1,4}. Por tanto, teniendo en cuenta que sus compo-
nentes son independientes e idénticamente distribuidas, y aplicando los resultados
del segundo capitulo, su distorsion serd

con
G(u) = 3u* = 3u’ + u*.

Por la Proposicion 2.3.1 debemos estudiar el crecimiento de

=/ 2
_ q(uw)  9—12u+5u
(x(u)—uq_(u)  3-3u+tu?’

43



Con

(10u —12)(3 = 3u+u?) — (9 — 12u+ 5u>) (=3 + 2u)
(3—3u+u?)?

o (u) =

_ 3(—ut+4u-3)
 (3-3utu?)?

<0siuc(0,1).

Dibujamos su grafica en la Figura 3.1 y vemos que decrece estrictamente en
(0,1). Por tanto, se preserva la clase IFR por la Proposicion 2.3.1.
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Figura 3.1: Representacion gréfica de o (u) para el sistema del Ejemplo 3.1.1.

Dentro de este mismo ejemplo podemos estudiar el caso concreto en el que las
funciones de fiabilidad y de densidad de las componentes sean F(t) = f(t) = ¢!
cont > 0, es decir, estudiaremos el caso en el que las componentes sigan una distri-
bucién exponencial de pardmetro A = 1. Al tratarse de una distribucién exponencial
la razén de fallo de las componentes serd constante e igual a 1, es lo que se denomi-
na propiedad de falta de memoria de la exponencial. Ser constante implica que es
creciente, por lo tanto, sus componentes pertenecen a la clase IFR.

Hacemos ahora la gréfica de hy(t) = h(t)a(F(t)), igualdad demostrada en la
Proposicién 2.3.1. En este caso h(t)=1. Concretamente, tendriamos Az (t) = o(e™ "),
que es creciente por ser composicion de funciones decrecientes. En la Figura 3.2



podemos comprobar que es creciente y que hAr(t) > 1 = h(t) para todo ¢ > 0. Por
tanto el sistema pertenece a la clase IFR (y no a la DFR).

w |
i
= B
=
i
L=
[}

Figura 3.2: Gréfica de la razon de fallo del sistema del Ejemplo 3.1.1.

Hacemos otro ejemplo propio en el que comprobamos si se preserva la clase
DFR.

Ejemplo 3.1.2. Consideramos el sistema con cuatro componentes X5.4 y vamos a
comprobar si preserva la clase DFR.

Primero calculamos su distorsion dual, siendo sus caminos minimales P; =
{1,2,3}, P, ={1,2,4}, P; ={2,3,4} y P, = {1,3,4} obtenemos

Por tanto g(u) = 4u® — 3u*, tenemos entonces que

o(u) 12 —12u
U) =——5—
4—3u’
cuya derivada es
—12
o' (u) = 5 <0.

(4 —3u)



Luego o es decreciente, por lo tanto, segtin la Proposicién 2.3.2 no siempre se
preserva la clase DFR.
Estudiamos ahora la preservacion de la clases ILR con un ejemplo propio.

Ejemplo 3.1.3. Comprobamos ahora que el sistema X3.3 preserva la clase ILR. Para
ello utilizaremos la Proposicién 2.3.5, es decir, debemos probar que

es positiva y decrece.

Empezamos calculando su distorsion, al ser un sistema en paralelo sus caminos
minimales son Py = {1},P, = {2} y P; = {3} y por tanto tenemos

Entonces, si son independientes e idénticamente distribuidas su distorsion es
G(u) = 3u—3u? 41’ y, por tanto,

6u? —6u  Gu(u—1) 2u 2

Pl) = 3 = 3u=12  3u=1) 1-1/u

que es decreciente, como se puede comprobar graficamente en la Figura 3.3, pero
toma valores negativos.
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Figura 3.3: Representacion gréfica de 3 (u) para el sistema del Ejemplo 3.1.3.

La Proposicién 2.3.5 solo puede aplicarse en el caso en el que la funcién 8 sea
positiva, con lo cual, no podemos concluir que se preserve o no la clase ILR. Més
adelante se hard un ejemplo en el caso de un sistema k-out-of-n donde si se preserve
esta clase y donde estudiaremos un caso concreto con componentes que sigan una
distribucidon normal truncada.

A continuacién probamos la preservacion de la clase DMRL con un ejemplo
propio.

Ejemplo 3.1.4. Partiendo de nuevo del sistema X3.3 con componentes independien-
tes e idénticamente distribuidas y con distorsién dual §(u) = 3u — 3u?® + u?, quere-
mos comprobar si preserva la clase DMRL.

Se debe verificar esta desigualdad:
= =2
sup q) _ Z_EV) _
uc(0y] U veq (V)

Por un lado tenemos que @ =3 —3u+u” es decreciente en (0,1). Ya que si deri-

vamos obtenemos que su derivada es 2u — 3 < 0 en (0,1). Por tanto su supremo lo
alcanzara en u=0 y valdrd 3. Debemos probar que
V(3 -3v+1?)?2  (3-3v+1?)?

3< et —
S G —evt3) - v—ert3) SV




lo comprobaremos graficamente dibujando g(v) en la Figura 3.4. Vemos que g(v) es
creciente en el intervalo (0,1). Entonces como g(0)=3 se cumplira que g(v) > 3. Por
la Proposicion 2.3.8 esto implica que el sistema preserva la clase DMRL.

1000 2000 3000

0
|

0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 3.4: Representacion gréfica de g(v) para el sistema del Ejemplo 3.1.4.

Dentro de este mismo ejemplo podemos considerar el caso en el que las compo-
nentes sigan una distribucion exponencial y, por tanto, tengan funcién de fiabilidad
F(t) =e " cont > 0. En ese caso, su vida media residual serfa

(x)dx _ [T e dx _q
(r) e ‘

Al ser constante, su vida media residual es decreciente y pertenece a la clase DMRL.
En este caso, la vida media residual del sistema seria

o) K@)y [3e 30 g e
msWETGE ) T e —3e T te ¥
3 —(3/2)e +(1/3)e” ¥

- 3e ! —3e 2 43

Si lo representamos graficamente en la Figura 3.5 vemos que es decreciente y,
por ello, pertenece a la clase DMRL. Sin embargo, m3.3(¢) > 1 = m(t).
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Figura 3.5: Representacion grafica de la vida media residual del sistema del Ejemplo
3.1.4.

Estudiamos ahora un ejemplo propio en el que se aplican los resultados para la
clase NBUE.

Ejemplo 3.1.5. Comprobamos ahora si T = max(X;, min(X,X3,X4)) preserva la
clase NBUE a partir de la Proposicion 2.5.1 y la Proposicién 2.5.2.

Tomamos como polinomio de fiabilidad su distorsion en el caso independientes
e idénticamente distribuidas, que calculamos partiendo de los caminos minimales

P1 = {1} YP2 = {2,3,4} .

con

Debemos comprobar que §(u) = u+ u? —u* > u o equivalentemente que > —u* =

u?(1 —u) > 0. Eso es cierto para 0 < u < 1. Con lo cual podria preservar la clase
NBUE al cumplir la condicién necesaria de la Proposicion 2.5.1.

Comprobamos ahora si cumple la condicién suficiente dada en la Proposicién
2.5.2:




condicion dada en la ecuacién 2.41
Haciendo los calculos con la distorsion dual del sistema T, obtenemos

1 1—u—u®+u?
. ot sup 1+r2—r>>1
14u?—ud I—u re(0,u]

1

m'u3—1' sup 1+r2—r321.

re(0,u]

Si derivamos f(r) = 14 r?> —r* obtenemos f'(r) = r(2 — 3r) y la expresién alcanza
un méaximo relativo en r=2/3. Por tanto, si 1 > u >2/3, el supremo es f(2/3)=31/27.
Si0 < u < 2/3 entonces el supremo se alcanza en f(u).

Distinguimos ahora dos casos. En el primero, 0 < u < 2/3, comprobamos si se
cumple la desigualdad con

(6 = 1) (1 +u?> —u?)

_ .3
T — =u—-1>1.

Como no es cierta para esos valores de u, no se cumplen las hipétesis de la citada
Proposicion 2.5.2 y no podemos afirmar que preserve la clase NBUE al no cumplir
la condicion suficiente.

Vemos ahora un ejemplo concreto, tomamos como distribucién de las compo-
nentes la distribucion exponencial de pardmetro A = 1, que pertenece a la clase
NBUE porque m(t) = 1 para todo r > 0 y por tanto m(t) = 1 = m(0).

En cuanto al sistema, tenemos que la fiabilidad, si sus componentes siguen una
distribucién exponencial, es

Fr()=G(F(t)=gle ) =e'+e 3 —e ¥,

Para comprobar si ese sistema pertenece a la clase NBUE debemos ver que my (1) <
m7(0). Por un lado mr(t) es

mp(r) = B AE@dx _ (e +e —e M)
' q(F(1)) el o3t —oH
e+ (1/3)6‘3’ — (1/4)6—4z
a el fe 3t —eH

y por otro, mr(0) = 13/12. Gréficamente en la Figura 3.7 podemos comprobar
que my(t) < mr(0) = 13/12. La linea horizontal en la citada figura indica el valor
m7(0). Por lo tanto, en este caso concreto de la exponencial el sistema preserva la
clase NBUE.
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Figura 3.6: Representacién gréfica de my(t) y comparacién con mr(0) para el sis-
tema del Ejemplo 3.1.5.

Hacemos ahora un ejemplo propio de preservacion de la clase DRFR.

Ejemplo 3.1.6. Comprobamos si el sistema 7' = max(X;, min(X>,X3)) preserva la
clase DRFR.

Para comprobarlo utilizaremos la Proposicion 2.3.4. Primero tenemos que cal-
cular la distorsion dual en el caso independientes e idénticamente distribuidas, te-
niendo en cuenta que los cortes minimales son C; = {1,2} y C, = {1,3}

Fr(1) =C(F(t),F (1), 1)+ C(F (1), 1,F (1))
—C(F(1),F(1),F (1)) = q(F (1))
=2F (1) — F(1)

con g(u) = 2u®> — u? y obtenemos asi que

_ 4—3u
o = .
() = 5—
Si derivamos obtenemos que
_ —3(2—u)+4—3u -2
a'(u) = = <0
WS Ty

y, por tanto, &(u) es decreciente. Graficamente también podemos ver en la Figura
3.7 que & (u) se trata de una funcién decreciente.



Por la Proposicién 2.3.4 citada anteriormente, este sistema preserva la clase
DRFR.
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Figura 3.7: Representacion gréfica de & (u) para el sistema del Ejemplo 3.1.6.

Estudiamos ahora en este ejemplo el caso particular en el que la distribucion de
las componentes sea la distribucién uniforme en el intervalo (0,1). En ese caso

F(t)=t
conte€ (0,1)y
g(F(t)) =22 —1.

Por la citada Proposicion 2.3.4
hr(t) = h(t)a(F(1)).

Calculamos primeramente la razén de fallo reversa de las componentes. Por seguir
una distribucién uniforme en el intervalo (0,1)
s f) 1
h(t) =% =—
F(t) t
que es una funcién decreciente. En cuanto a la razén de fallo reversa del sistema

obtenemos
- - 4 — 3¢
I () = A(O&(F (1) = 5 5.




En la Figura 3.8 se puede ver que hr(t) es decreciente.
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Figura 3.8: Representacion grifica de la razon de fallo reversa del sistema del Ejem-
plo 3.1.6.

Analiticamente, si calculamos su derivada obtenemos

_ o2 —4t—38
4 - - -
r(t) (2t —12)2

Calculando las raices del denominador vemos que no se anula en el intervalo (0,1),
por tanto, no hay cambios de signo de la derivada y en dicho intervalo es o bien
creciente o bien decreciente para cualquier valor de 7 € (0,1). Entonces, tomando
valores en ese intervalo, vemos que i’ (t) < 0.

Vemos que la clase DMRL no se preserva en el caso de sistemas en serie con
componentes independientes e idénticamente distribuidas con un ejemplo obtenido
en [5].

Ejemplo 3.1.7. Sea el sistema en serie X;., = min(X;,X;) con componentes inde-
pendientes e idénticamente distribuidas. Supongamos que las componentes siguen
una distribucién que es DMRL pero no IFR. Podemos tomar la siguiente funcion de



fiabilidad, obtenida de [3]:
e ! t€10,1)
Fity=¢ e ! t€[1,3)2)
e 2= 1>3/2

A partir de estos datos podemos calcular la vida media residual como

1 t€l0,1)
m(t)=¢2—t t€[1,3/2)
12 t>3)2

Como vemos en la Figura 3.9 es decreciente y, por ello, las componentes estdn
en la clase DMRL.
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Figura 3.9: Representacion grafica de la vida media residual de las componentes del
sistema del Ejemplo 3.1.7.

Mientras que la razén de fallo es



Por lo que no es IFR, como puede verse en la Figura 3.10.
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Figura 3.10: Representacion gréfica de la razén de fallo del sistema del Ejemplo
3.1.7.

La funcidn de fiabilidad del sistema es

Fia(t)={ e? t€]1,3/2)

y su vida media residual es

T+ttt 1efo,1)
mip(t)=< I—-t te[l,3/2)
1/4 1>3)2

Luego Xj.» no es DMRL porque no es una funcién decreciente si ¢ € [0,1), como
puede verse en la Figura 3.11.
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Figura 3.11: Representacion grafica de la vida media residual del sistema del Ejem-
plo 3.1.7.

Vemos ahora ejemplos propios sobre sistemas de tipo k-out-of-n. Consideramos
un sistema cuyas componentes son independientes e idénticamente distribuidas y
pertenecen a la clase IFR.

Ejemplo 3.1.8. Vamos a comprobar que, bajo dichas hipétesis, X5, pertenece tam-
bién a la clase IFR, tal y como afirma la Proposicion 2.6.1. Consideramos que las
componentes tienen funcion de supervivencia comun

F(t)=e"sit>0.

Su densidad serfa f(t) = e " parat > 0y 0 en otro caso, que corresponde a
una exponencial de pardametro 1. Por tanto, su razén de fallo es constante A(f) = 1.
Luego es IFR y DFR.



Para la variable X,.g su razén de fallo es

2(3)
h2:8(t) = Z}:O (?) (1 _ e—zt)j—le—t(—ﬂ-l)
o
B+ 1—en e
8-7

- 8+(1—et) et

que graficamente en la Figura 3.12 se puede ver que es creciente y que tiende a 7
cuando t tiende a infinito. Por lo tanto, el sistema es IFR.
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Figura 3.12: Representacion gréfica de la razén de fallo del sistema del Ejemplo
3.1.8

Comprobamos que si X1,X»,...,X, son independientes e idénticamente distri-
buidas y pertenecen a la clase ILR, entonces X;.,, pertenece a la clase ILR.

Ejemplo 3.1.9. Consideramos el caso en el que es sistema es el X3.7 todas las com-
ponentes siguen una distribucion normal de media 0 y desviacidn tipica 1 truncada
en cero.




sit > 0y comprobamos que dicho sistema es ILR.

Si tomamos el logaritmo obtenemos

In(f(1)) =In(—=) - 5

que es una funcién céncava y, por tanto, pertenece a la clase ILR. Mientras que

a0

n(t) = —[In(f(x))] 70)

=t

Tal y como hemos calculado en la Proposicion 2.6.3, la funcién de Glaser del
sistema X3.7 €S

M3:7(t) =t +4h(t) — 2h(t)

donde h(t) es la razén de fallo de las componentes, que no puede calcularse de
forma explicita en este caso, por seguir las componentes una distribucion normal
truncada. Lo mismo ocurre con la razén de fallo reversa A(t). Para estudiar ambas
podemos aplicar el Teorema de Glaser (Teorema 1.7.1) obteniendo que & crece y
decrece, con lo cual, es ILR.

Comprobamos mediante un ejemplo propio que si las componentes de un siste-
ma son independientes e idénticamente distribuidas con soporte positivo y pertene-
cen a la clase IFRA, entonces el sistema pertenece a la clase IFRA, como afirma la
Proposicion 2.4.2.

Ejemplo 3.1.10. Consideramos el sistema X».», con componentes cuya distribucién
es uniforme (0,1). Como ya hemos calculado anteriormente, la distorsion dual es
G(u) =2u —u?

. Ademds, la raz6n de fallo de una uniforme (0,1) es (t) = 1= cont € (0,1).
Las componentes pertenecen a la clase IFRA, puesto que

f(; ﬁd” —In(1—1)

) = =
8(7) , "
es creciente ent € (0,1), ya que
t(1—1)"'+In(1—1)
gl(t) = 12 >0

por ser suma de términos positivos con ¢ € (0, 1).
En la Figura 3.13 puede comprobarse graficamente que g(t) es creciente.
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Figura 3.13: Representacion grafica de g(t) para las componentes del sistema del
Ejemplo 3.1.10.

En cuanto al sistema, debemos probar que

Jihaa)dt _ fihsa(0)dr SO @)
4 t P

es creciente. En este caso nos quedaria

(2—2u)
Ji B2 du _ —2—4In(2—1)+4In(2)

(¢
g22(t) = t .

Graficamente se ve que g»:2(¢) es creciente en la Figura 3.14. Por lo tanto, el
sistema pertenece a la clase IFRA.



06 08

= o=
= o
()]
o
[
L=
= I I I I I I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.14: Representacion grafica de g».2(¢) para el sistema del Ejemplo 3.1.10.

3.2. Sistemas con componentes independientes

Veamos primero un ejemplo propio en el que no se preservan ni IFR ni DFR.

Ejemplo 3.2.1. El sistema en paralelo con componentes independientes pero no
idénticamente distribuidas no preserva necesariamente las clases IFR o DFR.

Por las Proposiciones 2.7.2 y 2.7.1, dado que el sistema en paralelo tiene por
distorsion dual generalizada

022(Fi(1),F>(1))

é(Fl(t>71)+é(l7 _2<t)) _é(Fl(t)7F2(t>)
=F (1) + (1) = Fi () B2(1),

entonces Qoo (u1,up) = uy +uy —ujuy y

up —ujup

o (uy,up) = ———.

1w, u2) up+up —uruy

Derivando respecto u; vemos que

8a1(u1,u2) _ (1 —uz)(ul +u2—u1u2) — (u1 —M1u2>(1 —uz) _ (1 —uz)uz >0

duy (u1—|—u2—u1u2)2 (I/tl +u2—u1u2)2




Respecto a u, obtenemos

day(uy,uy) _ (—uy)(uy +up —uyup) — (g —uqup) (1 —uy) _ —uy <0
duy (1 +up — uyuz)? (11 +up — uyuz)? '

Luego es creciente en u; y decreciente en u; y no preserva necesariamente las
clases IFR o DFR.

Por ejemplo, si consideramos el caso en el que una de las componentes sigue
una distribucién de Pareto con a = 2, es decir, que Fi(t) = up = 1 /t2 cont > 1
y la otra componente sigue una distribuciéon de Pareto con o = 1, es decir, que
F>(t) = u; = 1/t con t > 1. Ambas componentes pertenecen a la clase DFR, la
primera tiene por razon de fallo

3
y
2
h2<t>=11/72:;.

En ambos casos se trata de funciones decrecientes.

Considerando que las componentes son independientes y a partir de la distorsion
dual generalizada, obtenemos

I 1 1

FZ:Z(I) = Q2:2(M1,u2) = t_2+ ? — ﬁ

Podemos calcular la razon de fallo del sistema, obteniendo

i (t)_Z/t3+1/t2—3/t4
2T i —1s

graficamente en la Figura 3.15 se puede ver que no es decreciente para todos los
valores de t. Por lo tanto, en ese caso concreto no se preservaria la clase DFR por
ser la razén de fallo del sistema de tipo bafera.
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Figura 3.15: Representacion grafica de hy.;(¢) para el sistema del Ejemplo 3.2.1.

Podemos comparar ahora las razones de fallo de las componentes con la del
sistema. En la Figura 3.16 podemos ver la razén de fallo de la primera componente
en rojo, de la segunda, en azul y del sistema, en verde. Siendo la razén de fallo del
sistema menor que la de sus componentes.
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Figura 3.16: Comparacidn de las razones de fallo de las componentes y el sistema
del Ejemplo 3.2.1.

Estudiamos a continuacién, mediante un ejemplo propio, la preservacién de la
clase NBU.

Ejemplo 3.2.2. Consideramos el sistema X>.3, con tres componentes que siguen
una distribucion exponencial de pardmetros A = 1, A =2 y A = 3, respectivamente.
Vamos a probar que el sistema preserva la clase NBU.

Primero comprobamos que las componentes pertenecen a la clase NBU, es decir,
que cumplen que

F(x+y) <F(x)F(y).

Para el caso de una exponencial de pardmetro A = j con j > 0, su funcién de fiabili-
dad es F(x) = e /* con x > 0. Entonces F(x+y) = e /" = e Xe 7V = F(x)F(y)
con x,y > 0, que cumple la desigualdad anterior y, por tanto, es NBU.

Por la Proposicion 2.4.1, al pertenecer las componentes a la clase NBU y ser
independientes el sistema ha de pertenecer también a la clase NBU.

Al ser un sistema 2-out-of-3, vemos que tiene por caminos minimales P; =
{1,2}, ,={1,3} y P; = {2,3}. De lo que se obtiene que la funcién de fiabilidad



del sistema es

A

Fr3(x) = C(Fy (x), B (x),1) + C(Fy (x),1,F5(x)) +C(1, B (x), B3(x))

—2C(Fi (x), F2(x), F3(x)) = Fi (x)Fa(x) + F2(x) F5 (x) + Fi (x) F5 (x)
— 2F1 (X)FQ (X)F3 (x)

— e—3x+e—5x+e—4x_26—6x'

Entonces hemos de probar que

F2:3 (x_|_y) — e—3x—3y +e—5x—5x+e—4x—4y _ 26—6x—6y
< Fra(X)Fa(y) = (e ¥ +e e -2 ) (e V4oV f o —2e7W)
— e—Sx—3y+e—5x—5y+e—4x—4y +4e—6x—6y_|_e—3x—5y+e—3x—4y
+ 675x73y + 675x74y + ef4xf3y + ef4x75y _ 2676x73y . 2676x75y . 2ef6x74y
— (e—3x—3y+e—5x—5y_|_e—4x—4y _2e—6x—6y> + (6e—6x—6y_|_e—3x—5y +e—3x—4y
+ e—5x—3y + e—Sx—4y + e—4x—3y + e—4x—5y _ 26—6x—3y . 26—6x—5y _ 26—6x—4y)
— F2:3(x_’_y) + (66—6x—6y+e—3x—5y+e—3x—4y+e—5x—3y+€—5x—4y+e—4x—3y
+ ef4x75y _ 2ef6xf3y _ 2676x75y . 2676x74y).

Bastaria probar que

6e—6x—6y+e—3x—5y+e—3x—4y+e—5x—3y+e—5x—4y+e—4x—3y+€—4x—5y
o 2676x73y . 2676x75y . 2ef6x74y > 0.
Teniendo en cuenta que
6e—6x—6y+e—3x—5y+e—3x—4y+e—5x—3y+e—5x—4y+e—4x—3y_|_e—4x—5y
. 2€—6x—3y . 26—6x—5y . 26—6x—4y — 6e—6x—6y + e—3x—5y + e—3x—4y + e—5x—3y
+ 675x74y + ef4x73y + ef4x75y _ (2ef6x76y)e3y o <2ef6x76y)ey . (2ef6x76y)62y
> 6e—6x—6y+e—3x—5y_|_e—3x—4y +e—5x—3y_|_e—5x—4y +e—4x—3y+e—4x—5y
o (26—6x—6y) . <2e—6x—6y) _ <2e—6x—6y) _ e—3x—5y_|_e—3x—4y +e—5x—3y +e—5x—4y
+e—4x—3y +e—4x—5y >0

por ser ¢’, e’ y e mayores o iguales que 1, ya que y > 0. Con lo cual hemos
probado la desigualdad.

Comprobamos, con un ejemplo propio, que un sistema con tres componentes en
serie independientes pero no idénticamente distribuidas preserva la clase IFRA.

Ejemplo 3.2.3. Tomamos como ejemplo el caso en el que las componentes sigan
una distribucién Rayleigh de pardmetros 60 =1, 0 =2y o = 3.

La distribucion Rayleigh es aquella que tiene por funcién de densidad

t =

f(t)=—ew?

(0



cont > 0y funcién de fiabilidad.
2

F(t) = e29”.

Las componentes pertenecen a la clase IFRA, ya que tienen como razén de fallo
h(t) = # para cualquier valor de su pardmetro 0 y entonces

Jo udu t
) = = —
8(t) to? 202

es creciente para cualquier valor de o y cumple la definicion de IFRA.
Para el caso del sistema Xj.3 con tres componentes en serie, tenemos que su
tinico camino es P = {1,2,3} y, por tanto

_ 2

Fis(t) =C(E (1), B(1), B (1) = FL () FB(1)F3(t) = e/
Calculamos ahora la razoén de fallo del sistema, obteniendo

hoe(y = 300 (49/36)ie” /% 40y
123(t) - F1;3(t) - e_(49/72)t2 - %

Comprobamos ahora si pertenece a la clase IFRA. Vemos que

49 [qudu 49t
6t 72

es creciente. Por lo tanto, pertenece a la clase IFRA.

3.3. Sistemas con componentes dependientes

En los casos en los que hay dependencia de las componentes, la preservacion
de una clase depende de la copula y de la estructura del sistema. Pasamos ahora a
ver algunos ejemplos en los que se usan las cépulas definidas en la Seccion 1.4. El
primero de estos ejemplos se ha obtenido de [5] mientras que el resto son propios.

Ejemplo 3.3.1. Consideramos el sistema en serie X;., con componentes idéntica-
mente distribuidas con la siguiente cépula de supervivencia del tipo Clayton-Oakes

n 1/(1-6)
Cluy,ua, ... uy) = (Zu}_e —(n— l))
i=1

con 6 > 1.
Considerando que Fj (1) = F»(t) = - -- = F,(t). Tenemos que

gu) =Cu,u,...,u) = <nu1_9 —(n— 1)) 1/(1_6).



Podemos aplicar ahora las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2, obteniendo.

o(u) = n— (n—nl)u‘91

que es creciente para n > 1. Por tanto se preserva la clase DFR pero no la IFR,
cuando en el caso de independencia se preservaban ambas por ser @ constante.
Vemos ahora un ejemplo concreto en el que F(t) = e~ con n=4 y 6 = 3. Sabe-
mos que h(t)=1 por seguir las componentes una distribucién exponencial. Por tanto
pertenecen a las clases IFR y DFR y hy.,(t) = h(t)a(e™") = a(e™"). En la Figura
3.17 vemos que hy.,(t) es decreciente, por lo que solo se preserva la clase DFR.
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Figura 3.17: Representacion gréfica de la razén de fallo del sistema del Ejemplo
3.3.1

Ejemplo 3.3.2. Consideramos el sistema en paralelo X.,, que tendra por tnico cor-
te C = {1,2} y vamos a probar que si las componentes no son independientes pero si
idénticamente distribuidas y siguen una cOpula de Farlie-Gumbel-Morgenstern con
0 = —1 (ver Ejemplo 1.4.7) el sistema no preserva necesariamente la clase DRFR.

La distorsion es

g(u) = C(u,u) = u? —u* (1 —u)? = (u> — 2u+2)u’.



Por la Proposicion 2.3.3

4 —6u +4u  AuP —6u+4

o(u) = = .
(1) u(?—2u+2)  u?—-2u+2

En el intervalo (0,1) la funcién & es decreciente en un tramo y creciente en otro,
como se puede comprobar en la Figura 3.18.
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Figura 3.18: Representacion gréfica de @(u) para el sistema del Ejemplo 3.3.2.

Por lo tanto, no se preservaria necesariamente la clase DRFR al no cumplir las
condiciones suficientes de la o la Proposicion 2.3.4. Esto contrasta con el caso en el
que la cépula sea la cépula de independencia (8 = 0) y que las componentes sean
idénticamente distribuidas. En ese caso tendriamos que g(u) = u’y

o(u) =2,

que es constante. Por tanto, preservaria la clase DRFR.

Estudiamos ahora el caso concreto en el que F (1) =t sit € (0,1), es decir, el
caso en el que las componentes siguen una distribucién uniforme en el intervalo
(0,1). Su razén de fallo reversa seria



cont € (0,1), que es una funcién decreciente y, por tanto, las componentes perte-
necen a la clase DRFR.

Calculamos ahora la razén de fallo reversa del sistema. En la demostracién de
la Proposicion 2.3.4 hemos visto que se verifica

haa(t) = h(t)a(F (1))
si ahora tomamos F () =t cont € (0, 1), tendremos que

42 —6t+4

hao(r) = h(t)a(r) = %m

En la Figura 3.19 se puede ver que es decreciente. Por tanto, el sistema es DRFR
y en este ejemplo concreto se preservaria dicha clase.
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Figura 3.19: Representacién grafica de /5.5 (¢) para el sistema del Ejemplo 3.3.2.

Ejemplo 3.3.3. Comprobamos si el sistema en serie X;.o preserva la clase DLR
si sus componentes no son independientes pero si idénticamente distribuidas con
funcién de fiabilidad F(¢) y, ademds, siguen una c6pula de supervivencia de Ali-
Mikhail-Haq (ver Ejemplo 1.4.6) con 6 = 1.



El tinico camino del sistema en serie es P = {1,2}, entonces podemos escribir
la fiabilidad del sistema a partir de su distorsiéon dual como

l/t2 l/t2 u

7l :é = = — .
Glu) = Cu,u) 1—(1—u)?> —u?+2u 2—u

Calculamos ahora 3 (u) para aplicar la Proposicién 2.3.6.

~ug'(u)  2u
Blu)= gwu)  2—u

que es una funcidn creciente y positiva porque su derivada es

.4
Bl =505 >0

Podemos ver su gréfica en la Figura 3.20.
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Figura 3.20: Representacion grafica de 3(u) para el sistema del Ejemplo 3.3.3.

Como es positiva y creciente, entonces preserva la clase DLR pero no necesaria-
mente la ILR. El resultado contrasta con el caso de componentes independientes e
idénticamente distribuidas, donde por ser un sistema del tipo 1-out-of-2 (k-out-of-n)
se preserva la clase ILR por la Proposicién 2.6.3.

Vemos ahora un ejemplo concreto donde no se preserve la clase ILR pero si la
DLR dado este sistema en el caso de dependencia y con la cépula de Ali-Mikhail-
Haq como cépula de supervivencia. Estudiamos el caso en el que las componentes
siguen una distribucion exponencial de parimetro A = 1 que, por ser su funcion de



densidad f(r) = e’ tanto log-c6ncava como log-convexa, pertenece tanto a la clase
DLR como a la ILR. La funcién de Glaser del sistema es

() = }{IT@(;) — n(0) + h(BF ().

Para calcularla por un lado tenemos que

0
)

n(t) =1

Yy por otro
h(t)=1

por la propiedad de falta de memoria de la exponencial. Entonces nos quedaria que
la funcién de Glaser del sistema es

Ma(t) =1+ B(e™).

por ser B una funcion creciente, entonces 17 es decreciente. También puede com-
probarse graficamente en la Figura 3.21. Lo anterior implica que el sistema es DLR
pero no ILR.
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Figura 3.21: Representacion grafica de 1.2 (¢) para el sistema del Ejemplo 3.3.3.

Ejemplo 3.3.4. Consideramos el sistema en paralelo X»., con componentes depen-
dientes e idénticamente distribuidas que tienen por cdpula la cépula de Joe con
0 = 2 (ver Ejemplo 1.4.8). Vamos a estudiar si preserva la clase IMIT aplicando la
Proposicion 2.3.9.



Haciendo las operaciones necesarias y teniendo en cuenta que C = {1,2} es el
unico corte del sistema en paralelo, obtenemos que la distorsién dual es

qu) =Clu,u) =1—2(1—u)> = (1 =) "2 =1 (1 —u) [+ 2u+1]"/2.
Gréficamente se puede ver en la Figura 3.22 que 4(1) o creciente, por tanto, SUP(,] qw) _
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Figura 3.22: Representacion grafica de @ en el sistema del Ejemplo 3.3.4.

Debemos ver si

av) _ ()

Para ello, primero calculamos

(v—1)?
(—v24+2v+1)1/2

d0)=(—+2v+1)1/2 =

y vemos que si tomamos v=1, entonces

mientras que
7 (v) ! ! q(v)

= = — 1 = —
vig'(v) 4q'(v) V2 v
Por lo tanto, no podemos asegurar que se preserve la clase IMIT al no cumplirse
la condicion suficiente.







Capitulo 4

Conclusiones

Como conclusién de trabajo podemos destacar que en este campo es posible
obtener resultados muy diversos que pueden ir amplidndose con nuevas investiga-
ciones.

A modo de resumen del trabajo, podemos decir que en el caso de componentes
idénticamente distribuidas se preservan, bajo determinadas circunstancias las clases
IFR/DFR, DRFR, ILR/DLR, IMRL/DMRL e IMIT. Se puede seguir investigando y
encontrar nuevas condiciones necesarias o suficientes para la preservacion de estas
clases, como se ha hecho en el caso de la clase IMIT.

En el caso de las componentes independientes podemos asegurar que se preser-
van siempre las clases IFRA y NBU.

También hemos probado en el caso concreto de los sistemas k-out-of-n con com-
ponentes independientes se preservan siempre las clases IFR, ILR y DRFR.

Por otra parte, si las componentes son independientes e idénticamente distribui-
das se ha obtenido una condicién necesaria y otra suficiente para la preservacion de
la clase NBUE. En este caso, aunque el articulo original exigia que las componen-
tes fuesen independientes el mismo resultado obtenido puede aplicarse en el caso
de componentes que sean Unicamente idénticamente distribuidas.

Ademads, en el caso con componentes no idénticamente distribuidas hay resulta-
dos que nos dan una serie de condiciones para la preservacion de las clases NBU,
IFRA, IFR, DFR y DRFR. Estos resultados son una generalizacién de algunos re-
sultados en el caso de componentes idénticamente distribuidas.

Por dltimo, también se han obtenido algunos resultados para sistemas con com-
ponentes dependientes no idénticamente distribuidas con cépula conocida.

En este campo hay mucho trabajo por hacer y se puede seguir avanzando para
obtener nuevos resultados especialmente en el caso de sistemas con componentes
dependientes.
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