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Resumen

Cuando se trata de evacuar una zona o lugar, lo que debe primar por encima de todo es el
bienestar de las personas implicadas. La planificacion previa a una evacuacion es un proble-
ma en el que las matematicas son fundamentales para dejar el menor nimero de variables al
puro azar. Encontrar rutas de escape 6ptimas por flujo de personas (Problema del flujo ma-
ximo dindmico) o por el tiempo que se tarda en recorrerlas (Problema del flujo méas rapido), e
inclusive, 6ptimas por el flujo en cada instante de tiempo (Problema del flujo de llegada mas
temprana); todas estas cuestiones no son triviales, dependen del entorno, pudiendo cambiar
las condiciones a lo largo de la propia evacuacién.

Nosotros nos aproximaremos a estos problemas desde la Teoria de Grafos. En el Capitu-
lo 1 de este trabajo daremos una introduccién a dicha teoria, fijando el objeto con el que
modelizaremos las situaciones de evacuacion: las redes (ver Definicién 1.1.2). Por ejemplo,
un edificio, una red de carreteras o una ciudad, son susceptibles de ser representados por una
red. Los nodos representaran las diferentes habitaciones, ciudades o cruces de calles; mientras
que los arcos seran las conexiones entre dichos nodos.

Durante una evacuacién, las personas se moveran por los arcos y este movimiento serd mo-
delizado mediante una funcién de flujo estético (ver Definiciéon 1.2.1). Teniendo en cuenta
las cualidades fisicas de aquello que representan los arcos, se definiran funciones de capacidad,
c: A — RT, y de tiempo de transito por ellos, 7 : A — R. Ademé4s, se distinguirdn un
par de nodos s,t € V, que seran la fuente y el destino, respectivamente, de dicho flujo (ver
Figura 1.2).

Seguidamente, en la Seccidon 1.2, plantearemos la versién estatica del problema del flujo
méximo en redes, ver Formulacién (1.2), en la que se optimiza el valor de un flujo estatico,
que es la cantidad que llega al destino ¢ y que, por conservacién del mismo, es la cantidad
que sale desde la fuente s (ver Ecuacién (1.1)).

Se describiran los Algoritmos 1 y 2, que debemos a Ford Jr y Fulkerson (1956, 1962), y
resuelven de manera exacta el problema del flujo maximo estatico en una red mediante el uso
de la red residual (ver Definicién 1.2.7). Ademads, se vera la estrecha relacién del flujo de una
red con el concepto de corte en una red (ver Definicién 1.2.2). Culminando en el Teorema
del flujo maximo - corte minimo, el cual utilizaremos en varias ocasiones para demostrar que
un flujo obtenido es maximo o no lo es (ver Ejemplos 2.2.4 y 2.2.8).

A continuacién, en la Seccién 1.3, se usara la funcién de tiempo de transito 7 como coste de
atravesar un arco, asi se considerara el problema de encontrar un flujo a coste minimo con
la Formulacién (1.3). Se presentara el Algoritmo 3, que se debe a Busacker y Gowen (1961),
y que servird de apoyo fundamental para los algoritmos de flujos dinamicos.



11 RESUMEN

Terminaremos tratando la localizacién de instalaciones en una red por la que pasa un flujo
en la Seccién 1.4. Su estudio nos permitira plantear el Problema ¢-FlowLoc para saber cudles
son las posiciones 6ptimas en las que se deben colocar esos elementos en nuestra red, afec-
tando lo menos posible al flujo, en nuestro caso, de una evacuacién. En la Definicién 1.4.1 se
construye una red especial, llamada red de flujo y localizacién, que sera utilizada como
objeto matematico sobre el que resolver dicho problema. Se planteard su programacion lineal
entera en la Formulacién (1.4) y se demostrard, en el Teorema 1.4.3, que es un problema
NP-completo (ver Anexo A.l para ampliar).

Esto motivara la construccién de heuristicas que den buenas soluciones al problema en
tiempo polinomial. Nosotros presentaremos el Algoritmo 5, cuyo desarrollo le debemos a Ha-
macher et al. (2013). Este se basa en colocar, por orden de tamano, las instalaciones en los
arcos de la red en los que, individualmente, se afecte lo menos posible al flujo méaximo e ir
recalculandolo para cada instalacién colocada.

En el primer capitulo nos centraremos en los llamados flujos estaticos y los problemas que
nacen a partir de esa nocién. Sin embargo, en las evacuaciones, la componente temporal, que
es lo que se tarda en salir de una zona o transitar unos arcos, es indispensable. En el Capi-
tulo 2 empezaremos fijando un horizonte temporal H sobre el que trabajar, y se construird
el concepto de red expandida temporalmente, en la Definicién 2.1.2, que nos ayudara
a replantear, cuando sea necesario, los problemas que se den en el capitulo en términos de
flujos estaticos.

Al igual que en el caso estatico, en la Definicién 2.1.3, se crea la nocién de flujo dinamico,
que recogera el efecto de la funcién de coste de transito 7 en el flujo y el horizonte temporal.
Ademés, de forma aniloga, se definird el valor de un flujo dindmico como la cantidad que
llega al nodo destino ¢ en el horizonte temporal H y que, por conservacion del mismo, sera
igual a la cantidad que sale del nodo fuente s hasta el horizonte H (ver Ecuacién (2.1)).

En la Seccién 2.2 se planteara formalmente el Problema del flujo maximo dindmico para un
horizonte temporal H. Veremos, gracias a Ford Jr y Fulkerson (1958), que no es necesario uti-
lizar el concepto de red expandida temporalmente para resolver este problema y que siempre
tiene una soluciéon 6ptima en una subclase de flujos dinamicos, los flujos repetidos tempo-
ralmente (ver Definicién 2.2.3).Se llega a una expresién explicita para el valor de un flujo en
esta subclase con el Teorema 2.2.7. Usando el Algoritmo 6, sera suficiente encontrar flujos méa-
ximos estaticos a coste minimo en la red para resolver el problema del flujo méximo dindmico.

Después se hablard del corte dindmico en una red (ver Definicién 2.2.10. Este se vera
como una generalizacién de un corte en el caso estatico y se concluird, por medio de teoria
de dualidad de programacion lineal, que la capacidad de un corte dindmico minimo es igual
al valor de un flujo maximo dinamico.
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A continuacion, en la Seccién 2.3, se presentaran en la Definicién 2.3.1 los flujos de llegada
y salida en una red y, con ellos, se plantearan los Problemas del flujo de llegada/salida
mas temprana/tardia. Estos son diferentes a un flujo méximo dindmico convencional, en
el sentido de que son maximos para cada instante de tiempo. Poseen una gran versatilidad
en la planificacion, no solo de evacuaciones, sino de multiples actividades; como por ejemplo,
si el almacenamiento de un producto es muy caro frente a su coste de transporte, se preferira
que llegue lo més tarde posible al destino.

Con la Proposicién 2.3.3 probaremos que siempre existe un flujo de llegada mas temprana
y, con el Corolario 2.3.4, el resto de flujos también existen siempre en una red. El Algoritmo 7,
que le debemos a Minieka (1973), nos permite construir explicitamente, en tiempo pseudo-
polinomial (ver Anexo A.1), un flujo de llegada méas temprana usando un célculo sucesivo de
flujos a coste minimo. Después, nos apoyaremos en el Teorema 2.3.7 para ver que siempre
existen flujos que combinan las caracteristicas de llegada més temprana/tardia con la salida
més temprana/tardia. A cualquier flujo dindmico que sea soluciéon de dos de los problemas
mencionados se le llamard flujo méximo universal (ver Definicién 2.3.9) y veremos, en la
Proposicion 2.3.6, que el flujo obtenido en el Algoritmo 7 es un flujo maximo universal.

El la Seccién 2.4 resolveremos el tltimo de los problemas que hemos mencionado, el Pro-
blema del flujo mas rapido, que trata de minimizar el horizonte temporal H mientras se
mantiene un valor de flujo vy (x) mayor que una cota dada K. Se verd, con el Lema 2.4.2,
que existe una caracterizacién, en términos del flujo méaximo dindmico, muy intuitiva. Este
demuestra que si un flujo maximo, en tiempo H — 1, no llega a la cota K, entonces cual-
quier flujo factible en tiempo H que llegue a la cota K es un flujo mas rapido. En el trabajo
de Burkard et al. (1993) se presentan varios algoritmos que aprovechan las propiedades de
la funciéon f(H) := max, vy (x) para encontrar, de manera eficiente, un flujo mas rapido.
Aqui desarrollaremos dos, el Algoritmo 8, que se basa en una busqueda binaria optimizada;
y el Algoritmo 9, que usa el método de Newton para encontrar un cero de la funcion K — f(H).

Como colofén de esta seccién se demostrard el Teorema de triple optimizacién, debido
a Jarvis y Ratliff (1982). Este nos permite asegurar que, si un flujo es solucién del problema
de llegada mas temprana, entonces también es solucién del problema del flujo méas réapido.
Ademés, también seria un flujo minimo ponderado de llegada, es decir, dicho flujo minimiza
el tiempo medio que se tarda en llegar hasta t.

Se planteara en la Seccién 2.5, de forma andloga al caso estatico, el problema de colocar ¢
instalaciones en los arcos de una red, por la que se define un flujo dindmico, de manera que
afecte lo menos posible al valor del flujo. Si interpretamos este problema con la red expandida
temporalmente, colocar una instalacién en un arco es equivalente a colocarla en todas sus
copias temporales, como se puede ver en la Figura 2.18. Por el Teorema 2.2.7 sabemos que un
flujo maximo dindmico puede ser calculado a través de un flujo estatico a coste minimo. Esto
nos permitird formularlo como problema de programacion entera, ver la Formulacién (2.4).
Como sabemos que el problema es NP-completo, se proporcionard una heuristica en tiempo
polinomial en el Algoritmo 11, cuyo desarrollo le debemos a Hamacher et al. (2013).
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En el Capitulo 3 se aplicaran las técnicas descritas a la resolucién de un caso real de
evacuacién en un instituto de la Regién de Murcia. Al principio del capitulo se introducira
una técnica utilizada en evacuaciones reales, el contraflow; que se basa en invertir, de ma-
nera inteligente, el sentido de determinados arcos de una red. Veremos que el problema de
encontrar el conjunto 6ptimo de arcos a invertir es NP-completo (ver Teorema 3.1.1).

Después, en la Seccién 3.2, se construira la red que represente al instituto (ver Figuras 3.5,
3.6, 3.7 y 3.8) y se resolvera el problema del flujo méximo dindmico y el flujo méas réapido,
usando la red expandida temporalmente, mediante los Cédigos A.1 y A.2. En la Seccién 3.3,
se resolverd el problema del ¢g-FlowLoc, para ¢ = 10, aplicado al instituto mediante una mo-
dificacién del Algoritmo 5, que se puede ver en el Cédigo A.3, para poder tratar con redes
expandidas temporalmente.

Palabras clave: Evacuacién, redes, flujos dinamicos, ¢g-FlowLoc.

Miguel Marin Lopez
22 de junio de 2020




1. Preliminares

En este capitulo fijaremos la notacion que utilizaremos de aqui en adelante definiendo
los conceptos de grafo, tanto dirigido como no dirigido, y el de red dirigida ya que sera es-
te tltimo el instrumento central que usaremos en la teoria que se desarrollard posteriormente.

Seguidamente pasaremos a definir lo que entenderemos como flujo factible estdtico sobre
una red dada, lo que consideraremos un corte de la red y la relaciéon intima que guardan
culminando en el Teorema 1.2.11 de flujo maximo-corte minimo. En el resto de secciones nos
ocuparemos de otros problemas tipo con flujos estaticos.

Formularemos el problema del flujo estatico maximo en una red como problema de progra-
macién lineal, aunque también daremos unos algoritmos (Algoritmo 1 y 2) que permitirdn
hallar dicho flujo maximo de manera constructiva. Ademés, dada su necesidad posterior,
introduciremos el problema del flujo estatico a coste minimo y, como en el caso del flujo
méximo, daremos una formulacién lineal y un algoritmo (Algoritmo 3) para resolverlo.

A continuacién veremos los problemas de flujo y localizacién, que denotaremos como Flow-
Loc, en redes y cuya aplicacion directa se puede encontrar en los planes de evacuacién de
edificios o ciudades. Asumiremos que de aquellos objetos que queremos localizar, llamados
instalaciones, en cada arco, el més grande de todos ellos afectard al flujo aunque podremos
considerar el caso de que las instalaciones en un mismo arco resten capacidad segin la suma
de sus tamafios.

Daremos una formulacién lineal entera mixta del problema FlowLoc en el que queramos
maximizar el flujo que quede tras la localizaciéon. Demostraremos que este problema es NP-
completo y daremos un algoritmo exacto (Algoritmo 4) para poder encontrar soluciones
Optimas en el caso de querer localizar una sola instalacion y un algoritmo heuristico en el
caso de localizar varias (Algoritmo 5).

Las referencias principales para este capitulo son Ford Jr y Fulkerson (1962); Pelegrin et al.
(1992); Ahuja et al. (1993), en las que se puede encontrar toda la teoria basica desarrollada
aqui y mas conceptos que no utilizamos en este trabajo. Para el modelo de FlowLoc nos
basaremos en el articulo de Hamacher et al. (2013).

1.1. Grafos y Redes

Un grafo es una forma de representacion de las relaciones que tienen un conjunto de objetos
respecto a una caracteristica. Ese conjunto de objetos, llamados nodos, se representara con
la letra V. Las relaciones que tengan estos nodos serd un subconjunto X C V x V. Entonces
diremos que 7 esta relacionado con j para i,j € V si (i,5) € X.
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Definicién 1.1.1. Un grafo es un par G = (V,X) donde V es el conjunto de nodos y
XCVxV.

Diremos que un grafo es no dirigido si las relaciones del conjunto X son simétricas, es
decir, (i,7) € X < (j,i) € X. En ese caso denotaremos al conjunto F := X y llamaremos a
sus elementos aristas.

Sin embargo, si la relaciéon no es simétrica, diremos que los elementos de X son pares orde-
nados y entonces denotaremos por A := X, llamando a sus elementos arcos y definiendo el
par G = (V, A) como grafo dirigido.

Ademés, se dird que un grafo es simple si no tiene aristas/arcos (i,i) € A con i € V un
nodo, es decir, si no posee lo que se denominan bucles. Y diremos que un grafo es un multi-
grafo si entre algin par de vértices i,j € V existe mas de un arco (7,j) € A.

(o—0 o

Figura 1.1: Ejemplo de grafo con bucle (izquierda) y multigrafo (derecha)

A partir de ahora trabajaremos sobre grafos dirigidos pues nos permiten representar una
mayor cantidad de situaciones en la vida real que no tengan simetria (sentido de las carrete-
ras, redes eléctricas, etc). Una vez definidas las relaciones entre los nodos podemos definir a
su vez funciones sobre estas relaciones, es decir, sobre los arcos, que nos permitirdn modelizar
una gran cantidad de problemas, entre ellos de localizacién (almacenes, escuelas, vertederos,
bomberos, etc) y de flujos en la red (servicios de aguas, evacuaciones, paqueteria, etc). Para
una lista mas completa de aplicaciones se recomienda Ahuja et al. (1993).

También supondremos en este documento que estos grafos son simples y no son multigrafos
a no ser que se especifique lo contrario. Si bien es cierto que esta asuncién quita generalidad al
modelo, para el trabajo que vamos a desarrollar no seran necesarios y causarian més confusién
por una notacién mas farragosa.

Definicién 1.1.2. Una red dirigida es un par R = (G, F') donde G es un grafo dirigido y F’
un conjunto de funciones que estan definidas en A y cuyas imagenes estan en R.

Ejemplo 1.1.3. La 5-upla ((V, A),(f,c,7)) es una red con ¢ : A — RT una funcién que
asigna una capacidad maxima (ceiling) a un arco, f : A — R* la capacidad minima (floor)
de cada arcoy 7: A — R el coste/tiempo de usar un arco.

Denotaremos por I'(7) := {(i,j) € A} al conjunto de arcos sucesores del nodo i, diremos
que estos arcos salen del nodo i, y por I'"1(i) := {(j,i) € A} al conjunto de arcos predecesores
del nodo 7, diremos que estos arcos entran al nodo i. Dada una red dirigida distinguiremos
dos nodos s,t € V que llamaremos nodo fuente y nodo destino de nuestra red y podremos,
sin pérdida de generalidad (véase Figura 1.2), suponer que I'(t) = I'"1(s) = 0, es decir, no
existen arcos en la red que entren a s y no hay arcos en la red que salgan de t.
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Figura 1.2: Si en el grafo G no existen los nodos s y t,
siempre podemos anadirlos

También existen modelos de redes donde hay varios nodos fuente y varios destino. Esto
sirve para modelizar, por ejemplo, demandas distintas que se deben cubrir en los diferentes
destinos mediante diversos focos de oferta, un edificio con multiples salidas y que todas ellas
son distinguibles por alguna razon, etc. Nosotros nos restringiremos al caso de una sola fuente
y un solo destino acumulando todos los nodos fuente en uno y todos los nodos destino en otro
como se esquematiza en la Figura 1.2.

Por esta razom en el resto del documento siempre que tratemos con una red, y a no ser que
se especifiquen otras propiedades, esta serd dirigida, el grafo serd como antes se ha especifi-
cado (simple y no un multigrafo) y siempre consideraremos implicitamente los nodos s,t € V'
con las propiedades antes mencionadas.

Por ultimo, debemos hacer un apunte sobre los grafos conexos. Un grafo serd conezo si
entre cada par de nodos existe un conjunto de arcos, no necesariamente ordenados, que los
unen y diremos que un grafo es fuertemente conexo si el conjunto de arcos estd ordenado,
es decir, existe un camino siguiendo las direcciones de los arcos entre ese par de nodos. En
adelante supondremos grafos conexos y que existe al menos un camino desde el nodo s a todos
los demads y desde todos los nodos al nodo t. Si se quisiera ampliar el concepto de conexién
se recomienda ver Pelegrin et al. (1992, Cap. 2).

1.2. Flujo maximo y corte minimo

Hemos definido que una red R = (G, F') es un par constituido por un grafo G = (V, A) y
un conjunto de funciones I’ que estan definidas en los arcos del grafo y cuyas imagenes son
nimeros reales. Fijaremos en el resto de la seccién la funcién ¢ : A — R que nos indicard la
capacidad maxima de cada arco de la red. Vamos a definir otra de estas funciones de la red
R con una serie de restricciones adicionales que debe cumplir y que servird para modelizar
los problemas de flujo en redes. Esta sera la funciéon de flujo.

Definicién 1.2.1. Un flujo factible estdtico sobre una red R es una funcién x : A — RT
verificando:

o No negatividad: z(a) > 0,Va € A.
o Restriccién de capacidad: z(a) < ¢(a),Va € A.

e Conservaciéon de flujo:

Y x(a)= > w(a),Vie V\{st}.

ael—1(3) a€l'(3)
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En la definicién incluimos la palabra estdtico ya que esta funcién no tiene restricciones
temporales. Mas adelante definiremos un flujo dindmico en el que introduciremos la compo-
nente temporal.

Diremos que el valor de un flujo es la cantidad de flujo que llega al nodo destino ¢. Por
la condicién de conservacién de flujo se tiene que es la misma cantidad de flujo que sale del
nodo fuente s:

o)== > z(a)= Y x(a) (1.1)

ael—1(t) a€l'(s)

Un problema directo que podemos resolver con las estructuras fijadas es el de la obtencion
de un flujo méximo en una red R dadas sus capacidades, esto es, maximizar el valor de v(x).
Como las condiciones de flujo factible son funciones lineales respecto del flujo £ podemos
plantear el problema de programacién lineal continua siguiente con las variables continuas x,
el flujo en el arco a € A:

max. v(x) (1.2)
s.a x flujo factible en R. (1.2a)

En lugar de tener que resolver este problema mediante algin solver del mercado existen
algoritmos que construyen iterativamente el fluyjo méaximo. Los dos que vamos a ver aqui
(Algoritmo 1 y Algoritmo 2) se deben a Ford y Fulkerson y se basan en partir de un flujo
factible e ir actualizando su valor hasta conseguir un flujo méximo en la red.

Existe otra forma de encontrar un flujo maximo a partir del concepto de preflujo, esto es un
flujo casi factible que no cumple la conservacion del flujo en los nodos. En este caso, se parte
de un preflujo maximo y en cada iteracién se actualiza para intentar lograr la factibilidad.
El lector puede encontrar el algoritmo demostrado en Goldberg y Tarjan (1988).

Primero introduciremos el concepto de corte de una red R, que es una particién disjunta
del conjunto de nodos V' del grafo original.

Definicién 1.2.2. Sea R = (V, A,c¢) unared y S,T una particion de V con s € Syt € T. El
conjunto de arcos incidentes en un nodo de S y en un nodo de T' se denomina corte de R y
se denota por (S,T). Un arco (i,j) € (S,T) esun arcodeidasii € Sy j€ T, es un arco de
retorno si j € Sy i € T. Denotaremos al conjunto de arcos de ida por (S,T)*" y al conjunto
de arcos de retorno por (S,T)~. La capacidad de un corte serd la suma de las capacidades
de sus arcos de ida y se denotaré:

o8, T)y= > cla)

a€(S,T)*
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Observacion. Si usamos los conjuntos de arcos sucesores y predecesores para definir un corte
de manera conjuntista tendremos que:

(S, T)T :={T():i€Syn{T1(i):ieT},

(S, T)" :={T7Yi):i € S}N{T'(i):i € T},
(S, T) := (S, T)Tu(S,T)".
El problema del corte minimo en una red sera el de encontrar un corte (S, T") con capacidad

minima. Veremos la relacién que tiene con un flujo factible definiendo el flujo que pasa por
un corte:

Definicién 1.2.3. Dado un flujo x y un corte (S,T) de una red R, el flujo a lo largo del
corte serd la suma de los flujos de los arcos de ida menos la suma del flujo de los arcos de
retorno y se denotara por:

x(S,T) := Z z(a) — Z x(a).

a€(S,T)+ a€(S,T)~

Proposicion 1.2.4. Sea R una red dirigida. Para cualquier flujo factible x y cualquier corte
(S,T) sobre R se tiene que v(x) = x(S,T).

Demostracion. Sea (S,T) un corte sobre la red R, como z es flujo factible, por la Defini-
cién 1.2.1 se tiene que:

v(z) = Z z(a) y Z z(a) = Z z(a) Vie S\{s}.

a€cl(s) ael—1(7) a€el' (i)

Por tanto,
v(@)= Y wa)+ Y Yo 2= ) w(a)],
a€l'(s) 1€S\{s} \ael'~1(3) a€l(i)

en donde el segundo sumatorio es nulo por conservacion del flujo z. Fijémonos que en los
sumatorios anteriores los términos cuyos arcos entran y salen de un nodo del conjunto S se
anulan dos a dos y solo nos quedan los términos cuyos arcos entran a 1" o bien salen de 7', es

decir:
v(z) = Z z(a) — Z x(a).

ae(S,T)+ a€e(S,T)~
O
La anterior proposicién es clave para la relacion entre corte y flujo en una red, pues nos

dice que el valor de un flujo factible es igual al flujo a lo largo de cualquier corte sobre esa
misma red. Gracias a esto podemos probar los siguientes corolarios.

Corolario 1.2.5. Sea x un flujo factible sobre una red R y (S,T) un corte sobre dicha red,
entonces, v(z) < ¢(S,T).
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Demostracion. Por la Definicién 1.2.1 un flujo factible x cumple que 0 < z(a) < c¢(a) Va € A,
y por la proposicién anterior se tiene:

v(x) =x(S,T) = Z z(a) — Z z(a) < Z c(a) = ¢(S,T).

ag(S,T)t ae(S,T)~ a€(S,T)+

O

Corolario 1.2.6. Sea = un flujo factible sobre una red R y (S,T) un corte sobre dicha red.
Supongamos que v(z) = c¢(S,T). Entonces x es un flujo mdzimo sobre R y (S,T) es un corte
minimo.

Demostracion. Supongamos que v(z) = ¢(S,T). Por el corolario anterior sabemos que cual-
quier flujo factible estd acotado superiormente por la capacidad de un corte cualquiera, por
tanto, el valor del flujo x alcanza su maximo. Andlogamente, por el corolario anterior sabemos
que cualquier corte de una red estd acotado inferiormente por el valor de un flujo factible
cualquiera, por el tanto, la capacidad del corte (S,T) alcanza su minimo.

En otras palabras, estamos diciendo que el corte (S,T") es un cuello de botella para el flujo =
en la red R. [

A continuacién, introduciremos una notacién para decir explicitamente el sentido de los
arcos en la red. Sea a = (i,j) € A con i,j € V, entonces denotaremos por a™ al arco en
el sentido original (7,j) y por a~ al arco en sentido contrario (j,4). Si bien es cierto que no
siempre existen arcos en los dos sentidos en una red dada vamos a construir una red a partir
de un flujo factible en la que necesitaremos distinguir entre arcos de ida y de retorno.

Definicién 1.2.7. Dado un flujo factible = sobre una red dirigida R = (V, A, ¢) la red residual
de z viene dada por R, = (V, A, ¢;;) donde

o at € A, sixz(a) < cla) con cp(at) = c(a) — x(a).

o a” € Ay siz(a) >0 concy(a) = z(a).

12) @ib@ /) @4—_@

=y
SRS

Figura 1.3: Red R con flujo factible = y las capacidades entre paréntesis (izquierda) y red residual
R, con las capacidades ¢, (derecha)

Hemos supuesto que en nuestra red siempre existird al menos un camino P entre el nodo
s y el nodo t. La pregunta seria, cudndo sigue existiendo un camino entre s y ¢ en la red
residual dado un flujo factible . El Algoritmo 1 se basa en el hecho de que si no se encuentra
P, entonces el flujo x serd maximo.
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Definicién 1.2.8. Dado un flujo factible z sobre una red dirigida R = (V, A, ¢), un camino
de aumento de flujo es un camino P de s a t en la red residual R, es decir, un subconjunto
ordenado de A,. La capacidad de dicho camino serd Ap = Inilrjl{cz(a)}.

ac

Observacion. La capacidad serd la minima de todas las capacidades ya que por ese camino
querremos mandar un flujo extra y, por tanto, tiene que respetar todas las capacidades, en
particular, el mayor valor de flujo que se puede mandar a través del camino P es la minima
de todas las capacidades de los arcos que lo componen. El ntimero de caminos de aumento
de flujo que podemos llegar a encontrar estd acotado por n - mgx{c(a)}, siendo n = |V|.

Usando la red residual de la Figura 1.3 podemos construir el siguiente camino de aumento
de flujo P = {(s,1),(1,3),(3,t)} con Ap = 1.

@O
T

Figura 1.4: Camino de aumento P (en azul) en la red residual R,

Ahora usaremos el camino de aumento de flujo P para incrementar el valor del flujo =
original. Posteriormente probaremos que de no existir dicho camino P entonces el valor de x
no se puede aumentar.

Proposicién 1.2.9. Dado un flujo factible x sobre una red dirigida R = (V,A,c) y P un
camino de aumento de flujo con capacidad Ap, definiendo el siguiente flujo:

z(a) + Ap siat € P yx(a) < c(a)
2F(a):={ z(a)—Ap sia” € P yz(a) >0
x(a) en otro caso,

P

se tiene que ¥ es un flujo factible sobre R y v(z") = v(x) + Ap.

Demostracion. Empecemos viendo que el valor del flujo es como dice el enunciado:

v(zh) = Z P (a) = Z z(a)+ {a €T(s):at € P}Ap — |{a € T(s) : a~ € P} Ap.

a€l'(s) a€l'(s)

Estas igualdades se siguen de la definicién de valor de flujo y de observar que el camino
P que va de s hasta t en la red residual R, puede salir del nodo s una cantidad de veces
[{a € T'(s) : a™ € P}| y entrar al nodo s una cantidad de veces |{a € I'(s) : a~ € P}| pero al
tener que ser un camino hasta ¢, el primer conjunto tiene necesariamente un arco mas que el
segundo conjunto y nos queda:

v(@h)= > a(a) + Ap =v(x) + Ap.
a€l’(s)
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Ahora veremos que el flujo 2 es factible usando la Definicién 1.2.1. Primero procedemos
sobre las condiciones de capacidad del flujo:

e Sea a € A tal que at € P C A,. Entonces z(a) < c(a) pues existe a™ € A, y
cz(at) = c(a) — z(a). Supongamos que x¥(a) > c(a), entonces por la definicién de
2P se tendria que Ap > c(a) — x(a) = c(at), lo cual es una contradiccién pues

Ap = mingep{c.(a)}. Ademds, como Ap > 0 es evidente que z’(a) > 0.

e Seaa € Atalquea™ € P C A;. Entonces z(a) > 0 puesexistea™ € Ay y cz(a™) = z(a).
Supongamos que ! (a) > c(a) entonces x(a) — c¢(a) > Ap, como x es flujo factible se
tiene que z(a) < c¢(a) y por tanto 0 > Ap lo cual es una contradicciéon. Por otro lado,
supongamos que x¥(a) < 0 entonces se tiene que Ap > x(a) = cz(a™), lo cual es una
contradiccién pues Ap = mingep{cy(a)}.

e Seaa € Atalquea,a’ ¢ P, es decir, un arco por el que no pasa el camino de aumento
de flujo, como aqui el flujo no cambia se tiene que 0 < 2 (a) = z(a) < c(a).

Falta ver la conservacién de flujo en todos los nodos de la red. Fijemos ¢ € V'\{s,¢}. Entonces:

Yo dPl@)= D w@+{ael(i):at € PYAp—[{aeT7'(i):a” € P}|Ap,

ael~1(z) ael~1(z)

Y aPa)= ) a(a)+ {aeT(i):a" € PHAp—|{a €T(i):a” € P}|Ap.

a€l(4) a€T (i)

Fijémonos en que el niimero de arcos del camino P que entran al nodo i es exactamente la
suma de los cardinales |[{a € T71(i) : a* € P}| + |{a € T'(i) : a~ € P}| y el ntimero de arcos
que salen del nodo i que son del camino P es la suma de los cardinales [{a € T71(3) : a~ €
P} + |{a € (i) : a* € P}|. Por tanto, por la conservaciéon de flujo de z, los dos sumatorios
anteriores son iguales y se tiene que ¥ conserva el flujo en la red R. O

Si ahora usamos el camino de aumento de flujo de la Figura 1.4 con Ap = 1 sobre el
flujo factible de la Figura 1.3 con valor v(z) = 5 podemos obtener un flujo ¥ con un valor
v(2z’) = 6 tal y como dice la proposicién anterior. El flujo actualizado serfa:

OO
—
2(2)

/‘7
@ 0(1) 4(6)
=5

Figura 1.5: Red R con flujo factible aumentado 2

Teorema 1.2.10. Sea x un flujo factible sobre una red dirigida R = (V, A, c¢). Entonces
x es flujo mdzimo si y solo si no existe ningin camino de aumento de flujo en la red
residual R,,.
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Demostracion. Es trivial por el contrarreciproco, pues si existe un camino de aumento
de flujo P entonces podemos definir el flujo ¥ como en la proposicién anterior y su valor es
mayor que el valor del flujo x, por tanto, z no podia ser un flujo maximo.

Vamos a definir un conjunto de nodos como sigue. Sea S = {s} y afhadiremos el nodo
j € V al conjunto si 3i € S tal que z(i,j) < ¢(i,5) o z(i,5) > 0.

Evidentemente, ¢ ¢ S pues si perteneciese habriamos encontrado un camino de aumento de
flujo. Definimos el conjunto de nodos no vacio T' = V'\S. Consideremos el corte de la red R
dado por (S, T). Entonces por construccién de S tenemos:

e Siae (S, T)" entonces z(a) > 0 pero no puede ser z(a) < c(a), por tanto, z(a) = c(a).
o Sia€ (S,T)” entonces z(a) < c(a) pero no puede ser xz(a) > 0, por tanto, z(a) = 0.

Calculando el valor del flujo a través del corte que hemos definido se tiene:

v()=2(S,T)= Y  a(a)— >  x(@)= Y cla)=cS,T).

ag(S,T)+ ag(S,T)~ ag(S,T)+
Por el Corolario 1.2.6 el flujo x es maximo. O

Con la teoria dada, estamos en disposicién de describir el algoritmo de Ford-Fulkerson
que data de 1956 (ver Ford Jr y Fulkerson, 1956). Este se basa en tomar un flujo inicial xg
factible sobre una red R = (V, 4,¢) que se ird actualizando usando la red residual R,, y
algiin camino de aumento de flujo en la misma. Una explicaciéon con una notaciéon similar a
la utilizada aqui la encontramos en Ahuja et al. (1993, p. 180-184) en la que podemos ver
ademas algunos ejemplos y reflexiones que da el autor.

Algoritmo 1 Ford-Fulkerson O(n?)

Input: Red dirigida R, flujo factible xq
Pasos:

Hacemos k = 0.
Construimos la red residual R, .
Buscamos un camino P de s a t en R, .

Si no existe P entonces zj es flujo maximo, FIN.

A S A

Si existe P, actualizamos el flujo

zr(a)+Ap siat € Py zi(a) < c(a)
zp(a) =4 zi(a) —Ap sia” € Py xi(a) >0
zi(a) en otro caso.

6. Hacemos k = k + 1 y volvemos al paso 2.
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El flujo factible inicial puede ser el trivial idénticamente nulo o cualquiera que respete las
limitaciones de la funcién ¢ de la red. Alternativamente existe un algoritmo que sustituye el
proceso de construir la red residual y buscar un camino de aumento de flujo directamente en
cada iteracién por un proceso de etiquetado (ver Ford Jr y Fulkerson, 1962, p. 17-18).

Consideremos etiquetas (;, A;) en cada nodo i € V', donde §; denota el nodo del que pro-
cede la etiqueta y el sentido de la misma (por avance con + o por retroceso con —) y A; es
la cantidad méxima de aumento de flujo que se puede hacer hasta el nodo i. Este algoritmo
al terminar encuentra un camino de aumento de flujo de manera implicita simplemente re-
corriendo las etiquetas desde ¢ hasta s seglin se indique avance o retroceso y cuyo valor de
aumento sera A;.

Algoritmo 2 Ford-Fulkerson (etiquetado) O(n?)
Input: Red dirigida R, flujo factible zq
Pasos:

1. Hacemos k = 0.
2. Etiquetamos el nodo s como (—, c0).
3. Tomamos un arco a € A que conecta dos nodos i,j € V:

> Sia=(i,7) y zx(a) < c(a) entonces etiquetamos j por avance con (i1, A;),

Aj; =min{A;, c¢(a) — zp(a)}.

> Sia=(j,1) y xx(a) > 0 entonces etiquetamos j por retroceso con (i~,A;),

Aj; = min{A;, zi(a)}.

4. Repetimos el paso 3 hasta llegar a una de las dos situaciones siguientes:
> El nodo ¢ ha sido etiquetado, continuamos al paso 5
> El nodo ¢ no ha podido ser etiquetado, xx es flujo maximo, FIN.

5. Tenemos que d; representa al predecesor de t. Construimos iterativamente el camino
de aumento de flujo P de s a t.

6. Para cada arco a = (i,j) € P:
> Sid; =" entonces zi(a) = zg(a) + Ay
> Sidj =i~ entonces zi(a) = zi(a) — Ay

7. Hacemos k = k + 1 y volvemos al paso 2.

Este proceso de etiquetado permite automatizar el algoritmo en un ordenador sin tener que
utilizar subrutinas complementarias que calculen caminos y construyan la red residual. Sin
embargo, el Algoritmo 1 en ocasiones es mas visual que el proceso de etiquetado desarrollado
en el Algoritmo 2. En ambos casos tendremos una complejidad computacional de O(n?) siendo
n el nimero de nodos de la red.
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Como colofén de esta seccion demostraremos la relacion intima que guardan el problema
del flujo méximo en una red y el problema del corte minimo (ver Definicién 1.2.2).

Teorema 1.2.11 (Flujo Méximo - Corte Minimo). El valor de un flujo mdzimo de una
red dirigida es igual a la capacidad de un corte minimo de la red.

Demostracion. Supongamos que z es un flujo maximo en la red R. Por el Teorema 1.2.10
sabemos que no existe un camino de aumento de flujo en la red residual R, y, como vimos
en su demostracion, se puede construir un corte (S,T) de R tal que el valor del flujo es igual
a la capacidad del corte, por el Corolario 1.2.6 dicho corte es minimo.

Supongamos que tenemos un corte (S,T) de R con capacidad minima, entonces construimos
un flujo factible x, en particular que cumpla la conservacién de flujo, tal que:

cla) siae€(S,T)"
z(a)=¢ 0 siae (S,T)"
x(a) factible en otro caso.

Podemos construirlo a partir de un flujo factible cualquiera y usando caminos de aumento
de flujo iterativamente. Al ser el corte (S,T) de capacidad minima, sera el primer corte de
la red R que se sature completamente, es decir, en el que se obtenga un flujo de la manera
que hemos indicado. Dicho flujo serd maximo pues su valor en el corte (S,T’) coincide con la
capacidad del corte (ver Corolario 1.2.6). O

1.3. Flujo a coste minimo

Hemos definido un flujo factible en una red dada R y hemos resuelto el problema de encon-
trar aquellos que tengan un valor maximo. Aunque el flujo maximo nos sirve para modelizar
muchos problemas de la realidad, estos no capturan una variable esencial como es el coste.
No hay problema de optimizacién en la realidad sin un coste asociado, ya sea temporal o
monetario.

En esta seccién incluiremos en nuestra red R = ((V, A), ¢), con capacidades en los arcos,
una funcién 7 : A — R, que designa el coste por unidad de flujo sobre un arco. Dejaremos que
el coste pueda ser menor que cero ya que, para desarrollar la matematica que necesitamos,
algunos arcos de nuestra red podran tener un coste negativo. La interpretaciéon no es otra
que favorecer el paso del flujo por esos arcos ya que no suponen un coste, es més, suponen
un beneficio si son estrictamente negativos.

El problema que nace de esta red R = ((V, A), (¢, 7)) es el de encontrar aquel flujo factible,
con un valor v € R dado a priori, que tenga coste minimo. El coste del flujo vendra dado
por la suma del flujo que pasa por los arcos multiplicado por el coste 7(a). En particular,
podremos resolver el problema de encontrar el flujo factible estatico de valor maximo a coste
minimo si el valor v ha sido calculado mediante un algoritmo de flujo maximo.
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Si planteamos la cuestién del parrafo anterior como un problema de programacion lineal
quedaria:

min. Z TaTa (1.3)

acA
s.a x flujo factible en R (1.3a)
v(x) = v constante. (1.3b)

Como en el caso anterior, existen numerosos algoritmos que resuelven este problema. No-
sotros explicaremos el que se debe a Busacker y Gowen (ver Busacker y Gowen, 1961). Este
resuelve el problema anterior de minimo coste con un flujo que va desde el nodo s hasta
el nodo t que hemos fijado. Sin embargo, existe otra versién del problema en la que no se
destacan dos nodos especiales como nosotros hacemos y lo que se tiene es una red con un flujo
circulando a coste minimo sin origen ni destino. Uno de los algoritmos mas populares para
esta version es el algoritmo ”Out-of-kilter” debido a Fulkerson en 1961 y podemos encontrar
una explicacion del mismo en Pelegrin et al. (1992, p. 177-183).

Algoritmo 3 Busacker-Gowen O(n?m)
Input: Red dirigida R = (V, A,¢,7), valor v € R
Pasos:

1. Construimos el flujo z¢ nulo. Hacemos k& = 0.

2. Construimos la red residual R,, = (V, Az, , cay, To,) donde, andlogamente a la Defi-
nicién 1.2.7, tendremos:

> at € Ay, sixg(a) < cla) con ¢y (a™) = c(a) — x(a), 74, (a™) = 7(a).
> a” € Ay, sizg(a) >0 con ¢y (a”) =xp(a), 74, (a”) = —7(a).

3. Obtenemos el camino de coste minimo P}, de s a t en la red residual R, . Si el camino
no existe, no hay solucién, FIN.

4. Calculamos € = min{v, {¢;, (a) : a € P}} y actualizamos el flujo x5 como:
zi(a) +e sia’ € Py zx(a) < c(a)

zp(a) = zp(a) —e sia” € Pyy xp(a) >0
xi(a) en otro caso.

5. Actualizamos v = v — €. Si v > 0 hacemos k = k + 1 y volvemos al paso 2. En caso
contrario, FIN, zj es flujo a coste minimo.

Observacion. Atendamos a que, si en el algoritmo eliminamos las condiciones referentes al
valor de flujo v y simplemente vamos calculando caminos de aumento de flujo a coste minimo
en cada iteracién, al final obtendremos un flujo maximo a coste minimo pues estamos
forzando a saturar todos los caminos de aumento que se encuentren.
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Este algoritmo se basa, como el en el caso del Algoritmo 1, en tomar un camino en la red
residual y actualizar el flujo en cada iteracién segun las capacidades de los arcos del camino
encontrado y la constante v. El algoritmo es de hace casi 60 anos y ha sufrido algunas mejoras
en todo este tiempo. Nosotros destacaremos la realizada en Goldberg y Tarjan (1987). Aqui
consiguen un algoritmo cuya complejidad computacional es menor en el peor de los casos
que el Algoritmo 3. Si n es el nimero de nodos y m el de arcos entonces es conocido que
la complejidad computacional en el peor de los casos es O(n?m). Para una explicacién del
concepto de complejidad computacional se recomienda al lector mirar el Anexo A.1 y las
lecturas citadas alli.

Vemos que el Algoritmo 3 encuentra un camino P} a coste minimo en la red residual R, .
Para hacerlo tendra que usar alguno de los algoritmos de caminos més cortos entre dos no-
dos que existen, ya que los costes pueden ser interpretados como distancias y, por tanto, el
camino a coste minimo se interpretaria como un camino més corto.

Uno de los algoritmos clasicos més conocidos para caminos mas cortos es el Algoritmo de
Dijkstra (ver Dijkstra, 1959), que calcula el camino més corto entre dos nodos si todas las
distancias son mayores o iguales que cero. Como en nuestro caso en el Algoritmo 3 defini-
mos un coste que toma valores negativos para algunos arcos, este no nos sirve en esta ocasion.

Otro de los algoritmos mas conocidos es el de Floyd (ver Floyd, 1962) que si que per-
mite distancias negativas pero que calcula los caminos mas cortos entre todos los pares de
nodos actualizando en cada iteracién una matriz de distancias. Esto supone un sobrecoste
computacional ya que nosotros solo necesitamos el camino mas corto entre dos nodos. Por ello
consideraremos el Algoritmo de Moore (ver Moore, 1959). Este es muy similar al de Dijkstra
pero permite distancias negativas durante su ejecucién. En Pelegrin et al. (1992, p. 90-91)
podemos encontrar el Algoritmo de Moore. El capitulo 4 de ese mismo libro estd dedicado
expresamente a caminos mas cortos en un grafo y podemos ver, aparte de los citados aqui,
otros algoritmos para estructuras de grafos concretas.

1.4. Flujo y localizacién

Cuando hablabamos de las aplicaciones de las redes en la Seccién 1.1 sobre problemas de
localizacion y problemas de flujo, lo hicimos por separado. En las Secciones 1.2 y 1.3 hemos
estado describiendo los problemas del flujo méximo en una red y el flujo a coste minimo,
ambos estaticos sin considerar el tiempo. En numerosas ocasiones los problemas de localiza-
cién plantean encontrar puntos de la red que minimicen alguna funcién de la distancia entre
todos los nodos, que estarian modelando zonas de demanda. Un par de ejemplos de problemas
de localizacién muy estudiados son el problema de la p-mediana y el p-centro, los cuales se
diferencian en la funcién objetivo que intentan minimizar. Si el lector quiere conocer mas
sobre este tipo de problemas y realizar un recorrido histérico le recomendamos ver Marin y
Pelegrin (2019) y Calik et al. (2019).

Sin embargo, es posible que, dada la naturaleza de algunos problemas, tengamos que loca-
lizar alguna instalacién/objeto en una red (ya sea un nodo o un arco de la misma) y a la vez
tengamos que buscar la localizaciéon para dicha instalaciéon que afecte lo menos posible a un
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flujo que circule por la red, digamos de s a t. Nace de esta manera la necesidad de los modelos
de flujo y localizacién simultanea que denominaremos, como en la terminologia anglosajona,
Problemas q-FlowLoc a partir de ahora, siendo ¢ el nimero de instalaciones u objetos que
se quieren colocar en toda la red.

Asi, por ejemplo, los problemas de evacuacién modelados con una red pueden ser vistos
en dos fases. La primera seria la localizaciéon de puestos de emergencia a lo largo de la red,
los cuales deben dificultar lo menos posible el paso de la gente, y la segunda fase seria la
maximizacién del flujo de personas a evacuar, es decir, tenemos un problema FlowLoc segin
hemos descrito. Incluso, si nos referimos a la planificacién de una evacuaciéon de un instituto,
un estadio o una zona urbana, es importante no situar instalaciones (ya sean bancos, exposi-
tores, puestos de comida, etc) en lugares que hagan disminuir el flujo méximo de una manera
dramatica, ya que seria un riesgo para una posible evacuaciéon del lugar en cuestién.

En esta seccién consideraremos inicialmente una red R = (V, A, ¢) con dos nodos destacados
s y t de origen y destino del flujo que haremos pasar por la red. Las instalaciones solo se
podran colocar en arcos de la red. Es posible que el problema que se quiera modelizar en
la red tenga necesariamente més de un nodo fuente y mas de un nodo destino. En Heller
y Hamacher (2011) se trata esta extensién del problema al que llaman “multiterminal g-
FlowLoc”. Nosotros consideraremos la simplificacién del modelo en la cual acumularemos
todos los nodos fuente y destino en un solo par s y ¢ como vimos en la Figura 1.2.

Definicién 1.4.1. Sean una red R = (V, A, c), s el nodo fuente y ¢ el nodo destino. Consi-

deremos P = {p1,p2,...,pq} €l conjunto de instalaciones a localizar en los arcos de la red, y

las siguientes funciones:
& d:P— R,

m:A— R,

siendo d una funcién que asigna el tamano o dimensiones de nuestra instalacién. La funcién m

indica el nimero maximo de instalaciones que se pueden localizar en un arco a € A, y permite

definir el conjunto L := {a € A : m(a) > 0} que sera el conjunto de localizaciones factibles

de nuestra red. Denotaremos por red de flujo y localizacién o red de evacuacién a la

red
RIP’ = ((‘/7 A)v (67 d, m))

A partir de la definicién de red de flujo y localizacién nace, de manera natural, el concepto
de funcién de localizacién. Este asignara a cada instalacion del conjunto P un arco a € A que
pueda albergar, al menos, una localizacién. Esto es que m(a) > 0, es decir, a € L.

Definicion 1.4.2. Sea Rp una red de flujo y localizacion, llamaremos funcién de localiza-
cion de P a la funciéon
[:P—L,

que asigna a cada instalacion p € P una tnica localizacién de L.
Observacion. Notemos que, aunque una instalaciéon no se puede localizar en dos sitios dife-

rentes, dos instalaciones distintas si pueden compartir la misma localizacién. Esto dependera
del valor de la funcién m(a) para un arco a (que representa la localizacién).
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Entonces nos podemos plantear el problema de flujo y localizacién que hemos descrito en
los parrafos anteriores y cuyas caracteristicas reuniremos de la siguiente manera:

PROBLEMA ¢-FLOWLOC
Input:  Una red de flujo y localizacion Rp = ((V, A), (¢,d, m)).
Se pide: Encontrar una funciéon de localizacién [ : P — L, tal que el flujo de s a ¢t sea

méaximo en la red modificada

Ry :=(V,A,¢) donde c¢(a):=c(a)— Iilg]}%({d(p) : l(p) = a}

son las capacidades de los arcos modificadas por la asignacién que proporciona
la funcién de localizacion.

Observacion. El hecho de usar la funcién de coste nueva ¢, calculada como el maximo de
todas las funciones de tamafio de las instalaciones en un arco dado, es porque asi se esta
modelizando que solo la instalacién de mayor tamano es la que causa una disminucién de
flujo. Por ejemplo, en la Figura 1.6 se puede ver que la capacidad de un arco a se vera reducida
por la instalacién p; de la imagen que tenga el mayor de los tamanos, provocando un ”cuello
de botella”.

max d(p;
(p1)

I I

=

Fll® | F

N — N —
c(a) c(a)

Figura 1.6: A la izquierda, el flujo (azul) por un arco a. A la derecha, el mismo arco con unas
instalaciones colocadas

Observacidn. Sin embargo, es posible que en otros contextos queramos escribir ¢;(a) =
c(a) = Xopi(p)=a A(p). De esta manera las instalaciones "molestan” mas al flujo cuantas més
se acumulen en un mismo arco. Por ejemplo, el caso del atraque de una serie de barcos en un
canal cuando estos se tienen que colocar en el mismo punto por la falta de espacio y el tamano
de la instalacién es la suma de todos los tamatios individuales (Ver Figura 1.7, izquierda).
También es posible entender este modelo en el caso en el que por un tubo queramos hacer
pasar una serie de cables de distintos tamafios cada uno, algo muy comun en instalaciones
eléctricas domésticas. Entonces el flujo es todo el que pueda pasar por el espacio libre que
nos queda en el tubo, mientras que cada cable (que serd una instalacién p) ird acumulando
en la disminucién de la capacidad (ver Figura 1.7, derecha).
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d(p1)+d(p2)+d(ps)

c(a)

Figura 1.7: A la izquierda, el flujo (azul) en un canal con 3 barcos abarloados. A la derecha, un flujo
(azul) a través de un tubo con varios cables ya colocados

Plantearemos el problema mediante su formulacién lineal entera mixta. Después motiva-
remos la creacion de una heuristica para el caso mas general debido a que este problema es
NP-completo (ver Teorema 1.4.3).

Variables

Zq ¢ flujo en el arco a Va € A

Vo { 1 si la instalacién p se coloca en el arco a
a,p -

A P
0 en otro caso. VacApe

Constantes
d, : tamano de la instalacién p € P.
cq : capacidad del arco a € A.
mg :  maximo numero de instalaciones que se pueden colocar en a € A.

Formulacién

max. Z Tg — Z Zq (1.4)

a€l'(s) ael—1(s)

s.a Z Tg — Z e =0 VieV\{s,t} (1.4a)
a€l—1(z) a€l(7)
0<z,<cq Va € A\L (1.4b)
Zya@ <mg Va € L (1.4c)
peP
> Yap=1 VpeP (1.4d)
a€l
Za + dpYap < Ca Yaecl,peP (1.4e)
Yap € {0,1} VaecL,peP (1.4f)

En el objetivo (1.4) tratamos de maximizar el valor del flujo; el segundo sumatorio se utiliza
para evitar usar arcos que lleguen hasta el nodo s. Si no existen, es decir, si ["!(s) = ()
entonces no se computaria el segundo sumatorio y nos quedaria maximizar v(z) en un flujo
estatico. Otra forma de conseguir que este sumatorio sea siempre nulo es, si es posible en el
modelo, crear un nodo fuente y un nodo destino que acapare al resto en uno solo como ya
vimos en la Figura 1.2.
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Los conjuntos de restricciones (1.4a) y (1.4b) permiten hacer que x sea un flujo factible
estético en la red (véase Definicién 1.2.1). Las restricciones (1.4c¢) aseguran que cada localiza-
cién valida en un arco, cuyo conjunto es . C A, no supere el méaximo de instalaciones posibles
en dicho arco dado por valor m,. Las restricciones (1.4d) obligan a que cada instalacién p sea
colocada en una y solo una localizacién vélida. Las restricciones (1.4¢) se encargan de que si
una instalaciéon p se coloca en un arco a, el flujo que pasa por ese arco no pueda superar a
la capacidad menos el tamaio de la instalacién d,. Al ser las variables y, , binarias, se logra
que el flujo del arco a no supere a la capacidad menos el maximo de los tamafios de todas
las instalaciones situadas en a. Por tltimo el conjunto de restricciones (1.4f) nos indican que
las variables y, , son binarias, las variables z, son continuas y por ello no se explicitan en la
formulacion.

Con la notacién que hemos fijado hasta ahora |P| = ¢. Empezaremos elaborando un algorit-
mo exacto para el caso en el que queramos localizar inicamente una instalacién P = {p} con
q = 1. Una primera aproximacién a resolver el Problema ¢-FlowLoc es por enumeracién, ya
que queremos localizar una sola instalacién y lo tnico que tendremos que hacer es buscar la
localizacion que afecte lo menos posible al flujo maximo original. Para ello iremos recolocando
nuestra instalacion p y calculando el flujo maximo para cada arco a € LL entre las localizacio-
nes factibles. Nos quedaremos entonces con el flujo maximo entre todos los calculados para
el conjunto L y la localizacion para la que se alcance. El siguiente algoritmo es un resumen
de lo expuesto en este parrafo.

Algoritmo 4 1-FlowLoc por enumeracién O(|L|n?)

Input: Red de flujo y localizacién Rp = ((V, A), (¢,d, m)) e instalacién p
Pasos:

Fijamos el flujo maximo v = —oc.

Tomamos un arco a € . no marcado.

Si ¢(a) > d(p) entonces actualizamos c(a) = ¢(a) — d(p).

Calculamos el flujo méximo z® en la red R = (V, A, ¢) con el Algoritmo 2.

Marcamos el arco a y reactualizamos la capacidad c(a) = c(a) + d(p).

A

Si v(x®) > v entonces actualizamos el flujo maximo v = v(z®) y la localizacién
l(p) = a.

7. Si todos los arcos de L estan marcados, FIN. Si no, volvemos al paso 2.

En Hamacher et al. (2013, p. 167-171) podemos encontrar el algoritmo que acabamos de
exponer y una serie de mejoras que introduce el autor, para el 1-FlowLoc, por medio de
un preprocesamiento de los arcos de la red y las localizaciones factibles, consiguiendo unas
diferencias de rendimiento respecto al algoritmo por enumeracién de més de un 99% gracias,
precisamente, a ese preprocesamiento. En estas mismas paginas podemos ver que el autor nos
proporciona la complejidad computacional para resolver el problema del 1-FlowLoc mediante
el Algoritmo 4 que es O(|L||V|?), para la definicién de la notaciéon O ver Anexo A.1.
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FEn el caso de querer localizar ¢ > 1 instalaciones tendremos que buscar los lugares en
I C A tales que la reduccién del flujo maximo original sea lo menor posible y a su vez no
sobrepasar la restriccion en el niimero de instalaciones por arco que nos da la funcién m.

Una primera tentativa es tomar el Algoritmo 4 e ir situando una a una todas las insta-
laciones en los arcos que afecten lo menos posible al valor del flujo maximo. Esta forma de
proceder nos llevaria a recorrer todas las posibilidades de ¢ instalaciones colocadas entre |L|

localizaciones, esto es, un algoritmo del orden de (|]£1“|) posibilidades, haciendo viable esta
posibilidad solo para los casos en los que el nimero combinatorio sea pequeiio, es decir, g o
L — ¢ sean pequenos. Hay que tener en cuenta que un algoritmo heuristico de este tipo seria
muy similar a uno tipo greedy, puesto que iremos situando las instalaciones en sus mejores
posiciones posibles de manera iterativa.

Sabemos que esto no siempre nos conduce a una solucién 6ptima global, aunque si factible,
y en muchas ocasiones eficiente, en el sentido que es e-6ptima en valor para un € > 0 pequeno.
Entonces, una de las primeras preguntas que nos formulamos es si el Problema ¢-FlowLoc
se puede llegar a resolver en un tiempo aceptable, es decir, en tiempo polinomial, con un
algoritmo exacto. La respuesta general es que no, ya que demostraremos que el problema es
NP-completo. Aunque también veremos una heuristica refinada que funciona muy bien en
la practica y que consigue resultados factibles cercanos al é6ptimo en tiempos inferiores a los
marcados por la tentativa greedy que hemos comentado antes.

Primero transformaremos el Problema ¢-FlowLoc a su problema analogo de decision para
poder afrontar la demostracién de la NP-completitud. Esto es posible hacer ya que todo
problema de optimizacién tiene su contrapartida como problema de decision. Como estamos
maximizando un flujo, el problema de decisién serd encontrar un flujo cuyo valor sea mayor
o igual que algun k € Z, pero que no sea mayor que k + 1, es decir, el flujo es maximo y lo
tenemos acotado por k + 1.

PROBLEMA DE DECISION ¢g-FLowLocC
Input: Una red de flujo y localizacién Rp = ((V, A), (¢, d, m)).

Pregunta: |Existe una funcién de localizacién [ : P — L tal que el valor del flujo maximo
en R; sea mayor o igual que un k € Z?

Recordemos que la red R; = (V, A, ¢;) a la que se refiere el problema tiene por capacidades
en los arcos la funcién ¢(a) = c(a) — maﬁc{d(p) : l(p) = a}. Vamos a demostrar que este
pe

problema de decision, equivalente al problema de optimizacién homénimo, es NP-completo.

{ Teorema 1.4.3. El problema de decision de q-FlowLoc es NP-completo. }

Demostracion. Es obvio que el problema de decision g-FlowLoc estd en NP puesto que si la
respuesta a la pregunta es “si”, esta puede ser comprobada en tiempo polinomial encontrando
un flujo maximo en la red R; con las capacidades modificadas por las instalaciones.
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Ahora, mostraremos que el problema de decisiéon g-FlowLoc es reducible polinomialmente
al problema 3-SAT, el cual sabemos que es NP-completo (ver Teorema A.1.8). Consideremos

B = {b1,ba,...,by} un conjunto de variables booleanas y C; unas disyunciones de 3 literales,
Ci =c1VeiaVezcont = 1,..., k, donde cada literal ¢; ; es distinto, fijado el 4, y representard
a la variable booleana by, 0 —bj, para algin h = 1,...,m con “=" la negacién légica. A cada

C; se le denominard cldusula, consideremos la coleccién de cldusulas C = C1 ACo A -+ - A Cl,
donde “A” es la conjuncién logica.

La expresion booleana C' tiene la estructura del problema 3-SAT (ver Anexo A.1) y a partir
de ella se puede construir una red dirigida con 3 + k + 3m nodos y 1+ 4k + 5m arcos como la
de la Figura 1.8, que es un ejemplo para k =4 y m = 5, en tiempo polinomial. Veremos que
esta red representara el problema 3-SAT en términos de un problema de flujo y localizaciéon
y que, en ella, es equivalente resolver el problema de decisién g-FlowLoc que el problema
3-SAT.

“‘\/ \/ \@/ /
2\1

@

Figura 1.8: Red para representar el problema de decisiéon 3-SAT con cldusulas C7 = b1 V by V —bs,
Cy = by V =y V bs, C3 = —by V —bg Vb y Cy = —b3 V by V by

Los nodos y arcos de la red R seran:
o Nodos fuente (s) y destino ().
o Nodos clatisula C; para cada i € {1,...,k}.
¢ Nodo coleccion C.
o Nodos literales by, y —by, para cada h € {1,...,m}.

o Nodos de variables h para cada h € {1,...,m}.
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o Arcos desde s hasta cada C; para cada i € {1,...,k} con capacidades 1.

e Arco desde s hasta C con capacidad 2k.

o Arcos desde C; para cada i € {1,...,k} hasta sus literales ¢; ; con capacidades 1.

e Arcos desde C' hasta todos los literales c; ; con capacidades k, en total 2m arcos.

o Arcos desde by, y —b, hasta su variable h para cada h € {1,...,m} con capacidades k.

o Arcos desde los nodos h para cada h € {1,...,m} hasta t con capacidades igual a las
veces que se repiten by, y —by en todas las clausulas C;.

Solo los arcos que conectan los nodos literales by, y by, a los nodos de variables h para cada
h € {1,...,m} tienen capacidad para localizar una instalaciéon por arco, el resto no.

Es obvio que la suma de las capacidades de los arcos que conectan el nodo s con sus sucesores
es 3k. Si construimos un flujo factible de valor 3k en la red, en virtud del Corolario 1.2.6,
sera flujo maximo. Supongamos que saturamos todos los arcos sucesores del nodo s, este flujo
tendria valor 3k, veamos que puede llegar hasta el nodo ¢. El flujo que atraviesa los arcos
(s,C;) Vi € {1,...,k} llega sin problema hasta el nodo t debido a que existen tres arcos
sucesores (y que no inciden en el mismo literal) de cada nodo clausula C;.

El resto del flujo, con valor 2k, atraviesa el arco (s, C) y existen arcos (C, ¢; ;), con capacidad
k cada uno, siendo el literal ¢; ; = by 6 ¢;j = —bj, para algin h € {1,...,m}. Entonces,
dividimos el flujo siguiendo la siguiente logica: Se hace pasar una unidad de flujo por el arco
(C,¢i ;) por cada arco de la forma (Cj, ¢; ;) que no haya sido utilizado ya por el flujo en el
parrafo anterior. Puesto que no es un multigrafo (ver Figura 1.8), los arcos de la forma (b, h)
y (=bp, h) nunca sobrepasan su capacidad, que es, k. De esta forma el flujo puede llegar hasta
el nodo t, ya que las capacidades de los arcos (h,t) han sido fijadas segun el ntimero de arcos
(Ci, ci,j) que son predecesores de un literal ¢; ; = by 6 ¢; ; = —by, para cada h € {1,...,m}.

El problema ¢-FlowLoc en esta red se traduciria en ver si podemos localizar ¢ = m instala-
ciones de tamano k tal que el flujo maximo de la red sea mayor o igual que 3k. Veamos que
la expresion booleana C' del 3-SAT se satisface si y solo esto se cumple.

Supongamos que la expresion C' cumple el problema 3-SAT. Entonces cada cldusula C;
tiene, al menos, un literal ¢; ; que es verdad. Situando una instalacion en el arco (b, h) si by,
es falsa o en el arco (—bp, h) si by, es verdadera (para algtin h) se tiene que existe un camino
desde C; hasta t para cada i € {1,...,k} que envia un flujo de valor 1. Tenemos de momento
un flujo con valor £ que llega hasta t.

Como by, no es falsa y verdadera simultaneamente, se tiene que en los arcos (by, h) y (=bp, h)
no se sitian instalaciones a la vez. Ademads, al nodo C llega un flujo de valor 2k y este se
conecta con arcos de capacidad k a todos los literales a la vez, por tanto, es suficiente repar-
tir este flujo de valor 2k entre todos los arcos disponibles de tal forma que a cada nodo de
variable h llegue un flujo igual a la capacidad del arco (h,t) menos el flujo ya ocupado desde
C; hasta t descrito en el parrafo anterior.

Como la suma de las capacidades de los arcos incidentes en el nodo ¢ es 3k el proceso que
hemos descrito se puede realizar y tenemos que en la red R; conseguimos un flujo con valor
mayor o igual a 3k.
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Las m instalaciones de tamafio k pueden colocarse en la red R de tal forma que el flujo
méaximo en la red R; sea mayor o igual que 3k.

Veamos que dos instalaciones no pueden localizarse en los arcos (b, h) y (—bp, h) simulté-
neamente para ningin h € {1,...,m}. Procedamos por reduccién al absurdo, supongamos
que 3h € {1,...,m} tal que dos instalaciones se localizan en los arcos (by,h) y (—=bp,h),
entonces, por la construccién de la red R estos arcos no tienen capacidad libre en R’ pues las
instalaciones tienen capacidad k, por tanto, el flujo en el arco (h,t) serd cero y por ende, el
maximo flujo serd estrictamente menor que 3k puesto que las capacidades de los arcos que
incidian en el nodo t eran exactamente 3k como hemos apuntado en un parrafo anterior.

Por tanto, C se satisface escogiendo como verdaderas las variables by, si la capacidad del arco
(bp, h) es igual a k, es decir, se localiza una instalacién en el arco (—by, h) y falsas en el otro
caso, en el que la instalacion se localiza en el arco (b, h). O

Por supuesto, demostrar que en el peor de los casos no se conseguiria resolver el problema
del ¢-FlowLoc para ¢ > 1 en tiempo polinomial, a no ser que P = NP, no quiere decir que la
comunidad cientifica deje de buscar algoritmos heuristicos que logren resolver la mayor parte
de las instancias en tiempos aceptablemente rapidos.

En concreto, en Hamacher et al. (2013, p. 175), podemos encontrar un algoritmo heuristico
que en el peor de los casos tiene un orden de O(qlog(q) + q(|L| + n?)), con n el ntimero
de nodos, y que el propio autor nos compara con el tiempo que tarda el solver CPLEX en
resolverlo de manera exacta, obteniendo resultados un 95% mejores, como minimo, en tiempo.
Siendo CPLEX incapaz de resolver alguna de las instancias presentadas en el articulo (ver
Tabla 1.1) por su elevado coste computacional.

Nodos q =100 q =200
Algoritmo 5 CPLEX Algoritmo 5 CPLEX
100 0.009 0.94 0.018 5.52
300 0.231 10.357 0.437 57.63
500 0.760 41.127 1.304 N/A

Tabla 1.1: Comparacién del tiempo, en segundos, de ejecucién del Algoritmo 5 y CPLEX resolviendo
(1.4), datos extraidos de Hamacher et al. (2013, p. 175)

La heuristica la presentamos a continuacién con la notacién adaptada a la que hemos dado
en este capitulo. Esta se basa en ordenar las instalaciones por orden decreciente, buscar el
arco a con mayor capacidad residual ¢(a) — x(a) siendo z un flujo maximo. En dicho arco,
localizaremos tantas instalaciones como se pueda, esto nos lo indica la funcién m(a). Si la
instalacién mas grande situada en el arco a tiene un tamano mayor que la capacidad resi-
dual ¢(a) — x(a), entonces, esa instalacion afectara al flujo maximo de la red y, por tanto,
tendremos que recalcular un flujo maximo en la red teniendo en cuenta las instalaciones ya
localizadas hasta ese momento.
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Algoritmo 5 ¢-FlowLoc estitico O(qlog(q) + q(|L| + n?))
Input: Red de flujo y localizacién Rp = ((V, A), (¢,d,m)). Siendo P el conjunto de insta-
laciones.
Pasos:

1. Definimos k = 1. Colocamos P = {p1,...,p,} en orden decreciente segiin su tamafio

d(p1) > d(p2) > -+ > d(pg).

Calculamos flujo maximo z en la red R con el Algoritmo 2.

Si k > ¢, saltamos al paso 7. Si no, buscamos arco a € argmax{c(a) — z(a) : a € L}.
Fijamos la localizacion l(pg4i—1) = a Vi =1,...,min{m(a),q+ 1 — k}.
Actualizamos c¢(a) = max{c(a) — d(pk),0}, k = k+min{m(a),¢+1—k}, L = L\{a}.

Si z(a) > ¢(a) entonces volvemos al paso 2. Si no, volvemos al paso 3.

N ot N

Finalizamos el proceso con flujo méximo x, valor v(x) y localizaciones [. FIN.

Esta heuristica ordena ¢ elementos en un vector que tiene un coste en tiempo compu-
tacional de O(qlog(q)). Ademés en cada iteracién k calcula, a lo sumo, un flujo maximo con
O(n?), donde n es el niimero de nodos, y un argmax con una complejidad igual a una bis-
queda en la una lista, es decir, O(|L|). Quedando una complejidad computacional total de

O(qlog(q) + q(|L| + n?)).

Si nos fijamos, la clave del funcionamiento de esta heuristica es precisamente que hemos
supuesto que solo la instalacién de mayor tamano condiciona el flujo que pasa por un arco
(véase Figura 1.6) y por ello en el paso 5 actualizamos la capacidad ¢(a) disminuyendo en
una cantidad igual al tamafio de la mayor instalacién colocada en esa iteracién, que es la
instalacion pg. Si tomasemos el modelo en el que las instalaciones afectan a la capacidad
del arco de manera conjunta (como con la suma, véase Figura 1.7), entonces el Algoritmo 5
fallaria tal y como estd expresado y habria que afladir otros pasos para asegurar que la
solucion final que se encuentra fuera, al menos, factible.




2. Flujos dinamicos

En la primera seccion fijaremos el modelo que utilizaremos en la teoria del resto de seccio-
nes. Es posible que la necesidad de un modelo muy aproximado a la realidad haga que este se
vuelva muy complejo de manipular mateméaticamente. En ese sentido, la labor del matemético
debe ser encontrar el equilibrio entre una buena explicacién del suceso real por medio del mo-
delo y una complejidad tratable para ser desarrollado tanto tedrica como de manera practica.
Puesto que nosotros intentamos fijar un marco para un modelo de evacuacién, podemos su-
poner, por ejemplo, que el proceso de evacuacién se realiza en fases y discretizar asi el tiempo.

Definiremos el concepto de flujo dindmico factible, resaltando su parecido con un flujo
estatico en el que consideramos la componente temporal como otra dimensién sobre la que
trabajar y no un mero coste, y la red expandida temporalmente, la cual nos ofrecerd una
biyeccién entre los problemas estdticos y los dindmicos. Al igual que en el capitulo anterior,
plantearemos los problemas més relevantes que hay en la literatura. Estos son el problema
del flujo dindmico mdzimo, el problema del flujo mdzrimo universal y el problema del flujo
mas rdpido. Explicaremos diferentes algoritmos para la resolucion de cada uno de ellos y
mostraremos la interrelacién que existe entre ellos.

Para afrontar el problema de un flujo maximo dindmico nos basaremos en las ideas de
Ford Jr y Fulkerson (1958). Definiremos lo que es una descomposicion por caminos de un flu-
jo y construiremos, dado un flujo factible estatico, el flujo repetido temporalmente (o TRF).
Se vera, en el Teorema 2.2.7, que es suficiente buscar un flujo de esta clase para maximizar el
valor del flujo dindmico en un horizonte temporal y que, para ello, podremos resolver el pro-
blema del flujo estatico a coste minimo en una red modificada con acierto. A continuacién,
ampliaremos el concepto de corte de una red al caso dindmico y mostraremos un ejemplo
explicito.

Un flujo maximo universal es un flujo maximo dindmico (ver Definicién 2.3.9) pero, en
lugar de para un solo horizonte temporal fijo, para una serie de horizontes simultdneamente.
Dentro del flujo maximo universal distinguiremos el flujo de llegada y el flujo de salida, dando
lugar a los cuatro subproblemas del flujo de llegada/salida mds temprana/tardia. Seréd en ese
contexto, con el Teorema 2.4.10, en donde veremos que un flujo de llegada mas temprana
también genera un flujo mas rapido en la red R. Aunque esta no es la forma eficiente de
plantear el problema del flujo méas rapido, pues veremos los Algoritmos 8 y 9, que resuelven
el problema en tiempo polinomial y mediante unos razonamientos mas propios del andlisis
matematico.

Terminaremos el capitulo con la generalizaciéon del problema de flujo y localizacién al
caso dinamico y que, gracias al Teorema 2.2.7, se plantea igual que el caso estatico pero
encontrando un flujo méximo a coste minimo en la red que se vea interrumpido lo menos
posible por las instalaciones que se quieren colocar.

23
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2.1. Especificaciones del modelo

Al hablar de flujos dindmicos debemos fijar un modelo para la componente temporal. Es-
te puede ser continuo o discreto. Nosotros desarrollaremos este ltimo, pero al lector que
quiera profundizar en una generalizacién en tiempo continuo, en la que se hace uso de in-
tegrales para calcular el flujo, se le recomienda leer Skutella (2009). Fijaremos un horizonte
temporal H € N finito y distribuiremos los flujos que pasan por la red en tiempo discreto
0=0,1,2,..., H.

Al tener en cuenta el tiempo dentro del proceso de modelizacion el concepto de red que
vimos en la Definicién 1.1.2 no contempla todas las posibilidades que se pueden dar. Pensemos
en una red que modela una planta de un edificio. Las habitaciones serian los nodos y los
pasillos que las conectan los arcos. Es evidente que, si queremos captar el hecho de que la
gente se quede en una habitacién a lo largo del tiempo, no podemos cuantificarlo con una
red como habiamos visto hasta ahora y tendremos que afiadir una capacidad a los nodos, en
nuestro ejemplo, un maximo nimero de personas que pueden estar en una habitacion.

Definicién 2.1.1. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red dirigida con capacidades en los arcos ¢ y
una funcién de costes de transito 7. Si extendemos la definicién de la funcién de capacidad a
los nodos de manera natural c: AUV — RT entonces R serd una red de espera dirigida.

Fijémonos en que la restriccién de ¢ al conjunto de arcos c|4 es la funcién de capacidades
original. Esta definicién es mas bien técnica, pues podriamos haber definido una red dirigida
en un principio con capacidades en los nodos y que dicha caracteristica la usaramos en la
teoria a partir de ahora. Por tanto, en este capitulo, cuando hablemos de red supondremos
implicitamente que es una red de espera y que la funciéon de capacidades esta definida en los
nodos.

Por otro lado sera conveniente, en los casos practicos, que se cuantifique el nimero de indi-
viduos que estdn en un nodo en cierto momento. Esto vendra representado matematicamente
por el flujo que pasa por unos arcos, que denominaremos arcos de espera, de una transfor-
macién de la red. Dicha transformacion es la que llamaremos red expandida temporalmente
hasta un cierto horizonte.

Definicién 2.1.2. Sea R = ((V,A),(c,7)) una red y fijemos H un horizonte temporal.
Entonces la red expandida temporalmente es la red Ry := ((Vy, Ag), (cu,T#)) donde:

Vg ={ig:i€V;0=0,...,H} (Copias temporales de los nodos),

An = {(ig,ig+1) 11 € V; 0 < H — 1} U{(i0, Jotrij) : (1,5) € A3 0 < H —7(i,5) }.

Sus capacidades y costes de transito son:
CH(/L'Qa 7:(9-1-1) = C(i)7 CH(igij—‘rT(i,j)) = C(ivj)a

(0, 9911) = 1, Ti (i, Jotr(ij)) = T(3,7)-
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Observacion. Fijémonos que una red expandida temporalmente es una red dirigida en el
sentido estatico en la cual hemos definido unos arcos de espera entre las copias de los nodos.
En la Figura 2.1 estos arcos son los discontinuos. El flujo que pase por estos arcos x(ig, ig+1)
representard a los individuos que queden esperando en un nodo durante un lapso de tiempo.

Figura 2.1: Red con 7 =1 en todo arco y su expansion temporal en horizonte H = 4

Como vemos en nuestro ejemplo, lo habitual es que se generen copias de nuestros nodos
fuente y destino. En la Figura 2.1 hemos querido incluir dos nodos fuente, s y s’, para hacer
notar al lector que los casos de multiples origenes iniciales son posibles y que no es necesario
crear un “super origen” en la red inicial, tal y como dijimos en el Capitulo 1, sino que es
suficiente con hacerlo en la red expandida como veremos en la Figura 2.2.

Estos casos son tremendamente tipicos en evacuacién, pues si se pretende evacuar una plan-
ta de un edificio con varias habitaciones no podemos modelizarlo simplemente suponiendo
que los individuos en cada una de ellas puedan comenzar la evacuacién/flujo desde un nodo
madre hacia cualquier otro nodo fuente, sino que tendremos que representar la posibilidad
de varios nodos fuente y limitar el flujo de alguna manera.

Esta limitacion la lograremos en la red expandida temporalmente creando nodos fuente y
destino s y t que aglutinen al resto de nodos sy, sj, t9 V0 < H por medio de unos arcos de
manera coherente con el modelo real subyacente.

Estos arcos (s, sg), (s,sp), (tp,t) V8 < H tendran unas capacidades y costes asociados.
Veamos un razonamiento para asignarlos. Puesto que en la red expandida temporalmente
habra siempre arcos de espera entre las copias de un mismo nodo, entonces no es necesario
definir los arcos (s,sg) y (s,sy) VO > 0, porque si queremos que un flujo comience desde,
por ejemplo, el nodo s1, entonces dicho flujo deberd pasar por (s, sg) y después por el arco
de espera (sg, s1). Sin embargo, la decisiéon de definirlos explicitamente o no, depende del
contexto del problema y las técnicas de resolucién que se lleven a cabo en cada caso.
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Figura 2.2: Red expandida temporalmente con nodos fuente s y destino ¢ comunes

Los tnicos arcos absolutamente necesarios desde el nodo fuente s seran hacia las copias
en tiempo 0 de todas las fuentes que hubiese en la red original. Sus costes temporales seran
nulos, ya que es una representacion matematica no real, y sus capacidades seran iguales a las
capacidades de los nodos fuente de la red o, si se conociese, la cantidad de individuos en su
interior en un momento dado. Es decir,

c(s,80) = ¢(s), 7(s,50) =0,

(s, sp) = c(s'), 7(s,s5) =0,

Hagamos notar al lector que en la Figura 2.1 solo hay un nodo destino en la red, pero
de forma muy similar se puede razonar la posibilidad de varios nodos destino como salidas
separadas fisicamente. Sin embargo, en este caso, si vamos a considerar todos los arcos (tg,t)
VO < H y si hubiese mas nodos destino, todos los asociados a estos.

Las capacidades de los arcos (tg, t) deben ser, por lo menos, tan grandes como para soportar
el maximo flujo posible, es decir, que al menos tienen que tener la capacidad de los nodos ty.
En la préactica se les asigna un valor infinito. En el caso de los costes de transito, diremos que
el coste de pasar por un arco (tg,t) es igual al tiempo en el que se llega al arco, es decir, 6.

c(tg,t) = oo, T(tg,t) =0 VO < H.

Estos costes temporales 7 en los arcos (tg,t) se denominan en la literatura (ver Chalmet
et al., 1982, p. 97) “turnstile costs”. Su importancia radica en el hecho de que gracias a ellos
se puede definir un problema muy ttil en flujos que es el del tiempo medio de salida del flujo
de una red (ver la observacién del Teorema 2.4.10).
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Una vez hemos definido la red, que sera nuestra estructura de trabajo, vamos a definir
nuestro instrumento de estudio, el flujo. La definicién de flujo factible estatico (ver Defini-
ci6n 1.2.1) puede ser ampliada para modelizar un flujo factible dindmico que varie segin
el momento temporal en el que se encuentra el flujo pasando por cada arco.

Definicién 2.1.3. Dada una red R = ((V, A), (¢, 7)), siendo ¢ la capacidad de cada arco o
nodo y 7 el tiempo de transito por un arco. Diremos que z : A x {0,1,..., H} — R' es un
flujo factible dindmico de s a t con horizonte temporal H si cumple las siguientes condiciones:

o No negatividad: z(a,0) > 0,Va € A,0 € {0,1,..., H}.
o Restriccién de capacidad: z(a,0) < c¢(a),Va € A,0 € {0,1,...,H}.
o Cuasi-conservacion de flujo: Vi € V\{s,t},6 € {0,1,...,H}

0
Z Z (a,z—7(a)) > Z Zx(a,z).
a€l~1(3) z=7(a) a€T (i) 2=0
o Capacidad nodal: Vi € V\{s,t},0 € {0,1,..., H}
0
Z Z ,z—1(a)) — Z Z:U(a,z)gc(i).
a€l~1(3) z=7(a) a€l'(i) =0
o Conservaciéon de flujo en H: Vi € V\{s,t}
H
Z Z ,z2—71(a)) = Z Z:z:(a,z).
a€l~1(7) z=7(a) acl' (i) 2=0

Las condiciones de no negatividad y restriccion de capacidad son obvias para mantener
la 16gica del modelo en la red R para todo tiempo 6. La condicién de cuasi-conservacién de
flujo se puede interpretar como que un flujo dindmico puede dejar esperando parte de su flujo
en un nodo hasta cuando sea necesario dentro del horizonte temporal H y, por lo tanto, el
flujo que entra siempre es mayor o igual que el que sale, excepto en tiempo H, ya que en ese
momento si debe existir conservacion de flujo en toda la red. La condicion de capacidad nodal
nos limita la cantidad de flujo que puede quedarse en espera en un nodo por su capacidad en
la red original, algo que tiene sentido al querer modelizar espacios fisicos reales no infinitos.

@0 =0 O =0 Ok
@0 =—0 =0 O

Figura 2.3: Representacion discreta de un flujo dindmico entre dos nodos para H = 3 y dos tiempos
de transitor =2y 7=3




28 FLUJOS DINAMICOS

En la Figura 2.3 se ha representado el flujo mediante circulos, con toda la capacidad
disponible ¢(a), que se mueven a lo largo del arco en cada instante 6 de nuestra discretizacion.
Como en el primer caso el arco tiene un tiempo de transito de 7 = 2, el flujo que se transmite
hasta tiempo H = 3 es de 2¢(a), dos circulos. En el segundo caso, puesto que 7 = 3, tenemos
que el flujo transmitido solo es de un circulo con valor ¢(a). De forma andloga al caso estatico,
definiremos el valor de un flujo dindmico de s a t como la cantidad de flujo que llega a ¢t y
que, por conservacion de flujo en el horizonte H, sera:

H—Ho
Z Z z(a,z —7(a)) = Z Z z(a, z). (2.1)
acl'~1(t) z=Ho acl'(s) z=0

Observacion. Posteriormente escribiremos de manera formal el término Hy, pero de momento
es suficiente con saber que es el tiempo del camino mas corto (estdtico) desde s hasta t en
la red R original. Vemos que en el segundo sumatorio de la primera igualdad el flujo que se
considera empieza a tomar valor en Hy — 7(a), porque si en el instante Hy — 7(a) el flujo no
ha llegado a un predecesor de t, entonces en un instante inferior a Hy no puede llegar, por su
propia definiciéon. Andlogamente, termina de tomar valor en H —7(a), ya que si en el instante
H — 7(a) el flujo no ha podido atravesar el arco a € I'"1(), entonces en el instante H no
llegara al nodo de salida t y, por tanto, no podemos considerarlo parte del flujo hasta ese
horizonte temporal (ver Figura 2.3). El caso del segundo sumatorio de la segunda igualdad es
similar. Mediante un razonamiento analogo al anterior, si en un instante superior a H — Hy
hay un flujo que sale del nodo s, este no podré alcanzar el nodo t en el horizonte temporal
H por la definicién de Hy como el tiempo del camino mas corto.

Observacion. El valor Hy definido antes se puede calcular facilmente con, por ejemplo, el Al-
goritmo de Dijkstra (ver Dijkstra, 1959). Y se puede definir matemdaticamente de la siguiente
forma: sea P el conjunto de todos los caminos en la red R desde el nodo fuente s al destino ¢
y 7(P) =Y ,cp7(a), entonces Hy := min{7(P) : P € P}.

Veamos la relacién entre flujo estatico en la red expandida y flujo dindmico. Si llamamos
xy a dicho flujo en la red expandida y = al flujo dindmico en R, se tiene que:

Q?((’L,j),@) = Ty (iﬂ)j9+T(i,j)) V(’L,j) € A7 27] € ‘/7 AS {Ov’H}

Por la Definicién 2.1.2 de red expandida, y que tiene en consideracion las capacidades de los
nodos en los arcos de espera, el flujo z, respeta dichas capacidades y el flujo x también lo
hara con la relacién dada. Luego, si x es factible estatico en la red expandida entonces x es
factible dindamico en la red original.
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Ejemplo 2.1.4.

Tomemos una red R = ((V, A), (¢, 7)) co-
mo la de la Figura 2.4 con los costes y capa- (4,2) @
cidades en cada arco expresados como una

dupla (¢(a),7(a)). Entonces la red expandi- @ (5.1) @
da temporalmente de R hasta tiempo H =5

serfa como la Figura 2.5, donde los arcos dis- m @ 4
continuos son arcos de espera en un mismo

nodo con capacidad la del nodo que unen,

aunque no lo pongamos explicitamente en el
dibujo por no saturarlo.

(6,1)

Figura 2.4: Red R con (c¢(a), 7(a))

En la Figura 2.5 hemos construido un flujo factible x5 cualquiera que cumpla las condi-
ciones de capacidad y conservacién de flujo en la red expandida. Entonces, el flujo factible
dindmico equivalente a este en la red R seria el de la sucesion de la Figura 2.6.

Figura 2.5: Red R expandida con horizonte temporal H =5y “z4(a) (¢(a))” en cada arco

Con la notacién utilizada se tiene vy (z) = v(ry) = 19 en este ejemplo. Sin embargo, no
es el maximo flujo (ver Figura 2.8) que se puede tener en esta red de manera dindmica. El
primer problema que plantearemos serd este, encontrar un flujo maximo dindmico en una red

R dada.

En el modelo que hemos fijado se pueden realizar innumerables ampliaciones y modifica-
ciones como el hecho de pasar a tiempo continuo (ver Skutella, 2009). Por ejemplo, nosotros
consideraremos un horizonte temporal H finito. Pero en algunos modelos, como los de trafico,
virtualmente el horizonte temporal es infinito y se modela con una ventana temporal hasta
H fijo para posteriormente variarlo (ver Orlin, 1983).

En la red hemos supuesto que es posible esperar en los nodos ya que el modelo real de
evacuacién al que nos querriamos acercar sugiere que esto es logico. Sin embargo, existen
articulos como el de Fleischer y Skutella (2003), en los que se prohibe expresamente las
esperas en los nodos.
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OO S -0
38,1) @4 m@%

{x(a,0) : a € A} {x(a,1) : a € A}

ot c I @CI-C

{x(a,2) :a € A} {x(a,3) :a €A}

o (D

) J, O, ) J, ®

{x(a,4) :a € A} {x(a,5) : a € A}

Figura 2.6: Representacion del flujo dindmico = a través de R

El modelo puede obligar a considerar varios nodos fuente y destino totalmente diferencia-
dos. Este modelo de red se denomina “multiterminal” y es usado, aparte de en problemas de
evacuacion con multiples salidas y comienzos, en el problema del transporte dinamico, en el
que en cada instante de tiempo hay que decidir qué flujo de bienes se envia desde una fuente
especifica hacia un destino concreto (ver Bookbinder y Sethi, 1980).

También se podrian variar parametros a lo largo del tiempo, como las capacidades de los
arcos mientras se transita por ellos (en una zona que esté parcialmente destruida, pasar por
un camino puede bloquearlo) o los tiempos de transito (Orda y Rom, 1995). Anadir una varia-
ble ambiental estocédstica dentro del proceso de decisiéon (ver una aplicacién en rutas Azaron
y Kianfar, 2003) conllevaria analizar la robustez de los métodos usados en el escenario medio
y en el peor (ver aplicacién a una evacuacién Goerigk et al., 2018). E incluso el tiempo que
se tarda en recorrer un arco podria depender del flujo que pase por él en un momento dado.
Esto se puede ver en los casos de evacuacion, en los que un flujo muy grande de personas
puede saturar y ralentizar el movimiento del grupo total.

Por tltimo, existen los flujos generalizados (ver Tardos y Wayne, 1998; Grofi y Skutella,
2011) en los cuales tenemos la variable temporal, un tiempo de transito y una funcién de
pérdida v en cada arco, haciendo que el flujo que atraviesa un arco se reduzca en un tanto
por ciento. Esto se usa en modelos reales de redes con posibles pérdidas (robos o deterioro) y
en evacuaciéon se podria usar para cuantificar el desgaste que esta sufriendo una via de escape
al paso de la gente y como ese desgaste puede provocar que un arco quede con una capacidad
efectiva nula.
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2.2. Flujo maximo y corte dinamico

Al igual que hicimos en el caso estatico, un primer problema que tenemos la tentacion
de plantear en una red con un flujo subyacente es el del flujo maximo. En este caso, fijado
un horizonte temporal H, se dardan condiciones para encontrar un flujo maximo dindmico en
dicha red gracias a la red expandida temporalmente y al concepto, que luego desarrollaremos,
de flujo repetido temporalmente (ver Definicion 2.2.3).

Ejemplo 2.2.1. Un ejemplo inmediato en el que es necesario usar un flujo dindmico se tiene
al intentar modelizar la maxima cantidad de personas que pueden bajar por unas escaleras en
un tiempo fijo. Es obvio que las escaleras tienen una capacidad fisica de personas pero, una
vez el primer grupo ha comenzado a bajar, puede bajar otro grupo de personas del mismo
tamafo que el original pero en tiempo distinto. Esto es lo que se representaba mediante la
Figura 2.3 con un nodo inicio y otro final. Los circulos serian los grupos de personas bajando
en cada instante de tiempo 6.

De manera formal presentaremos el problema del flujo maximo como sigue:

FLUJO MAXIMO DINAMICO

Input: Sea R = ((V,A),(¢,7)) una red, s y t los nodos fuente y destino, H un
horizonte temporal.

Pregunta: Maximizar vy (x).

Dentro del contexto de las estrategias de evacuacién, el problema del flujo maximo dina-
mico responderia a la pregunta de cuantas personas, a lo sumo, se pueden evacuar desde el
punto s al punto t de forma segura en un horizonte temporal H.

Una primera aproximacién para resolver el problema del flujo dindmico maximo es inten-
tar reducir al caso anterior, es decir, dada una red dirigida R = ((V, A), (¢, 7)), {es posible
construir otra red R’, sin la componente temporal, cuyo flujo méximo sea equivalente a un
flujo dindmico en R? La respuesta es afirmativa y esto se puede hacer con la red expandi-
da temporalmente R’ = Ry (ver Definicién 2.1.2), reduciendo el problema de encontrar un
flujo maximo dindmico de s a t a encontrar un flujo maximo estatico en Ry desde sg hasta ty.

La segunda manera de encontrar un flujo méaximo dindmico se la debemos a Ford Jr y
Fulkerson (1958) (ver también Ford Jr y Fulkerson, 1962, p. 142-151) y es el llamado flujo
repetido temporalmente o TRF por sus siglas en inglés. Se basa en que, dado un flujo estatico
factible, este se puede descomponer por caminos en un conjunto de flujos factibles. Cada
camino se recorre tantas veces como sea posible hasta el horizonte H. Para entender esto
primero vamos a definir lo que es un camino de descomposicion de un flujo dado en una red.
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Definicién 2.2.2. Sea R = (V,A,c¢) una red y = un flujo factible estdtico (ver Defini-
ci6n 1.2.1). Consideremos P el conjunto de todos los caminos en la red R desde el nodo fuente
s al destino ¢ y un conjunto de flujos factibles {zp}pcp cumpliendo la siguiente propiedad:

z(a) = Z zp(a) Va € A.

pPe?

Al conjunto {xp}pep lo llamaremos descomposicién del flujo x por caminos.

Observacion. Sabemos que la descomposicion por caminos existe siempre gracias a la rutina
IT que aparece en Ford Jr y Fulkerson (1958, p.422-423). Por tanto, la suma de la definicién
anterior estd bien definida sabiendo que xp(a) =0 sia ¢ P.

Definicién 2.2.3. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, = un flujo factible estatico y {xp} una
descomposicién del flujo z para los caminos P € P. El flujo repetido temporalmente
(TRF), que denotaremos por z, envia v(xp) unidades de flujo a través del camino P en cada
periodo 0,1,...,H — 7(P), donde 7(P) = > .p7(a) es el coste total en tiempo del camino
P. Por tanto, el valor del TRF sera

va(Z) =Y (H —7(P) + v(as).

pe?

Observacion. Como vemos, lo que hace un TRF es repetir el flujo que se envia por el camino
P tantas veces como sea posible, hasta el horizonte temporal H, segtin el coste temporal del
camino P, que es 7(P).

Ejemplo 2.2.4. Vamos a calcular el valor del TRF z dado un flujo maximo en la Figura 2.4 y
veremos que v(Z) coincide con el valor del flujo maximo estético calculado en la red expandida
de la Figura 2.5.

S OSC)
J]O(s,n @

®

Figura 2.7: Red R con su descomposiciéon en dos caminos

O,

En la Figura 2.7 podemos ver un flujo maximo estatico con una descomposicion en dos
caminos, uno amarillo y otro azul. Teniendo en cuenta la funcién de coste 7(a) en cada arco
y que H = 5 tenemos que:

b = {(S7a)7 (a7t)}7 U<$P1) =4, T(Pl) =3,

Py, ={(s,b), (b, 1)}, v(zp,) = 3, 7(P2) = 3.
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Por tanto, el valor del flujo repetido temporalmente sera:
vy (Z) = (H — 7(P1) + D)v(xp,) + (H — 7(P) + )v(xp,) = 21.

Si tomamos este flujo T en la red expandida temporalmente de la Figura 2.8 vemos que se
puede encontrar un corte (S,7T") en rojo con capacidad 21, por el Corolario 1.2.6 se tiene que
este TRF Z es un flujo maximo estatico en la red expandida y, por tanto, podemos definir un
flujo maximo dindmico en la red original a partir de él.

Figura 2.8: Red R expandida con horizonte temporal H = 4 y corte (S, T

El Ejemplo 2.2.4 da pie a preguntarnos cuando podemos tener un flujo méximo dinamico
a partir de un flujo estatico. Para verlo vamos a demostrar un par de lemas previos que son
propiedades técnicas de la descomposicién de un flujo por caminos.

Lema 2.2.5. Sea R = (V, A, ¢) una red, z un flujo factible estdtico de s €V at eV y{zp}
una descomposicion por caminos del flujo x, entonces:
v(z) = Z v(xp).
Pe?

Demostracion. Por la definiciéon de valor de un flujo estatico dada en la seccién anterior y la
Definicion 2.2.2 de descomposicién por caminos de un flujo:

v(z) = Z z(a) = Z pr(a) = Z Z xp(a) = Z v(zp).
ael(s) ael(s) PEP PEP ael'(s) PeP

O

Lema 2.2.6. Sea R = (V, A, c) una red, x un flujo factible estdtico de s €V at €V y{xp}
una descomposicion por caminos del flujo x, entonces:

z(a) = Z v(zp) Vae€ A

P:aeP
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Demostracion. Fijemos a € A. Por la Definicion 2.2.2 de descomposicién por caminos y que
zp(a) =0sia ¢ P se sigue

z(a) = Z:cp(a) = Z xp(a).

Pe? P:aeP

Ahora fijémonos en la otra parte de la igualdad. Consideremos un corte de R cualquiera
(S, T). Sabemos, por la Proposicion 1.2.4, que el valor de un flujo es igual al flujo a lo largo
de cualquier corte sobre la red:

S vlae)= Y S om®) - > xe(b)

P:aeP P:acP \be(S,T)+ be(S,T)~

En particular, al ser P un camino, existe un corte (S,T") tal que el unico arco de P que estd
en (S,T)" es el arco a. Puesto que zp(a) = 0 si a ¢ P, eso quiere decir que el tnico término
no nulo del sumatorio anterior es xp(a) con a € P, quedando:

Z v(xp) = Z zp(a).

P:aeP P:acP

O

Ahora podemos demostrar que, a partir de un flujo factible, tendremos un flujo factible

dindmico en la familia de los TRF y en las observaciones veremos cémo construirlo de manera
que sea mAaximo.

Teorema 2.2.7. Dada una red R = ((V, A), (¢, 7)) y x un flujo factible estdtico. El valor
de un flujo factible dindmico & en la familia de los TRF para un horizonte temporal H
viene dado por:

ve(Z) = (H + Do(z) — Y 7(a)z(a).

a€A

\. J

Demostracion. Sea {xp}pep una descomposicién por caminos de z cualquiera. Definimos el
TRF Z a partir de esa descomposicion. Entonces:

on(@) = S (H = 7(P) + Dolas) = (H+1) Y v(ar) = 3 7(P)olas).

pPe? Pe? Pe?

Por la definicién de 7(P) lo anterior es igual a:

(H+1) Z v(xp) — Z ZT(a)v(:Up).

pPe? Pe?PacP

Reordenando términos del segundo sumatorio se tiene:

va(Z) = (H+1) Y v(@p) =Y _7(a) Y vlws).

Pe? acA P:aeP

Aplicando los dos lemas anteriores se obtiene directamente el resultado del enunciado. O
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Observacion. Es flujo factible dindamico de forma obvia por construccién a partir de la des-
composicién por caminos de un flujo factible estatico. Ademas, la expresién del valor de un
TRF no depende de la descomposiciéon por caminos del flujo estatico inicial.

Observacion. Sitomamos la red R = ((V, A), (¢, 7)) y le anadimos un arco adicional del nodo
t a s con coste 7(t,s) = —(H + 1) y capacidad c¢(t,s) = oo, es obvio que al calcular un flujo
a coste minimo en esta red obtendremos la expresiéon

min Z 7(a)x(a) p = min {—(H + 1)v(z) + Z T(a):l:(a)} .

x
a€AU(t,s) acA

Puesto que, al querer minimizar el coste de un flujo z en esa red, se hara pasar el maximo
flujo por el arco (t,s) con coste negativo, es decir, z(t,s) = v(z). Obtendremos asi un flujo
maximo estatico a coste minimo.

Entonces, por el teorema anterior, estamos minimizando —vy(Z) que es lo mismo que menos
maximizar vy (Z), por tanto, un flujo mdrimo dindmico (en la familia de los TRF) puede
ser encontrado calculando un flujo estatico a coste minimo en la red modificada del parrafo
anterior.

Algoritmo 6 Flujo maximo dindmico O(n’m)
Input: Red R = ((V, A), (¢, 7)) y horizonte temporal H
Pasos:

1. Aplicamos el Algoritmo 3, junto con su observacién, para encontrar un flujo maximo
estatico a coste minimo en R.

2. Repetimos el flujo temporalmente hasta el horizonte H. El valor vendra determinado
por la formula del Teorema 2.2.7. FIN.

Ejemplo 2.2.8. Consideremos la red de la Figura 2.4, pero con 7 = 1 y dos capacidades
cambiadas, c(a,t) = 3y ¢(b,t) = 6. Llamaremos a esta red R'. Sea H = 4 nuestro horizonte
temporal en este caso. Como aparece en la Figura 2.9 izquierda, podemos calcular un flujo
maximo estatico en R’ con v(z) =9 y este se puede descomponer en 3 caminos como sigue:

b = {(S7a)7 (CL?t)}? v(xlﬁ) =3, T(Pr) =2,
Py ={(s,0), (b,t)}, v(xPQ) =5, T(P2) =2,
P; ={(s,a),(a,b),(b,t)}, v(zp,) =1, 7(P3) = 3.

Tenemos, por la Definicién 2.2.3, que:

ve(Z) =Y (H —7(P) + L)v(xs) = 26.
pPe?

Pero este flujo no es maximo en la red expandida, pues el flujo z no es a coste minimo. Para
verlo, vamos a construir un flujo y a coste minimo en la red R'.
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9(c,-5)

r oD O

o e o e

® ®

Figura 2.9: Red R’ con su descomposicién en tres caminos (izquierda) y red R’ con el arco auxiliar
(t,s) (derecha)

Como vemos en la Figura 2.9 derecha, afiadimos el arco segun la observacién y aplicamos
el algoritmo Busacker-Gowen (Algoritmo 3) para encontrar el flujo a coste minimo con valor
el mismo valor del flujo méximo anterior, es decir, v(y) = v(z) = 9.

Por el Teorema 2.2.7 tenemos que el valor de un TRF usando el flujo y sera
vi(9) = (H + 1)o(y) = Y m(a)y(a) = 27,
acA

mayor que el valor del flujo z calculado antes. Ademsds, por la observacion, se tiene que este
es un flujo maximo dindmico en la red R’. Esto se puede ver ficilmente en la red expandida
de R’ de la Figura 2.10 en la que encontramos un corte (S, T’), en rojo, con capacidad el valor
del flujo . Por el Corolario 1.2.6, el flujo 7 es un flujo maximo dindmico en R'.

() (%)

RA 0(5)
3(3) 3(3) 3(3)

Figura 2.10: Red R’ expandida con corte (S, T)

Corte dinamico

Terminaremos la seccion hablando de la generalizaciéon de corte en una red para un flujo
dindmico, lo que diversos autores denominan corte dindmico o corte a lo largo del tiempo (ver
Anderson et al., 1982). Lo haremos por construccién y empezaremos planteando el problema
de programacién lineal para obtener un flujo maximo:
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Variables
o : flujoenel arcoa Va € A.
Constantes
cq : capacidad del arco a € A.
T :  coste/tiempo del arco a € A.
H : horizonte temporal.

Formulacién
max. (H+ D)) — Z TaZq (2.2)
acA\{(t,s)}
s.a Z Tgq — Z Zq =0 VieV (2.2a)
ael—1(4) a€l’(4)
0<z,<c, Va € A. (2.2b)

En la segunda observacion del Teorema 2.2.7 dedujimos que este problema era equivalente
al de encontrar un flujo maximo dindmico, entre la familia de los TRF. Si nos fijamos, ha sido
suficiente buscar un flujo estatico y transformar la funciéon objetivo desde un coste minimo a
la expresion del valor de flujo maximo del teorema. Si planteamos su dual, por medio de la
tabla de Tucker, obtenemos:

Variables
«; : provienen de las restricciones (2.2a) de conservacién de flujo Vi € V.
Yq : provienen de las restricciones (2.2b) de capacidad ¢, Va € A.
Formulacién
min. Z CalYa (2.3)
acA
s.a Yo+ 04 —j > =7, Va = (i,7) € A\{(¢, )} (2.3a)
ap—as > HA+1 (2.3b)
Yo >0 Va € A. (2.3¢)

Se puede ver que la solucién se alcanza con y, = max{0,a; — a; — 7.} Va = (i,j) € A,
ap > H+ 1y a; =0. A partir de este problema dual podemos definir, por construccion, lo
que consideraremos la capacidad de un corte dindmico. Deseariamos que un corte dindmico
cumpliese un teorema andlogo al Teorema 1.2.11, en el que un corte de capacidad minima
definia a un flujo maximo estatico. Pues, por el Teorema de Dualidad Fuerte, tenemos que
el 6ptimo del problema (2.2) coincide en valor con el éptimo del problema (2.3), es decir,
un flujo méximo dindmico tiene el mismo valor que minimizar la funcién objetivo de (2.3).
Definimos ahora la capacidad de un corte dindmico.

Definicién 2.2.9. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, H un horizonte temporal y a; e RVi € V
con ay =0y oy > H + 1. Entonces la capacidad de un corte dindmico que separa los nodos
fuente s y destino t es

Z comax{0,; — a; — 7o}

a=(ij)eA
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Un corte de capacidad minima tendra el mismo valor que un flujo maximo dindmico por
teoria de dualidad y hemos obtenido un teorema andlogo al Teorema 1.2.11, pero para flujos
dindmicos. Solo falta ver su interpretaciéon geométrica, ya que un corte estético (ver Defini-
cién 1.2.2) empezaba nombrando una particion de los nodos de V.= SUT que dejaba a s € S
y t € T separados.

Tomamos «; € [0,H + 1) Vi € V, lo que siempre se puede hacer pues pueden repetirse
valores si queremos. Entonces, una interpretacién geométrica directa viene al considerar que
un nodo 7 € V pertenece al conjunto 1" hasta el instante a; — 1 y que pertenecera a S a partir
del momento «;. Formalmente hablando:

Definicién 2.2.10. Sea R = ((V,A),(c,7)) una red, H un horizonte temporal y «a; €
[0,a¢) Vi € V con ay = H + 1. Entonces un corte dindmico (S,T) de la red R puede ser
definido mediante la sucesién de cortes estaticos siguiente:

<S,T> = {<597T9> 1 0€ [O7H]}7

conSp:={ieV:aq; <0}, Th:={ieV:a >0}

Ejemplo 2.2.11. Consideremos la red de la Figura 2.7. Para esta habiamos obtenido que su
flujo maximo tenia valor 21 gracias a la construcciéon de un TRF y vimos que ese flujo era
maximo por un corte estatico en la red expandida de la Figura 2.8. Veamos qué aspecto tiene
un corte dindmico minimo en esta red.

Primero fijamos as = 0y oy = H +1 = 6. Como todos los valores de 7 son enteros,
podemos restringir los «; a los enteros. Si tomamos o, = 5 y o = 1 obtenemos un corte
dindmico con capacidad 21 y cuya sucesién de cortes (S,T') seré:

<SOaT0> = <{3}7 {a7b7 t}>7
(So, Ty) = ({s,b},{a,t}), 6=1,2,3,4,
<S5’T5> = <{S,6L, b}v {t}>

Geométricamente lo podemos expresar como la sucesién de cortes estaticos de la Figura 2.11.

(e @]
@ : J] 0(5,1) 5 @

™,

!
i .
!
1 ‘~ 1
7 \N \
I \ AY

o N
0 0=1,2,3,4 8=5

Figura 2.11: Red R con la sucesion de cortes estaticos en cada 6 que definen al corte dinamico
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2.3. Flujo maximo universal

Poco después de que Ford Jr y Fulkerson (1958) desarrollaron un algoritmo para calcular un
flujo maximo dindmico en una red mediante TRF, Gale (1959) plante6 un problema maés ge-
neral en referencia a los flujos maximos. Se pregunté si era posible construir un flujo dindmico
que maximizase el flujo en la red para todo horizonte temporal # < H. En su articulo demos-
tré la existencia de tal flujo, el cual denotaremos después como flujo de llegada mds temprana.

Para tratar esta generalizacién del problema del flujo méaximo, haremos una definicion
previa sobre lo que consideraremos un flujo de llegada y un flujo de salida en una red R.

Definicién 2.3.1. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, H un horizonte temporal y Hy el tiempo
del camino mas corto de s a t. Tomamos z un flujo dindmico factible en R. Llamaremos:

e Flujo de llegada desde Hy hasta 0.

> Z a,z—7(a)) VO e {Hy, Hy+1,..., H}.

a€l'~1(t) 2=Ho

o Flujo de llegada desde 0 hasta H.

Z Z (a,z—7(a)) VO €{Ho,Ho+1,...,H}.

a€l—1(t) z=0

o Flujo de salida desde O hasta 6.

0
> > a(a,z) ¥9e{0,1,...,H — Hp}.

a€l'(s) 2=0

e Flujo de salida desde 6 hasta H — Hy.

H—Hy
> > w(a,2) VOe{0,1,...,H— Hp}.
a€l'(s) z=0

Recordemos que, en general, se tiene la equivalencia entre flujos en las redes R y Ry si-
guiente: x((i,7),0) = 24 (ig, jo1ra,5) V(i,J) € A, i,j € V.

Considerando la expansién temporal hasta H de la red R y tomando nodos fuente s y
destino ¢t como los de la Figura 2.12, entonces podemos rehacer la definicién anterior en
términos de la red Ry, lo que nos dara una interpretaciéon mas intuitiva de lo que son estos
flujos de llegada y salida.
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ANe

o O
AN

Figura 2.12: Red expandida temporalmente con arcos entre los nodos s y t y todas las copias tem-
porales posibles

Proposicién 2.3.2. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, H un horizonte temporal y Hy el tiempo
del camino mds corto de s a t. Tomamos x un flujo factible dindmico en R y xy el flujo
estatico equivalente en la red expandida Rp. Tendremos las siguientes igualdades:

o Flujo de llegada desde Hy hasta 6.

0

> aulta,t) VO € {Ho,Ho+1,...,H}.
z=Hy

o Flujo de llegada desde 6 hasta H.
H
> au(ta,t) VO € {HyHo+1,...,H}.
z=0

e Flujo de salida desde 0 hasta 0.

0

> wuls,s:) V0 e{0,1,...,H— Ho}.
2=0

o Flujo de salida desde 0 hasta H — Hy.
H—Hy
Z zry(s,s,) V0 €{0,1,...,H — Hy}.

Demostracion. Es evidente que, por la construccion de la red expandida Ry y la equivalencia
que existe entre x y Ty se tiene:

Z z(a,z —1(a)) = xy(tst), Z x(a,z) =xpu(s,s,) Vz.

ael~1(¢) a€l'(s)

Sumando en z para el conjunto correspondiente, tenemos los cuatro casos del enunciado. [J
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De estas definiciones obtenemos cuatro problemas, a priori independientes, y cuyo maxi-
mo nos proporciona, en el horizonte temporal H, un flujo maximo dindmico pero con las
propiedades mencionadas.

FLUJO DE LLEGADA/SALIDA MAS TEMPRANA /TARDIA

Input: Sea R = ((V,A),(¢,7)) una red, s y t los nodos fuente y
destino, H un horizonte temporal.

Llegada méas temprana: Maximizar vg(x) v0 € {Hyp,Ho+1,...,H}.

Llegada mas tardia: Maximizar vy (z) — vg—1(z) V0 € {Hyo,Ho+1,...,H}.

Salida més temprana: Maximizar vg s, () vo € {0,1,...,H — Hp}.

Salida maés tardia: Maximizar vy (x) — Voyp,—i(x) VO €{0,1,...,H — Hp}.

Vamos a probar la existencia de todos los flujos mencionados utilizando, de manera itera-
tiva, el Algoritmo 1 de Ford y Fulkerson del capitulo anterior para encontrar sucesivos flujos
maximos estaticos que cumplan las condiciones que queremos. El método que utilizan Ford
y Fulkerson para hallar un flujo maximo dindmico mediante TRF no produce en general un
flujo de llegada/salida mas temprana/tardia.

Proposicién 2.3.3. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red. Siempre existe un flujo de llegada
mds temprana para el horizonte temporal H.

Demostracion. Tomamos Hy el tiempo del camino mas corto de s a t en R. Construimos la
red expandida temporalmente para Hg y aplicamos el Algoritmo 1 para encontrar un flujo
maximo estdtico en Ry, desde so hasta ty,, llamémoslo x4, .

Construimos la red expandida temporalmente para Hyp+1 y volvemos a aplicar el Algoritmo 1
para encontrar un flujo méximo estdtico desde sy hasta t; .. Utilizaremos el flujo factible
inicial 2, que llega hasta t,, y por dltimo el arco de espera (ty,,t,+1). El flujo generado
Ty, Se encontrara gracias a una serie de caminos de aumento (ver Definicién 1.2.8) en la red
residual (ver Definicién 1.2.7) de la red expandida temporalmente. El flujo que pasa a través
del arco de espera (t,,tn,+1) Dunca pertenece a un camino de aumento en la red residual,
por tanto, el flujo xy,, es flujo mdximo para Hy y para Hy + 1.

Si repetimos este proceso (ya que el razonamiento de los caminos de aumento se mantiene
en cada iteracién) hasta construir la red expandida temporalmente para el horizonte H, el
ultimo flujo maximo estatico que obtenemos, x, serd equivalente a un flujo maximo dinamico
en R, por la equivalencia usual z((i, j),0) = x4 (ig, jo1ra,5) V(i,J) € A, i,j € V. O

Corolario 2.3.4. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red. Siempre existen, para un horizonte tem-
poral H, los flujos de la Definicion 2.5.1.
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Demostracion. Por la proposicién anterior ya tenemos un flujo de llegada mas temprana.
Para ver que podemos construir un flujo de llegada mas tardia tenemos que fijarnos que
podemos lograrlo cambiando en la demostracién anterior el orden (en este caso descendente
desde H hasta Hy) por el que empezamos a buscar un flujo maximo atendiendo al detalle de
que, en este caso, los arcos de espera del nodo t se toman en sentido contrario, es decir, arcos
de la forma (tg41,tp).

Tomamos Hy el tiempo del camino més corto de s a ¢ en R. Construimos la red expandida
temporalmente para H con la modificacién en los arcos de espera del nodo ¢. Aplicamos el
Algoritmo 1 para encontrar un flujo maximo estatico en Ry desde sg hasta ty, llamémoslo
.%'H.

Como en la demostraciéon anterior, repetimos el proceso para H — 1 usando el flujo factible x
que llega hasta t5_, a través del arco de espera que hemos invertido al principio. Aplicamos
el Algoritmo 1 y encontramos un flujo z5_; que respeta, por la construccién de los caminos
de aumento, el flujo que llega hasta .

Repitiendo el razonamiento hasta Hp obtendremos un flujo zp, en la red expandida tempo-
ralmente Ry que, por construccién, envia el maximo flujo a cada ty desde H hasta Hy en
orden decreciente. El flujo dindmico equivalente en la red R es un flujo de llegada mas tardia.

Para los flujos de salida tendremos que considerar lared R’ = ((V, 4"), (¢, 7)) con A" = {(j,1) :
(i,7) € A}, es la misma red que R pero con todos los arcos cambiados de sentido. Aplican-
do la Proposicién 2.3.3 y el razonamiento de los parrafos anteriores, existen en R’ flujos de
llegada més temprana y tardia. Invirtiendo nuevamente el sentido de los arcos y cambiando
consecuentemente los flujos, hemos construido flujos de salida més temprana y tardia en la
red original R. 0

La manera en la que hemos probado que existen flujos de llegada/salida més temprana /tar-
dia tiene un inconveniente cuando la red R es grande o bien cuando el horizonte temporal H
es alto. En esos casos, el coste computacional de construir la red residual de la red expandida
temporalmente se hace inasumible.

Por ello se idearon algoritmos paralelos a la demostracion, para la obtencion del flujo de
llegada méas temprana, cuya eficiencia era muy superior. Por ejemplo, en Wilkinson (1971,
p. 1604-1606) y Minieka (1973, p. 525-526), los autores utilizan un sistema de etiquetado
sucesivo de los arcos basado en caminos més cortos. Los dos algoritmos difieren en la prueba
de maximalidad del flujo generado, Wilkinson lo prueba mediante cortes minimos en la red
expandida y Minieka por medio de un razonamiento de los caminos de aumento en la red
residual. Nosotros nos basamos en las ideas de Minieka para desarrollar el Algoritmo 7 equi-
valente al que él desarrolla por etiquetado.

Observacion. La tnica diferencia del algoritmo expuesto frente al que podemos encontrar en
Minieka (1973, p. 525-526) es que el autor etiqueta los arcos segin los caminos de aumento y
el sentido de los arcos, mientras que nosotros construimos el flujo dindmico z(a, z) de manera
explicita. Los arcos etiquetados serfan aquellos a los que se les suma Ap, y los arcos a los
que se les quita una etiqueta serian aquellos a los que se resta Ap, .
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Algoritmo 7 Flujo de llegada méas temprana O(n?m + nH max,{c(a)})

Input: Red R = ((V, A), (¢, 7)) y horizonte temporal H
Pasos:

1. Aplicamos el Algoritmo 3, junto con su observacién, para encontrar un flujo maximo
a coste minimo x; en R para algin k > 0.

2. Durante la ejecucién del algoritmo se ha construido una sucesién de caminos
de aumento a coste minimo {Pj}r en cada una de las redes residuales R,, =
((V,Ag,), (€ays 7o), con Ap, = min{cg(a) : a € Py} el flujo asociado y 7(Py) =
>acp, Tz (@) €l tiempo que tarda el flujo en llegar a ¢.

3. Fijamos 6 = 7(Fy) = Hy, el tiempo minimo en el que se puede llegar de s hasta t.
Tomamos el flujo dindmico factible x(a, z) nulo.

4. Para cada k tal que 7(Py) < 6 se actualiza:
z(a,z)+ Ap, sia® € Py, Vz € [0 —71(P),0)

0
z(a,z) =< z(a,z) —Ap, sia” € Py, Vze [0 —7(FP),0)
z(a, en otro caso.

IS
~—

5. Hacemos 8§ = 0 + 1. Si 8 < H volver al paso 4.

6. El flujo dindmico z es un flujo de llegada mas temprana en R. FIN.

Observacion. Para definir para cada uno de los caminos de aumento { Py} su coste 7(Py) y
su flujo Ap, es necesario haber construido la red residual hasta k — 1 en el orden que indican
estos caminos de aumento por coste minimo. Si no, no es posible asegurar que el flujo que se
obtiene sea a coste minimo, aunque si maximo por saturacién de la red residual.

Ejemplo 2.3.5. Tomemos la red R de la Figura 2.13 siguiente y fijemos H = 6. Si aplicamos

el Algoritmo 3 de Busacker-Gowen para el flujo a coste minimo encontramos los siguientes
dos caminos de aumento de flujo (en el orden en el que los presentamos):

Py ={(s,a),(a,b),(b,t)},  Ap, =2, T(P)=1+1+1=3,

Py ={(s,b),(b,a), (a, 1)}, Ap, =2, T(P)=3-14+3=5.

(3,3)

orrorTorro

(3,3)

Figura 2.13: Red R con duplas en los arcos (c(a), 7(a))
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Notemos que el camino de aumento P; utiliza el arco (a,b) en sentido opuesto al original.
Estos son los arcos que en el Algoritmo 7 hemos denotado por a™ en el camino de aumento.

Aplicando los pasos 3, 4 y 5 del algoritmo empezando con 6 = Hy = 3 tenemos:

0=3

7(Py) < 6. Actualizamos flujo = con Py.
=4

7(Pp) < 6. Actualizamos flujo = con Py.
0=5

7(Ppy) < 6. Actualizamos flujo = con Py.

T(P1) < 6. Actualizamos flujo x con P;.
0=6

T(Pp) < 0. Actualizamos flujo x con Pp.
7(P1) < 6. Actualizamos flujo = con P;.

En la Figura 2.15 podemos apreciar como se actualiza el flujo x por el algoritmo paso a
paso. En azul marcamos los arcos que se han actualizado en ese paso. En amarillo los no
nulos que ya teniamos en pasos anteriores. Y en rojo aquellos arcos que han sido usados en
sentido contrario al original.

También podemos verlo en forma de flujo dindmico en la Figura 2.14. En esta tenemos el
mismo desarrollo del flujo x pero en la red original R a lo largo del tiempo en lugar de en la
red expandida temporalmente.

/)ﬁ\ 03.3)
2(2,1) 0(2,1) 0(2,1) 2(2,1) 2(2,1) 0(2,1)
® Q () (O ()
{x(a,0) : a € A} {x(a,1) : a € A}

2(3,3) 2(3,3)

2(2,1) 0(2,1) 2(2,1) 2(2,1) 0(2,1) 2(2,1)
>( a —> —D ——>( a —>( b >
w w

{x(a,2) :a € A} {x(a,3) : a € A}
m 0(3.3)
0(2,1) 2(2,1) 2(2,1) 0(2,1) 0(2,1) 2(2,1)
O O O OO e O OO
T e )
{x(a,4) : a € A} {x(a,5) :a €A}

Figura 2.14: Desarrollo del flujo dindmico construido en cada instante temporal por la red R
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Proposicion 2.3.6. FEl flujo resultante del Algoritmo 7 es un flujo de llegada mds temprana
y a su vez un flujo de salida mds tardia.

Demostracién. Por construccion, para cada tiempo 6 el flujo & del Algoritmo 7 es un flujo
maximo por saturacién de la red residual hasta ese horizonte temporal y es a coste minimo
pues los caminos de aumento que se usan son a coste minimo. Por tanto, el flujo es maximo a
coste minimo para el horizonte 6, es decir, un flujo maximo dinamico por la observacién que
hicimos en el Teorema 2.2.7 sobre el problema de minimizar costes temporales. Como esto es
para cada 6 < H, el flujo es de llegada mas temprana.

Para ver que es de salida més tardia basta con ver que para 6 = H existe el camino de
aumento de flujo Py, con 7(FPy) = Hyp, que envia flujo desde s en tiempo H — Hj hasta t
en tiempo H y, al ser el camino més corto (minimo en coste temporal), envia flujo desde el
momento mas tardio posible en s. Es decir, es un flujo de salida més tardia en la red. ]

Como hemos visto, al intentar construir un flujo de llegada mas temprana hemos construido
uno que tiene ademas la propiedad de salida mas tardia. Es licito preguntarse si es posible
encontrar otras combinaciones de entre los cuatro problemas descritos en esta seccion.

Teorema 2.3.7. Sean x e z' dos flujos mdzimos dindmicos en R para un horizonte temporal
H. Entonces existe un flujo mdzimo dindmico x” en R para el horizonte H tal que:

2"(a,z) = z(a,z) VaeTl(s), z €0, H],
2"(a,2) = 2'(a,z) Ya €T L(t), z € [0, H].
Es decir, tiene el mismo calendario de salida y de llegada que los dos flujos x y z’.

Demostracién. Tomamos cualquier corte minimo (S,T) en Ry. Puesto que z y 2’ son flujos
maximos, ambos saturan el corte totalmente. Construimos el flujo 2” hibrido a partir de este
corte:
. , ] iiesS, Vv 0,H
(9) )= DIk e s el 1
2'((i,4),z) sijeT, Vze|0,H].
Al coincidir en el corte los dos flujos, " es un flujo factible bien definido y al ser z y
maximos, " también lo es. O

Corolario 2.3.8. Sea R una red, existen flujos que cumplen las siguientes condiciones:

Flujo de llegada mds temprana y salida mds temprana.

Flujo de llegada mds temprana y salida mds tardia.

Flujo de llegada mds tardia y salida mds temprana.

Flujo de llegada mds tardia y salida mds tardia.

Demostracion. Por el Corolario 2.3.4 existen los cuatro flujos por separado y utilizando el
Teorema 2.3.7 podemos construir las combinaciones. ]

Definicion 2.3.9. Sea R una red, diremos que un flujo x es un flujo maximo universal si
cumple cualquiera de los puntos del corolario anterior.
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El Algoritmo 7 genera un flujo maximo universal puesto que, por la Proposicién 2.3.6,
sabemos que es un flujo de llegada mas temprana y salida més tardia simultdneamente.

El algoritmo presentado para encontrar un flujo de llegada méas temprana tiene un coste
computacional de O(n?m +nH max,{c(a)}), donde n max,{c(a)} es una cota al nimero m4-
ximo de caminos de aumento en la red R. Debido al término del méximo de las capacidades,
el algoritmo alcanza el flujo en tiempo pseudopolinomial (ver Anexo A.1). Posteriormente
se han presentado mejoras mas eficientes del algoritmo, destacaremos la de Hoppe y Tardos
(1994, p. 437) la cual consigue encontrar una (1 + €)-aproximacion del flujo de llegada més
temprana en tiempo polinomial. Y mds recientemente Baumann y Skutella (2009) constru-
yeron un algoritmo exacto en tiempo polinomial para el problema del flujo de llegada mas
temprana en el caso de tener varias fuentes y varios destinos, el cual seria una generalizacion
del presentado aqui.

El problema del flujo de llegada més temprana resulta ser mas adecuado en la vida real, en
particular en una evacuacién, que el del flujo maximo dindmico. Al estar maximizando el flujo
para cada paso del tiempo estamos logrando salvar al mayor niimero de personas posibles en
cada decisiéon que se tome y esto es una ventaja contra posibles imprevistos, pues, si nues-
tro horizonte temporal es H pero ocurre una situaciéon de emergencia imprevista en tiempo
0 < H, entonces desearemos haber salvado al mayor nimero de personas hasta ese momento.

Aunque por la Proposicién 2.3.6 sepamos que el algoritmo de llegada mas temprana pre-
sentado en esta secciéon es también de salida mas tardia, podemos construir un algoritmo
de llegada méas temprana y salida mas temprana usando el Corolario 2.3.8. Dicho flujo seria
incluso mas atractivo en ciertas ocasiones para evacuar si, por ejemplo, en el nodo fuente
hubiera algin tipo de peligro como fuego, peligro de derrumbamiento, etc.

2.4. Flujo mas rapido

Es muy habitual que en problemas como los de evacuacién el flujo médximo no nos sirva
para llevar a cabo la evacuacion en si, sino su utilidad resida en la planificacién de la evacua-
cién (limites de un edificio, salidas que deben hacerse, etc.). En una evacuacién nos puede
interesar hacer salir a los individuos lo antes posible. Digamos que en un edificio sabemos
que hay, al menos, K personas. Entonces, al no saber cuantas hay en realidad nos puede
interesar intentar evacuar a al menos K en un tiempo lo més pequeno posible. Este seria el
marco del problema del flujo méas rapido en una red.

Una versién previa del problema del flujo méas rapido es la del camino mds rdpido, en la
que se busca un flujo fijo v que recorra una tnica ruta de una red dada. Esta especificacién
del problema se puede dar en evacuacién cuando, por limitaciones del entorno, solo se pueda
escoger un camino. Por ejemplo, en el caso de un guia que intente salvar a las personas
de un lugar en el que solo él conoce los caminos de la red. En ese caso el flujo debe ser
concentrado por una Unica ruta para que el resto de personas no se pierdan durante el proceso
de evacuacién. Chen y Chin (1990) introducen un algoritmo que resuelve esta variante en
tiempo O(m? + nmlog(m)).
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No hay que confundir el flujo mds rdpido con el flujo mds anticipado (o temprano). El
flujo mas rapido empieza a contar el tiempo tras la primera accién que se tome, mientras
que el flujo méas anticipado es el que cumple la tarea en el minimo tiempo, contando desde el
momento en el que se plantea.

Ejemplo 2.4.1. Imaginemos que hay dos lineas de autobis que conectan una zona inicial,
nodo s, con un destino ¢. Una linea tiene una frecuencia de paso alta, pero toma una ruta
mas larga. La otra es una linea “express” y tarda mucho menos tiempo en llegar al destino,
pero pasa pocas veces al dia. Entonces tenemos dos opciones, bien tomar el primer autobis
que pase, que probablemente sera el que toma la ruta mas larga y con el que probablemente
llegaremos antes, o esperar hasta que llegue el autobus “express” con el que tardaremos menos
en el trayecto. El primero serfa la solucién mas anticipada (o temprana) y el segundo autobts
seria la solucidon mas rapida.

Si hubiera algin tipo de obstaculo temporal en la red, entonces podria ser til esperar y
empezar la tarea que se quiera desarrollar méas tarde, cuando el obstaculo ya no se encuentre
en la red (flujo mas rapido). Sin embargo, si la red no cambia a lo largo del tiempo, enton-
ces esperar a tomar la primera accidén no tiene sentido y la solucién mas rapida y la maés
anticipada son la misma. Esta sera la consideracion que haremos en este trabajo, aunque en
evacuacion siempre serd recomendable trabajar con modelos que traten situaciones imprevis-
tas y dindamicas a lo largo del tiempo.

Una subclase de soluciones del problema del flujo mas rapido son aquellas con un minimo
delay, esto es, encontrar un flujo que minimice el tiempo que se queda en espera en los nodos.
Es interesante plantearlo para aquellas situaciones en las que los nodos no son 100% seguros
y se desearia que el flujo quedase parado en ellos lo minimo posible.

Por tanto, el problema del flujo mas rdpido que vamos a estudiar nos pide encontrar un
flujo dindmico que sea mayor que una cota dada en el menor tiempo posible en una red que
no cambia con el tiempo. En algin sentido se puede ver como el inverso del problema del
flujo maximo dindmico ya que, en ese, fijdbamos el tiempo y maximizabamos el flujo.

FLUJO MAS RAPIDO

Input: Sea R = ((V,A),(c,7)) una red, s y t los nodos fuente y destino, K una
constante.

Pregunta: Minimizar H sujeto a vy(xz) > K.

Llamaremos Hg := min{H : vy(x) > K, x es factible} al tiempo de la solucién éptima
del flujo més rapido.

Podemos observar que, si resolvemos el problema del flujo méas rapido, este nos proporciona
una cota inferior Hx para el horizonte temporal H con un valor de flujo de al menos K. Esta
cota temporal se puede usar en el problema del flujo maximo dinamico para obtener el flujo
méaximo, de al menos K, de la manera més rapida. Es decir, max, vy, (z) > K, y la solucién
seguiria siendo un flujo mas rapido con 6ptimo Hy.
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Una manera para encontrar el flujo mas rapido seria ir calculando el flujo maximo dindmico
para diferentes horizontes temporales 6 hasta que, eventualmente, uno de ellos toma un valor
vg: () > K. Ese 0 serfa una cota superior si nos encontrasemos en tiempo continuo pero, al
haber discretizado, veremos que Hy = 6¢'.

Lema 2.4.2. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, 2’ un flujo factible dindmico con valor K
en tiempo H. Si
max vy ,(z) < K,
x

entonces ' es un flujo mds rdapido con valor K y el tiempo minimo serd Hx = H.
\ J

Demostracién. Supongamos que x’' no fuese el flujo mds rapido, entonces Hx < H. Pero
como estamos en tiempo discreto y el flujo méximo dindmico en tiempo H — 1 tiene valor
menor estricto que K se sigue que H — 1 < Hg. Lo cual es una contradiccién, es decir, x’
debia ser flujo mas rapido. O

Observacion. Fijémonos que max, vy, () > K siempre y la desigualdad serd estricta cuando
tengamos algtn arco sin saturar, es decir, cuando un corte de capacidad minima no coincida
con el valor del flujo.

Definamos como F¥ la clase de flujos estéticos que inducen un TRF de méaximo valor para,
un horizonte temporal H. Sabemos que siempre existe al menos uno en dicha clase, F7 #£ (),
gracias a la descomposicién por caminos de Ford Jr y Fulkerson (1958) y el Teorema 2.2.7.

Ejemplo 2.4.3. Consideremos la red de la Figura 2.16. En ella construimos dos flujos con
diferentes colores, el flujo x serd el amarillo (red de abajo a la derecha) y el flujo y serd el
azul (red de arriba a la derecha).

o T
e
o T

Figura 2.16: Red R con capacidades y costes temporales (¢(a), 7(a))

©
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Se puede ver facilmente que, si construimos el TRF de cada uno de ellos T e § respectiva-
mente para el horizonte temporal H = 4, se obtienen los siguientes valores:

v(ix) =4, w(@)=A+1)-4-12=38,

v(y) =8, w(jg)=@+1)-8-32=38.

Por tanto, = e y generan cada uno un TRF de valor méximo (es facil comprobar que es
méaximo con un corte minimo) para tiempo H = 4. Luego z,y € F*. Sin embargo, el flujo
maximo estatico en la red es el flujo y. Si repetimos el calculo para H =3 y para H =5 es
facil ver que:

v3(Z) =4, w3(y) =0,

U5(§7) =12, 1)5(@) = 16.

Luego, € F3 pero y € F°. Ademas, notemos que el minimo tiempo que utiliza el flujo y
para llegar hasta el nodo t es 4, lo que tiene sentido con el valor del flujo ¢ en tiempo 3, pues
no llega flujo alguno en ese horizonte temporal.

Del Ejemplo 2.4.3 se desprende que el conjunto de los flujos méximos estaticos a coste
minimo no tiene que ser igual que F¥ para algtin H, pero siempre esta contenido en él.

Presentamos a continuacién unas propiedades de la funcién de flujo maximo respecto del
horizonte temporal, que nos permitiran caracterizar su forma y crear un algoritmo para el
flujo mas rapido. Recordemos primero que P es el conjunto de todos los caminos en la red R
desde el nodo fuente s al destino ¢t y Hy := min{7(P) : P € P} es el tiempo del camino més
corto.

Proposiciéon 2.4.4. Sea R = ((V,A),(c,7)) una red y H un horizonte temporal. Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1. La funcion f(H) := max, vy (x) es mondtona creciente y para H > Hy es estrictamente
creciente.

2. La funcion A(H) := f(H) — f(H — 1) es mondtona creciente para H > 0, es decir,

A(H) < A(H +1) VH > 0.

3. A(H) estd acotado superiormente por v = max,v(x) el valor de un flujo mdzximo
estdtico en R.

Para probar la proposicién anterior vamos a hacer uso de un par de lemas que condensaran
el grueso de todo el razonamiento.

Lema 2.4.5. Sea R = ((V,A), (¢, 7)) una red y f(H) := max, vy(z). Se tiene que:

f(H—1)< f(H) YH > Hy.
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Demostracion. Si H = Hg la desigualdad se cumple de manera obvia por la definicién de Hy,
ya que vy, (z) = 0 al no poder existir el flujo x en tiempo Hy — 1. Tomemos H > Hy y sea
y € FH~1 con valor v(y) = 3 pep v(yp) por el Lema 2.2.5 e § su TRF. Por la Definicién 2.2.3
se tiene que:

v () = Y (H = 1=7(P) + o(yp) = va(y) — v(y).
pe?

Por tanto, como y existe y es un flujo no trivial, se tiene que:
my?XUH(ZE) > UH(:U) = UHfl(:U) + U(y) > UH—l(g) = mza’XfUHfl(x)-

O

Lema 2.4.6. Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, H un horizonte temporal y f(H) := max, vy (z).
Tomamos y € FH y 2 € FHEL. Se cumplen:

1. v(y) <w(z) VH >0.
2 o(y) + F(H) < f(H +1) < o(2) + f(H) VH >0,

Demostracion. Puesto que y, z son flujos factibles estaticos en R y cada uno induce un TRF
maximo hasta los horizonte H y H + 1 respectivamente, se tiene:

Vi41(2) 2 v (),

vu(Z) < vu(Yy).

Restamos la segunda desigualdad a la primera y, usando la expresiéon del valor de un TRF
dada en el Teorema 2.2.7, se obtiene que:

v (Y) —vu(y) = v(y) < v(2) = vua(2) —vu(2),

lo que prueba 1. Por la Definicién 2.2.3 y el Lema 2.2.5 aplicados a y se tiene que:

Vi () == Y (H+1=7(P) + D)v(yp) = vy () + v(y).
Pe?P

Entonces como y € FH:
v(y) + max vg(z) = v(Y) + va(y) = vaa(y) < m;lXUHH(fC)-
Otra vez, por la Definicién 2.2.3 y el Lema 2.2.5 aplicados a z se tiene que:

Vi (Z) = Z(H +1—7(P)+ 1)v(zp) = vu(Z) + v(2).
Pe?

Entonces como z € FHF1:
mngHH(:U) =vp1(2) =v(2) +vu(z) <wv(z)+ m;iva(:L'),

lo que demuestra 2. O
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Demostracion (Proposicion 2.4./). La prueba de 1 es directa por el Lema 2.4.5. Para la
prueba de 2 solo debemos fijarnos que, por el Lema 2.4.6 aplicado a z € FH-1 y € FH > ¢
FH+L tenemos

v(z) < A(H) <o(y) < A(H +1) < ().

El punto 3 es, con la expresion anterior, obvio:
0<wv(z)<A(H)<v(y) <.

O]

Estas propiedades de la funcién del valor de un flujo méaximo son utilizadas por Burkard
et al. (1993, p. 39-44). En su trabajo se proporcionan una serie de algoritmos para resolver
el problema del flujo mas rapido en tiempo polinomial. Por el Teorema 2.4.10, que veremos
después, y el Algoritmo 7, ya podriamos haber construido un flujo mas rapido en una red R
en tiempo pseudopolinomial mediante un flujo de llegada mas temprana.

Presentaremos aqui dos de los algoritmos que se presentan en Burkard et al. (1993), uno
basado en una busqueda binaria con una mejora por la forma especifica de la funcién f de
la Proposicién 2.4.4, y otro basado en el método de Newton adaptado a la funcién. La idea
detras de ambos es buscar H el minimo valor para el cual vy (xz) > K vy, utilizando el Le-
ma 2.4.2, llegar a la conclusién de que ese H es el 6ptimo del flujo més rapido.

Como tenemos que buscar valores en tiempo discreto y la funcién f(H) := maxg vy (x) es
mondtona creciente respecto de H (ver Proposicién 2.4.4), un método de bisqueda binaria
parece una buena primera opcién. Se empieza con un intervalo [H;, H,] tal que f(H;) < K
y f(H,) > K. Entonces se toma el punto medio del intervalo |(H, + H;)/2] y se calcula el
flujo maximo para ese horizonte temporal. Si el valor estd por encima de K, se selecciona la
primera mitad del intervalo, y si estd por debajo, la segunda mitad.

Este método se puede acelerar usando que, por la propiedad 2 de la Proposicién 2.4.4, la
funcién f es convexa y tiene una forma que podemos aprovechar para mejorar los intervalos
en los que buscamos el flujo maximo.

Como f solo estd definida para los valores enteros, si la extendiésemos a toda la recta
real, su grafica serfa la de una funcién lineal a trozos creciente y convexa (ver Figura 2.17).
Introduciremos la siguiente notacién que nos guiara en la comprensién de la mejora de los
intervalos que queremos construir. Sea L la linea paralela al eje temporal de H a una al-
tura K, siendo K la cota minima del valor del flujo més rapido que queremos determinar.
Supondremos que Hyx € [H;, H,] (valor 6ptimo del problema del flujo méas répido) y, por
ello, tiene sentido definir la recta que une los puntos del plano (Hy, f(H;)) v (Hy, f(Hy))
y que cortard a la linea Ly por hipotesis. La coordenada del eje temporal del punto de in-
terseccion (interseccion de la linea azul y roja en la Figura 2.17) lo denotaremos por v(H;, Hy,).

Tomemos la recta Lsy g que pasa por el punto (H, f(H)) y es tangente a la grafica de f
en ese punto. Al ser f lineal a trozos esta recta no tiene que ser inica y vendra representada
por un subgradiente de la funcién en ese punto.
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f(H)

K /
1 1 1 1 1 1 1
H| y(leHu) 0—(I-sg,Hu) Hu 0(I-sg,H|)

Figura 2.17: Esquema de la mejora en la bisqueda binaria. Punto éptimo marcado en rojo

Lema 2.4.7.
1. Siy € FH, entonces v(y) es subgradiente de la funcion f en el punto H.

2. Siy € argmin{v(z) : x € FHY}, entonces A(H) = v(y).

Demostracion. Recordemos que si f: I —> R es una funcién convexa en un abierto I C R,
entonces ¢ € R es un subgradiente de f en el punto xg € I si

f(z) — f(zo) > c(z —x9) Vo el
1. Tomando y € 7 y usando el segundo punto del Lema 2.4.6, tenemos que
AH+1) = f(H+1) - f(H) = v(y),

donde v(y) es el valor del flujo estético y. Por la definicién de subgradiente, v(y) lo es
de f en el punto H.

2. Por la Proposicién 2.4.4 se tiene que A(H + 1) > A(H), por tanto, A(H) es también
un subgradiente de f en H. Tomemos y € argmin{v(z) : * € F7}. Al ser v(y) el menor
de los subgradientes se tiene que A(H) > v(y). Veamos que la desigualdad estricta no
se puede dar. Supongamos que 3z € F7 tal que v(z) < A(H). Entonces:

fH) vy (2) = v(z) <AH) = f(H) - f(H - 1),

de lo que se tiene que f(H —1) < vy_,(Z), lo cual es una contradiccién pues f(H —1) :
max, vy _, ().

o
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Consideremos, finalmente, los puntos de intersecciéon de las rectas Lgg i, y Lsg,n, con
la recta Lg (interseccion de las lineas amarillas y roja en la Figura 2.17). Denotaremos
la coordenada del eje temporal de los puntos de interseccién como o(Lgsg nm,) ¥y 0(Lsg H,)
respectivamente. De la convexidad de f se pueden obtener las siguientes cotas con la notacién
utilizada:

[v(Hi, Hy)] < Hie < [min{o(Lsg, i), 0 (Lsg,m,) Y-

La parte izquierda se deduce, con la recta definida antes desde (Hy, f(H;)) hasta (Hy, f(Hy)),
usando un razonamiento como el de la regula falsi. Mientras que la parte derecha, al estar
usando el subgradiente, puede obtenerse por medio de un razonamiento similar al del método
de Newton.

Algoritmo 8 Flujo méas rapido (Binario+) O(n?m min{log(K),nmax,{c(a)}})
Input: Red R = ((V, A), (¢, 7)) y cota inferior del flujo K
Pasos:

1. Se construye un buen intervalo [H;, H,| que contenga a Hp.

2. Se calculan sendos flujos a coste minimo con el Algoritmo 3 en las redes modificadas
anadiendo el arco {(t,s)} con c(t,s) = oo, 7(t,s) = —(H; + 1) para una y 7(t,s) =
—(H, + 1) para la otra. Los flujos z;, z,, obtenidos cumplen que z; € I, 2, € FHu,

3. Se calculan los puntos (Hy, f(H;)), (Hy, f(Hy)) y se computan el resto de elementos
de la mejora binaria:

(H. — Hp)(K — f(H)))

P = ) gy
0(Lsg,m,) = K;(L()HZ) + H;, 0(Lsgm,) = W + H,.

4. Se actualizan las cotas del intervalo y se calcula el punto medio:

. H, + H
Hii= [ BT, Hy = (o (o) o (L) V. = |25,
5. Se aplica el Algoritmo 3 para calcular un flujo a coste minimo con 7(¢, s) = —(Hpy,+1).

Se calcula f(H,,) directamente.

6. Si f(Hp) > K, entonces H, = H,,. Si f(H,,) < K, entonces H; = Hy,. En caso de
que f(H,,) = K, se tiene que Hx := Hy, y FIN.

7. Si H, — H; <1, entonces Hyi := H, y FIN. En caso contrario, volver al paso 2.

En el primer paso del Algoritmo 8 se dice que hay que calcular unos buenos valores para
[H;, Hy]. Vamos a dar un par de cotas que siempre contienen el tiempo objetivo Hx entre
ellas y cuyo cédlculo no domina el resto del algoritmo.

K — f(Hy)

v

Hl::Ho-i-[

| = [F L)

v(xt)
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e Supondremos para las cotas que f es una funcién continua y definida en todos los reales,
de modo que se alcanza K = f(Hg). Al tomar enteros, esta asunciéon no tiene efecto
negativo en nuestras cotas.

e Hj es el tiempo del camino mas corto de s a t en la red.
e ¥ =max, v(x) es el valor de un flujo méximo estético.
o v(z;) es el valor de un flujo estético z; € FHt.

o f(x) es el valor del flujo méximo dindmico en tiempo H = .

Lema 2.4.8. Con H; y H,, asi definidos, siempre se tiene Hx € [Hy, H,).

Demostracion. Por la tercera propiedad de la Proposiciéon 2.4.4 se tiene que:

AH) <7 = f(H)_{C(H_l)gL

v

Como esta desigualdad se cumple para todo horizonte temporal H, vamos a hacer un suma-
torio desde Hy + 1 hasta Hg:

S IOSOY g,
0=Ho+1

Como el término de la izquierda es una suma telescépica nos queda:

f(Hk) — f(Ho)

v

< Hg — Hy.
Suponiendo que se alcanza f(Hg) = K en tiempo Hg continuo, se tiene que
K — f(Ho)
v

Hy + < Hg.

Por otro lado, tomemos z € FHi. Por la segunda propiedad de la Proposicién 2.4.4 se tiene:

A(Hk) z - 2 A(H +2) 2 A(H +1) = f(Hi + 1) — f(H) = v(2).

Si sumamos desde H; hasta Hx — 1 se tiene:

Z f0+1 f(e) © He_ 1,

Suponiendo que se alcanza f(Hg) = K en tiempo Hg continuo, se tiene que

K — f(H

it { o(z) )W = Hie
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El céalculo de estas cotas se hace por separado del bucle y necesita el calculo de un flujo
maximo estatico, un flujo a coste minimo, un camino mas corto y un par de flujos dinamicos
que se pueden calcular a partir de lo ya calculado, en total, el nimero de operaciones es del
orden de O(n?(m + n)).

El calculo de los flujos a coste minimo en las redes modificadas, de la forma como dijimos
en la seccién de flujos maximos dindmicos, es necesario, pues nos permite calcular el valor
de f en H; y H,. También nos sirven para computar los subgradientes de las lineas Ly, y
Lgg 1, , junto con el punto y(H;, H,) que se obtiene muy facilmente con la ecuacién punto-
pendiente. Todo esto tiene coste O(2n?m).

A continuacién, se actualizan los puntos [H;, H,| y se calcula H,, = |(H;+ H,)/2| su
punto medio. De este se encuentra el valor f(H,,), lo cual requiere un calculo de un flujo a
coste minimo, es decir, O(n?m) operaciones.

Esto se repite hasta que f(H,,) ~ K, haciendo Hx = [H,,]. O bien H, — H; < 1,
en cuyo caso, en virtud del Lema 2.4.2, se tiene que Hx = H,, lo que son, a lo sumo,
min{[log(K)] + 1,0} iteraciones, puesto que el intervalo se reduce al menos hasta la mitad
en cada paso y la funcién f tiene como mucho ¥ cambios de pendiente por la propiedad tres
de la Proposicion 2.4.4.

Ejemplo 2.4.9. Si recuperamos la red de la Figura 2.16, podemos demostrar que el flujo
y € FH VYH > 4. Por tanto, tenemos caracterizada la funcién f(H) y se puede buscar
facilmente el valor H tal que f(H —1) < K < f(H). Si no, bastaria con aplicar el algoritmo
descrito, construyendo las lineas y los subgradientes que se piden en cada caso.

El otro algoritmo (ver Algoritmo 9) que se presenta estd basado en el método de New-
ton para resolver ecuaciones no lineales. Con la notacién que hemos usado, para un punto
(H®), f(H®)) se considerars una cualquiera de sus rectas tangentes Ly, px), se busca el pun-
to de corte con la recta Lg y se hace la imagen por f de la coordenada temporal U(LSQ’H()C)).
Esto, junto con el Lema 2.4.7 que nos permite calcular un subgradiente, nos proporciona la
siguiente férmula recursiva:

K — f(H®) 28 ¢ GgH®

(k+1) ._
H =o(L O

597H(k)) = H(k) +

Al ser f una funcién convexa, la convergencia se tiene garantizada en un ndmero finito de
pasos y, ademds, en la préctica se suele obtener la solucién més rapido que con el Algoritmo 8.

El calculo de la cota inicial H; en el Algoritmo 9 no domina en ningtin caso su velocidad.
Incluso si fuera muy costoso se podria tomar H ©=Hyo igual a cero. Después se calcula en
cada iteracion del bucle un flujo a coste minimo con el algoritmo de Busacker-Gowen que tiene
O(n?m). Por la tercera propiedad de la Proposicién 2.4.4 tenemos que el niimero maximo de
pendientes que tiene la funcién a trozos f es v = max, v(z). Este valor estd acotado, en el
peor de los casos, por nmax,{c(a)}, lo que harfa al algoritmo pseudopolinomial, ya que seria
el nimero maximo de caminos de aumento que, a lo sumo, se tienen que usar para alcanzar
un flujo maximo estatico.
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Algoritmo 9 Flujo més rapido (Newton) O(n?mlog(nK max,{c(a)}))
Input: Red R = ((V, A), (¢, 7)) y cota inferior del flujo K
Pasos:

1. Hacemos k = 0 y tomamos H*) := H;.

2. Aplicamos el Algoritmo 3 y encontramos un flujo a coste minimo en la red modificada
R = (V,AU{(t,s)}),(¢c,T)) con ¢(t,s) = oo y 7(t,s) = —(H® + 1). El flujo
encontrado serd z*) ¢ FH" por el Teorema 2.2.7.

3. Calculamos f(H®)) a partir de (). Y computamos:

K — f(H®)

gD — k)
+ v(z(k)

4. 8i [H® — HE+D| < 1 o f(H*HY) = K. Hacemos Hx = [H®] y FIN. En caso
contrario, k = k + 1 y volvemos al paso 2.

En Burkard et al. (1993, p. 43) se prueba que, dada la estructura del problema, se puede
rebajar la cota hasta O(log(nK maxg{c(a)})). Por lo tanto, nos queda una cota global del
algoritmo de O(n?mlog(nK max,{c(a)})) segtin lo presentamos aqui. Si en lugar de buscar
una solucién en tiempo discreto lo hiciésemos en tiempo continuo se puede volver a hacer por
medio de una bisqueda binaria ya que Fleischer y Tardos (1998, p. 76) probaron, en el caso
en el que K y 7(a) son enteros para todo a € A, que el tiempo éptimo de un flujo més rapido
es un namero racional cuyo denominador estd acotado por la capacidad de un corte minimo
en la red original por el Teorema 1.2.11 y por la expresién del valor de un flujo maximo en
la clase de los TRF del Teorema 2.2.7.

Teorema de triple optimizacion

Hay una relacién muy estrecha entre el flujo de llegada més temprana y el flujo més rapido
en una red. El siguiente teorema, que se llama el Teorema de triple optimizacion, se lo debe-
mos a Jarvis y Ratliff (1982). Probaron que, si se encuentra una solucién para el problema
del flujo de llegada més temprana, entonces se tiene una solucién para el problema del flujo
mas rapido dada una cota factible K. Es méas, Jarvis y Ratliff demostraron que el problema
del flujo de llegada mas temprana es equivalente al problema de encontrar un flujo minimo
ponderado en los arcos de llegada de la red expandida hasta un horizonte H, siempre que el
flujo sea de al menos K unidades.

Esta equivalencia es bastante 1til si hablamos de eficiencia computacional. Encontrar un
flujo de llegada mas temprana es, a priori, mas costoso que encontrar un flujo mas rapido
tanto si hablamos del coste computacional como del esfuerzo para programar el cédigo. Si
comparamos el Algoritmo 9, basado en el método de Newton, con el Algoritmo 7, que es
pseudopolinomial, las ventajas del primero quedan patentes.
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Teorema 2.4.10 (Triple optimizacién). Sea R = ((V, A), (¢, 7)) una red, ¥’ un flujo
mdzimo dindmico con valor vy(x') > K para un horizonte temporal H. Consideremos:

(a) Problema del flujo de llegada mds temprana:

0
max vg(x) = Z:L’H(tz,t) Vo < H.
2=0

(b) Problema del minimo flujo ponderado de llegada:
H
min szH(tz,t).
z=0

(c) Problema del flujo mds rapido:

mxin{H : vg(x) > K}

Si x' es solucion de uno de los problemas (a) o (b), entonces es también solucion de los
otros.
\

Observacion. Los problemas tanto de (a) como de (c¢) ya han sido descritos con anterioridad.
El problema (b) tiene una interpretacion directa como el minimo tiempo medio que tarda el
flujo en llegar hasta el destino ¢. Esto es obvio, pues estamos ponderando el flujo segtin el
momento temporal en el que llega al nodo ¢ y, dividiendo el resultado entre el valor del flujo
total vy (), se obtiene un tiempo medio de salida de la red R para el primer individuo del
flujo. Esto es bastante util al planificar una evacuacién, pues de media podremos asegurar un
cierto tiempo de evacuaciéon admisible.

Para demostrar el teorema necesitamos de un lema técnico previo que nos servira para ver
la equivalencia entre los apartados (a) y (b).

Lema 2.4.11. Consideremos los conjuntos de niumeros reales no negativos {%’}?:1, {52‘}?:1
y {vi}i, que satisfacen:

1. Z?:l O‘i:Z?:1 Bi.

k k
2.3 i <Y BiVE=1,...,n
3. 1<y < < Ype-

Si para al menos un i € {1,...,n} se tiene que a; # B;, entonces:

n n
Z%’ai > Z%ﬂi
i=1 i=1




2.4. FLUJO MAS RAPIDO 59

Demostracion. La clave de la demostracion es construir una sucesién de conjuntos {{a? }?_;};
0_

con o; = «; tal que B; = a{ Vi para algin j y que dicha sucesién cumpla:

n n

. o .
Z%ozg > Zwaﬁ vj.
i=1 i=1

Para ello consideremos el minimo indice

k k
¢j :==min < k: Zaf < Zﬁz
i=1 i=1

Por el hecho de ser minimo, y por la segunda condiciéon del enunciado, se tiene que:

By, — agj > 0, Bi =al Vi<g;.
Construyamos
a{ ‘ sii < gqj
oIt = 04%_ + (Bg; — ailj) sii=g;
a; — (By; —ag;) sii=gq;+1
al sii>q;+ 1.

Al sumar y restar la misma cantidad se tiene que el conjunto {af} | sigue cumpliendo la
primera condicién para todo j. Ademéds, como se suma la cantidad en exceso en el indice gj,
la segunda condicién también se cumple ya que (;; — aéj > 0. Veamos que la suma ponderada
decrece estrictamente:

n q n

1 . ) ) ) , .
§ %'Oég = E '71‘05? + Vg, (0551]- + (/qu - 0‘{1]-)) + 'Yqj+1(04f]j+1 - (qu - O‘f;j)) + § 'Yz‘ag =
i=1 i=1 i=q+2

n n
= Z%’O‘g + ('qu - qu+1)(ﬁqg‘ - O‘g]j) < Z%af.
i=1 i=1

Puesto que §,;;, — aéj > 0y por la tercera condicién 74, — vg;+1 < 0.

Si repetimos el proceso hasta que no se pueda encontrar un ¢; minimo indice que hace que
la suma de los o/ sea estrictamente menor que la suma de los 3, esto querra decir, por la
condicién dos, que todas las sumas son iguales y, en particular, que ozf = f3; Vi. Por lo tanto,
se tiene el resultado del enunciado, ya que si existe a; # [3; entonces hay un minimo indice ¢
y podemos empezar el proceso descrito arriba. ]
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Demostracion: (Teorema 2.4.10).

(a) = (b)| Supongamos que z’ es solucién de (a) y denotemos por S, := 2/, (t.,t), el flujo
z’ en la red expandida Ry en el arco (t,,t).

Tomemos x cualquier flujo maximo dindmico de R en tiempo H y denotemos por «, :=
xy(ty,t). Al ser z flujo méximo e 2’ flujo de llegada més temprana se tiene que:

H H
E Qy = E ﬁz s
z=0 2=0

6 6
d a.<> 8. Voe{o,1,... H}
z2=0 z=0

Consideremos v, := z. Entonces, si a, # [, para algin z, por el lema anterior se tiene que

H H
Z V20 > Z ’Yzﬁz-
z=0 z=0

Por lo tanto, 2’ es flujo minimo ponderado ya que x es un flujo maximo arbitrario.
(b) = (a) | Supongamos que z’ es solucién de (b). Por las Proposiciones 2.3.2 y 2.3.3 sabemos
que siempre existe un flujo = de llegada més temprana con vy (x) = vy(2’) > K por ser a’

méximo en tiempo H. Denotamos por 3, := zy(t,,t), a, := 2/, (t.,t) y 72 = 2.
Si existe un z tal que a, # 5., entonces por el lema anterior se tiene que:

H H
Z YO0z > Z 'Yzﬁz'
z=0 z=0

Esto contradeciria el hecho de que 2’ es un flujo minimo ponderado. Por tanto, a, = 3, Vz y
se tiene que el flujo 2’ es de llegada mds temprana.

(a) = (c)| Supongamos que z’ satisface (a) pero que no satisface (¢). Por tanto, existe un

flujo = que en tiempo 6 € {0, ..., H} es flujo mas rapido con vg(xz) > K. Como 2’ es flujo de
llegada mds temprana, se sigue que vg(z') > vg(z) > K. Por tanto, 2’ era también flujo més
rapido en tiempo 6. O

2.5. Flujo y localizacién dinamica

Igual que en el caso estatico, nos podemos plantear colocar ¢ instalaciones en una red
mientras se pretende que el flujo maximo hasta un horizonte temporal H sea perturbado lo
menos posible. Gracias a la interpretaciéon de un problema dindmico que nos ofrece la red
expandida temporalmente, cuando tratamos de colocar ¢ instalaciones de manera dindmica,
estamos situando cada instalacién en todas las copias temporales de los arcos de la red
expandida hasta el horizonte H simultaneamente (ver Figura 2.18).
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Figura 2.18: Localizacién de tres instalaciones {pi,ps,ps} en la red R y su colocacién en la red
expandida temporalmente con H = 4

Definicién 2.5.1. Sea Rp = ((V, A), (¢,d,m)) una red de flujo y localizaciéon (ver Defini-
cién 1.4.1). Consideramos 7 : A — R una funcién de costes de transito por un arco y la
extensién de la funcién de capacidades ¢ a todos los nodos de la red ¢ : AUV — R*. Se
denominard red dindmica de evacuacion o red de flujo y localizacion con esperas a

Rp = ((V, A), (¢, T,d,m)).

Por exceso de notacién, a la red dindamica de evacuacién la llamaremos simplemente red de
flujo y localizaciéon y la definiremos explicitamente con la funcién 7 de costes, sabiendo que
la componente temporal se tiene en cuenta.

Al igual que el problema estatico, el ¢-FlowLoc dindmico es NP-completo (ver Teore-
ma 1.4.3) y se podria plantear una formulacién de programacion lineal entera mixta usando
la Definicién 2.1.3 de flujo dindmico factible. Sin embargo, por el Teorema 2.2.7 sabemos que
un flujo maximo dindmico puede ser calculado a través de un flujo estatico a coste minimo en
la red original anadiendo un arco entre los nodos destino ¢ y fuente s. Esto se puede expresar
como formulacién lineal como sigue:

Variables
Zq ¢ flujo en el arco a Va € A
1 si la instalacion p se coloca en el arco a
Yap * { 0 en otro caso. vaeApeP

Constantes
d, : tamano de la instalacion p € P.
cq : capacidad del arco a € A.
mg ©  maximo nimero de instalaciones que se pueden colocar en a € A.
T © coste/tiempo del arco a € A.
H : horizonte temporal.
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Formulacién

min. Z TaTa — (H + 1)z ) (2.4)

acA\{(t,s)}
s.a Z Tgq — Z g =10 VieV (2.4a)

ael'—1(3) a€l(7)
0<z,<c, Va € A\L (2.4b)
Zya,p <mg Va € L (240)
peP
Z Ya,p = 1 Vp cP (2.4(11)
a€ll
Za + dpYap < Ca VaelL,pelP (2.4e)
Yap € {0,1} VacL,peP (2.4f)

Vemos que la formulacién (2.4) es igual que la del problema estético presentada en (1.4),
simplemente cambiando la funcién objetivo segin hemos indicado en el Teorema 2.2.7 por un
flujo a minimizar. Dada la formulaciéon anterior podemos trabajar con la red y el arco extra
considerando 7(t,s) = —(H + 1) y c(t,s) = oo, o bien forzando a que z(, ) = v, donde v
es el valor de un flujo maximo estatico en la red original. Esto es clave para los siguientes
algoritmos que presentaremos.

Dada la similitud de la formulacién dindmica y la estatica es posible tomar el Algoritmo 5
y, sustituyendo el calculo de un flujo maximo por un calculo de un flujo a coste minimo
mediante el Algoritmo 3 en la red modificada, conseguir un algoritmo heuristico para el pro-
blema del ¢-FlowLoc dindmico cuyo coste computacional serfa O(qlog(q) + q(|L| + n?m)).

Otra forma de plantear un algoritmo heuristico seria partir del caso 1-FlowLoc dinamico
e iterar ¢ veces de manera concreta, aunque veremos que este ultimo tiene una complejidad
computacional superior a la del Algoritmo 5 modificado que hemos indicado en el parrafo
anterior.

En el Algoritmo 10 hemos tomado el Algoritmo 4 (que es un algoritmo exacto para ¢ = 1)
para el caso estatico y lo hemos adaptado para calcular un flujo a coste minimo en la red
modificada con el arco (¢, s). Puesto que en el peor de los casos repetimos el algoritmo para
todas las localizaciones de L, y que el Algoritmo 3 para encontrar un flujo a coste minimo
tiene una complejidad computacional de O(n?m), con n el niimero de nodos y m el de arcos.
Se tiene que la complejidad de este algoritmo (exacto) es, en el peor de los casos, O(|L|n%m).
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Algoritmo 10 1-FlowLoc por enumeracién dindmico O(|L|n?m)

Input: Red de flujo y localizacion Rp = ((V, A), (¢, 7,d,m)), instalacién p y horizonte
temporal H
Pasos:

1. Anadimos a la red el arco (¢, s) extra con 7(t,s) = —(H + 1) y ¢(t,s) = 00
2. Fijamos el flujo a coste minimo v = co.

3. Tomamos un arco a € L no marcado.

4. Si c¢(a) > d(p) entonces actualizamos c(a) = c(a) — d(p).

)

. Calculamos el flujo a coste minimo z® en la red R = (V, AU {(t,s)},c,7) con el
Algoritmo 3.

&

Marcamos el arco a y reactualizamos la capacidad c(a) = c(a) + d(p).
7. Siv(z*) < v, actualizamos el flujo a coste minimo v = v(z*) y la localizacién I(p) = a.

8. Si todos los arcos de L estdn marcados, FIN. Si no, volvemos al paso 3.

Plantear una heuristica para ¢ instalaciones en el caso dindmico es ahora sencillo, pues
basta repetir el Algoritmo 10 ¢ veces, pero se hard de una manera concreta. Para ello, como
ya hicimos en el capitulo anterior, ordenaremos las instalaciones por tamafio y, entonces,
haremos el bucle para todas las instalaciones.

Algoritmo 11 ¢-FlowLoc dindmico O(qlog(q) + q|L|n?*m)

Input: Red de flujo y localizacién Rp = ((V, A), (¢, 7,d, m)), instalaciones P y horizonte
temporal H
Pasos:

1. Definimos k = 1. Colocamos P = {p1,...,p,} en orden decreciente segiin su tamaifio

d(p1) > d(p2) > -+ > d(p,)-
2. Obtenemos I(px) = a la localizacién 6ptima de py mediante el Algoritmo 10.
3. Fijamos la localizacion l(pxy;—1) = a Vi=1,...,m(a).
4. Actualizamos k = k + m(a). Si k < g volver al paso 2.

5. Finalizamos el proceso con vector de localizaciones [. FIN.

Si nos fijamos, ordenar un vector de g elementos nos costaria O(qlog(q)). Ademaés, en el
bucle, en el peor de los casos, localizaremos solo una instalacién por iteraciéon. Por tanto,
la complejidad computacional de este algoritmo serd O(qlog(q) + ¢|L|n?m). Como vemos es
mayor a la modificacién que hemos comentado sobre el Algoritmo 5 con tiempo O(qlog(q) +
q(|L] + n?m)). EI hecho de haberla expuesto aqui es por la gran claridad que presenta en su
construccién, sin embargo, para obtener un mejor resultado computacional se recomienda la
modificaciéon comentada, pues si el nimero de posibles localizaciones L. es grande, entonces,
ese término dominara la eficiencia de esta tltima heuristica.







3. Evacuacion. Caso Practico

En este capitulo describiremos una técnica muy utilizada en la practica para mejorar la
capacidad de los arcos de una red en una situacién real, el llamado contraflow. En el caso
que analizamos, no resolvemos el problema del contraflow en general, sino que fijamos un
sentido a los arcos dependiendo de la escalera de salida mas cercana, habiendo realizado un
contraflow de forma manual. Si bien es cierto que se hablara sobre él, en general, ya que en
los casos de evacuaciones por carretera los arcos (que representan dichas carreteras) tienen
una capacidad maxima segin el sentido que tengan las carreteras originalmente en la realidad.

Posteriormente, trataremos un caso practico de evacuacién de un centro de ensenanza se-
cundaria, el IES Francisco Salzillo situado en la ciudad de Alcantarilla (Murcia). Intentaremos
contrastar la informacion, que aparece en el plan de autoproteccion del centro, utilizando los
algoritmos desarrollados en los capitulos precedentes. Ademaés, se considerard la situacién
ficticia de tener que realizar una exposicion fija en el instituto, resolviéndose mediante el
modelo g-FlowLoc.

Al lector que quiera profundizar sobre evacuaciones y localizaciones de instalaciones en una
red durante emergencias, aplicadas a un caso practico, se le recomienda leer Kongsomsaksakul
et al. (2005); Liu y Yu (2012); Kaisar et al. (2012); Bayram y Yaman (2018); asi como
Schadschneider et al. (2009), que trata el problema de evacuar una zona mediante un modelo
de simulaciéon multiagente, para prever el comportamiento del grupo de personas, aplicado a
un avién y un estadio de fatbol.

3.1. Técnica de aumento de flujo por arco. Contraflow

El contraflow, o “lane reversal”, es una técnica para aumentar artificialmente las capacida-
des de los arcos en momentos de necesidad (evacuacién o emergencia), usando el hecho de que
es fisicamente posible invertir el sentido de parte del objeto al que representa el arco en la red.

Por ejemplo, en el caso de una evacuaciéon provocada por un huracan, muchos estados de los
Estados Unidos tienen las llamadas “hurricane evacuation routes'” (ver Figura 3.1), que no
es més que una red de carreteras marcadas previamente para las que, en caso de emergencia,
se decreta la inversion del sentido. De esta forma, se aumenta la capacidad del flujo que puede
viajar en una direcciéon dentro del hipotético grafo cuyos arcos serian las carreteras.

!Para més informacién: https://www.txdot.gov/driver/weather/hurricane-contraflow-vids.html
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Figura 3.1: A la izquierda una sefial que representa el sentido de las carreteras colindantes en caso
de huracan y a la derecha un carril que se habilita en caso de emergencia que permite la
inversién del sentido mas adelante

Al lector que quiera conocer més sobre esta técnica y su aplicacién practica se le recomien-
da el siguiente informe de 2006: hdl .handle.net/11299/632. Este es el informe completo de
la publicacién de Kim y Shekhar (2005). También existen diversos articulos que tratan los
modelos que hemos visto en los capitulos anteriores pero con el afiadido de usar el contra-
flow en ellos: Xie et al. (2010); Rebennack et al. (2010); Pyakurel et al. (2014); Pyakurel y
Dhamala (2015).

Vamos a poner un ejemplo sencillo para ver el alcance que puede tener esta técnica. En la
Figura 3.2 podemos ver como el arco en color verde con una capacidad de 5 se escinde en dos
arcos de capacidades 3 y 2. El arco de capacidad de 3 respeta el sentido original, mientras
que el arco de capacidad 2 es nuevo y ha invertido el sentido original.

s ol /@z\n@

© ® oL of
N OO e

Figura 3.2: Red R transformada por el método del contrafiow

Esta légica es aplicable, por ejemplo, a una carretera con 5 carriles todos del mismo sentido.
En caso de emergencia, es posible que una parte de los carriles, o incluso la totalidad de ellos,
puedan ser usados en el sentido opuesto por los servicios de salvamento. En la Figura 3.2 esto
vendria representado por la red de la derecha, en la cual se habrian habilitado dos carriles en
sentido contrario debido a una situacién excepcional de emergencia.

Fijémonos que, en el caso de la red modificada que mostramos en la Figura 3.2, el flujo
maximo estatico alcanza un valor de 9 unidades, superior al original que era de 7 unidades,
gracias a la técnica del contraflow aplicada a un solo arco. Esto conlleva que, el tiempo de
evacuacion necesario para una determinada cantidad de flujo K, sea menor en la red modifi-
cada que en la original.



hdl.handle.net/11299/632

3.2. FLUJO MAXIMO, MAS RAPIDO Y DE LLEGADA MAS TEMPRANA EN UN INSTITUTO 67

Esta técnica también puede ser utilizada para mejorar flujos dindmicos, abriendo nuevas
rutas para el flujo en determinados momentos. Ademaés, si durante la evacuacién sucede un
imprevisto en algin arco y su capacidad queda disminuida, se puede aplicar el contraflow
para invertir los arcos de la red que sean necesarios para intentar recuperar el valor del flujo
original.

El problema que, como matematicos, nos encontramos al tratar la técnica del contraflow
es el siguiente y que se plantea en Kim y Shekhar (2005):

PROBLEMA DEL CONTRAFLOW

Input: Sea R = ((V,A),(c,7)) una red y = un flujo méximo sobre ella.

Pregunta: ;Existe una funcién f(a) € {a',a”} que asigna a cada arco a € A una
direccién (no necesariamente la original) tal que el valor del flujo méximo en
la nueva red R’ = (V, f(A)) sea mayor o igual que v(x)?

Este problema hace referencia a encontrar el conjunto éptimo de arcos que deben ser
invertidos para maximizar el flujo de una determinada red y que, en particular, haran que el
tiempo de evacuacion en la red se reduzca desde una cota dada.

Teorema 3.1.1. El problema del contraflow es NP-completo.

Demostracién. La podemos encontrar en Kim y Shekhar (2005, p. 252) y se basa, al igual que
la demostracién del Teorema 1.4.3, en una reduccion al problema 3-SAT (ver Anexo A.1). O

3.2. Flujo maximo, mas rapido y de llegada mas temprana en un
instituto

Como se ha comentado al inicio del capitulo, aqui trataremos un caso practico de evacua-
ciéon de un centro de ensenanza secundaria, el IES Francisco Salzillo, situado en la ciudad
de Alcantarilla (Murcia). Para la obtencién de los datos reales hemos utilizado el Plan de
Autoproteccion 2019-2020, proporcionado por el Equipo Directivo del centro.

Descripcion

El IES Francisco Salzillo cuenta con 3 edificios separados fisicamente (ver Figura 3.3). El
salén de actos junto con el gimnasio; el edificio principal, con las aulas y departamentos; y un
edificio secundario, con tinicamente aulas para los alumnos. Al poder tratar estos 3 edificios
de manera separada, se pueden plantear evacuaciones independientes. De esta forma, nosotros
nos ocuparemos de analizar el caso del edificio principal, que es el méas grande y el que puede
suponer un mayor reto al tener varias plantas (ver Figura 3.4).
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Figura 3.3: Imagen satelital de los tres edificios que conforman el centro IES Francisco Salzillo y sus
dos patios, marcados con letras A y B

Todos los anos, y siguiendo el plan de autoproteccion, se realiza un simulacro de evacuacion
de todo el centro ante una hipotética situaciéon de incendio en las instalaciones. Dentro del
Plan de Autoproteccion 2019-2020, aparecen especificadas las rutas (en la Figura 3.4) que
deben seguir los alumnos y profesorado desde cada estancia hacia la salida mas cercana, y el
orden en el que deben desalojarse (primero la planta baja y primera, la segunda espera hasta
que casi se ha completado la evacuacién de la primera y asi sucesivamente), siguiendo la pre-
misa de que no se desaloja un aula que esté mas lejana de las escaleras sin haber desalojado
antes todas las aulas que estén mas cerca.
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Figura 3.4: Plantas del edificio principal del IES Francisco Salzillo
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En el mismo informe, en su pagina 51, aparece el tiempo estimado para realizar dicho
simulacro de evacuacién: 2 minutos y 50 segundos. Ademas del ntimero de individuos que se
espera que haya en el edificio (892 personas entre alumnos y profesores). Vamos a modelar con
una red el edificio entero y, usando los algoritmos de flujos maximos y flujos mas réapidos, ver
si dicho tiempo se puede rebajar, e incluso si la forma de evacuar es diferente a la mostrada
en la Figura 3.4.

Modelo matematico

Utilizaremos las imagenes de las plantas del edificio principal que aparecen en la Figura 3.4,
para construir una red que lo represente. Dicha red R viene dada en las Figuras 3.5, 3.6, 3.7
y 3.8. En ellas se puede ver que cada aula es un nodo con la letra “s”, pues todas las aulas
son, a priori, fuente de parte del flujo, y se ha considerado que los subindices complicarian
la comprensién de la red mas que ayudar. Hemos marcado los pasillos con nodos “p”, estos
hacen de puntos de control y acumulacién de las personas cuando salen de las aulas. Luego
tenemos los nodos “e”, son los que representan las escaleras y son distinguibles, pues sus
capacidades y costes de transito son diferentes. Finalmente, los nodos “t” son las salidas del
edificio, los destinos del flujo para esta evacuacién. Un resumen del nimero de nodos por

planta se tiene en la Tabla 3.1.

3 Xt 0 xt 0 xt 0 xt

2 Xe 4 xe 4 xe 2 xXe
Planta 0 11 xs Planta 1 14 xs Planta 2 16 xs Planta 3 19 x5

8 xp 9 xp 9 xp 9 xp

Tabla 3.1: Resumen por plantas de los diferentes nodos de la red

Las capacidades y tiempos, en segundos, que se tarda en atravesar los diferentes arcos
aparecen en las Figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 entre paréntesis, (c(a),7(a)). Ademds, mostramos
al lado de cada nodo, en azul, su capacidad. Es decir, la cantidad de individuos que pueden
permanecer a la espera en ese nodo un instante de tiempo. Si sumamos todas las capacidades
de todas las aulas del edificio, obtenemos que el nimero maximo de personas que pueden estar
en el edificio simultdneamente es de 1665. Como vemos, este ntimero es superior a las 892
personas que habitualmente ocupan el edificio. Esta diferencia se debe a que muchas aulas
(informatica, tecnologia, dibujo, departamentos, etc.) estdn vacias o no tienen casi concu-
rrencia. Por ello, como luego describiremos en el analisis de resultados, se afiade una variable
nueva en el modelo (ver Codigo A.2) que indica aquellos nodos que, presumiblemente, van a
contener el grueso de los individuos (que seran, sobre todo, las plantas segunda y tercera).

Para este caso practico no se ha resuelto el problema del contraflow en general, sino que
hemos fijado un sentido en los arcos dependiendo de la escalera de salida mas cercana. Esto
tiene sentido mientras todas las vias de escape del instituto estén disponibles desde el inicio.
Sin embargo, se puede observar que las aulas situadas en el centro de los pasillos tienen la
opcion de ir en cualquiera de los dos sentidos, puesto que no podemos distinguir qué sentido
es el mejor para esos arcos.
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Tenemos un modelo con miiltiples fuentes y destinos en el que queremos encontrar un flujo
maximo dinamico. Los algoritmos que hemos desarrollado en el capitulo anterior son todos
para redes en las que tenemos una fuente y un destino, es decir, tendremos que realizar una
transformacion de la red para poder adecuarla a nuestros algoritmos. Como necesitamos re-
coger el comportamiento conjunto de varias aulas interaccionando, es imperativo mantener
varias fuentes de flujo.

Esto lo podemos hacer si tomamos la red R, que representa a todo el edificio, y construimos
su red expandida temporalmente hasta un horizonte H. En esta nueva red, Ry, el problema
se reduce a encontrar un flujo maximo estatico con multiples fuentes y destinos. Por suerte,
podemos crear en esta situacién dos nodos que aglutinen a todas estas fuentes y destinos, co-
mo hicimos en la Figura 2.2 y, con esta modificacién, aplicar los resultados del primer capitulo.

Para poder manejar la red R hemos optado por utilizar su matriz de adyacencia, que deno-
taremos por M. Nos hemos apoyado en la web https://graphonline.ru/es/, que permite
introducir un grafo y obtener, entre otras muchas cosas, la matriz de adyacencia asociada?.
Para el lector que quiera trabajar construyendo grafos, se le recomienda usar la libreria Net-
workz de Python.

Como en la Definicién 2.1.2 se explicitan las transformaciones que tienen lugar para cons-
truir los conjuntos Vi y Ap de la red expandida a partir de la original, podemos crear un
codigo que tome la matriz M y genere la matriz de adyacencia My de la red expandida tem-
poralmente. Ya con esta nueva matriz, podemos construir la matriz de incidencia, denotada
por By, que usaremos para saber cudles son los arcos sucesores y predecesores de cada uno
de los nodos de V.

Una vez tenemos todos estos elementos, es posible plantear el problema de programacién
lineal para calcular el flujo maximo estdtico en la red Ry (ver la formulacién en (1.2)). Este
flujo se podra transformar en un flujo dindmico en la red original R siguiendo la parametri-
zacién siguiente:

.T((Z,j),@) =TH (i07j0+”r(i,j)) V(’L,j) € A7 Z7] € ‘/7 NS {Oa)H}

En general, el flujo maximo dindmico obtenido no sera de la familia TRF, ya que trabajamos
directamente con la red expandida y no hay obligacién de que la solucién obtenida repita
el mismo trayecto a lo largo del tiempo. Es mas, la teoria expuesta en este trabajo no nos
asegura que dicho flujo repetido temporalmente pueda existir en una red con multiples fuentes
y destinos.

Caodigo
Hemos optado por programar todo el proceso integramente en lenguaje Mosel de Xpress.

Explicaremos aqui las lineas de los dos primeros c6digos del Anexo A.2, aunque ya estan
comentadas en ellos.

2. El grafo que representa al instituto se puede encontrar en: http://graphonline.ru/en/?graph=
PLtpFLCFQJypeiTl


https://graphonline.ru/es/
http://graphonline.ru/en/?graph=PLtpFLCFQJypeiTl
http://graphonline.ru/en/?graph=PLtpFLCFQJypeiTl
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Empezamos por el Codigo A.1. En las primeras lineas, de la 9 a la 12, definimos los dos
parametros iniciales del modelo. El nimero de nodos de la red original, n, y el horizonte tem-
poral en segundos, H. De las lineas 14 hasta la 38 declaramos los rangos, matrices, conjuntos
y variables que vamos a usar en el desarrollo del problema. En concreto, siguiendo la notacién
del c6digo, el flujo en un arco viene dado por la variable z(a).

Después, entre las lineas 47 y 50, leemos los datos referentes a la red concreta que estamos
tratando, desde un archivo externo llamado “Data - IES Salzillo.txt”. A continuacién, desde la
linea 65 hasta la 103, construimos la matriz de adyacencia de la red expandida MH, la matriz
de costes temporales tauH y la de capacidades cH; siguiendo las directrices que nos marcaba
la Definiciéon 2.1.2 y la observacién posterior sobre los nodos “stper s” y “super t”. Estas
matrices se construyen siguiendo un patrén de cajas, es decir, los primeros (H +1) x (H +1)
elementos de la matriz MH provienen del primer elemento de la matriz M. Por ello, el tamano
de estas matrices es de n - (H + 1) + 2.

El construir esta matriz (MH), aunque para la teoria sea redundante, resulta util para fijar
una numeracién en los arcos dentro del mismo cédigo. Esto se hace entre las lineas 107 y
114. Una vez hemos hecho esto, podemos crear la matriz de incidencia de la red expandida,
llamada BH en el cédigo. Entre las lineas 119 y 122 se rellena esta matriz utilizando la
notacién siguiente:

o Un elemento (i,a) de esta matriz toma el valor 1 si el arco a es un arco sucesor del
nodo i, es decir, a € I'(¢).

o Un elemento (i,a) de esta matriz toma el valor —1 si el arco a es un arco predecesor
del nodo i, es decir, a € T71(3).

o Si un elemento (7,a) toma el valor 0, entonces el arco a no incide en el nodo .

Con esto ya tenemos las matrices necesarias para plantear correctamente el problema de
programacion lineal descrito en la Formulacién (1.2). Desde la linea 133 hasta la 150 se define
la funcién objetivo (el valor de nuestro flujo estético en la red expandida Ryy), las restricciones
de conservacién de flujo, limite de capacidad por arco y no negatividad del flujo. Ademas, se
anade la restricciéon de integridad para las variables x, pues representan individuos y no tiene
sentido una solucién fraccionaria. Se han realizado pruebas con la relajacion lineal y se han
obtenido soluciones enteras sin una mejora sustancial en el tiempo de ejecucion.

En la salida del programa, lineas 157 a 159, mostramos por pantalla el valor del flujo
maximo estatico en la red expandida y el tiempo que ha tardado la maquina en resolver el
problema.

El Cédigo A.2 es muy similar al Codigo A.1, pero se le afiade un conjunto extra llamado
AulasLlenas en la linea 36. Este indicard qué aulas son las que admiten un flujo de individuos
y cuéles no (lineas 98 a 102 del c6digo). Se utiliza para sesgar las soluciones del problema hacia
un escenario realista en el que los alumnos y profesores se encuentren en las aulas indicadas
en el conjunto. También se puede utilizar para crear un escenario tipo que se requiera simular.
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Resultados

Fijémonos que el nimero de nodos de la red R, denotado por n, es 110 y que tiene 122
arcos, denotado por m. Segun el informe del Plan de Autoproteccion 2019-2020, el tiempo
que se tarda en realizar la evacuacion es de 2 minutos y 50 segundos.

Entonces, el horizonte temporal méximo, en segundos, sobre el que vamos a trabajar es
H = 170 segundos. Si obtuviésemos que el flujo maximo para ese horizonte temporal no es
mayor que las 892 personas que el informe presupone que hay en el edificio, entonces nuestra
modelizacion del edificio estard mal hecha y se tendran que modificar algunos parametros de
capacidad y/o tiempo para ajustarse més a la realidad.

En la linea 17 del Cédigo A.1, se define una variable que guardaré el niimero de arcos de la
red expandida temporalmente, mH. Por la Definicién 2.1.2 podemos cuantificarla y acotarla:

mH=m-H+m- Y (H-7(a)+1)<2m-H = 41480.
a€AH

Siguiendo la misma definicién, podemos cuantificar el nimero de nodos de la red expandida,
que serdn n - (H 4 1) 4+ 2. Por tanto, el tamano de la matriz de incidencia, BH, serd menor o
igual que 18812 - 41480 < 8 - 10%. Esto nos muestra la dificultad computacional a la que uno
se puede enfrentar si quiere usar la red expandida temporalmente, y se entiende perfecta-
mente que la teoria de flujos avanzase para resolver estos problemas utilizando otros métodos.

En nuestro caso, Xpress permite el trabajo con matrices “sparse” de una manera 6ptima.
Como en la matriz de incidencia, la mayoria de sus elementos son ceros, el problema se hace
tratable por computadora. El ntimero de variables de nuestro problema serd exactamente
mH, puesto que son los arcos de la red.

FEn primer lugar, no impondremos restricciones en las aulas que queremos que estén vacias
o llenas. De esta forma, el flujo empezard desde aquellas aulas que resulten 6ptimas en cada
horizonte temporal. Para ello usaremos el Cédigo A.1 que hemos descrito en la secciéon ante-
rior. Si resolvemos tres instancias del problema, para H = 80,120 y 170 segundos, vemos en
la Tabla 3.2 que el tiempo de ejecucién no crece linealmente.

Codigo A1 Flujo méx. | Tiempo de ejecucion
(personas) (segundos)
n =110, H =80 899 27
n =110, H =120 1579 56
n =110, H =170 1665 115

Tabla 3.2: Resumen de tres instancias del Cédigo A.1 lanzadas con los pardmetros de la columna de
la izquierda

Segun la tabla, son suficientes 80 segundos para evacuar a 899 personas, es decir, mas de
las 892 que fijaba el informe del plan de autoproteccion. Si observamos la solucion, esto se
debe a que sdélo se estan evacuando las plantas baja y primera, que son las mas rapidas de
evacuar. Esto no tiene sentido con el uso real que se le da al edificio, puesto que las aulas que
estdn mas ocupadas se sitiian en la segunda y tercera planta.
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Ademas, con 170 segundos, se evactia la totalidad del edificio, pues tiene capacidad para
1665 personas segin el modelo que hemos fijado. Es decir, en el tiempo en el que se espera
realizar la evacuacién real, segin el plan de autoproteccién, se ha podido evacuar a casi el
doble de individuos. Esto puede estar ocurriendo por dos razones principalmente. La primera
de ellas es que los tiempos y capacidades que se han considerado en la red R de las Figu-
ras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 no reflejan la realidad del instituto, o al menos, no reflejan la realidad
de una evacuacion (en la que hay otros factores que influyen, como el nerviosismo, que hacen
que no todo sea perfecto).

La segunda razén nace de que el Plan de Autoproteccion 2019-2020 indica explicitamente
que, para la realizacién de la evacuacién, se debe seguir un orden por aulas. Es decir, un aula
de un pasillo no empieza a desalojarse hasta que la inmediatamente anterior haya terminado
de desalojarse por completo. Esto provoca que los pasillos, que son las vias de escape, no
estén al 100% de su capacidad todo el tiempo que dura la evacuacion. Por tanto, aqui hay
un elemento diferenciador con respecto a la solucién a la que se llega (ver Figura 3.9) en la
que podemos observar como de un aula salen 2 personas al principio, se quedan esperando
13 personas durante unos segundos, para después volver a salir 2 personas y esperar el resto
en el aula, y asi sucesivamente.

X (2]
Text view | Table view
‘{_} T Figura 3.9: Resultado del Cédigo A2, (n =
i % - .
5| 13 110, H = 120). El valor de la variable
2 2 2(238) de la figura es un arco que sa-
I A le de la clase (sabemos que estos arcos
243 13 263 13 tienen capacidad 2) y el resto de ar-
245 13 265 13 cos son arcos de espera entre las copias
27 13 %7 13
3 13 %3 13 temporales del nodo que representa el
513 a3 aula. No vuelven a salir individuos de
%3 13 73 13
= 13 = h la clase hasta el arco 276. Cabe notar
% 13 27 2 que hemos suprimido aquellos valores
3;; :: nulos para una mejor visualizacién del
@ N movimiento del flujo
63 N

[¥] Hide zero-value decision variables

Esta dindmica “por goteo” es mucho maés eficiente que hacer esperar a toda la clase sin
realizar ninguna accién, puesto que el pasillo tendra una tasa de ocupacién mayor de esta
manera. El problema real que se le plantea a esta solucién es que los individuos a evacuar
son ninos y deben estar controlados por su profesor. Por ello, toda la clase se mueve como
un solo impulso de flujo, para poder ser vigilados.

Si queremos realizar una aproximacion mas realista del problema tenemos que introducir,
como se ha dicho antes, el conjunto AulasLlenas en el Codigo A.2. Esto forzara al programa
a enviar un flujo a través de los nodos que le fijemos en ese conjunto. En este caso fijaremos
las aulas segin la ocupacién real que creemos que van a tener:

o La planta baja estard vacia ya que las aulas de alli son los laboratorios y las oficinas de
registro y gestién del centro.
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e La primera planta tendra 6 aulas con 30 alumnos y la sala de profesores con 15 docentes
realizando sus tareas.

o En la segunda planta se consideran las 12 aulas habituales de 30 alumnos llenas, dos
aulas pequefias de 15 alumnos y el aula de informatica con otros 30 alumnos en su
interior.

e Y en la tercera planta se supondra que las 8 aulas corrientes que alli se encuentran estan
con 30 alumnos y que 3 departamentos estan ocupados como clases de 15 alumnos.

Esto hace un total de 900 personas en el escenario propuesto, que pensamos, se acerca a
una distribucién habitual del alumnado. La versatilidad de este conjunto, AulasLlenas, reside
en que es posible cambiarlo para poder analizar otros escenarios concretos (por ejemplo,
laboratorios llenos, solo una planta a méaxima capacidad, etc.). En la Tabla 3.3 vemos un
resumen de 5 instancias del cddigo lanzadas con el conjunto de aulas que hemos propuesto.

Codigo A2 Flujo max. | Tiempo de ejecucion
(personas) (segundos)
n =110, H = 80 481 27
n =110, H = 90 651 32
n =110, H = 100 821 38
n =110, H =104 889 41
n =110, H = 105 900 41

Tabla 3.3: Resumen de cinco instancias del Codigo A.2 lanzadas con los pardmetros de la columna
de la izquierda

Si utilizamos el Lema 2.4.2, podemos calcular el flujo méas rapido en la red R utilizando va-
rias instancias repetidas del problema del flujo maximo, hasta encontrar el valor del horizonte
temporal H para el cual, en H — 1, ya no se evacia a la cantidad de personas requeridas. En
nuestro caso, 892.

Si utilizamos la Tabla 3.2, podemos deducir que el flujo més rapido se tiene con un tiempo
menor o igual que 80 segundos. Este caso no es relevante, debido a que la solucion se aleja
demasiado del escenario habitual en el que se van a encontrar las aulas. En la Tabla 3.3 vemos
que:

e Para H = 104 segundos se evactia a 889 personas.
o Para H = 105 segundos se evacia a 900 personas (el méximo admisible).

Por tanto, el flujo méas rapido en el segundo caso se tiene con 105 segundos. Dicho de
otra forma, segin el modelo y aplicando una solucién “por goteo” de forma perfecta, se
puede reducir en 1 minuto y 5 segundos la estimacion para el tiempo de evacuacion del IES
Francisco Salzillo.
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Mejoras a introducir

Hemos encontrado un flujo maximo y un flujo més rapido en la red R. Veamos ahora las difi-
cultades a las que nos enfrentariamos al tratar de encontrar un flujo de llegada més temprana.

El Algoritmo 7 (Flujo de llegada més temprana) hacia uso de una sucesién de redes re-
siduales para calcular el orden de los caminos de aumento a coste minimo. Debido a que
nuestro modelo ha necesitado varios nodos fuente y destino, hemos tenido que utilizar la red
expandida temporalmente. Calcular sobre esta su red residual e ir modificindola segin el
camino de aumento que se encuentre hasta que no quede ninguno resulta un problema mucho
mas complicado de lo esperado, computacionalmente hablando.

En el desarrollo del caso practico, nos hemos cefiido a los algoritmos y heuristicas que
hemos expuesto en los capitulos anteriores. Se puede profundizar en el estudio que hemos
realizado utilizando el articulo de Baumann y Skutella (2009), donde se muestra un algorit-
mo exacto en tiempo polinomial para el problema del flujo de llegada méas temprana en el
caso de tener varias fuentes y varios destinos. Se podria adaptar el algoritmo que muestran
los autores para un conjunto de clases diferentes, que haran de nodos fuente, y las diferentes
salidas del edificio, que hardn de nodos destino, pudiendo resolver el problema sin tener que
utilizar la red expandida temporalmente como apoyo.

Si aplicasemos este algoritmo junto con el Teorema 2.4.10 (Teorema de triple optimizacién),
se tiene que el resultado es un flujo méas rapido desde todas las fuentes a todos los destinos.
Si se le imponen restricciones de flujo minimo en aquellas aulas que se suponga que van a
estar ocupadas (como hemos hecho en el Cédigo A.2), obtendremos un flujo de llegada mas
temprana (y flujo més rapido) que se ajusta a un escenario hipotético més realista.

3.3. Localizacion de una exposicion

Una vez hemos analizado el caso de una evacuacién en el IES Francisco Salzillo, propon-
dremos la situacién anadida de localizar unas vitrinas para una exposicién en los pasillos del
instituto. Veremos como afecta al flujo maximo y cudles son las ubicaciones éptimas para un
numero g de vitrinas dado.

Descripcion

Es habitual que los trabajos de los alumnos del Bachillerato Artistico sean expuestos en
los pasillos del instituto en vitrinas similares a las de la Figura 3.10. Estas vitrinas limitan la
capacidad de los pasillos en 3 personas, la izquierda, y 1 persona, la derecha.

Vamos a suponer que hay que colocar en los pasillos del centro 5 vitrinas de cada tipo. Vea-
mos cémo podemos modelizar esto con la teoria que hemos tratado en los capitulos anteriores
y resolvamos el problema del 10-FlowLoc.
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Figura 3.10: Ejemplo de vitrinas. A la izquierda, imagen del Museo Arqueolégico de Asturias, obte-
nida online. A la derecha, imagen de una vitrina de IKEA, obtenida online

Modelo matematico

Debido a que el problema del g-FlowLoc es NP-completo (ver Teorema 1.4.3), intentare-
mos resolver este problema de manera aproximada con la heuristica que se propuso en el
Algoritmo 5, aplicada a la red expandida temporalmente Ry para un H fijo.

Definiremos un conjunto P = {pi,...,p1o} con las 10 vitrinas, 5 de cada tipo, que hemos
indicado antes. Por comodidad, para el razonamiento posterior, se ordenan por tamano de
manera decreciente, quedando en las cinco primeras posiciones las vitrinas con una dimensién
de 3 personas y después las de dimensién de 1 persona.

Se consideraran localizaciones admisibles todos los arcos que conectan nodos “p” entre si y
con las escaleras en las Figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8. Aunque, para hacerlo mas interesante, no
se podran colocar en la planta baja, que estd vacia en el escenario analizado anteriormente.
Supondremos que solo se puede colocar una vitrina por arco. Esta es una suposicion fuerte,
pues es posible que en algunos tramos de pasillo se pudiesen colocar dos sin problema alguno.
Utilizando la notacién del capitulo anterior, sea m, la capacidad méaxima de instalaciones
que puede contener el arco a. Entonces, los lugares susceptibles de localizacién, que repre-
sentamos por L, son aquellos arcos con m, > 0.

Observemos que habra que modificar ligeramente el Algoritmo 5, puesto que la red Ry
hace referencia a una red expandida, por lo que si una instalacién se coloca en un arco, esta
debe ser colocada en todas las copias temporales de dicho arco para que sea coherente con
el modelo del ¢g-FlowLoc dindmico. Esto se logrard haciendo una numeracién de los arcos
siguiendo el orden de aparicién de las cajas de (H +1) x (H + 1) elementos de la matriz MH,
de adyacencia de la red expandida, de tal forma que podremos cuantificar en una variable
auxiliar el nimero de copias temporales de cada arco en la red expandida (ver Cédigo A.3,
linea 43).
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Caodigo
El Cédigo A.3 es el utilizado para resolver el problema de esta seccién. Es muy similar a

los dos anteriores. La estructura es la misma, pero se le anade un bucle que recorre todas las
instalaciones a colocar para replicar la heuristica del Algoritmo 5.

De las lineas 9 hasta la 53 se definen los parametros del modelo y se declaran todas las
variables, matrices, conjuntos, etc. que se van a utilizar en el desarrollo del problema. De
las lineas 69 a 72 leemos el documento de texto “Data - IES Salzillo (FlowLoc).txt”, que
contendrd, aparte de las matrices que definen la red, las fuentes y los detinos, el vector de
dimensiones de las instalaciones (vitrinas) que se van a colocar ordenado de mayor a menor
y una matriz, maxi, con las maximas instalaciones que se pueden colocar en cada uno de los
arcos de la red R.

Entre las lineas 74 y 164 se crean las matrices de la red expandida, como se hizo en los
c6digos anteriores. Se numeran en estos bucles los arcos, de tal forma que se consigue una
numeracién ordenada por las cajas de (H + 1) x (H + 1) elementos de MH, que son copias
temporales de los elementos de M. Ademas, se rellena la matriz num, definida en la linea
43, que es la que nos permitird recuperar la relacién que existen entre los arcos de la red
expandida Ry, que son copias temporales, y los arcos de la red R, utilizando la numeracién
que nos da el orden de los nodos tal y como aparecen en la matriz de adyacencia M.

Desde la linea 168 hasta la 274 se encuentra el bucle principal del programa. Primero se
resuelve el problema de programacién lineal original para obtener el flujo méximo sin ninguna
instalacién (siguiendo el paso 2 del Algoritmo 5). Después, en las lineas 213 a 218, se encuentra
el arco elegible para colocar una instalacién que, en el 6ptimo, tenga el mayor espacio libre.
Una vez encontrado este arco, de la linea 223 a la 231, se utiliza la matriz num para recuperar
todas las copias temporales asociadas a este arco y el par de nodos de la red original R (ya que
la vitrina es colocada en todas las copias del mismo arco en la red expandida temporalmente).

Con ello, ya podemos actualizar las capacidades de los arcos de la red y comprobar (en
la linea 259) si es necesario repetir el problema de programacion lineal, pues la instalacién
estarfa afectando al flujo de ese arco (siguiendo el paso 6 del Algoritmo 5). Finalmente, desde
la linea 281 hasta la 283 nos ocupamos de la salida del programa.

Resultados

Para plantear la localizacion de las vitrinas en el instituto se ha considerado el caso mas
realista que se tiene, es decir, con el conjunto AulasLlenas (recordamos que este contiene las
aulas que se considera que estaran llenas en el momento de la evacuacion).

Se han generado 4 instancias diferentes del problema que listamos en la Tabla 3.4. Si
comparamos con los resultados que se obtuvieron en la Tabla 3.3, lo primero que se observa
es el incremento en el tiempo de ejecucién del programa. Este incremento es debido a que,
ahora, realizamos un bucle sobre cada una de las instalaciones y, en el peor de los casos,
repetiremos ¢ = 10 veces el cddigo referente al problema de programacion lineal.
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Ademas, se puede ver que, para el mismo horizonte temporal, el flujo maximo es menor,
lo cual tiene sentido pues las vitrinas ocupan un espacio fisico que antes era usado para

optimizar el flujo.

Codigo A.3 Flujo max. | Tiempo de ejecucion
(personas) (segundos)
n =110, H = 80, ¢ = 10 461 137
n =110, H = 90, ¢ = 10 621 197
n =110, H = 105, ¢ = 10 861 264
n =110, H =110, ¢ = 10 900 294

Tabla 3.4: Resumen de cuatro instancias del Cédigo A.3 lanzadas con los parametros de la columna

de la izquierda

Si volvemos a utilizar el Lema 2.4.2, para encontrar un flujo mas rapido, vemos que con
H = 110 ya es suficiente para evacuar a mas de 892 personas. Por lo tanto, si lo comparamos
con el flujo mas rapido de la Tabla 3.3, se puede ver que la colocacién de la exposicién retrasa

solo en 5 segundos el flujo méas rapido en la red.

Output/Input n

Clear

La instalaci n p_l se coloca en el arco (56,107) -
‘Fepetimos la optimizaci -n? 51

La instalaci-n p_& 3e coloca en el arco (84,108)
-Repetinos la optimizaci n? 3i

La instalaci n p_3 se coloca en el arco (52,584)
-Repetinos la optimizaci n? 3i

La instalaci n p_4 se coloca en el arco (51,82)
-Repetinos la optimizaci n? 3i

m

-Repetinos la optimizaci n? Ho

La instalaci n p_6 se coloca en el arco (79,80)
‘Fepetinos la optimizaci -n? hils}

La inatalaci-n p_7 3e coloca en el arco (79,78)
-Repetinos la optimizaci n? Ho

La instalaci n p_& se coloca en el arco (78,79)
‘Repetimos la optimizaci -n? hils}

La instalaci n p_9% se coloca en el arco (78,77
-Repetinos la optimizaci n? 3i

La instalaci n p_l0 se coloca en el arco (77,76)
-Repetinos la optimizaci n? Ho

Time: 294.1858 zec

El walor del flujo m-ximo es: 900

4 b

Output/Input | Stats I Matrix | Solutions | Objective | MIP search | BB tree [

La instalacin p_5 se coloca en el arco (50,51) Figura 3.11: Output del Cédlgo AS, (n —

110, H = 110,¢ = 10). Podemos ver
el arco, usando la numeraciéon de los
nodos marcada por la matriz de ad-
yacencia, en el que se coloca cada vi-
trina, en el orden dispuesto. Ademads,
vemos si se ha tenido que reoptimizar
el problema, debido a la limitacién en
la capacidad del arco ocupado
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Hemos querido hacer la captura del output del programa para el caso del flujo méas rapido
(ver Figura 3.11). En esta figura se puede observar cémo las primeras 4 vitrinas han nece-
sitado reoptimizar el flujo, ya que la colocaciéon de la vitrina en el arco y, por consiguiente,
en todas las copias temporales del mismo, ha disminuido el flujo que pasaba por ese arco
en el 6ptimo. Ademads, sirve de ejemplo practico para hacer notar que algunas vitrinas no
necesitan reoptimizar el flujo, ya que no ocupan mas hueco que el disponible, pero que otras,
como la novena vitrina, si que acaban afectando al flujo (puesto que ya no quedan mejores
arcos disponibles).

En la Figura 3.12 representamos la solucién del flujo més rdpido (instancia n = 110,
H =110, ¢ = 10 en la Tabla 3.4). Se puede observar como toda la exposicién se coloca entre
los pasillos de la primera planta y los huecos de las escaleras. Esto es debido al conjunto
AulasLlenas, ya que la mayor parte del alumnado se ha concentrado en las plantas segunda y
tercera. Como no se ha permitido colocar en la planta baja ninguna vitrina de la exposicién,
la primera planta es la menos concurrida y disponible que se tiene.

Mejoras a introducir

Como ya se comentd en la seccion anterior, con el Cédigo A.3 y el conjunto AulasLlenas
se puede realizar un andlisis de sensibilidad de diferentes escenarios de distribucién de
alumnos en el centro. Esto seria 1til para encontrar la mejor posicién de las vitrinas en la
mayoria de los casos y minimizar el impacto en la evacuacion.

En esta seccién nos hemos vuelto a circunscribir a la teoria que hemos desarrollado durante
los capitulos anteriores. Sin embargo, se recomienda el planteamiento que aparece en Heller y
Hamacher (2011). Los autores proponen una heuristica, aplicada a un grafo especial (que es
una transformacién del original), para resolver el problema del g-FlowLoc estatico en una red
con multiples fuentes y destinos. Por tdltimo, formulan el problema de programacion lineal
(ver Heller y Hamacher, 2011, p. 524-525) mediante multiples flujos, que se dirigen desde una
fuente a un destino concreto, respetando las capacidades de los arcos y la conservacién de
cada uno de los flujos. Se maximiza la suma de todos los flujos de la red. Esta formulacién se
podria adaptar a nuestra red expandida temporalmente, Ry, fijando las copias temporales
de los nodos que seran considerados fuentes y destinos.
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Figura 3.12: Solucién del Cédigo A.3, (n = 110, H = 110,¢q = 10). En los arcos rojos se ubican las
vitrinas de tamafio 3 y en los arcos naranjas las vitrinas de tamafio 1




A. Anexos

A.1. Complejidad computacional

Si el lector quisiera profundizar en los temas que vamos a exponer a continuacién sobre
complejidad computacional le recomendaria las dos lecturas Papadimitriou (1994) y Arora y
Barak (2009). Sin embargo, con las pinceladas aqui dadas se espera que se pueda entender
su uso durante el trabajo.

Cuando nos referimos a complejidad computacional hablamos de la dificultad inherente de
un problema resuelto por ordenador. Mas concretamente diremos que dos problemas tienen
una complejidad computacional igual si los algoritmos que se usan para resolverlos obtienen
sendas soluciones en un tiempo computacional similar. Para medir dicho tiempo se usa la
notacién de la O grande.

Definicién A.1.1. Dadas dos funciones f,g: R — R diremos que f(z) = O(g(z)) si existe
M € RT y 29 € R tales que
|f(z)] < Mg(z)  Vz = xo.

Por tanto, diremos que dos algoritmos tienen la misma complejidad computacional si tienen
la misma O, es decir, si sus tiempos computacionales son comparables para casos grandes salvo
un factor constante.

Tempode 4y 30 z=50
computacion
0.001 0.0015 0.0017
O(log(z)) mili seg. mili seg. mili seg.
0(x) QoL o 003 005
mili seg. mili seg.  mili seg.
0(z%) 0.1 24.3 5:2
seg. seg. min.
0(27) 0.001 1?.9 3?.7
seg. min. afnos
0(3%) 0.06 (3‘.5 .2276il
seg. anos. mill. anos

Tabla A.1: Tiempo de computacién si se realizan 10 operaciones por segundo
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Podemos decir que un algoritmo resuelve un problema en tiempo polinomial si f(x) = O(x™)
con n € N, en tiempo exponencial si f(x) = O(a®) con a € R, en tiempo logaritmico si
f(x) = O(log(x)) y asi con otras funciones que tengan comportamientos diferentes en el infi-
nito.

Como vemos en la Tabla A.1, los algoritmos mas deseables son aquellos que tienen un
tiempo de computacién polinomial o logaritmico pues pueden ejecutarse en una cantidad de
tiempo admisible. Esto da lugar a la siguiente definicién, algo difusa, sobre lo que se considera
un problema intratable en la practica computacional.

Definiciéon A.1.2. Diremos que un problema es intratable si es resoluble pero no existe
ningtn algoritmo eficiente para resolverlo.

Fijémonos que la definicién habla sobre lo eficiente que es un algoritmo, pero no podemos
simplemente decir que un algoritmo con tiempo polinomial es siempre eficiente frente a, por
ejemplo, un algoritmo con tiempo exponencial. Asi, en la Tabla A.1, vemos que, si el tamano
de un problema es lo suficientemente pequeno, un algoritmo exponencial puede tardar menos
tiempo que uno polinomial.

Esto ademaés se enfrenta con el hecho de que el tiempo computacional normalmente se
calcula con el peor de los casos a los que se tiene que enfrentar un algoritmo en un problema
dado. Por tanto, que el tiempo computacional sea del orden de 2" quiere decir que en el peor
de los casos tardara ese tiempo, pero podria ser que el resto de casos se resolvieran en un
tiempo muy inferior.

Ejemplo A.1.3. El algoritmo del simplex para programacién lineal se ha demostrado que
tiene una complejidad computacional exponencial (ver Klee y Minty, 1972) pero, en la practi-
ca, se obtienen soluciones en un tiempo razonable. Sin embargo, nadie diria que los problemas
resueltos con este algoritmo son de facto intratables.

Existe otro grado de complejidad computacional que mezcla la idea de los polinomiales y
los exponenciales (o mas general, los no polinomiales) y estos son los pseudopolinomiales.
Se dird que un algoritmo resuelve un problema en tiempo pesudopolinomial si es un algoritmo
polinomial respecto al valor de entrada pero no lo es respecto a la longitud de la entrada.

Ejemplo A.1.4. Supongamos que queremos queremos comprobar cuando un ntimero n € N
es primo o no. Es conocido el algoritmo en el cual es suficiente comprobar que no existe un
divisor de n menor o igual que /n para de deducir que n es primo. Este algoritmo realiza, a
lo sumo, y/n — 1 divisiones y, por tanto, es polinomial (en realidad sublineal) respecto al valor
de entrada n. ;Qué ocurre si vemos las operaciones que debe hacer este algoritmo respecto a
la longitud del parametro n?

Si tomamos n = 10'% + 1 requeriremos, como mucho, 10°° divisiones para ver si el niimero
es primo, mientras que el nimero de digitos es 100. Esto hace que este algoritmo tenga una
complejidad exponencial respecto a la longitud del pardmetro de entrada n. Por ello se dice
que es pseudopolinomial.
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Podemos definir unas clases de problemas si atendemos a la Definicién A.1.2 sobre lo que
entendemos por intratabilidad, computacionalmente hablando.

e P: Problemas que son resolubles mediante un algoritmo en tiempo polinomial. Segun la
tesis de Cobham (ver Bolotin, 2019), un problema es tratable solo si esté en esta clase.
Su razonamiento se apoya en la ambigiiedad de la Definicién A.1.2 y sabemos que en
la actualidad no solo eso los caracteriza.

e NP: Problemas que son verificables mediante un algoritmo en tiempo polinomial. Esto
significa que, si se tiene un candidato a solucién del problema de decisién, entonces se
puede comprobar en tiempo polinomial que dicho candidato es solucién del problema.

e NP-duro: Problemas que son, al menos, tan dificiles como los problemas méas complica-
dos de NP. Algunos no son ni siquiera decidibles.

o NP-completo (fuerte): Son los problemas mas dificiles contenidos en NP. Esto quiere
decir que, si se encuentra un algoritmo en tiempo polinomial que resuelva un problema
en esta clase, entonces, todos los problemas de NP son resolubles en tiempo polinomial
(demostrando el famoso Problema del Milenio P = NP).

o NP-completo (débil): Son los problemas de la clase NP-completo que poseen un algo-
ritmo pseudopolinomial.

Una buena referencia para saber mas sobre las clases NP y NP-completo es Garey y Johnson
(1979, Cap. 1 y 2), con algunos ejemplos de problemas especificos que estan en dichas clases.
El honor de ser uno de los primeros problemas en légica booleana que se demostrd que era
NP-completo (fuerte) es el problema de la satisfactibilidad (SAT). Antes de hablar sobre él
tenemos que definir algunos objetos para su entendimiento:

Definicién A.1.5. Sea B = {by,by,...b,} un conjunto de variables booleanas una funcién
t: B — {T, F'} se llama una asignacion verdadera sobre B.

Diremos, en los términos de la definicién, que si ¢(b) = T entonces b es verdadera y si
t(b) = F entonces sera falsa. Ademads, si b € B es una variable entonces b y —b son literales
sobre B. Diremos que —b serd verdadero si y solo si b es falso.

Una cladusula serda un conjunto de literales sobre B representando una disyuncién (V), es
decir, se satisface por una asignacién verdadera t si y solo existe al menos un literal que
sea verdadero con t. Una coleccién C' de clausulas sobre B representara la conjuncién (A) de
todas las clausulas que la componen y se dird que se satisface si y solo si existe una asignacion
verdadera sobre B para todas las clausulas simultaneamente.

Ejemplo A.1.6. Tomemos B = {bl,bg} y C = {{bl,b_z}, {b_l,bg}} = (bl V ﬁbg) VAN (—|b1 vV bg),
entonces, una asignacién verdadera seria t(b;) = t(be) = T, por lo que C si que se satisface.
Sin embargo C" = (b V ba) A (b1 V —ba) A —by no se satisface nunca.
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SATISFACTIBILIDAD (SAT)

Input: Dado un conjunto B de variables booleanas y una coleccion C de clausulas
sobre B.

Pregunta: ;Existe una asignacion verdadera para C'?7

Teorema A.1.7 (Teorema de Cook). El problema SAT definido en el pdrrafo anterior
es NP-completo.

Demostracion. Se puede encontrar en Garey y Johnson (1979, p.38-44). ]

Una vez definido el problema SAT podemos tomar una version restringida del mismo que,
en la literatura sobre complejidad, se suele usar como base para probar que otros problemas
son NP-completos a partir de este pues su estructura, més definida que la del SAT, hace que
trabajar con la coleccién C de clausulas sea mas comodo.

3-SATISFACTIBILIDAD (3-SAT)

Input: Dado un conjunto B de variables booleanas y una coleccion C de clausulas
sobre B con exactamente 3 literales.

Pregunta: Existe una asignacion verdadera para C'?

A partir del Teorema de Cook y transformando el SAT en un problema 3-SAT se tiene el
siguiente teorema.

Teorema A.1.8. El problema 3-SAT es NP-completo.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en Garey y Johnson (1979, p.48-49). O
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A.2. Codigos

Coédigo A.1: FlujoMax - IES Salzillo

model SalzilloFlujoMax
uses "mmxprs”;
uses "mmsystem”;

parameters
n =110 !' N? de nodos de la red.
H =170 ! Horizonte temporal (en segundos).

end—parameters

declarations
V=1n ! Conjunto de nodos de la red.
VH: range ! Conjunto de nodos de la red expandida. Tamano (nx(H+1))+2.
mH: integer ! N¢ de arcos de la red expandida.
AH: range ! Conjunto de arcos de la red expandida. Tamano mH.

M: array(V, V) of integer ! Matriz de adyacencia de la red.
c: array(V, V) of integer ! Matriz de capacidades de la red.
tau: array(V, V) of integer ! Matriz de costes temp. de la red.

MH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de adyacencia de la red expandida.
cH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de capacidades de la red ezpandida.
tauH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de costes temp. de la red expandida.

cAH: array(AH) of integer ! Vector de capacidades de la red expandida.
tauAH: array(AH) of integer ! Vector de costes temp. de la red ezpandida.

numH: array(VH, VH) of integer ! Matriz auziliar con la numeracién de los arcos.
BH: array(VH, AH) of integer ! Matriz de incidencia de la red expandida.

S: set of integer ! Conjunto de nodos fuente/source.
T: set of integer ! Conjunto de nodos destino/sink.

x: array(AH) of mpvar ! Variables, ="flujo en el arco a de AH”.
end—declarations

starttime:= gettime

! Inicializamos las matrices originales de adyacencia, costes y capacidades
! en los arcos a partir de un archivo externo construido previamente.

! Ademads, destacamos el conjunto de nodos fuente y destino para que

! el cédigo sepa dirigir el flujo correctamente.

initializations from ’Data — IES Salzillo.txt’
M; c; tau;
S; T,

end—initializations
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! Generamos, a partir de la matriz de adyacencia original, la matriz
! de adyacencia de la red expandida temporalmente y, con ella,
! la matriz de capacidades y costes temporales.

forall(i, j in V) do
if(M(i, j) = 0) then
if(i=j) then
forall(theta in 1..H) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=c(i, j)
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1
end—do
end—if
else
!'8i M(i,j)=1 entonces (i_theta, j_{theta+tau(i,j)}) = 1; cero en el resto.
forall(theta in 1..(H-tau(i, j) + 1) ) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) 4 theta+ tau(i, j) ) :=
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i,j) ) :=c(i,])
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := tau(i, j)
end—do
end—if
end—do

! Rellenamos las dos dltimas columnas y filas de las matrices
! (corresponden a los nodos agregados super s y super t).

forall(i in V, theta in 1. H+1|iin T) do

MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1)) +2) =1

cH((i-1) *(H+ 1) 4 theta, (n*(H+ 1) ) 4 2) := 2147483647/ ~infinito

tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1) ) + 2) := 0/ theta, para flujo ponderado.
end—do

forall(j in V | jin S) do
MH((n*(H+ 1) ) + 1, (1) *(H+ 1) + 1) =1
CH((n*(H+ 1)) + 1, (1) *(H+ 1) + 1) =, §)
tauH((n*(H+ 1) ) + 1, (j-1) *H+ 1) +1) :=0
end—do

! Datos del arco (t,s).

MH((n*(H+ 1)) + 2, (n*(H+ 1)) + 1) =1

cH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) := 2147483647/ ~infinito
tauH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) :=-(H+ 1)

! Vamos a numerar los arcos, segun el orden de aparicion en la matriz MH.
! El valor final es —> mH := sum(i in VH, jin VH) MH(i,j) <= 2*mxH
mH :=0

forall(i, j in VH | MH(i, j) =1) do
numH(i, j) :=mH+ 1
cAH(numH(i, j) ) := cH(i, j)
tauAH(numH(i, j) ) := tauH(i, j)
mH + =1

end—do

! Damos el valor de 1 a los arcos sucesores de los nodos y —1 para los
! arcos predecesores. Esto nos servird en la formulacion.

forall(i, j in VH | numH(i, j) <>0) do
BH(i, numH(i, j) ) =1
BH(j, numH(i, j) ) :=-1

end—do
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! Creamos las variables de decision z(a).
forall(a in AH) create(x(a) )

! Valor del flujo estdtico.
objetivo := x(mH)

! Restricciones para la conservacion de flujo en la red.
forall(i in VH) sum(a in AH| BH(i,a) =1)x(a) =sum(a in AH| BH(i,a) =-1)x(a)

! Restricciones de flujo menor que la capacidad.
forall(a in AH) x(a) <= cAH(a)

! Restricciones de flujo no negativo.
forall(a in AH) x(a) >=0

! Restricciones de integridad pues son personas.
forall(a in AH) x(a) is_integer

setparam(”XPRS_VERBOSE”, 1)

maximize(objetivo)

writeln(””)
writeln(”Time:
writeln(”El valor del flujo méximo es:

7, gettime-starttime, ” sec\n”)

7, getsol(objetivo) , ”\n”)

end—model
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Cédigo A.2: FlujoMax - IES Salzillo + AulasLlenas

model SalzilloFlujoMax_ AulasLlenas
uses "mmxprs”;
uses "mmsystem”;

parameters
n =110 ! N¢ de nodos de la red.
H =170 ! Horizonte temporal (en segundos).

end—parameters

declarations
V=1n ! Conjunto de nodos de la red.
VH: range ! Conjunto de nodos de la red expandida. Tamario (nx(H+1))+2.
mH: integer ! N¢ de arcos de la red expandida.
AH: range ! Conjunto de arcos de la red expandida. Tamano mH.

M: array(V, V) of integer ! Matriz de adyacencia de la red.
c: array(V, V) of integer ! Matriz de capacidades de la red.
tau: array(V, V) of integer ! Matriz de costes temp. de la red.

MH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de adyacencia de la red expandida.
cH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de capacidades de la red expandida.
tauH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de costes temp. de la red expandida.

cAH: array(AH) of integer ! Vector de capacidades de la red expandida.
tauAH: array(AH) of integer ! Vector de costes temp. de la red ezpandida.

numH: array(VH, VH) of integer ! Matriz auziliar con la numeracién de los arcos.
BH: array(VH, AH) of integer ! Matriz de incidencia de la red expandida.

S: set of integer ! Conjunto de nodos fuente/source.
T: set of integer ! Conjunto de nodos destino/sink.
AulasLlenas: set of integer ! Conjunto de nodos por los que permitimos pasar el flujo.

x: array(AH) of mpvar ! Variables, ="flujo en el arco a de AH”.
end—declarations

starttime:= gettime

! Inicializamos las matrices originales de adyacencia, costes y capacidades
! en los arcos a partir de un archivo externo construido previamente.

! Ademds, destacamos el conjunto de modos fuente y destino para que

! el cédigo sepa dirigir el flujo correctamente.

initializations from ’Data — IES Salzillo.txt’
M; c; tau;
S; T; AulasLlenas;

end—initializations
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! Generamos, a partir de la matriz de adyacencia original, la matriz
! de adyacencia de la red expandida temporalmente y, con ella,
! la matriz de capacidades y costes temporales.

forall(i, j in V) do
if(M(i, j) = 0) then
if(i=j) then
forall(theta in 1..H) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=c(i, j)
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1

end—do
end—if
else
!'8i M(i,j)=1 entonces (i_theta, j_{theta+tau(i,j)}) = 1; cero en el resto.
forall(theta in 1..(H-tau(i, j) + 1) ) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) 4 theta+ tau(i, j) ) =1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) :=c(i,])
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := tau(i, j)
end—do
end—if
end—do

! Rellenamos las dos dltimas columnas vy filas de las matrices
! (corresponden a los nodos agregados super s y super t).

forall(i in V, theta in 1. H+1|iin T) do

MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1)) +2) =1

cH((i-1) *(H+ 1) 4 theta, (n*(H4 1) ) 4 2) := 2147483647/ ~infinito

tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1) ) + 2) := 0/ theta, para flujo ponderado.
end—do

forall(j in V | jin S and j in AulasLlenas) do
MH((n*(H+ 1))+ 1, (j-1) *(H+ 1)+ 1) =1
CH((n*(H+ 1)) + 1, (1) *(H+ 1) + 1) = c(, )
tauH((n*(H+ 1) ) + 1, (j-1) *H+ 1) +1) :=0
end—do

! Datos del arco (t,s).

MH((n*(H+ 1)) + 2, (n*(H+ 1)) + 1) =1

cH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) := 2147483647/ ~infinito
tauH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) :=-(H+ 1)

! Vamos a numerar los arcos, segun el orden de aparicion en la matriz MH.
! El valor final es —> mH := sum(i in VH, jin VH) MH(i,j) <= 2+mxH
mH :=0

forall(i, jin VH | MH(i, j) =1) do
numH(i, j) :=mH+ 1
cAH(numH(i, j) ) := cH(i, j)
tauAH(numH(i, j) ) := tauH(i, j)
mH + =1

end—do

! Damos el valor de 1 a los arcos sucesores de los nodos y —1 para los
! arcos predecesores. Esto nos servird en la formulacidn.

forall(i, j in VH | numH(i, j) <>0) do
BH(i, numH(i, j) ) :=1
BH(j, numH(i, j) ) :=-1

end—do
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! Creamos las variables de decision z(a).
forall(a in AH) create(x(a) )

! Valor del flujo estdtico.
objetivo := x(mH)

! Restricciones para la conservacion de flujo en la red.
forall(i in VH) sum(a in AH| BH(i,a) =1)x(a) =sum(a in AH| BH(i,a) =-1)x(a)

! Restricciones de flujo menor que la capacidad.
forall(a in AH) x(a) <= cAH(a)

! Restricciones de flujo no negativo.
forall(a in AH) x(a) >=0

! Restricciones de integridad pues son personas.
forall(a in AH) x(a) is_integer

setparam("XPRS_VERBOSE”, 1)

maximize(objetivo)

writeln(””)
writeln(”Time:
writeln(”El valor del flujo méximo es:

7, gettime-starttime, ” sec\n”)

7, getsol(objetivo) , ”\n”)

end—model
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Cédigo A.3: FlujoMax y FlowLoc - IES Salzillo + AulasLlenas

model SalzilloFlowLoc_ AulasLlenas
uses "mmxprs”;
uses "mmsystem”;

parameters
n =110 ! N¢ de nodos de la red.
q= 10 ! N? de instalaciones a colocar en la red.
H =110 ! Horizonte temporal (en segundos).

end—parameters

declarations
V=1mn ! Conjunto de modos de la red.
P=1.q ! Conjunto de instalaciones a colocar en la red.
VH: range ! Conjunto de nodos de la red expandida. Tamano (nx(H+1))+2.
mH: integer ! N¢ de arcos de la red expandida.
AH: range ! Conjunto de arcos de la red expandida. Tamano mH.

M: array(V, V) of integer ! Matriz de adyacencia de la red.

c: array(V, V) of integer ! Matriz de capacidades de la red.

tau: array(V, V) of integer ! Matriz de costes temp. de la red.

d: array(P) of integer ! Tamatio/dimension de cada instalacion.

maxi: array(V, V) of integer ! Matriz del mdz. n° de instalaciones que se pueden colocar en la red.
L: array(V, V) of integer ! Matriz del lugar que ocupa una cierta instalacion.

MH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de adyacencia de la red expandida.

cH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de capacidades de la red expandida.

tauH: array(VH, VH) of integer ! Matriz de costes temp. de la red expandida.

maxiH: array(VH, VH) of integer ! Matriz del mdz. n® de instalaciones que se pueden colocar en R_H.
LH: array(VH, VH) of integer ! Matriz del lugar que ocupa una cierta instalacion en la red expandida.

cAH: array(AH) of integer ! Vector de capacidades de la red expandida.

tauAH: array(AH) of integer ! Vector de costes temp. de la red expandida.

maxiAH: array(AH) of integer ! Vector del mdz. n° de instalaciones que se pueden colocar en R__H.
LAH: array(AH) of integer ! Vector del lugar que ocupa una cierta instalacion en la red expandida.

numH: array(VH, VH) of integer ! Matriz auziliar con la numeracién de los arcos.
BH: array(VH, AH) of integer ! Matriz de incidencia de la red expandida.

num: array(range, 1..3) of integer ! Matriz auziliar que nos proporciona el arco (i,j) de R y sus <
< correspondientes copias temporales en R__H.

contador: integer ! Contador auziliar para num.

repetirOptimizacion: boolean ! Booleano para comprobar si repetimos el problema de optimizacion.

S: set of integer ! Conjunto de nodos fuente/source.
T: set of integer ! Conjunto de nodos destino/sink.
AulasLlenas: set of integer ! Conjunto de nodos por los que permitimos pasar el flujo.

x: array(AH) of mpvar ! Variables, ="flujo en el arco a de AH’.
end—declarations

starttime:= gettime
repetirOptimizacion := true
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! Inicializamos las matrices originales de adyacencia, costes y capacidades
! en los arcos a partir de un archivo externo construido previamente.

! Ademas,
! el cédigo

destacamos el conjunto de nodos fuente y destino para que
sepa dirigir el flujo correctamente.

initializations from 'Data — IES Salzillo (FlowLoc).txt’
M; ¢; tau; d; maxi;
S; T; AulasLlenas;

end—initializations

mH:=0 ! El valor final es —> mH := sum(i in VH, j in VH) MH(%,j)

contador:=

0

num(contador+ 1, 1) :=1;
contador + =1

! Generamos, a partir de la matriz de adyacencia original, la matriz
! de adyacencia de la red expandida temporalmente y con ella
! la matriz de capacidades y costes temporales.

forall(i, jin V) do
if(M(i, j) = 0) then
if(i=j) then

forall(theta in 1..H) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=c(i, j)
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) :=1
numH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ 1) := mH+ 1
mH +=1

end—do

num(contador+ 1, 1) := mH+ 1; num(contador, 2) := i; num(contador, 3)

contador + =1

end—if

else

!'Si M(i,j)=1 entonces (i_theta, j {theta+tau_1ij}) = 1; cero en el resto.
forall(theta in 1..(H-tau(i, j) + 1)) do

MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i,j) ) =1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) :=c(i,j)
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := tau(i, j)

maxiH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := maxi(i, j)

numH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := mH+ 1

mH + =1

end—do

num(contador+ 1, 1) := mH+ 1; num(contador, 2) := i; num(contador, 3)

contador + =1

end—if
end—do

! Rellenamos las dos dltimas columnas vy filas de las matrices
! (corresponden a los nodos agregados super s y super t).

forall(i in V, theta in 1. H+ 1 |iin T) do
MH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1) ) +2) :=1
cH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1)) + 2) 1= 2147483647/ ~infinito
tauH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1) ) + 2) := 0/ theta, para flujo ponderado.
numH((i-1) *(H+ 1) + theta, (n*(H+ 1) ) +2) :=mH+ 1
mH 4+ =1

end—do

num(contador+ 1, 1) := mH+ 1; num(contador, 2)

contador + =1

=]

:=-1; num(contador, 3) :=n+ 2

=5
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forall(j in V | jin S) do
if(j in AulasLlenas) then
MH((0*(H+ 1)) + 1, (1) *(H+ 1) + 1) =1
CH((n*(H 1)) + 1, (1) *(H+ 1)+ 1) = (i, )
tauH((n*(H+ 1) ) + 1, -1) *(H+ 1) + 1) =
numH((n*(H+ 1)) + 1, (j-1) *(H+ 1) + 1) :=mH+ 1

mH + =1
end—if
end—do
num(contador+ 1, 1) := mH+ 1; num(contador, 2) :=n+ 1; num(contador, 3) :=-1

contador + =1

! Datos del arco (t,s).

MH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1)) +1) =1

cH((n*(H+1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) := 2147483647/ ~infinito

tauH((n*(H+ 1) ) + 2, (n*(H+ 1) ) + 1) :=-(H+ 1)

numH((n*(H+ 1) ) + 2, (@*(H+ 1)) + 1) :=mH+ 1

mH +=1

num(contador+ 1, 1) := mH+ 1; num(contador, 2) :=n+ 2; num(contador, 3) :=n-+ 1
contador + =1

I Construimos los vectores de datos siguiendo el orden de numH por cajas en MH.

forall(i, j in VH | MH(i, j) =1)do
cAH(numH(i, j) ) :=cH(,])
tauAH(numH(i, j) ) := tauH(i, j)
maxiAH(numH(i, j) ) := maxiH(i, j)
end—do

! Damos el valor de 1 a los arcos sucesores de los nodos y —1 para los
! arcos predecesores. Esto nos servird en la formulacidn.

forall(i, j in VH | numH(i, j) <>0) do
BH(i, numH(i, j) ) =1
BH(j, numH(i, j) ) :=-1

end—do

! Bucle principal del programa:

forall(p in P) do

! Creamos las variables de decision z(a).
forall(a in AH) create(x(a) )

if(repetirOptimizacion) then

! Valor del flujo estdtico.
objetivo := x(mH)

! Restricciones para la conservacion de flujo en la red.
forall(i in VH) sum(a in AH| BH(i,a) =1)x(a) =sum(a in AH| BH(i,a) =-1)x(a)

! Restricciones de flujo menor que la capacidad.
forall(a in AH) x(a) <= cAH(a)

! Restricciones de flujo no negativo.
forall(a in AH) x(a) >=0
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! Restricciones de integridad pues son personas.
forall(a in AH) x(a) is_integer

Isetparam(”XPRS _VERBOSE”,1)
maximize(objetivo)

end—if

! Reiniciamos os parametros del bucle.
aux := 0.

agorro := 0

repetirOptimizacion := false

! Buscamos el arco en R__H que tenga el mayor de los espacios disponibles.
! agorro pertenece a argmaz{cAH(a)—x(a)}

forall(a in AH | maxiAH(a) >0) do

if(aux <cAH(a) -getsol(x(a) ) ) then
agorro :=a

end—if

aux := cAH(a) -getsol(x(a) )

end—do

! Buscamos el arco en la red R que corresponda a agorro.
! Localizamos la instalacién p en ese arco de R.

forall(e in 1..contador | num(e, 1) >agorro) do

L(num(e-1, 2) , num(e-1,3) ) :=p
rango_ agorro := num(e-1, 1) ..(num(e, 1) -1)

! Output de la heuristica de colocacion.
writeln(”La instalacién p_”, p, ” se coloca en el arco (7, num(e-1, 2) , 7,”, num(e-1, 3) , ”)”)

break

end—do
! Actualizamos todas las matrices de localizacion con la nueva instalacion.

forall(i, j in V | M(i, j) = land L(i, j) <>0)do

forall(theta in 1..(H-tau(i, j) + 1)) do
LH((i-1) *(H+ 1) + theta, (j-1) *(H+ 1) + theta+ tau(i, j) ) := L(i, j)
end—do

end—do

forall(i, j in VH | numH(i, j) <>0and LH(i, j) <>0)do

LAH(numH(, j) ) := LH(, j)

end—do

! Actualizamos TODAS las copias temporales del arco ocupado con
! la instalacion p—ésima.

forall(a in rango_agorro | LAH(a) <>0) do

if(cAH(a) - d(p) >0) then
cAH(a) :=cAH(a) - d(p)
else
cAH(a) :=0
end—if
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! Comprobamos si la instalacion afecta al flujo actual.
! Silo hace, repetimos la optimizacion.

if(getsol(x(a) ) >cAH(a) ) repetirOptimizacion := true
! Descontamos un espacio disponible en todos los arcos.
maxiAH(a) -=1

end—do

! Output de la heuristica de colocacion.

if(repetirOptimizacion) then
writeln(”;Repetimos la optimizacién? Si \n”)

else
writeln(”;Repetimos la optimizacién? No \n”)
end—if
end—do

writeln(”\n”)
writeln(”Time: 7, gettime-starttime, ” sec\n”)
writeln(”El valor del flujo méximo es: 7, getsol(objetivo) , ”\n”)

end—model
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