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Resumen

La rama de las matematicas que trata de obtener conclusiones de una determina-
da poblacion, a partir de una muestra suficientemente representativa de la misma, se
conoce como la Inferencia Estadistica. Este mecanismo permite, ante un fenémeno
aleatorio, resolver la importante cuestiéon de cual es el modelo probabilistico al que
se ajusta, o, dado el modelo, cuales son los parametros que lo caracterizan.

El primer paso en todo procedimiento de inferencia es la obtencién de obser-
vaciones de la variable o las variables que estamos estudiando. Cada observacién
de una variable X da lugar a un dato, y en general realizadas n observaciones se
tienen n datos (z1, ..., T,), que son los que conforman la muestra. En este trabajo se
asumira que las observaciones que provienen de la variable X son independientes.
Para modelizar el total de muestras de tamano fijo n se utiliza una variable aleatoria
de dimensién n, (X7, ..., X,,), que cumple que las variables X; que la conforman son
independientes e idénticamente distribuidas, con la misma distribucién que X. A lo
largo de todo el trabajo se partira de este tipo de muestras, que definiremos como
muestras aleatorias simples.

En cualquier proceso de Inferencia Estadistica, para poder extraer conclusiones
sobre la poblacion subyacente bajo la muestra de partida, se necesita obtener ciertas
caracteristicas de la muestra, como su media y su varianza, denominadas cominmen-
te como media muestral y varianza muestral. A las transformaciones de la muestra
aleatoria simple se les denomina estadisticos, y son de la forma h(Xjy, ..., X,,), siendo
h : R® — R* una funcién medible Borel. Estos estadisticos son fundamentales en los
tres problemas mas importantes de la Inferencia Estadistica: la estimacion puntual,
los intervalos de confianza alrededor de un parametro y la construccion de contrastes
de hipétesis sobre variables aleatorias.

Muchos procedimientos estadisticos requieren algiin conocimiento de la distri-
bucion en el muestreo del estadistico que se esté usando en el andlisis y el tipo de
conocimiento requerido depende del tipo de analisis. Para construir intervalos de
confianza y contrastes de hipdtesis, por ejemplo, se necesita el conocimiento de la
distribucién en el muestreo en si misma o de los percentiles de la misma. Sin em-
bargo, en un problema de estimacién puntual es indispensable tener una medida del
error de la estimacién dada por el estadistico (en este caso llamado estimador), lo
cual estd altamente relacionado con la varianza y el sesgo del mismo. Estas medidas
son caracteristicas de la distribucion en el muestreo del estimador.



Por tanto, lo ideal en estos problemas es poder conocer la distribucion exacta que
tienen los estadisticos, pero eso solo ocurre en situaciones muy concretas, como es
el caso del Teorema de Fisher, que establece que la media muestral de una muestra
aleatoria simple de una variable X cuya distribucién es N(u,0?), sigue una distri-

bucién N (,u, %2), y que el estadistico 2152 sigue una distribucién x2_;, donde 52

es la cuasi-varianza muestral que introduciremos en la Seccién [1.1]y x2_; representa
una distribucion ji-cuadrado de n — 1 grados de libertad. Otro ejemplo es el caso de
la media muestral en la distribucién exponencial, que sigue una distribuciéon gamma.

Salvo en casos particulares, en general no hay resultados para obtener distribucio-
nes exactas de estadisticos. Una alternativa es trabajar con distribuciones asintéti-
cas, es decir, las distribuciones limite de los estadisticos. Uno de los principales
resultados sobre distribuciones asintéticas es el Teorema Central del Limite, que es-
tablece que, dada una muestra aleatoria simple (X, ..., X;,) de una variable aleatoria
X, se tiene que

ShZ ML N0, 1),
Vno
donde S, = X; + -+ X,,, p = E(X), 0> = Var(X) y el simbolo —, representa la
convergencia en distribucién que definiremos en la Seccion [1.2]

Los resultados sobre distribuciones asintoticas representan una buena estrate-
gia cuando no se dispone de la distribucién exacta de un estadistico. Sin embargo,
no siempre se pueden establecer resultados de convergencia en distribuciéon como el
indicado anteriormente, y surge la necesidad de estimar de alguna otra manera la
distribucién del estadistico, y las caracteristicas de la misma.

La principal alternativa en la estimacion de la distribucion en el muestreo de
un estadistico y sus caracteristicas son los métodos de remuestreo. Este Trabajo de
Fin de Grado estd enfocado al estudio de algunos de ellos. En particular, estudia-
remos los métodos jackknife y bootstrap, que estan considerados como las técnicas
de remuestreo mas importantes en el andlisis estadistico, y tienen como idea funda-
mental estimar las caracteristicas de un estadistico mediante la obtencion repetida
de muestras de los datos originales, y hacer inferencias sobre esos remuestreos.

El método jackknife obtiene esos remuestreos mediante la eliminacion de una
observacion cada vez de la muestra original, dando lugar a n nuevas muestras de
tamano n— 1, a partir de las cuales obtiene la estimacién de las caracteristicas de los
estadisticos. Este método fue propuesto inicialmente para reducir y estimar el sesgo
de un estimador de un parametro de la poblacion, pero con el paso del tiempo se ha
demostrado que también se puede utilizar como método para estimar la varianza de
un estadistico.

Por otro lado, el método bootstrap no elimina observaciones para obtener los
remuestreos, sino que crea nuevas observaciones mediante la obtencion de un nime-
ro alto de muestras con reemplazamiento de la muestra original. Este método es
especialmente importante por su capacidad de estimar de manera consistente la dis-



tribucién en el muestreo de un estadistico, ademas de estimar también su varianza.

El objetivo principal de este trabajo es explicar en detalle ambas técnicas, junto
con sus principales resultados tedricos, y posteriormente llevar esos resultados a la
practica mostrando un ejemplo de aplicacién usando el lenguaje de programacion
R. Para ello, hemos recopilado en cuatro capitulos, una parte importante de re-
sultados referentes a ambas técnicas que muestran las posibles aplicaciones de las
mismas. Algunas demostraciones han sido modificadas y en ocasiones extendidas o
reducidas, con el objetivo de que este trabajo tenga una mayor claridad y coherencia.

El trabajo consta de cuatro capitulos, cuyos contenidos resumimos a continua-
cién:

En el primer capitulo introducimos una serie de definiciones y resultados que
seran de utilidad a lo largo del trabajo. Comenzamos definiendo conceptos generales
de Inferencia Estadistica y a continuacién exponemos resultados de convergencia,
que seran fundamentales en las demostraciones de la consistencia de los estimado-
res jackknife y bootstrap, como el Teorema de las Transformaciones Continuas, el
Teorema Central del Limite y la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. Introducimos
después las métricas K y p,, y estudiamos algunas de sus propiedades. Por ultimo,
mostramos otros resultados, como el Teorema de Berry-Esseen y las Expansiones de
Edgeworth, que seran necesarios en determinados puntos de las demostraciones.

El segundo capitulo esta dedicado al método jackknife. Comenzaremos mostran-
do los conceptos que subyacen bajo este método de remuestreo, entre los que desta-
can las nociones de muestra de jackknife y pseudovalor de jackknife. Expondremos
entonces dos ejemplos de estadisticos concretos en los que calcularemos las estima-
ciones de jackknife para el sesgo y la varianza. Por tltimo, utilizando el concepto de
consistencia, en el caso de estadisticos de la forma g(X,), con X,, la media mues-
tral y g : R — R continua y diferenciable en p, con ¢’ continua en py ¢'(u) # 0,
demostraremos que la estimacién dada por el método jackknife para la varianza del
estadistico es realmente préxima a la varianza real del estadistico.

El tercer capitulo estad dedicado al estudio del método bootstrap, al que dedica-
remos una mayor atencion, ya que no solo es capaz de estimar caracteristicas de un
estadistico dada una muestra, sino que también permite calcular intervalos de con-
fianza de parametros desconocidos de la distribucién de esa muestra. Iniciaremos el
capitulo con un resumen de la idea del método bootstrap, destacando como calcular
los remuestreos a partir de la muestra original. A continuacién obtenemos resultados
de consistencia para la estimacién de la distribucion, centrandonos en estadisticos
de la forma X, — py g (X,) — g(n), con g : R — R continua y diferenciable en
1, pasando después a la consistencia de la estimacion de la varianza, usando los
estadisticos g (Yn) como en el método jackknife. Por tltimo, mostraremos la teoria
referente al calculo de intervalos de confianza bootstrap respecto a los parametros
desconocidos de la distribucion de la muestra de partida. Los tipos de intervalos de
confianza bootstrap que se explicaran seran el bootstrap-t, el bootstrap percentil y el



bootstrap hibrido. Es importante destacar que no son los tnicos tipos de intervalos
de confianza bootstrap que existen, pero por motivos de espacio y tiempo no se han
podido incluir todos.

En el cuarto y ultimo capitulo, mostraremos una aplicacién de los resultados
tedricos vistos en los anteriores capitulos a un caso en el que estudiaremos la con-
sistencia de los estimadores jackknife y bootstrap. El caso particular se corresponde
con tomar una muestra de partida de una distribucion exponencial. Los estadisticos
con los que se trabajard en este capitulo son, primero, la media muestral X,, como
estadistico, y segundo, el estadistico eX». El hecho de usar este tiltimo estadistico es
porque se corresponde con uno del tipo g(X,) como los estudiados en la teorfa de
los métodos jackknife y bootstrap. El objetivo de usar la distribucién exponencial
es que sabemos que la media muestral en este caso tiene como distribucion exacta
una distribucién gamma y, por tanto, podremos comparar las estimaciones dadas
por los métodos jackknife y bootstrap con los valores reales de las caracteristicas de

la distribucién exacta del estadistico.



Abstract

The branch of the mathematics that tries to derive properties of a particular
population from a sufficiently representative sample of that population is called
Statistical Inference. This mechanism allows to solve the important issue of which
probabilistic model adjusts to a random experiment, and, given the model, which
are the parameters that characterise it.

The first step in any procedure of statistical inference is the extraction of ob-
servations from the variable or variables that are being studied. Each observation
of the variable X produces one datum, and given n observations we have n data
(21, ..., Z,), which are the ones that make up the sample. In the present project, we
assume that these observations that come from the variable X are independent. To
model the complete set of sample of size n we use an n-dimensional random varia-
ble (X, ..., X,,) that satisfies that the variables X; are independent and identically
distributed, with the same distribution as X. Throughout this work, we will begin
assuming that our samples are of this kind, which will be defined as simple random
samples.

In any process of statistical inference, to be able to extract conclusions from the
underlying population of the original sample we need to obtain some characteristics
of the sample, like its mean or its variance, generally called sample mean and sample
variance. This transformations of the simple random sample are known as statistics,
and are of the form h(X1, ..., X,,), being h : R* — R* a Borel measurable function.
These statistics are essential in three most important problems of the statistical
inference: point estimation of a parameter of the population, confidence intervals
around a parameter and the construction of statistical hypothesis tests.

Many statistical procedures require some knowledge of the sampling distribution
of the statistic being used in the analysis. This type of knowledge depends on the ty-
pe of the analysis. To construct confidence intervals and hypothesis tests it is needed
some knowledge in the sampling distribution itself or about the percentiles of it. On
the other hand, in an estimation problem it is paramount to have a measure of the
error of the estimation given by the statistic (in this case called estimator), which
is highly related to its variance and its bias. These measures are characteristics of
the sampling distribution of the estimator.

Therefore, the ideal situation in these problems is to know the exact sampling
distribution of the statistics, but that only occurs in very particular situations, like



in the case of Fisher’s Theorem, which establishes that the sample mean of a simple
random variable of a variable X with distribution N (u, 0?) follows a normal distri-

bution N <u, %), and that the statistic =152 follows a x2_; distribution, where

S? is the cuasi-variance that will be introduced in Section and x2_, represents
the chi-squared distribution with n — 1 degrees of liberty. Another example is the
sample mean of the exponential distribution, which follows a gamma distribution.

Except from particular situations, in general there does not exist results to ob-
tain exact distributions of statistics. An alternative is to work with the asymptotic
distribution, that is, the limit distribution of the statistic. One of the main results
of asymptotic distributions is the Central Limit Theorem, which, given a simple
random sample (X7, ..., X,,) of a random variable X, establishes that

Sp —np
—— —4 N(0,1
\/ﬁO’ d (7 )7

where S, = X; +-+-+ X,,, p = E(X), 0* = Var(X) and the symbol —, represents
the convergence in distribution that will be defined in Section 1.2.

The results concerning asymptotic distributions represent a good strategy when
the exact distribution of a statistic is not known. However, there are cases in which
these kind of results of convergence in distribution cannot be applied, and it arises
the necessity of estimating the sampling distribution of a statistic and its characte-
ristics.

The principal alternative solving this issue by estimating the sampling distribu-
tion of a statistic along with its characteristics are the resampling methods. This
Final Degree Project is focused on the study of some of them. In particular, we
will study the methods called jackknife and bootstrap, which are considered to be
the most important resampling techniques in statistical analysis, and have as their
essential idea to estimate the characteristics of a statistic by obtaining samples re-
peatedly from the original data, and making inferences from those resamples.

The jackknife method produces new resamples by removing an observation of
the original sample each time, creating n new samples of length n — 1, from which
the estimation of the characteristics of the statistics are obtained. This method was
proposed initially to reduce and estimate the bias of an estimator of a parameter of
the population, but over the years it was proved that it can be also used to obtain
an estimation of the variance of a statistic.

On the other hand, the bootstrap method does not remove observations to ob-
tain the resamples, but instead it creates a high number of samples with replacement
from the original sample. This method is especially important because of its capa-
city of estimating consistently the sampling distribution of a statistic, apart from
the estimation its variance.



The main goal of this dissertation is to explain in detail both techniques, to-
gether with their main theoretical results, and afterwards to get those results into
practice showing a practical application using the programming language R. To do
this, we have gathered in four chapters, an importante group of results related to
both techniques, which show their possible applications. Some of the proofs have
been modified and sometimes extended or reduced, for the sake of making this dis-
sertation more clearer and more coherent.

The dissertation consists of four chapters that we summarise down below:

In the first chapter, we introduce a number of definitions and results that will be
useful throughout the whole work. We begin by defining general concepts that will
be fundamental to prove the consistency of jackknife and bootstrap estimators, like
the Continuous Mapping Theorem, the Central Limit Theorem and the Strong Law
of the Large Numbers. Next, we introduce the metrics K and p,., and we study some
of their properties. Finally, we will show other results, such as the Berry-Esseen
Theorem and Edgeworth’s Expansions, that will be used at some particular points
of the proofs.

The second chapter is devoted to the jackknife method. We will begin by ex-
plaining the concepts underlying the idea of this method, including the notion of
jackknife sample and pseudovalue. We will show then two examples of concrete sta-
tistics in which we will obtain the jackknife estimations for their bias and their
variance. Lastly, using the concept of consistency, we will prove that the estimation
given by the jackknife method is really close to the real variance of the statistic, for
statistics of the type g(X,), with X, the sample mean, and ¢g : R — R continuous
and differentiable at u, with ¢’ continuous at p and ¢'(u) # 0.

The third chapter is devoted to the study of the bootstrap method, to which we
will devote more attention, because not only it is able to estimate the characteristics
of the sampling distribution and the distribution itself of a statistic given a sam-
ple, but also it allows to obtain confidence intervals of unknown parameters of the
sampling distribution. We will begin the chapter with a summary of the idea of the
bootstrap method, focusing on how to obtain the resamples from the original sample.
Next, we will obtain consistency results for the estimation of the sampling distribu-
tion of a statistic, concentrating on statistics of the type X, — u vy ¢(X,) — g(u),
with g : R — R continuous and differentiable at u, passing then to the study of the
consistency of the bootstrap variance estimation, using the statistics g(yn) as in
the jackknife method. Finally, we will show the theory regarding the interpretation
of confidence intervals around unknown parameters of the sampling distribution of
the original sample. The types of bootstrap confidence intervals that we will explain
are the bootstrap-t, the bootstrap percentile and the hybrid bootstrap. 1t is important
to underline that these are not the only types of bootstrap confidence intervals, but
due to our limits in space and time we have not been able to include all of them.



In the fourth and last chapter, we will show the use of the theoretical results
presented in the previous chapters with a practical application in which we will study;,
for a particular case, the consistency of the jackknife and bootstrap estimators. The
particular case corresponds to considering a ranfom sample from the exponential
distribution. The statistics which we will work with in this chapter are, first, the
sample mean X, and second, the statistic eX». The fact of using this last statistic
is because it belongs to one of the kind g(X,,) like the ones studied in the theory
of the jackknife and the bootstrap methods. The objective of using the exponential
distribution is that we know that the sample mean in this case follows a gamma
distribution and, therefore, we will be able to compare the estimations given by the
jackknife and the bootstrap methods with the real values of the characteristics of
the exact sampling distribution of the statistic.



Capitulo 1

Preliminares y resultados basicos

Dedicaremos este primer capitulo a la introducciéon de una serie de conceptos
y resultados, que seran de utilidad en el desarrollo de posteriores capitulos. Co-
menzaremos viendo conceptos generales de inferencia estadistica que es necesario
introducir para dar paso al resto de resultados, y que se usan a menudo en el tra-
bajo. Los resultados se han obtenido de [5], [9] y [13].

1.1. Conceptos generales

Uno de los conceptos fundamentales de la inferencia estadistica es el de muestra
aleatoria simple. Este concepto modeliza todos los conjuntos de observaciones de
tamano fijo que podemos extraer de manera independiente de una variable aleatoria.
Definimos primero este concepto.

Definicién 1.1. Sea X una variable aleatoria, se dice que el vector aleatorio de
dimension n, (X1, ..., X,) es una muestra aleatoria simple (m.a.s.) de tamano n de
X si para cada variable X; esta sigue la misma distribucion que X y las variables
X, son independientes entre si.

A partir de la muestra aleatoria simple se construyen transformaciones de esta
que son utilizadas en la inferencia estadistica para la estimacion de parametros, la
construccién de intervalos de confianza y el desarrollo de contrastes estadisticos.
Estas transformaciones se conocen con el nombre de estadisticos y a continuacion
recordamos la definicién de algunos de los mas utilizados.

Definicién 1.2. Sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de una variable X .

i) Se llama media muestral al estadistico X ,, = %Z?:l X;. Este estadistico tiene
como propiedades principales

a) E(X,) =E(X).
b) Var (X,) = Var(X),

n

ii) Se conoce como varianza muestral al estadistico s* = % S (Xi — Xn)z, sien-
do E (s*) = “2Var(X).



i) Se llama cuasi-varianza muestral al estadistico S* = ﬁ > (Xi —Yn)z,

siendo E (S?%) = Var(X).

Un concepto clave en el desarrollo del Capitulo[3|es el de funcién de distribucion
empirica asociada a una muestra. Lo definimos a continuacion.

Definicién 1.3. Sea (X7, ..., X)) una muestra aleatoria simple de una variable alea-
toria X, con distribucion F'. Fijado un valor x € R, se llama funcion de distribucion
empirica en x al estadistico

1 n
Fufz) = —~ D oo (Xa).
=1

Para la seccion de intervalos de confianza de bootstrap, necesitamos introducir
los conceptos de cuantil y cuantil muestral.

Definicién 1.4. Sea F' una funcion de distribucion. Se define el cuantil p-ésimo de
F' como
F~(p) = inf{x: F(x) > p}.

Definicién 1.5. Dada una muestra (X, ..., X,,) de observaciones de una variable
aleatoria X que sigue una distribucion F se define, para p > 0, el cuantil muestral
p-ésimo como el cuantil p-ésimo de la funcion de distribucion empirica F),, es decir,

E N (p).

1.2. Resultados de convergencia

En esta seccion se muestran una lista de definiciones y resultados de convergencia
que se usaran en los siguientes capitulos. Comenzaremos con las definiciones de
convergencia en probabilidad, en distribucion, casi segura y en momentos.

Definicién 1.6. Sea una sucesion de variables aleatorias { X, }nen, se dice que

i) { Xy }nen converge casi sequramente a la variable aleatoria X si

P(h'm Xn:X> _ 1,

n—»00
y denotaremos esta convergencia escribiendo X, —.s X.
i1) { X }nen converge en probabilidad a la variable aleatoria X si
h’T{nP(]Xn —X|<e)=1 Ve >0,
y denotaremos esta convergencia escribiendo X, —, X.
iii) {Xn}nen converge en distribucion a la variable aleatoria X si

lim G, (z) = F(x) Vx € Cont F,

n—oo

donde G, y F son las funciones de distribucion de X,, y X, respectivamente,
y Cont F es el conjunto de puntos donde F' es continua.

10



iv) { X, tnen converge en momentos de orden r, conr >0, a la variable aleatoria
X si
lim E|X, - X|"=0,

n—o0

y denotaremos esta convergencia escribiendo X,, —,_m X.

Una vez vista esta definicién, enunciamos a continuacion resultados generales de
convergencia que se usaran a la largo del trabajo.

Teorema 1.7. (Teorema de las Transformaciones Continuas). Sea {X,}nen una
sucesion de variables aleatorias, sea X wuna variable aleatoria y g : R — R una
funcion continua. Entonces se cumple

i) Xy —es X implica que g(X,) —es g(X).
i) X, —p X implica que g(X,,) —, 9(X).
iii) X, —q X implica que g(X,) —q4 g(X).

Teorema 1.8. (Teorema de Slutsky). Sean {X,}nen € {Yn}nen dos sucesiones de
variables aleatorias, tal que X, —q X e Y, —, ¢, siendo ¢ una constante. Entonces
se tiene que

i) Xo+Y, =g X +c.
i) Xpn/Yn —q X/c sic#0.

Teorema 1.9. Sea {X,, },en una sucesion de variables aleatorias y X una variable
aleatoria tal que X, —q4 X y la secuencia {X!},en es uniformemente integrable,
donde r > 0. Entonces E|X|" < oo, lim,, E{X"},en = E(X") y lim,, E|X]|en =
E|XT7|.

A continuacién definimos la definicién de consistencia débil y fuerte de un esti-
mador, que serd ttil para los resultados de consistencia de los capitulos [2] y [3]

Definicién 1.10. Dada una sucesion de estimadores {6,} de un parametro desco-
nocido 6,

1. Se dice que {6,} es débilmente consistente si, cuando n — oo,
On —p 0,
para todos los posibles valores de §.
1. Se dice que {6,} es fuertemente consistente si
On —es. 0,
para todos los posibles valores de §.

11



Pasamos ahora a ver una serie de resultados que se corresponden con propiedades

de estadisticos particulares sobre los distintos tipos de convergencia vistos en la
Definicién L6l

Teorema 1.11. (Teorema Central del Limite). Sea {X;}! | una sucesion de va-

riables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E(X;) = p y
Var(X;) = % Llamemos S, = X1 + -+ + X,,. Entonces se cumple que

S, —n

on R, N(0,1).

Vno

Teorema 1.12. (Ley Fuerte de los Grandes Numeros). Sea {X;}"_, una sucesion
de variables independientes e idénticamente distribuidas con media . Llamemos
S, = X1+ -+ X,. Entonces se tiene que

Sn
_>c.s. M.
n

Teorema 1.13. (Ley Fuerte de los Grandes Numeros de Marcinkiewicz). Sea { X;}1,
una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X, tal que E|X|» < oo para
A € (0,1), entonces

1 n
7 D 1Xi| e 0.
i=1

Proposicién 1.14. (Método Delta). Sea { X, }nen una sucesion de variables aleato-
rias, sea {an}nen una sucesion de nimeros y sea g : R — R una funcidn. Si

an (X, —p) —a N(0,1),
para un valor p, y g es diferenciable en i, entonces

an(9(Xn) = 9(X)) =a N(0,g'(1)?).

Teorema 1.15. Sea 0 < p < 1. Si F~'(p) es la solucion tinica de F(x—) < p <
F(z), entonces F,; ' (p) —cs. F71(p).

Antes de enunciar los siguientes resultados, hemos de definir previamente los dos
conceptos en los que se basan: los momentos centrales y los momentos muestrales.

Definicién 1.16. Sea X una variable aleatoria y sea { X, }nen una sucesion de va-
riables aleatorias independientes y con la misma distribucion que X, que denotamos
por F. Se denomina momento central de orden k de F a

siempre que dicha esperanza sea finita.

Definicién 1.17. Sea X una variable aleatoria y sea { X;}"_, una sucesion de varia-
bles aleatorias independientes y con la misma distribucion que X . Sea F,, la funcion
de distribucion empirica asociada a la muestra. Se define el momento muestral de
orden k de X como

my = /00 (x — Xp)"dE, (z) = %zn:(Xl — X))~

—o° i=1
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Teorema 1.18. Sea X una variable aleatoria con distribucion F y sea (Xq, ..., Xp)
una muestra aleatoria simple de X. Sean py y my el momento central de orden k
y el momento muestral de orden k, respectivamente. Entonces se tiene que my es
fuertemente consistente para .

Teorema 1.19. Sea X wuna variable aleatoria y sea {X;}!, una sucesion de va-
riables aleatorias independientes y con la misma distribucion que X. Si p < 00,
entonces la variable \/n(my— ) converge en distribucion a una distribucién normal
de media 0 y varianza og_1yk—1), donde

O (k1) (k-1) = Ho(h—1)+2 — Mj — 2k i1 prr1 + K> iy pa.

Para concluir esta seccién, vamos a introducir los conceptos de O,, o,, O y o,
conceptos importantes cuando se quiere determinar el orden de convergencia del
método bootstrap como estimacion de la distribucién de un estadistico.

Definicién 1.20. Para dos sucesiones de variables aleatorias { X} nen € {Ynnen,
se tiene que

X, = 0,(Yy),

si, para cualquier € > 0, existe una constante C. > 0 tal que P{|X,| > C.|Y,|} < ¢,
para todo n, y
X, = 0,(Yy),

si Xp/Yn —, 0.

Definicién 1.21. Para dos sucesiones de variables aleatorias { X} nen € {Ynnen,
se tiene que

X, = 0(Y,),
si | Xn| < ¢|Yn| Vn y una constante ¢, y
X, =o(Y,),

si X/ Y, — 0 cuando n — oco.

1.3. Resultados sobre métricas

En el Capitulo [3] usamos en los resultados del estimador bootstrap de la distri-
bucion de un estadistico dos métricas, K y p,. Estas métricas estan definidas sobre
el espacio de distribuciones Fgs, que definimos a continuacion.

Definicién 1.22. Sea s € N. Definimos Frs como el espacio de todas las distri-
buciones en R®. Ademds, dado r € N, definimos F,s como F,s = {G € Fgs :
Jllz|["dG(z) < oo}

Definicién 1.23. Sean F y G dos distribuciones de probabilidad en Fr. Se define
la métrica de Kolmogorov como

K(F,G)= sup |[|F(z)—G(x)|.

—oo<r<oo
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Definicién 1.24. Sean F' y G dos distribuciones de probabilidad en Fgr. Se define
la distancia de Mallows entre 'y G como

pr(F,G) = inf (B|X —Y|")YT,
Tx,y

donde Txy es la coleccion de todas las posibles distribuciones conjuntas de los pares
(X,Y) cuyas distribuciones marginales son F y G, respectivamente. Ademds, para
dos variables aleatorias U y V' con distribuciones F' y G respectivamente, se define

ﬁr(Ua V) = ﬁr(Fv G)

Una vez vistas ambas métricas, enunciamos para la métrica p, una serie de
propiedades que serd necesario usar en la demostracion de uno de los teoremas del
Capitulo [3|

Proposicién 1.25. Sea (X, ..., X,) una muestra aleatoria simple con funcion de
distribucion F' en el espacio muestral F, s. Sea F,, la funcion de distribucion empirica
asociada a (X1, ..., X,,). Entonces se tiene

pr(Fn, F) =45 0.
Proposicion 1.26. Sean U y V' variables aleatorias y sea a una constante. Entonces,
pr(al,aV) = la|p, (U, V).

Proposicion 1.27. Sean U y V wvariables aleatorias. Si E|UJ* < oo y E|V|? < oo,
entonces

[p2(U V)] = [52(U = E(U),V = E(V)* + |E(U) — E(V)|*.
Proposicién 1.28. Sean {U;}jen y {V;}jen dos sucesiones de variables aleatorias

cuyas distribuciones estan en F, s y E(U;) = E(V;) Vj. Entonces,

=AU

=1

1.4. Otros resultados

En esta seccion se enuncian varios resultados que, aunque no son de convergencia,
se necesitan en ciertos puntos de las demostraciones de los capitulos [2| y

Teorema 1.29. (Teorema de Berry-Esseen). Sea { X, }nen una sucesion de variables
aleatorias con E(X;) =0, Var(X;) =0 < oo, y V2 =3 " 07, entonces

1 n
P{VR;XZ- < x} — ()

donde ® representa la distribucion N(0,1).

sup
T

Cc _ 3
< w3 > BIXf
i=1

n
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Teorema 1.30. (Teorema de Polya). Sea {X,}nen €s una sucesion de variables
aleatorias con distribucion G, y X es una variable aleatoria con distribucion F. Si
G, — F puntualmente, se tiene que

lim sup |G, (z) — F(x)| = 0.
n—o0
Definicién 1.31. (Ezpansion de Edgeworth). Sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria

simple de una variable aleatoria X y sea T, = VXn=i) estadistico, donde |1 =

E(X) y 0* =Var(X). Se define la Expansién de E?igeworth de dos términos de T,
como

PIT, < ) = 0(a) + MR (o) 1 2R ) 4 o1/,
donde
pi(z) =1~ 2%, pa(2) = 3z — a7,
v k—3
Cl(F):E, CQ(F): o4
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Capitulo 2

Método jackknife

2.1. Introduccion

En el campo de la estimacién puntual, cuando se busca un estadistico que aproxi-
me lo maximo posible el valor real de un parametro asociado a una variable aleatoria,
una de las caracteristicas deseables para ese estadistico es que sea insesgado. Aun-
que algunas veces es facil de obtener un estimador de este tipo, por ejemplo por el
método de maxima verosimilitud, lo cierto es que en general hay un gran nimero
de estimadores que tienen sesgo.

Maurice Quenouille, en 1949 [7], introdujo una técnica para estimar y reducir el
sesgo de un estimador. En particular, dado un estimador 7;, que satisface

E[T,] =60+ % L O(1/n?),

Quenouille desarrollé un método para mejorar la estimacién eliminando los términos
de orden % de la expresién anterior.

Nueve anos mas tarde, John Tukey [11] extendié el uso del método, demostrando
que se podia usar también para estimar la varianza de un estimador, y fue quien
dio nombre a la técnica, llamandola el método jackknife. La traduccién literal de
jackknife es navaja multiusos. Tukey le dio este nombre al método porque puede ser
usado como una herramienta “rapida y facil” cuando no se dispone de otras técnicas
mas sofisticadas.

Este capitulo esta dedicado al estudio del método jackknife como reductor del
sesgo v estimador del sesgo y la varianza. La Seccién esta dedicada a la intro-
duccion de los conceptos principales que se usan en la estimacion jackknife, dando
dos aplicaciones. Por otro lado, en la Seccién [2.3] estudiaremos la propiedad teérica
basica que se exige a los estimadores jackknife: la consistencia. Esta caracteristica
de los estimadores es crucial cuando usamos muestras suficientemente grandes, e
indica como de bien aproxima el estimador jackknife el valor real del parametro. Los
resultados se han obtenido de [], [6] y [10].
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2.2. El método jackknife

El método de remuestreo jackknife se encuentra dentro del marco de la estima-
cién puntual. Por ello, partiremos de una muestra aleatoria simple (X7, ..., X,,) de
una variable aleatoria unidimensional X con distribucién desconocida F'y nuestro
objetivo sera, dado un parametro # € R de la distribuciéon y un estimador 7;, del
parametro @, obtener informacién de este estimador del pardametro.

En el problema de la estimacion puntual, en muchos casos se tienen estimadores
que no son insesgados, siendo frecuentes los estimadores que verifican

E[T,] =0+ % +O(1/n?) VneN, (2.1)

donde el sesgo del estimador es @ + O(1/n?), y el término O(1/n?) viene dado en
la Definicion A lo largo de este capitulo supondremos que los estadisticos que
estamos tratando cumplen esta propiedad.

El método jackknife da la posibilidad de estimar el sesgo a la vez que elimina el
término % de (2.1). En el Ejemplo estudiaremos en detalle esta propiedad para
un estadistico particular. Para cumplir su objetivo, el método jackknife se basa en
la creacion de n muestras, llamadas muestras jackknife, que pasamos a definir.

Definicién 2.1. Dada una muestra aleatoria simple (X, ..., X,) de una variable
aleatoria X y dado i € {1,...,n}, se define la muestra i-ésima de jackknife como la
muestra formada eliminando la observacion i-ésima de la muestra original:

X['L] = (Xla ---;Xi—laXi+1> 7Xn)

Sea ahora T, = T,,(Xy, ..., X,,) un estimador de un parametro desconocido 6 y
sean

Tnfl,i = nfl(Xla ey Xifla Xi+1> SES) Xn)7 (22)

los n estadisticos basados en las muestras jackknife.

Conocidas las muestras X y los valores T,_;;, se definen a continuacién los
pseudovalores de jackknife.

Definicién 2.2. Sea X una variable aleatoria, sea (X1, ..., X,) una muestra alea-
toria simple de X y T,, = T,(X1,...,X,) un estadistico. Sea T,,_1,; el estadistico
basado en la muestra i-ésima de jackknife Yi € {1,...,n}. Se define el pseudovalor
de jackknife i-ésimo como

Tn,’i = TlTn — (n — 1>Tn71,i7 (23)
que puede interpretarse como una medida de la diferencia entre la estimacion de

los parametros obtenida con la muestra total y la estimacion obtenida eliminando la
observacion i-ésima.
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La media muestral de estos valores la representaremos por 7,,, y su valor viene

dado por
3 :%an,z:nTn n_l ZTn 1,
=1

Este ultimo estadistico tiene la interesante propiedad de que elimina el término
ay /n del sesgo en (2.1). En efecto, si calculamos su esperanza tenemos

E[T,] = nE[T,) — (n — 1)— ZE 1]

nay

(n—1)

:n(9+i+0(1/n2))—n_1 <n0+

n

+O(1/n2))
=0+ O(1/n?),

donde la segunda igualdad se sigue del hecho de que 7;,_; ; es el estimador basado
en una muestra de n — 1.

Podemos, por tanto, considerar como un estimador del sesgo del pardmetro T;, la

diferencia entre T}, y T},, ya que serd un estadistico cuya esperanza estara alrededor
de a;/n. La expresion para el estimador del sesgo queda entonces como

T, —T

n1i— (=0T, =n-1)(T,—T,),

donde T, = 23" | T,y ;.

De un modo més formal, se define a continuacion el estimador jackknife del sesgo
de T,,.

Definicién 2.3. Sea X una variable aleatoria, sea (X, ..., X,) una muestra alea-
toria simple de X y T, = T,(X1,...,X,) un estadistico. Sea T,,_1, el estadistico
basado en la muestra i-ésima de jackknife, dado por , Vi e {1,...,n}. Se define
el estimador jackknife del sesgo de T, como

bJACK - (n - 1)(Tn - Tn)v
donde T,, = % DR A

El desarrollo anterior que conduce al estimador jackknife del sesgo, también
permite obtener el estimador del propio pardmetro 6, el cual no es otro que T, al
ser un estadistico cuya esperanza es muy préxima 6. Este valor lo denotamos a partir
de ahora como Tjack.

Definicién 2.4. Sea X una variable aleatoria, sea (X1, ..., X,) una muestra aleato-
ria simple de X yT,, = T,,(Xy, ..., X,,) un estadistico. Se define el estimador jackknife
de 6 como

TJACK = Tn — bJACK = ’fLTn — (n — 1)Tn (24)
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Estudiemos ahora la estimacién de la varianza que da el método jackknife. Pa-
ra ello volveremos a usar los pseudovalores de jackknife definidos en (12.3)). Tukey
conjeturd que estos pseudovalores son independientes e idénticamente distribuidos,
y que cada uno de ellos tiene aproximadamente la misma varianza que /nT,.

A partir de estas suposiciones y como la cuasi-varianza muestral es un estimador
insesgado de la varianza, si tenemos los valores (7,1, ....,T,), podemos estimar
la varianza de \/nT, usando la cuasi-varianza muestral de estos valores, es decir,

podemos aproximar Var(y/nT,) mediante

n

2
1 . RS
(B iy
]:

=1

Por tanto, esto lleva a estimar Var(7,) mediante la cuasi-varianza muestral

Ty, : : .
basada en T ©8 decir, estimamos Var(7T,,) mediante

n

1 (T 1T\ 1 I T
n—lz<\/ﬁ_5;\/ﬁ> —n<n_1>Z<Tw‘5;Tw> @)

i=1 i=1

Sustituyendo los pseudovalores de la expresion (2.3) en (2.5) se tiene que la
expresion anterior se puede escribir en la forma

n

ﬁ Z (nTn —n—=1)Th 1 — %Z(nTn —(n— 1)T”1’j>>

i=1 j=1

n

_n—lz T ._liT , 2
- n n—1,2 anI n—1,j .

=1

Definimos ahora formalmente este estimador de la varianza de T,,.

Definicién 2.5. Sea X una variable aleatoria, sea (X1, ..., X,,) una muestra aleato-
ria simple de X yT,, = T,,(Xq, ..., X,,) un estadistico. Se define el estimador jackknife
de la varianza de T, como

n

2
n—1 1O
vrAcK = — > <Tn—1,i - ZTn—Lj> : (2.6)
=1

=1

Como vemos, el hecho de submuestrear usando el método jackknife da una serie
de recursos muy simples para estimar el sesgo y la varianza del estimador de un
parametro, los cuales normalmente son muy dificiles de obtener. El recurso princi-
pal son los pseudovalores de jackknife, que se han usado en el desarrollo de ambas
estimaciones.

Una vez vista la idea y las definiciones del método jackknife, y antes de continuar,

hemos de realizar una observacién importante que se usara desde este momento en
el resto del trabajo.
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Observacion 2.6. En los ejemplos y resultados que siguen se suele usar a menu-
do igualdades y desigualdades entre variables aleatorias, por lo que son igualdades
y desigualdades casi sequras. Para evitar repetirlo continuamente, se omitird esta
indicacion en los resultados.

Pasamos a continuacién a dar dos ejemplos de estimacion del sesgo y la varianza
para dos estadisticos concretos de bastante interés: la media muestral y la media
muestral al cuadrado. El primero de ellos representa un caso en el que el sesgo del
estimador es 0, mientras que el segundo se corresponde con el tipo de estadisticos
que cumplen , al ser el sesgo del estimador de la forma a;/n. Veremos en este
ultimo caso cémo el estimador 140k elimina el sesgo del estimador.

Ejemplo 2.7. Para la media muestral T,, = X,,, el estadistico basado en las n — 1
observaciones Xy, ..., X;_1, Xit1, ..., X, se puede expresar como

251 X5 _ > X=X _nX, — X;

n—1 n—1 n—1

Tnfl,i == 5 (27)

y podemos obtener ficilmente el valor de T,, como

T — Z?:l Tn,u . E?:l (”yn _Xi) o nyn 7n -X
" n n(n —1) n—-1 n—-1 "

por lo que el estimador del sesgo de jackknife viene dado por
bjack =n—10)T, -T,) =(n-1)(X, - X,)=0.

Por otro lado, de (2.3) los pseudovalores de jackknife vienen dados por

T,i=nT,—(n—-1)T,1,= nX, - (nX, - X;) = X, Vie{l,..,n},
y, al ser los X; independientes e idénticamente distribuidos, se tiene que los pseu-

dovalores Tm también lo son, luego la primera conjetura de Tukey se cumple.

Para la sequnda conjetura, sabemos, por la Definicion que se tiene

Var(vnX,) = Var(X;),
Y, cOmo Tm- = X;, se cumple que Va’r(fm-) = Var(y/nX,), luego también se cumple
la sequnda conjetura de Tukey.
El estimador de la varianza de jackknife dado en (2.6|) seria

n 2

2 —
n—1 1 < n—1g (nXn—Xi
VIACK = — Z(Tn—l,i_EZTn—l,j) - Z( P _Xn)
7j=1

=1 =1

n

:ngli(yg:f{i):n(n1—1>;(Xi_7“)2’

donde la sequnda igualdad viene por (2.7)), y la tercera y la cuarta resultan de trans-
formar la sequnda.
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Ejemplo 2.8. Tomamos ahora el estadistico T, = yi como estimador de p?*. Vea-
mos primero la estimacion del sesgo para este estadistico.

Por definicion, sabemos que el estimador del sesgo de yi viene dado por

back = (n— 1) ( ZXn - n) :”?Z(be_u—fi). (2.8)

=1

Sustituyendo X, _1; en [2.7) y operando se tiene que

n—1 <= — — —
brack = — ; (X1 = Xa) (X1 + X0)
1 A —
e ; (Xn—Xi) 20— D)X, + (X, — X))] (2.9)
1 noo_ )
_mlz(n—1 ( ZXX>+;(Xn—Xi)].
Por tanto, R
byack = <2 (2.10)
n
donde g = Ll S (X1 — X )%y, en general, para k > 0, llamaremos Gy a
1 < -
G = —— D (X =Xk (2.11)

=1

Luego el estimador jackknife del pardmetro en cuestion serd

042
Tiack = X - —
n’
Puede verse que el sesgo es de la forma ai/n, donde a3 = —d&yo. Si calculamos

la esperanza de Tjacx podemos ver como elimina ese sesgo y es iqual al pardmetro.
En efecto

2 2 2 o o° o? 9

~ o — —
E(TJACK):E<X,L> ——=Var (X,)+E(X,) ——=—+p—— ="
n n n n
Vamos a calcular ahora la estimacion de la varianza. Para ello, de (2.4)), se tiene

que

—2 n-—1
TJACK - nX - Z n— 17]’
de donde

717721 — TJACK nYi — Yi + % 2 dg
§ n—1 = Xn+ ’
J n—1 n—1 n(n —1)
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y entonces, de (2.6), para T,, = 7721 se tiene que la varianza de jackknife viene dada

por
n ~ 2
n—1 -2 —2 %)
= E Xy 1:i—X,——F———— | .

=1

Desarrollando el cuadrado y operando obtenemos

n—1xg~ /<2 —2)2 a3 205 o~ (<2 2
_ X1 = X0) z (X -X0). 12
VJACK n Z ( n—1,i n)| T TL2(7’L — 1) n2 IZI n—1, n ( )

=1

Como de (2.8) y (2.10) se tiene
a2 =(n—1) (ZX >:(n—1)z<7iu—7721>,

sustituyendo en (2.12) queda

n—1 = (<2 —2) 2 a3
_ Sy (X, -X ) %
YAk n 4 ( -l " n?(n —1)

=1

Siguiendo ahora el mismo procedimiento que en (2.9)), se tiene que

n—1 = /~2 —2\ 2 a2
= E X _.—X ) -2
vrACK n ( =l " n?(n—1)

i=1

1 U 2 — — 2 d%
:m;(xn_xi) [2(n —1)X, + (X, — Xi)] rCEn

Desarrollando el sequndo de los cuadrados de la expresion anterior y operando
se obtiene

1X, &
UJACK— 32 X X (n_l)Z(Xn_Xi)Q
i=1
4yn N 3 a3
+n(n—1)QZ(Xn_Xi) +n2(n—1)'

i=1
Por dltimo, usando (2.11)), la expresion final para el estimador jackknife de la
varianza queda como
as AX 6y AX b a2
v = — — )
JACK n(n —1)2 n nn—1) n2?(n—1)

2.3. Consistencia

Como no tenemos estimadores insesgados de la varianza del estimador descono-
cido T,,, veremos cuando nuestro estimador v; 40k es fuertemente consistente, segin
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la Definicién [L10L

Sin embargo, esa definicion debe ser modificada cuando estamos estimando la va-
rianza de un estimador T,,, ya que Var(T,,) depende de n y normalmente Var(7,) —
0 cuando n — oo. La variacién de la Definicién[I.10]que vamos a usar en esta seccion,
sobre la consistencia fuerte de un estimador v,, de Var(T,), es

Un

———— s L.
Var(T,) °°
El resultado equivalente para la consistencia débil se corresponde con la conver-
gencia #?Tn) —p L.

A continuacién, se trata el caso en el que el estadistico es de la forma T,, = g(X,,),
con g : R — R continua y derivable en p y con ¢’ continua en pu, ya que estos son
estadisticos muy usuales y la demostracion de la consistencia en este caso se puede
extrapolar a casos mas generales de estadisticos méas complejos.

Sea u = E(X)y 0? = Var(X). Por el Teorema Central del Limite dado en[L.11]
sabemos

Yn—ljl
o/Vn

Por otro lado, como g es diferenciable en pu, por la Proposicién tenemos

9(Xn) — 9(p)
o/vn

y por tanto obtenemos que

—d N(O, 1)

—4 N(0,4'(1)?),

T, —
Tn—9ln) —4 N(0,1), (2.13)
On
siendo ]
o2 = —o%g'(n)?, (2.14)
n

donde o2 es la varianza asintética de Var(T},).

En el siguiente teorema estudiamos la consistencia fuerte del estimador de la

varianza de jackknife de T,, = g(X,,).

Teorema 2.9. Sea X una variable aleatoria, sea (X1, ..., X)) una muestra aleatoria
simple de X y T,, = g(X,). Supongamos que o existe y que la derivada de g estd
definida en un entorno de u, con ¢g'(p) # 0, y siendo g continua en p. Entonces, el

estimador jackknife de la varianza de T, es fuertemente consistente, es decir

VJACK
2
Un

—es. 1, (2.15)

donde o viene dado por (2.14).
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=

- = e :
Demostracion. Sea X,_1; = % la media muestral basada en todas las obser-
vaciones de la muestra inicial excepto X;. Por el Teorema del Valor Medio, tenemos

Thor;— 1, = g(ynfl,i) - g(7n> = g/(gn,i)(ynfl,i — Xn) (2 16)
= g/(yn)(yn—l,i - 7n) + Rn,ia '

siendo o B
Rn,i = (g/(gn,i) - g,(Xn))(Xn—l,i - Xn), (2.17)

y &, un valor aleatorio intermedio entre X,,_1; y X,.

Para estudiar la consistencia de vy cx vamos a realizar en primer lugar unos
calculos previos que ayudaran a simplificar el estudio de la convergencia dada en

(2.15)). Sabemos, por (2.7), que

n—1,0 — ’

n—1
y por tanto,

- - X,-X;
anl,i - Xn = Mu (218>

n—1
de lo que se sigue que

N - "X, -Xi nX,-Y1. X, nX,—-nX
Xo1—Xp) = e =17 R =0, (2.19
;( L ) ; n—1 n—1 n—1 ( )

Vamos a calcular ahora a partir de (2.6 el estimador de la varianza de jackknife

de T,,. De (2.6) y (2.16|) se tiene

n—1 1 & n—1 — _
VJjACK = n Z(Tn—u - ﬁ ZTn—l,j)Q = Z [(gl(Xn)(Xn—l,i - Xn)
j=1

- n -
=1 i=1

n

1 - . o 2
+ Rn,i + Tn) - E Z(g/(Xn)(Xn—l,j - Xn) + Rn,j + Tn):| .

j=1
Simplificando la expresién anterior y usando ([2.19)), obtenemos

n

S 9 (X)X o1 = X) + Rui — Ra’

i=1

n—1

VjACK =

) n
donde R, = > ._, Ry,
Entonces podemos descomponer v 0k como la suma
VJACK = An + Bn + Cn7

siendo
n

n—1,— — —
An - g (Xn)2 Z(Xn—l,i - Xn)27

n 5
=1
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n—1,— - - _
C, = 9(X0)Y (Rui — Ro) (X1 — X).
=1

n

Para demostrar el teorema, vamos a que probar que

LA
i) o2 s 1 (2.20)

Y B
W) —5,—res 0 (2.21)

g,

va que por la Desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que C? < A, B,, y de lo
anterior obtendremos C,, /02 =, 0, y por tanto vyack /02 —cs. 1.

Para probar ([2.20)), desarrollando A,, y usando ([2.18) se tiene
g/(yn)Q Z(Xz - Yn)2a

i=1

1

An = n(n —1)

pero de la Proposicién [1.14] por la continuidad de ¢’ en p y por X,, —.. jt se tiene

d(X,) —es ¢ (1), y por el Teorema , sabemos que %Z?Zl(Xi —X,)? =y 02,
lo que implica que

A a9 XL (X - X)? A
2 1 22 _>c.s. =1,
Tn 29 (n)?o

lo que prueba ([2.20)).

Veamos ahora (2.21]). En primer lugar, tenemos que por ([2.18)) se verifica que

n

(n—1) Z(Yn_u - X,)?= - i - Z(Xi - X,)% (2.22)

n

y de esta igualdad se tiene que (n — 1) 37" (Xn-1; — Xn)? = S?, que converge ca-
si seguramente a o2, como consecuencia directa del Teorema y la Definicién [1.2]

Por tanto, de (2.22) se tiene que

n 2

Z(yn—l,i - 7'n)2 _>c.s. 7

’ n—1
=1

—res. 0,

y cada término de la suma anterior, al ser todos positivos, tiende a 0, y en particular
el maximo de ellos:

méX(Xn,M — Xn)2 —ec.s. 0.

i<n
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Por (2.22), por la continuidad de ¢’ en p y por tenerse |&,; — X,| < [Xp_1:— X
se sigue que

Up = méX(g,<§n,i) - gl(yn))z _>c.s, 0

i<n

Por otro lado, para B,, se cumple la desigualdad

B, n-1
< R?.
02 — o2n Z b

n ntt=1

n—1 9 Up, 9
on ZRn,z = "o (Xn 1,2 Xn) s
n i=1 n j=1
luego
B, Up e — — .9
? S ; (anl,i - Xn)
n n =1
Ahora, por (2.14]) y (2.22)), obtenemos que
Z;n:l(Xn 1,4 — 7n)2 N 710'2 N O'2 o 1
O‘,?L C.S. (n o 1)9’(#)20'2 C.S. g/(/,(,>20'2 g’(,u)’

luego se tiene que

U, 2 : 2
_2 n—1,7 — ) —ec.s. 07
n i=1

lo que implica que B, /02 —.s 0, es decir, hemos probado (2.21]), que completa la
demostracion. 0

En el siguiente ejemplo, vamos a probar de una forma alternativa que para el
estimador planteado en el Ejemplo se cumple la tesis del teorema que acabamos
de probar.

Ejemplo (continuacién). La funcidn de la media muestral que se considera en
este ejemplo es g(X,) = 73” continua y derivable, por lo que cumple las condiciones

del Teorema siempre y cuando ¢'(n) # 0, y por tanto

VjACK
2 _>C.S. 17
O-'r‘L
siendo, en este caso
2 2
o  Apo
g, = ,
n

con 0 = Var(X).
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En este ejemplo, vamos a probar de manera alternativa el teorema para el caso
de Yi. Primero, dividiendo la expresion final para vyack en el Ejemplo por el

valor de o* anterior se tiene que

VJACK Qy 4 yndZ yn@zs (343
o2 4u2o?(n—1)2  p20?  plo?(n—1)  4po?n(n —1)

(2.23)

Por un lado, sabemos que dg = S* —.5 o y, por los teoremas Y se
tiene que Yi —e.s. 2. Por tanto, para el sequndo sumando de (2.23)) se verifica que

YnOZQ
—M202 —res. L.

Como, por otro lado, el resto de sumandos converge a 0 casi sequramente, se
tiene finalmente ([2.15)).

2.4. Conclusiones

Hemos estudiado en este capitulo el método de remuestreo jackknife, tanto como
técnica para reducir y estimar el sesgo de un estadistico, como su uso para estimar la
varianza de un estadistico. Hemos comenzado mostrando los principios y definiciones
necesarias que muestran que el método jackknife realmente reduce el sesgo de un
estimador, para pasar a dar dos ejemplos de calculo de las estimaciones bjscx v
vjack, respectivamente. El primero de los ejemplos representaba el caso en el que
se tiene un estadistico insesgado, la media muestral, y hemos visto que el método
jackknife estimaba correctamente sus propiedades. En el segundo ejemplo, hemos
estudiado un estadistico que cumplia , la media muestral al cuadrado, para ver
como efectivamente se reducia el sesgo. El resultado fundamental del capitulo es
el Teorema [2.9, el cual demuestra que la estimacion vy o para estadisticos de la

forma T, = g(X,), con g : R — R continua en pu, con ¢'(1) # 0, cumple

VjACK
2
O_’I’L

—>C.S. ]‘7

con o2 dado en (2.14)), siendo este valor un estimador de la varianza de T,. Por
ultimo, se prueba de manera alternativa este resultado para el estadistico del segundo
ejemplo, desarrollando los valores de vyacx ¥ 02 en ese caso.
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Capitulo 3

Método bootstrap

3.1. Introduccion

Una de las principales caracteristicas de un estadistico 7}, es su distribucion en
el muestreo. Si tuviéramos muestras replicadas de la poblacién, resultando en una
gran serie de valores para el estadistico, entonces podriamos estimar P(7,, < t) con-
tando cuantos de los valores evaluados en las muestras son menores que 7,,. Pero en
un gran numero de situaciones esto no es posible y no podemos obtener muestras
replicadas, sino un tnico conjunto de datos de tamano n.

Sin embargo, sabemos que una muestra suficientemente grande de una poblacién
finita deberia ser una buena representacién de la poblacién, por lo tanto muestras
replicadas, con reemplazamiento, de la muestra original, podrian servir como sustitu-
tos de muestras replicadas de la poblacion, para tamanos de muestra suficientemente
grandes. Estas muestras replicadas con reemplazamiento, al estar muestreando de
la muestra original, serian muestras aleatorias simples de la funcion de distribucién
empirica F,.

Esta es la idea que subyace bajo el método bootstrap, introducido por Efron [3]
en 1979. En los dltimos anos, se ha demostrado que este tipo de remuestreos permi-
te también estimar otras propiedades de un estadistico como su varianza, asi como
obtener intervalos de confianza sobre un determinado parametro de la poblacion.

Esta técnica coincide con el método jackknife en el sentido de que reemplaza
complejos calculos tedricos mediante el remuestro repetido de los datos. Sin embar-
go, la diferencia fundamental entre ambos es que el jackknife recalcula el estadistico
para n subconjuntos fijos de la muestra original, mientras que el bootstrap obtiene
muestras con reemplazamiento aleatoriamente generadas de la muestra de partida.

En este capitulo se estudia el método bootstrap en sus dos principales vertientes:
como estimador de la distribucién y la varianza de un estadistico y como generador
de intervalos de confianza alrededor de un parametro de la distribucién desconocida.
De igual manera que en el método jackknife, estudiaremos la consistencia de los
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estimadores bootstrap para cada una de las caracteristicas anteriores. Los resultados
se han obtenido de [2], [4] y [10].

3.2. El método bootstrap

Sea X una variable aleatoria siguiendo una distribucién desconocida F', sea
X = (Xj,...,X,,) una muestra aleatoria simple de X, y sea T,, = T,(Xq,..., X,,)
un estadistico. Notese que se acaba de introducir la notacién X para las muestras
aleatorias simples y se utilizara a lo largo del capitulo. Nuestro objetivo es calcular
caracteristicas del estadistico T}, como pueden ser su varianza, lo que permitird ver
el error en la estimacién, o su funcién de distribucion, lo que permite calcular valores
criticos o intervalos de confianza basados en el estadistico.

En el caso, por ejemplo, de la varianza de un estadistico, tenemos que esta se
obtiene en la forma

2
n

Var(T,) = / Tn(x) — / To(x) [ [ dF (a:) Hdp(m

x€Sop(X) x€Sop(X) =1

Evidentemente, si F' es desconocida, la expresion anterior no se puede evaluar.
El método bootstrap plantea como solucion, aproximar la expresion anterior susti-
tuyendo la distribucion desconocida por una estimacién de F. En funcién de qué
estimacién tomemos de F', podemos diferenciar entre dos tipos de bootstrap:

= Bootstrap no parameétrico: parte de que no conocemos el modelo que sigue
la muestra aleatoria simple, y estima F' usando la funcién de distribucién
empirica F,.

= Bootstrap paramétrico: en este caso sabemos el modelo Fy que sigue la
muestra, pero no sabemos sus pardmetros § = (4, ...,6,) € R*. Se basa en
obtener una estimacién ¢ de los pardmetros y estimar Fy mediante Fj.

En general, es dificil conocer el modelo al cual pertenece el conjunto de datos con
el que se esta trabajando, por ello, centraremos este trabajo en el bootstrap no pa-
ramétrico.

Por tanto, usando la distribucién empirica, en el caso de la varianza tendriamos
como aproximacioén el valor

nn

n 2
1 " T (s
VBoOT = Z o (Tn(xi) - Z %) )
j=1

i=1

donde x; es cualquiera de las n™ posibles variaciones con repeticién de las observa-
ciones de la muestra. A esta estimacion se la conoce como estimacién boostrap ideal.
La razon de llamarlo asi es que, si n es grande, este procedimiento no se puede hacer
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viable en la practica. La alternativa es sacar muestras de F},, calcular el estadistico
en esas muestras, y aproximar vgoor mediante la varianza de esas muestras.

En general, lo que hacemos es aplicar el método de Monte Carlo a F},. Formal-
mente, los pasos que hay que seguir son:

1. Tomamos F}, la funcién de distribucién empirica de la muestra (X7, ..., X,,).

2. Tomamos una nueva muestra aleatoria simple de F},, (X7, ..., X}), y calculamos
el estadistico 1) = T,,(X7T, ..., X}).

3. Repetimos el paso 2 un niimero B de veces, independientes entre si, obtenien-
do las muestras {X7,,..., X/, },b = 1,..., B, y computamos los valores de los
estadisticos 1,5 = T,,(X3,, ... X5), 0 = 1, ..., B. La varianza de T, usando la
distribucion empirica, queda como

B 7%\ 2
=53 (Ta- L)’

Ahora por la ley fuerte de los grandes niimeros vista en el Teoremal|l.12] UJ(BBO)OT —

vpoor Y seria una buena aproximacion de vgoor. Por tanto, quedaria por probar
que el valor de vgpor es lo suficientemente préximo a Var(T),).

Veamos otra aplicacion del método bootstrap. Si consideramos ahora el caso de
la funcién de distribucion de T,,, es decir, de

P(Ty(Xy,...., X,) < ) = / [[dF (),

y usando la estimacion de bootstrap basada en las n™ variaciones de la muestra,
tendriamos

1
Hpoor(z) = Y =

Tn(x*)<z
x*eSop(X*)

donde X* = (X7, ..., X}) es una muestra aleatoria simple de la distribucién empirica
F,,. La alternativa usando el método de Monte Carlo seria

(B) ° I 1b7"'7 ;b))
Higor(a) =Y~ -

b=1

El objetivo de las dos siguientes secciones es la utilizacion del método bootstrap
para la estimacién de las dos caracteristicas que acabamos de presentar, que son la
varianza y la distribucién de un estadistico, probando propiedades de consistencia
para estos estimadores.
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3.3. Estimacion bootstrap de la distribucion de
un estadistico

Dada una variable aleatoria X que sigue una distribucion desconocida F, con
X = (Xi, ..., X,) una muestra aleatoria simple de X y dado el estadistico 7;, basado
en esa muestra, vamos a considerar en este apartado la estimacion de la distribucion
en el muestreo de T},, es decir, de

o) = PO X <0) = [ T[dFG). (3.1)
To(x)<e =1
x€Sop(X)

Para ello, comenzaremos definiendo lo que se conoce como muestra bootstrap.

Definicién 3.1. Dada una muestra aleatoria simple X = (X3,...,X,,), se llama
muestra bootstrap asociada una funcion de distribucion F' a una muestra aleatoria
simple X* = (X7, ..., X¥) de la distribucion empirica F,, asociada a X.

Dada una muestra aleatoria simple con funcién de distribucién F' desconocida,
introducimos la definicién de la distribucién de bootstrap ideal del estadistico T,,.

Definicién 3.2. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion desconoci-
da F, sea X = (X1, ..., X)) una muestra aleatoria simple de X y T, = T,(Xq, ..., X;,)
un estadistico. Se define la distribucion bootstrap ideal de T,, como

Hpoor(xz) = P (T, (X7, ..., X)) < z|X), (3.2)

donde X* = (X7,..., X}) es una muestra bootstrap y P, denota la probabilidad con-
dicionada dados (X1, ..., X,).

Sobre la definicién anterior, se observa lo siguiente.

Observacion 3.3. La probabilidad P,(-) anterior se corresponde con los n™ posibles
remuestreos con reemplazamiento de la muestra original (X, ..., X,,). Como hemos
indicado en la Seccion[3.9, como recalcular T, para los n™ remuestreos es imposible
salvo que n sea muy pequeno, se usa un numero fijo de B remuestreos y se recalcula
T, solo B veces. Es decir, estimamos Hgoor(x) mediante el método de Monte Carlo.

En la siguiente definicién, en las mismas condiciones que en la Definicion [3.2]
definimos el estimador bootstrap de la distribucién mediante el método de Monte
Carlo.

Definicién 3.4. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion desconoci-
da F, sea X = (X1, ..., X)) una muestra aleatoria simple de X y T, = T,(X1, ..., X;,)
un estadistico. Sea B un niumero fijo. Se define la distribucion bootstrap de Monte
Carlo como

B
B 1 ] ]
H(BO)OT(x) - B ZI{Tn(Xﬂ, s X)) S o
i=1
donde {X3,..., X}, i = 1,..., B son muestras bootstrap asociadas a X.
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Lo que interesa ahora es qué propiedades tiene como estimador de H,(z) el
valor de Hgoor(x). Para ello, en el siguiente apartado estudiamos la consistencia
del estimador bootstrap ideal. Notemos, por lo mencionado en la Seccién [3.2] que

: i . i . (B)
es suficiente estudiar la consistencia de este tipo de bootstrap al tenerse que H 50
aproxima Hpgoor por la ley fuerte de los grandes ntimeros.

3.3.1. Consistencia

Como hemos indicado en el Capitulo [2| una propiedad importante de los esti-
madores es la consistencia de los mismos. En esta secciéon obtenemos una serie de
resultados de consistencia de la estimacion bootstrap de la distribucion de un es-
tadistico. Centraremos nuestro estudio, como en el caso del método jackknife, en
estadisticos que son funciones de la media muestral al ser estadisticos muy usuales
en la préactica.

Si queremos estimar la distribucién de un estadistico T,, = T,(X1, ..., X,,), el
objetivo es que la distribucion Hpgpor sea muy proxima a la verdadera distribucion
H,(z) de T,. Para ello consideraremos varias métricas sobre el espacio de las fun-
ciones de distribucion, Fg. A partir de estas métricas se introducen a continuaciéon
los conceptos de consistencia débil y fuerte de la distribucién del bootstrap.

Definicién 3.5. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion descono-
cida F, (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple de X y T, = Tp(X1,...,X,) un
estadistico. Sea p una métrica en el espacio Fg y sean

Hy(x) = P(Th(X1, . X)) < )
Hpoor(w) = P(Ta(XE, . X2) < 2]X),

la distribucion exacta de T, y la distribucion bootstrap ideal de T, respectivamente.

Decimos que el estimador bootstrap es débilmente consistente bajo la métrica p
para T, si p(H,, Hpoor) —, 0 cuandon — oo. Y decimos que el estimador bootstrap
es fuertemente consistente bajo la métrica p para T, si p(H,, Hgoor) —>c.s. 0 cuando
n — oo. Por lo tanto, la consistencia fuerte implica la consistencia débil.

De la definicién anterior se puede observar que:

Observacion 3.6. Cuando en la definicion anterior se fija X = x, o lo que es
lo mismo, se fija la distribucion empirica, F,(t), tenemos que Hpoor(x|F,(t)) (con
F,.(t) un valor fijo), es propiamente una funcion de distribucion y por tanto se puede
calcular la métrica que da sobre el espacio de distribuciones respecto de H,,, es decir

Wz, F,(t)) = p(Hpoor (| Fu(t)), Hn)-

FEvidentemente, cuando después consideramos F,(t) aleatorio, en este caso { F,,(t),t €
R} es un proceso estocdstico, la medida anterior pasa a ser una medida sobre un
proceso estocastico y estudiaremos su convergencia.

33



Observacion 3.7. En lo que resta de capitulo, denotaremos a los valores del es-
tadistico T, de una muestra bootstrap (X7, ..., X)) como T} = T,(X7, ..., X}).
Ademas, dado T, cuando usemos la notacion P.(THX = x), E.(TX = x)
y Var (TrX = x) en futuras demostraciones, estaremos denotando la probabili-
dad, esperanza y varianza, respectivamente, del estadistico T, condicionadas a que
la muestra aleatoria simple de partida estd fija, es decir, X1 = x1,...., X, = Ty.
Cuando eliminemos el condicionamiento anterior, escribiremos P.(T)) = P.(T,5|X),

E(T;X) y Var.(T}|X).

Notemos también aqui que cuando calculamos la varianza o la esperanza de una
variable X* que sigue la distribucion empirica, estas serdn

i) B (X*) = X,.
i) Var,(X*) = 13" (X, - X,)".

Por otro lado, cuando necesitemos calcular las caracteristicas E, y Vary, la es-
trategia que se sequird consistird en tomar una realizacion (X = x) de la variable
aleatoria de partida X, computar la caracteristica correspondiente para esa realiza-
cion, sabiendo que X estd fija, y finalmente descondicionar (volver a introducir la
aleatoreidad) para obtener el valor de la caracteristica.

Por ejemplo, si queremos calcular Var.(X; — X,,), tomamos
hx) = Var (X; — X,|X = x) = Var (X;|X = x),

viniendo la ultima igualdad de que X, es constante al haber tomado una realizacion
de X . Por 1ltimo, descondicionando, es decir, evaluando h(x) en X, obtenemos que

h(X) = Var,(X;|X) = 5%

Observacion 3.8. En los siguientes teoremas se usard el estadistico T, = \/ﬁ(yn—
p). Para obtener el estadistico T, = T,,(X7, ..., X}) correspondiente hemos de rees-
cribir T, de la forma

Ty (X1, ., Xp) = Vi (X, — B(X)) .

De esta manera, al evaluar el estadistico en las muestras bootstrap queda

T = Tu(X}, e X3) = V(X — E,(X7)) = Va(X,, - X,).

n

Ademds, en el Teorema el estadistico que se tomard es T, = /n(g(X,) —
g(p)), con g : R — R continua y diferenciable en p. El valor de T en este caso se
construye de la misma forma que en el anterior, obteniendo

T = Tu(X7, o X3) = v (9(X3) = g (B.(X7)) = v (9(X,) = 9(Xa)
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Para el estudio de la consistencia del método bootstrap trabajaremos principal-
mente con las dos métricas K y po , dadas en las definiciones y parar = 2,
respectivamente.

Para obtener los primeros resultados sobre consistencia del bootstrap considera-
mos un estadistico importante que hemos mencionado en la observacién anterior, es

decir, T,, = /n(X,, — p).
En el siguiente teorema estudiamos dicho estadistico para la métrica ps.

Teorema 3.9. Sea X wuna wvariable aleatoria con distribucion desconocida F €
Foi, sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de X y sea el estadz’stico T,
T.(X1, ..., Xp) = Vn(X,, — p). Sean H,, y Hgoor dados por (3.1) y (3.2)), respec-
tivamente. Entonces, Hgoor es fuertemente consistente en la metmca p2 para el
estadistico T,,.

Demostracion. Denotemos Y, := pao(H,,, Hpoor). Como se ha comentado en la Ob-
servacion [3.7], la funcién de distribucién Hgoor es una variable aleatoria, luego el
valor de Y,, también es aleatorio.

En este teorema, tenemos que probar, por tanto, que

P (h'm Y, = o) ~ 1. (3.3)

n—0o0

Para ello, primero, por la Definicion [1.24] se tiene
Yo = p(T;, ) = po(Vi(X, = Xo), V(X — 1),

y por la Proposicién [1.26] se tiene

v, = %p(Dx X, X))

y utilizando la Proposicion dicha métrica puede acotarse superiormente por

n

1 - — s . =
V4| DX = Ky Xi = )r(X1) = a(X] = Ko, X1 = )
=1

— V(5 (X7, X)) = (B(X1) = (XD =\ (ol Fr F))? = (1 — X2

Donde la segunda igualdad se cumple por la intercambiabilidad de las variables,
la tercera se debe a la Proposicion y la tdltima viene dada por la Proposicion
y por definicién de las esperanzas de X; y X7.

Por otro lado, observamos que, de la Proposicién p2(Fn, F) =5 0,y sabe-
mos que X, — i —>cs. 0 por el Teorema Central del Limite. Llamando B,, = ps(F),, F)
y C, = — X, se tiene, por el Teorema , que B2 —.. 0y C? -, 0. Ademss,

(B2,C2) =, (0,0),
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ya que la interseccién contable de sucesos casi seguros es un suceso casi seguro. Por
tanto, podemos aplicar de nuevo el Teorema en varias variables para la funcién

9(B,,C,) = /B2 — C2, y se obtiene que
Ay =\ (o Fou F) = (= X2 e 0.

Por tanto, dado w €  tal que lim,,_,o, A, (w) = 0, como 0 <Y, < A, entonces
ese w es tal que lim,,_,, Y, (w) = 0. Esto implica que

{we Q] lim A,(w) =0} C{w € Q] lim Y, (w) = 0},

de donde se obtiene que

1> P({w € Q] lim Y, (w) = 0}) > P({w € Qf lim A, (w) =0}) =1

Y

y por tanto, hemos probado que se cumple (3.3)), luego Y, — 0, lo que prueba la
consistencia fuerte en py de Hgoor para T, = T,,(X1, ..., X)) = v/n(X,, — u). O

En el siguiente teorema, se prueba la consistencia fuerte en la métrica K para el
estadistico T}, = /n(X, — ).

Teorema 3.10. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion descono-
cida F € For y sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de X. Sea T, =
T( X1, X)) = V(X — ), sea 0% = Var(X) < oo y s la desviacion estindar
muestral asociada a (X1, ..., X,,). Entonces, Hpoor es fuertemente consistente en la
métrica K para el estadistico T,,.

Demostracion. Sea Z, = K(H,, Hgoor). De igual manera que en el Teorema ,
tenemos que probar que

P ( lfm Z, = 0) ~ 1. (3.4)

n—oo

Usando la Definicién [1.23] podemos escribir

Z, =sup |P{T, <z} — PA{T, < «x}|.

La expresién anterior puede escribirse como

Zn =sup|P{T, <z} — PAT, <z}

T, T
x g g S S
T, T
—swp|P{Z <2t -e (D) vo (D) -0 (2) e (D) -r{Z 1Y
x g o o g S S S S

donde ®(-) representa la funcién de distribucién N(0,1). Agrupando los términos
de dos en dos y considerando el supremo se tiene

(B <2} -s Q)] (2o ()
o o o @ o S
T*
—i—sup‘(I) <£> —P*{—"gf}‘
T S S S

:An+Bn+Cn;

Zp < sup
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siendo

A, = sup

T

rfez) o
b =awfe (2) o)

JORAEEH

Que A,, — 0 es una consecuencia directa del Teorema m ya que P {T? <z

converge a ®(Z) por el Teorema Central del Limite. Esta convergencia es determi-
nista, al no estar tratando con muestras bootstrap.

C,, = sup
X

Y

Por otro lado, veamos la convergencia casi segura de B, a 0. Como, por el
Teorema , s? converge casi seguramente a o2, entonces por el Teorema se
tiene que s converge casi seguramente a o. Ademads, como la funcién ®(-) es una
funcién uniformemente continua, aplicando otra vez el Teorema |1.7| obtenemos que
(%) —es. P(2), por lo que B, = 0.

Falta comprobar que C,, —.. 0. Para ello, vamos a usar primero el Teorema[1.29
para ver que (), se puede acotar de la siguiente manera:

T T* T c - —
(I)(—)—P* In cPU o € NTx, X, P
s {s _s}‘_33n3/2;| |

Primero sustituimos el valor de 7T)¥ en la expresion anterior y después operamos:

Sup‘q) (g) _P*{ﬂ < EH ~ sup (p(z) _P*{\/H(Xn—Xn) < z}
- S S S S S S

sup
x

T

:sgp o (%) — P, {ﬁ 2":()(: - X,) < %}

=1

)

y vamos a aplicar el Teorema a X — X,, con V, = \/ns. Veamos primero que
se cumplen las hipo’tesii del Teorema Zm, es decir, que E. (X} — X,) = 0y que
VE=3" Var X — X,).

En ambos casos se sigue la estrategia mostrada en la Observacion [3.6, Por un
lado, en esa observacién vimos que Var, (X} — X,,) = s%, de lo que se sigue que

n

Z Var,(X; — X,) =ns* = V2.
i=1

Por otro lado, siguiendo la misma estrategia que en la Observacién [3.6] como
E(X;-X,X=x)=E(X/|X=x)— X,

se tiene que o o
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Una vez se cumplen las hipotesis del Teorema [1.29] aplicamos dicho teorema a

C,, es decir
H = sup

T*
sup‘q) (E) - P, {—n < a
S
C - * N |13
< WZE*PQ — X,
=1

T S S
IS _

i XD = Xl

¢ ¥ 13
~ $Bn3/2 Z [ Xi = Xl

i=1

o) -r{fET T |

i=1

donde la pentltima igualdad se verifica por ser las variables X/ idénticamente dis-
tribuidas, y la tltima igualdad de la definicién de F,.

Por tanto, acotando C,, usando el Teorema y operando queda
c - ~ 13 c - -~ 13
CnSWZPQ—XH SWZ\Xi—/L-FM—Xn‘,
i=1 =1

y, usando la propiedad
(a+b)® < (2méx(a,b))® = 2° max(a, b)® < 2°(a® + %), (3.5)

para a y b no negativos, y operando, se tiene que

C n n o
C, < m'23[Z|Xi—M|3+Z|/~L_Xn|3}
i=1 i=1

ST1 & s
= — =5 > |Xi—p+—="].
33{713/2221' s

Para ver que C, —., 0, probaremos que los dos tltimos sumandos de ((3.6))
convergen a () casi seguramente. Por un lado, aplicando los teoremas y se
tiene que s —.s 0 > 0y, anadiendo que X,, —., u, se verifica que

(3.6)

| — 7n|3
V/ns?

Para el primer término, sea Y; = |X; — u|*> y A = 2/3. Entonces los {Y;} son
independientes e idénticamente distribuidos y

—es 0.

ElY;]* = E|X; — u*** = Var(X;) < oo.
Por el Teorema [1.13] se sigue que
1 < s v
) X —pf =0Ty Yo 0,
i=1 i=1
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y usando que la intersecciéon contable de sucesos casi seguros es un suceso casi seguro
y el Teorema , se tiene, llamando D,, al ultimo término de la desigualdad ,
que

D, —.s 0.

Por tanto, dado w € €2, se cumple que
1> P ({w € Q| lim C,(w) = o}) > P ({w € Q| lim D, (w) = o}) ~1,
n—oo n—oo

y por tanto C,, = 0.

Usando otra vez la propiedad de la interseccién de sucesos casi seguros y el
Teorema , se tiene que A, + B,, + C,, =, 0, y tenemos de nuevo que

12P({h’m ano}) ZP({h’m An+Bn+Cn:0}):1,

n—oo n—oo

lo que implica (3.4) y prueba que K(H,, Hgoor) —c.s. 0. O

Hemos probado pues que el estimador bootstrap Hgoor es fuertemente consis-
tente para el estadistico v/n(X,, — u) y las métricas K y po.

Pasamos ahora a casos mas complejos. Muchos estadisticos pueden escribirse
como funcién de la media muestral, por lo que resulta de interés estudiar la consis-

tencia de los estimadores de la forma ¢(X,,), con g : R — R.

En el siguiente teorema probaremos la consistencia fuerte del estimador boots-
trap Hpoor con respecto a la métrica K cuando se utiliza el estadistico T, =

Vn(g(Xn) —0), con 0 = g(p).

Teorema 3.11. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion desconocida
F y sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de X tal que E(X?) < oo. Sea

T, = /n(T, — 0), donde T,, = g(X,), con g : R — R continua y diferenciable en
p=FE(X1), 0 =9p ydu #0,yse H, la distribucion de T,,. Entonces el
estimador Hgoor es fuertemente consistente con respecto a K para H,.

Demostracion. Por la Observacién [3.8, sabemos que
i) V(T —T,) ~ Hgoor y vn(T,, — g(p)) ~ H,.
11) \/ﬁ(yz — Yn) ~ GBOOT y \/ﬁ(yn — ,u) ~ Gn

Tomando ahora una distribucién cualquiera de las anteriores, por ejemplo H, (),
definimos la funcién H} como H,(z/g'(1)).

Entonces se tiene que
K (Hpoor, Hn) < K(Hpoor, Gpoor) + K(Gpoor: Gy) + K(Gy, Hy). (3.7)

Hemos de probar, por tanto, que cada uno de los sumandos de la desigualdad
anterior converge a 0 casi seguramente.
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Por un lado, se tiene por el Teorema que K(Gpoor,Grn) —cs. 0, y por
tanto K (Gyoor, Gp) —>es 0. Para probar ahora que K(Hpoor, Gpoor) converge

a cero casi seguramente, aplicamos el desarrollo en serie de Taylor a X, en X, y
obtenemos que

—% JE—

T =T, =g (X)X, — X,) + 7.

n

Por otro lado, como 7,, es un término que, cuando fijamos X = x, cumple que
P(Vilf| > eX = x) = 0,
cuando n — oo, luego Yw € ) se tiene que
PVl > £l X1 (), , Xow)) =0,
de donde se verifica finalmente que
P,(v/n|f,| > €) = 0.

Ahora, como g es diferenciable en 11y ¢’ es continua en p, por el Teorema se

tiene que ¢'(X,) —cs ¢'(1). Por tanto,

Hpoor(x) = PAVI(T, ~T,) < &} =ves. PAVA(X,=X0) < 2/¢ (1)} = Ghoor(@).

De manera andloga se obtiene que K (H,,Gl) —.,. 0. Por tanto, por la desigual-
dad (3.7) se tiene que K(H,, Hpoor) —>cs. 0, que es lo que querfamos demostrar.
O

Nos preguntamos ahora, si el método bootstrap tiene alguna ventaja sobre el Teo-
rema Central del Limite enunciado encuando este puede usarse. Sea (X7, ..., X,,)
muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X con distribucién F, y sea
T, = Th(X1, ..., Xp) = Vn(X,, — p). Si Var(X) < oo, entonces v/n(X, — 1) —q
N(0,0?%) por el Teorema y, por otro lado, K(H,, Hgoor) —>cs. 0 por el Teo-
rema Luego dos aproximaciones para P(T,(Xy,...,X,) < z) son ®(z/s) y

En el siguiente teorema comparamos la convergencia cuando se da el Teorema
Central del Limite con la convergencia cuando se puede aplicar el método bootstrap,
y obtenemos que si se utiliza el Teorema Central del Limite, la convergencia es del

orden O, (\/Lﬁ), mientras que, por el método bootstrap se obtiene un orden O, (%)

Teorema 3.12. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion desconoci-
da F, sea (X1,..., X,) una muestra aleatoria simple de X y T, = T,(X1,..., X,) =
M un estadistico, donde o* = Var(X) < oo. Entonces la aproximacion
Hpoor converge a H, con un error O, (%), mientras que la aproximacion dada

1
por el Teorema|1.11| converge con un error O, 7 )
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Demostracion. Dado T = T,,(X7, ..., X}) = @, sabemos, para T,, y T, que
la expansion de Edgeworth de dos términos, por la Definicién [1.31] viene dada por

c1(F)p ()

P(T, < x) = ®(z) + NG

oty + 2D oy o1

P(T: <z)=®(x)+ o(x) + O(1/n).

Por tanto, se tiene que

Hn(fb) — HBOOT(x) =

+0(1/n),
(3.8)
siendo
pl(l') = 1—1'2, p2($) :31'—.1'3,
v Ve
F)=— F,) =2,
R — 3 Ky — 3
Fy=— ) =
CQ( ) 24 Y 02( n) 24 s
donde 7 — By = ECCT Denotamos por v, a 21 2 5 por k. a
E*(Xs Xn donde para k = 3,4, se tiene
E (X=X, = i no_

Queremos ver que (3.8)) es de orden O,(1/n). Para ello, veamos primero que

1 1
or=0(55) v meema()
Para el primer caso, por la Definicion ha de cumplirse
1
z—ce)zp*<\/ﬁ %——’>c) (3.9)

P*( N

Por un lado, por el Teorema sabemos que

\/ﬁ(ma — p3) —a N(0,022),

ms E(Xl - ,U)S

53 o3

con g = fig — j13 — Gpopta + 3.

Por otro lado, si dividimos por o2, tenemos que

U g

o3
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y aplicando ahora el Teorema , como s* =, 0%y llamando Z,, = /n(y. —7),
se tiene que
Zn:\/ﬁ(m—;—”—g) —>dN(o,g—262).
s o o

Para ver que se cumple (3.9)), hemos de probar que
P(Z,>C.)+ P(Z, < —C.) <e.

_ Para ello, tomamos F =1-F, con F la funcién de distribucién de N(0, 7 /0°),
vy G, =1—-G,, con GG, la funcién de distribucion de Z,,. Por unEmdo, por ser F' la
funcién de distribucién de una normal, se tiene que 3 C. tal que F(C.) < ¢/4.

Por definicién de limite de G,, —4 F, se tiene que 3 n,, tal que Vn > n,, G, (C.) €
(F(C.) £¢/4). Por tanto, se tiene que

Gn(C) < F(C)+~< =+

2’

PR

€
4

=] M

lo que prueba que P(Z, > C.) < £/2. Por simetria, también se tiene que P(Z, <
—C;) < €/2, luego hemos probado (3.9).

De manera analoga se prueba que k. — Kk = O, (\/Lﬁ) Por tanto, sustituyendo en

(3.8)), se tiene que

Hy(x) — Hpoor(v) = > <%\n/>ﬁpl(x) " - <%nn> w) p(r) +0 (l) '

Como \/LEOP(\/LE) = 0, (1), finalmente queda que

H,(x) — Hpoor(z) = O, (1) ,

n

como queriamos probar.

Por otro lado, la aproximacién que da el Teorema Central del Limite para el

estadistico T),, siguiendo el mismo razonamiento, es de orden Op(\/iﬁ). Por tanto, to-
mando el estadistico estandarizado T;,, = M, hemos demostrado que el método
bootstrap es un orden mas preciso que el Teorema Central del Limite.

]

3.4. Estimacion de la varianza de un estadistico

El bootstrap puede usarse también para estimar la varianza de un estadistico
T,. Como en el caso de la estimacion de la distribucion, tenemos dos definiciones
para la varianza de bootstrap: la definicion ideal que estima la varianza usando el
principio de sustitucion, y la definicién que aplica el método de Monte Carlo cuando
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la primera es muy dificil de obtener.

Definimos primero el estimador ideal de la varianza de bootstrap de un estadisti-
co.

Definicién 3.13. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion descono-
cida F' y sea (X1, ..., X;,) una muestra aleatoria simple de X. Sea T, un estadistico.
El estimador ideal bootstrap de la varianza de T, viene dado por

2
x€Sop(X) x€Sop(X) =1 i=1

= Var,[T,(X7, ..., X})|X],

(3.10)

donde { X7, ..., X} es la muestra bootstrap.

Usando el método de Monte Carlo, obtenemos la segunda definicién para el
estimador de la varianza de bootstrap.

Definicién 3.14. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion descono-
cida F, sea (X1, ..., X,) una muestra aleatoria simple de X y T, = T,(X1, ..., X,,)
un estadistico. Sea B un entero positivo y sean {X},..., X5 },i = 1,..., B muestras
bootstrap y T los valores del estadistico en esas muestras. Se define el estimador
bootstrap Monte Carlo de la varianza de T, como

1B 1 E 2

B * *

UJ(BO)OTZEZ <Tb _EZTI) .
b=1 =1

Como se ha mencionado en la Seccién , al aproximar v5,,r a vgoor por la
ley fuerte de los grandes ntimeros, es suficiente probar la consistencia para vgoor.

3.4.1. Consistencia

Sea una variable aleatoria X que sigue una distribucién desconocida F, y sea
(X = x) una realizacién de una muestra aleatoria simple de X con valores fijos. Dado
un estadistico T,, basado en X = (X7, ..., X,,), y una muestra bootstrap (X7, ..., X),
la varianza del estadistico T* = T,,(X7, ..., X), condicionada a la m.a.s. inicial viene
dada por

Var (T;|X =x) = Var, (T, — T,|X = x),

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que T,, es invariante por traslaciones.
Descondicionando, de la misma manera que en la Observacién [3.6] se tiene que

vpoor = Var.(T, —T,|X).

Por tanto, el estimador de la varianza bootstrap vpoor definido en (3.10) es
realmente la varianza de las variables aleatorias que siguen la distribucion Hpgoor
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en pero sustituyendo T;, por T, — T,,.
Por tanto, cuando fijamos X = x, se tiene, para la métrica K, que
K(Hpoor, Hy|X = x) — 0,
cuando n — 00, lo que implica, Yw € ) que
K(Hpoor, Hy|X1(w), -+, Xn(w)) = 0,
de donde se tiene que K(Hpoor, Hy) —c.s 0. Esto implica que K(H,,, Hgoor) —4 0.

Por otro lado, para la métrica ps, se tiene que

ﬁQ(HBOOT('|X = X), Hn) — 0 «—
Hpoor(- X =x) =4 H, v Hpoor(:|X =x) —9_m Hp,

(ver [1], p. 1197).

Es decir, si la métrica py es usada, la convergencia de Hpgoor implica la conver-
gencia del momento de segundo orden de Ty — T,,, lo que implica que

2
UBOOT/Un —c.s. 17

en este caso, con o2 dado en (2.14)).

Por tanto, nos centraremos en probar la consistencia para la métrica K, ya que
hemos visto que la convergencia en distribucion de Hgpor para esta métrica no im-
plica la convergencia en momentos. Una condicién suficiente para que esto se tenga,
es que la sucesion sea uniformemente integrable, por el Teorema|l.9, Por tanto, mos-
trar la integrabilidad uniforme de {(v/n(T* —T;,))’} es la técnica principal usada
para probar la consistencia de vpoor. El hecho de tomar el estadistico \/n(T* —T),)
se debe a que, en la practica, normalmente tenemos estadisticos de esa forma, para
evitar que la varianza del estadistico se vaya a cero conforme n crece.

Una condicion suficiente para la integrabilidad uniforme de una sucesion de va-
riables aleatorias es que {X, }nen es que sup, E|X,|'*° < oo para § > 0 (ver [9],
p. 14). Por tanto, si el estimador bootstrap Hpoor es fuertemente consistente, una
condicién suficiente para la convergencia fuerte de vgoor es

E V(T = T,)*" =0(1) cs. (3.11)

para un 6 > 0.
En el siguiente ejemplo vemos una inconsistencia de vgoor, que ayudara a ver
qué condiciones hemos de exigir para que se verifique su consistencia en el Teorema

2. 1O
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Ejemplo 3.15. Sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple siguiendo una distri-
bucion F, la cual satisface que F(z) = 1—z7 ' siz > 10 y F(z) = |z|™!, six < —10.
Sea g(z) = e”. Vamos a probar que la varianza de bootstrap es inconsistente en este
caso para T, = g(X,,).

Para ello veremos que se tiene E|/n(T —T,)|*> —cs. 00, contradiciendo (3.11)).
Dado X, = max(Xy, ..., X,,), como la probabilidad de que en el remuestreo bootstrap
se tome en cada variable el mdximo es 1/n", se tiene que

B — gEa))P > — (9(Xnm) — 9(K),

de lo que se sigue que

E*|\/ﬁ(g(72) - g(yn))|2 > n_”"'l(g(Xnm) - g(yn))v

luego bastard con probar que n~ "V [g(X,.n)]

Para cualquier M > 0, operando y aplicando la definicion de F' se tiene

P{lg(Xnn))? < Mn" 1} < P{Xpn < [log(M'/2n=D/2)]1/2}
_ {1 . [lOg(M1/2n(n_1)/2)]_1/2}n.

Usando que la sucesion (1 — %)" converge de manera creciente a e~ y acotando,

se tiene que

P{[g(Xpn)? < M"Y < exp { —nllog(M'2n"=0/2)71/2}

—n
< 0
= exp { (n;l lOg n)1/2 }

< 67711/4

e — Y

donde las dos ultimas desigualdades se tienen para n grande. Usando ahora que, por
. . P . . 0 _nl/4 .

el criterio de la raiz de convergencia de series, Y~ e < oo, se tiene de la

desigualdad anterior que

ip{”_(nﬂ)[g(Xn:n)P < M} < 0.

Por el Lema de Borel-Cantelli se tiene entonces que P{n~""V[g(X,.,)]> < M} =
0. Luego n~"*V[g(X,.,)]? no estd acotado y n= "V [g(X,n)]? —res. 00. Por tanto,
el estimador bootstrap de la varianza es inconsistente en este caso.

Este ejemplo muestra que el estimador de la varianza de bootstrap puede diver-
ger a infinito mientras que la varianza asintética de T, es finita. La inconsistencia
de este estimador esta causada por el hecho de que |1} — T,,| puede tomar valores
excepcionalmente grandes. Por tanto, como veremos en el siguiente teorema, la con-
dicion siguiente permite obtener resultados de consistencia para la varianza vgoor.
Consideramos la condicion suficiente
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ilv---vin

o Xiy) = Tl /T —es. 0, (3.12)

17 °°

donde el maximo esta tomado sobre los enteros iy, ..., i,, que sastisfacen 1 < i; < -+ <
in <mn,y {7} es una sucesién de nimeros positivos satisfaciendo liminf, 7,, > 0y
7, = O(e™) con g € (0, 7).

La condicién usada para poder garantizar la consistencia fuerte de vgoor se ha
extraido de [10], p.87. En el siguiente teorema probamos que el estimador vpoor €s
fuertemente consistente.

Teorema 3.16. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion desconocida

F, sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de X y T,, = g(X,) un estadistico.
Supongamos que (3.12)) se cumple y que g es continua y diferenciable en un entorno
de p = E(X4), con ¢'(1n) # 0. Entonces

UBOOT/O'?L —7ec.s. 17
donde 0% =n~tg'(u)?*Var(X).

Demostracion. Para probar que el estimador vgoor es fuertemente consistente es

suficiente probar (3.11)). Sea 7,, dado por (3.12) y

T si T =1, >,
A = T =T, si|Tr—T,| <, (3.13)
—Tn si Ty =T, <—7,

De la condicién (3.12)), para n suficientemente grande se tiene que |T7F —T,,| < T,
lo que implica que

P{E.|T; — T, = E,|ALPP} =1,

con n suficientemente grande. Por tanto, para probar que el estimador de la varianza
es fuertemente consistente, es suficiente probar, por (3.12)), que para algin ¢ > 0, se

verifica que
B, |VaA: P =0(1) cs. (3.14)

Vamos a probar (3.14) para § = 2. Como ¢’ es continua en un entorno de g,
Ve > 0, existen constantes positivas n y M tales que

g(@)? <(e+g (W) =M si |z—p| <2, (3.15)

y por el Teorema [1.12] se tiene que

X0 e, e (3.16)
Por otra parte se tiene la expresion

n n

S (KX = Y (- B(X) + E(X) - X))
< S5 [ B+ (B0 - X |
e OSB!

=1
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donde la primera desigualdad resulta de (3.5)) y la convergencia se debe a (3.16]).

Como (X; — E(X;))* < oo, podemos aplicar entonces el Teorema a las
variables (X; — E (X;))", para A = 1/2, y se tiene por tanto que

16 «—

— (X; — E(X,)! =4 0,
=1

lo que implica

1 —

(X, = X,)" =es. 0. (3.17)

n? 4
=1

Sea X1, X, ... una sucesiéon de variables aleatorias tal que (3.16) y (3.17) se
cumplen. Entonces, para n grande, al ser |A*| < 7, por (3.13]), se tiene que

EJA = BIAT{IX, - Kl < 0} + BAT{IX, - Xl > 0}
. . (3.18)
< BT — T,1 {|Xn ~ X, < n} BT {|Xn ~ X, > 77} .

La otra parte de la desigualdad se verifica porque

1T = Tl > 7} = {IX,, = Kal > 7

lo que implica {\7; - X,| < Tn} = {|T} — T,| < 7.} En efecto, sea w € Q tal
que | T (w) — Tp(w)| > 7, y supongamos que | X, (w) — X, (w)| < 7.

Por otro lado, por el Teorema del Valor Medio, se verifica
I =T, =g (&) (X, - Xa).
lo que implica que

19/ (&) (Xa(w) = Xu(w)) | > 7,
y por tanto
Tn Tn
> — — > =
[ X (w) = Xp(w)] 7
lo que no puede ser posible debido a que |¢' () | es finito, y tomando n suficiente-
mente grande su valor no estaria acotado, al ser 7, = O (e”q), q € (0, }L)

19" (&) |

Por otro lado, para n grande se tiene | X, — u| <7, lo que implica
€ — pl <X =l + € =Xl <+ X, = Xl <29, (3.19)

Por tanto, de (3.15)) y (3.19), tenemos que ¢ (€*)* < M? y, utilizando la definicién
de esperanza de una funcién indicador, podemos finalmente acotar F,|A*|* en (3.18)
por

BJAL < MPEX, = Kol + 74P X, = Xal >}
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Por un lado, llamando Y} = X7 — X,,, y siendo Y, la media muestral de estas
variables, se tiene que

(% _7n>4 _ (Z?zl();i —7,0)“ ) (7:2)47

con E(Y) = 0. Usando entonces la férmula de los momentos muestrales a la cuarta

N
(ver [§], pdg. 315) se tiene que FE, (Xn — Xn> = O (n™?), y queda por probar que

n?r4Pp, {\7; ~ X, > 77} —0(1) cs. (3.20)
Notemos que las X7, ..., X} son independientes e idénticamente distribuidas con

media X, y |X; — X,| <Y, donde Y = | max; <, X;| + | min;<,, X;|. Por tanto, por
la desigualdad de Bernstein (ver [9], pdg.95), se tiene

P{|Y* X,| > }< { iy ]
; n— Xn <c-exp| — ————/|,

1 Pl 2wy
donde ¢ es una constante y

W =Var, (X;) = %Z (X, — X,)°.

Por tanto, por definicién de 7,, se tiene que

2
n’rip, { X - X,| > } < Cn’ex {n‘lq - L} )
WP 15X, | >np < P OV 4 )

Como, fijado X = x, se tiene que 2(W + nY’) es constante, entonces, por ser
q < 1/4, se verifica que

n?*r2P, {|7:; - X,|>nX= x} — 0,

cuando n — 0o, al converger la exponencial mas rdpido que el término n?. Por lo
tanto, se tiene, para todo w,

P 1%, = Xl > 0, Xa(w), -+, Xa(w) b = 0(1),
de donde finalmente se tiene que
n2rip, {|7; ~ X, > n} —0(1) cs.,

lo que completa la prueba del teorema.
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3.5. Otras consideraciones

3.5.1. Situaciones donde el método bootstrap no se puede
aplicar

A pesar de los teoremas de consistencia estudiados anterioremente, hay ocasiones
en las que el método bootstrap basado en muestreo con reemplazamiento de la dis-
tribucién empirica £, no funciona. Veamos un par de ejemplos de estas situaciones.

Una de las ocasiones en la que el método bootstrap falla es a la hora de estimar
la distribucién de T,, cuando T;, = v/n(g(X,) — g(p)) y g no es derivable.

Ejemplo 3.17. Sea (Xi, ..., X)) una muestra aleatoria simple de una variable alea-

toria X con distribucion F y o® = Var(X). Sea g(z) = |z| y T,, = vV/n(g9(X,)—g(p)).
Si el valor de p es 0, entonces por el Teorema Central del Limite para X, y por el
Teorema se tiene que T —4 |Z| ~ N(0,0%). Para probar que el bootstrap no
funciona en este caso, primero tenemos que hacer dos observaciones:

1. Para casi todas las sucesiones {X1, ..., X}, la distribucion condicional de
vn(X, — X,), dado X,, converge en distribucién a N(0,02) por el Teore-
ma Central del Limite de las sucesiones triangulares, obtenido de [12].

2. Se tiene que (vVr(X, — ), vn(X, —X,)) =a (Z1, Zs), donde Zy, Zy son inde-

pendientes e idénticamente distribuidas siguiendo una distribucion N(0,0?).

Por tanto, cuando el valor de p es 0,

Tr = Vn(|X,| - X)) = [Vr(X, — X,) + vnX,| — VX,
—a |21+ Zo| — | Z4],

donde Zy,Zy son independientes e idénticamente distribuidas siguiendo una distri-
bucion N(0,02). Pero esta suma de variables aleatorias no sigue una distribucion
|N(0,0%)|. Por tanto, el bootstrap no es consistente en este caso, cuando p = 0.

Otro caso de inconsistencia del método bootstrap es cuando tenemos una muestra
aleatoria simple que sigue una distribucién uniforme en el intervalo (0,6), es decir
X ~ U(0,0), y un estadistico T,, = n(0 — X,,.,,), como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.18. Sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de una variable alea-
toria X ~ U(0,0), y sea T,, = n(0 — X)), T = n( Xy, — X)), El bootstrap falla
en este ejemplo en el sentido de que la distribucion condicional de T dado X,,., no
converge casi sequramente a Exp(0). Supongamos 8 = 1. Entonces, para t > 0,

P*<T:; < t) > P*(T: = O) = P*(X;:n = Xn:n)

—1\"
—1—P,(X!, < Xpn)=1— (” )

n

—1—e' cuando n — oo,
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Veamos ahora la distribucion de T,,. Por un lado, sabemos que la distribucion de
X =F(z) = (%) si0 <z <0, yla distribucion de Y = Xy, es G(z) = (F(z))",
por tanto

P(Tngt):P(n(l—Y)§t):P(Y§1—£): —<1—%)n.

Tomando T,, = 0.0001, se tiene que

lm P,(TF <t)>1—e?,

lim P(T,, <t) =1 — e %% ~ 0.

Por tanto, P.(TF < t) / P(T,, < 1), y el bootstrap no es consistente tampoco en
este caso.

3.5.2. Intervalos de confianza bootstrap

Hasta ahora hemos concentrado nuestra atencién en estimar la varianza y la
distribuciéon de estadisticos, los cuales pueden ser estimadores de parametros. En
muchas situaciones esto es lo que se necesita en la practica, sin embargo, en muchos
casos es importante tener un intervalo de confianza que incluya al parametro que
queremos estimar con una probabilidad alta. El objetivo de esta seccion es hacer
una introduccién, ya que por cuestiones de tiempo y espacio no es posible hacer un
desarrollo exhaustivo. Recordamos la definicién de intervalo de confianza a conti-
nuacion.

Definicién 3.19. Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion descono-
cida F, sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de X y sea 0 un pardmetro
de interés asociado a F. Si I, = I,(X1,...,X,) v Sn = Su(X1,..., Xy) son dos
estadisticos dependientes unicamente de (Xy, ..., X,) que verifican

P{I,<0<S,}>1-a,

donde o es una constante que satisface 0 < a < 1, entonces, (I,,S,) se dice que es
un intervalo de confianza para 6 de nivel de confianza 1 — .

En muchos casos, los intervalos de confianza se construyen considerando una fun-
cién pivote T,, = T,,( X1, ..., X, 0) cuya distribucién G, es conocida e independiente

de 6.

Definicién 3.20. Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion F', de
pardmetro 0 € Q C R y (Xy,..., X,,) una muestra aleatoria simple de X. Sea T :
U x Q — R, se dice que T,, es una funcion pivote para 0 si

1. Yx € U, T,(z,0) es una funcion estrictamente mondtona en 6.

2. La distribucion de T,,(z,0) es independiente de 6.
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Por ejemplo, si T, = (én —0)/6,, donde 6, es un estimador de 6 obtenido por
ejemplo mediante el método de los momentos y 62 es el estimador de la varianza de
f,,, un intervalo de confianza exacto para 6 seria de la forma

[én C6,G (1 — a), 0, — 3,65 ()

El problema que se plantea es que no suele ser facil encontrar una funcién pi-
vote con una distribucién conocida G,,. Si GG,, es desconocida, entonces el intervalo
anterior no puede usarse como intervalo de confianza y debemos aproximar G,,. El
bootstrap se puede aplicar en este caso para obtener un intervalo de confianza sim-
plemente reemplazando G,, con su estimador bootstrap G goor.

Este apartado esta dedicado a la revisién de algunos de los intervalos de confianza
bootstrap mas utilizados, y posteriormente estudiaremos la consistencia de cada uno
de ellos. Veamos primero cada uno de los tipos de intervalos por separado.

1) Bootstrap-t.

El método bootstrap-t tiene como idea fundamental considerar un pivote de la
forma T,, = (0,, — 0)/6,. Si la distribucién G,, de T,, es desconocida, entonces
se aproxima usando el estimador bootstrap de la distribucion dado por la

Definicién [3.2] llamédndose en este caso Gpoor-

Definicién 3.21. Sea X wuna variable aleatoria que sigue una distribucion
desconocida F, sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de X y sea 0
un parametro de interés asociado a F. Sea X7,..., X} una muestra bootstrap
y sea también T, = (0, — 0)/6,, una funcién pivote para 6 con distribucion
desconocida G, donde én es un estimador de 0 y 62 es el estimador de la
varianza de 0,,. Sea Gpoor = PAT: < z|Xy,..., X, } la distribucidn bootstrap
de T, con T* = (0% —0)/67%, 0% = 0, (X7, ..., X5) y 6% = 60(XF, ..., X7).

Se define el intervalo de confianza de bootstrap-t como (Igr, Spr), donde
IBT = én — 6nGglOOT(1 — Oé), SBT = én — 6nG§100T(a) (321)

2) Bootstrap percentil.

Este método es completamente distinto del anterior. En este caso se toma la
distribucién )

KBOOT(x) = P*{Q:; S l’}, (322)
siendo é; = én(Xf, e X5y 0, un estimador del pardmetro 6, como en el
método anterior. Una vez obtenida esa distribucién, el método se basa en tomar
los percentiles en o y 1 — « de esa distribuciéon como intervalo de confianza.

Definicién 3.22. Sea X wuna variable aleatoria que sigue una distribucion
desconocida F', (X7, ..., X)) una muestra aleatoria simple de X, 6 un pardmetro
de F', X{,..., X} una muestra bootstrap y sea 0,, un estimador de 6. Se define
el intervalo de confianza bootstrap percentil como (Igp,Spp), donde

Ipp = Kl;éOT<O‘)= Spp = KEéOT(l —a).
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3) Bootstrap hibrido.

Pasamos a considerar también los intervalos de confianza bootstrap hibrido. En
este caso, tomamos como distribucién de bootstrap

Hpoor(x) = PAn' (05 — 0,) < x}, (3.23)

donde [ es una constante fija, normalmente [ = 1/2. Por los resultados del
Capl'tuAlo sabemos que Hpgpor es una buena aproximacién a la distribucion

de n!(6, — 0), y podemos escribir, por tanto, la siguiente aproximacién:
Hpoor(Hpbor(1 — @) = 1 —a~ P{n'(0, — 0) < Hgbor(l — a)}.

Entonces el intervalo de confianza hibrido de bootstrap se define como:

Definicién 3.23. Sea X wuna variable aleatoria que sigue una distribucion
desconocida F', sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de X y sea 0 un
pardmetro de interés asociado a F. Sea X7, ..., X una muestra bootstrap y sea
Hpoor la distribucién de bootstrap de n'(6, — 0) basada en X, ..., X* dada
por , donde 0,, es un estimador de 0. Se define el intervalo de confianza
hibrido como (Igp, Sup), donde

Ing =6, —n ' Hybop(1 - a), Sup = 0, — " Hydop(a). (3.24)

Este método trata el percentil de la distribucion bootstrap Hpgoor como el
percentil de H,,, que es la distribucion de nl(én — 0). Por otro lado, en este
caso nl(én — 0) hace de funcién pivote, como en el método bootstrap-t. Por
ambos motivos a este método se le conoce como el bootstrap hibrido.

Pasamos ahora a estudiar la consistencia de los intervalos de confianza que hemos
visto, que se basa en ver si la probabilidad de que el intervalo aleatorio cubra al
parametro converge al nivel de confianza cuando n — 00, como se observa en la
siguiente definicién.

Definicién 3.24. Un intervalo de confianza {I,,,S,} para un pardmetro 6 con nivel
de confianza 1 — a es consistente si, cuando n — oo,

P{I,<0<5,}>1—a.

De ahora en adelante, para probar los resultados convenientes, centraremos nues-
tra atencién inicamente en el extremo inferior del intervalo de confianza de bootstrap
que estemos tratando, ya que la prueba para el extremo superior sera andloga a la
de este.

Teorema 3.25. Sea (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria simple de una distribucion
desconocida F' y sea 8 un parametro de interés asociado a F. Sean H, y G, las
distribuciones de n'(6, — 0) y de (8, — 0)/6,, respectivamente, ambas continuas y
estrictamente crecientes.

Sea X7, ..., X} una muestra aleatoria simple de F,, y sean Hpoor y Gpoor las
distribuciones de bootstrap de H, y G, respectivamente. Entonces se cumple:
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(i) Si Gpoor es fuertemente consistente para la métrica K en el sentido de la
Definicion entonces Igr es consistente.

(ii) Si Hpoor es fuertemente consistente para la métrica K en el sentido de la
Definicion entonces Iyp es consistente.

(111) Si Hpoor es fuertemente consistente para la métrica K en el sentido de la
Definicion y ademds

lfim K (H,, H) =0, (3.25)

n—o0

para una funcion de distribucion H continua, estrictamente creciente y simétri-
ca, entonces Igp es consistente.

Demostracion. Empezamos probando (¢). Por un lado, de (3.21)) se tiene

P(Igr <0)=P (én — 6,G550r(1 — ) < 9) =P (9’1_ 6 < Gphbor(l — a)) .

On

Como G;loOT —.s. G-, por la consistencia de Gpoor, el Teorema m Teorema
y la continuidad de G,, tenemos que

P(Ipr < 0) = Gu(Gppor(1 — @) =es Gu(G'(1—a)) =1 —a,

Para probar (i7), utilizando (3.24)) y por un razonamiento analogo al caso anterior,
se tiene que

P(Iyg <0) =P (én T H (1 — ) < 9) —P (nl(én —0) < Hybop(1— a)> ,
y otra vez usando el Teorema[I.15] el Teorema|[I.7y la continuidad de H,, obtenemos
que
P(Inp < 0) = Hy (Hpoor (1 =~ @) —es. Ha (H,' (1 —0)) =1 -0,
Por 1ltimo, veamos (iii). Por un lado, por tenemos
P (Ipp < 0) = P (Kppor (@) < 0) = P(a < Kpoor (0))

y como
Kpoor (0) = P, (é;; < 9) - (nl (é;; . én) <l (e - en))

= Hpoor <7”Ll (9 - én)) ;
se tiene que

P(Ipp<0)=P <a < Hpoor (nl (0 - en)>) —p (nl (én . 9) < —H3lor (a)) .

Usando ahora la definicion de H,, y que, por la consistencia fuerte de Hgoor v
por ([3.25)), se tiene Hpoor —>c.s. H, se tiene por el Teorema que

P (Ipp < 0) = Hy(=Hpoor (@) —ves. Hu(—H (@),
y usando de nuevo (3.25) y la simetria y la continuidad de H, obtenemos el resultado
P(IBPSG) —>1—H(H71<C¥)) =1-oq.
O
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3.6. Conclusiones

Hemos estudiado en este capitulo el método de remuestreo bootstrap como es-
timador de la varianza y la distribucién de un estadistico basado en una muestra
aleatoria simple (X1, ..., X,,) de una variable aleatoria X, asi como varias técnicas
para obtener intervalos de confianza alrededor de un parametro de la distribucion
asociada a X. Hemos comenzado viendo en qué principios se basa el método boots-
trap y el importante rol que juega la funcion de distribucion empirica para conseguir
las estimaciones. A continuacion se ha descrito formalmente la estimacion bootstrap
de la distribucion de un estadistico, probando una serie de resultados importantes
sobre la consistencia del mismo usando las métricas K y po. Tras estudiar la dis-
tribucién, hemos definido el estimador bootstrap de la varianza de un estadistico y
hemos probado un importante resultado de consistencia para estadisticos de la forma
g(X,), con g : R — R continua y diferenciable en y. Se han mostrado situaciones en
las que el método bootstrap no es consistente y, por tltimo, se han estudiado tres
tipos de intervalos de confianza bootstrap, alrededor de un parametro determinado
de la distribucion de partida, probando la consistencia de cada uno de ellos.
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Capitulo 4

Caso practico

4.1. Introducciéon

Una vez vistos los resultados tedricos sobre la estimacién de la varianza y la
distribucién de un estadistico con los métodos jackknife y bootstrap, es interesante
analizar de manera practica estos métodos usando un caso particular.

Una de las herramientas mas convenientes y populares que se pueden utilizar pa-
ra realizar andlisis estadisticos es el lenguaje de programacion R, que es un entorno
de codigo abierto y gratuito. Contiene una gran cantidad de librerias que ayudan al
usuario en tareas tan esenciales como el tratamiento de grandes voliimenes de da-
tos, la generacion de graficas y la escritura de codigo que se ajuste a sus necesidades.

En este capitulo se va a utilizar el lenguaje R para realizar una serie de pruebas
que permitan analizar de manera practica los resultados vistos en los capitulos [2] y
. Para ello partiremos de una muestra aleatoria simple (X7, ..., X,,) de una variable
aleatoria X que sigue una distribucién exponencial de pardmetro 1/6. La razén de
usar una distribucién exponencial, como veremos, se debe a las propiedades que
tiene la media muestral para este caso.

El capitulo se divide principalmente en dos estudios. El primero corresponde a
la comparacién de los métodos jackknife y bootstrap al estimar la varianza y la
distribucién (solo en el caso del bootstrap) para el caso del estadistico X, basado
en (Xi,...,X,). Primero se verd la estimacién de la varianza de ambos métodos y
después se continuara con la estimacién bootstrap de la distribucién en el muestreo
de X,,.

Por otro lado, en el segundo estudio se analiza un estadistico mas complejo, del
tipo g(X,), con g : R — R una funcién continua y derivable en y = F(X). La fun-
cion g elegida ha sido la exponencial. En este estudio se comprobaran en la practica
los resultados 2.9y [3.16] comparando la estimacién jackknife de la varianza con el

valor de 02 dado en ([2.14]).
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4.2. Estudio de la media muestral para una dis-
tribucién exponencial

En esta seccién se parte de una muestra aleatoria simple (Xj, ..., X,,) de una
variable aleatoria X ~ Exp(1/6). El ﬁtadistico elegido para realizar las pruebas en
este caso ha sido la media muestral, X,,.

Una variable aleatoria X sigue una distribucién exponencial de pardmetro 1/6
si su funcién de densidad es de la forma

flz) = %eéx, x € (0,00).

Ademas, su funcion caracteristica viene dada por

ox(t) = (1 - 1Z/—t9) :

El hecho de elegir una distribucion de este tipo se debe a las interesantes pro-
piedades que tiene la media muestral en el caso de la exponencial. Veamos primero
el calculo de su distribucién, la cual conlleva dos pasos:

i) Por un lado, se calcula la distribucién del estadistico S = Z?Zl X usando la
conocida propiedad de la funcién caracteristica:

¢Z?:1 X (t) = H ¢X¢ (t)>
=1

lo que implica que la funcién caracteristica del estadistico S se corresponde
con
- it it \"
t) = l——)=1-—) ,
ost =11 (1-17) = (- 173)
la cual es la funcién caracteristica de una funcién de distribucién gamma de
pardmetros 1/6 y n. Es decir, S ~ T'(5,n).
ii) Considerando ahora la variable X, = %, se obtiene que su distribucion es
X, ~T(2n).

Gracias a que sabemos que la media muestral sigue una distribucién gamma,
podemos obtener también su esperanza y su varianza:

) E(X,) =6.
g - o 92
i) Var (X,,) =£.
Estas propiedades seran de utilidad a lo largo del capitulo. Al ser conocidos to-
dos estos valores, podremos comparar nuestros resultados aproximados del método

jackknife y el bootstrap con los valores exactos de la distribucion en el muestreo y
la varianza de la media muestral.

En la siguiente secciéon mostraremos una comparacion de las estimaciones de la
varianza jackknife y bootstrap con el valor real de la varianza de la media muestral.
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4.2.1. Estimacién jackknife y bootstrap de la varianza

Para llevar a cabo el estudio de las estimaciones jackknife y bootstrap de la
varianza frente a su valor exacto, generamos utilizando el software R cuatro distri-
buciones exponenciales de pardmetros § = 2,1,1/2 y 1/4. Dadas estas distribuciones,
se ha variado el tamano de muestra n para obtener una comparacién de las varian-
zas en cada par de valores (n, #), siendo los tamanios elegidos n = 100, 200, 500 y 750.

Ademas, a la hora de obtener la varianza de bootstrap para cada posible par
(n,1/6), se han realizado cuatro replicaciones bootstrap de tamanos B = 1000,
2500, 5000 y 10000, para poder contrastar la diferencia entre la varianza de boots-
trap y la varianza real en funcién del valor de B.

El objetivo ha sido realizar una grafica para cada posible par (n,#), siendo el
eje x los posibles valores de B., que permita configurar las estimaciones de ambos
métodos. En ella, se muestra en negro el valor de la varianza bootstrap para cada
nimero de replicaciones, acompanado de dos lineas horizontales que muestran la
varianza exacta de la media muestral (azul) y la estimacién jackknife (rojo).

El hecho de generar una grafica para cada n y cada 6 hace que obtengamos 16
graficas en total. Por ello hemos considerado agruparlas de cuatro en cuatro y que
cada figura represente la comparaciéon de la varianza para cada valor de 6.

Como se puede observar en las figuras [4.1], [1.2] [4.3] y concluimos que la esti-
macién bootstrap ofrece en general, mejores aproximaciones que el método jackknife,

siendo este mas efectivo cuanto mayor es el tamano muestral. Se observa también
que el método bootstrap, conforme aumenta el tamano de muestra inicial, necesita
mas replicaciones para acercarse lo suficiente al valor exacto de la varianza.

En el siguiente apartado se realiza la comparaciéon entre la estimacion bootstrap

de la distribucién de X, frente al valor real de esta distribucién, que sabemos que
se corresponde con una distribucion I" (%, n)
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Figura 4.1: Comparacion de la estimacion de la varianza jackknife (azul) y bootstrap
(negro) de la media muestral con respecto a la varianza real (rojo) para el caso 6 = 2.
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Figura 4.2: Comparacion de la estimacion de la varianza jackknife (azul) y bootstrap
(negro) de la media muestral con respecto a la varianza real (rojo) para el caso 6 = 1.
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(negro) de la media muestral con respecto a la varianza real (rojo) para 6 = 1/2.
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4.2.2. Estimacién bootstrap de la distribucién en el mues-
treo

El objetivo de este apartado es mostrar graficamente la comparacién entre el
valor real de la distribucion de la media muestral y la estimacién Hgoor que ofrece
el método bootstrap. De igual manera que en el apartado anterior, se iran variando
los valores de 6, n y B para observar las comparaciones en diferentes casos.

A través de R podemos representar la distribucién gamma asociada a los valores
de los estadisticos T} = T,,(X7,, ..., X}}),b = 1,...B, siendo T,, la media muestral.
Sin embargo, por cada posible valor de B la distribuciéon gamma asociada al vector
{T;} es distinta, luego no podemos mostrar la distribucién Hpoor correspondiente
a cada valor de B en una misma grafica.

Por esta razon, si hiciéramos como en el apartado anterior y tomaramos cuatro
valores de #, cuatro valores de n y cautro valores de B se tendrian 64 graficas, un
nimero excesivamente alto. Por ello, se ha decidido tomar tinicamente dos valores
para n y dos para B, manteniendo los cuatro valores de 6, lo que genera 16 graficas.
Volviendo a agruparlas de 4 en 4 obtenemos las figuras [£.5] [.6] 4.7y [4.§ Los valores
elegidos han sido 8 = 5,10,15 y 20, n = 100 y 500, y B = 1000 y 5000.

Ademas, en cada una de las gréaficas se ha anadido también el valor del error
cuadratico medio (MSE) que tiene Hpoor al aproximar la distribucién gamma co-
rrespondiente al vector de las medias muestrales {7;°}. La linea verde muestra la
distribucién real y la azul la estimacién bootstrap.

Es importante resaltar que por cada valor de n y # la muestra exponencial ge-
nerada es distinta y por tanto, no se pueden comparar las cuatro graficas de cada
figura, sino inicamente las que estdn en la misma horizontal, en las que solo cambia
el valor de B.

En cada una de las figuras se puede apreciar como, excepto en algin caso parti-
cular, el error cuadratico medio disminuye cuando aumenta el valor de B, siendo més
notable la diferencia conforme disminuye § Podemos observar que las estimaciones
son muy proximas al valor real del parametro, teniendo la peor de ellas un MSE de
0.1327 para # = 20, n = 500 y B = 5000.

En la siguiente seccién se realiza un estudio similar al realizado en el apartado

4.2.1, considerando un estadistico de la forma ¢(X,), como los utilizados en los
teoremas y [2.9] siendo la funcién g en nuestro caso la exponencial.
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4.3. Estudio de una transformacién de la media
muestral para una distribucién exponencial

A lo largo del trabajo hemos visto cémo los estadisticos de la forma g(X,),
con g : R — R tenian la interesante propiedad de que las varianzas de jackknife y
bootstrap para ellos cumplian

VJjACK

donde o2 viene dado por ([2.14]).

Por ello, es interesante estudiar el caso de una transformacion de la media mues-
tral en la practica. La transformacién elegida ha sido

g (Xn) = eXn,

Como conocemos la media p y la varianza o? de la media muestral, y existe la
derivada de g en p podemos calcular el valor de o?:

Para este apartado se ha seguido el mismo procedimiento que en la Seccién [£.2.1]
Se han utilizado los mismos cuatro valores para 6, n y B, lo que ha generado 16
graficas agrupadas de cuatro en cuatro, que pueden observarse en las figuras 4.9

[A.10, E.11]y [{.12,

Lo primero que observamos es que el método bootstrap aproxima mucho mejor
el valor de 02 que el método jackknife, salvo en un tnico caso particular, cuando
n =100 y # = 2, como se puede ver en la Figura

Ademas, si nos fijamos en los ejes y de cada una de las graficas, ambos estima-
dores dan una mejor aproximacién conforme 6 disminuye, llegando a tomar valores
del orden de 1-10~* cuando § = 0.25.
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Figura 4.9: Comparacion de la estimacion de la varianza jackknife y bootstrap de el

estadistico eX" para el caso 6 = 2.
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Figura 4.11: Comparacion de la estimacion de la varianza jackknife y bootstrap de
el estadistico e para el caso 6 = 1/2.
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