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VALORES EXTREMOS
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2. Distribución Asintótica de Valores Extremos 17
2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2. Dominios de atracción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3. Distribuciones de Valores Extremos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4. Clasificación en dominios de atracción . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3. Estimación de parámetros 31
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4.2. Temperaturas máximas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3. Caudales mı́nimos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

ANEXO 44

Bibliograf́ıa 53

2



Introducción

La Teoŕıa de los Valores Extremos se encuentra en continuo crecimiento desde
los comienzos del siglo XX, aunque ya en el año 1709 Nicolaus I Bernoulli, uno de
los numerosos representantes en las matemáticas de primer nivel de los siglos XVII-
XVIII de la proĺıfica familia suiza Bernoulli, abordó el problema de la esperanza de
vida del último superviviente de entre n personas mediante el cálculo de la esperan-
za matemática del máximo de n variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, pero sin llegar a tratar el problema general de los valores extremos tal
y como lo conocemos hoy.

Dos art́ıculos del economista y estad́ıstico ruso Ladislaus Bortkiewicz, en los
que en particular probó que los valores extremos pueden ser variables estad́ısticas
que dependen de la distribución inicial y el tamaño de la muestra, que datan del año
1922, parece ser que fueron los que inspiraron el pionero art́ıculo del matemático
austro-húngaro Richard von Mises, del año 1923, en el que ya se obtienen de manera
rigurosa resultados relacionados con las distribuciones asintóticas. Entre las décadas
1920 y 1940 es cuando el estudio de los valores extremos se gana el reconocimiento
de ser un tema de investigación con nombre propio dentro de la Estad́ıstica gracias
los trabajos de Edward L. Dodd, Maurice Fréchet, Emil Gumbel, Richard von Mises
y Leonard H. C. Tippett. Estos trabajos llevaron al desarrollo gradual de su pricipal
resultado teórico, que es la determinación de la función de distribución general del
valor extremo máximo. Aqúı de nuevo destacan los resultados de los ya mencionados
Richard von Mises y Leonard Tippett además de los de Ronald Fisher y sobre todo
los de Boris Gnedenko, que en 1943 demostró su forma general.

Otro momento destacable es la publicación en 1958 del libro ’Statistics of ex-
tremes’ de Emil Gumbel, en el que se empieza a aplicar la teoŕıa estad́ıstica de los
valores extremos a problemas provenientes de la ingenieŕıa. Hasta ese momento los
valores extremos teńıan un desarrollo eminentemente teórico. Desde ese momento
la teoŕıa ha tenido un crecimiento constante, con resultados destacables como la
demostración del teorema de Pickands-Balkema-de Haan, pero sobre todo con una
cada vez mayor importancia práctica.

Históricamente la teoŕıa de los valores extremos ha tenido dos principales apli-
caciones prácticas: en el ámbito de las ciencias medioambientales en temas como el
nivel del mar, la velocidad del viento, el caudal de los ŕıos, las temperaturas extre-
mas, etc. y en el ámbito de la ingenieŕıa en temas como la fiabilidad estructural, la
seguridad, etc. Hoy en d́ıa la teoŕıa de los valores extremos es una de las principales
teoŕıas estad́ısticas utilizada en numerosas y dispares ciencias aplicadas como los se-
guros, la evaluación de riesgos, las telecomunicaciones, la geoloǵıa (riesgos śısmicos),
la bioloǵıa, etc.

Este trabajo pretende facilitar un primer contacto con esta teoŕıa y presupone
un conocimiento básico de las nociones probabiĺıstico-estad́ısticas y matemáticas en
general.

Comienza con una introducción del concepto de estad́ıstico ordenado y de la
función de distribución en el caso de un número finito de variables aleatorias. El res-
to del primer caṕıtulo está dedicado al desarrollo de conceptos que serán necesarios
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en los siguientes caṕıtulos.
El caṕıtulo 2 está dedicado al desarrollo teórico de las distribuciones asintóticas,

es decir, el caso en el que el número de variables aleatorias consideradas tiende a in-
finito. Primero se introduce la noción de dominio de atracción y se da una condición
necesaria y suficiente para que una función de distribución no-degenerada tenga un
dominio de atracción no vaćıo; a continuación se trata el problema de las distribu-
ciones de los valores extremos y su clasificación en tipos dándose una demostración
del principal teorema de la teoŕıa de los valores extremos y se acaba con una sección
dedicada a la clasificación de funciones de distribución en los distintos dominios de
atracción posibles.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se presentan métodos para estimar los parámetros
de los que depende la función de distribución de los estad́ısticos extremos y en el
caṕıtulo 4 se presentan dos ejemplos a los que se les han aplicado algunos de los
métodos del caṕıtulo 3.
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Abstract

The Extreme Values Theory is in a continuous growth since the beggining of
the 20th century, altough, Nicolaus I Bernoulli, one of the many representatives of
the prolific Swiss family the Bernoullis, which gave many world-class level mathe-
maticians during the 17th and the 18th century, already used it implicitly in 1709 by
approaching the problem of the life expectancy of the last survivor among n people
with the mathematical expectation of the maximum of n independent and identical
distributed random variables. Anyway, he didn’t formulate it in the terms we use
today and never treated the general problem.

It is believed that two articles written in 1922 by the Russian economist and
statistician Ladislaus Bortkiewicz, which particullary proved that extreme values are
statistical variables depending upon initial distribution and sample size, may have
been the trigger of the pioneering article written in 1923 by Richard von Mises,
an Austro-Hungarian mathematician, in which he already obtained rigurous results
about the asymptotic distribution of the maximum ordered statistic. It was between
1920 and 1940 when the extreme values theory became a serious reasearch subject in
Statistics thanks to the works of statisticians like Edward L. Dodd, Maurice Fréchet,
Emil Gumbel, Richard von Mises or Leonard H. C. Tippett. In those years its main
theorem, the Generalized Extreme Value Distribution Theorem, was gradually de-
veloped with important contribution by the already mentioned Richard von Mises
and Leonard Tippett, the main figure of Ronald Fisher, but above all stands out
Boris Gnedenko, who in 1943 proved its general form.

Another remarkable moment in the history of the extreme values theory is the
publication of the book ’Statistics of extremes’ by Emil Gumbel in 1958. It was
the first time when the extreme values theory had engineering applicationsbecause
until then it was an almost exclusively theoretical subject. Since that moment it
had a constant growth with other important theoretic results like the proof of the
Pickands-Balkema-de Haan theorem, but also with more and more practical useful-
ness.

The extreme values theory used to have two main practical applications: in
enviromental sciences subjects like the sea level, the wind speed, the rivers flow,
the extreme temperaturs, etc. and in engineering subjects like structural reliability,
safety, etc. Nowadays it is one of and most used Statistic theory in practice with
numerous and variate applications like the ensurance market, the risks evaluation,
the telecommunications, the geology with applications in seismic risks, the biology,
etc.

This paper aims to be a first contact with the extreme values theory but in
order to do that, a basic knowledge of probabilistic-statistical and mathematical
concepts in general is necessary.

It begins with the definition of the ordered statistic and its distribution function
when only a finite number of random variables is considered. The rest of the first
chapter is dedicated to the development of concepts which will be helpfull in the
next chapters.

The second chapter is dedicated to the theoretical develompent of the asympto-
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tic distributions which are the distribution functions in the case when the number
of random variables tends to infinity. At first is introduced the domain of attraction
concept and is given a necessary and sufficent condition for a non-degenerate dis-
tribution function to have a non-empty domain of attraction; next, the distribution
functions of the extreme values and their classification in types problems are sol-
ved by proving the Generalized Extreme Value Distribution Theorem and at last the
chapter ends with a classification of any distribution function in the posible domains
of attraction.

Finally, in the third chapter there are introduced some parameter estimation
methods that are used to estimate the parameters on which the generalized extreme
value distribution depends and the fourth chapter covers two practical examples on
which some of those methods are used.
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1.
Introducción a los Estad́ısticos Ordenados y

conceptos auxiliares

En este primer caṕıtulo se va a introducir el concepto central de este trabajo que
es el concepto de estad́ıstico ordenado, se van a presentar unos resultados rela-
cionados con la distribución de algunos estad́ısticos ordenados, con especial mención
a los llamados valores extremos y finalmente se van a introducir unos conceptos
que nos van a ser de ayuda en el desarrollo de los caṕıtulos siguientes.

1.1. Introducción a los Estad́ısticos Ordenados

Consideramos X1, X2, ..., Xn una sucesión de n variables aleatorias que son in-
dependientes e idénticamente distribuidas (a continuación i.i.d.), es decir, que son
independientes y que tienen la misma función de distribución F (x). En un contexto
práctico representan un conjunto de observaciones independientes de una variable
aleatoria X con función de distribución F (x). Podemos reordenar (X1, X2, ..., Xn)
(pues en la práctica se trata de una muestra de n elementos tomada de cierta po-
blación) de menor a mayor para obtener:

X1:n ≤ X2:n ≤ ... ≤ Xn:n

que son los estad́ısticos ordenados (de la muestra). Aśı, el r-ésimo elemento de las
desigualdades, Xr:n, se llama el r-ésimo estad́ıstico ordenado y son de gran im-
portancia teórica, pero también práctica, los casos particulares del primer y el último
estad́ıstico ordenado, X1:n y Xn:n, que reciben el nombre de valores extremos o
simplemente extremos. X1:n es conocido como el mı́nimo y Xn:n como el máximo.

Distribuciones de los estad́ısticos ordenados
Vamos a tratar en primer lugar los casos más sencillos, que son los valores

extremos. Aśı, la función de distribución del máximo, Xn:n es:

Fmáx(x) = P (Xn:n ≤ x) = P (máx(X1, X2, ..., Xn) ≤ x) =
= P (todos los Xi ≤ x) =

∏n
i=1 P (Xi ≤ x) =

∏n
i=1 F (x) = [F (x)]n

Por otra parte, la función de distribución del mı́nimo X1:n, es:

Fmı́n(x) = P (X1:n ≤ x) = P (mı́n(X1, X2, ..., Xn) ≤ x) =
= 1− P (mı́n(X1, X2, ..., Xn) > x) = 1− P (todos los Xi > x) =

= 1−
∏n

i=1[1− P (Xi > x)] = 1−
∏n

i=1[1− F (x)] = 1− [1− F (x)]n

El caso del estad́ıstico ordenado k-ésimo no es tan directo, como vemos a continua-
ción:

Proposición 1.1.1 La función de distribución del estad́ıstico ordenado k-ésimo
Xk:n es Fk(x) =

∑n
j=k

(
n
j

)
[F (x)]j[1− F (x)]n−j con x ∈ R.

Demostración: Dado x ∈ R, consideramos la variable aleatoria:

Nx =
∑n

i=1 1(Xi≤x)
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que se traduce como el número de variables aleatorias que se encuentran en el in-
tervalo (−∞, x]. Observamos que para cada paso i = 1, ..., n del sumatorio, la pro-
babilidad de sumar 1 al valor acumulado viene dado por F (x). Esto significa que
la probabilidad de que Nx tome un valor k es igual a la probabilidad de encontrar
k variables aleatorias que se encuentren en el intervalo (−∞, x]. Considerando el
suceso E={Xi ∈ (−∞, x]} como éxito y el suceso F={Xi 6∈ (−∞, x]} como fracaso,
se interpreta la probabilidad P (Nx = k) como la probabilidad de obtener k éxitos.
Finalmente, como la probabilidad de cada éxito viene dada por F (x), podemos afir-
mar que Nx sigue una distribución binomial B(n, F (x)).

Ahora, observando que el suceso (Xk ≤ x) es equivalente al suceso (Nx ≥ k),
con x ∈ R y k ∈ {1, 2, ..., n}, pues ambos significan que hay al menos k variables
aleatorias en el intervalo (−∞, x], obtenemos:

Fk(x) = P (Xk ≤ x) = P (Nx ≥ x) =
∑n

j=k

(
n
j

)
[F (x)]j[1− F (x)]n−j

como queriamos probar.

A continuación se van a introducir unas funciones necesarias para expresio-
nes alternativas de las anteriores funciones de distribución.

Definición 1.1.1 La función Beta, β(a, b), viene dada por:

β(a, b) =
∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt

Definición 1.1.2 La función Beta Incompleta, β(x; a, b) viene dada por:

β(x; a, b) =
∫ x

0
ta−1(1− t)b−1dt

Observamos que la función Beta Incompleta es una generalización de la función Be-
ta, pues se cumple la relación β(1; a, b) = β(a, b).

Definición 1.1.3 Finalmente, se llama función Beta Incompleta Regularizada
o simplemente función Beta Regularizada a la función:

Iβ(x; a, b) = β(x;a,b)
β(a,b)

Proposición 1.1.1 Iβ(x; a(n, k), b(n, k)) =
∑n

j=k

(
n
j

)
xj[1− x]n−j

Demostración: Consideramos las funciones:

f(x; k) =
(
n
k

)
xk(1− x)n−k, y

F (x; k) =
∑k

j=1 f(x; j) =
∑k

j=1

(
n
j

)
xj(1− x)n−j

que observamos que pueden ser interpretadas como la función de probabilidad y,
respectivamente, la función de distribución de una variable aleatoria de distribución
binomial. Luego, tenemos:

F (x;n) =
∑n

j=1 f(x; j) =
∑n

j=1

(
n
j

)
xj(1− x)n−j = 1

de donde:

1− F (x; k − 1) =
∑n

j=k

(
n
j

)
xj(1− x)n−j

8



Derivando en ambos lados respecto de x, obetenemos:

− d
dx
F (x; k − 1) =

∑n
j=k

(
n
j

)
[jxj−1(1− x)n−j − (n− j)xj(1− x)n−j−1] =∑n

j=k[
n!xj−1(1−x)n−j

(n−j)!(j−1)!
− n!xj(1−x)n−j−1

(n−j−1)!j!
]

A partir de la expresión del segundo sumando se deduce que se trata de una
suma telescópica en la que solamente el primer y el último término se quedan sin
anular, pero a partir de la expresión del primer sumando podemos ver que el último
término es 0, por lo que, llegamos a la conclusión de que:

− d
dx
F (x; k − 1) = n!

(n−k!)(k−1)!
xk−1(1− x)n−k = 1

β(n−k+1,k)
xk−1(1− x)n−k

donde se utiliza una conocida propiedad de la función Beta que la relaciona con
otra función con nombre propio, la función Gamma, y por medio de esta, con los
números factoriales.

Si ahora integramos en ambos lados respecto a x, obtenemos:

−F (x; k − 1) = 1
β(n−k+1,k)

∫ x
0
xk−1(1− x)n−kdx+ C = β(x;n−k+1,k)

β(n−k+1,k)
+ C

Finalmente, si fijamos x = 1, es directo obtener que C = 1, de donde:

1− F (x; k − 1) = β(x;n−k+1,k)
β(n−k+1,k)

= Iβ(x;n− k + 1, k)

de donde podemos concluir que:

Iβ(x; a(n, k), b(n, k)) =
∑n

j=k

(
n
j

)
xj(1− x)n−j

como queriamos probar.

Este resultado nos permite afirmar que la función de distribución del estad́ıstico
ordenado k-ésimo es la función Beta Incompleta Regularizada de factor F (x), es
decir, Iβ(F (x);n− k + 1, k).

1.2. Convergencia de distribuciones y función cuantil

En el segundo caṕıtulo se generaliza la idea de valor extremo al caso en el que se
considera una cantidad muy grande de información, es decir, un número de variables
aleatorias ordenadas que tiende a infinito.

Un concepto fundamental, que se utiliza de manera impĺıcita a lo largo de todo
este caṕıtulo es el siguiente:

Definición 1.2.1 Dada una sucesión de variables aleatorias (X1, X2, ...) con sus
respectivas funciones de distribución F1(x), F2(x),... y dadas X y F (x) otra va-
riable aleatoria con su respectiva función de distribución, decimos que la sucesión
(X1, X2, ...) converge en distribución a la variable aleatoria X si se cumple:

limn→∞Fn(x) = F (x) ∀x ∈ R donde F es continua

También es conocida como convergencia débil.

Otro concepto importante de este caṕıtulo es la función cuantil, que es la
inversa de una función de distribución. Veremos que se trata de una forma peculiar
de inversa.
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Definición 1.2.2 Decimos que f es una función continua por la derecha (por la
izquierda) en un punto x0 si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que ∀x cumpliendo
x0 < x < x0 + δ (x0 − δ < x < x0) se cumple que |f(x)− f(x0)| < ε.
Definición 1.2.3 Decimos que f es una función continua por la derecha (por la
izquierda) en un punto x0 si para toda sucesión monótona decreciente (monótona
creciente) (xn)n tal que (xn)n → x0 se cumple que (f(xn))n → f(x0).

Definición 1.2.4 Sea ψ : R → R una función monótona creciente continua por
la derecha. Entonces su función inversa viene dada por:

ψ−1(y) =inf{x : ψ(x) ≥ y}
A continuación se van a demostrar unas propiedades importantes de la inversa

de una función monótona creciente y continua por la derecha, e impĺıcitamente de
la función cuantil.

Lema 1.2.1 Sea ψ una función monótona creciente continua por la derecha y sean
a > c y b constantes reales. Supongamos que H(x) ≡ ψ(ax+ b)− c. Se cumplen las
siguientes propiedades:

(i) ψ(ψ−1(x)) ≥ x.

(ii) ψ−1 es continua por la izquierda.

(iii) Si ψ−1 es continua en el punto ψ(x) ∈ R se tiene ψ−1(ψ(x)) = x.

(iv) H−1(y) = a−1(ψ−1(y + c)− b).

(v) Si G es una función de distribución no-degenerada, existen valores
y1 < y2 de forma que G−1(y1) < G−1(y2)

Demostración:

(i) Es inmediato a partir de la definición de ψ−1.

(ii) En primer lugar, observemos que ψ−1 también es una función monótona cre-
ciente. Sea (yn)n una sucesión monótona creciente tal que (yn)n → y. Se tiene
ĺımn→∞ ψ

−1(yn) ≤ ψ−1(y). Supongamos que la desigualdad es estricta, es de-
cir, que ĺımn→∞ ψ

−1(yn) = ψ−1(y−) < ψ−1(y). Entonces, existen δ > 0 y x0

de forma que ψ−1(yn) < x0 < ψ−1(y) − δ ∀n. De la primera desigualdad,
usando la propiedad (i) demostrada antes, se obtiene que yn ≤ ψ(x0) para
todo n, y haciendo n → ∞, se obtiene que y ≤ ψ(x0). Y como por defini-
ción se tiene ψ−1(ψ(x)) =inf{z : ψ(z) ≥ ψ(x)} ≤ x ya que está claro que
x ∈ {z : ψ(z) ≥ ψ(x)}, se obtiene que ψ−1(y) ≤ x0, llegando aśı a una contra-
dicción, pues hemos afirmado que x0 < ψ−1(y)− δ. En conclusión, se cumple
ĺımn→∞ ψ

−1(yn) = ψ−1(y), y por tanto ψ−1 es una función continua por la
izquierda.

(iii) Tenemos ψ−1(ψ(x)) =inf{x′ : ψ(x′) ≥ ψ(x)}, por lo que, como está claro que
x ∈ {x′ : ψ(x′) ≥ ψ(x)}, se cumple que ψ−1(ψ(x)) ≤ x. Por otra parte, para
todo ε > 0, ψ−1(ψ(x) + ε) =inf{x′ : ψ(x′) ≥ ψ(x) + ε}. Pero ψ(x′) solo puede
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ser estrictamente mayor que ψ(x) si x′ > x, por lo que para todo y′ > ψ(x),
ψ−1(y′) ≥ x. Y por la continuidad en ψ(x), ψ−1(ψ(x)) ≥ x. En conclusión,
ψ−1(ψ(x)) = x.

(iv) Como H(x) = y = ψ(ax+ b)− c, es inmediato obtener la inversa:

ψ−1(y + c)− b = ax

y aśı, la inversa de H(x) es:

x = a−1(ψ−1(y + c)− b) = H−1(y)

(v) Si G es no-degenerada, existen puntos x1 < x2 de forma que:

0 < G(x1) ≡ y1 < G(x2) ≡ y2 ≤ 1

Como una función de distribución es continua por la derecha, se tiene:

G−1(y1) =inf{x : G(x) ≥ y1}
por lo que G−1(y1) ≤ x1 y también:

G−1(y2) =inf{x : G(x) ≥ y2}
Se tiene, luego, G−1(y1) ≤ G−1(y2). Si fuese una igualdad, para todo x ≥ x1 se
tendŕıa G(x) ≥ G(x2), y como G es continua por la derecha, G(x1) = G(x2),
llegando aśı a una contradicción. En conclusión, se tiene G−1(y1) < G−1(y2).

1.3. Algunos conceptos de estimación paramétrica

En el tercer caṕıtulo se introducen unos métodos para estimar los parámetros
de la función de distribución del estad́ıstico ordenado máximo para, a partir de una
cantidad de información dada, poder determinar qué distribución sigue el fenómeno
estudiado de entre las únicas tres distribuciones que veremos que puede seguir un
estad́ıstico ordenado máximo: Fréchet, Weibull o Gumbel. A continuación pasamos
a describir estos métodos de estimación y algunas de sus propiedades.

Estimación de máxima verosimilitud (EMV)
El primer método introducido es uno muy común, la estimación de máxima

verosimilitud. Para ello se necesita introducir los siguientes conceptos:

Definición 1.3.1 Dada una muestra aleatoria simple x1, x2, ..., xn de una variable
aleatoria X con función de densidad fθ = f(x|θ), siendo θ un vector de parámetros,
se define la función de verosimilitud como:

L(θ;x1, x2, ..., xn) =
∏n

i=1 fθ(xi)

Para el caso discreto se considera la función de probabilidad en lugar de la función
de densidad. Observamos que coincide con la función de densidad conjunta condi-
cionada por θ. La diferencia es que en el caso de esta la intepretación es que se trata
de una función de x con θ fijo mientras que en el caso de la función de verosimilitud
se trata de una función de θ con x fijo. Es equivalente a la función logaŕıtmica
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de verosimilitud, que se utiliza dado que en muchos casos es más fácil trabajar
con ella:

log(L(θ;x1, x2, ..., xn)) =
∑n

i=1 log(fθ(xi))

El método de estimación de máxima verosimilitud consiste en encontrar
la estimación θ̂ más cercana al valor real θ0 de θ maximizando la función de verosi-
militud o lo que es lo mismo, la función logaŕıtmica de verosimilitud:

L(θ̂;x) := máxθ{L(θ;x)}
Por tanto, se trata de un problema de optimización cuya resolución en la práctica,
la mayoŕıa de las veces, requiere técnicas numéricas, aunque también es posible que
dicho máximo no exista o no sea único. Si existe un máximo relativo regular, este
se encuentra resolviendo el sistema de ecuaciones:

∂L(θ;x)
∂θj

= 0, j = 1, 2, ..., dim(θ)

Veamos unas propiedades fundamentales de este estimador:

Consistencia: si el número de observaciones tiende a infinito (n → ∞), el
estimador θ̂ tiende a su valor verdadero θ0 (θ̂ → θ0). Dependiendo de las
condiciones dadas, esta convergencia puede ser convergencia en probabilidad
o convergencia casi segura.

Normalidad asintótica: todas las soluciones consistentes obtenidas con el
método siguen una distribución asintótica normal, es decir,

√
n(θ̂ − θ0) →

N(0, I−1
θ ), siendo I−1

θ la inversa de la matriz de información de Fisher, que es
definida más adelante.

Invariancia funcional: si θ̂ es la EMV de θ y g(θ) es una transformación de
θ, entonces la EMV de α = g(θ) es α̂ = g(θ̂).

En el caṕıtulo 3 se decribe un método numérico iterativo para buscar el máximo.

Por otra parte, para poder obtener los intervalos de confianza, una vez ob-
tenida la estimación, se necesita la normalidad asintótica, por lo que en esta sección
se va a ver una prueba de esta propiedad. Pero antes de probar esta propiedad, se
va a introducir otro concepto importante:

Definición 1.3.2 Se llama información de Fisher de una variable aleatoria X al
valor:

Iθ = Eθ(
∂
∂θ

log(f(X; θ))|θ)2

Dado que ∂
∂θ

log(f(X; θ)) = f ′(X;θ)
f(X;θ)

, la información de Fisher puede interpretarse
como una medida de la velocidad con la que la función de densidad relativa a dicho
parámetro θ vaŕıa a medida que el parámetro θ cambia en relación al estimador bus-
cado θ0. Aśı, la esperanza matemática al cuadrado nos va a dar una media de este
valor que nos dice lo siguiente: si la información de Fisher es grande, la distribución
cambia rápidamente al variar el parámetro θ, lo que significa que la distribución
del parámetro buscado θ0 va a ser lo ”suficientemente distinta.o va a poder ser
”fácilmente diferenciada”de otras distribuciones con valores del parámetro no tan
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cercanas a θ0; por otra parte, si la información de Fisher es pequeña, la distribución
del parámetro buscado θ0 va a ser muy parecida a las distribuciones obtenidas con
otros parámetros θ no tan cercanos a θ0. En conclusión, un valor grande de este
parámetro nos dice que se puede estimar bien θ0 a partir de la información que se
tiene, mientras que un valor pequeño indica una estimación mala.

El siguiente lema, que es una propiedad conocida, nos da otra manera de ex-
presar la información de Fisher.

Lema 1.3.1 −Iθ = Eθ(
∂2

∂θ2
log(f(X; θ))|θ).

Otro lema que se va a necesitar en la prueba de la normalidad asintótica es
el siguiente:
Lema 1.3.2 Si llamamos L(θ) := E(log(f(X; θ))), θ0 es también un máximo para
L(θ), es decir, L(θ) ≤ L(θ0) ∀θ.
Demostración: Consideramos la diferencia:

L(θ)− L(θ0) = E(log(f(X; θ)))− E(log(f(X; θ0))) =

= E[log(f(X; θ))− log(f(X; θ0))] = E(log( f(X;θ)
f(X;θ0))

)

Una propiedad conocida de la función logaritmo es que log(t) ≤ t − 1, por lo
que se puede escribir:

E(log( f(X;θ)
f(X;θ0))

) ≤ E( f(X;θ)
f(X;θ0)

− 1) =
∫

( f(x;θ)
f(x;θ0)

− 1)f(x; θ0)dx =∫
f(x; θ)dx−

∫
f(x; θ0)dx = 1− 1 = 0

De donde se saca la conclusión buscada: L(θ) ≤ L(θ0).

Veamos ahora la prueba de la normalidad asintótica del método.
Proposición 1.3.1 Dada una estimación θ̂ obtenida con el método EMV, se cumple√
n(θ̂ − θ0)→ N(0, I−1

θ ).

Demostración: Si llamamos Ln(θ) := 1
n

∑n
i=1 log(f(Xi; θ)), como θ̂ maximiza a∑n

i=1 log(f(Xi; θ)), también va a maximizar a Ln(θ). Por tanto, L′(θ̂) = 0. Utili-

zando el Teorema del Valor Medio, si tomamos [θ̂, θ0] para la función L′n(θ), existe

θ1 ∈ [θ̂, θ0] de manera que L′n(θ̂)−L′n(θ0)

θ̂−θ0
= L′′n(θ1), o lo que es lo mismo, 0 = L′n(θ̂) =

L′n(θ0) + (θ̂ − θ0)L′′n(θ1). De aqúı obtenemos:

θ̂ − θ0 = −L′n(θ0)
L′′n(θ1)

⇒
√
n(θ̂ − θ0) = −

√
nL′n(θ0)
L′′n(θ1)

Ahora, por el Lema 1.3.2 sabemos que θ0 también maximiza a L(θ), por lo que
L′(θ0) = E[(log(f(X; θ)))′] = 0. Entonces, utilizando el Teorema Central del Ĺımite,
se tiene:

√
nL′n(θ0)=

√
n[ 1

n

∑n
i=1(log(f(Xi; θ0)))′ − 0]=

=
√
n[ 1

n

∑n
i=1(log(f(Xi; θ0)))′ − E[(log(f(X1; θ0)))′]]→
→ N(0, V ar[log(f(X1; θ0))′])

en distribución.
Por otra parte, por la Ley de los Grandes Números, se tiene:

L′′n(θ) = 1
n

∑n
i=1[log(f(Xi; θ))]

′′ → E[(log(f(Xi; θ)))
′′]
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Además, como θ1 ∈ [θ̂, θ0] y por la consistencia del método θ̂ → θ0, también se
cumple θ1 → θ0, lo que significa que L′′n(θ1) → E[(log(f(X1; θ0)))′′] = −Iθ0 por el
Lema 1.3.1.

A continuación, combinando todos estos resultados, se obtiene:

−
√
nL′n(θ0)
L′′n(θ1)

→ N(0, V ar[log(f(X1;θ0))′]
(Iθ0 )2

)

Finalmente, como:

V ar[log(f(X1; θ0))′] = E[[(log(f(Xi; θ0)))′]2]− [E[(log(f(Xi; θ0)))′]]2 = Iθ0

se obtiene la conclusión buscada:

−
√
nL′n(θ0)
L′′n(θ1)

→ N(0, I−1
θ0

)

Cuando hay que estimar n parámetros, la información de Fisher pasa a ser
la matriz de información de Fisher de tamaño n × n, en la que cada entrada de la
matriz está definida por:

[Iθ]i,j = E[( ∂
∂θi

log(f(X; θ)))( ∂
∂θj

log(f(X; θ)))|θ]

y los resultados anteriores se pueden extender de manera natural a varias variables,
siendo en este caso I−1

θ0
la matriz inversa de de la matriz de información de Fisher.

Recordamos que lo que buscábamos era una expresión para los intervalos de
confianza, pero una vez vista esta propiedad, dado un θ = (θ1, θ2, ..., θn), el intervalo
de confianza para un θi viene dado por:

(θ̂i ± zα
2
σ̂θ̂i)

siendo σ̂θ̂i el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz I−1
θ0

(que para el caso de
varias variables es la matriz de covarianzas de θ) y zα

2
es el (1− α

2
)-ésimo cuantil de

la distribución normal.

Finalmente, otro concepto que se va a necesitar en esta sección es un concepto
de análisis numérico, el llamado método de Newton.

Definición 1.3.3 El método de Newton es un algoritmo para obtener apro-
ximaciones de las ráıces de una función real. Se obtiene a partir del desarrollo de
Taylor de f(x):

f(x) = f(xn) + f ′(xn)(x− xn) + f ′′(xn)
2!

(x− xn)2 + ...

que se trunca en el término de grado 2 y se evalúa en xn+1:

f(xn+1) = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn)

y teniendo en cuenta que pretendemos que f(xn+1) tienda hacia 0, sustitúımos
f(xn+1) con 0, y obtenemos la expresión final del método, que es:

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

En el caso de varias variables, se sustituye f ′(x) por la matriz jacobiana.
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Método elemental de percentiles (MEP)
El método elemental de percentiles es un método propuesto por A.S. Hadi y

E. Castillo que, aunque no mejora al método de EMV, es útil en ciertos casos en
los que este podŕıa no funcionar. El método tiene dos fases que se describirán a
continuación, pero antes se introduce un concepto necesario en este contexto:

Definición 1.3.4 Los puntos de posición gráfica se definen como:

pi:n = i−α
n+β

con α ≥ 0 y β ≥ 0 tomados apropiadamente en función de condiciones como la
información que se tiene, el tipo de distribución, el método de estimación que ha
sido utilizado, etc.

Se utilizan para identificar las observaciones como los cuantiles de la distribu-
ción emṕırica de los datos y son los elementos fundamentales para determinar los
cuantiles de la distribución teórica, representada por la función de distribución F (x).

Veamos ahora cuales son las dos fases del método:

i) Estimación Elemental de Percentiles. Observamos que como X1, X2...Xn son
i.i.d. con función de distribución común F (x; θ), se cumple:

F (xi:n; θ) ' pi:n

o lo que es lo mismo:

F−1(pi:n; θ) ' xi:n

donde xi:n es el i-ésimo estad́ıstico ordenado y pi:n es el i-ésimo punto de posición
gráfica definido para ciertos α y β.

Ahora, sea I = {i1, i2, ..., ik} un conjunto de ı́ndices de k estad́ısticos ordenados
distintos al que llamamos conjunto elemental de ı́ndices. Para cada observación
con ı́ndice en I fijamos la igualdad:

xi:n = F−1(pi:n; θ)

obteniendo un sistema que se espera que esté formado por k ecuaciones en k incógni-
tas distintas, que serán los k parámetros que se quieren estimar: θ = {θ1, θ2, ..., θk}.

ii) Estimaciones Finales: En esta fase lo que se hace es considerar otros con-
juntos elementales de ı́ndices, obtener estimaciones a partir de estos y combinar de
alguna manera todas estas estimaciones para obtener una estimación final. Es posi-
ble que el número de conjuntos elementales distintos que se puede formar a partir
de los datos que se tiene sea muy grande. En ese caso lo que se hace es considerar
un número N de conjuntos, que puede depender de consideraciones teóricas o sim-
plemente ser tomado al azar.

Otros conceptos que nos serán útiles en esta parte del caṕıtulo 3 son los defini-
dos a continuación:
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Definición 1.3.5 Un estimador se dice que es robusto si su distribución mues-
tral no se vé seriamente afectada por violaciones de las suposiciones. Esto es porque
con frecuencia las violaciones son debidas a puntos extremos por errores al leer el
instrumento de medida, al registrar los datos o simplemente por errores de procedi-
miento en los experimentos.

Definición 1.3.6 Se llama media α-truncada a la media que se obtiene cuando en
una muestra ordenada se elimina un porcentaje fijo α ·100 %, con 0 ≤ α ≤ 0.5, tanto
de la parte superior como de la parte inferior, y se hace la media de los elementos
restantes. Aśı, por ejemplo, para α = 0, 5 se obtiene la mediana.

Definición 1.3.7 El método de bisección es un algoritmo de búsqueda de ráıces
cuya idea principal es dividir un intervalo inicial por la mitad, seleccionar el subin-
tervalo que contiene la ráız y repetir. Se basa en el teorema del valor intermedio,
que afirma que toda función continua f(x) en un intervalo cerrado [a, b] toma todos
los valores intermedios entre f(a) y f(b). Es importante comprobar que se cumple
f(a)f(b) < 0, después se toma el valor medio m = a+b

2
, se comprueba el valor de

f(m), que si es 0 ya hemos terminado; si no, se repite el proceso para el subintervalo
[a,m] o [m, b] en función de si se cumple f(a)f(m) < 0 o f(b)f(m) < 0.

Método de los mı́nimos cuadrados cuant́ılico
Este método se basa en el clásico método de los mı́nimos cuadrados y consiste

en estimar los parámetros minimizando la suma de los cuadrados de las diferencias
de los cuantiles teóricos y los observados, es decir:

mı́nθ
∑n

i=1[xi:n − F−1(pi:n; θ)]2
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2.
Distribución Asintótica de Valores Extremos

2.1. Introducción

Se ha hablado en el caṕıtulo anterior sobre la función de distribución del k-ési-
mo estad́ıstico ordenado y en concreto del primero o del último estad́ıstico ordenado
en el caso de n variables aleatorias i.i.d. con función de distribución F(x). No obs-
tante, de manera natural surge la siguiente pregunta: ¿qué ocurre con la distribución
cuando n→∞?

Se ha visto que las funciones de distribución de los estad́ısticos ordenados máxi-
mo Xn:n y mı́nimo X1:n vienen dadas, respectivamente, por:

Mn(x) = Pr(Xn:n < x) = [F (x)]n

mn(x) = Pr(X1:n < x) = 1− [1− F (x)]n

Por lo que, haciendo n→∞, tenemos:

ĺımn→∞Mn(x) = ĺımn→∞[F (x)]n =

{
1 si F (x) = 1
0 si F (x) < 1

ĺımn→∞mn(x) = ĺımn→∞ 1− [1− F (x)]n =

{
0 si F (x) = 0
1 si F (x) > 0

Hemos obtenido distribuciones que toman exclusivamente los valores 0 y 1, es decir,
distribuciones degeneradas. Este es un comportamiento poco interesante y queremos
tratar de evitarlo. El método que se va a abordar para conseguir esto consiste en
buscar sucesiones (an)n (con an > 0 ∀n) y (bn)n, respectivamente, (cn)n (con cn > 0
∀n) y (dn)n que nos permitan conseguir las transformaciones lineales:

ĺımn→∞Mn(anx+ bn) = ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = H(x), ∀x

ĺımn→∞mn(cnx+ dn) = ĺımn→∞ 1− [1− F (cnx+ dn)]n = L(x), ∀x

donde H(x) y L(x) son distribuciones no degeneradas. Este enfoque se obtiene de
buscar dichas sucesiones (an)n y (bn)n o (cn)n y (dn)n que cumplan que

max{X1,X2,...,Xn}−bn
an

y min{X1,X2,...,Xn}−dn
cn

tienen distribuciones ĺımite no-degeneradas cuando n→∞.
Por otra parte, como min(X1, X2, ..., Xn) = −max(−X1,−X2, ...,−Xn), vamos

a tratar el caso general de la distribución del estad́ıstico ordenado máximo, pues es
directo reformular los resultados para el caso del mı́nimo.

En este caṕıtulo vamos a ver qué es un dominio de atracción, cuando es no vaćıo,
que la distribución no-degenerada tiene una forma general, cuál es dicha forma,
en qué manera se puede clasificar y cómo clasificar una función de distribución
cualquiera en alguno de los posibles dominios de atracción.
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2.2. Dominios de atracción

Definición 2.2.1 Decimos que una función de distribución F pertenece al dominio
de atracción de una función de distribución no-degenerada G, con notación F ∈
D(G), si existen sucesiones (an)n (con an > 0 ∀n) y (bn)n tales que:

ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = G(x), ∀x.

Ahora, nuestro objetivo será encontrar las funciones de distribución no-degenera-
das que tengan un dominino de atracción no vaćıo. Para ello vamos a demostrar un
lema que nos proporciona una condición necesaria y suficiente. No obstante, para
dicha demostración es de vital importancia un teorema de convergencia de sucesio-
nes de funciones del matemático ruso Aleksandr Khinchin. En esta sección se van a
demostrar unos resultados auxiliares para poder demostrar el teorema de Khinchin
y con la ayuda de dicho teorema vamos a poder dar una demostración para dicha
condición necesaria y suficiente

Definición 2.2.2 Se llama función cuantil de una distribución de probabilidad a
la inversa de la función de distribución asociada. Como la función de distribución
es monótona creciente y continua por la derecha, la función cuantil va a tener las
propiedades demostradas en el Lema 1.2.1.

Corolario 2.2.1 Si G es una función de distribución no-degenerada y existen
constantes a > 0, α > 0 y b, β ∈ R de forma que para todo x ∈ R se tiene
G(ax+ b) = G(αx+ β), entonces a = α y b = β.
Demostración: Sea H(x) ≡ G(ax + b). Por el apartado (iv) del Lema 1.2.1, tene-
mos:

H−1(y) = a−1(G−1(y)− b)
y como por hipótesis G(ax+ b) = G(αx+ β), se tiene también:

H−1(y) = α−1(G−1(y)− β)

Por otra parte, por el apartado (v) del mismo lema sabemos que existen al
menos dos puntos y1 < y2 de forma que x1 = G−1(y1) < G−1(y2) = x2, lo que nos
permite llegar a la conclusión deseada, ya que:

a−1(x1 − b) = α−1(x1 − β)
a−1(x2 − b) = α−1(x2 − β)

Teorema 2.2.1 (de Khintchine) Sean G1(x) y G2(x) dos funciones de distribución
no-degeneradas. Supongamos que:

ĺımn→∞ Fn(anx+ bn) = G1(x)

para ciertas sucesiones (an)n (con an > 0) y (bn)n. Entonces, dadas ciertas sucesiones
(αn)n (con αn > 0) y (βn)n, se va a cumplir que:

ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = G2(x)

si y solo si existen constantes reales a y b (con a > 0) tales que:

ĺımn→∞
αn
an

= a y ĺımn→∞
βn−bn
an

= b
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Además:

G2(x) = G1(ax+ b)

Demostración: ⇐ Para simplificar, podemos suponer que an = 1 y que bn = 0
∀n. Esto no nos hace perder la generalidad, pues se observa a partir de:

F (ax+ b) = Pr(X ≤ ax+ b) = Pr(X−b
a
≤ x) = F̃ (x)

que se trata de un cambio de escala y posición. Aśı, vamos a probar que si se cumple
que ĺımn→∞ αn = a y que ĺımn→∞ βn = b, entonces ĺımn→∞[Fn(αnx+ βn)] = G2(x).

Supongamos que ax+ b es un punto de continuidad de G1. Tenemos:

Fn(αnx+ βn) = Fn(αnx+ βn)− Fn(ax+ b) + Fn(ax+ b)

Como hemos supuesto que an = 1 y que bn = 0, por hipótesis tenemos que:

ĺımn→∞ Fn(anx+ bn) = ĺımn→∞ Fn(x) = G1(x)

por lo que:

ĺımn→∞ Fn(ax+ b) = G1(ax+ b).

Ahora, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (αnx + βn)n es una
sucesión monótona creciente, pues de no serlo, se va a poder tomar una subsucesión
que śı que lo es. Vamos a probar que ĺımn→∞ Fn(αnx+βn)−Fn(ax+ b) = 0 (siendo
una covergencia monótona creciente). Para ello, suponemos que es falso. En ese caso,
existiŕıa una constante δ > 0 de forma que para una subsucesión (αnkx + βnk)nk se
tendŕıa ĺımk→∞ Fnk(αnkx + βnk) − Fnk(ax + b) < −δ. Pero como hemos supuesto
que (αnx + βn)n es monótona creciente, y que ĺımn→∞ αn = a y ĺımn→∞ βn = b,
tenemos que ĺımk→∞ αnkx+βnk = ax+b, tratándose de una convergencia monótona
creciente. Entonces, para cualquier y < ax + b se cumple que ĺımk→∞ Fnk(y) −
Fnk(ax + b) < −δ. En este caso, si G1 es continua en el punto y, se tiene que
G1(y)−G1(ax+b) < −δ. Esto implica o que G1(x) es discontinua en el punto ax+b
(hemos supuesto lo contrario) o que existe un entorno de ax + b tal que G1(x) no
tiene ningún punto de continuidad en dicho entorno. Pero esto es imposible, pues
una función de distribución puede tener como mucho un número contable de puntos
de discontinuidad, llegando aśı a una contradicción.

En conclusión, ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn)− Fn(ax+ b) = 0, y aśı:

ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = ĺımn→∞[Fn(αnx+ βn)− Fn(ax+ b) + Fn(ax+ b)] =
= ĺımn→∞ Fn(ax+ b) = G1(ax+ b)⇒ ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = G1(ax+ b)

probando que G2(x) = G1(ax+ b) y que ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = G2(x).
⇒ Observamos que ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = G2(x) implica que la sucesión

(αnx+βn)n es una sucesión acotada, pues en caso contrario, existiŕıan subsucesiones
de esta que iŕıan a +∞ o a −∞, haciendo que Fn(αnx + βn) converja 0 o a 1 y
contradiciendo, por tanto, que G1 es no-degenerada. Aśı, existe una subsucesión
(αnkx+ βnk)nk de forma que:

ĺımk→∞ Fnk(αnkx+ βnk) = G2(x)

Como hemos visto que G2(x) = G1(ax+ b), se tiene que:

ĺımk→∞ Fnk(αnkx+ βnk) = G1(ax+ b).
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por lo que podemos afirmar que ĺımk→∞ αnk = a y ĺımk→∞ βnk = b. Ahora, si la
sucesión (αnx + βn)n no fuera convergente (podŕıa, por ejemplo, oscilar), existiŕıa
otra subsucesión (αnk′x + βnk′ )nk′ convergente de forma que ĺımk′→∞ αnk′ = a′ y
ĺımk′→∞ βnk′ = b′. Pero entonces, se tendŕıa:

G2(x) = ĺımk′→∞ Fnk′ (αnk′x+ βnk′ ) = G1(a′x+ b′).

Esto implica que G1(ax + b) = G1(a′x + b′), y siendo G1(x) una función de distri-
bución no-degenerada, por el Corolario 2.2.1, a = a′ y b = b′ llegando aśı a una
contradicción. Por tanto, (αnx+ βn)n es convergente.

Para concluir, sabemos que:

ĺımn→∞ Fn(αnx+ βn) = G1(ax+ b)

y que:

ĺımn→∞ Fn(anx+ bn) = G1(x)

por lo que:

ĺımn→∞ Fn(an(ax+ b) + bn) = G1(ax+ b)

y en conclusión:

ĺımn→∞(anax+ anb+ bn) = ĺımn→∞(αnx+ βn)⇒

⇒ ĺımn→∞
αn
an

= a y ĺımn→∞
βn−bn
an

= b

Corolario 2.2.2 Sean G1(x) y G2(x) dos funciones de distribución no-degeneradas.
Supongamos que:

ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = G1(x)

para ciertas sucesiones (an)n (con an > 0) y (bn)n. Entonces, dadas ciertas sucesiones
(αn)n (con αn > 0) y (βn)n, se va a cumplir que:

ĺımn→∞[F (αnx+ βn)]n = G2(x)

si y solo si existen constantes reales a y b (con a > 0) tales que:

Además:

G2(x) = G1(ax+ b)

Demostración: Consideramos (Fn)n = (F n)n y aplicamos el teorema anterior (Teo-
rema 2.2.1).

Lema 2.2.2 Una función de distribución no-degenerada G tiene un dominio de
atracción no vaćıo si y solo si existen sucesiones de números reales (Am)m (con
Am > 0 ∀m ∈ N) y (Bm)m de manera que Gm(Amx + Bm) = G(x) ∀x ∈ R y
∀m ∈ N.
Demostración: ⇐ Si suponemos que Gm(Amx + Bm) = G(x) ∀x ∈ R y ∀m,
simplemente por la definición de pertenecer al dominio de atracción de la función
de distribución G se cumple que G ∈ D(G), por lo que D(G) 6= ∅.
⇒ Ahora, supongamos que D(G) 6= ∅. Entonces, de nuevo por la definición de per-
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tenecer al dominio de atracción de la función de distribución G, podemos afirmar
que existe una función de distribución F y sucesiones (an)n (con an > 0 ∀n ∈ N) y
(bn)n de forma que:

ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = G(x), ∀x ∈ R.

A continuación, consideremos m un entero positivo fijo. Se tiene:

ĺımn→∞[F (anmx+ bnm)]nm = G(x), ∀x ∈ R.

lo que es equivalente a:

ĺımn→∞[F (anmx+ bnm)]n = [G(x)]1/m, ∀x ∈ R.

y como [G(x)]1/m también es una función de distribución no degenerada, podemos
aplicar el Teorema 2.2.1 con αn = anm y βn = bnm. Aśı, podemos concluir que existen
constantes Am (con Am > 0) y Bm tales que:

G(x)1/m = G(Amx+Bm)⇒ G(x) = [G(Amx+Bm)]m

probando aśı el lema.
Además, también por el Teorema 2.2.1, sabemos que ∀m = 1, 2, 3...:

Am = ĺımn→∞
anm
an

y Bm = ĺımn→∞
bnm−bn
an

2.3. Distribuciones de Valores Extremos

En esta sección vamos a ver que todas las distribuciones no-degeneradas de los
valores extremos ĺımite son de la misma clase, la llamada clase de distribuciones
de los valores extremos, y que dependen de un solo parámetro. El teorema central
de esta sección, en el que se demuestra esto, es debido a Ronald Fisher, Leonard
Tippett en sus formas iniciales y a Boris Gnedenko en su forma más generalizada.
La parametrización que vamos a ver aqúı es debida a Richard von Mises. Primero
vamos a ver dos lemas y un teorema auxiliares.

Lema 2.3.1 Sean (an)n (con an > 0 ∀n) y (bn)n y F y G dos funciones de dis-
tribución. Dado un x fijo que cumpla 0 < G(x) < 1, se cumple que:

ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = G(x) ⇔ ĺımn→∞ n[1− F (anx+ bn)] = − log(G(x)).

Demostración: Ambas partes de la doble implicación implican que
F (anx + bn) < 1 para valores de n grandes, pues en caso contrario se contradice la
hipótesis de que 0 < G(x) < 1. Además, también se deduce que ĺımn→∞ F (anx +
bn) = 1. Ahora, tenemos:

ĺımn→∞
− log(G(x))

n[1−F (anx+bn)]
= ĺımn→∞

− log([F (anx+bn)]n)
n[1−F (anx+bn)]

= ĺımn→∞
−n log(F (anx+bn))
n[1−F (anx+bn)]

=

ĺımn→∞
− log(1−[1−F (anx+bn)])

[1−F (anx+bn)]
= ĺımn→∞

− log(1−ψn(x))
ψn(x)

= 1

, pues ψn(x)→ 0. Se obtiene, aśı, la equivalencia buscada.

Sabemos que toda función de distribución no-degenerada es continua por la de-
recha, por lo que, por el apartado (i) del Lema 2.2.1, la inversa va a ser una función
continua por la izquierda. Vamos a ver una propiedad de las inversas de las funciones
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inversas continuas por la izquierda.

Lema 2.3.2 Sean (fn)n una sucesión de funciones crecientes y g otra función cre-
ciente. Dado (a, b) un intervalo abierto, supongamos que para todo x ∈ (a, b) en el
que g es continua se cumple que:

ĺımn→∞ fn(x) = g(x)

Sean f−1
n y g−1 las funciones inversas continuas por la izquierda de fn ∀n y g res-

pectivamente. Entonces, para todo y ∈ (g(a), g(b)) en el cual g−1 es continua, se
cumple que:

ĺımn→∞ f
−1
n (y) = g−1(y)

Demostración: Sea y un punto en el que g−1 es continua. Dado un ε > 0 fijo,
vamos a probar que existe un n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces:

|f−1
n (y)− g(y)| ≤ ε, o equivalentemente, f−1

n (y)− ε ≤ g−1(y) ≤ f−1
n (y) + ε

Vamos a probar que g−1(y) ≤ f−1
n (y) + ε, siendo la prueba de la otra desigualdad

similar.
Sea ε1 con 0 < ε1 < ε de forma que g es continua en el punto g−1(y) − ε1, que

existe porque el conjunto de puntos en los que g es continua es un conjunto denso.
Como g−1 es continua en y, al ser g creciente, g−1(y) va a ser un punto de incremento
de g y en consecuencia, se tiene g(g−1(y)− ε1) < y. Ahora, tomamaos un δ de forma
que 0 < δ < y − g(g−1(y) − ε1). Como g es continua en g−1(y) − ε1, existe n0 de
forma que ∀n ≥ n0:

fn(g−1(y)− ε1)− g(g−1(y)− ε1) < δ

lo que implica que:

fn(g−1(y)− ε1) < g(g−1(y)− ε1) + δ < y

Ahora, por el apartado (iii) del Lema 2.2.1 y por la definición de f−1
n , se tiene:

g−1(y)− ε1 ≤ f−1
n (fn(g−1(y)− ε1)) ≤ f−1

n (y)

como queriamos probar.

Del Lema 2.3.1 se deduce también la siguiente expresión:

ĺımn→∞
1

n[1−F (anx+bn)]
= 1
− log(G(x))

Vamos a aplicarle el lema anterior a esta expresión. Para ello, definimos la función
U como la función inversa continua por la izquierda de la función V (x) = 1

1−F (x)
, es

decir, U(x) = V −1(x). Entonces:

1
n[1−F (anx+bn)]

= 1
n
V (anx+ bn) = y ⇒ x = U(ny)−bn

an

1
− log(G(x))

= y ⇒ D(y) := G−1(e−
1
y )

Aplicando el lema anterior a estas dos expresiones, se tiene:

ĺımn→∞
U(ny)−bn

an
= G−1(e−

1
y ) = D(y)

siendo R+ el dominio de D. Finalmente, el siguiente teorema nos va a hacer más
flexible esta expresión.
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Teorema 2.3.1 Sean (an)n con (an > 0 ∀n) y (bn) sucesiones de números reales y
G una función de distribución no-degenerada. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(i) ĺımn→∞[F (anx+ bn)]n = G(x) para todo x en el que G es continua.

(ii) ĺımt→∞ t[1−F (a(t)x+b(t))] = − log(G(x)) para todo x en el que G es continua
con 0 < G(x) < 1, donde a(t) = a[t] y b(t) = b[t] (con [t] la parte entera de t).

(iii) ĺımt→∞
U(tx)−b(t)

a(t)
= D(x) para todo x > 0 en el que D(x) = G−1(e−

1
x ) sea

continua, con a(t) = a[t] y b(t) = b[t].

Demostración: La equivalencia de (ii) y (iii) se obtiene aplicando el Lema 2.3.2.
También hemos visto la equivalencia de (i) con la expresión:

ĺımn→∞
U(nx)−bn

an
= G−1(e−

1
x ) = D(x)

por lo que, si demostramos que esta última implica (iii), hemos terminado. Para ello,
sea x un punto en el que D es continua. Dado t ≥ 1:

U([t]x)−b[t]
a[t]

≤ U(tx)−b[t]
a[t]

≤
U([t]x(1+ 1

[t]
))−b[t]

a[t]
=

U(([t]+1)x)−b[t]
a[t]

La expresión de la derecha es más pequeña, eventualmente, que D(x′) para algún
punto x′ > x en el que D es continua, tal que D(x′) > D(x). Y finalmente, como D
es continua en x, se obtiene:

ĺımt→∞
U(tx)−b[t]

a[t]
= D(x)

como queriamos probar.

Ahora estamos en las condiciones de probar el teorema principal de esta sec-
ción, que nos va a ayudar a clasificar las funciones de distribuciones no-degeneradas
asintóticas que pueden tener los valores extremos.

Teorema 2.3.2 (Fisher, Tippet, Gnedenko) La clase de distribuciones no-dege-
neradas del valor extremo máximo viene dada por Gγ(ax + b) para a > 0 y b
constantes reales, donde:

Gγ(x) = exp(−(1 + γx)−
1
γ ) para 1 + γx > 0

γ es un número real y el caso γ = 0 es interpretado como G0(x) = exp(−e−x).
Demostración: Sea D la clase de las funciones ĺımite de ĺımt→∞

U(tx)−b(t)
a(t)

=: D(x).
Para la demostración, vamos a suponer primero que D es continua en el punto 1.
Para todo punto x > 0 en el que tengamos continuidad, definimos:

E(x) := D(x)−D(1) = ĺımt→∞
U(tx)−U(t)

a(t)

que observamos que mantiene la continuidad por la izquierda de D. También consi-
deramos un punto y > 0 y escribimos:

U(txy)−U(t)
a(t)

= U(txy)−U(ty)
a(ty)

a(ty)
a(t)

+ U(ty)−U(t)
a(t)

Vamos a probar que los ĺımites ĺımt→∞
U(ty)−U(t)

a(t)
y ĺımt→∞

a(ty)
a(t)

existen. Para ello,
supongamos que no existen. Sean A1, A2, B1 y B2 con A1 6= A2 o B1 6= B2, con
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Bi puntos ĺımite de U(ty)−U(t)
a(t)

y Ai puntos ĺımite de a(ty)
a(t)

, i = 1, 2 cuando t → ∞.

Entonces, por la definición de E(x), tenemos:

E(xy)=ĺımt→∞
U(txy)−U(t)

a(t)
=ĺımt→∞(U(txy)−U(ty)

a(ty)
a(ty)
a(t)

+ U(ty)−U(t)
a(t)

)=E(x)Ai+Bi

con i = 1, 2 para todo punto x en el que E(·) y E(·y) con continuas. Ahora, para
un punto cualquiera x, consideramos una sucesión creciente de puntos (xn)n en los
que E(·) y E(·y) son continuas de forma que ĺımn→∞ xn = x. Como E es continua
por la izquierda, se va a cumplir que:

ĺımn→∞E(xny) = E(xy) y ĺımn→∞E(xn) = E(x)

por lo que, como el conjunto de puntos en los que E es continua es denso en su
dominio, se va a cumplir que para todo x e y positivos, se tiene E(xy) = E(x)Ai+Bi.
Ahora, hacemos la diferencia entre las dos expresiones que se obtienen para i = 1 o
i = 2, y obtenemos:

0 = E(x)(A1 − A2) + (B1 −B2)⇒ B2 −B1 = E(x)(A1 − A2) ∀x > 0

Pero esto implicaŕıa que E(x) = B2−B1

A1−A2
≡ Cte, lo que a su vez haŕıa que D(x)

fuese constante y, en f́ın, implicaŕıa que la función G(x) := ĺımn→∞[F (anx + bn)]n

es una función constante, y por tanto, degenerada, lo que es una contradicción a
las hipótesis iniciales. Por lo tanto, se debe tener A1 = A2 y también B1 = B2. En
conclusión,

ĺımt→∞
U(ty)−U(t)

a(t)
= E(y) y ĺımt→∞

a(ty)
a(t)

=: A(y)

para todo y > 0, y por tanto, para todo x > 0 e y > 0 se cumple que:

E(xy) = E(x)A(y) + E(y)

Ahora consideramos s := log(x) y t := log(y) (x, y 6= 1) y definimosH(x):=E(ex).
Entonces, a partir de la expresión anterior, se tiene:

H(t+ s) = H(s)A(et) +H(t)

Además, como H(0) = E(e0) = E(1) = D(1)−D(1) = 0, se tiene:
H(t+s)−H(t)

s
= H(s)−H(0)

s
A(et)

H es monótona, por lo que va a existir al menos un punto t0 en el que sea diferen-
ciable. Aśı, en ese punto t0 se tiene:

H ′(t0) = ĺıms→0
H(t0+s)−H(t0)

s
= ĺıms→0

H(s)−H(0)
s

A(et0) = k

por lo que vemos que el que sea diferenciable no depende del punto t en el que nos
encontramos, lo que nos permite afirmar que H es diferenciable en todo su dominio.
Aśı, tenemos:

ĺıms→0
H(t+s)−H(t)

s
= ĺıms→0

H(s)−H(0)
s

A(et) ⇒ H ′(t) = H ′(0)A(et)

Definimos ahora Q(t) := H(t)
H′(0)

, que está bien definida porque H ′(0) 6= 0, ya

que en caso contrario se tendŕıa H ′(t) = 0 ∀t, lo que a su vez haŕıa que H fuese
constante y llegariamos de nuevo a la conclusión contradictoria de que la función de
distribución ĺımite G debe ser degenerada. Observamos que Q(0) = 0, que Q′(0) = 1
y que Q(t+s)−Q(t) = Q(s)A(et). Por otra parte, de H ′(t) = H ′(0)A(et) obtenemos

que A(et) = H′(t)
H′(0)

= Q′(t), por lo que Q(t+s)−Q(t) = Q(s)Q′(t). Ahora si hacemos
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la diferencia entre las dos expresiones que se obtienen al intercambiar las variables
s y t en la expresión anterior, obtenemos:

Q(t)Q
′(s)−1
s

= Q(s)
s

(Q′(t)− 1) ⇒ Q(t)Q
′(s)−Q′(0)

s
= Q(s)

s
(Q′(t)− 1)

donde, al hacer s→ 0, se obtiene:

Q(t)Q′′(0) = Q′(t)− 1

De aqúı vemos que Q es dos veces diferenciable, por lo que derivando en ambos lados
de la expresión, se obtiene:

Q′(t)Q′′(0) = Q′′(t)

En consecuencia:

Q′′(0) = Q′′(t)
Q′(t)

= [log(Q′(t))]′ =: γ ∈ R ∀t

Resolviendo la ecuación diferencial (teniendo en cuenta que Q′(0) = 1, se obtiene
que Q′(t) = eγt y como Q(0) = 0, tenemos:

Q(t) =
∫ t

0
eγsds

Ahora de Q(t)Q′′(0) = Q′(t)− 1, Q(t) = H(t)
H′(0)

y E(x) := D(x)−D(1) obtenemos:

D(t) = D(1) +H ′(0) e
γt−1
γ

Como t = log(y), despejando y en la expresión anterior, se obtiene la expresión de
la función inversa continua por la derecha D−1 de D como:

D−1(x) = (1 + γ x−D(1)
H′(0)

)
1
γ

Anteriormente hemos llegado también a que D(y) = G−1(e−
1
x ), de donde:

D−1(x) = 1
− log(G(x))

Uniendo ambas expresiones y haciendo el cambio de variable z = x−D(1)
H′(0)

, obtenemos
la función de distribución buscada:

Gγ(z) = exp(−(1 + γz)−
1
γ )

como queriamos probar.
Si D no es continua en el punto 1, es suficiente con repetir la misma demos-

tración para un punto x0 en el que sea continua sustituiendo la función U(t) con
U(tx0).

Es análogo reformular el teorema para obtener la clase de distribuciones no-

degeneradas para el valor extremo mı́nimo: Lγ(x) = 1 − exp(−(1 − γx)−
1
γ ) o en el

caso γ = 0, L0(x) = 1− exp(−ex).

La importancia del teorema reside en que demuestra que las funciones de distri-
bución ĺımite de los valores extremos forman una familia de funciones que depende
de un solo parámetro, exceptuando los valores D(1) =: λ y H ′(0) =: δ, que pueden
ser interpretados como parámetro de posición y parámetro de escala, respectivamen-
te. Podemos separar la clase en tres distintas subclases, siendo estas las tres únicas
distribuciones asintóticas que puede tener un estad́ıstico ordenado máximo:
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γ > 0 : En este caso se tiene Gγ(x) < 1 ∀x y se cumple que Gγ(x) = 0 para

x ≤ −1
γ

. Una distribución destacable se obtiene considerando el cambio de

variable z = x−1
γ

:

Φα(z) :=

{
0 si z ≤ 0
exp(−z−α) si z > 0

donde α = 1
γ
. Recibe el nombre de clase de funciones de distribución de

Fréchet (maximal) en honor al matemático francés Maurice Fréchet.

γ < 0 : En este caso se cumple que Gγ(x) = 1 para todo x ≥ −1
γ

. Una distribu-
ción destacable, en este caso, se obtiene haciendo ahora el cambio de variable
z = −1+x

γ
:

Ψα(z) :=

{
exp(−(−z)α) si z < 0
1 si z ≥ 0

donde α = − 1
γ
. Recibe el nombre de clase de funciones de distribución de

Weibull (maximal) en honor al matemático sueco Waloddi Weibull.

γ = 0 : Por la definición hemos visto que en este caso se tiene:

G0(x) = exp(−e−x)
Esta distribución recibe el nombre de distribución de Gumbel (maximal)
en honor al matemático alemán Emil Gumbel.

Estas mismas distribuciones, para el caso del estad́ıstico ordenado mı́nimo, tienen
la siguiente forma:

γ > 0 :

Φα(z) :=

{
1− exp(−(−z)−α) si z < 0
1 si z ≥ 0

donde α = 1
γ
. Recibe el nombre de clase de funciones de distribución de

Fréchet (minimal).

γ < 0 :

Ψα(z) :=

{
0 si z ≤ 0
1− exp(−zα) si z > 0

donde α = − 1
γ
. Recibe el nombre de clase de funciones de distribución de

Weibull (minimal).

γ = 0 :

L0(x) = 1− exp(−e−x)
Esta distribución recibe el nombre de distribución de Gumbel (minimal).

26



Ahora estamos en las condiciones de reformular el Teorema 2.3.1:
Teorema 2.3.3 Para un γ ∈ R las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Existen sucesiones (an)n (con an > 0 ∀n) y (bn)n de forma que:

limn→∞[F (anx+ bn)]n=Gγ(x)=exp(−(1 + γx)−
1
γ ) ∀x con 1 + γx > 0

(ii) Existe una función positiva a de forma que para todo x > 0:

limt→∞
U(tx)−U(t)

a(t)
= Dγ(x) = xγ−1

γ
(si γ = 0, D0(x) = log(x))

(iii) Existe una función positiva a de forma que:

limt→∞t(1− F (a(t)x+ U(t))) = (1 + γx)−
1
γ

2.4. Clasificación en dominios de atracción

En esta sección vamos a ver criterios para que cierta función de distribución
pertenezca al dominio de atracción de Gγ. Esto significa que si la función de distribu-
ción de ciertas variables aleatorias i.i.d. es F y F ∈ D(Gγ), la función de distribución
asintótica de los estad́ısticos extremos de dichas variables aleatorias será Gγ. En pri-
mer lugar, vamos a ver una condición suficiente, la llamada condición de von Mises.

Definición 2.4.1 Se llama extremo derecho de una función de distribución F
al punto x∗ = sup{x : F (x) < 1}.

Teorema 2.4.1 (Condición de von Mises): Sea F una función de distribución
y sea x∗ su extremo derecho. Supongamos que F ′′(x) existe y que F ′(x) es positiva
para todo x perteneciente a un entorno (por la izquierda) de x∗. Si se cumple:

ĺımt→x∗−(1−F (t)
F ′(t)

)′ = γ, equivalente a ĺımt→x∗−
(1−F (t))F ′′(t)

[F ′′(t)]2
= −γ − 1

entonces F ∈ D(Gγ).
Demostración: Para la prueba de este teorema, al igual que en la sección anterior,
nos será más útil utilizar la función U , que recordamos que era la inversa de 1

1−F .

Ahora, si derivamos en la expresión t = 1
1−F (U(t))

, obtenemos:

1 = F ′(U(t))U ′(t)
[1−F (U(t))]2

⇒ U ′(t) = [1−F (U(t))]2

F ′(U(t))

Derivando de nuevo en esta expresión, se obtiene:

U ′′(t) = U ′(t)[−2(1− F (U(t)))− F ′′(U(t))[1−F (U(t))]2

[F ′(U(t))]2
]⇒

y utilizando que 1
t

= 1− F (U(t)):

tU ′′(t)
U ′(t)

= −2− F ′′(U(t))[1−F (U(t))]
[F ′(U(t))]2

Por otra parte, por los Teoremas 2.3.1 y 2.3.3, sabemos que lo que queremos
probar es equivalente a probar que si ĺımt→∞

tU ′′(t)
U ′(t)

= −2 + γ + 1 = γ − 1, entonces

ĺımt→∞
U(tx)−U(t)

a(t)
= xγ−1

γ
.
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Dado un 1 < x0 < x,
∫ x
x0

U ′′(s)
U ′(s)

ds = log(U ′(x)) − log(U ′(x0)) = log( U ′(x)
U ′(x0)

), por
lo que dado x > 0 y tx > 1, se tiene:

log(U
′(tx)
U ′(t)

) =
∫ x

1
A(ts)
s
ds donde A(t) := tU ′′(t)

U ′(t)
→ γ − 1 si t→∞

De aqúı se obtiene, para 0 < a < b <∞:

ĺımt→∞ supa≤x≤b | log(U
′(tx)
U ′(t)

)− log(xγ−1)| = 0

Y como en un entorno compacto se cumple que |es − et| ≤ c|s − t| para cierta
constante c, tenemos:

ĺımt→∞ supa≤x≤b |
U ′(tx)
U ′(t)

− xγ−1| ≤
≤ c ĺımt→∞ supa≤x≤b | log(U

′(tx)
U ′(t)

)− log(xγ−1)| = 0

En consecuencia, por el teorema de la convergencia dominada, obtenemos:

ĺımt→∞
∫ x

1
(U
′(ts)
U ′(t)

− sγ−1)ds = ĺımt→∞[U(tx)−U(t)
tU ′(t)

− xγ−1
γ

] = 0

Lo que, como hemos dicho, nos permite afirmar que F ∈ D(Gγ).

De manera equivalente, para la función U , la condición de von Mises es:
Corolario 2.4.1 Sea F una función de distribución, sea x∗ su extremo derecho y
sea U la función inversa de la función 1

1−F . Supongamos que F ′′(x) existe y que
F ′(x) es positiva para todo x perteneciente a un entorno (por la izquierda) de x∗.
Si se cumple:

ĺımt→∞
tU ′′(t)
U ′(t)

= γ − 1

entonces F ∈ D(Gγ).

Es posible encontrar condiciones más sencillas en el caso en el que γ 6= 0.
En primer lugar, supongamos que γ > 0.

Teorema 2.4.2 Dada una función de distribución F , supongamos que x∗ = ∞
y que existe F ′. Si limt→∞

tF ′(t)
1−F (t)

= 1
γ
, entonces F ∈ D(Gγ).

Demostración: Al igual que en la demostración del teorema anterior, a partir de
t = 1

1−F (U(t))
, derivando obtenemos U ′(t) = 1−F (U(t))

tF ′(U(t))
, de donde:

ĺımt→∞
tU ′(t)
U(t)

= ĺımt→∞
1−F (U(t))
U(t)F ′(U(t))

= γ

Por otra parte, se tiene:

log(U(tx)))− log(U(t)) = log(U(tx)
U(t)

) =
∫ x

1
tsU ′(ts)
U(ts)

ds
s

de donde, procediendo como en la demostración del Teorema 2.4.1, ∀x > 0, se
obtiene:

ĺımt→∞
U(tx)
U(t)

= xγ ⇒ ĺımt→∞
U(tx)−U(t)

γU(t)
= xγ−1

γ

lo que, finalmente, por el Teorema 2.3.3 significa que F ∈ D(Gγ), como queriamos
probar.

Corolario 2.4.2 Dada una función de distribución F , supongamos que x∗ = ∞
y que existe F ′. Si ĺımt→∞

tU ′(t)
U(t)

= γ, entonces F ∈ D(Gγ).
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Supongamos finalmente que γ < 0.

Teorema 2.4.3 Dada una función de distribución F , supongamos que x∗ < ∞
y que existe F ′ para x < x∗. Si ĺımt→x∗−

(x∗−t)F ′(t)
1−F (t)

= − 1
γ
, entonces F ∈ D(Gγ).

Demostración: Al igual que antes, a partir de t = 1
1−F (U(t))

, derivando obtenemos

tU ′(t) = 1−F (U(t))
F ′(U(t))

, de donde:

ĺımt→∞
tU ′(t)

U(∞)−U(t)
= ĺımt→∞

1−F (U(t))
(x∗−U(t))F ′(U(t))

= −γ
Por otra parte, se tiene:

log[U(∞)− U(tx)]− log[U(∞)− U(t)] = log(U(∞)−U(tx)
U(∞)−U(t)

) = −
∫ x

1
tsU ′(ts)

U(∞)−U(ts)
ds
s

de donde, procediendo como en la demostración del Teorema 2.4.1, ∀x > 0, se
obtiene:

ĺımt→∞
U(∞)−U(tx)
U(∞)−U(t)

= xγ ⇒ ĺımt→∞
U(tx)−U(t)
−γ[U(∞)−U(t)]

= xγ−1
γ

lo que, finalmente, por el Teorema 2.3.3 significa que F ∈ D(Gγ), como queriamos
probar.

Corolario 2.4.3 Dada una función de distribución F , supongamos que x∗ < ∞
y que existe F ′ para x < x∗. Si ĺımt→∞

tU ′(t)
U(∞)−U(t)

= −γ, entonces F ∈ D(Gγ).

Finalmente, para acabar el caṕıtulo, veamos el enunciado de un teorema que
nos da una condición necesaria y suficiente para que una función de distribución
no-degenerada se encuentre en el dominio de atracción de Gγ y un corolario que nos
dice que cualquier función de distribución que se encuentra en el dominio de atrac-
ción de Gγ va a tener como distribución ĺımite la función de distribución de Fréchet,
la de Weibull o la de Gumbel. Las respectivas demostraciones de este teorema y este
corolario precisan de la introducción y la demostración de conceptos que exceden
el objetivo de este trabajo, por lo que solamente se van a ver enunciados. Para un
desarrollo completo de sus demostraciones junto a los conceptos necesarios, véase
[11].

Teorema 2.4.4 Dada una función de distribución F , se va a cumplir que
F ∈ D(Gγ) si y solo si:

(i) Para γ > 0, x∗ =∞ y ĺımt→∞
1−F (tx)
1−F (t)

= x−
1
γ ∀x > 0.

(ii) Para γ < 0, x∗ <∞ y ĺımt→0+
1−F (x∗−tx)
1−F (x∗−t) = x−

1
γ ∀x > 0.

(iii) Para γ = 0, x∗ es finito o infinito y ĺımt→x∗
1−F (t+xf(t))

1−F (t)
= e−x ∀x ∈ R, donde f

es una función positiva adecuada. Además, si dicha función f existe, se cumple∫ x∗
1

[1−F (s)]ds <∞ para t < x∗, y el ĺımite también converge al mismo valor

e−x para la función f(t) :=
∫ x∗
1 [1−F (s)]ds

1−F (t)
.
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Corolario 2.4.4 Si F ∈ D(Gγ), se tiene:

(i) Para γ > 0, ĺımn→∞[F (anx)]n = exp(−x−
1
γ ) ∀x > 0, donde an:=U(n).

(ii) Para γ < 0, ĺımn→∞[F (anx+ x∗)]n = exp(−(−x)−
1
γ ) ∀x < 0, donde

an := x ∗ −U(n).

(iii) Para γ = 0, ĺımn→∞[F (anx + bn)]n = exp(e−x) ∀x ∈ R, donde an:=f(U(n)),
bn = U(n) y f es una función creciente como en el enunciado del teorema
anterior.
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3.
Estimación de parámetros

3.1. Introducción

En este caṕıtulo se van a presentar unos métodos de estimación aplicados a la
estimación de los parámetros de la función de distribución asintótica de los valores
extremos (véase [3]).

Recordamos del caṕıtulo anterior que la función de distribución de los valores
extremos (para el caso máximo) viene dada por

Gγ(x) = exp(−(1 + γx)−
1
γ )

o, teniendo también en cuenta los parámetros de posición y escala:

Gγ(x) = exp(−(1 + γ x−λ
δ

)−
1
γ ) o

G0(x) = exp(− exp(λ−x
δ

)) si γ = 0

Aśı, su función de densidad se obtiene derivando Gγ(x) (o G0(x)) respecto de x:

gγ(x) = exp(−(1 + γ x−λ
δ

)−
1
γ )(1 + γ x−λ

δ
)−

γ+1
γ 1

δ

g0(x) = exp(− exp(λ−x
δ

)) exp(λ−x
δ

)1
δ

Sus dominios son x ≥ λ + δ
γ

si γ < 0 o x ≤ λ + δ
γ

si γ > 0 y −∞ < x < ∞
respectivamente.

Al igual que ha pasado en el caṕıtulo anterior, las estimaciones se van a hacer
para el caso del valor extremo máximo. Se utiliza el siguiente teorema para poder
reformular los resultados para estimaciones del valor extremo mı́nimo:

Teorema 3.1.1 Si una variable aleatoria X tiene función de distribución Gγ(x)
con parámetros λ y δ, entonces la variable aleatoria Y = −X tiene función de dis-
tribución Lγ(x) con parámetros −λ y δ, y viceversa.
Demostración: Si Y = −X, se tiene:
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (−X ≤ y) = P (X ≥ −y) = 1−P (X < −y) = 1−Gγ(−y) =

1− exp(−(1 + γ (−y)−λ
δ

)−
1
γ ) = 1− exp(−(1− γ y−(−λ)

δ
)−

1
γ )=Lγ(y).

Observamos que ahora el parámetro de posición tiene signo negativo. La prueba
para el caso inverso es similar.

Los pasos que se siguen para la estimación de parámetros en el caso del mı́nimo
son:

1. Se cambia el signo de los valores de la información: xi → −xi para
i = 1, 2, ..., n.

2. Se hace la estimación de los parámetros δ̂, λ̂ y γ̂ para el máximo.

3. Ahora δ = δ̂, λ = −λ̂ y γ = γ̂ son los parámetros estimados para el mı́nimo.
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3.2. Estimación de máxima verosimilitud (EMV)

Vamos a diferenciar los casos γ 6= 0 y γ = 0. Si x = (x1, x2, ..., xn), en el caso
γ 6= 0, la función logaŕıtmica de verosimilitud viene dada, para θ = {λ, δ, γ}, por:

log(L(θ;x)) =
∑n

i=1 log[exp(−(1 + γ xi−λ
δ

)−
1
γ )(1 + γ xi−λ

δ
)−

γ+1
γ 1

δ
] =

= −
∑n

i=1 log[exp(1 + γ xi−λ
δ

)−
1
γ )]−

∑n
i=1 log(1 + γ xi−λ

δ
)−

γ+1
γ )−

∑n
i=1 log[δ] =

= −
∑n

i=1 exp[− 1
γ

log(1 + γ xi−λ
δ

)]− (1 + γ)
∑n

i=1 log[1 + γ xi−λ
δ

)]− n log(δ) =

= −n log(δ)− (1 + γ)
∑n

i=1 zi −
∑n

i=1 exp(−zi) donde zi = 1
γ

log[1 + γ xi−λ
δ

]

De manera similar, para θ = {λ, δ} y γ = 0, se tiene:

log(L(θ;x)) = −n log(δ)−
∑n

i=1 exp[−(xi−λ
δ

)]−
∑n

i=1(xi−λ
δ

)

El problema ahora es maximizar estas funciones. Lo más rápido es utilizar méto-
dos numéricos y paquetes de optimización. Vamos a ver a continuación un método
numérico iterativo. De nuevo vamos a separar los casos γ 6= 0 y γ = 0.

Caso γ 6= 0
Se considera la fórmula iterativa:

θj+1 = θj + I−1
θ ∇θl para j = 0, 1, ...

El método es obtenido de aplicar el método de Newton descrito en el caṕıtulo 1 a
la función gradiente de la función logaŕıtmica de verosimilitud y sustituir la matriz
de las derivadas parciales de esta (hessiana de la función logaŕıtmica) por la matriz
de información de Fisher.
Tanto I−1

θ como ∇θl están evaluados en θj. Aqúı l es el vector que en cada entrada
tiene la función logaŕıtmica de verosimilitud con un parámetro como variable y
los otros dos como constante; ∇θl es su gradiente e Iθ es la llamada matriz de
información de Fisher, dada en este caso por:

Iθ=

m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33


donde:

m11 = E( ∂
2l

∂λ2
) = n

δ2
p

m22 = E( ∂
2l

∂δ2
) = n

δ2γ2
(1− 2Γ(2 + γ) + p)

m33 = E( ∂
2l

∂γ2
) = n

γ2
(π

2

6
+ (1− γ̂ + 1

γ
)2 − 2q

γ
+ p

γ2
)

m12 = m21 = E( ∂2l
∂λ∂δ

) = − n
δ2γ

(p− Γ(2 + γ))

m13 = m31 = E( ∂2l
∂λ∂γ

) = n
δγ

(q − p
γ
)

m23 = m32 = E( ∂2l
∂δ∂γ

) = n
δγ2

(1− γ̂ + 1−Γ(2+γ)
γ

− q + p
γ
)

Γ es la función Gamma con Γ(u) =
∫∞

0
yu−1e−ydy; γ̂ es la constante de Euler-

Mascheroni con valor γ̂ = limn→∞(−ln(n)+
∑n

k=1
1
k
) =

∫∞
0

( 1
[x]
− 1
x
)dx = 0.57721566...;
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p = (1 + γ)2Γ(1 + 2γ); ψ(u) = dlog(Γ(u))
du

y q = Γ(2 + γ)[ψ(1 + γ) + 1+γ
γ

].
Observamos que para obtener una estimación de los parámetros utilizando este

método es necesario tener un θ0 = {λ0, δ0, γ0}, es decir, unas estimaciones iniciales.
Una manera para proceder es utilizar alguno de los métodos que se van a ver en las
siguientes secciones.

Por otra parte, para los intervalos de confianza, se va a utilizar lo visto
en el caṕıtulo 1. Aśı, una vez maximizada la función de verosimilitud y obtenida
la EMV, a partir de la inversa de la matriz de información de Fischer Iθ, evaluada
en el punto (λ̂, δ̂, γ̂), obtenemos la matriz de covarianza estimada de (λ̂, δ̂, γ̂). Las
ráıces cuadradas de los elementos de la diagonal de esta matriz, (σ̂λ̂, σ̂δ̂, σ̂γ̂), son las

respectivas desviaciones estándar de los respectivos valores estimados (λ̂, δ̂, γ̂). Por
tanto, los (1− α)100 % intervalos de confianza de los parámetros son:

λ ∈ (λ̂± zα
2
σ̂λ̂)

δ ∈ (δ̂ ± zα
2
σ̂δ̂)

γ ∈ (γ̂ ± zα
2
σ̂γ̂)

Caso γ = 0
Es análogo al caso γ 6= 0, se utiliza la fórmula iterativa:

θj+1 = θj + I−1
θ ∇θl para j = 0, 1, ...

y sus términos significan lo mismo que antes, con la diferencia que ahora l es un
vector formado por solo dos entradas, lo que también cambia el tamaño de la matriz
de información de Fischer, que ahora es:

Iθ=

[
n
δ2

n(γ̂−1)
δ2

n(γ̂−1)
δ2

n(6−12γ̂+6γ̂2+n2)
6δ2

]

Procediendo de una manera similar al caso γ 6= 0, con la respectiva información
para θ = (λ, δ), se obtienen los intervalos de confianza:

λ ∈ (λ̂± zα
2
σ̂λ̂)

δ ∈ (δ̂ ± zα
2
σ̂δ̂)

3.3. Método elemental de percentiles (MEP)

En el caso de la estimación de parámetros para el valor extremo máximo el
método EMV puede presentar problemas como no poder encontrar un máximo local,
no mantener las propiedades asimptóticas, necesitar soluciones numéricas, etc. En
esta sección vamos a ver como aplicar el método elemental de percentiles y se va
a describir un algoritmo para resolver la ecuación de donde se obtiene la estimación.

Para este método vamos a necesitar la función cuantil correspondiente a la
función de distribución del valor extremo máximo (asimptótica). Para ello, se invierte
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la función Gγ(x) o G0(x), obteniendo:

xp = λ+ δ
γ
[−1 + (− log(p))−γ] o

xp = λ− δ log(− log(p))

respectivamente.

Se va a separar la descripción del método en sus dos fases y para la prime-
ra fase se va a diferenciar el caso γ 6= 0 del caso γ = 0, que al final de esta fase ya
tendrá una solución definitiva.

3.3.1. Fase 1: Las Estimaciones Iniciales

Caso γ 6= 0
En este caso θ = (λ, δ, γ), es decir, hay tres parámetros, por lo que cada conjunto

elemental está formado por tres estad́ısticos ordenados distintos. Sea I = (i, j, k) :
i < j < k ∈ {1, 2, ..., n} un conjunto de ı́ndices de tres estad́ısticos ordenados
distintos. Igualando el cuantil de la muestra con el cuantil teorético dado por la
función cuantil, se obtiene:

xi:n = λ+ δ
γ
[−1 + (− log(pi:n))−γ]

xj:n = λ+ δ
γ
[−1 + (− log(pj:n))−γ]

xk:n = λ+ δ
γ
[−1 + (− log(pk:n))−γ]

donde pr:n es un punto de posición gráfica que en este caso es considerado con el
valor pr:n = r−0.35

n
. Restándole el tercero al segundo y después al primero y tomando

la razón entre estas diferencias se obtiene la siguiente ecuación:

xj:n−xk:n
xi:n−xk:n

=
C−γj −C

−γ
k

C−γi −C
−γ
k

=
1−A−γjk
1−A−γik

donde Cr = − log(pr:n) y Arl = Cr
Cl

. Se ha obtenido aśı una ecuación donde la única
incógnita es γ. Resolviéndola se obtiene la estimación γ̂ijk, indicando que es una
estimación en función de los estad́ısticos i-ésimo, j-ésimo y k-ésimo. Sustituyendo
γ̂ijk en las ecuaciones obtenidas al igualar el cuantil teorético con el de la muestra y
resolviendo el sistema, se obtienen las estimaciones:

δ̂ijk =
γ̂ijk(xj:n−xi:n)

C
−γ̂ijk
j −C

−γ̂ijk
i

y

λ̂ijk = xi:n − δ̂ijk(C
−γ̂ijk
i −1)

γ̂ijk

Para mantener la coherencia de las predicciones, deben cumplir las condiciones im-
puestas por los dominios de las distintas funciones de distribución. Aśı, para γ̂ < 0

debe cumplirse xn:n ≤ λ̂− δ̂
γ̂

y para γ̂ > 0 debe cumplirse x1:n ≥ λ̂− δ̂
γ̂
.

Ahora veamos un algoritmo útil para resolver la ecuación que nos proporciona
una estimación inicial de γ̂. Llamamos Dijk :=

xj:n−xk:n
xi:n−xk:n

y consideramos la ecuación

Dijk =
1−A−γjk
1−A−γik

, que al resolverla para γ, obtenemos una estimación γ̂ijk. Para ello:
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1. Si Dijk <
log(Ajk)

log(Aik)
, se usa el método de bisección para obtener el 0 de la funcción:

h(γ) =
1−A−γjk
1−A−γik

−Dijk

en el intervalo (
log(Dijk)

log(Aji)
, 0).

2. En caso contrario, se usa el método de bisección para encontrar el 0 en el

intervalo (0,
log(1−Dijk)

log(Ajk)
).

Caso γ = 0
En este caso θ = (λ, δ), por lo que los conjuntos elementales solo están formados

por dos estad́ısticos ordenados distintos, es decir, I = (i, j) con i < j ∈ {1, 2, ..., n}.
De nuevo, igualando el cuantil de la muestra con el cuantil teorético dado por la
función cuantil, se obtiene:

xi:n = λ− δ log(− log(pi:n))
xj:n = λ− δ log(− log(pj:n))

En este caso es inmediato resolver el sistema y obtener las estimaciones:

δ̂ij =
xi:n−xj:n

log(Cj)−log(Ci)
y

λ̂ij = xi:n + δ̂ij log(Ci)

siendo Ck = − log(pk:n).

3.3.2. Fase 2: Estimaciones Finales

Las estimaciones obtenidas en el paso anterior solo están basadas en tres es-
tad́ısticos ordenados distintos. Ahora, para obtener unas estimaciones más robustas y
estad́ısticamente eficientes, vamos a usar otros estad́ısticos ordenados de la siguiente
manera. Se considera un número N de conjuntos elementales de 3 estad́ısticos orde-
nados, que puede ser un número prefijado, un número al azar o incluso pueden ser
todas las combinaciones distintas posibles. Para cada uno de estos conjuntos se da
una estimación como la de la fase anterior, obteniendo un conjunto {θ̂1, θ̂2, ..., θ̂n},
con θ̂i = {λ̂i, δ̂i, γ̂i}, de estimaciones elementales. Las que son incoherentes según
el criterio del dominio se descartan. Finalmente se utiliza alguna función, prefe-
riblemente robusta, para combinar estas estimaciones elementales y obtener una
estimacion final. Ejemplos de este tipo de funciones robustas son la mediana o la
media α-truncada. Aśı, pueden ser estimaciones finales de θ = {λ, δ, γ}:

γ̂MED = Mediana{γ̂1, γ̂2, ..., γ̂n}
δ̂MED = Mediana{δ̂1, δ̂2, ..., δ̂n}
λ̂MED = Mediana{λ̂1, λ̂2, ..., λ̂n}

o

γ̂MTα = MTα{γ̂1, γ̂2, ..., γ̂n}
δ̂MTα = MTα{δ̂1, δ̂2, ..., δ̂n}
λ̂MTα = MTα{λ̂1, λ̂2, ..., λ̂n}

Para evitar incoherencias se puede estimar λ− δ
γ

en vez de λ, es decir, estimar:

(λ̂− δ̂
γ̂
)MED = Mediana{(λ̂− δ̂

γ̂
)1,2,n, (λ̂− δ̂

γ̂
)1,3,n, ..., (λ̂− δ̂

γ̂
)1,n−1,n}
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y después obtener λ̂ de:

λ̂MED = (λ̂− δ̂
γ̂
)MED + δ̂MED

γ̂MED

De manera similar se hace lo mismo para la media α-truncada.

Se procede de manera análoga en el caso γ = 0.

3.4. Método de los mı́nimos cuadrados cuant́ılico (MCC)

Tal como su nombre indica, este método consiste en aplicar el método de los
mı́nimos cuadrados a los cuantiles. Aśı, se va a tratar de minimizar la suma de los
cuadrados de las diferencias entre los cuantiles teóricos y los observados. Se trata de
un problema de optimización, que en el caso γ 6= 0 es:

minλ,δ,γ
∑n

i=1[xi:n − λ− δ
γ
[−1 + (− log(pi:n))−γ]2

y para el caso γ = 0, se tiene:

minλ,δ,γ
∑n

i=1[xi:n − λ+ δ log(−log(pi:n))]2

Estos dos métodos, MEP y MCC, pueden ser utilizados para obtener una esti-
mación inicial para EMV.
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4.
Ejemplos prácticos

4.1. Introducción

En este último caṕıtulo se van a analizar dos casos prácticos. Se van a utilizar
dos métodos distintos para obtener las maximizaciones de la función logaŕıtmica
de máxima verosimilitud, y por tanto, las estimaciones para λ, δ y γ: un método
de optimización ya implementado en R en el paquete “evd” y el método iterativo
descrito en la sección 3.2 de este trabajo con una estimación inicial obtenida por
el método descrito en la sección 3.3. El código de estos métodos del segundo caso
está descrito en el anexo del final.

Mi opción ha sido escoger dos fenómenos locales cuya naturaleza es conocida:
las altas temperaturas en un verano en Murcia y el bajo caudal del ŕıo Segura en su
paso por la región de Murcia (por el municipio Abarán). El objetivo no es llegar a
alguna conclusión nueva respecto de estos dos fenómenos sino que, partiendo de unos
fenómenos conocidos, se pretende obtener una confirmación de que la modelización
de valores extremos es efectiva mediante las distribuciones y los métodos teóricos
presentados en los caṕıtulos anteriores.

Un concepto que es frecuentemente encontrado en las aplicaciones prácticas de
la modelización estad́ıstica es el siguiente:

Definición 4.1.1 Si F (x) es la función de distribución obtenida al modelizar el
estad́ıstico ordenado máximo en cierto peŕıodo de tiempo de una variable aleatoria
X, se denomina peŕıodo de retorno, notado con τx, del suceso {X > x} al valor
τx := 1

1−F (x)
, medido en la misma longitud de tiempo que el peŕıodo cubierto por

dicho máximo. El valor es el promedio de periodos en los que se mide el fenómeno
correspondiente, por ejemplo en años si lo que medimos es el máximo anual, que
tardaremos en observar un valor máximo de magnitud mayor que x. De manera
análoga, para el estad́ıstico ordenado mı́nimo, el peŕıodo de retorno del suceso
{X < x} es τx := 1

F (x)
.

La interpretación que se le puede dar a este concepto es que proporciona una
idea de como de raro puede ser considerado cierto suceso. Aśı, si suponemos que
cierto proyecto de ingenieŕıa falla si y solo si se cumple el suceso A, la vida media
de dicho proyecto es el peŕıodo de retorno de A. También se utiliza en el sentido de
que, a priori, un proyecto de ingenieŕıa suele ser condicionado por criterios de diseño
que dependen de peŕıodos de retorno, como por ejemplo pedir que una presa tenga
una vida útil de al menos 50 años.

4.2. Temperaturas máximas

Los primeros datos analizados han sido tomados de la Agencia Estatal de Me-
teoroloǵıa y representan la temperatura máxima en grados cent́ıgrados (oC) que se
ha dado en Murcia en cada d́ıa del verano de 2016, considerando verano el conjunto

37



de los meses Junio, Julio y Agosto. Dicho datos se encuentran en la Figura 1.

Figura 1: Máximas en oC, Verano 2016, Murcia

Un análisis inicial nos da la siguiente información:

Figura 2: Gráfico de cajas de las temperaturas

Esto nos permite hacernos una primera idea del comportamiento de estas tempera-
turas máximas.

Ahora veamos qué distribución de valor extremo máximo se le asocia mejor
a estos datos. Para ello, se va a tratar de estimar los tres parámetros de los que
depende dicha función de distribución. Utilizando en primer lugar el paquete de R
“evd”, con la función “fgev”, obtenemos los siguientes valores:

λ =32.68802
δ =2.30714
γ =-0.02814

Esto nos indica un valor del parámetro γ muy cercano a 0. Además, con la función
“confint” se obtienen los respectivos intervalos de confianza para un α =0.05, que
son:

λ ∈[32.11441, 33.26164]
δ ∈[1.86737, 2.74691]
γ ∈[-0.25996, 0.20367]
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lo que nos indica la posibilidad de que γ = 0. Y es que aplicando, por otra parte,
el método iterativo, en caso de no suponer que γ = 0, a partir de cierto paso la
matriz de información de Fisher pasará a tomar valores muy cercanos a 0, lo que
hará que su determinante sea prácticamente 0 y en consecuencia, se obtendrá un
error que indica que dicha matriz no tiene inversa. Utilizando, por tanto, el método
iterativo para la estimación de solo dos parámetros, con 500 conjuntos de ı́ndices
elementales distintos considerados a la hora de obtener una estimación inicial, se
obtiene la siguiente estimación para λ y δ:

λ =32.65688
δ =2.28858

Observamos que la diferencia es del órden de las centésimas, por lo que podemos
conf́ıar en que el método iterativo ha funcionado correctamente en este caso y que se
puede considerar γ = 0. Ahora, si finalmente se considera como estimación definitiva
para λ y δ la media de estas dos estimaciones:

λ =32.67245 y δ =2.29836

y γ = 0, podemos modelar la función de distribución de las temperaturas máximas
del verano de 2016 de Murcia según la función de distribución:

G0(x) = exp(−e−x−32.67245
2.29836 )

con dominio todo R y función de densidad de probabilidad:

g0(x) = 1
2.29836

exp(−e−x−32.67245
2.29836 )e−

x−32.67245
2.29836

también definida en todo R. Pueden ser vistas sus respectivas representaciones en
las figuras 3 y 4.

Esto nos permite sacar conclusiones que, por la experiencia, sabemos que se
corresponden con bastante precisión a la realidad: que la temperatura máxima más
probable en un d́ıa cualquiera del verano de 2016 en Murcia ha sido de 32.67oC, que
es muy poco probable (probabilidad de 0.0568) de que la temperatura máxima en
un d́ıa cualquiera del verano de 2016 en Murcia haya sido menor de 30oC o que es
casi imposible (probabilidad de 7.15× 10−12) que la temperatura máxima en un d́ıa
cualquiera del verano de 2016 en Murcia haya sido menor de 25oC.

Figura 3: Función de distribución G0(x)
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Figura 4: Función de densidad de probabilidad g0(x)

Aśı, el peŕıodo de retorno en este caso nos da información como que una tem-
peratura máxima de 30oC se dará, en media, una vez cada 1.0425 d́ıas o una tem-
peratura máxima de 40oC se dará, en media, una vez cada 24.7473 d́ıas.

Está claro que desde un punto de vista estad́ıstico las temperaturas máximas
recogidas en el verano de un solo año no es una información muy representativa para
un verano cualquiera, y por tanto, para tratar de predecir, por ejemplo, si hará o no
mucho calor el próximo verano, pero es un ejemplo que nos permite hacernos una
idea sobre la modelización de máximos y un buen punto de partida.

4.3. Caudales mı́nimos

En el segundo caso analizado los datos han sido tomados de la página web del
Ministerio de Agricultura y Pesca, Alimentación y Medio Ambiente y corresponden
al caudal medio (medido en m3/s) de cada mes entre los años 1994 y 2004 del ŕıo
Segura en su paso por el municipio murciano de Abarán. El número de datos no es
120, como cab́ıa esperar, sino que es de solo 96 porque falta información en algunos
meses. La información puede ser vista en la figura 5.

Figura 5: Caudales medios del ŕıo Segura entre 1994 y 2004

Procediendo como en el caso anterior, nos hacemos una idea inicial del comporta-
miento de los datos que tenemos mediante un primer análisis:
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Figura 6: Gráfico de cajas de los caudales

En este caso se van a obtener los estimadores respectivos a la función de distri-
bución del estad́ıstico ordenado mı́nimo. Para ello se van a seguir los pasos indicados
en la introducción del caṕıtulo 3: se cambia el signo de los datos que se quieren estu-
diar, se obtienen los estimadores del estad́ıstico ordenado máximo para estos datos
y se le cambia el signo a la estimación de λ.

Utilizando en primer lugar el paquete de R “evd”, con la función “fgev”, obte-
nemos los siguientes valores:

λ = −27.0318
δ = 10.4309
γ = −0.4708

También en este caso se obtiene un valor del parámetro γ muy cercano a 0. Además,
con la función “confint” se obtienen los respectivos intervalos de confianza para un
α = 0.05, que son:

λ ∈ [−29.2682,−24.7954]
δ ∈ [8.7755, 12.0864]
γ ∈ [−0.5739,−0.3676]

Aplicando el método iterativo se repite el fenómeno observado en el caso anterior:
en caso de no suponer que γ = 0, a partir de cierto paso la matriz de información de
Fisher pasará a tomar valores muy cercanos a 0, lo que hará que su determinante sea
prácticamente 0 y en consecuencia, se obtendrá un error que indica que dicha matriz
no tiene inversa. De nuevo, utilizando, el método iterativo para la estimación de solo
dos parámetros, con 500 conjuntos de ı́ndices elementales distintos considerados a
la hora de obtener una estimación inicial, se obtiene la siguiente estimación para λ
y δ:

λ = −29.5954
δ = 10.6840

En este caso para δ la diferencia no es tan grande, pero para λ el valor obtenido en
el segundo caso incluso sale del intervalo de confianza del obtenido con el método de
optimización. Pero además γ = 0 también se queda fuera del respectivo intervalo de
confianza, por lo que quizás esta no sea la mejor elección. Aśı, he decidido considerar
γ 6= 0 y considerar como estimación obtenida por el método iterativo la última
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estimación antes de obtener errores al calcular la inversa de la matriz de información
de Fisher, siendo los valores obtenidos:

λ = −28.5689
δ = 9.3192
γ = −0.4353

que esta vez śı que cumplen las condiciones de estar dentro de los intervalos de con-
fianza obtenidos antes. Ahora, si finalmente se considera como estimación definitiva
para λ, δ y γ la media de estas dos estimaciones:

λ = −27.8004, δ = 9.8751 y γ = −0.4531

Finalmente, como hemos dicho que pretendemos obtener la función de distribución
de estad́ıstico ordenado mı́nimo, las estimaciones definitivas son:

λ = 27.8004, δ = 9.8751 y γ = −0.4531

por lo que la función de distribución del caudal mı́nimo del ŕıo Segura en su paso
por Abarrán viene dada por:

L−0.4531(x) = 1− exp(−(1 + 0.4531x−27.8004
9.8751

)
1

0.4531 )

con dominio [λ+ δ
γ
,+∞] = [6.0059,+∞] y función de densidad de probabilidad:

l−0.4531(x) = 1
9.8751

(1 + 0.4531x−27.8004
9.8751

1−0.4531
0.4531 ) exp(−(1 + 0.4531x−27.8004

9.8751
)

1
0.4531 )

con el mismo dominio que L−0.4531. Sus representaciones pueden ser vistas en las
figuras 7 y 8 respectivamente.

Un concepto importante en hidroloǵıa es la abundancia cortical que, en gene-
ral, es el porcentaje medio de un elemento en la corteza terrestre y que en este
contexto mide la cantidad de agua que lleva un ŕıo en un punto concreto, también
conocido como módulo. El módulo relativo está dado por la fórmula Mr = M

S
,

donde M es el caudal medio dado en l/s en cierto peŕıodo de tiempo y S es la
superficie de la cuenca donde se ha medido el caudal, dada en km2. Se considera
que si el módulo relativo es inferior a 5 l/s/km2 hay escasez, si está entre 5 y 15
l/s/km2 son los valores medios y por encima de 15 l/s/km2 son valores elevados.

Figura 7: Función de distribución L−0.4531(x)

42



Figura 8: Función de densidad de probabilidad l−0.4531(x)

Aśı, sabiendo que la superficie del tramo del ŕıo de donde se han tomado estos da-
tos es de 14936 km2, dato obtenido también de la página web del Ministerio de
Agricultura y Pesca, Alimentación y Medio Ambiente, de la distribución obtenida
podemos extraer datos como que el caudal mı́nimo más probable en un año es de
22.59 m3/s o 22590 l/s, lo que nos da un caudal mı́nimo más probable de 1.5125
l/s/km2, que indica escasez de agua. También nos indica que es casi imposible que el
caudal mı́nimo tenga un valor medio, pues para ello se necesitaŕıa un caudal medio
mayor o igual a 74.68 m3/s, algo que ocurrirá con una probabilidad de 3.4× 10−6.

En este caso el peŕıodo de retorno nos dice cosas como que lo más normal es
tener escasez de agua en este recorrido del ŕıo Segura, pues el hecho de tener un
módulo relativo inferior a 5 es prácticamente algo que ocurrirá para el caudal medio
de cada mes, obteniendo un peŕıodo de retorno de 1.000003 o también nos dice que
se va a tener un módulo relativo inferior a 1, lo que puede ser considerado un déficit
extremo de agua, una vez cada 7.6763 meses.

En conclusión, podemos ver que la modelización obtenida nos indica temperatu-
ras máximas elevadas en un verano de Murcia o caudales mı́nimos mensuales muy
reducidos en un tramo del ŕıo Segura que transcurre por la Región de Murcia.
Son muy conocidos los fenómenos de calor y sequedad dados por las condiciones
climáticas de la Región de Murcia, por lo que se puede afirmar que la modelización
obtenida al aplicar las distribuciones asintóticas de los estad́ısticos ordenados nos
proporciona información veraz y correspondiente a la realidad.
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ANEXO

Se presenta a continuación el código que he utilizado en R para los métodos que
he programado. En primer lugar se tiene el código del método que está descrito en
la sección 3.3 y que se utiliza para obtener una estimación inicial. Aunque se difiere
el caso γ = 0 del caso γ 6= 0, en este método los dos casos se tratan en un mismo
programa:

#Esta func ion es u t i l i z a d a para comprobar que un t r i p l e t e
#generado no forma parte de l o s ya u t i l i z a d o s .

comprobarFila<−f unc t i on ( f i l a , matr iz ){
i f ( i s . matrix ( matr iz ) ){

n<−dim( matr iz ) [ 1 ] #n . de f i l a s
f o r ( i in c ( 1 : n ) ){

i f ( prod ( f i l a==matr iz [ i , ])==1){
r e turn (FALSE)

}
}
r e turn (TRUE)

} e l s e {
i f ( prod ( f i l a==matr iz )==1){

r e turn (FALSE)
}
r e turn (TRUE)

}
}

#Funciones a u x i l i a r e s
pr<−f unc t i on ( r , n){

r e turn ( ( r−0.35)/n)
}

cr<−f unc t i on ( r , n){
r e turn(− l og ( pr ( r , n ) ) )

}

ark<−f unc t i on ( r , k , n){
r e turn ( cr ( r , n )/ cr (k , n ) )

}

di jk<−f unc t i on ( t r i p l e t e , i n f o ){
r e turn ( ( i n f o [ t r i p l e t e [2 ] ] − i n f o [ t r i p l e t e [ 3 ] ] ) /

( i n f o [ t r i p l e t e [1 ] ] − i n f o [ t r i p l e t e [ 3 ] ] ) )
}
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f<−f unc t i on (x , t r i p l e t e ,m, i n f o ){
r e turn ((1− ark ( t r i p l e t e [ 2 ] , t r i p l e t e [ 3 ] ,m)ˆ−x )/

(1−ark ( t r i p l e t e [ 1 ] , t r i p l e t e [ 3 ] ,m)ˆ−x)−d i j k ( t r i p l e t e , i n f o ) )
}

de l ta<−f unc t i on (gamma, t r i p l e t e ,m, i n f o ){
r e turn (gamma∗( i n f o [ t r i p l e t e [2 ] ] − i n f o [ t r i p l e t e [ 1 ] ] ) /

( c r ( t r i p l e t e [ 2 ] ,m)ˆ(−gamma)−cr ( t r i p l e t e [ 1 ] ,m)ˆ−gamma) )
}

del ta0<−f unc t i on ( pare ja ,m, i n f o ){
r e turn ( ( i n f o [ pare ja [1 ] ] − i n f o [ pare ja [ 2 ] ] ) /

( l og ( cr ( pare ja [ 2 ] ,m))− l og ( cr ( pare ja [ 1 ] ,m) ) ) )
}

lambda<−f unc t i on (gamma, de l ta , t r i p l e t e ,m, i n f o ){
r e turn ( i n f o [ t r i p l e t e [ 1 ] ] − ( d e l t a ∗( c r ( t r i p l e t e [ 1 ] ,m)ˆ

−gamma−1)/gamma) )
}

lambda0<−f unc t i on ( de l ta , pare ja ,m, i n f o ){
r e turn ( i n f o [ pare ja [ 1 ] ] + de l t a ∗ l og ( cr ( pare ja [ 1 ] ,m) ) )

}

#Funcion i t e r a t i v a que c a l c u l a l a r a i z s i gamma no es 0 .
encontrarRaiz<−f unc t i on ( x0 , y0 , t r i p l e t e ,m, i n f o ){

i f ( f ( x0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )∗ f ( y0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )<0){
n=(x0+y0 )/2
i f ( abs ( f (n , t r i p l e t e ,m, i n f o ))<0.00001){

r e turn (n)
}
i f ( f ( x0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )∗ f (n , t r i p l e t e ,m, i n f o )<0){

a=x0
b=n
return ( encontrarRaiz ( a , b , t r i p l e t e ,m, i n f o ) )

} e l s e {
i f ( f (n , t r i p l e t e ,m, i n f o )∗ f ( y0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )<0){

a=n
b=y0
return ( encontrarRaiz ( a , b , t r i p l e t e ,m, i n f o ) )

} e l s e {
r e turn ( ’No ’ )

}
}
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} e l s e {
i f ( f ( x0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )∗ f ( y0 , t r i p l e t e ,m, i n f o )>0){

r e turn ( ’No ’ )
} e l s e {

i f ( abs ( f ( x0 , t r i p l e t e ,m, i n f o ))<0.00000001){
r e turn ( x0 )

}
i f ( abs ( f ( y0 , t r i p l e t e ,m, i n f o ))<0.00000001){

r e turn ( y0 )
}

}
}

}

#Funcion p r i n c i p a l en e l caso gamma != 0 .
ra i z<−f unc t i on ( ){

#data<−as . numeric ( u n l i s t ( Temperaturas max ) )
data<−as . numeric ( u n l i s t ( CaudalesSeguraMin ) )
data<−s o r t ( data )
lon<−l ength ( data )
ndeTr ip l e te s <−500
t r i p l e t e s <−s o r t ( sample ( lon , 3 ) )

i f ( d i j k ( t r i p l e t e s , data)<ark ( t r i p l e t e s [ 2 ] , t r i p l e t e s [ 3 ] , lon )/
ark ( t r i p l e t e s [ 1 ] , t r i p l e t e s [ 3 ] , lon ) ){

#a<−−l og (−d i j k ( t r i p l e t e s , data ) )/ l og ( ark ( t r i p l e t e s [ 2 ] ,
t r i p l e t e s [ 1 ] , lon ) )

#b<− −0.0001
a<−−10
b<−11
gammas<−encontrarRaiz ( a , b , t r i p l e t e s , lon , data )

} e l s e {
#a<−0.0001
#b<−l og (1− d i j k ( t r i p l e t e s , data ) )/ l og ( ark ( t r i p l e t e s [ 2 ] ,

t r i p l e t e s [ 3 ] , lon ) )
a<−−10
b<−11
gammas<−encontrarRaiz ( a , b , t r i p l e t e s , lon , data )

}

de l ta s<−de l t a (gammas , t r i p l e t e s , lon , data )

lambdas<−lambda (gammas , de l ta s , t r i p l e t e s , lon , data )

#estimCoh<−lambdas [1]− d e l t a s [ 1 ] / gammas [ 1 ]
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contador<−2
a<−−10
b<−11

whi le ( ndeTr ip l e te s >1){
t r i p l e t e <−s o r t ( sample ( lon , 3 ) )
i f ( comprobarFila ( t r i p l e t e , t r i p l e t e s ) && encontrarRaiz

( a , b , t r i p l e t e , lon , data ) != ’No ’ ) {
gammas<−cbind (gammas ,

encontrarRaiz ( a , b , t r i p l e t e , lon , data ) )
de l ta s<−cbind ( de l ta s , d e l t a (gammas [ contador ] ,

t r i p l e t e , lon , data ) )
lambdas<−cbind ( lambdas , lambda (gammas [ contador ] ,

d e l t a s [ contador ] , t r i p l e t e , lon , data ) )
#estimCoh<−cbind ( estimCoh , lambdas [ l ength ( lambdas )]−

#d e l t a s [ l ength ( d e l t a s ) ] / gammas [ l ength (gammas ) ] )
t r i p l e t e s <−rbind ( t r i p l e t e s , t r i p l e t e )
contador<−contador+1
ndeTr ip l e te s<−ndeTr ip l e te s−1

}
}

gammaDef<−median (gammas)
deltaDef<−median ( d e l t a s )
#estimCohDef<−median ( estimCoh )
#lambdaDef<−estimCohDef+de l taDef /gammaDef
lambdaDef<−median ( lambdas )
estim<−c ( lambdaDef , de ltaDef , gammaDef)
p r i n t ( ’ ( lambda , de l ta , gamma)= ’)
p r i n t ( est im )
re turn ( est im )

}

#Funcion p r i n c i p a l en e l caso gamma = 0 .
ra i z0<−f unc t i on ( ){

#data<−as . numeric ( u n l i s t ( Temperaturas max ) )
data<−as . numeric ( u n l i s t ( CaudalesSeguraMin ) )
data<−s o r t ( data )
lon<−l ength ( data )
ndeParejas<−500
pare jas<−s o r t ( sample ( lon , 2 ) )

de l ta s<−de l ta0 ( pare jas , lon , data )
lambdas<−lambda0 ( de l ta s , pare jas , lon , data )

contador<−2
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whi le ( ndeParejas >1){
pareja<−s o r t ( sample ( lon , 2 ) )
i f ( comprobarFila ( pare ja , pa r e j a s ) ){

de l ta s<−cbind ( de l ta s , de l t a0 ( pare ja , lon , data ) )
lambdas<−cbind ( lambdas , lambda0 ( d e l t a s [ contador ] , pare ja ,

lon , data ) )
pare jas<−rbind ( pare jas , pa re ja )
contador<−contador+1
ndeParejas<−ndeParejas−1

}
}

deltaDef<−median ( d e l t a s )
lambdaDef<−median ( lambdas )
estim<−c ( lambdaDef , de l taDe f )
re turn ( est im )

}
Por otra parte, se tiene el método iterativo descrito en la sección 3.2. Aqúı śı que

se han utilizados dos programas distintos para los casos γ = 0 y γ 6= 0. Aśı, el código
del programa utilizado en el caso γ = 0 es:

#Funciones a u x i l i a r e s .
g rad iente<−f unc t i on ( estim , data ){

lon<−l ength ( data )
lambdaDers<−c ( )
de ltaDers<−c ( )
gammaDers<−c ( )

f o r ( i in c ( 1 : lon ) ){
const<−1+est im [3]− exp(− l og (1+ est im [ 3 ] ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) /

est im [ 2 ] ) / est im [ 3 ] )

lambdaDer<−const /( est im [2 ]+ est im [ 3 ] ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) )
lambdaDers<−c ( lambdaDers , lambdaDer )
deltaDer<− −1/est im [2 ]+( data [ i ]− est im [ 1 ] ) ∗ const /

( est im [2]ˆ2+ est im [2]− est im [ 3 ] ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) )
de ltaDers<−c ( de ltaDers , de l taDer )
gammaDer<− −l og (1+ est im [ 3 ] ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) / est im [ 2 ] ) /

est im [3 ]+ const ∗( l og (1+ est im [ 3 ] ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) /
est im [ 2 ] ) / ( est im [2 ]ˆ2)− ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) / ( est im [ 3 ] ∗
est im [2 ]+( est im [ 3 ] ˆ 2 ) ∗ ( data [ i ]− est im [ 1 ] ) ) )

gammaDers<−c (gammaDers , gammaDer)
}
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derLambda<−sum( lambdaDers )
derDelta<−sum( de l taDers )
derGamma<−sum(gammaDers )

y<−c ( derLambda , derDelta , derGamma)
M<−matrix (y , 1 , 3 ,T)
vec<−t (M)

return ( vec )
}

i n v e r s a F i s h e r I n f o<−f unc t i on ( estim , data ){
n<−l ength ( data )
p<−(1+est im [ 3 ] ) ˆ 2 ∗ gamma(1+2∗ est im [ 3 ] )
q<−gamma(2+ est im [ 3 ] ) ∗ ( digamma(1+ est im [3])+(1+ est im [ 3 ] ) /

est im [ 3 ] )
eulerMascheroni<− −digamma (1)

m11<−n∗p/( est im [ 2 ] ˆ 2 )
m22<−n∗(1−2∗gamma(2+ est im [3 ] )+ p )/( est im [ 2 ] ∗ est im [ 3 ] ) ˆ 2
m33<−n∗( p i ∗ pi /6+(1− eu lerMascheron i+1/est im [3])ˆ2−2∗q/

est im [3 ]+p/ est im [ 3 ] ˆ 2 ) / est im [ 3 ] ˆ 2
m12<−n∗(p−gamma(2+ est im [ 3 ] ) ) / ( est im [ 3 ] ∗ est im [ 2 ] ˆ 2 )
m21<−m12
m13<−n∗(q−p/ est im [ 3 ] ) / ( est im [ 2 ] ∗ est im [ 3 ] )
m31<−m13
m23<−n∗(1− eu lerMascheron i+(1−gamma(2+ est im [ 3 ] ) ) /

est im [3]−q+p/ est im [ 3 ] ) / ( est im [ 2 ] ∗ est im [ 3 ] ˆ 2 )
m32<−m23

x<−c (m11 , m12 , m13 , m21 , m22 , m23 , m31 , m32 , m33)
I<−matrix (x , 3 , 3 ,T)

i f ( abs ( det ( I ))>0.00001){
i n v e r s e I<−s o l v e ( I )

M=i n v e r s e I
} e l s e {

pr in t ( ’ La matr iz no t i e n e inver sa ’ )
M=0
}
#pr in t (M)
return (M)

}
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#Metodo que c a l c u l a e l e r r o r abso luto ent re dos e s t imac i one s .
errorAbsEstim<−f unc t i on ( estim1 , est im2 ){

n<−l ength ( est im1 )
m<−l ength ( est im2 )
i f (n==m){

d i s t s<−c ( )
f o r ( i in c ( 1 : n ) ){

x<−(est im1 [ i ]− est im2 [ i ] ) ˆ 2
d i s t s<−c ( d i s t s , x )

}
r e turn ( s q r t (sum( d i s t s ) ) )

} e l s e {
pr in t ( ’ Las dimens iones de l o s v e c t o r e s no co inc iden . ’ )
r e turn (0 )

}
}
#Este es e l c a l c u l o de cada paso de l metodo i t e r a t i v o .
metodoF<−f unc t i on ( estim , data ){

invI<−i n v e r s a F i s h e r I n f o ( estim , data )
grad<−g rad i en t e ( estim , data )

nEstim<−t ( est im)+ inv I %∗%grad
return ( t ( nEstim ) )

}

#Funcion p r i n c i p a l de l programa .
metodo i te rat ivo<−f unc t i on ( ){

#data<−as . numeric ( u n l i s t ( Temperaturas max ) )
data<−as . numeric ( u n l i s t ( CaudalesSeguraMin ) )
data<−s o r t ( data )
vectorEstim<−r a i z ( )
estim0<−matrix ( vectorEstim , 1 , 3 ,T)
p r i n t ( est im0 )
estim1<−metodoF ( estim0 , data )
p r i n t ( est im1 )
estim2<−metodoF ( estim1 , data )
whi l e ( errorAbsEstim ( estim0 , est im1 )>0.00001){

estim0<−est im1
estim1<−metodoF ( estim0 , data )

}
pr in t ( ’ La es t imac ion es : ’ )
p r i n t ( est im1 )

}
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Y finalmente el método iterativo para el caso γ = 0:

#Funciones a u x i l i a r e s .
grad iente0<−f unc t i on ( estim , data ){

lon<−l ength ( data )
de ltaDers<−c ( )
lambdaDers<−c ( )

f o r ( i in c ( 1 : lon ) ){
const<−1−exp (−(( data [ i ]− est im [ 1 ] ) / est im [ 2 ] ) )

lambdaDer<−const / est im [ 2 ]
lambdaDers<−c ( lambdaDers , lambdaDer )

deltaDer<− −1/est im [2 ]+ const ∗( data [ i ]− est im [ 1 ] ) / est im [ 2 ] ˆ 2
deltaDers<−c ( de ltaDers , de l taDer )

}

derLambda<−sum( lambdaDers )
derDelta<−sum( de l taDers )

y<−c ( derLambda , derDelta )
M<−matrix (y , 1 , 2 ,T)
vec<−t (M)

return ( vec )
}

i nv e r s aF i sh e r In f o0<−f unc t i on ( estim , data ){
n<−l ength ( data )
eulerMascheroni<− −digamma (1)

m11<−n/ est im [ 2 ] ˆ 2
m22<−n∗(6−12∗ eu lerMascheron i+6∗eu lerMascheron iˆ2+nˆ2)/

(6∗ est im [ 2 ] ˆ 2 )
m12<−n∗( eulerMascheroni −1)/ est im [ 2 ] ˆ 2
m21<−m12

x<−c (m11 , m12 , m21 , m22)
I<−matrix (x , 2 , 2 ,T)

i f ( abs ( det ( I ))>0.000001){
i n v e r s e I<−s o l v e ( I )

M=i n v e r s e I
} e l s e {

pr in t ( ’ La matr iz no t i e n e inver sa ’ )
M=0
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}
r e turn (M)

}

#Funcion que c a l c u l a e l e r r o r abso luto ent r e dos e s t imac i one s .
errorAbsEstim0<−f unc t i on ( estim1 , est im2 ){

n<−l ength ( est im1 )
m<−l ength ( est im2 )
i f (n==m){

d i s t s<−c ( )
f o r ( i in c ( 1 : n ) ){

x<−(est im1 [ i ]− est im2 [ i ] ) ˆ 2
d i s t s<−c ( d i s t s , x )

}
r e turn ( s q r t (sum( d i s t s ) ) )

} e l s e {
pr in t ( ’ Las dimens iones de l o s v e c t o r e s no co inc iden . ’ )
r e turn (0 )

}
}
#Este es e l c a l c u l o que se hace en cada paso de l metodo
#i t e r a t i v o .
metodoF0<−f unc t i on ( estim , data ){

invI<−i n v e r s a F i s h e r I n f o 0 ( estim , data )
grad<−grad i en te0 ( estim , data )

nEstim<−t ( est im)+ inv I % ∗ %grad
return ( t ( nEstim ) )

}
#Funcion p r i n c i p a l de l programa .
mainFunction0<−f unc t i on ( ){

#data<−as . numeric ( u n l i s t ( Temperaturas max ) )
data<−as . numeric ( u n l i s t ( CaudalesSeguraMin ) )
data<−s o r t ( data )
vectorEstim<−r a i z 0 ( )
estim0<−matrix ( vectorEstim , 1 , 2 ,T)
p r i n t ( est im0 )
estim1<−metodoF0 ( estim0 , data )
p r i n t ( est im1 )
whi l e ( errorAbsEstim0 ( estim0 , est im1 )>0.00001){

estim0<−est im1
estim1<−metodoF0 ( estim0 , data )

}
pr in t ( ’ La es t imac ion es : ’ )
p r i n t ( est im1 )

}
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