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Resumen

Pocos términos admiten aplicarles en tan alto grado el concepto de transversalidad como
la palabra estadistica. Eso si, transversalidad cadtica que unas veces se mantiene dentro de los
limites cientificos y otras, desafortunadamente, ocupa espacios alejados del rigor exigible. No
negaremos que para un matematico es irritante la expansion incontrolada, superficial, arbitraria
o interesada de esta disciplina. Sin embargo, también es posible contemplar esta circunstancia
desde el asombro, la avidez de indagar los porqués o como una oportunidad para cumplir un
ineludible objetivo universitario: contribuir a la produccién y divulgacién cientifica.

Justificamos nuestro trabajo aludiendo a competencias basicas y especificas del TFG. Entre
las primeras CB3 (Que los estudiantes tengan la capacidad de reunir e interpretar datos rele-
vantes para emitir juicios que incluyan una reflexién sobre temas de indole social, cientifica o
ética) y CB4 (Que los estudiantes puedan transmitir informacién, ideas, problemas y soluciones
a un publico tanto especializado como no especializado). Y respecto a las segundas: CG3 (Ser
capaz de gestionar la informacion y el conocimiento en el &mbito de la Matematica, incluyendo
saber utilizar como usuario las herramientas bésicas en TIC), CE2 (Proponer, analizar, validar
e interpretar modelos de situaciones reales sencillas, utilizando las herramientas matematicas
més adecuadas a los fines que se persigan) y CE3 (Utilizar aplicaciones informéticas de analisis
estadistico, calculo numérico y simbdlico, visualizacién gréafica, optimizacién u otras para expe-
rimentar en Matemédticas y resolver problemas).

El término Estadistica - 'Rama de la matemdtica que utiliza grandes conjuntos de datos
numéricos para obtener inferencias basadas en el calculo de probabilidades - procede del alemén
Statistik, derivado a su vez del italiano statista “hombre de Estado”. La razon de esta etimologia
se explica asi en la pdgina del Instituto Nacional de Estadistica (INE)

“ ..los gobiernos de las distintas naciones tenian la necesidad, por razones de organizacion,
de conocer las caracteristicas de su poblacion para gestionar el pago de impuestos, el recluta-
miento de soldados, el reparto de tierras o bienes, la prestacion de servicios publicos. ..”

Pero la estadistica ha ido evolucionando poniéndose al servicio de la sociedad. Se ha conver-
tido en una herramienta esencial, una disciplina que ayuda a entender el mundo que nos rodea
y un recurso basico para la toma de decisiones. Disponemos en la actualidad de una cantidad
ingente de datos; relaciones interminables de tablas Excel, cientos de graficos que nos ofrecen
informacién puntual de todo lo imaginable y hasta de lo no imaginable. El reto en la actualidad
no es obtener mas datos, ni siquiera trasladar los datos a herramientas sencillas; el reto en la
actualidad es conseguir interrelacionarlos y extraer informacién relevante de ellos.
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Nos referimos, por tanto, a un problema real, a una dificultad observable, que podemos enun-
ciar como la dificultad de comprender procesos en los que intervienen muchas variables. En la
mayoria de ocasiones todas las variables pediran ser estudiadas simultaneamente con el fin de
comprender por completo la estructura y las caracteristicas clave de los datos. Surgen entonces
las técnicas multivariantes, una de las cuales se aborda en este proyecto, el analisis de com-
ponentes principales (conocido como PCA, Principal Component Analysis). El objetivo de esta
técnica, en sentido general, es exponer o extraer la sefial que se esconde en los datos en presencia
del ruido y descubrir qué es lo que el conjunto de datos nos muestra en medio de su aparente caos.

El instrumento que permite a los estadisticos hallar deducciones acerca de los datos estu-
diados es la capacidad de generar gréaficas reveladoras. Esta capacidad se ha convertido en una
especialidad dentro de la Estadistica en los 1iltimos anos. Se han sugerido muchas maneras in-
geniosas de representar datos utilizando animaciones y colores para la visualizacién. Dentro de
estos destaca sobresalientemente la aplicacién Gapminder.

Originariamente, se trata de un software que permite trabajar con hasta cinco variables,
dos en los ejes, una en el tamafio de la burbuja, otra en el color y la ultima con el tiempo. Su
autor, Hans Rosling, fallecido el pasado mes de febrero, quiso promover una visién del mundo
basada en datos. Gapminder dio movimiento a millones de cifras que, olvidadas o sepultadas,
acumulaban los gigantescos bancos de datos de las principales instituciones del planeta.

Inevitablemente, surgié la idea de aunar estadistica multivariante, o mas especificamente
Andlisis de Componentes Principales, y Gapminder. Asi, uniendo PCA y Gapminder, propo-
nemos la nueva herramienta gréfica PCA-Gapminder con el propdsito de relacionar multiples
variables, conectdandolas en conjunto, facilitando su comprension y el desciframiento de las re-
laciones existentes. La programacién de esta nueva herramienta se llevarda a cabo mediante
RStudio. La principal novedad que aporta PCA-Gapminder es que en los ejes no se represen-
taran las variables, sino las componentes principales. Aunque en el capitulo primero se estudiara,
en profundidad, podemos adelantar que en lineas generales, estas componentes principales son
nuevas variables formadas como una combinacion lineal de las originales, y ademés sin correla-
cion lineal entre ellas.

Contaremos, pues, con una aplicacion capaz de representar cinco variables. Es incuestiona-
ble la gran utilidad que tiene este programa para la representacién de muestras de datos con
muchas variables. Reduciré la dimensionalidad de las variables mediante el PCA, representando
esas componentes principales en los ejes; pero ademds quedaran todavia dos variables libres
para representar con el color y el tamano. Serd interesante representar con ellas variables que
se hayan perdido al hacer el PCA o alguna de tipo cualitativo. Finalmente se completard esta
representacion con una variable temporal, aportando un dinamismo que ayudara al piblico a
tener una visién agil y con perspectiva de la situacién estudiada en un periodo de tiempo.

En el capitulo primero de este proyecto nos sumergiremos en toda la base tedrica del Andlisis
de Componentes Principales. Se introducirdn primero las ideas en las que se basa esta técnica
desde distintos puntos de vista matematicos, como el geométrico o estadistico; y descubriremos
el nuevo concepto de componente principal, llegando finalmente al teorema mas importante, pre-
cisamente el Teorema de las Componentes Principales, que demuestra su existencia y unicidad
(bajo ciertas condiciones) y permite el cdlculo de las componentes mediante la diagonalizacién de
matrices. Por tltimo, se comentaran los comandos que ofrece RStudio para el uso de esta técnica.



En el segundo capitulo nos centraremos en describir cémo surgié Gapminder de la mano de
Hans Rosling y en nuestra extensién de dicha aplicacién hasta convertirse en PCA-Gapminder,
que permite que todas (o casi todas) las variables se puedan representar en un tnico grafico
dindmico que mantiene un porcentaje alto de la informacién contenida en todos los datos.

Finalmente, en el capitulo tercero, se han escogido dos casos de interés para analizar uti-
lizando la nueva aplicaciéon. Respecto a este ultimo aspecto, es conveniente apuntar algunas
precisiones. Una vez acotados los puntos preliminares del proyecto, llegé el momento de seleccio-
nar el campo de aplicacién. Las opciones de trabajo eran tan abundantes y variadas que costo
tomar una decisién. ;Qué escogiamos? ;Qué descartdbamos? Disciplinas cientificas o humanisti-
cas, saberes clasicos o de ultima tecnologia, hechos de actualidad o acontecimientos revisados
por el filtro de los siglos... Tras algunos titubeos nacidos del interés que suscitaban numerosos
temas, optamos por dos dambitos, uno interno (nuestra Facultad) y otro externo (la situacién de
las diferentes Comunidades Auténomas).

Ante los cuantiosos graficos, el observador podra esbozar muchas interpretaciones. Estan al
alcance de cualquiera, solo con un poco de tiempo y atencién. Ese es el principal mérito de la
aplicacién. Sin embargo, para responder con honestidad a las exigencias de este trabajo fin de
grado, hemos de asumir que el bloque de interpretacion no se ha desarrollado completamente.
Hemos realizado un esfuerzo en la deduccién de conclusiones, pero somos conscientes de que
es un resultado modesto. Para extraer el maximo rendimiento deductivo a la aplicaciéon que
presentamos precisariamos de informacién contextual mas detallada —en el caso 1- o de mayor
rigor socioldgico —en el caso 2- No obstante, no es este el objetivo de nuestro proyecto y la infor-
macién que proporcionamos es, en nuestra opinion, un adecuado punto de partida para futuras
investigaciones y, principalmente, sirve para mostrar la aplicacién de la nueva herramienta, que
es justamente lo que queriamos hacer.

Respecto al andlisis que presentamos, hemos fijado nuestra atencién en algunos aspectos que
pueden resultar de interés, bien por su cercania (nuestra Facultad, nuestra Regién), bien por
su trascendencia para el futuro (nivel de formacién de los ciudadanos, estabilidad laboral). Se
trata de indicadores que, en su ambito de influencia, son valiosos pero que, contemplados aisla-
damente, sin anclajes contextuales o desgajados de un todo, pueden apartarse de la necesaria
objetividad que un trabajo riguroso precisa. De ahi que no se enuncien conclusiones definitivas
en los apartados finales. Este aspecto le corresponderia a un proyecto sociolégico que, con méto-
dos cientificos cualitativos y/o comparativos, abordase las causas y consecuencias de la realidad
descrita.

Por el contrario, este proyecto de trabajo si avanza en otros objetivos innovadores. En primer
lugar, lograr presentar una realidad n-dimensional convenientemente adaptada a la percepcion
humana, que es bidimensional. En segundo lugar, explorar y aprovechar las posibilidades de
un instrumento como PCA-Gapminder. Y finalmente, presentar este instrumento como una
herramienta valiosa, ttil para explicar macrotendencias sociales, culturales o econdmicas, para
evitar ideas preconcebidas, para entender por qué un indicador parece estancado y otro avanza
con rapidez y, en ultimo extremo, incluso para predecir la evolucién futura.






Abstract

There are only a few terms that admit applying to such a high level the concept of transver-
sality as the word statistic does. This is, chaotic transversality, which sometimes remains within
the scientific limits and others, unfortunately, occupies spaces far from the exacting rigor. We
will not deny that for a mathematician it is irritant the uncontrolled, superficial, arbitrary or
self-serving expansion of this discipline. However, it is also possible to consider this fact from
the astonishment, the eagerness to investigate the reasons or as an opportunity to fulfill an
unavoidable university aim: to contribute to the scientific progress and dissemination.

We justify our work by referring to the basic and specific competencies of the TFG. Among
the first ones, CB3, (students should develop the ability to gather and interpret relevant infor-
mation to make judgments that include a reflection on social, scientific or ethical issues) and
CB4 (students should be able to transmit information, ideas, problems and solutions to both
specialized and non-specialized public). Regarding the second ones: CG3 (being able to manage
information and knowledge in the field of mathematics, including knowing how to use basic
ICT tools as a user), CE2 (proposing, analyzing, validating and interpreting models of simple
real situations by using the mathematical tools most suited to the desired purposes) and CE3
(To use computer applications of statistical analysis, numerical and symbolic calculation, grap-
hical visualization, optimization or others to experiment in Mathematics and to solve problems).

The term Statistical - 2Branch of mathematics uses large sets of numerical data to obtain
inferences based on the calculation of probabilities - comes from the German Statistik, which
derived from the Italian statist “man of State”. The reason for this etymology is explained in
the page of the National Institute of Statistics of Spain (INE).

“.. the governments of the different nations had the need, for organizational reasons, to
know the characteristics of their population to manage the payment of taxes, the recruitment of
soldiers, the distribution of land or property, the provision of public services, ...”

But statistics have evolved by serving society. It has become an essential tool, a discipline
that helps to understand the world around us and a basic resource for decision making. We
currently have an enormous amount of information; endless relationships of Excel tables as well
as hundreds of graphs that offer us timely information of everything we can imagine and even of
the unimaginable. Nowadays, the challenge is not to obtain more data or to transfer the infor-
mation to simple tools; today, the challenge is to interrelate and to obtain information from them.

Therefore, we are referring to a real problem; an observable challenge which can be enun-
ciated as the difficulty of understanding processes in which many variables intervene. In the
majority of cases, all variables will be asked to be studied simultaneously in order to fully un-
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derstand the structure and key characteristics of the data. As a result, multivariate techniques
arise, one of which is addressed in this project, the analysis of principal components (known as
PCA, Principal Component Analysis). Overall, the aim of this technique is to expose or extract
the signal hidden in the data in the presence of noise as well as to discover what the data set
shows us in the middle of its apparent chaos.

The instrument that allows statisticians to find deductions about the data studied is the
ability to generate revealing graphs. This capacity has become a specialty within Statistics in
recent years. Many ingenious ways of representing data using animations and colors for visuali-
zation have been suggested. Among these, the Gapminder application stands out.

Originally, it is a software that allows working with five variables: two in the axes, one in
the size of the bubble, another in the color and the last one with the time. Its author, Hans
Rosling, who died last February, wanted to promote a worldview based on data. Gapminder
gave movement to millions of figures that, forgotten or buried, accumulated the gigantic data
banks of the main institutions of the world.

Inevitably, the idea of combining multivariate statistics, or more specifically Principal Com-
ponent Analysis, and Gapminder arose. PCA and Gapminder, the new PCA-Gapminder grap-
hical tool is proposed here with the purpose of relating multiple variables, connecting them
together, facilitating their understanding and deciphering existing relationships. The program-
ming of this new tool will be carried out by RStudio. The main new element of PCA-Gapminder
is that it will not be the axes which represent the variables but the main components. Although
in the first chapter it will be studied in depth, we can say that in general, these main compo-
nents are new variables formed as a linear combination of the originals, and also without linear
correlation between them.

Accordingly, we will have an application capable of representing five variables. Then, it is
unquestionably the great utility that this program has for the representation of large amounts
of data. It will reduce the dimensionality of the variables through the PCA, being represented
those main components in the axes; but there are still two free variables to represent with color
and size. It will be interesting to represent with them those variables that have been lost in doing
the PCA. Finally, this representation will be completed with a temporary variable, contributing
a dynamism that will help to have a perspective view of the situation studied in a period of time.

In the first chapter of this project, we will immerse ourselves in the whole theoretical basis
of the Analysis of Principal Components. First of all, we will introduce the ideas on which this
technique is based from different mathematical points of view, such as the geometrical or statis-
tical one. We also will discover the new concept of principal component, culminating with the
most important theorem. Finally, some commands offered by RStudio will be exposed for the
use of this technique.

In the second chapter, we will focus on describing how Gapminder arose from the hand of
Hans Rosling and on the extent of that application to become PCA-Gapminder. Finally, two
cases of interest to analyze by using the new application have been studied in chapter three.



Regarding the last aspect - the cases that exemplify the application developed - it is conve-
nient to point out some details. Once the preliminary points of the project were delimited, it
was time to select the field of application. The work choices were so plentiful and varied that it
took a long time to choose between them. What should be chosen? What should be selected?
Scientific or humanistic disciplines? Classical or state-of-the-art knowledge? Current events or
events reviewed by the screen of the years ...7 After some hesitation stemming from the inter-
est aroused by many issues, we selected two domains, one internal (our Faculty) and another
external (the situation of the different Autonomous Communities).

In the light of plenty graphs, the observer could sketch many interpretations. They are
achievable by anyone with a little time and attention. That is the main credit of the application.
However, to respond honestly to the demands of this end-of-grade paper, we must assume that
the block of interpretation has not been fully developed. We have made an effort to deduce
conclusions, but we are aware that this is a modest result. To extract the maximum deductive
performance to the application that we present we would need more detailed contextual infor-
mation - in the case 1- or information of more sociological rigor - in the case 2-. Nevertheless,
this is not the main purpose of the project and the provided information is, in our opinion, an
adequate starting point for future research and enough to show how to apply the new technique.

Regarding the analysis we present, we have focused our attention on some aspects that may
be of interest because of its proximity ( near our Faculty and our Region) or because of its
importance for the future (training level of citizens, job stability). These are indicators that, in
their sphere of influence are valuable but viewed in isolation and out of place or detached from
a context, they can deviate from the necessary objectivity that a rigorous work needs. For this
reason, no definitive conclusions are stated in the final sections. This aspect would correspond
to a sociological project that, with qualitative or comparative scientific methods, would address
the causes and consequences of the described reality.

On the contrary, this project advances in other innovative aims. First, it achieves an n-
dimensional reality conveniently adapted to human perception, which is two-dimensional. Se-
condly, it explores and takes advantage of the possibilities of an instrument such as PCA Gap-
minder. And finally, the project presents this instrument as a valuable and useful tool for the
expansion of social, cultural or economic macro trends as well as to avoid preconceived ideas, to
understand why one indicator seems stagnant while another advances rapidly and, ultimately,
even to predict a future evolution.
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Capitulo 1

Marco tedrico. Componentes
principales

Un problema central en el analisis de datos multivariantes es la reduccién de la dimensiona-
lidad. Si es posible describir con precision los valores de p variables por un pequeno subconjunto
r < p de ellas, se habra reducido la dimensién del problema a costa de una pequena pérdida de

informacién®.

El andlisis de componentes principales tiene este objetivo: busca combinaciones lineales que
puedan ser usadas para resumir los datos, perdiendo la minima informacién en el proceso. Es
decir, dadas n observaciones de p variables, se analiza si es posible representar adecuadamente
esta informacién con un menor nimero de variables construidas como combinaciones lineales
de las originales. Por ejemplo, con variables con alta dependencia es frecuente que un pequeno
numero de nuevas variables (menos del 20 por ciento de las originales) expliquen la mayor parte
(més del 80 por ciento de la variablidad original). La utilidad de esta técnica es doble:

= Permite representar éptimamente en un espacio de dimensién pequena observaciones de
un espacio general p-dimensional. En este sentido, componentes principales es el primer
paso para identificar las posibles variables latentes, o no observadas que generan los datos.

= Permite transformar las variables originales, en general correladas, en nuevas variables
incorreladas, facilitando la interpretacién de los datos.

1.1. Introduccidon historica

El descubrimiento del PCA se le suele atribuir por completo, en el afio 1933, a Harold Hote-
lling; pero esto no es del todo cierto. Hubo muchas aportaciones anteriores. Los primeros estudios
sobre relacién entre variables se deben a Adolfo Quetlet, que aplicé por primera vez métodos
probabilisticos a las ciencias sociales. Ahora bien, fue Francis Galton el primero en introducir
modestos inicios en el Andlisis de Componentes Principales. Advirtié la necesidad de eliminar
informacién redundante en un conjunto de variables aleatorias.

Mis adelante, en 1901, McDonald hizo un estudio con 7 variables y 3000 individuos, hallando
los resultados de una matriz de correlaciones, con el fin de encontrar algin “indice” que resu-
miese la informacion contenida en los datos. Posteriormente, Karl Pearson obtuvo el estimador
del coeficiente de correlacién en muestras, y afronté el problema de la determinacion de si dos

Los resultados desarrollados en este capitulo se han obtenido de las fuentes [3] y [4] citadas en la Bibliografia.
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14 1.2. Planteamiento del problema

grupos de personas, de los que se conocen sus medidas fisicas, pertenecen a la misma raza.

Este problema intrigé a Harold Hotelling. Y fue en este momento, en 1929, cuando decide
viajar a la estacién de investigacién agricola de Rothamsted, en Reino Unido. Alli trabaja con el
reputado R.A. Fisher. En 1933, a su vuelta a la Universidad de Columbia, un profesor le plantea
a Hotelling el problema de encontrar los factores capaces de interpretar los resultados obtenidos
en un test de inteligencia a un conjunto de personas. Fue en este afio cuando Hotelling descubrié
las componentes principales, unos indicadores capaces de sintetizar de una manera éptima en
un conjunto grande de variables.

1.2. Planteamiento del problema

Supongamos que se dispone de los valores de k-variables en n elementos de una poblacién
dispuestos en una matriz M de dimensiones n x k, donde las columnas contienen las variables y
las filas los elementos. Supondremos que previamente hemos restado a cada variable su media,
de manera que las variables de la matriz M tienen media cero y su matriz de covarianzas vendra
dada por 1/n M’M. El problema que se desea resolver es encontrar un espacio de dimensién
mas reducida que represente adecuadamente los datos. Puede abordarse desde tres perspectivas
equivalentes.

i) Enfoque descriptivo:

Se desea encontrar un subespacio de dimensién menor que k tal que al proyectar sobre él
los puntos conserven su estructura con la menor distorsién posible. Veamos cémo convertir esta
nocion intuitiva en un criterio matematico operativo. Consideremos primero un subespacio de
dimensién uno, una recta. Se desea que las proyecciones de los puntos sobre esta recta manten-
gan, lo maximo posible, sus posiciones relativas. Para concretar, consideremos el caso de dos
dimensiones (k=2). La figura indica el diagrama de dispersién y una recta que, intuitivamente,
proporciona un buen resumen de los datos, ya que la recta pasa cerca de todos los puntos y las
distancias entre ellos se mantienen aproximadamente en su proyeccion sobre la recta.

2.5 y v v Y v v v T v
2t 4
1.5}
+ +
1}k * - 4
=
0.5} 4 2 * 4
S *as
o . r 3
. ¥ Iy
0.5 * A 7
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Figura 1.1: Ejemplo de recta que minimiza las distancias ortogonales de los puntos a ella.
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La condicion de que la recta pase cerca de la mayoria de los puntos puede concretarse
exigiendo que las distancias entre los puntos originales y sus proyecciones sobre la recta sean
lo méas pequenas posibles. En consecuencia, si consideramos un punto x; y una direccién a =
(a1,...,ax)", definida por un vector a de norma unidad, la proyeccién del punto x; sobre esta
direccién es el escalar:

Zi = a1Ti + ... + apTip = a'w; (1.1)

y el vector que representa esta proyeccién serd z;a. Llamando r; a la distancia entre el punto z;,
y su proyeccién sobre la direccién a, este criterio implica:

n n
min Zr? = z:|fL’Z — zal|? (1.2)
i=1 i=1

donde |u| es la norma euclidea o médulo del vector u.

La Figura 1.1 muestra que al proyectar cada punto sobre la recta se forma un tridngulo
rectangulo donde la hipotenusa es la distancia del punto al origen, (asgasi)l/ 2y los catetos la
proyeccion del punto sobre la recta (z;) y la distancia entre el punto y su proyeccion (r;). Por el
teorema de Pitagoras, podemos escribir:

zha; = 22 + 12, (1.3)

y sumando esta expresion para todos los puntos, se obtiene:

n

n n
Zl“;% :Zz?—{—z:r?, (1.4)
i=1 i=1

=1

Como el primer miembro es constante, minimizar » ;" ; riQ , la suma de las distancias a la recta
de todos los puntos, es equivalente a maximizar y ;- ; zZ-Z, la suma al cuadrado de los valores de
las proyecciones. Como las proyecciones z; son, por (1.1) variables de media cero, maximizar la
suma de sus cuadrados equivale a maximizar su varianza, y obtenemos el criterio de encontrar
la direccién de proyeccion que maximice la varianza de los datos proyectados. Este resultado es
intuitivo: la recta de la Figura 1.1 parece adecuada porque conserva lo més posible la variabili-
dad original de los puntos.

ii) Enfoque estadistico:

Representar puntos k dimensionales con la minima pérdida de informacién en un espacio de
dimension uno es equivalente a sustituir las k variables originales por una nueva variable, z1, que
resuma 6ptimamente la informacién. Esto supone que la nueva variable debe tener globalmente
maxima correlaciéon con las originales o, en otros términos, debe permitir prever las variables
originales con la maxima precisién. Esto no serd posible si la nueva variable toma un valor se-
mejante en todos los elementos, y, se demuestra, que la condiciéon para que podamos aproximar
con la minima pérdida de informacion los datos observados, es utilizar las variables de maxima
variabilidad.

Volviendo a la Figura 1.1 se observa que la variable escalar obtenida al proyectar los puntos
sobre la recta sirve para prever bien el conjunto de los datos. La recta indicada en la figura no
es la linea de regresiéon de ninguna de las variables con respecto a la otra, que se obtienen mini-
mizando las distancias verticales u horizontales, sino la que minimiza las distancias ortogonales
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o entre los puntos y la recta y se encuentra entre ambas rectas de regresién.

Este enfoque puede extenderse para obtener el mejor subespacio resumen de los datos de
dimensién 2. Para ello, calcularemos el plano que mejor aproxima a los puntos. El problema se
reduce a encontrar una nueva direccién definida por un vector unitario, B, que, sin pérdida de
generalidad, puede tomarse ortogonal a a, y que verifique la condicién de que la proyeccién de
un punto sobre este eje maximice las distancias entre los puntos proyectados. Estadisticamente
esto equivale a encontrar una segunda variable z9, incorrelada con la anterior, y que tenga va-
rianza méxima. En general, la componente z, (r < k) tendra varianza méxima entre todas las
combinaciones lineales de las k variables originales, con la condicién de estar incorrelada con las
Z1,...,2r_1 previamente obtenidas.

iii) Enfoque geométrico:

El problema puede abordarse desde un punto de vista geométrico con el mismo resultado fi-
nal. Si consideramos la nube de puntos de la Figura 1.1 vemos que los puntos se sitian siguiendo
una elipse y podemos describirlos por su proyeccién en la direccién del eje mayor de la elipse.
Puede demostrarse que este eje es la recta que minimiza las distancias ortogonales, con lo que
volvemos al problema que ya hemos resuelto. En varias dimensiones, tendremos elipsoides, y la
mejor aproximacion a los datos es la proporcionada por su proyecciéon sobre el eje mayor del
elipsoide.

Intuitivamente, la mejor aproximacién en dos dimensiones es la proyecciéon sobre el plano
de los dos ejes mayores del elipsoide y asi sucesivamente. Considerar los ejes del elipsoide co-
mo nuevas variables originales supone pasar de variables correladas a variables ortogonales o
incorreladas como veremos a continuacién.

1.3. Calculo teodrico de las componentes principales

Supongamos que X = (Xi,...,Xx)" es una variable aleatoria de dimensién k con vector
de medias p y matriz de covarianzas V semidefinida positiva. Queremos construir una variable
aleatoria unidimensional Y7 = a1 X7 + ... + ap X con a% + ...+ a% = 1. También queremos que
la varianza Var(Y;)=Var(a’X) sea maximaZ?. Geométricamente, hacemos un cambio de variable
para que la dispersiéon sea maxima y la normalizacién equivale a mantener la escala original
(proyectar). Una solucién de este problema serd la primera componente principal.

Es decir, la primera componente principal Y7 = a’ X sera solucién del problema:

max Var(a'X)
s.a. da=1

Dada Y7, la segunda componente principal no debe contener informacién ya incluida en Y.
Por tanto, llamaremos segunda componente principal a una solucién de:

max Var(a'X)

s.a. da=1

Cov(d'X, Y1) =0

2Nétese que si no normalizamos, a’a = 1, la variable Y1 puede tener una varianza tan grande como queramos.
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Por induccién, dadas Y7, Ys,...,Y._1 componentes principales, se define la componente principal
k-ésima como una solucién al problema:

max Var(a'X)

s.a. da=1
Cov(d'X,Y;) =0, j=1,....k— 1

1.4. Teorema de las componentes principales

El teorema siguiente prueba la existencia de las componentes principales y muestra cémo se
pueden calcular.

Teorema 1.4.1. Sea X=(X1, ..., X};) una variable aleatoria k-dimensional con V=Cov(X), ma-
triz de covarianzas, definida positiva. Entonces las (unas) componentes principales son

Y1 ti1 . tra X1
Y=|...|=TX=
Y. tig - ek X
donde T es una matriz ortogonal, T'T = TT' = I, tal que T'VT = D = diag(\1, A2, -+, \g)
con A > X > ... > M > 0.

Demostracion.

Como V es una matriz simétrica y definida positiva, existe una matriz T=(#; ;) ortogonal
(T'T=TT’=1) tal que T'VT = D =diag(A1, A2, ..., Ax) con los valores propios verificando
AM>X>. > >0

De esta forma, si

Y 11 ... tka X1
Y = =T7TX =
Y. tl,k . tk,k Xy
entonces Y7, Yo, ..., Y} verifican

Cov(Y)=Cov(T'X) =T'Cov(X)T=T'VT =D

lo que implica que Cov(Y;,Y;)=0 para i # j y Var(Y;)=\;.

Los vectores columnas de T (filas de T”) t;=(t1 j,. . . ,tx ;)  serdn una base ortonormal de vectores
propios de V verificindose Yj:t;X y Vtj=M\jt;, para j =1, ... k.

Veamos que Y] = t1 X es una primera componente principal, es decir, que Y7 es una solucién de

max Var(a'X) }

s.a. da=1

Supongamos que a’ X es una combinacién lineal con a’a = 1. Entonces, como los vectores propios
son una base, existiran ci, ..., c; niameros reales tales que

a=cit; + ...+ cpty, con c=(c1,...,Ck),



18 1.4. Teorema de las componentes principales

con lo que
Var(d'X) = E(d' (X — p)(X — p)'a)
=aVa
k k
= (Z Cﬂf;) %4 (Z Cl’ti>
i=1 i=1
k k
= <Z Cﬂf;) (Z Civti)
i=1 i=1
k k
= (Z Cﬂf;) ZCj)\jtj
i=1 j=1
= Z CiCjAjt;tj
i,
k
DI
i=1
y, COMOo
k k k
da= (Z cit;> cjtg» = Zcicjt;tj = Zcf =dc=
la varianza serd méxima si ¢ = 1,¢c0 = 0,...,c; = 0 ya que
k k
Var(t/X) =X\ = ch)\l > Zc?)\i =Var(dX),Va t.q. da=1.
i=1 i=1
Es decir, Y1 = t{X es una primera componente principal (puede haber otras soluciones si
A1 = A2).
Ahora, por induccién, supongamos que Y1 = #{X,....Y,,,_; =t/ ;X son unas (m-1) primeras

componentes principales. Veamos que Y;,, =t/ X es la (una) m-ésima componente principal, es
decir, es una solucién de

max Var(a'X)

s.a. da=1 (1.5)
Cov(d'X,Y;)=0,j=1,...,m— 1.

Como se debe verificar

Cov(d'X,Y;) = Cov(a' X, t;X) = E(a'(X — p)(X — p)'t;)
= a'th = )\ja/tj

k
= /\j (Z Cﬂf;-) tj
i=1

Ci/\jt;tj

I
M=

1

-
Il

Il
>

jCjZO Vj:L...,m—l
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Como dijimos al principio, al ser V definida positiva, Ay > ... > Ax > 0 y entonces de la
igualdad anterior llegamos a que necesariamente ¢; =0 Vj =1...m — 1. (*1). Como conse-

cuencia se tiene que ZZ " 2= 1.(x9)

La varianza serd maxima si ¢,, = 1 y ¢; = 0 para j > m, ya que

Var(a 202)\ () Z 02)\ < (Zc ) (t2) Am = Var(£t, X)

para todo a tal que d'a =1y Cov(d’X,Y;) =0, j=1,...,m —1, es decir, Y;;, = £¢,, X es una
solucién de (1.1) y por tanto es una m-ésima componente principal.

Como consecuencia de la demostracién del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 1.4.1. Sea A1 > Ao > ... > A,. Entonces las componentes principales son unicas
salvo signo.

Demostracion.

El resultado es inmediato, pues si A\ > Ao > ... > A, los autovectores serdan tunicos salvo el
signo, pues de norma uno puede haber dos autovectores.
O

Observaciéon 1.4.1. Nétese que la componente j-ésima se obtiene como Y; = t}X, donde
t; = (t1j,---,tr;) es un vector propio unitario correspondiente al j-ésimo valor propio (vec-
tores columna de T). Ademds, Var(Y;) = \; y

k
traza(V Z 0jj = Z Var(X Z Var(Y, Z Aj
7j=1

(las matrices semejantes tienen las trazas iguales), es decir, la variabilidad (informacion) de las
variables originales es la suma de las variabilidades de las componentes principales. La cantidad
de informacion (%) contenida en cada componente se calculard como I; = 100)\j/(2f:1 i) %.

Por tanto, la traza es una medida unidimensional de la dispersion de una variable k-dimensional.
Otra medida es el determinante de la matriz de covarianzas V, |V| = A1 ...\, que calcula la
variabilidad como el drea encerrada en el paralelogramo de lados iguales a los valores propios.

Analisis con la matriz de correlaciones

Como hemos visto anteriormente, la forma de obtener las componentes principales es maxi-
mizando la varianza de la proyeccién. Sin embargo, cuando las variables tienen unidades distintas
no es conveniente hacerlo asi. Si disminuimos la escala de medida de una variable cualquiera,
de manera que aumenten en magnitud sus valores numéricos (por ejemplo, pasar de medir en
kilémetros a metros), el peso de esa variable en el andlisis aumentard.
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En resumen, cuando las escalas de medidas de las variables son muy distintas, la maximi-
zacién de la varianza dependera decisivamente de estas escalas de medida y las variables con
valores mas grandes tendran mas peso en el andlisis.

Cuando estamos en un caso asi, las componentes principales suelen calcularse a partir de la
matriz de correlaciones [[ = (p; ;) = 04 j/0i0j, lo que equivale a considerar desde el principio
las variables estandarizadas

Zi:Xi_,Ui

0

donde se igualan las varianzas a 1.
De esta forma, aplicando el teorema principal sobre Z1, ..., Z;, se obtienen las componentes

Y =T'Z = T'diag(V) (X — p)

k k X, —p

-, ~ X

Yi=t;Z=) tijZi=) :fm'ilg, :
=1 =1

)

donde T es la matriz ortogonal que diagonaliza [] = Corr(X) = Cov(Z)

TIT = diag(xl, e ,Xk) =D

Mt; = \it; y Z = (Z1,...,Z)". De esta forma, se obtiene

Cov(Y) = Cov(T'Z) =TT = D.

Es decir, las componentes principales obtenidas a partir de la matriz de correlaciones serdn
las variables incorreladas con varianza maxima que se pueden obtener a partir de combinaciones
lineales de las variables estandarizadas Z = diag(V)~"?(X — u). Los resultados que se obtienen
son (en general) diferentes de los que se obtienen a partir de V.

1.5. Propiedades

En la proposicién siguiente estudiamos las relaciones entre las nuevas variables y las origi-
nales.

Proposicion 1.5.1. 5i Y son las componentes principales obtenidas a partir de X, entonces

Cov(X,Y)=TD
Corr(X,Y) = diag(V)~/*TD'/?
donde diag(V)=diag(c},... 0%).

Demostracion.

Por una parte, como
Cov(X;,Y;)

Corr(X;,Y;) =
J oA
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entonces Corr(X,Y) = diag(V)~2Couv(X,Y)D~'/2. Por otro lado se tiene que
Cov(X,Y)=Cov(X,T'X)=VT

y, como T"V'T = D y T es ortogonal, entonces multiplicando por T' a ambos lados de la expresion
tenemos que TT'VT = T D, por tanto VT = TD.

Entonces Cov(X,Y) =TD y Corr(X,Y) = diag(V)~'/2TD/2.

Definicién 1.5.1. LLamaremos matriz de saturaciones a A=Corr(X,Y).

Proposicién 1.5.2. Si Y son las componentes principales obtenidas a partir de la matriz de
correlaciones de X, entonces

Corr(X,Y) =TD"?
Demostracion.
En efecto, si Y = T"Z = T'diag(V)~Y/2(X — 1), entonces:
Cov(Z,Y)=Cov(Z,T'Z) =TT =TD

Corr(X,Y) = Corr(Z,Y) = Cov(Z,Y)D™/? = TDD'/? = TD'/?

1.6. Analisis de las componentes principales

Veamos algunos topicos relevantes para realizar un PCA:
Componentes de tamano y forma

Cuando existe una alta correlacién y positiva entre todas las variables, la primera compo-
nente principal tiene todas sus coordenadas del mismo signo y puede interpretarse como un
promedio ponderado de todas las variables, o un factor global de “tamano”. Las restantes com-
ponentes se interpretan como factores “de forma” y tipicamente tienen coordenadas positivas y
negativas, que implica que contraponen unos grupos de variables frente a otros. Estos factores
de forma pueden frecuentemente escribirse como medias ponderadas de dos grupos de variables
con distinto signo y contraponen las variables de un signo a las del otro.

La interpretacion de las componentes se simplifica suponiendo que los coeficientes pequenos
son cero y redondeando los coeficientes grandes para expresar la componente como cocientes,
diferencias o sumas entre variables. Estas aproximaciones son razonables si modifican poco la
estructura de la componente y mejoran su interpretacion.

Seleccién de niimeros de componentes

Una vez que hemos realizado el PCA surge la pregunta sobre cuantas componentes principa-
les son las que debemos utilizar. La respuesta no es unica, pues depende de factores subjetivos.
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Todas las soluciones son correctas, pues lo que estamos haciendo es perder informacién (la menor
posible) a cambio de reducir la dimensién inicial. Existen diferentes técnicas para seleccionar el
nimero de componentes. Sin embargo, en vista de que el objetivo es crear PCA-Gapminder?,
tomaremos siempre las dos primeras. Serd fundamental conocer la informacion total mantenida.
Si se advierte que el nimero es bajo se considerara anadir la tercera y la cuarta componentes al
estudio.

Representacion grafica

La interpretaciéon de las componentes principales se favorece representando las proyecciones
de las observaciones sobre un espacio de dimensién dos, definido por parejas de las componentes
principales mas importantes. La proyeccién de cualquier observacion sobre una componente es
directamente el valor de la componente para esa observacién. La representacién habitual es to-
mar dos ejes ortogonales que representen las dos componentes consideradas, y situar cada punto
sobre ese plano por sus coordenadas con relacién a estos ejes, que son los valores de las dos
componentes para esa observacién.

Analisis de las componentes principales en RStudio

Una vez cargado en RStudio el conjunto de datos sobre el que se quiere realizar el PCA, es
conveniente hacer un primer estudio de las variables por separado para detectar datos atipicos,
falta de simetria o normalidad. Para ello, usamos el comando summary(datos). Esto nos muestra
las medias, medianas, cuartiles, minimos y maximos.

Por otra parte, RStudio también ofrece la opcién de estudiar las relaciones entre las variables
mediante boxplot(datos). Los graficos de caja-bigote muestran si existe alguna variable que tenga
mucha mas dispersién que las demas. Podemos calcular las matrices de correlacién y covarianza
con cov(datos) y cor(datos). Con ayuda de estos métodos decidiremos si se observa que las va-
riables se miden en unidades bastante diferentes. Si es asi, utilizaremos la matriz de correlacién
para hacer el PCA (estandarizando las variables).

Asumiremos en este proyecto el uso de la matriz de correlaciones para el calculo del PCA,
ya que en el capitulo tercero los datos de los casos practicos se miden en unidades muy distin-
tas y estaremos en este caso. Para calcular las componentes principales usaremos el comando
PCA<-princomp(datos, cor=TRUE).

Para ver las caracteristicas principales haremos summary(PCA, loadings=TRUE). Obten-
dremos tres filas de valores para cada componente: la desviacién estandar (raices cuadradas de de
los valores propios de la matriz de correlaciones ordenados de mayor a menor), la proporcién de
sus varianzas y las proporciones acumuladas. Todas ellas miden la importancia de las componen-
tes. Las proporciones acumuladas se calculan sumando las de las componentes anteriores. Estos
valores nos indican en tanto por uno la informacién mantenida respecto de la informacién inicial.

Las cargas o loadings son los vectores propios unitarios de los valores propios. Podemos
calcularlas usando el comando T'<-PCA$loadings. Tecleando T/,i/, siendo i el nimero de la com-
ponente que queremos estudiar, obtendremos el vector propio utilizado para calcularla. De esta
forma, las componentes principales tendran la forma:

3Utiliza graficos bidimensionales. Se vera en el capitulo posterior.
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Yi=a1 % X] +azx X5 +... +ap*x X,

X;—mean(X;)

con los a; siendo las cargas (coeficientes) y las variables estandarizadas X} = Sd(X;

Por otra parte, las puntuaciones o scores son los valores obtenidos para los individuos de la
muestra en las componentes principales. Mediante el comando S<-PCA$scores las conseguire-
mos en RStudio.

Si representamos las cargas y las puntuaciones de dos componentes (normalmente las dos
primeras, ya que son las que més informacién contienen), obtendremos las cargas vistas como
vectores. Este gréafico serd la mejor proyeccion visual o “foto” de los ejes iniciales de todas las
variables estandarizadas y de las puntuaciones de los individuos de la muestra.

Las variables con vectores largos (norma cercana a 1) estardn bien representadas por esas
dos componentes principales, mientras que las que tengan vectores cortos estaran mal represen-
tadas (se pierden al proyectar por ser casi perpendiculares). Las saturaciones se usardn para
saber cudnta informacién se mantiene (o se pierde) de cada variable en cada componente. Las
puntuaciones se usaran para decir cémo seran los individuos de la muestra en esas caracteristicas.

En el capitulo tercero utilizaremos el comando biplot en RStudio para obtener esa “foto”
y analizaremos las componentes principales en funcién de cémo sean los vectores. A partir del
andlisis de estos vectores podremos determinar qué variables estan mejor representadas y dar
asi un significado aproximado de cada componente principal.
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Capitulo 2

Marco practico. PCA-Gapminder

2.1. Hans Rosling: el destructor de mitos

“Desmontando mitos sobre el mundo”: asf titulé Eduardo Punset el programa! que dedicé
a Hans Rosling cuyo objetivo literalmente era “revelar la cara fascinante de los nimeros y las
estadisticas, y su inmenso poder para explicar el pasado y el futuro del mundo”

Hans Rosling? fue un médico sueco que,
muy joven, se trasladé a Mozambique don-
de llegd a ser el tnico facultativo de una po-
blacién de 300.000 personas. Contribuyé a la
identificacion y prevencion del konzo, una en-
fermedad que dejaba paraliticos a decenas de
miles de ninos en zonas pobres de Africa. Pero
su visién era global, identificando finalmente
que la mayor causa de enfermedad era la po-
breza, la ignorancia y la injusticia. La relacién
entre salud y pobreza fue una de sus obsesio-
nes desde entonces. Sélo la pérdida de un hijo
le hizo volver con toda su familia a Suecia,
donde seria profesor de salud publica para los
muy afortunados alumnos de Uppsala y luego
de Estocolmo. Fue, eso si, un hombre positivo,
optimista e ilusionado por lo que se puede hacer en el mundo en la lucha contra la enfermedad
y la pobreza.

Figura 2.1: Hans Rosling.

En este punto conviene que expliquemos la razén por la que un médico aparece en la intro-
duccién de un proyecto fin de grado de la Facultad de Matematicas.

El objetivo de Rosling fue difundir los datos sobre nuestro mundo de una forma moderna,
muy visual, muy grafica, muy espectacular, en movimiento, en tres dimensiones; original y en-
tusiasta, pero sin perder rigor técnico. Fue un gigante de la divulgacién.

Le sorprendia cémo la mayor parte de las personas tienen unas ideas erréneas sobre las
relaciones internacionales, el desarrollo, la pobreza y la salud. Y se propuso mejorar esa circuns-

'Programa “Redes” emitido el 30 de mayo de 2010, disponible en rtve.es.
?Biografia obtenida del articulo referido en la fuente [2] citada en la Bibliografia.
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tancia. Fue consejero de la OMS, UNICEF y otras agencias de ayuda humanitaria; iniciador
de Médicos Sin Fronteras en Suecia...Rosling puso en marcha la Fundacion Gapminder que
desarrollé Trendalyzer, un programa para convertir series estadisticas en gréficos interactivos;
para dar movimiento a los cientos de miles de cifras enterradas en bases de datos colosales, como
las del Banco Mundial. Su pretensién era evidente: promover una visién del mundo basada en
hechos y datos, a través de la comprensiéon de informacién estadistica publica.

Hay vidas que cambian en solo un instante. Eso fue lo que le ocurrié a Hans Rosling. Fue en
una charla TED? en 2006 cuando dio a conocer al piiblico su talento como conferenciante con
ayuda de su innovadora herramienta grafica Gapminder. En 2007, Google adquirié Trendalyzer.
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Figura 2.2: Hans Rosling en una de sus charlas TED.

2.2. Origen de Gapminder

Gapminder es una fundacién que fue creada el 25 de febrero de 2005 en Estocolmo por una

familia sueca. Los miembros de esta familia que participaron en el proyecto fueron Hans Rosling,
su hijo Ola Rosling y su nuera Anna Rosling.

Es una fundacién sin fines de lucro. Afirman que tratan de dar una visién del mundo basada

en los hechos (for a fact-based world view) poniendo a nuestra disposiciéon un método que nos
haga mas facil entender los datos.

Para ello nos ofrecen una herramienta grafica que permite analizar diferentes tipos de datos
numéricos de distintos paises en forma de secuencia temporal. Los datos que podemos encontrar
dentro de Gapminder van desde el niimero de casos de VIH, la esperanza de vida, la malnutricién
infantil, el nimero de hijos que ha tenido una mujer, las emisiones de CO2, la edad del primer

3TED: “Tecnologia, Entretenimiento, Disefio” es una organizacién sin fines de lucro dedicada a ideas dignas de
difundir (del inglés: ideas worth spreading). TED es ampliamente conocida por sus charlas que cubren un amplio

espectro de temas que incluyen ciencias, arte y disefio, politica, educacién, cultura, negocios, asuntos globales,
tecnologia, desarrollo y entretenimiento. - Fuente: Véase [8] en Bibliografia.
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matrimonio, renta per capita, producto interior bruto, gasto energético, consumo energético, . ..
En total, 503 indicadores que podemos analizar.

La herramienta nos permite correlacionar de forma sencilla cualquiera de los indicadores y
mediante una animacién tener la posibilidad de analizar la evolucion temporal. Ademas, pode-
mos elegir los paises que queremos estudiar.

En una entrevista a Hans Rosling publicada en El Pais aseguraba que “la idea de filtrar datos,
transformarlos en informacion para que un publico amplio entienda hechos complejos, es el 0b-
jetivo de Gapminder. Si el usuario medio ve solo los datos en bruto, no entenderd nada. Pero
st accede a ellos después de procesados, el efecto es muy diferente. Pueden cambiar su forma de
pensar sobre muchos asuntos.”

El software estadistico Gapminder World es un visualizador interactivo de graficos y mapas que
permite observar la situacién de multiples individuos mediante una extensa gama de variables.
Gapminder World presenta un gréafico bidimensional mediante el que los individuos se posicionan
en base a las dos variables seleccionadas, como burbujas en diferentes colores y tamafios, segin
las caracteristicas de estos. Ademads este software estadistico introduce la variable tiempo para
observar anos concretos o para obtener imagenes dinamicas de la evolucién experimentada por
los individuos en un grafico animado.

2.3. PCA-Gapminder en RStudio

Percatada la utilidad de Gapminder, surgié la idea de complementarla con el analisis de
componentes principales. Con ayuda de ambas se podria hacer un estudio multivariante muy
completo. Es por esto que le damos el nombre de PCA-Gapminder.

2.3.1. Caracteristicas de la muestra

En primer lugar, describiremos cémo debe ser la muestra ideal para exprimir al maximo las
posibilidades que ofrece el programa. Lo més habitual es que sea una tabla, donde aparecen
los valores de p variables observadas sobre n individuos. Sin embargo, el efecto dinamico que
tiene Gapminder obliga a recoger de cada individuo las observaciones de las p variables en los
r anos que comprende el periodo sobre el que se realiza el estudio. Por tanto, incluiremos a esa
estructura habitual una variable nueva llamada “A7no” (o mes, semestre, etc.), de tal manera
que se tendran p - r datos recogidos como individuos y p+1 variables.

Debe constar de variables de tipo cuantitativo (su valor se expresa numéricamente) y cualita-
tivo (su valor es un atributo o una categoria). Las primeras son las que se usaran para el cdlculo
de la parte mas analitica, el andlisis de componentes principales. Las segundas, sin embargo,
serviran como elementos descriptivos en la representacién grafica. Mas adelante veremos que
seran representadas con el color y el tamano de las burbujas. Por otro lado, la muestra siempre
debe incluir una variable temporal, la parte dindmica de PCA-Gapminder vendra determinada
por ella.

2.3.2. Extensién de Gapminder a PCA-Gapminder

PCA-Gapminder es un grafico bidimensional dindmico que representa a los individuos de
un estudio a través de burbujas que se van moviendo por la pantalla a medida que el tiempo
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va a avanzando. Se pueden escoger las variables que se quieren estudiar. Ademads incorpora dos
técnicas muy visuales, el color y el tamano de las burbujas que, a su vez, representaran otras
dos variables, siendo el color una variable identificativa de un grupo y el tamafio otra variable
de interés.

Hasta ahora todos estos detalles eran los que ofrecia Gapminder. La novedad viene a la hora
de elegir qué se representa en los ejes del grafico bidimensional. Gapminder daba la opcién de
elegir cualquier variable y enfrentarla a otra variable del estudio, con lo que el resto de variables
quedaban sin representar. Sin embargo, en nuestro trabajo nos movemos en el ambito multiva-
riante, donde la cantidad de variables es considerablemente grande. No es practico tener que ir
cambiando las variables de eje para ver como se relacionan unas con otras o para obtener una
vision més global. Estas mejoras son las que propone PCA-Gapminder con ayuda del andlisis
de componentes principales. En nuestra nueva herramienta se plantea la idea de representar en
los ejes las componentes principales. Por tanto, las variables cuantitativas de la muestra, serdn
las que intervengan en el cdlculo de las componentes principales. Una vez calculadas Yj e Ya, y
habiéndolas interpretado, podremos representarlas en PCA-Gapminder y extraer conclusiones
de manera mas global.

En la Seccién 1.6 del Capitulo primero ya se comentd que a pesar de que existen diversas
técnicas para decidir el nimero de componentes principales seleccionadas, para nuestro progra-
ma necesitaremos pares de componentes. En principio usaremos las dos primeras para el grafico
bidimensional, pues son las que mas informacién poseen. Sin embargo, si observamos que la
proporcién acumulada es baja, recurriremos a incrementar el niimero de componentes princi-
pales seleccionadas (Y3 e Yy probablemente) y combinaremos unas con otras para estudiar los
resultados obtenidos.

Podriamos preguntarnos para qué hace falta incorporar esta nueva técnica, cuando ya con-
tamos en RStudio con una representacion bidimensional de dos componentes principales dada
por el comando biplot. Més adelante, en el capitulo tres, veremos sobre ejemplos concretos que
esa representacién dada se apelotona al mostrar juntos todos los datos y no aporta informacion
clara. Tampoco muestra las variables cualitativas de las que hemos hablado anteriormente apor-
tada por Gapminder ni, por supuesto, el dinamismo temporal.

Antes de poder interpretar el significado de la ejecucion, se tendra que obtener el significado
o una explicacién aproximada de lo que es cada componente principal.

2.3.3. Programacion de PCA-Gapminder

R es un potente lenguaje orientado a objetos y destinado al andlisis estadistico y la repre-
sentacién de datos. Se trata de un software libre que permite su utilizacién gratuitamente. La
comunidad cientifica internacional lo ha elegido como la “lingua franca” del andlisis de datos,
y tiene una gran implantacién en universidades y cada vez mas en el mundo empresarial. La
programaciéon de PCA-Gapminder se va a desarrollar con RStudio, un entorno desarrollado in-
tegrado para R.

Con ayuda de RStudio, es posible implementar nuestras propias graficas dindmicas, emulan-
do asi las técnicas Gapminder de Hans Rosling. Para ello, se puede recurrir a aplicaciones de
Google (Google apps), para generar cédigo html que contenga la grafica deseada.
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En primer lugar, hay que cargar en el script el paquete google Vis, que permite usar las grafi-
cas de Google apps. Dentro de todas las opciones que ofrece, los graficos mas conocidos son
precisamente los Motion Chart, popularizados por Hans Rosling en sus charlas TED. Las fun-
ciones de este paquete permiten al usuario visualizar datos almacenados en RStudio con Google
Charts sin tener que subir los datos a Google. La salida de una funcién de google Vis es c6digo
html que contiene datos y referencias a funciones JavaScript recibidas por Google. Para poder
reproducir la ejecucion es necesario un navegador con conexion a internet.

Cuando ya se ha cargado dicho paquete, library(googleVis), hay que introducir los datos
procedentes de un fichero Excel con los que vamos a hacer el estudio. Lo haremos mediante el
comando read.table, apropiado para leer este tipo de archivos .xls o .csv. Dentro de la funcién
especificaremos el nombre del archivo; indicaremos la presencia de nimeros decimales para que
interprete la coma como tal y no como un caracter de cédigo alfabético; y finalmente, senalare-
mos que las columnas tienen un encabezado con el nombre de la variable. Todo ello se expresara
en RStudio como sigue.

read.table(file=“ archivo.csv”, dec=*", header=TRUE).

Ya tenemos preparados los datos y la libreria necesaria. A continuacién comienza la pro-
gramacion de la parte analitica, el calculo de las componentes principales. En Gapminder se
representaban las variables en los ejes; sin embargo, el nuevo objetivo es hacerlo con las compo-
nentes principales. Lo que representaremos en los ejes seran las puntuaciones de cada individuo.
Para ello necesitamos primero calcular las componentes. Una vez hecho esto, actualizaremos
el contenido del objeto de datos con el que estamos trabajando, creando nuevas columnas que
contengan el valor de las puntuaciones de cada individuo de la muestra para cada componente
principal de las que hayamos seleccionado.

En la Seccién 1.6 del Capitulo primero se senalaron los comandos més importantes para
hacer el PCA en RStudio, y también que utilizariamos la matriz de correlaciones por el cambio
de escala en las componentes. Se dispone del comando princomp para el calculo de las compo-
nentes principales, al cual hay que pasarle el objeto de datos que se leyé del fichero Excel y una
indicacion de que vamos a usar la matriz de correlaciones.

princomp(datos, cor=TRUE)

Guardamos esto en un objeto al que llamamos PCA. Ahora es preciso encontrar una manera
aproximada de definir a las componentes principales para posteriormente poder interpretar el
gréafico obtenido. Para ello estudiaremos las cargas con PCAS$loadings.

Por otro lado, hay que almacenar las puntuaciones de cada componente principal en un vec-
tor. Guardamos todas las puntuaciones primeramente en un objeto llamado S, con el comando
PCA$scores, y como en principio se usaran sélo las dos primeras componentes principales, ha-
remos

S[1]->Y1
S[2]->Y2

para asi guardar estos nuevos vectores columna como nuevos objetos y a continuacién poder
pegarlos en el fichero de datos inicial. Esto lo haremos escribiendo
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cbind(archivo, Y1,Y2)-> FicheroNuevo

Finalmente, llamaremos a la funcién que creard un objeto, en cédigo html, que es el grafico
de burbujas buscado. Hay que indicarle que tiene que utilizar el nuevo fichero de datos en el
que hemos anadido las puntuaciones, quién es la variable identidad que van a representar las
burbujas y quién es la variable temporal.

guisMotionChart(FicheroNuevo,idvar= “individuos”, timevar= “Ano” )-> grafico
plot(grafico)

Le damos nombre al objeto (grafico) para finalmente representarlo mediante el comando plot(grafico).
Al ejecutar la linea en RStudio se abrird automaticamente una pestana en el navegador con el
grafico dindamico buscado. En la siguiente seccién explicaremos las opciones que ofrece el pro-
grama una vez ejecutado.

2.3.4. Aclaraciones sobre la informacién de pantalla

La Figura 2.3 que se muestra a continuacién es la pantalla que obtenemos del programa
PCA-Gapminder cuando se haya ejecutado. A continuacién se van a comentar los detalles que
ofrece la aplicacion y el significado de todos los elementos que aparecen.
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Figura 2.3: Pantalla de PCA-Gapminder.

Las burbujas representan los individuos de la muestra. En este ejemplo ilustrativo son los
paises del mundo. Hay dos variables descriptivas, el color y el tamafio de dichas burbujas. Con
el color se suele simbolizar una variable que agrupe a los individuos por sectores, en este caso
el color los organiza segin el continente al que pertenecen. Respecto al tamano, normalmente
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se usa para la poblacion. Se observa que las burbujas grandes representan paises como India,
China o Estados Unidos.

La linea horizontal que estd debajo del gréfico es la recta temporal. Al pulsarle al botén
“play” (tridngulo a la izquierda de la linea) el dinamismo del grafico comenzard, recorriendo el
periodo de tiempo establecido.

En los ejes se representan las componentes principales Y1 e Y2. En los casos necesarios tam-
bién podremos representar Y3 e Y4. Previamente a la representaciéon habremos hecho un anélisis
para deducir el significado de las componentes. Asi, se estard en condiciones de interpretar el
grafico.

En la Figura 2.3 se ve también una flecha que indica dénde se puede seleccionar un individuo
en concreto para seguirle el rastro. Esta opcion serd interesante cuando advirtamos que alguna
burbuja tiene un comportamiento muy diferente de las demés. Podremos rastrearla y estudiarla
ese caso en especifico.
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Capitulo 3

Analisis de datos con
PCA-Gapminder

3.1.

Para hacer el estudio de este caso, en primer lugar, se recogié una muestra de datos' sobre las
asignaturas del primer y segundo curso del Grado en Matematicas de la Universidad de Murcia.
Una vez que se obtuvo esta informacion, el siguiente paso fue la adaptacién de estos datos a un
modelo que se adecuase a las necesidades que tendria nuestro PCA-Gapminder.

Cada asignatura tenfa que tener una variable temporal (ano en el que habia sido recogida
la muestra de variables) y algunas descriptivas (rama y curso), visuales en Gapminder y, por
supuesto, las numéricas, aquellas que utilizariamos posteriormente para realizar el PCA. El

formato de la muestra disenada quedé finalmente asi:

Caso 1. Asignaturas en el grado en matematicas

X1 X5 X3 X4 X5 X6 X7 X3
Asig. | Ano | Curso | Rama | Matric. | Apr. | Susp. | Nota media | Tasa apr.
FVRI | 2010 1 Anélisis 90 48 42 4,71 0,533
FVRI | 2011 1 Analisis 102 36 66 3,36 0,352
FVRI | 2012 1 Analisis 117 37 80 3,4 0,316
FVRI | 2013 1 Anélisis 101 26 75 3,34 0,257
FVRI | 2014 1 Analisis 115 40 75 4,09 0,347
FVRI | 2015 1 Analisis 121 38 83 3,73 0,314
GYA | 2010 2 Algebra 25 9 16 6,75 0,36
GYA | 2011 2 Algebra 40 14 26 6,76 0,35
GYA | 2012 2 Algebra 42 21 21 5,01 0,500
GYA | 2013 2 Algebra 55 45 10 5,98 0,818
GYA | 2014 2 Algebra 52 11 41 3,76 0,211
GYA | 2015 2 Algebra 73 44 29 4,47 0,602

Cuadro 3.1: Plantilla de la muestra utilizada.

Proporcionada por ATICA, Area de Tecnologias de la Informacién y las Comunicaciones Aplicadas de la

Universidad de Murcia, y por la secretaria de la Facultad de Matematicas.
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Demos ahora una breve descripcién de cada variable:

= Asignatura: Son los “individuos” sobre los que gira el estudio. Hay 20, 10 correspondientes
al primer curso y otras 10 de segundo curso.

= Ano: Esta variable toma los valores entre 2010 y 2015. Como hemos decidido que la variable
temporal sea anual, los resultados relativos a cada asigntaura se consideraran uniendo las
tres convocatorias. Es decir, tomaremos por ejemplo el nimero de aprobados sumando
los que superaron la asignatura en febrero, en junio o julio/septiembre. Por otro lado, los
suspensos se cuentan restando a final de curso el niimero de aprobados al de matriculados.

s Curso: Es una variable cualitativa. Puede tomar los valores 1 o 2 segun al curso al que
corresponda esa asignatura.

= Rama: Es cualitativa. Serd la variable identificativa que mediante el color nos de una visién
mas clara al hacer PCA-Gapminder. Puede valer: dglgebra, andlisis, estadistica, investiga-
cton operativa, topologia v otras.

= N° matriculados: Esta variable numérica indica el nimero de personas matriculadas en esa
asignatura ese curso.

= N° aprobados: Es numérica. Incluye la cantidad de personas que superaron esta asignatura
durante cualquiera de las convocatorias de ese ano.

= N° suspensos: Esta variable incluye el niimero de personas que no superaron la asignatura
tras las tres convocatorias, bien porque suspendieron, o bien porque no se presentaron.

= Nota media: Toma un valor numérico que es la nota media calculada entre las tres convo-
catorias del curso. Incluye todas las notas, suspensas y aprobadas.

= Tasa aprobados: Esta variable es el cociente entre el ntimero de aprobados y el de matri-
culados en la asignatura.

A continuacién realizaremos el estudio de los datos y el andlisis de las componentes princi-
pales haciendo uso de la herramienta RStudio.

Estudio inicial de los datos

Comenzamos introduciendo los datos en RStudio mediante el comando read.table, apropiado
para leer informacion proviniente de un fichero excel. Llamaremos data al objeto que contiene
nuestro conjunto de datos. Durante todo el analisis, para realizar el PCA, utilizaremos sélo las
variables de tipo numérico que son de la 5 a la 9 (nimero de matriculados, nimero de aproba-
dos, nimero de suspensos, nota media y tasa de aprobados), pues las demds tinicamente seran
necesarias cuando tratemos la parte de Gapminder. Esto se indica en RStudio como data/5:9].
Una vez hecho esto, haremos un primer analisis.

Haciendo summary(data[5:9]) se obtiene un resumen de las variables, incluyendo para cada
una de ellas el primer, segundo y tercer cuartil muestral, el maximo, minimo y la media.
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MATRICUL | APROBADOS | SUSPENSOS | NOTA_MEDIA | TASA_APROB
Min: 25.00 Min: 9.00 Min: 5.00 Min: 3.210 Min: 0.2115
1st. Qu. : 51.00 | 1st. Qu. : 28.75 | 1st. Qu. : 17.75 1st. Qu. : 4.420 1st. Qu. :0.3682
Median: 63.50 Median: 34.00 Median: 29.50 Median: 4.940 Median: 0.5153
Mean: 72.23 Mean: 33.77 Mean: 37.73 Mean: 4.913 Mean: 0.5097
3rd. Qu.: 99.00 | 3rd. Qu.: 39.25 | 3rd. Qu.: 55.50 3rd. Qu.: 5.395 3rd. Qu.:0.6301
Max: 135.00 Max: 61.00 Max: 106.00 Max: 7.700 Max: 0.8529

Cuadro 3.2: Resumen sobre las variables.

Es conveniente hacer un estudio previo de las correlaciones existentes entre las variables.
Estas relaciones se veran reflejadas posteriormente en las componentes principales. Podemos
verlo de manera gréfica usando plot(data/5:9]).
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Figura 3.1: Graficos bidimensionales para las 5 variables.
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o bien de forma més analitica, visualizando la matriz de correlaciones, cor(data[5:9])

MATRICUL APROB SUSPEN  NOTA_MEDIA TASA_APROB
MATRICUL 1.0000000 0.5555467  0.9118342  -0.5350756 -0.6744924
APROB 0.5555467 1.0000000  0.2511441 -0.1376782 0.1808540
SUSPEN 0.9118342 0.2511441  1.0000000  -0.5343211 -0.8176592
NOTA_MEDIA | -0.5350756 -0.1376782 -0.5343211 1.0000000 0.5340958
TASA_APROB | -0.6744924 0.1808540  -0.8176592 0.5340958 1.0000000

Cuadro 3.3: Correlaciones entre las cinco variables.

Se observa que existen variables con correlaciones positivas y negativas. Podemos destacar,

por ejemplo, la variable nimero de suspensos frente al niimero de matriculados ya que tienen
una correlacion positiva alta. Ademas de esta matriz podemos estudiar, por otro lado, la matriz
de covarianzas mediante el comando cov(dataf5:9]). Esta matriz es siempre simétrica respecto a
su diagonal principal.
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MATRICUL | APROB SUSPEN | NOTA_MEDIA | TASA_APROB
MATRICUL 811.39048 149.870028 | 609.55854 | -13.5807843 -3.07685665
APROB 149.87003 89.692997 | 55.81961 | -1.1618207 0.27429803
SUSPEN 609.55854 55.819608 | 550.76863 | -11.1733053 -3.07306809
NOTA_MEDIA | -13.58078 -1.161821 | -11.17331 | 0.7939434 0.07621303
TASA_APROB | -3.076857 0.274298 -3.073068 | 0.07621303 0.02564664

Cuadro 3.4: Matriz de covarianzas de las cinco variables.

El problema es que las escalas (varianzas) son muy diferentes, por eso debemos utilizar la
matriz de correlaciones M < —cor(data[5 : 9]) para hacer el PCA.

Calculo de las componentes principales

Hemos decidido usar la matriz de correlaciones. Con esto las variables originales se estandarizan
y todas tienen la misma importancia (varianza 1). El comando que usaremos para hacer el
PCA serda PCA < —princomp(data/5:9],cor=TRUE). Veamos las caracteristicas principales.
Escribiendo en RStudio summary (PCA, loadings=TRUEFE) se obtiene:

Importance Comp. 1 | Comp. 2 | Comp. 3 | Comp. 4 | Comp. 5

Standard deviation 1.762339 | 1.1036977 | 0.7602414 | 0.28081502 | 0.138518082
Proportion of Variance | 0.621168 | 0.2436297 | 0.1155934 | 0.01577142 | 0.003837452
Cumulative Proportion | 0.621168 | 0.8647977 | 0.9803911 | 0.99616255 | 1.000000000

Cuadro 3.5: Importancia de las componentes principales.

La importancia de cada componente principal se mide con las desviaciones estandar. Estas
son la raices cuadradas de los valores propios de la matriz de correlaciones M ordenados de mayor
a menor. Como se explicé anteriormente, al elegir la matriz de correlaciones para hacer nuestro
analisis, todas las variables se estandarizaron para tener la misma importancia a priori, es decir,
varianza 1. Entonces las varianzas iniciales suman 5 (la traza de la matriz de correlaciones) por
lo que los valores de las proporciones de la varianza se calculan de la siguiente manera:

= Componente 1: 0,621168 = w

Componente 2: 0,2436297 = M

Componente 3: 0,1155934 = w

» Componente 4: 0,01577142 = w

» Componente 5:0,003837452 = M

Las proporciones acumuladas de cada componente se calculan sumando las de las anteriores.
Estan expresadas en tanto por uno. Por tanto, podemos extraer de esto que la primera com-
ponente principal conserva un 62,1168 % de la informacién inicial, y la primera y la segunda
componentes juntas conservan un 86,47977 %.

Las cargas son los vectores propios unitarios de los valores propios anteriores. Estas cargas
son los coeficientes de las componentes que queremos calcular.
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Loadings Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4 Comp. 5
MATRICULADOS | -0.5372760  0.23678485 -0.19977158 -0.06853123  0.781448812
APROBADOS -0.1924174  0.84714756  0.04680082 -0.28544371 -0.402054868
SUSPENSOS -0.5399625 -0.04921365 -0.29716834  0.69256680 -0.371565193
NOTA_MEDIA 0.4047701  0.12338719 -0.90397908 -0.06114581  0.004449813
TASA_APROB 0.4678800  0.45675766  0.22894062  0.65607757  0.299347866

Cuadro 3.6: Cargas (loadings) de las componentes principales.

Analisis de las componentes principales

Nuestra decisién acerca de cudles son las componentes principales con las que vamos a traba-
jar es clara. Nos quedaremos con las dos primeras, que son las que mas informacién contienen.
Ahora bien, necesitamos analizarlas para ver qué informacién podemos extraer. Mirando las
cargas de las componentes que estamos analizando podemos dar significado a éstas. Por tanto,
la primera componente principal se calcula como

Y1 = —0,5372760X — 0,1924174X5 — 0,5399625X% + 0,4047701.X} + 0,4678800X}

Xi— Xi : .o .
donde X = #’_Lf) es la variable i-ésima estandarizada.

En primer lugar, recordemos quién era cada variable:

X1 | Alumnos matriculados

X5 | Alumnos aprobados

X3 | Alumnos suspensos/no presentados
X4 | Nota media

X5 | Tasa de aprobados

Cuadro 3.7: Identificacion de las variables.

Es interesante para facilitar la interpretaciéon de Y; cambiarla de signo.

Y1 = 0,5372760X7 + 0,1924174X5 + 0,5399625X 5 — 0,4047701X; — 0,4678800X 7

Veamos qué significado tienen estos coeficientes. Los maés significativos son los que acom-
panan a X{, X3, X; y a XZ. El primero, 0,5372760 indica que los individuos, las asignaturas,
tienen muchos alumnos matriculados. Por otro lado, la carga que acompana a X3, 0,5399625,
indica que el nimero de suspensos es alto y, por tanto, la tasa de aprobados sera baja (-0,46788).
Ademas el coeficiente de X, -0,4047701, indica que las asignaturas se caracterizan por tener
notas medias bajas. Por tanto, la componente Y7 muestra cémo cuando hay muchos matricu-
lados en las asignaturas aumentan los suspensos (disminuyendo la tasa de aprobados como es
obvio) y las notas medias son bajas.

Analicemos ahora la segunda componente principal. Utilizando las cargas de éstas que apa-
recen en el cuadro 3.6 podemos calcularla del siguiente modo:

Yo = 0,23678485.X + 0,84714756.X5 — 0,04921365X5 + 0,12338719X; + 0,45675766 X 5
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Destacan en este caso las cargas que acompanan a X3 y a XZ. Son coeficientes altos y
positivos. Podemos determinar que esta componente describe asignaturas con un numero de
aprobados y una tasa de aprobados altos. Interpretaremos esta componente como lo facil que
resulta una asignatura para superarla.

Por tanto, para posteriormente manejar con facilidad estas nuevas variables daremos una

“definiciéon” aproximada de lo que representan, en funcién del estudio de las cargas que hemos
hecho anteriormente.

Y1 = Asignaturas con muchos matriculados, muchos suspensos y notas bajas.

Yo = Lo “facil” que es una asignatura.

Ademas de estudiar por separado las componentes principales, también es conveniente ver
una representacion bidimensional de Y; frente a Y32. Utilizando el comando que sigue a conti-
nuacion se obtiene el grafico de la Figura 3.2.

biplot(PC A, pc.biplot = TRUE)
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Figura 3.2: Grafico de las dos primeras componentes.

2La representacién aqui dada se hace sin hacer el cambio de signo a Y.
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Los vectores rojos son las cargas, con las escalas en la derecha y arriba. Las puntuaciones
estan representadas en negro con las etiquetas de los datos (las asignaturas) con las escalas abajo
y a la izquierda (Y7 e Y3).

Este grafico es la mejor “foto”de los ejes iniciales de las cinco variables estandarizadas y
de las puntuaciones de las asignaturas (individuos de la muestra). Ademdas de analiticamente,
como hemos hecho anteriormente, también podemos interpretar las componentes principales
mediante este gréfico. Las variables con vectores largos (los de norma cercana a 1) estardn bien
representadas en las dos componentes, mientras que las que tengan vectores cortos estaran mal
representadas, pues se pierden al proyectar por ser casi perpendiculares.

En nuestro grafico todas estan bien representadas. Mas concretamente, observamos que las
variables tasa de aprobados y la nota media hacen crecer la primera componente, mientras que el
numero de matriculados y el de suspensos la hacen disminuir. La variable de aprobados apenas
influye en ella. La interpretacién es la misma que nos salia al analizarla por separado ante-
riormente, solo que al revés. Recordemos que la habfamos cambiado de signo para facilitar su
interpretacion.

Respecto a Ys, vemos que las variables que la hacen crecer son la tasa de aprobados y el
nimero de aprobados. Las demads casi no influyen en ella.

Una vez que hemos terminado con el andlisis de las componentes principales, llega el mo-
mento de hacer uso de nuestra nueva herramienta grafica PCA-Gapminder.

Analisis grafico en PCA-Gapminder

Introducimos las columnas con las puntuaciones de la primera y la segunda componente
principal juntas con los datos que contenia data en el nuevo objeto newdat. Habiendo cargado
la libreria de googleVis previamente, ya podemos llamar a la funcion

grafico < —gvisMotionChart(newdat, idvar = “ASIGNATURA” , timevar = “YEAR")

donde ASIGNATURA es la variable identidad, los individuos de la muestra; y la variable tem-
poral avanzara de ano en ano.

Al representar esta funcién haciendo uso del comando plot, se abre una pestana en el nave-
gador vinculado donde podemos ver la ejecucién. Para hacer el estudio representamos en el eje
horizontal la primera componente principal y en el eje vertical la segunda componente principal.
Con el color representaremos el curso al que pertenecen las asignaturas: azul las de primero y
rojo las de segundo. Finalmente, con el tamano se representara el nimero de matriculados en la
asignatura.
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Interpretaciéon grafica

El intervalo de tiempo que se analiza comprende desde 2010 hasta 2015. Recordemos el sig-
nificado aproximado que habiamos dado a Y1 e Y2 para poder interpretar los resultados con
mas fluidez.

Y1 = Asignaturas con muchos matriculados, muchos suspensos y notas bajas
Yo = Lo “facil” que es una asignatura

Por otro lado, el tamafnio de las burbujas representa el nimero de matriculados que hay en
la asignatura. El color, el curso al que pertenecen.

Azules: Asignaturas de primer curso
Rojas: Asignaturas de segundo curso

Es obvio que la concentracién cromética se mantiene todos los anos; asignaturas de primero
en el lado derecho y las de segundo a la izquierda. La primera lectura de los datos es, quizd, pre-
visible: en primero muchos alumnos matriculados y un nimero de suspensos elevado, con notas
medias bajas; son los valores positivos en Y1; por el contrario, encontramos valores negativos en
Y1 para las asigntauras de segundo curso, entendiendo que el niimero de matriculas desciende
(abandono de algunos alumnos) y el nimero de suspensos decrece también.

Pero nuestra aplicacién pretende descubrir informacién no previsible, avanzar en los casos
singulares y, si es posible, traducir a imagen ciertas relaciones de interdependencia.

Centremos nuestra atencién, por ejemplo, en la dispersién de Y2. En 2010 y 2011 hay
una gran dispersion, mientras que en 2013 y 2014 la dispersién disminuye considerablemen-
te. Podriamos afirmar que en el primer periodo los resultados son dispares, mientras que en el
segundo tramo temporal las asignaturas tienden a resultados mas homogéneos, puede atribuirse
a cambios en el perfil del alumnado o a una unificacién de criterios por parte de los érganos de
coordinacién de la facultad.

Otro aspecto interesante es la observacion del cuadrante inferior izquierdo que refleja valores
inferiores a 0 para las asignaturas de segundo. En el curso 2010 todas las asignaturas de segun-
do, a excepcion de una, se encuentran en valores negativos. Es la radiografia de un curso con
calificaciones muy bajas. Sin embargo, 2013 presenta un panorama diferente. Todas, a excepcion
de una, se sitian por encima de 0. Es el curso con resultados més positivos.

Sacamos también una reflexion sobre las asignaturas de primero, las burbujas azules. Se
agrupan en dos bloques, un bloque de tres asignaturas, que siempre estdn més a la izquierda
(especialmente en los anos 2012-2015) y el otro bloque se identifica con el resto de asignaturas,
situadas siempre maés a la derecha. Podemos observarlo en las imagenes que se muestran abajo,
con una linea que separa los dos bloques a los que nos hemos referido.

El bloque que estd mas a la izquierda significa que son asignaturas con menos matriculados
y menos suspensos que las de la derecha. Esas tres asignaturas corresponden a las de formacion
complementaria, de contenido no estrictamente matemaédtico. Tienen menos matriculados que
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las demés de primero porque tienen pocos suspensos y, por tanto, normalmente los alumnos no
repiten la asignatura, mientras que las del otro bloque si.
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También resulta interesante identificar una burbuja y seguirle el rastro. Hay algunas que se
mueven y se posicionan en lugares muy “raros” respecto a las demas. Veamos alguna.
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Figura 3.9: Rastro de la asignatura Grupos y Anillos en el periodo 2010-2015.

En la Figura 3.9 se observa el comportamiento de “Grupos y Anillos”. Esta asignatura es un
ejemplo de las que sufren cambios considerables a lo largo de los anos. En los primeros anos de
grado (2010, 2011, 2012) la asignatura era dificil de aprobar (abajo en Y2) y las notas medias
eran mejores (izquierda en Y1), probablemente porque habia muchos alumnos no presentados.
Sin embargo, en 2013 la situaciéon cambia por completo; posiciondndose en la parte positiva del
eje vertical, creciendo la tasa de aprobados y considerandose una asignatura “facil” en ese curso.
En 2014 vuelve a producirse otro cambio brusco, se vuelve mas dificil de aprobar, aumenta el
nimero de matriculados, el de suspensos y la nota media baja. Finalmente, en 2015, vuelve a
cambiar al eje positivo en Y2. Destaca su comportamiento respecto de las otras asignaturas de
segundo curso.

Aunque no se aborda el andlisis desde esta perspectiva, el color también puede identificar el
area o la rama de las matemadticas a la que pertenece cada asignatura. Una interpretacién en
funcién de este criterio también puede derivar en atractivas interpretaciones.
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3.2. Caso 2. Comunidades Autonomas de Espana

Para tomar la decisién del objeto de estudio del segundo caso se investigd en varios ambitos
heterogéneos (educativo, econémico, demogréfico, ...) con el fin de dar un panorama més amplio
del uso de PCA-Gapminder. Finalmente optamos por el andlisis de diferentes variables en el
marco de la distribucién territorial espanola. Por tanto, el objetivo es acercarnos a las realidades
de las comunidades auténomas.

Para ello, se solicit6 al Instituto Nacional de Estadistica (INE) todas las variables que iban
a ser necesarias. Este organismo ofrece un servicio electrénico para los ciudadanos. A través de
él recopilé todos los ficheros excel de las variables; y una vez hecho esto se creé un fichero tinico
incluyéndolo en conjunto.

Los individuos que vamos a estudiar son las 17 Comunidades Auténomas de Espana:

Andalucia Cataluna
Aragén Comunidad Valenciana
Asturias Extremadura
Baleares Galicia
Canarias Madrid

Cantabria Region de Murcia

Castilla y Ledén Comunidad de Navarra
Castilla la Mancha Pais Vasco
La Rioja

Como se comenta anteriormente, las variables se han seleccionado con el fin de poder dar
una visién global en distintos ambitos. Tendremos una variable temporal también que tomara el
valor de cada ano dentro del periodo 2004-2014 para cada Comunidad Auténoma. A continuacion
daremos un resumen descriptivo de las variables que se han considerado en el estudio.

= Comunidad Auténoma: Son los “individuos” sobre los que gira el estudio. Mediante el
estudio de las componentes principales obtendremos conclusiones acerca de ellas. Son 17.

= Afo: Esta variable es anual. Toma los valores entre 2004 y 2014.

= Localizacion: Esta variable es descriptiva e indica la situacién geografica de cada Comuni-
dad, agrupandolas asi en sectores. Puede tomar los valores “Islas”,“Norte” o “Sur”.

= Poblacién: Designa el nimero de personas que viven en esa Comunidad Auténoma.

» Tasa de nacimiento: Es una medida cuantitativa de la fecundidad en un ano. Se calcula
dividiendo el ntimero de nacimientos en un ano entre la poblaciéon y multiplicando por
1000. Por tanto, estara expresada en tanto por mil (%o).

s Tasa de defuncién: Esta variable se calcula como la proporciéon entre las personas que
mueren respecto al total de la poblacién en un ano. Se expresa también en tanto por mil

(%e0).

= Tasa de extranjeros: Es la proporcién de poblacién extranjera residente en la comunidad
en relacién a la poblacién total. Se expresa en tanto por cien ( %).

= Renta media: Esta variable representa la renta anual neta media por persona y unidad
consumo. Se mide en euros.



3. Analisis de datos con PCA-Gapminder 45

= Tasa de empleo: Indica la tasa de empleo en el tercer trimestre del ano de cada Comunidad
Auténoma.

= Tasa de médicos: Esta tasa indica el nimero de médicos a disposicion de la comunidad por
cada 100000 habitantes.

= Tasa de profesores: Esta tasa indica el nimero de profesores que hay por cada 100000
habitantes.

= Tasa de condenados: Esta variable indica el nimero de condenados que hay por cada 1000
habitantes por sentencia firme durante ese ano en la comunidad.

Para tener claras cuéles son las variables que intervendréan en el PCA y enumerarlas como
X, a partir de ahora, se muestra el siguiente cuadro sintesis.

X, | Tasa de nacimiento

Xy | Tasa de defuncién

X3 | Tasa de extranjeros

X4 | Renta anual media por persona

X5 | Tasa de empleo

X | Tasa de médicos

X7 | Tasa de profesores
Xg | Tasa de condenados

Cuadro 3.8: Variables numéricas estudiadas.

Comencemos ahora con el estudio de los datos y el PCA mediante RStudio.

Estudio inicial de los datos

Procedemos con los mismos comandos que en el caso de las asignaturas. Introducimos los
datos en el fichero mediante read.table. Trabajaremos con el objeto comunidades, contenedor
de todos los datos preparados para analizarse. Si tecleamos View(comunidades) podremos vi-
sualizar dicho fichero. Como las columnas primera y segunda son los individuos y el ano; estas
variables se dejan fuera del andlisis de componentes principales. Ademads, dejaremos fuera la
variable Poblacion y Localizacién, pues la usaremos posteriormente para designar el tamafio y
el color de las burbujas respectivamente. Por tanto, en concreto, necesitamos desde la columna
5 hasta la 12 y haremos uso del objeto llamandolo como comunidades[5:12].

Consideramos un resumen inicial mediante summary(comunidades[5:12]), donde podemos ver
las principales caracteristicas de las variables por separado.
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Tasa.de.nacimiento | Tasa.de.defunciéon | Tasa.de.extranjeros | Renta.media
Min: 6.216 Min: 6.042 Min: 1.866 Min: 5734

1st. Qu.: 8.738 1st. Qu.: 7.798 1st. Qu.: 5.080 1st. Qu.: 7816
Median: 9.718 Median: 8.755 Median: 9.699 Median: 9171
Mean: 9.751 Mean: 8.809 Mean: 9.865 Mean: 9214
3rd Qu.: 10.869 3rd Qu.: 9.866 3rd Qu. :14.285 3rd Qu.: 10259
Max.: 13.594 Max.: 12.207 Max.: 21.903 Max.: 14312
Tasa.de.empleo Tasa.de.médicos Tasa.de.profesores | Tasa.de.condenados
Min: 37.31 Min: 345.0 Min: 1158 Min: 1.353
1st. Qu.: 45.65 1st. Qu.: 426.9 1st. Qu.: 1330 1st. Qu.: 3.350
Median: 49.77 Median: 469.2 Median: 1382 Median: 4.140
Mean: 49.87 Mean: 481.5 Mean: 1402 Mean: 4.092
3rd Qu.:54.01 3rd Qu.: 540.7 3rd Qu.: 1465 3rd Qu.: 4.642
Max.: 64.15 Max.: 641.1 Max.: 1776 Max.: 6.668

Cuadro 3.9: Resumen sobre las variables.

Por otro lado, saber como se relacionan entre ellas resultard ttil para el posterior PCA, pues
dichas relaciones se plasmardn en las componentes principales. Mediante plot(comunidades[5:12])
obtenemos varios graficos que muestran las correlaciones entre las variables.
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Figura 3.10: Graficos bidimensionales para las 8 variables.
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Se observan algunas claras relaciones entre algunas de ellas. Por ejemplo, se ve la existencia
una relacién negativa entre Tasa de nacimiento y Tasa de defuncion; mientras que hay relacio-
nes positivas entre Renta media y Tasa de médicos, o entre Tasa de extranjeros y Tasa de empleo.
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Calculo de las componentes principales

Para hacer el PCA utilizaremos de nuevo la matriz de correlaciones, con la cual las variables
se estandarizan. A pesar de que todas las variables (excepto una), estan expresadas en tasas, hay
variables con escalas muy diferentes. Véase por ejemplo en el cuadro 3.9 la diferencia tan grande
existente entre la mediana de la variable Renta media, 9171, frente a la de Tasa de condenados,
4.140. Ademass, algunas tasas estan expresadas en tanto por mil y otras en tanto por cien mil,
para adecuar los datos a las caracteristicas de la variable.

A continuacién hacemos el PCA, con
PCA < —princomp(comunidades[5 : 12],cor = TRUE)

y con summary (PCA, loadings=TRUE) examinamos la desviacién estdndar, la proporcién de
la varianza y la proporcién acumulada (explicado su significado en detalle en el caso 1). Con el
PCA se obtienen hasta ocho componentes principales, sin embargo las ultimas apenas aportan
informacién. Por esto, s6lo se muestra la informacién correspondiente hasta la quinta componente
principal.

Importance Comp. 1 | Comp. 2 | Comp. 3 | Comp. 4 | Comp. 5

Standard deviation 1.7132539 | 1.3966873 | 1.1995439 | 0.9401629 | 0.56338563
Proportion of Variance | 0.3669049 | 0.2438419 | 0.1798632 | 0.1104883 | 0.03967542
Cumulative Proportion | 0.3669049 | 0.6107468 | 0.7906100 | 0.9010983 | 0.94077372

Cuadro 3.10: Importancia de las componentes principales.

Lo més importante que hay que juzgar en este cuadro es la cantidad de informacion que con-
servan las componentes. Esto se observaba a través de las proporciones acumuladas ( Cumulative
Proportion). La primera componente principal conserva un 36,66 % de la informacién inicial, y
la primera y la segunda componentes juntas conservan un 61,07 %. Como hay muchas variables
en este estudio no bastara con tomar las dos primeras. Tomaremos hasta la cuarta componente
principal, conservando asi un 90,10 % de la informacién y haciendo un estudio més completo del
problema.

Calculamos las cargas (loadings) con PCA$loadings y obtenemos:

Loadings Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3 Comp. 4
Tasa.de.nacimiento | -0.496610827  0.03731261  0.254622887  0.29470376
Tasa.de.defuncién 0.527917215 -0.03571611 -0.005553768  0.03276857
Tasa.de.extranjeros | -0.506365602 -0.14910042 -0.126368288 -0.26751664

Renta.media -0.001643574 -0.64502167 -0.275605621  0.07631999
Tasa.de.empleo -0.300819407 -0.35385170  0.510100500  0.04407257
Tasa.de.médicos 0.162341391 -0.63301031 -0.128293845  0.16257833

Tasa.de.profesores | -0.169203547  0.17534636 -0.440165342  0.79136707
Tasa.condenados -0.269806215  0.04887554 -0.610574795 -0.42432309

Cuadro 3.11: Cargas (loadings) de las componentes principales.
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Analisis de las componentes principales

Vamos a analizar el significado de las componentes principales. Como deciamos anteriormen-
te, vamos a seleccionar las primeras cuatro componentes para hacer el estudio. Vayamos ahora
estudiando las cargas de cada variable y determinando asi una interpretacién para cada una. En
todos los casos las variables X; utilizadas para el cédlculo de las componentes estan estandariza-

das®.

La primera componente principal se calcula como *

Y1 = —0,496 X7 + 0,527X5 — 0,506 X5 — 0,001.X; — 0,300X; + 0,162X; — 0,169.X7 — 0,269X7.

Como casi todos los coeficientes son negativos, es conveniente cambiar la componente de signo.
De esta forma,

Y] = 0,496X; — 0,527X5 + 0,506 + 0,001} + 0,300X; — 0,162X; + 0,169X2 + 0,269

donde destacan como coeficientes mas significativos los que acompanan a X1, Xo y X3. Indican
que la tasa de inmigracién es alta, lo cual concuerda con que la tasa de natalidad sea alta (la
inmigracién de una comunidad hace que se incrementen los nacimientos). Por otro lado, la tasa
de defuncién es baja. Parece que esta componente es un indicador de la inmigracion.

En la segunda componente principal
Ys = 0,037X7 — 0,035X5 — 0,149X3 — 0,645X; — 0,353X; — 0,633X; + 0,175X7 + 0,048 Xg

destacan los coeficientes de X4, X5 y Xg. En esta componente estan representadas comunidades
con rentas medias bajas, poco personal sanitario y baja tasa de empleo. Todas ellas son un indice
de pobreza. Por facilitar después la interpretacion, cambiaremos también esta componente de
signo.

Yy = —0,037X] + 0,035X5 + 0,149X35 + 0,645X; + 0,353X7 + 0,633X; — 0,175X7 — 0,048X3.

Ahora el significado serd la riqueza de la Comunidad. La tercera componente principal se obtiene
como

Y3 = 0,254X; — 0,005X5 — 0,126 X5 — 0,275X} + 0,510X7 — 0,128 X7 — 0,440X5 — 0,610X ;.

Se advierte en este caso que los coeficientes grandes son los que acompanan a X4, X5, X7 y
Xg; mas especificamente que la tasa de empleo es alta, hay una baja tasa de profesorado, de
criminalidad y la renta anual media es baja también. Interpretamos, por tanto, esta componente
como comunidades con tasa de empleo alta pero con empleos que necesitan poca formacién y
que tienen salarios bajos. Por esto la denominaremos “precariedad en el empleo” (aunque hay
que resenar que también se relaciona con tasas altas de empleo).

Finalmente, en la cuarta componente principal

Vi = 0,294X7 + 0,032X5 — 0,267X; + 0,076 X} + 0,044X7 + 0,162X7 + 0,791X — 0,424

X,;—mean(X;)
sd(X;)
4Los decimales de los coeficientes se han truncado a las milésimas.

3Estandarizamos la variable i-ésima haciendo X} =
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son los coeficientes que acompanan a X7 y a Xg los mas relevantes. Hay una alta tasa de profeso-
rado y una baja tasa de criminalidad. Esta componente deducimos que puede indicar el nivel de
formacién que tiene la poblacién (al recibir una buena formacién hay poca tasa de criminalidad).

Una vez que ya hemos analizado cudles son las variables mas representativas en cada compo-
nente principal, podemos unir esos factores, dando un significado més concreto a la componente.
A continuacién se muestra un cuadro con esa “definiciéon” aproximada que caracteriza a cada

componente principal.

Y1 = La inmigracion en la Comunidad.

Yo = La riqueza de la Comunidad.

Y3 = La precariedad del empleo en la Comunidad.

Y, = El nivel de formacion de la Comunidad.

Mediante el comando biplot(PCA,pc.biplot=TRUE) resulta un grafico bidimensional de las

dos primeras componentes.

Comp.2
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Figura 3.11: Grafico de las dos primeras componentes principales.
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Recordemos que las puntuaciones estan representadas en negro etiquetadas con numeracién
y los vectores rojos son las cargas. Con ayuda de este grafico podemos también estudiar los
significados de las componentes principales; los cuales coincidirdn con establecidos en el cuadro
anterior. Resulta complicado sacar conclusiones de este grafico.

Todas las variables estan bien representadas pues todas tienen vectores largos, no hay nin-
guna que se pierda al proyectar. La primera componente se ve incrementada por la variable tasa
de defuncion; mientras que la tasa de inmigrantes y la de nacimiento la hacen disminuir. El resto
de variables no afectan apenas a esta componente. Por otro lado, si nos centramos ahora en la
segunda componente vemos que las variables mejor representadas y que més influyen sobre ella
son la renta media, la tasa de empleo y la tasa de médicos, todas negativamente. Se podria hacer
lo mismo con la tercera y la cuarta componente.

Veamos como la nueva herramienta PCA-Gapminder permite realizar un mejor anélisis.
Debido a la gran cantidad de graficos producidos en este estudio (10 anos cada periodo y
consideracién de 4 componentes principales), en lugar de mostrarlos a continuacién, irdn apare-

ciendo conforme se vayan interpretando en la siguiente seccién.

Analisis grafico en PCA-Gapminder

Al igual que en el caso anterior, almacenamos las puntuaciones de las Comunidades Auténo-
mas para cada componente principal en un objeto, los denotaremos por Y, Yo, Y3, Y. Una
vez hecho esto, pegaremos las columnas en el fichero de datos antiguo, creando uno nuevo que
llamaremos new. En R haremos esto con cbhind(dat,-Y1,-Y2,Y3,Y/)— >new.

Invocando a la funcién
grafico < —gvisMotionChart(new, idvar= “Comunidad”, timevar= “Ano”),

donde Comunidad es la variable identidad, la que se representara mediante las burbujas; y la
variable temporal avanzard de ano en ano.

Escribiendo en el script plot(grafico), se ejecuta una pestana en el navegador donde se obtiene
la representacién que buscamos. Como en este caso vamos a hacer el estudio combinando las
cuatro componentes principales, se ird indicando en cada caso qué componente representamos
en cada eje. Con el tamano representaremos la poblacion que habita en la Comunidad y con el
color la localizacion de la Comunidad Auténoma.

A continuacién se muestran capturas de pantalla del periodo temporal completo, ano a afio.
En primer lugar se encuentra el caso de la primera y la segunda componente principal estudia-
das, y a continuacion las de la tercera y la cuarta componente principal. Posteriormente se dara
una interpretacion.
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Figura 3.12: Capturas del caso de las Comunidades Auténomas. Y1 frente a Y2.
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Figura 3.13: Capturas del caso de las Comunidades Auténomas. Y3 frente a Y4.
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Interpretaciéon grafica

= Caso 1: Y7 frente a Y5.

Nos proponemos contrastar en este caso los indicadores inmigracién y riqueza en las di-
ferentes comunidades auténomas durante el decenio 2004-2014. Norte, sur e islas son los
agrupamientos crométicos realizados. Para la interpretaciéon de estos datos hemos de tener
en cuenta esta organizacién exclusivamente cartografica, que nos lleva a representar: diez
registros en “norte”, cinco en “sur” y dos méas en “islas”.

Si observamos la dispersién de las burbujas en el gréfico, la primera impresién que ob-
tenemos es que hay una muy diferente realidad en todo el territorio nacional y que esa
divergencia se mantiene en el tiempo. En materia de riqueza, una especie de ecuador ima-
ginario parece desgajar el territorio nacional en dos partes: la primera - el norte - se sitia
en valores positivos, en algunos momentos con crecimiento espectacular e insélito (2013);
la segunda - el sur - presenta siempre valores negativos y aunque el ano senalado se recu-
peran, no lo hacen lo suficiente como para saltar al otro lado de ese imaginario ecuador de
pobreza. La situacién insular parece corresponderse en un caso con los valores del norte
(Baleares) y en otro con los valores del sur (Canarias). Sin lugar a dudas, se aprecia tam-
bién el efecto de la crisis de 2008 a 2011 y lo que parece un periodo de recuperaciéon que
se marca con claridad en 2013.

La Region de Murcia presenta, junto a Baleares, la tasa mas alta de inmigracién. Esta
dltima pertenece al grupo que hemos denominado insular ecuador norte y nuestra region
al insular ecuador sur. Es llamativo, como se ve a continuacion en la Figura 3.14, el para-
lelismo en la evolucién de ambas. Observamos que el crecimiento en la inmigracion corre
paralelo a un incremento en la riqueza. En un determinado momento - que se corresponde
con 2010 - la inmigracion decrece y también la riqueza. Ademaés, 2012 marca para las dos
CCAA idéntica modificacién muy positiva de tendencia en riqueza, aunque en este caso
sin variacién inmigratoria.

LocalizaciCn
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Figura 3.14: Rastro de Baleares y Regién de Murcia en las dos primeras componentes en el
periodo 2004-2014.
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Asturias y Madrid se sitian en los extremos de la tasa inmigratoria. La primera recoge el
valor mas pequeno tanto en 2004 como en 2014; la segunda el més alto (si excluimos Mur-
cia y Baleares); ambas presentan indices altos de riqueza, pero si realizamos una sencilla
operacién podremos comprobar que mientras en el decenio estudiado Asturias gana 1,11
puntos en riqueza, Madrid gana 1,79.
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Figura 3.15: Rastro de Asturias y Madrid en las dos primeras componentes en el periodo 2004-
2014.

s Caso 2: Yj frente a Yj.

La imagen que contemplamos ahora es completamente distinta. Ni existe dispersion, ni
observamos ese ecuador imaginario norte-sur. Por otra parte, las burbujas se desplazan de
un extremo a otro respecto al eje horizontal (precariedad en el empleo) casi con “simetria”.
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Figura 3.16: Situacién en 2004 frente a situacién en 2014 respecto a la tercera y cuarta compo-
nentes.
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Se observa, ademads, que algunas de las CCAA representadas sufren variaciones muy rapi-
das o extremas, ascendentes unas, descendentes otras. Una representacién, en definitiva,
singular, cuya explicacion ultima requeriria estudios complementarios y que aqui nos limi-
tamos a constatar.

LocalizaciTn
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Figura 3.17: Rastro de Canarias y La Rioja en la tercera y cuarta componentes en el periodo
2004-2014.

Este es un caso que nos parece de gran interés por los conceptos representados, aspectos
determinantes en el presente y futuro de las sociedades modernas. Son tasas vinculadas a
la formacion, al empleo y a la insercion normalizada de sus ciudadanos. Que la representa-
cion de las diferentes CCAA sea tan desigual es significativo y, aunque seria arriesgado y
poco riguroso establecer conclusiones, nos parece un ejemplo muy clarificador de lo valioso
que puede ser el instrumento que aportamos en este proyecto fin de grado.

Observemos, en primer lugar, la evoluciéon temporal y, junto al desplazamiento extremo
que ya hemos apuntado, llama la atencién el ritmo mas rdpido que se aprecia en todas las
comunidades en el eje horizontal durante los anos 2007 y 2008. Una de las variables mejor
representadas en Y3 es la tasa de empleo. Coinciden estos afios con el inicio de la crisis
econdémica. Podriamos asociar este brusco cambio a valores negativos por la bajada en la
tasa de empleo.

Centremos nuestra atencién ahora en una de las CCAA que parte de una situacién positiva
en ambos ejes. Navarra se comporta en el decenio estudiado de la misma forma que el resto
en el eje horizontal, pero sigue ocupando los lugares mas altos en el vertical; es decir, se
suma a la tendencia general en la dimensién “precariedad” y mantiene los mas elevados
registros de formacion.
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Figura 3.18: Rastro de la Comunidad de Navarra en la tercera y cuarta componentes en el
periodo 2004-2014.

Respecto a la evolucién de la Regién de Murcia, observamos un gran dinamismo que avanza
a un ritmo rapido tanto en los valores negativos de la denominada “precariedad laboral”
como en los muy positivos designados como “formacion”.

Region de Murcia | 2004 2014
Precariedad laboral 1.62 -1.75
Nivel de formacién 0.43 1.07

Este ritmo veloz es mucho més significativo si lo contrastamos con una CCAA que presenta
un comportamiento similar, Castilla La Mancha.

Castilla La Mancha | 2004 2014
Precariedad laboral 1.45 -0.91
Nivel de formacién 0.86 0.26

y comprobamos entonces que nuestra Regién se mueve a un ritmo todavia méas intenso, en
torno a un punto mas en ambos valores.

Evolucién Region de Murcia Castilla La Mancha
Precariedad laboral -3.37 -2.36
Nivel de formacion +0.64 -0.6

Con estos ejemplos practicos hemos querido mostrar las excepcionales posibilidades que
ofrece PCA-Gapminder, aplicables a muy diferentes ambitos, asi como su utilidad para
mostrar realidades no visibles o poco perceptibles en la representaciéon convencional de
datos.



Capitulo 4

Conclusiones

1. La estadistica es una disciplina esencial, tanto en la vertiente de comprensiéon del mundo,
como en la relativa a las decisiones que lo conforman. Abordar un problema, hoy dia, no
es una cuestién de escasez de datos; es decir, el hecho de que un problema se solucione o
permanezca irresoluble ya no depende de que existan o no datos, sino de que estos sean
analizados e interpretados de forma adecuada.

2. Una de las méas importantes dificultades para dicha interpretacién radica en los procesos en
los que intervienen muchas variables; variables que precisan ser analizadas simultdaneamen-
te y que se desarrollan mediante técnicas multivariantes. Entre ellas destaca el analisis de
componentes principales cuyo objetivo es la reduccién de la dimensionalidad mediante la
creacién de nuevas variables, incorreladas, que son combinaciones lineales de las variables
originales.

3. La aplicaciéon Gapminder supuso una revolucién al representar de manera original y divul-
gativa hasta cinco variables, incluyendo dinamismo temporal. En este TFG proponemos
combinar los avances de la citada aplicaciéon con el analisis de componentes principales,
surgiendo asi PCA-Gapminder, que ofrece datos multivariantes en una nueva vision, titulo
del presente proyecto.

4. Este proyecto concluye con el logro de presentar una realidad n-dimensional adaptada a
la percepcién bidimensional y temporal. Por lo tanto, ofrece todas las ventajas de mostrar
como un todo lo que en principio constituiria un corpus de datos desagregados.

5. Respecto a posibles lineas de investigacién futura, referimos dos: una estrictamente ma-
tematica, mediante la profundizacion en otra técnica multivariante como el anélisis discri-
minante combinado con Gapminder; otra abierta a diferentes disciplinas cientificas, ya que
como ejemplifican los casos 1 y 2 de nuestro proyecto, son muy tutiles, a veces indispen-
sables, este tipo de herramientas matematicas que, con métodos cientificos cualitativos o
comparativos, aborden las causas y consecuencias de las complejas realidades que definen
el mundo que nos rodea.
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