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Introduccion

La desigualdad isoperimétrica en el plano viene a decir que, entre todas las curvas simples y
cerradas de longitud dada L, la que encierra mayor drea es la circunferencia, esto es, si A es el

area de la region acotada por una curva simple y cerrada « de longitud L, entonces
L? > 47 A,

alcanzandose la igualdad si, y sélo si, a es una circunferencia. Motivados por este hecho, la
presente memoria se encarga de obtener resultados de tipo isoperimétrico dentro del ambiente
de la geometria convexa y de la teoria de reticulos.

La memoria esta divida en tres capitulos claramente distinguibles. El primer capitulo consta
de dos partes fundamentales. La primera de ellas se centra en la introduccién de los conceptos més
importantes que necesitaremos de la geometria convexa. En este sentido, después de introducir
la nocién de conjunto convero en R™, se establece el concepto de cuerpo convero, esencial en
este trabajo, y que no es mas que un conjunto convexo y compacto no unipuntual. Ademas,
también se estudia la separacion de conjuntos convexos y los hiperplanos soporte, conceptos
imprescindibles para abordar algunos resultados principales. Otro detalle importante de este
capitulo es la inclusion de la conocida como métrica de Hausdorff, que nos permitird dotar de
estructura de espacio métrico a la familia de los conjuntos compactos de R™ y, en consecuencia,
establecer el teorema de seleccién de Blaschke. Las definiciones de volumen, vol(K), y area de
superficie, S(K'), de un cuerpo convexo, K, que seran utilizadas en los capitulos restantes, cierran
la primera parte de este primer capitulo. La segunda parte se ocupa de abordar de forma sucinta
el concepto de reticulo y algunas de sus propiedades més importantes. Asi, dado un conjunto
{b1,...,by} CR™ de n vectores linealmente independientes, se define el reticulo L generado por
ellos como

L(by,...,by) :={a1by + - +apby : aq,...,an, € Z}.

Cuando los vectores b; son los de la base canodnica, se obtiene el conjunto de puntos del espacio con
coordenadas enteras, Z", que se denomina reticulo entero. Finalmente, se introduce la nocién de
numero de puntos de un reticulo L contenidos en el interior de un cuerpo convero K, denotado

por G(K, L), que jugara un papel esencial en el tltimo de los resultados de este trabajo.

El capitulo dos de esta memoria estd precisamente destinado a abordar el problema iso-

perimétrico en R™ para cuerpos convexos. Como consecuencia de esta pretension, aparece una
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herramienta realmente 1til, conocida como la simetrizacion de Steiner, de la que estudiamos sus
propiedades mas importantes. Entre otras, destacar que conserva la convexidad, la compacidad
y el volumen, y no aumenta el drea de superficie. La simetrizacion de Steiner da paso al teo-
rema de esfericidad de Gross, el cual, grosso modo, establece que el limite de una sucesién de
simetrizaciones de Steiner aplicadas a un cuerpo convexo es siempre una bola. A partir de él se
pueden deducir de forma mas o menos inmediata muchas desigualdades geométricas en conve-
xidad. Aprovechdndonos de esta peculiaridad, probamos en toda su generalidad la desigualdad
isoperimétrica para cuerpos convexos en el espacio euclideo n-dimensional. El capitulo dos se
cierra con la introduccién del concepto de desigualdad isoperimétrica relativa, asi como del de
constante isoperimétrica relativa, que se deriva directamente del anterior. Este ultimo, aunque
no es el objetivo del trabajo, si que serd 1til en la demostraciéon de algunos resultados del capitulo

tercero.

El capitulo tres es la guinda del pastel, pues yuxtapone dos temas interesantes por si solos:
el problema isoperimétrico para cuerpos convexos, desarrollado en el capitulo dos, con el hecho
de contar el nimero de puntos de un reticulo que contiene un cuerpo convexo. Comenzamos el
capitulo con el teorema de E. A. Bender (seccién 3.1), que se ocupa de este vinculo en el plano.

Dicho resultado establece lo siguiente:

Teorema (Bender, 1962). Sea K un cuerpo convero de R?, que no contiene
puntos del reticulo entero 72 en su interior. Entonces

A(K) < - p(K).

En realidad probaremos una desigualdad ligeramente mas general, que ademas serd valida
para un reticulo arbitrario del plano euclideo. Ademés, como consecuencia del resultado anterior,
se obtiene una condicién suficiente para que un cuerpo convexo en el plano contenga puntos
del reticulo entero en su interior. Finalmente, en la seccién 3.2, se da una generalizacién a
dimensiones superiores de este teorema. Concretamente, en 1972, J. Bokowski, H. Hadwiger
y J. M. Wills demuestran la relacién existente entre el niimero de puntos del reticulo entero

contenidos en el interior de un cuerpo convexo, y su volumen y area de superficie:

Teorema (Bokowski, Hadwiger, Wills, 1972). Si K C R" es un cuerpo

convezro cualquiera, entonces

Vol (K) — % S(K) < G(K,Z").



Introduction

The isoperimetric inequality in the plane says that among all the simple and closed curves with
given length L, the circumference is the one which enclosed the greatest area. This is, if A is the

area of a region bounded by a simple and closed curve a with length L, then
L? > 47 A,

and the equality is obtained if and only if « is a circumference. Motivated by this fact, in the
present work we focus on getting results of isoperimetric type in the setting of both convex
geometry and the theory of lattices.

The work is divided in three chapters. The first one has two main parts. The first of them
contains the most important concepts we will need from convex geometry. In this regard, after
introducing the notion of closed set in R™, we set the concept of convex body, crucial in this work,
which is just a compact convex set being not a point. Moreover, we also study the separation of
convex sets and support hyperplanes, relevant concepts in order to deal with some of the main
results of this work. Another important notion along this chapter will be the so-called Hausdorff
metric, which will allow us to induce a metric structure on the family of compact sets in R™ and,
consequently, to establish Blaschke’s selection theorem. We conclude the first part of the chapter
with the definitions of volume, vol(K), and surface area, S(K), of a convex body K, which will
be used throughout this work. The second part of the chapter focuses briefly on the concept of
lattice and some of its more relevant characteristics. In this way, given a set {b1,...,b,} of n

linearly independent vectors, the lattice generated by them is defined as
L(bl,...,bn) = {albl—i—---—i—anbn A1, ...,0y € Z}

In particular, we establish the concept of lattice point enumerator G(K, L), this is, the number
of points of the lattice L which are contained in the interior of the convex body K. It will play
a crucial role in the last result of this work.

The second chapter of this work is devoted to studying the isoperimetric problem for convex
bodies in R™. Consequently, we introduce a very useful tool, known as the Steiner symme-
trization, and we study its most important properties. Among them, we show that convexity,
compactness and volume are preserved, and that the surface area does not increase. The Steiner
symmetrization leads to the Gross sphericity theorem, which, roughly speaking, states that the
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limit of a sequence of Steiner symmetrizations of a convex body is always a ball. From this
theorem many geometric inequalities in convexity can be easily deduced. Using this, we prove
in full generality the isoperimetric inequality for convex bodies in the n-dimensional Euclidean
space. Chapter two ends introducing the concept of relative isoperimetric inequality, as well as
of relative isoperimetric constant. It is not the aim of the work, but it will be crucial in the proof
of the last result of the third chapter.

Chapter three is the main goal of this work, because it brings together two topics important
on their own: the isoperimetric problem for convex bodies, which we have developed in Chapter
2, and the fact of counting the number of points of a lattice that are contained in a set. We start
the chapter showing E. A. Bender’s theorem (Section 3.1), which studies this connection in the

plane. It states the following;:

Theorem (Bender, 1962). Let K be a conver body in R? containing no points
of the integer lattice Z? in its interior. Then

A(K) < - p(K).

Moreover, as a consequence of this result, we obtain a sufficient condition for a convex body
in the plane to have points of the integer lattice in its interior. Finally, in Section 3.2, we give
a generalization to higher dimensions of this theorem. More precisely, in 1972, J. Bokowski, H.
Hadwiger and J. M. Wills, showed the relation between the number of points of the integer

lattice contained in the interior of a convex body and its volume and surface area:

Theorem (Bokowski, Hadwiger, Wills, 1972). Let K C R" be a convex
body. Then

vol(K) — % S(K) < G(K, Z").



Geometria convexa y reticulos

El objetivo principal de este capitulo es establecer los conceptos y resultados bésicos de la
geometria convexa y de la teoria de reticulos. Estos nos permitirain demostrar los resultados
fundamentales de este trabajo, pero, ni mucho menos, son el objetivo principal del mismo; razén
por la que no incluiremos ninguna demostracién aqui.

Antes de comenzar, es conveniente introducir la notacién que seguiremos de aqui en adelante.
Como viene siendo usual, representaremos por R™ al espacio euclideo ordinario n-dimensional,
dotado con el producto escalar estdndar (-, -), la norma euclidea |- | y la funcién distancia usual
d:R"xR" — R, y pore;, i =1,...,n, alos vectores de la base canénica. B, (x, p) seréd la bola
euclidea n-dimensional (cerrada) de centro x € R™ y radio p > 0. En el caso particular de que el
centro de la bola sea el origen, escribiremos simplemente B,,(p); para referirnos a la bola unidad
cerrada se escribird B,,. Por otro lado, si A C R", pondremos int A, bd A y cl A para referirnos,
respectivamente, al interior, a la frontera y a la clausura de A. Finalmente, se denotars por S"~!
a la esfera unidad (n — 1)-dimensional de R™.

1.1. Teoria basica de conjuntos convexos

La convexidad tiene una larga historia en el tiempo. Las primeras contribuciones a la materia
se pueden encontrar en trabajos de Euclides (=~ 300 a.C) y Arquimedes (287-212 a.C). Concre-
tamente, en los cuatros primeros axiomas del libro Sobre la Esfera y el Cilindro de Arquimedes,
aparecen las primeras menciones explicitas de la nocién de convexidad. Aparte de otras contri-
buciones a la materia, a finales del siglo XIX, aparecieron resultados importantes en convexidad,
principalmente de la mano de H. K. Brunn y H. Minkowski. Sin embargo, puede considerarse
que la geometria convexa es una disciplina de la matemaética méas bien joven. En este sentido,
hubo que esperar hasta 1934 para que apareciese un primer estudio sistemédtico de la misma,
desarrollado en el libro Theorie der konvexen Korper de T. Bonnesen y W. Fenchel. A lo largo
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de los anos 40 y 50, y gracias al descubrimiento de numerosas aplicaciones de los conjuntos
convexos como, por ejemplo, la optimizacién geométrica, el estudio de esta teoria se acrecentd

notablemente.

En cuanto a las referencias utilizadas en esta seccién, podriamos destacar [6]; aunque, de

forma ocasional, también se ha recurrido a [3].

1.1.1. Conjuntos convexos. Propiedades basicas de convexidad

Comenzamos el estudio de los conjuntos convexos con una serie de definiciones elementales, que

nos seran de especial utilidad:

Definicién 1.1.1. Se dice que un vector x € R™ es una combinacién lineal de los vectores

x1,...,T St existen escalares \i,..., \; € R tales que v = \jx1 + -+ - + Mgxp. Ademds:

— Silos A; verifican A1+ -+ + A\ = 1, se dice que x es una combinacién afin de los x;.

— St los A; verifican \; > 0,i=1,...,k, entonces x es una combinacion positiva de los x;.

— Finalmente, si las dos condiciones anteriores se satisfacen para los \;, esto es, si
M4+ =19y >0, i=1...k,

entonces se dice que x es una combinacidén convexa de los x;.

Estamos ya en condiciones de dar la definicién de conjunto convero en R™:

Definicién 1.1.2. Se dice que un conjunto K no vacio de R" es un conjunto convexo si, dados
dos puntos cualesquiera de K, el segmento que los une estd totalmente contenido en el conjunto,

esto es, si la combinacion convexa (1 — N)x+ Ny pertenece a K, para cada x,y € K y0 < X < 1.

En lo que sigue, denotaremos por [z, y] al segmento de extremos x e y, es decir,

[z,y] ={(1 =Nz +Ay:0< A< 1}.

Figura 1.1: Ejemplos tipicos de conjuntos convexos de R? y R3.

Un resultado bésico que caracteriza a los conjuntos convexos es el siguiente:

Proposicion 1.1.1. Un conjunto K de R™ es convexo si, y sélo si, cualquier combinacion
conveza de puntos de K estd en K.
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Figura 1.2: Ejemplos tipicos de conjuntos no convexos de R?.

La nocién de cono (convexo) tiene especial importancia dentro del marco de los conjuntos
CONvexos:

Definicién 1.1.3. Un cono (convexo) es un subconjunto no vacio A de R™ que es convezo y tal
que, st x estd en A, entonces Ax también estd en A para todo X > 0.

Figura 1.3: Cono convexo en R? situado en el primer cuadrante.

Partiendo de la definicién 1.1.2, podemos comprobar que, claramente, la interseccién no vacia
de conjuntos convexos es de nuevo un conjunto convexo. En efecto, si K y K’ son conjuntos
convexos tales que K N K’ # (), entonces, dados xz,y € K N K’, se tiene que [z,y] C Ky
[z,y] C K'; 1o cual implica que [z,y] C K N K’ y, por lo tanto, K N K’ es un conjunto convexo.

Del hecho de que la interseccién de conjuntos convexos sea de nuevo un conjunto convexo, se
deduce que, dado cualquier conjunto no vacio A C R", podemos considerar el menor conjunto
convexo de R", para el orden dado por la inclusién usual de conjuntos, que contiene a A.
Llegamos, pues, al concepto de envoltura conveza:

Definicién 1.1.4. Dado un conjunto no vacio A C R™, se define la envoltura convexa de A, y

se representa por conv A, como la interseccion de todos los subconjuntos convexos de R™ que lo
contienen (véase la figura 1.4).

Figura 1.4: La envoltura convexa de la estrella de cinco puntas es el pentagono.
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Andlogamente, se definen la envoltura afin y la envoltura positiva de A, y se representan por
aff A y pos A, respectivamente, como la interseccion de todos los subespacios afines, en el primer
caso, o de todos los conos convexos, en el sequndo, de R™ que contienen a A (véase la figura

1.5). Finalmente, la dimensiéon de A no es mds que la dimension del menor subespacio afin que

lo contiene, y se representa por dim A.

[}
[ [ ]
°A
conv A
[ ]
[ ]
,——-—-____,"—-‘ ———— Y
[ 1
\ |
° 3 ° ’
\ ’
1 [ ] ® I
L] 4 [ ] \
4 \
1
pos A | aff A = R? /
° A ° '
L} . ‘\
4 \
4 1
L 1
\ ’
N . _-

Figura 1.5: Envoltura convexa, envoltura positiva y envoltura afin de un conjunto A.

El resultado que sigue es una consecuencia directa de la definicién 1.1.4:

Proposicion 1.1.2. Sea K un subconjunto no vacio de R™. Entonces K es convezxo si, y sélo

st, conv K = K.

Finalmente, definimos un tipo especial de conjunto convexo, que sera el que utilizaremos en

gran parte de los resultados de esta memoria:

Definiciéon 1.1.5. Decimos que un conjunto convexo K de R™ es un cuerpo convexo si es com-
pacto y no es un punto. Denotaremos por K" y K a la familia formada por todos los cuerpos
convezros de R™, en el primer caso, y a la formada por todos los cuerpos convexos de R™ con

interior no vacio, en el sequndo.

1.1.2. Separacion de conjuntos convexos. Hiperplanos soporte

En esta parte de la memoria nos centramos en la separaciéon de dos conjuntos convexos por medio
de un hiperplano (afin), y en la definicién de hiperplano soporte. Comencemos, pues, recordando

el concepto de hiperplano (afin) en R™:

Definicién 1.1.6. Un hiperplano (afin) H de R™ es un subespacio afin de R™ de dimension

n — 1. En particular, se tiene que
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- sin =1, entonces un hiperplano es un punto;

— st n =2, un hiperplano es una recta;

— sin =3, un hiperplano es un plano en R3.

Un hiperplano H de R™ puede expresarse en la forma H = {x € R": (z,u) = ¢}, donde

u # 0 es un vector (unitario) normal a H, y ¢ es un nimero real fijo. El hiperplano H dividira

el espacio euclideo n—dimensional, R™, en dos semiespacios cerrados, a saber,
H={zeR": (z,u) >c} y H ={xcR": {(x,u) <c}.

Estamos ya en condiciones de definir la separacién de conjuntos, asi como los tipos de separacién

que existen:

Definiciéon 1.1.7. Sean A y B dos subconjuntos de R™ y H un hiperplano.

~ Se dice que un hiperplano H separa A y B si A C H~ y B C H", o viceversa. En este
caso, H se denomina hiperplano de separacion de A y B.

— La separacion es propia si A y B no estdn ambos en H.

— Decimos que A y B estdn estrictamente separados por H si A Cint H- y BCintH™, o

viceversa.

— Finalmente, diremos que A y B estdn fuertemente separados por H = {z € R" : (z,u) = ¢}
st existe e > 0 tal que H—. = {z e R" : (z,u) =c—¢c} y Hepe ={z € R" : (z,u) = c+¢€}
separan A y B.

Figura 1.6: De izquierda a derecha: separacién propia, separacién fuerte y separacién estricta.

De entre todos los resultados existentes que muestran condiciones suficientes para que dos
conjuntos puedan separarse, nos centraremos en un caso especial, que sera el que utilizaremos

mas tarde: el de un conjunto y un punto.

Teorema 1.1.1 (de separacién). Si K es un conjunto convero y x € R™\ K, entonces K y
x pueden separarse. Ademds, si K es cerrado, entonces K y x pueden separase fuertemente.
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Es el momento de dejar de lado la separaciéon de conjuntos convexos, y centrarnos en los
hiperplanos soporte, que serdn de especial utilidad en la demostracién del teorema 3.1.1 de
Bender.

Definiciéon 1.1.8. Sea K C R" un conjunto convexo y cerrado. Se dice que un hiperplano H
soporta a K en un punto x € K six € KN H y, ademds, K estd contenido en uno de los
dos semiespacios que dicho hiperplano determina, HY o H~. Finalmente, diremos que H es un
hiperplano soporte a K si H soporta a K en algin punto xz, el cual serd, necesariamente, un
punto de su frontera.

Figura 1.7: El hiperplano H soportaa K enxz € bd K N H.

Veamos un resultado sobre hiperplanos soporte, que necesitaremos mas adelante:

Teorema 1.1.2. Si K es un conjunto convexo y cerrado de R™, entonces por cada punto frontera
de K existe un hiperplano soporte a K.

1.1.3. La suma de Minkowski

En esta parte nos ocupamos de introducir la definicién, y algunas propiedades basicas, de la
suma vectorial de conjuntos o suma de Minkowsks:

Definiciéon 1.1.9. La suma de Minkowski de dos conjuntos no vacios A y B de R™ se define
como

A+B={a+b:acAbeB}=JA+b)=](a+B).
beB acA

S
== qp
\ J_// \ /
I \ I/
1 Vg
I /\ ‘\/
A ; N A+ B
1
I
I

Figura 1.8: Suma de Minkowski.
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A continuacién presentamos una serie de propiedades fundamentales sobre la suma de Min-
kowski:

Proposiciéon 1.1.3. Sean A y B conjuntos no vacios de R™ y K € K™. Se verifican las siguien-

tes propiedades:

(1) Si A y B son conjuntos convezos, entonces A+ B es convezo.

(2) Si A y B son conjuntos compactos, entonces A+ B es compacto.
(3) Si A € R, entonces NA+ AB = A\(A + B), donde NA = {\x:x € A}.
(4) Si A, peR, \,u>0, entonces (A + p)K = A\K + uK.

(5) Si A€ R, X >0, entonces \K € K™ (esto es, K™ es un «cono»).

(6) Para la bola B, se tiene que

A+2Bn = |J(@+ABy) ={z e R" : d(z,A) < A}.
a€A

El drea de superficie de un cuerpo convexo, tal y como se va a definir proximamente, hace
uso de la suma de Minkowski de dicho cuerpo y una bola euclidea:

Definiciéon 1.1.10. Sea K un cuerpo convexo de R™. Llamamos cuerpo paralelo de K a distancia
A a la suma de Minkowski K + AB,,, que se representard, cuando convenga, por K.

1.1.4. La métrica de Hausdorff. El teorema de Selecciéon de Blaschke

El objetivo fundamental de este apartado consiste en definir una métrica sobre la familia ™ que
sea compatible con nuestras aspiraciones mas préximas: comparar cuerpos convexos atendiendo,
no sélo a su «posicién» en el espacio euclideo, sino también a su «formay. Basicamente, queremos
introducir una métrica de forma que la distancia entre dos conjuntos sea pequena sélo si los dos
conjuntos son «practicamente el mismoy, esto es, si difieren «poco» en su forma y posicién.
Consideremos la funcién distancia usual d : R™ x R" — R dada por d(z,y) := |z — y| para
cualesquiera z,y € R". Esta distancia nos permite definir de forma natural la distancia entre

dos conjuntos A y B del espacio euclideo R"™ como

d(A,B) :=inf{d(z,y) :x € Aey € B}.

Es facil observar que esta distancia mide, en cierto sentido,
cuin separados estdn los conjuntos en el espacio euclideo R", B

es decir, aporta informacién sobre la «menor» de las distancias A
existentes entre puntos de A y de B. En la figura 1.9 podemos
ver que, aunque los conjuntos A y B estan lejos de ser el mismo,
se tiene que d(A, B) = 0. Figura 1.9: d(A,B) =0y A # B.

Asi pues, la nocién anterior de distancia se escapa del cumplimiento de nuestras pretensiones
fundamentales: comparar tanto la forma como la posicién de los conjuntos, y dar una medida

conjunta de ambas propiedades.
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Tras el descarte de la distancia usual, llegamos a una nocién de distancia mucho més sensata

en cuanto a nuestros objetivos se refiere: la distancia de Hausdorff. Esta distancia se define

dentro de la familia formada por los conjuntos compactos de R", que representaremos a partir

de ahora por C".

Definiciéon 1.1.11. Dados dos conjuntos compactos A y B de R™, se define la distancia de

Hausdorff entre A y B como

0(A,B) =min{A\>0: AC B+ \B,, BC A+ \B,}. (1.1)

A continuamos vamos a justificar que la funcién § : C" x C™ — R dada por (1.1) esté bien

definida y que, ademas, satisface las propiedades que se exigen en la definicién de distancia. Con

el fin de abreviar la notacién cuando sea necesario, pondremos

L(A,B):={A\>0: AC B+ AB,, BCA+\B,}.

Comprobamos por partes que se satisface lo anterior:

(1)

L(A,B) # 0:

Como A, B € C", se pueden encontrar dos nimeros reales A\ y Az, \; > 0, tales que
ACB+MB, y BCA+ \B,.

Tomando \g = max {1, A2}, se satisface que
ACB+MB, vy BCA+ \By;

luego Ao € L(A, B) y, por lo tanto, L(A, B) # ), como se queria comprobar.

Eziste el infimo del conjunto L(A, B) y, de hecho, es un minimo:

Por el apartado anterior, tenemos que L(A, B) es un conjunto no vacio de nimeros reales
no negativos, por lo que L(A, B) estd acotado inferiormente y, por ende, existe el infimo
de dicho conjunto, que denotaremos por « > 0. Veamos que, de hecho, a es un minimo (el
unico, claro estd) de L(A, B). Supongamos, por reduccién al absurdo, que o ¢ L(A, B).
Como « = inf L(A, B), existird un sucesién de ntimeros reales («;)ieny C L(A, B), de forma
que « = lim; o;. Ademds, la suposicién de que « ¢ L(A, B), implica que A ¢ B + aB, 6
B ¢ A+ aB,. Imaginemos, sin pérdida de generalidad, que A ¢ B + aB,,. Existira, pues,
y € A tal que
y¢ B+aB, ={reR":d(z,B) <a},

es decir, d(y,B) > a y, como a = lim;o; y o; > «, existird ip € N tal que, si i > i,
entonces d(y, B) > «;. Asi pues, si i > ig, se tiene que A ¢ B + «;B,, lo cual contradice
el hecho de que «; € L(A, B) para todo i € N.

Finalmente, a € L(A, B) y, de esta manera, « = min L(A, B).

La distancia de Hausdorff es una distancia:

Tenemos que ver que, efectivamente, § cumple las tres propiedades que se le exigen a una

distancia. Comprobemos esto mismo:
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i) Como todos los nimeros del conjunto L(A, B) son no negativos, se deduce, segin la
expresién (1.1), que 6(A, B) > 0. Comprobemos ahora que 6(A, B) = 0 si, y solo si,
A= B.

Supongamos que A = B. En este caso, A = 0 cumple la condicion A C A + AB,,; por
lo que §(A, B) = 0. Supongamos, reciprocamente, que §(A4, B) = 0. Entonces, de la
expresion (1.1), se deduce que A = B.

ii) El hecho de que §(4, B) = (B, A) es consecuencia directa de la expresiéon (1.1), que
depende tinicamente de los conjuntos que se estén considerando.

iii) Sean A, B,C € C", y pongamos 61 = 0(A,C) y d2 = §(C, B). Se tiene, entonces, que
ACC+ 6B,y CCB+§B,, dedonde A C B+ §3B,, + 61 B, = B+ (61 + 62)By,.
De forma enteramente anédloga, se deduce que B C A + (§; + d2)B,, y, por tanto,
01 + 02 € L(A, B), con lo que 6(A, B) <61+ 3 =0(A,C) +0(C, B).

Una vez comprobado que la expresién (1.1) tiene sentido, tenemos que (C™,d) tiene estructura
de espacio métrico. Como consecuencia, de aqui en adelante, todas las nociones métricas y
topolégicas que se refieran a C" o K™, tales como la continuidad o la convergencia, seran las
correspondientes a la distancia de Hausdorff, y a la topologia que ésta induce sobre C" o K".

Vamos a ver unos cuantos ejemplos que nos familiaricen con esta distancia:
Ejemplo 1.1.1. Consideremos los conjuntos A = By y B = [0,1]?. Veamos cudl es la distancia
de Hausdorff entre A y B, esto es, 6(A, B). Es fdcil ver que el menor escalar \y € R, A\; > 0,
que cumple A C B+ A\ By es A\ = 1. Por otro lado, la diagonal del cuadrado B vale d = /2 v,
como el radio de la circunferencia bd A es r = 1, se deduce que el menor Ay € R, Ay > 0, que
cumple B C A+ X\yBa, es Ay = /2 — 1 =~ 0,414 < 1. Se llega, finalmente, a que 6(A, B) = 1.
Observemos como d(A, B) = 0, en contraste con 6(A, B).

mfl +(2-1)B:

L

Figura 1.10: Célculo de la distancia de Hausdorff del ejemplo 1.1.1.

Ejemplo 1.1.2. La distancia de Hausdorff generaliza la distancia euclidea en R™, en el sentido
de que, si A ={x} y B ={y}, donde x,y € R", entonces §(A, B) = d(x,y); en efecto, el menor
A ER, A >0, que satisface que x € By(y,\) ey € By(z,\), es A =d(z,y).

El objetivo principal de esta seccién es establecer el teorema 1.1.4 de seleccién de Blaschke,
que hace uso del siguiente concepto clave:
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Definicion 1.1.12. Se dice que una subfamilia de conjuntos de C™ es uniformemente acotada
st existe una bola de un determinado radio en R™ que contiene a todos los elementos de la
subfamilia.

Veamos unas cuantas propiedades que se satisfacen para la distancia de Hausdorff en C™:

Teorema 1.1.3. La distancia de Hausdorff en C™, § : C" x C" — R, satisface las siguientes
propiedades:

(1) El espacio métrico (C™,0) es completo.

(2) De cada sucesion uniformemente acotada en C™ se puede extraer una subsucesion conver-
gente.

(3) El espacio métrico (C™,0) verifica el teorema de Heine-Borel: todo subconjunto cerrado y
acotado de (C™,0) es compacto, y viceversa.

(4) El espacio K" es un subconjunto cerrado de (C™,9).

Estas propiedades permiten probar el teorema de seleccién de Blaschke, que usaremos en la
demostracién de algunos de los resultados fundamentales de esta memoria:

Teorema 1.1.4 (de seleccién de Blaschke). De cualquier sucesion uniformemente acotada
de conjuntos convexos y compactos se puede extraer una subsucesion convergente a un conjunto
convexo y compacto.

1.1.5. Volumen y area de superficie de un conjunto convexo

En esta seccién introducimos los conceptos de volumen y drea de superficie de un cuerpo convexo,
que resultan claves en el estudio isoperimétrico. Comencemos, pues, recordando la definicién de
volumen:

Definicién 1.1.13. Sea K un cuerpo convero en R™. El volumen (n-dimensional) de K, de-
notado por vol(K) 6 vol,(K), cuando sea necesario especificar la dimension, es la medida de
Lebesgue en R™ asociada a dicho conjunto, esto es,

vol(K) = vol,,(K) :/ dzy...dz, € [0,4+00).
K
En particular, sin =2, vol(K) se denomina area de K, y se representard por A(K).

A continuaciéon enumeramos algunas de las propiedades del volumen:

Proposicién 1.1.4. Sean K, K' € K". Se verifican las siguientes propiedades:

(1) vol(K) se mantiene inalterado bajo movimientos (rigidos) de K.

(2) vol(uK) = p" vol(K), para p > 0; es decir, el volumen es homogéneo de grado n.
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(3) vol(K) =0 si, y sdlo si, K tiene dimension menor o igual que n — 1.
(4) El volumen depende continuamente de K (métrica de Hausdorff).

(5) Si K estd contenido en K', entonces vol(K) < vol(K'), ddndose la igualdad tnicamente
cuando vol(K'") =0 6 cuando K y K' coinciden.

(6) Si T : R* — R" es una transformacion afin dada por Tx = Mz + b, donde M es una
matrizn X n y b € R", entonces vol(TK) = | det M| vol(K).

Una vez definido el volumen de un cuerpo convexo K, estamos en condiciones de establecer
la definicion de drea de superficie de K. Existen diversas formas de definir el area de superficie de
un cuerpo convexo, todas ellas equivalentes, y que obviamente dan como resultado la medida de
la frontera del conjunto. Aqui hemos optado por dar la definiciéon de «contenido de Minkowski»,
pues nos sera de utilidad en demostraciones posteriores.

Definiciéon 1.1.14. Sea K un cuerpo convexo en R™. Se llama area de superficie de K, y se
denota por S(K), al limite

vol(K + AB,,) — vol(K)

€ [0, +00). (1.2)

A—0t A

Figura 1.11: El area de superficie coincide con la «derivada» del volumen.

Ejemplo 1.1.3. Con el unico objetivo de adaptarnos al cdlculo del drea de superficie, exponemos
unos sencillos ejemplos sobre el cdlculo de ésta para cuerpos convexos tipicos:

— Sea K = Ba(z,7) C R2. En esta situacion, K + ABy = Ba(z,7 + \) y, como A(K) = r?
y A(K + ABg) = 7(r + \)?, se tiene que

AK By) — A(K 242
D) — i AUTCEAB) ZAGK) w02 420
A—0t A A—0+ A

= 277,
es decir, p(K) es la medida 1-dimensional de la frontera de la bola.
— Calculemos ahora el valor del drea de superficie de la bola unidad n-dimensional. Como
vol(By, + ABy,) = vol((1 + A)By,) = (1 + \)" vol(B,),
se tiene entonces que

S(B,) = lim vol(B,, + A\B,,) — vol(B,,) ~ lim vol(By) [(1 4+ A\)" —1]

A—0t A A—0+ A

= nvol(By,).
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- Sea K = [a,b] x {0} C R2. En primer lugar, es evidente que A(K) = 0. Por otro lado,
para el cuerpo paralelo K + ABy se verifica, como puede observarse en la figura 1.12, que

A(K + ABy) = 2\(b — a) + A%

en consecuencia, el valor de p(K) coincide con el doble de la medida 1-dimensional del
segmento, es decir,
AK B
p(K) = lim 7( +AB,)

=2(b—a).
A—0t A ( a)

Figura 1.12: Area de superficie de un segmento en R2.
Como en el caso del volumen, enumeramos una serie de propiedades del area de superficie:

Proposiciéon 1.1.5. Sean K, K' € K™. Se verifican las siguientes propiedades:

(1) S(K) permanece inalterada por movimientos de K.

(2) S(uK) = "~ S(K), para i > 0.

(3) El drea de superficie depende continuamente de K (métrica de Hausdorff).
(4) Sidim K =n—1, entonces S(K) = 2vol,—1(K).

(5) Sidim K = n, entonces S(K) es la medida (n — 1)-dimensional de bd K.
(6) S(K) =0 si, y sélo si, dim K <n — 2.

(7) Si K C K', entonces S(K) < S(K'), ddndose la igualdad si, y sélo si, K' = K ¢ S(K') = 0.

1.2. Teoria basica de reticulos

La nocién de reticulo aparecié ya implicitamente en uno de los trabajos de J. Kepler, concre-
tamente, dentro del contexto del empaquetamiento de bolas. Ademas, en el siglo XIX, muchos
cristalografos basaron sus investigaciones en el uso de reticulos. Actualmente, la teoria de re-
ticulos estd intimamente relacionada con la geometria de ndmeros. Nosotros, con el objetivo
principal de abordar el problema isoperimétrico con restricciones a reticulos, utilizaremos [3]
para establecer aqui los conceptos fundamentales que necesitaremos de esta teoria.

Definicién 1.2.1. Sea B = {by,...,b,} un conjunto de n vectores linealmente independientes
del espacio euclideo R™. El conjunto formado por todas las combinaciones lineales con coeficientes
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enteros de dichos vectores, se llamard reticulo generado por ellos, y se denotard por L(B) ¢
L(by,...,by). Asi

L(bl,...,bn) = {a1b1 4+ 4+ apby:ay,...,a, € Z}
El conjunto de vectores {bi,...,b,} es una base de L, y el paralelepipedo determinado por tales
vectores, esto es, aquél cuyos 2" vértices son de la forma a1by + - - + anby, con a; € {0,1} para
todo i, se denomina paralelepipedo fundamental de L asociado a la base {b1,...,b,}, y se denotard
por Ppp.
Como bien sabemos, si L es un reticulo y B = {by,...,b,} es una base de L, entonces

vol(Ppg) = |det(b1, ..., by)l.

Ejemplo 1.2.1. Algunos ejemplos de reticulos importantes son los siquientes:

— El reticulo entero Z™ es el formado por todos los puntos de R™ con coordenadas enteras,
esto es, el generado por los vectores de la base candnica B = {eq, ..., e,}.

— Un reticulo de R™ generado por los vectores b; = (0,...,k;,...,0), donde k; € Z, para

i=1,...,n, es un reticulo rectangular u ortogonal.

— El reticulo hexagonal (en el plano) es el generado por los vectores {(1,0), (1/2, \/3/2)}

RETICULO HEXAGONAL RETicULO ENTERO
[ ] [ ] [ ) [ ] L] L] L] [ ] L]
. L I '] . . . @ -----e- . .

Figura 1.13: Ejemplos de reticulos en el plano euclideo.

Desde luego, un mismo reticulo puede estar generado de formas muy diversas, es decir, L
puede estar generado por medio de bases diferentes y, en consecuencia, L puede tener varios
paralelepipedos fundamentales. Asi, por ejemplo, los conjuntos

B={(1,0,0/2,v3/2)} v B ={(0,v3),(-1/2,-V3/2)}

constituyen dos bases diferentes del reticulo hexagonal y, como puede comprobarse en la figura
1.14, los paralelepipedos fundamentales asociados a éstas son diferentes. Sin embargo, a pesar
de que Prp y Prp son paralelepipedos distintos, se tiene que

VOI(PL|B) = @ = VOI(PL|B/). (13)
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Figura 1.14: Distintos paralelepipedos fundamentales del reticulo hexagonal.

La igualdad (1.3) no es una mera casualidad, sino que es un caso particular de la interesante

propiedad siguiente:
Proposicién 1.2.1. Si B y B’ son dos bases de un mismo reticulo L de R™, entonces

VOl(PL|B) = VO](PL‘B/).

La proposiciéon 1.2.1 nos permite establecer la definicién siguiente:

Definicién 1.2.2. Sea L un reticulo de R™. Se llama determinante del reticulo L, y se denota
por det L, al volumen del paralelepipedo fundamental de L asociado a cualquier base B de L.
Finalmente, denotaremos por L™ al conjunto formado por los reticulos L C R™ con det L # 0.

Definicién 1.2.3. Se dice que un subconjunto L' de un reticulo L es un subreticulo de L si L'
también es un reticulo (véase la figura 1.15).

Figura 1.15: Subreticulo del reticulo entero Z? en el plano.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el reticulo entero L = 72, y sea L' el subconjunto de L formado
por todos los puntos del plano con coordenadas pares. En esta situacion, L' también es un
reticulo en R?, que estd generado, por ejemplo, por la base {(2,0),(0,2)}. Por lo tanto, L' es un
subreticulo de L (véase la figura 1.15).
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Con el objetivo de enunciar méas adelante la conjetura 3.2.1 de Wills, establecemos aqui la

siguiente definicion:

Definicién 1.2.4. Dado un reticulo arbitrario L € L™, se define el i-ésimo determinante minimal
de L, denotado por D;(L), como

D;(L) := min{det L; : L; es un subreticulo i-dimensional de L} .

En particular, Dy, (L) = det L.
Terminamos esta seccién con el concepto mas utilizado en este trabajo dentro del ambiente
de la teoria de reticulos:

Definicion 1.2.5. Sean K € K™ y L un reticulo en R™. Se define el nimero de puntos del
reticulo L en K (en inglés, lattice point enumerator), y se denota por G(K, L), como

G(K,L) :=card(int K N L).
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El problema isoperimétrico clasico

En este capitulo nos centramos en estudiar el problema isoperimétrico clasico dentro del marco
de los cuerpos convexos, pero sin restricciones a reticulos, y en el concepto de desigualdad isope-
rimétrica relativa. La bibliografia fundamental que se utilizard en este capitulo la componen las
referencias [3] y [7] (para la simetrizaciéon de Steiner), y [5] (para el estudio de las desigualdades
isoperimétricas relativas).

Una de las demostraciones de la desigualdad isoperimétrica para cuerpos convexos (en di-
mensién n), utiliza como herramienta fundamental la simetrizacion de Steiner de un conjunto.
Comenzaremos, pues, con una seccion dedicada a ella.

2.1. La simetrizacion de Steiner y sus propiedades

Si H es un hiperplano en R™, éste puede escribirse como H = z + W, donde z € R" y W es
un subespacio vectorial de R™ con dim W = n — 1. Por lo tanto, R® = W @ L, donde L es el
complemento ortogonal de W que, en lo que sigue, también se llamard complemento ortogonal
de H. Como, para cierto a € R, L = span{a}, se puede definir la aplicacién 7wy : R — H
que, a cada punto del espacio, le asigna su proyecciéon ortogonal sobre el hiperplano H, esto es,
7 (z) es la proyeccion ortogonal de = sobre H.

Figura 2.1: Proyeccién de un punto sobre el hiperplano H.
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Definicion 2.1.1. Sea A C R™ un subconjunto no vacio y sea H un hiperplano de R™. Llamamos
proyeccién de A sobre H, y lo denotamos por A|H, al conjunto

AlH =7 (A) ={rp(x):x € A}.

H

Figura 2.2: Proyeccién de un cuerpo convexo A sobre un hiperplano H.

Observemos que, si K es un cuerpo convexo, y H es un hiperplano de R", para cada = € K |H,
la recta z + L corta al conjunto K en un segmento de longitud vol; (K N (x+ L)). Asi pues, para
cada x € K|H, denotaremos por s(z + L) al segmento de = + L de longitud vol; (K N (z + L))
cuyo punto medio es .

Utilizando los comentarios precedentes, llegamos a un concepto clave:

Definicién 2.1.2. Sean K C R™ un cuerpo convexo, H un hiperplano de R™ y L = span{a} el
complemento ortogonal de H. Se define la simetrizacion de Steiner de K respecto a H como el
conjunto
on(K) = U s(zx+ L).
zeK|H

Atendiendo a la definicién 2.1.2, o (K) es el resultado de simetrizar K respecto al hiperplano
H (véase la figura 2.3).

Figura 2.3: Ejemplo de simetrizacién de Steiner.
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Observemos que, dado un hiperplano H de R", siempre se puede elegir a € R", con |a| = 1,
tal que el complemento ortogonal de H sea L = span{a}. Esta observacién nos permite definir

la simetrizacién de Steiner de otra forma util:

1
og(K) = {x—l—)\a cx € KH, |\ < §V011(Kﬂ (m—i—L))}

La simetrizacién de Steiner establece, como es facil intuir, una aplicacién biyectiva del cuerpo
convexo K en op(K), a saber, a cada z € K se le asigna el punto oy (z) que se encuentra sobre
la recta = + L, y cuya distancia (con signo) a H coincide con la distancia de x al punto medio
del segmento (x + L) N K.

Exponemos a continuacién una serie de propiedades fundamentales de la simetrizaciéon de

Steiner, que utilizaremos mas adelante:

Proposicién 2.1.1. Sean K, K' € K" dos cuerpos convexos.

(1) og(K) es simétrico respecto a H.

(2) La simetrizacion de Steiner es invariante por traslaciones.

(3) Si K' C K, entonces og(K') C op(K).

(4) Si0 € H, entonces o (By) = By,.

(5) Si0 € H, entonces og(AK) = Aog(K), donde A € R es no negativo.

(6) on(K) es convexo y compacto, es decir, es un cuerpo convero.

(7) Si0€ H, entonces og(K) + oy (K') Copy(K + K').

(8) Si0 € H y (K;)ien es una sucesion de cuerpos converos convergente a un cuerpo convero

K con int K # (), entonces la sucesion (o (K;));cn converge a op(K).

Siint K =0, no es cierto, en general, que lim; oy (K;) = oy (K).

Demostracién. Las propiedades (1) y (2) son consecuencia directa de la definicién de simetri-
zacion de Steiner. Veamos (3). La inclusién K’ C K implica claramente que K'|H C K|H; por
tanto, si 2’ € K'|H, entonces K'N(2'+L) C KN(z'+L). Sean s'(2'+L) y s(x'+L) los segmentos
en 2/ + L de longitudes voly (K’ N (z/ + L)) y vol;(K N (z' + L)), respectivamente, cuyo punto
medio es z’. Como voly (K'N (24 L)) < vol; (KN (z'+ L)), se deduce que s'(z'+ L) C s(a’+ L).
Asi,
ou(K) = U s'(z'+L)c U s(r+ L) =op(K).
@' eK'|H ceK|H

Para ver (4), observemos, en primer lugar, que la bola B, es simétrica respecto a cualquier
hiperplano H con 0 € H. De esta manera, si « € By,|H, entonces el segmento B,, N (z + L) tiene
a x como punto medio. Lo anterior implica que s(z + L) = (x + L) N B, ¥, asi,

ou(Bn)= |J s@+L)= |J ((#z+L)NBn)) =By,
xE€Bn|H xE€Bn|H
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Figura 2.4: Simetria de la bola B; respecto al hiperplano H.

Probemos ahora la propiedad (5). Al tenerse 0 € H, si A = 0, entonces og(AK) = Aog(K) =
{0}. Vayamos al caso A # 0. En primer lugar, como 0 € H, es facil comprobar, mediante un

sistema de ecuaciones lineales, que se verifica la igualdad A(K|H) = (AK)|H. Por otro lado, si
r € K|H,

voli(AK N (Az 4+ L)) = voli( AK N A(x + L)) = voly (A(K N (x + L))) = Avoli (K N (x + L)).

Sea z € K|H, y consideremos los segmentos

As(x+ L) = {)\x +v(Aa) : |y] < %VOh(Kﬂ (x + L))} y

sz +L)= {)\x + Ba: |B| < %VOh()\Kﬂ (Ax+ L)) = gvoll(Kﬂ (x —i—L))}.

Por la definicién de ambos conjuntos, se tiene que s'(Az + L) = As(z + L); lo cual permite
obtener la igualdad

on(AK)= |J dQe+L)= J As(z+L)=Aou(K).
r€K|H r€K|H

(6) Para demostrar que o (K) conserva la convexidad y compacidad, vamos a proceder por
partes. Como K € K", se tendrd que K C B,(z,r), para cierto x € R” y r > 0; con lo
cual o (K) es acotado, pues oy (K) C og(Bn(x,r)) y ou(Bn(z,r)) es una bola en R™. Para
justificar que o (K) es cerrado, comprobaremos que cualquier punto de cloy(K) también estd
en op(K). Sea yp € clog(K). En esta situacién, se tiene garantizada la existencia de una
sucesion (Y )men C o (K) con y,, — yo. Con el fin de facilitar el manejo, supondremos fijado
un sistema de coordenadas cartesianas de manera que H coincida con el hiperplano x,, = 0. Esta
suposicion no es restrictiva, basta tomar como nuevo origen cualquier punto de H y, como base
del espacio vectorial, la determinada por una base del subespacio asociado a H, y un vector de
su complemento ortogonal. Por la simetria de og(K) y del hecho de que y,, — yo, podemos
suponer que (Ym)meN € Yo estan contenidos en el semiespacio x,, > 0.

Sea [, la recta perpendicular a H que pasa por el punto ¥y, y lo la recta perpendicu-
lar a H que pasa por el punto limite yo. Las rectas [,,, m € N, determinardn los segmentos
[PmsGm] = lnm N K, cuyos extremos perteneceran a bd K. Tenemos, pues, dos sucesiones de
puntos de bd K, a saber, (pp)meN ¥V (¢m)men, que verifican [py,, ¢n] = 1, N K. Como bd K
es compacta, podemos encontrar subsucesiones de (Pm)meN ¥ (¢m)meN, (Pmyg)keN ¥ (@m, )ken,
que sean convergentes, y tal que [pm,,¢m,] = lm, N K. Como (ym, )ken también converge a
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H
pl/q1 I n
________ Pm ___‘.q_m______l@_‘_________-y@__ .
lO y()'.
Tn =0

Figura 2.5: Si K € K", entonces oy (K) es cerrado.

Yo, podemos suponer que las subsucesiones (pm, )ken ¥ (¢m, )ken son las propias sucesiones de
partida, es decir, (pm)meN ¥ (¢m)men- Sea lim,, p,, = po € bd K y lim,, ¢, = qo € bd K. Del
hecho de que la proyeccion sobre H es una aplicacion continua, se sigue que pg,qo € lg. Como
Po,q0 € bd K C K, tenemos que [pg, qo] C loN K. Las coordenadas de los extremos del segmento
Iy VK son (21(pm), -+ Tne1(Pm), Tn(Pm)) ¥ (1(qm), - - - Tn—1(qm), Tn(gm)), donde, gracias al
sistema elegido, ;(pm) = x;(gm), para 1 <i <n — 1. Si tomamos

_ |Zn (Prm) = Tn(Gm)]
Zm = 9 5

entonces las coordenadas de los extremos del segmento I, N o (K) son

(xl(pm)a---axn—l(pm)azm) y (xl(pm)w--7xn—1(pm)7_zm)-

Como Yy, € Iy Nog(K) e yn, pertenece al semiespacio x, > 0, Zn(ym) < zm. Al igual que

antes, sean (21(po), -, Tn_1(Po)s Zn(P0)) ¥ (21(d0), - -» Zn1(do), Zn(40)) las coordenadas de los
extremos del segmento [po, qo], donde x;(py) = z;(qo), para 1 < i < n — 1. Si tomamos

_ |zn(po) — 2n(q0)|

20 2 )

entonces las coordenadas de los extremos del segmento o ([po, qo]) son

(#1(po)s - -, n—1(P0);20) ¥y (z1(P0);---,Tn-1(Po), —20)-

Como yo = limy, Ym, po = limy, pp y g0 = limy,, ¢, entonces x, (ym) — Tn (yO)a L, (pm) — xn(Po)
Y Zn(¢m) = n(qo); por lo que z,, — zp. Todo lo anterior implica que

Tn(yo) = lm zn(ym) < lmzp = 2.

Asi, se obtiene que yo € or([po,q]) C ou(lo N K) = lo N oy (K); luego yo € op(K), como se
queria ver.

Veamos ahora que el simetrizado de un conjunto convexo es convexo. Para ello, sean oy (x)
y o (y) dos puntos del simetrizado o (K), y comprobemos que [0 (x),0r(y)] estd en oy (K).
Evidentemente, si y € (x + L), entonces el resultado es trivialmente cierto; en caso contrario,
los segmentos (x + L) N K e (y+ L) N K son distintos, y su envoltura convexa, contenida en K,
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es el trapezoide T' = conv {(z + L) N K, (y + L) N K}. La imagen de T por la simetrizacién de
Steiner de 1" serd el trapecio o (T') = conv{oy((z + L) N K),on((y + L) N K)}. Ahora bien,
como (o (z),00(y)] Cou(T)y ou(T) C ou(K), se deduce que el segmento [o(x), o (y)] estd
contenido en o (K). Las lineas anteriores demuestran la propiedad (6).

H

Figura 2.6: Si K es convexo, entonces oy (K) también lo es.
Para demostrar (7), observemos primero que, si K, K’ € K" y 0 € H, se tiene K|H + K'|H =
(K+K')|H.Seax+y € og(K)+opy(K'), donde x € og(K) e y € og(K'). De esta forma,
existen T € K|H e € K'|H tales que z =T + A\ya e y =7 + A\ya, donde A\, Ay € Ry, ademss,
1 1
M| < Evoll(K N(x+L)) y A< Evoll(Kﬂ (y+ L)).

Comoz+y=(T+7)+ A+ A)a,conT+7ye€ (K+K')H,y

1 1
e+ Ay ] < el + Ay < Vol (K N (4 L)) + voli (K0 (y + 1))

1
gvoll((K +K')n(z+y+ L)),
se sigue, por la definicién de oy (K + K'), que z +y € og(K + K').

1
= Vol (KN (2 + L) + KN (y + 1) <

Para demostrar (8) necesitaremos hacer uso del lema siguiente, cuya demostraciéon exponemos

después de la que nos ocupa:

Lema 2.1.1. Sea (K;);en una sucesion de cuerpos converos y K € K™ con 0 € int K.
Entonces lim; K; = K si, y sélo si, (1 —e)K C K; C (1+¢)K para todo 0 <e <1 ei

suficientemente grande.

Sea (K;)ieny una sucesién de cuerpos convexos convergente a un cuerpo convexo K con
int K # (). Veamos que lim; oy (K;) = o (K). No es restrictivo suponer que 0 € int K pues, en
caso contrario, bastara realizar una traslacién de los cuerpos convexos, lo que no afectara a la
convergencia. Utilizando el hecho de que K; — K, tenemos que (1 —¢)K C K; C (1+¢)K, para
cualquier 0 < € < 1 e i suficientemente grande. Usando las propiedades (3) y (5), se deduce que
(1-¢)op(K) Cou(K;) C (1+¢e)ou(K), para 0 < € < 1 e i suficientemente grande. Asi pues,
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como 0 € intoy(K), utilizando de nuevo el lema precedente, se sigue que o (K;) — op(K),

Ccomo queriamos ver.

Ks Ky Ko K

simetrizacion
—_—
limog (K;)
T
01 o (K2)
ou(K)

Figura 2.7: Si int K = (), entonces puede ser que lim; oy (K;) # K.

Finalmente, veamos que, si int K = (), no es cierto, en general, que lim; oy (K;) = oy (K).
Consideremos en R? la sucesién de cuerpos convexos K; = [0, (1/i,1)], es decir, la sucesién de
segmentos que tienen como extremos al origen de coordenadas y a los puntos (1/i,1). Cuando
i — o0, la sucesién de puntos (1/i,1) tiende al punto (0,1), por lo que la sucesion (K;)ien
converge al cuerpo convexo K = [(0,0), (0, 1)]. Claramente, si H es el hiperplano determinado por
el eje de abscisas, entonces o (K') consiste en el segmento vertical oy (K) = [(0,—1/2),(0,1/2)].
Ahora bien, como oy (K;) = [(0,0), (1/7,0)], se deduce que lim; og(K;) = {(0,0)}. Por lo tanto,
lim; o (K;) C o (K). O

Demostracion del lema 2.1.1. Sea 0 < gy < 1. Como 0 € int K, existird » > 0 de forma que
rB, C K. Ademas, como K; — K, se tendra que rB,, C K;, para i > ig. Tomemos ¢ = reg < r.
Por definicién de convergencia (métrica de Hausdorfl), se tendrd, para i > i., que K; C K +¢B,
y K C K; +¢€B,,. Asi, para i > méx {ig, i. },

€ €
K, cK+eB,=K+-rB, C <1+—)K.
r r
Repitiendo los mismos argumentos, conseguimos, para i > max {ig, ic }, el contenido
€ €
KCcK;+¢B,=K;,+-rB, C (1+—) K;.
r r
Finalmente, como (r —¢)/r <r/(r + ¢), se obtiene que
r—e r

K C
r r+e¢e

K C K;,

lo que implica, para todo i > méx {ig, i }, que

<1—§>KCKiC<1+§)K.
T T

Poniendo ahora e = reg, y cancelando términos, llegamos, para i > méx {ig, .}, a la cadena de
contenidos del enunciado
(1—60)K CK; C (1+60)K.



24 EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO CLASICO

Veamos el reciproco. Por definiciéon de convergencia, dado 0 < gy < 1, debemos determinar
i9p € N tal que, si 7 > i, entonces

5(K,KZ) :min{)\EOKCKZ—F)\Bn, K; CK—{—)\Bn} < e&p.

Como K € K™, se tiene garantizada la existencia de r > 0 tal que K C rB,. De esta forma, si
0 < e < 1, existird i, € N tal que, si i > i., entonces

1 1
KiC(l—F&)KCK‘F(&T)Bn y KC1—_€KZ:<1+1L_€>KZCKZ+<€(17_+§)T)BTL

Poniendo av = méx {re,e(1 +¢)r/(1 — )}, se tiene, para i > i, que
KicK+aB, v KCK,;+aB,.
Como méx {re,e(1 +¢)r/(1 —e)} — 0 cuando € — 0, si 0 < g9 < 1, tomando ¢ suficientemente

pequerio tal que a < gq, se tendré, para i > i, que §(K, K;) < g¢. Esto implica de forma clara
la convergencia de (K;);en a K. O

Nos interesard posteriormente que el volumen de un cuerpo convexo K € K™ permanezca
inalterado al realizar simetrizaciones de Steiner, y que el area de superficie de o (K) no supere

a S(K). Esto es efectivamente lo que ocurre:

Proposicion 2.1.2. Si K € K" es un cuerpo convexo y H es un hiperplano, entonces:

» vol(oy(K)) = vol(K) (invarianza del volumen).

» S(og(K)) <S(K) (acotacion del drea de superficie del simetrizado).

Demostraciéon. Para ver que el volumen es invariante por simetrizaciones de Steiner, supondre-
mos que H coincide con el hiperplano {z,, = 0} (en caso contrario, basta realizar una rotacién,
y una posible traslacién). Consideremos, para cada z € K|H, el conjunto

A* ={seR: (z,s) e K}.

Utilizando la definicién de volumen, y el teorema de Fubini, se llega a que

vol(K) = / dxy---dx, = / </ dwn) dry - dx,_1
K ze€K|H T EAT

= / voli((x + L)NK) dxy - - - dxy—1 = vol(og(K)).
xeK|H

Veamos ahora que S(opy(K)) < S(K). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 0 € H
pues, en caso contrario, con una simple traslacién se conseguiria satisfacer dicha condicién. Para
cualquier A > 0,
o(K)+ AB, =ou(K)+ Aou(By) Coug(K + ABy);

luego, vol(og (K) + ABy,) < vol(og (K + ABy,)) = vol(K 4+ AB,,). De esta forma, para cualquier
A > 0, se tiene que

vol(op (K) + ABy,) — vol(og (K)) - vol(K + AB,,) — vol(K)

A - A ’

Haciendo A — 01 en ambos lados, se llega a que S(oy(K)) < S(K), como querfamos ver. [
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2.2. El teorema de Gross. La desigualdad isoperimétrica

En esta seccién nos ocupamos de enunciar y demostrar el teorema 2.2.1 de esfericidad de Gross,
resultado que refleja la importancia de la simetrizacion de Steiner. Como consecuencia funda-
mental del citado teorema, obtenemos que, dado cualquier cuerpo convexo con interior no vacio,
es posible aplicarle una sucesién adecuada de simetrizaciones de Steiner de tal forma que el

conjunto resultante se aproxime a una bola.

A la postre, este resultado nos permitird demostrar sin mucho esfuerzo importantes desigual-

dades geométricas, entre ellas, como veremos mas adelante, la desigualdad isoperimétrica.

Teorema 2.2.1 (de esfericidad de Gross). Sea K € K, y sea Sk el conjunto formado por
todos los cuerpos convexos que se obtienen al realizar una cantidad finita de simetrizaciones de
Steiner a K respecto a hiperplanos que contienen al origen de coordenadas. Bajo estas condi-
ciones, existe una sucesion K; € Sk, i € N, de forma que

. [ vol(K)\ "

Demostracién. Sea p: K — R dada por p(M) = min{R > 0: M C RB,}, para cualquier
M e K§. Como {p(M): M € Sk} es un conjunto de nimeros reales positivos, tiene sentido
definir

p:=inf{p(M): M € Sk} .

Por la definicién de p, existe una sucesion (K;);eny C S tal que lim; p(K;) = p. Partiendo de que
K C p(K)By,, utilizando las propiedades del teorema 2.1.1, se tiene que o (K) C p(K)B,, para
cualquier hiperplano H conteniendo al origen. Usando de forma iterada la propiedad anterior,
se llega a que M C p(K)B,, para cualquier M € Sk; es decir, p(M) < p(K), para cualquier
M € Sk. Aplicando este hecho a (K;)ien, se tiene que K; C p(K;)B, C p(K)By,, lo cual
implica que la sucesion (K;);en es uniformemente acotada. Utilizando ahora el teorema 1.1.4 de
seleccién de Blaschke, tenemos asegurada la existencia de una subsucesion de (K;);en convergente
a un conjunto convexo y compacto de R™, que denotamos por K. Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que Ky = lim; K;. El cuerpo limite K cumple que int K # 0, es decir, Ky € K{:
haciendo uso de la invarianza del volumen por simetrizaciones de Steiner (proposicién 2.1.2), y
de la continuidad de éste (proposicién 1.1.4), se llega a que
vol(Ky) = lim vol(K;) = vol(K) > 0,
1—00
lo cual implica que int Ky # 0. El valor p(Kp) se calcula ficilmente a partir de la continuidad
de la funcién p(-), pues
p(Ko) = lim p(K;) = p.
1—00
En consecuencia, Ky C pB,. Centrémonos ahora en comprobar que Ky = pB,. Supongamos,
por reduccién al absurdo, que Ky C pB, (estrictamente). En tal caso, la convexidad de K
garantiza la existencia de un punto x € pS™ ! tal que = ¢ Kj; razén por la cual existe, utilizando
el teorema 1.1.1 de separacion, un hiperplano H = {z € R : (z,u) = a} separando fuertemente
Ky y x (véase la figura 2.8).
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int H+  H H

int H—
Figura 2.8: Hiperplano H separando fuertemente Ko y .

Supongamos que (z,u) > «, y consideremos Cy = {y € PSPy, u) > a}. La compacidad
de la esfera pS"~!, asegura la existencia de una cantidad finita de hiperplanos Hj,..., H,, de
tal forma que, si C; es la reflexién del casquete Cy respecto al hiperplano Hj, la unién de las
reflexiones C1,...,C,, cubre pS"~!. Entonces, las simetrizaciones de Steiner de Kj respecto a

Hy,...,H,, dan un cuerpo convexo K = oy, oy, _, - om, (Ko).

Veamos ahora que K C int pB,. En primer lugar, observemos que, tras aplicar a K la
simetrizacién de Steiner respecto al hiperplano Hi, la imagen de los puntos de Kg N int pB,
pertenecerd, segun la definicién 2.1.2, a int pB,,. Por otro lado, supongamos que existe un punto
29 € Ko N Cy. Si fuese o, (20) € pS™1, entonces zp = op,(20), v la reflexiéon de zg respecto
al hiperplano Hji, z(,, debera pertenecer, de nuevo por la definicién 2.1.2, al conjunto Kjy; sin
embargo, ello implica que z{, € Ky N Cy, lo cual es absurdo. Por lo tanto, op, (z0) € int pB,,.
Hemos comprobado, pues, que o, (Ko) N Cy; = () (véase la figura 2.9). Procediendo de forma
iterativa, se demuestra que

OHpOH,,_ 1" OH; (Ko) N pSnil = (),
lo que implica que K C int pB,,, como queriamos comprobar.

H

s(mr, (20) + L)

Figura 2.9: Simetrizacién de Steiner de K respecto a H;.
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Por otra parte, la compacidad de K y pS™!, junto al hecho de que K NpS"~! =
que ' =d(K,pS" 1) > 0.Si0 < £ < ¢, entonces (pS" ! + ¢B,)NK = 0, esto es, K

aseguran

0,
- (p_e)BnS

lo que implica p(K) < p (véase la figura 2.10).

Figura 2.10: K est4 contenido en la bola (p — £) Bo.

Sean ahora K; = oH,,0H,, - 0m (K;), i € N. Evidentemente, como K; € Sk, para cada
i € N, se sigue que K; € Sk, para cada i € N. Asf pues, p(K;) > p, para todo i € N. Ahora bien,
como K; — Ky, aplicando la proposicién 2.1.1, se tiene que K; — K y, por la continuidad de
p(+), se sigue que p(K;) < p para i suficientemente grande, lo cual produce una contradiccion.
De esta manera, obtenemos que Kg = pB,,, como anddbamos buscando. Finalmente, haciendo
uso de las propiedades del volumen, se deduce que vol(K) = vol(Ky) = vol(pB,,) = p" vol(By,);

luego

vol(K) \ /™
lim K; =
oo ! <V01(Bn)> "
que es lo que desedbamos establecer. O

El teorema de esfericidad permite demostrar importantes desigualdades geométricas como,
por ejemplo, la desigualdad isoperimétrica en el caso de cuerpos convexos con interior no vacio;
una pieza clave en la demostraciéon del teorema 3.1.1 de Bender en el plano.

Teorema 2.2.2 (Desigualdad isoperimétrica). Sea K € K. Entonces

S S(Ba)"
vol(K)»—1 = vol(B,)» 1

(2.2)
Demostracién. Una consecuencia evidente del teorema 2.2.1 de esfericidad de Gross, es la
siguiente:

Lema 2.2.1. §i K € K{}, entonces existe una sucesion de hiperplanos H;, i € N,
conteniendo al origen, tal que

) vol(K) \ /™
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Utilizando el lema 2.2.1, la proposicién 2.1.2, y la continuidad del area de superficie, se sigue
que

S(K) > S(op,(K)) >--->8S ((M)l/n n) vol(K)(n=1/n

- YR g,
vol(B,) vol(B,yn7n SBn)

de donde se obtiene la desigualdad (2.2). O

Realicemos ahora una serie de observaciones interesantes sobre la desigualdad isoperimétrica:

» Si K € K3, entonces vol(By) = A(By) = 1y S(By) = p(Bs) = 27, y la desigualdad (2.2)
se reescribe como

4 A(K) < p(K)?, (2.3)
que es la llamada desigualdad isoperimétrica en el plano.
» La desigualdad (2.2) suele escribirse en la forma

vol(B,,)"

)nfl < S(Bn)n

vol(K S(K)", (2.4)
que la hace véalida para cualquier cuerpo convexo K € K™, pues si K ¢ K, entonces
vol(K) = 0, y la desigualdad es valida.

» En muchas ocasiones suele ser 1til usar que S(B,,) = nvol(B,,), lo cual permite escribir de
forma méas compacta la desigualdad (2.4):

n—1 1 S(K)n
< ——.
voI(K)™ < n™ vol(By,)

2.3. Desigualdades isoperimétricas relativas

Dentro del marco de la optimizacion geométrica, que no es otra cosa que la btisqueda, entre una
familia de objetos determinados por ciertas caracteristicas geométricas comunes, de aquéllos que
maximizan o minimizan alguna magnitud concreta, se sittia el conocido problema isoperimétrico,

cuyo origen es legendario, y estd asociado a la fundaciéon de Cartago.

Cuenta la leyenda que, tras una guerra ci-
vil en la ciudad fenicia de Tiro, en la que el rey
Pigmalion vence y da muerte al sumo sacerdo-
te Acerbas, Dido —hermana del rey Pigmalién,
y esposa de Acerbas— sale huyendo con sus par-
tidarios atravesando el Mediterraneo en una em-
barcacién. Al llegar a las costas del actual Ttnez,
Dido negocia con el rey de la tribu local la adqui-

sicién de tierras para fundar una ciudad, y éste,

reacio a la intrusion, les concede la porcién de

tierra que puedan abarcar con una piel de toro.

Figura 2.11: La leyenda de reina Dido. La ingeniosa Dido corta la piel en tiras muy finas,
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y las une para formar una larga cuerda, con la que delimita un terreno de gran extensién. Ahora
bien, jqué curva I' debi6é dibujar Dido con la cinta de la que disponia para abarcar un recinto de
area maxima, considerando ademas que se encontraban junto a las costas del Mediterraneo? La
desigualdad isoperimétrica clasica en el plano, junto a un argumento de reflexién, demuestran
que el area del recinto serd maxima cuando la curva I' sea una semicircunferencia. Esta solucién
se expresa ademds mediante la relacién p(I')? > 27 A(T"), donde p(I') y A(T") son, respectiva-
mente, el perimetro de la curva I, y el 4drea de la regién encerrada por la curva I' y la linea del

mar. La igualdad en la desigualdad anterior se alcanza si, y sélo si, I' es una semicircunferencia.

El interés producido por el problema isoperimétrico ha sus-
citado la publicacién de numerosos trabajos que comparan el r
volumen con el area de superficie relativa de la frontera. Tales
desigualdades se llaman desigualdades isoperimétricas relativas,

y su definicién rigurosa precisa introducir una notacién adecua- \ |

da. Asi pues, si K es un cuerpo convexo de R" y E es un sub- NN ,
conjunto medible de K con frontera medible (medida (n — 1)- N
dimensional de Lebesgue en R™), denotaremos por S(E,K) a _ y

Figura 2.12: Reflexién de una curva

la medida (n — 1)-dimensional de bd E N int K. Estamos ya en
condiciones introducir la definicién siguiente:

Definicién 2.3.1. Sean K € K™ y a € (0, #} Si existe una constante C positiva de forma
que la desigualdad

min {vol(E),vol(K \ E)} < C[S(E, K)]“ (2.5)

se verifica para cualquier subconjunto E medible de K con frontera medible e interior no vacio,
se dice que dicha desigualdad es una desigualdad isoperimétrica relativa a K. Ademds, en este
caso, llamaremos constante isoperimétrica relativa a K y «, y se denotard por C(K,«), al menor
numero C' para el cual la desigualdad (2.5) es vdlida.

La condicién de que o < n/(n—1) no es arbitraria, y requiere de una explicacién concluyente.
De acuerdo con la definicion 2.3.1, si se desea establecer una desigualdad isoperimétrica relativa
no trivial, entonces int K # (). Sea F C int K una bola de radio r > 0. Para r suficientemente
pequerio, se tendra que min {vol(E),vol(K \ E)} = vol(E) = vol(rB,,) = r"vol(B,) y, por otro
lado, S(E, K) = S(E) = S(rB,,) = r" tnvol(B,). Asi, si a > n/(n — 1),

g R {vol(E),vol(K \ E)} ~ lim vol(E) ) r™ vol(By,)

=1 —
r=0 S(E7K)a r—0 S(E7K)a rl_% [Tniln VOI(Bn)]a +OO’

y serd imposible, pues, determinar una constante C' que satisfaga la desigualdad (2.5). Conse-
cuentemente, a < n/(n — 1).

Dada una desigualdad isoperimétrica relativa a K, es interesante conocer el valor de la
constante isoperimétrica C'(K,«). Como, evidentemente, S(F, K) = S(K\E, K) para cualquier
FE C K medible con frontera medible, tenemos que

vol(E)

C(K,a) = sup {W :0 < vol(E) < %VOI(K)} . (2.6)
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La determinacion de la constante isoperimétrica relativa a K es un problema realmente complejo.
Se conoce muy poco sobre C'(K,a) para dominios o valores de « arbitrarios. En esta linea, se

ha demostrado que, en el caso de la bola unidad, B,, y a =n/(n — 1), se tiene que

n ) B vol(By,) .
n—1/)  2vol, 1(B,_1)"/(=1’

¢ (5.
para el cubo unidad C,, = [0,1]" C R™ y a = 1, se tiene que

C(Cpy1) = % (2.7)

La importancia de este resultado radica en que C(C),, 1) es una constante de cardcter univer-
sal, es decir, una constante que no depende de la dimensién del espacio que se esté considerando.
La prueba de la igualdad (2.7) fue realizada en el afio 1972 por el matemético alemén Hadwiger.
Esta puede encontrarse en [4] y, hasta donde sabemos, no ha sido traducida al inglés. Debido,
pues, a la dificultad que supone traducir el articulo original, que estd escrito en aleman, no
incluimos aqui la demostracién de este hecho fundamental para la prueba del teorema 3.2.1 de
este trabajo.



El problema isoperimétrico con
restricciones a reticulos

Después de introducir los conceptos de cuerpo convexo y reticulo, y una vez abordado el pro-
blema isoperimétrico clasico para cuerpos convexos, llega el momento de estudiar las relaciones
existentes entre el drea de superficie y el volumen de un cuerpo convexo, y el nimero de puntos
que éste contiene de un determinado reticulo.

Para la seccién 3.1, hemos seguido principalmente la referencia [1] y, para la seccién 3.2, se
ha utilizado [5].

3.1. Teorema de Bender en el plano

Sea L = L(wi,wz) C R? un reticulo arbitrario generado por el par de vectores no colineales
wy y we con |wi| < |wsl, y sea 0 < § < 7 el angulo formado por éstos. Bajo estas condiciones,
construimos un reticulo rectangular asociado a L, L'(w}, w}), que llamamos reticulo adjunto de
L, de la siguiente forma: ponemos w} = wy, y definimos w4 como un vector ortogonal a wj = wy,
cuyo médulo sea |ws| sen 6.

I / o | / /
w ! L
2 wy |, w2 |y / / / /
/ / / / / /
\9 N I / / / |
w1 w1

Figura 3.1: Construccién del reticulo adjunto de L = L(w1,w2).
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A continuacién presentamos un resultado de vital importancia en la demostracién del teorema

de Bender, que nos permitird reducir el problema al caso de reticulos rectangulares:

Lema 3.1.1. Sea L = L(wy,ws) C R? un reticulo arbitrario generado por el par de vectores
no colineales w1 y wsy, y sea 0 < 0 < w el dngulo formado por éstos. Ademds, supongamos
que |wy| < |wa|. Si K € K? es un cuerpo convezo que no contiene puntos de L en su interior,
entonces existe otro cuerpo convexo K' € K?, que no contiene puntos del reticulo adjunto L' en
su interior, tal que

(1) p(K') < p(K) y A(K') = A(K).

(2) K' es simétrico respecto a las rectas ' = 1/2 e y' = 1/2, donde las coordenadas z' e

vienen dadas en la base {w/,wh}.

Demostracién. Sea K el conjunto obtenido a partir de K mediante la simetrizacion de
Steiner respecto a la recta 2’ = 1/2. Utilizando la proposicién 2.1.1, el conjunto Ky serda un
cuerpo convexo que, por la proposicién 2.1.2, cumplird que A(Ky) = A(K) y p(Kop) < p(K).
Veamos que, ademds, Ky no contiene puntos del reticulo L’ en su interior. Supongamos, por
reduccién al absurdo, que existe p = mw| + nw) € L’ con p € int Ky. Como Ky es simétrico

respecto a la recta 2’ = 1/2, si p’ es el simétrico de p respecto a dicha recta, entonces p’ € int K.

!m':1/2

Figura 3.2: Ko no contiene puntos de L’ en su interior.

Ademés, como p € int Ky, se tiene asegurada la existencia, sobre la recta y' = n, de un
segmento en K de longitud mayor que 1 (p # p’). Como K| ha sido obtenido a partir de K
tras una simetrizacién de Steiner, se deduce que K también contiene (sobre la recta ¢y’ = n) un
segmento de longitud mayor que 1. El razonamiento anterior, y la forma en que se construye el
reticulo adjunto, garantizan la existencia de dos puntos q; = sjw} +nws y g2 = sowj + nws tales
que |s1 — so| > 1y [q1,q2] Cint K. Como |s1 — so| > 1, debera existir s € Z tal que s1 < s < s
(se estd suponiendo, sin pérdida de generalidad, que s; < s2). Asi, el punto ¢ = sw; + nws
cumple que ¢ € [q1,¢2] C int K, esto es, K contiene un punto del reticulo L en su interior. Lo
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anterior contradice la hipétesis del lema, por lo que K no contiene puntos de L’ en su interior.
De esta forma, Ky es un cuerpo convexo, simétrico respecto a la recta 2’ = 1/2, y cuyo interior
no contiene puntos del reticulo L’.

Procediendo de forma andloga con K(, obtenemos un cuerpo convexo K’, cuyo interior no
contiene puntos del reticulo L', que es simétrico respecto de las rectas 2’ =1/2 e ¢y = 1/2, y tal
que A(K') = A(Ky) = A(K) y p(K') < p(Kp) < p(K). Esto termina la prueba. O

Teorema 3.1.1 (de Bender, 1962). Sea L = L(w,wz) C R? un reticulo arbitrario generado
por el par de vectores linealmente independientes wy y ws, y sea 6 el dngulo formado por éstos,
donde 0 < 6 < w. Bajo estas condiciones, existe el supremo de los cocientes A(K)/p(K),
calculado sobre todos los cuerpos converos K € K? que no contienen puntos del reticulo L en su
interior, y lo denotamos por s(L). Ademds, si |w1| < |ws|, se verifica la cadena de desigualdades

1 1
5]11)2] senf < s(L) < 5 méx{|wi|, |we|sen 0}. (3.1)

Demostracién. En primer lugar, demostraremos que, para cualquier cuerpo convexo K tal
que G(K, L) =0, se tiene
A(K)
— <
p(K)

por lo que tendremos garantizada la existencia del supremo, s(L), y demostrada la cota superior

max{|wi |, |ws|sen 6},

DO | —

de la desigualdad (3.1). Comencemos observando que, si K es un cuerpo convexo que no contiene
puntos del reticulo L en su interior, utilizando el lema 3.1.1, podemos asegurar la existencia de
un cuerpo convexo K’ verificando las condiciones siguientes:

» int K’ no contiene puntos del reticulo adjunto L’.
= p(K') < p(K) y AK') = A(K).
» K’ es simétrico respecto a las rectas ' = 1/2 e y/ = 1/2, donde las coordenadas x’ e

vienen dadas en la base {w],w}}.

Por lo tanto, se deduce que
A(K) _ A(K')

p(K) ~ p(K')’

por lo que probar la cota superior del enunciado, es equivalente a demostrar que, si L = L(w1,ws)

es un reticulo rectangular, y K es un cuerpo convexo, simétrico respecto a las rectas x = 1/2 e
y = 1/2 (coordenadas asociadas a la base dada por wy y ws), que no contiene puntos de L en

su interior, entonces

AK) 1,
TK) < —méx {|wy|, |wal}. (3.2)

Al ser K un cuerpo convexo, tenemos que K es un conjunto acotado de R?, por lo que tiene
sentido considerar los maximos

1 1
a:méx{)\eR:)\w1+§w2€K} y B:méx{'yeRziwl—i—’ngeK}.
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A partir de este momento, realizamos la demostracién de la desigualdad (3.2) distinguiendo tres
casos, segun los valores que tomen a y 3:

Caso I (a, p < 3/2). Utilizando la desigualdad isoperimétrica en el plano (2.3), se tiene que

A(K)? 1 A(K
( )2 SA(K)2471'A(K) - 4(17'(')7

(3.3)

Centrémonos ahora en la busqueda de una cota superior para A(K). Como K es convexo, y
simétrico respecto a las rectas x = 1/2 e y = 1/2, se deduce que éste ha de estar contenido en
la regién con forma de cruz, C', que se muestra en la figura 3.3.

x=1/2
° ° s ° ° °
%|w2| :
Co
° ° -~ - -} ° °
i Cy i y=1/2
X 3w
—§|w2|
° ° ® ° ° °

Figura 3.3: Caso | (o, 8 < 3/2) de la demostracién del teorema de Bender.

Utilizando las propiedades fundamentales del volumen de un cuerpo convexo (véase la pro-
posicién 1.1.4), tenemos la acotacién

A(K) < A(C) = A(C1) +4A(C2) = [wr|wa] + 2|w ||wz| = 3|wy ||ws].

Sustituyendo la desigualdad anterior en (3.3), se obtiene la acotacién (3.2):

A(K AK 3wy ||w
M) [ o[l ] < L ol

Caso II (a > 3/2). Consideremos la regién de K contenida en el cuadrante z > 1/2 ey > 1/2,
la cual denotamos como K’. Gracias a la simetria del cuerpo convexo K respecto a las rectas

x=1/2 ey =1/2, K’ serd la cuarta parte de K. La convexidad y simetria del conjunto K,
junto al hecho de que éste no contiene puntos del reticulo L en su interior (en particular, no
contiene al (1,1)), aseguran que en el interior de K’ no hay puntos del conjunto no acotado, D,
de la figura 3.4.
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z=1/2

T~ _ . <

(1,1)

y=1/2
rT=a

Figura 3.4: Conjunto no acotado, D, que no contiene puntos de K.

Como K’ es no vacio, convexo y cerrado, y el punto (1,1) no pertenece al interior de di-
cho conjunto, aplicando, segtin convenga, el teorema 1.1.1 de separacién o el teorema 1.1.2 de
existencia de hiperplanos soporte en puntos de la frontera, podemos asegurar la existencia de
una recta que pasa por (1,1), con pendiente no positiva, de forma que K’ estd contenido en el
semiplano inferior que ésta delimita. En consecuencia, K’ debe ser un subconjunto de la regién
sombreada, B, que se muestra en la figura 3.5.

z=1/2 =
By 1,1
B —
P Qy:1/2

Figura 3.5: Caso Il (o > 3/2) de la demostracién del teorema de Bender.

Como a — 1 > 1/2, se deduce que
A(K) =4A(K') <4A(B) <4A(PQRS)
y, como A(PQRS) = (1/2)|wa|(a — 1/2)]w1|, se llega a la acotacion del area

A(K) < 2unfun] (a5 ). (3.4)

Busquemos ahora una cota inferior de p(K). La definicién de «a, y el hecho de que K’ es un
conjunto convexo, implican que el segmento [P, Q)] esta contenido en K'. Asi, debido a la simetria
de K, el segmento [P, Q] ha de estar contenido dos veces en K, por lo que K contiene un segmento
cuya longitud es dos veces la de [P, Q]. Utilizando ahora las propiedades del perimetro, obtenemos
que

p(K) = 2p(P.Q) =1 (a - 3 ) fur]. (3.5)

Combinando las acotaciones (3.4) y (3.5), llegamos finalmente a la cota buscada:
AK) _ 2 fwal(e — 3
P(K) = 4o = g)|w]

1 1
= 5‘?1}2\ < §maX{‘w1’a |wal}.
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Caso III (5 > 3/2). Mediante un procedimiento andlogo al del Caso IT (« > 3/2), llegamos a

=

AK) _

1
< —|wy| € = max {|wq|, |wa|}.
S < gl < gmix (o, jwal)

DO | —

Las lineas anteriores garantizan la existencia del supremo, s(L), y demuestran la cota superior
en la cadena de desigualdades (3.1). Para probar la cota inferior, consideremos, para cada n € N,
el paralelogramo D,, = {(Aw1,Pws) : 0 < A <n, 0 < B <1} (véase la figura 3.6).

| "'
(0,0) . (n,0)

Figura 3.6: Paralelogramo D,,

Como A(D,,) = n|wi||wz|sen y p(Dy,) = 2|wa| + 2n|w; |, tenemos que

1 |wy||wo|sen 6
n=oo p(Dy) =002 |wo +nfwr| 2w

A(Dn) = i ln‘leWQ‘Sene = = 1"(1}2‘861’10
5 .

Utilizando la definicién de supremo, se obtiene

1 . A(Dn) {A(K) 2 }
—lwg|send = lim < s(L)=su K ek®, GIK,L)=0,,
2! n=o0 p(Dp) (%) = sup p(K) (0

que es la cota inferior de s(L) buscada. O

Teorema 3.1.2 (de Bender para el reticulo entero). Sea K un cuerpo convero de R?, que

no contiene puntos del reticulo entero 72 en su interior. Entonces

A(K) < £ p(K).

Demostracién. Como Z? estd generado por los vectores e; = (1,0) y ex = (0,1) se sigue,
utilizando la notacién del teorema 3.1.1 de Bender, que 6 = 7/2; luego

28 <oy < g e fealsen (3) } = 3

de donde se deduce la desigualdad que muestra el enunciado. O

La desigualdad del teorema 3.1.2 es éptima «asintéticamente», en el sentido de que la cons-
tante 1/2 no puede reemplazarse por un valor mas pequenio. En efecto, si consideramos un

rectdngulo de base a y altura 1 que sélo tenga puntos de Z? en su frontera, se tiene que

AK)  a
p(K) 2a+2’

por lo que, si a — oo, el limite de este cociente es, precisamente, 1/2.
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Como consecuencia de este teorema se deduce una condicién suficiente para que un cuerpo
convexo en el plano contenga puntos del reticulo entero en su interior. Concretamente, se tiene

el siguiente criterio:

Proposicién 3.1.1. Sea K C R? un cuerpo convexo tal que

% p(K) < A(K).

Entonces K contiene puntos del reticulo 72 en su interior.

La desigualdad que se ha obtenido en el teorema 3.1.2, como aplicacién directa del teorema
3.1.1 de Bender, publicado en el ano 1962, ya era conocida entonces por sus coetdneos. Sin ir
mas lejos, la matematica M. Nosarzewska publicé en 1948 un trabajo en el que se probaba, para
cualquier cuerpo convexo del plano, K, la cadena de desigualdades

A(K) — 5 p(K) < G(K,7%) < A(K) + 5 p(K).

Por tanto, si G(K,Z?) = 0, entonces la desigualdad inferior prueba el teorema 3.1.2.

3.2. Teorema de Bokowski, Hadwiger y Wills

En esta seccién nos preguntamos si es posible obtener para el reticulo entero una generalizacién
de teorema de Bender a dimensiones superiores. La respuesta a esta pregunta es afirmativa,
y viene de la mano de Bokowski, Hadwiger y Wills, que prueban, gracias a una demostraciéon
realmente ingeniosa, uno de los resultados mas importantes de este tipo, del que se obtiene como
caso particular el teorema de Bender en dimensién arbitraria. Para escribir la prueba, hemos
hecho uso de [5], aunque la demostracién original, escrita en alemén, se encuentra en [2].

Teorema 3.2.1 (Bokowski, Hadwiger y Wills, 1972). Si K C R" es un cuerpo convexo
cualquiera, entonces

Vol (K) — % S(K) < G(K,Z").

Demostracién. Sea Czn = [—1/2,1/2]™ el cubo unidad n-dimensional centrado en el origen.
Para cada g; € Z", representaremos por Cznx (i) al cubo n-dimensional obtenido a partir de Czn
mediante la aplicacién traslacién que lleva el origen al punto g;, esto es, Czn (i) := g; + Czn.
En esta situacién, la familia {Czn(i)};cy forma una teselacién del espacio euclideo R™ (véase
la figura 3.7), es decir, cubre todo el espacio, y cualesquiera dos elementos de la familia tienen
interiores disjuntos. Para cada i € N, sea K; = KNCyn(i). Gracias a la compacidad del conjunto
K, se tiene garantiza la existencia de dos enteros no negativos r y s tal que, tras un posible

reordenamiento de los g;, si fuera necesario, se verifique lo siguiente:
(1) gieint K, i=1,...,7;
(2) ¢ ¢int K; y vol(K;) >0,i=r+1,...,s;

(3) g; ¢ int K; y vol(K;) =0, i > s.
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. . \ . _./ d .

Figura 3.7: Los conjuntos K.

Con esta notacién, es evidente que G(K,Z") = r, y que
T S S
vol(K) = ZVOl(KZ’) + Z vol(K;) < rvol(Czn) + Z vol(Kj;).
i=1 i=r+1 i=r+1
Combinando lo anterior, y usando que vol(Czn) = 1, se llega a la desigualdad

s

vol(K) — > vol(K;) < G(K,Z"). (3.6)
i=r+1
Centrémonos en ver que vol(K;) < 1/2, para i = r + 1,...,s. En efecto, como g; ¢ int K;

y K es convexo, el teorema 1.1.1 de separaciéon asegura la existencia de un hiperplano H; que
separa el punto g; y el conjunto K;. Supongamos, por ejemplo, que H; es el semiespacio que
contiene a K;, y sea R; = H; NCzn(i). Como, claramente, K; C R;, y dado que el punto central
del cubo Czn (i) no se encuentra en el interior de R;, se deduce que vol(K;) < vol(R;) < 1/2,
como queriamos comprobar.

AN T

Figura 3.8: Sii=r+1,...,s, entonces vol(K;) < 1/2.

Utilizando el resultado (2.7) de Hadwiger en relacién a la constante isoperimétrica del cubo
unidad, tenemos que C(Czn(7),1) = 1/2. Como vol(K;) < 1/2, para ¢ =r +1,...,s, utilizando
la definicién de constante isoperimétrica dada en (2.6), concluimos que vol(K;) < (1/2) S;(K),
i=r+1,...,s, donde S;(K) representa el drea de superficie de la frontera de K contenida en
el interior del cubo Czn (7). Ademds, como » 7 | S;(K) < S(K), se tiene entonces que

S(K). (3.7)
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Combinando ahora las desigualdades (3.6) y (3.7), se obtiene la desigualdad
S

vol(K) — %S(K) <vol(K) — 3 vol(K;) < G(K,Z7),
i=r+1

que es justo lo que establece el enunciado. O

En esta situacién, podriamos preguntarnos por la existencia de una generalizacién del teo-
rema 3.2.1 a cualquier reticulo L del espacio euclideo R™. La siguiente generalizaciéon fue conje-
turada por Wills en [8]:

Conjetura 3.2.1 (Wills, 1990). Sea L un reticulo de R™. Entonces, para cualquier cuerpo
convexo K C R", se tiene que
vol(K) S(K)

Du(L) 2Dy 1(L) = G(K, L). (3.8)

Finalmente, como consecuencia directa del teorema 3.2.1, podemos establecer el siguiente
resultado, que generaliza, en el caso del reticulo entero, el teorema 3.1.2 de Bender en el plano:

Teorema 3.2.2. Sea K C R™ un cuerpo convero con G(K,Z") = 0. Entonces

vol(K) < = S(K).
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