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Resumen

En el presente trabajo se realizard un estudio fundamentalmente tedrico de los cuerpos
finitos. El texto consta de dos capitulos, que componen el cuerpo del trabajo, un capitu-
lo a modo de anexo, bibliografia y por dltimo un indice terminoldgico para facilitar la
busqueda de las definiciones de los términos no conocidos. En el anexo se incluyen los
conceptos previos de dlgebra que se recomiendan al lector para el buen entendimiento del
texto, asi como los resultados utilizados no especificos sobre cuerpos finitos para hacer
mas accesible su consulta. El primer capitulo estd dedicado a la caracterizacion de los
cuerpos finitos y sus propiedades generales, mientras que el segundo capitulo se centra en
el estudio de polinomios sobre cuerpos finitos.

El texto comienza en el capitulo 1 con la definicién de los primeros conceptos del
algebra basica tales como anillo conmutativo, elemento invertible y caracteristica de
un anillo, indispensables para la introduccién del término cuerpo y en general para el
desarrollo del trabajo. Se introduciran algunos ejemplos de anillos y cuerpos, asi como las
primeras propiedades que seran utilizadas en resultados posteriores. Entre estas propie-
dades se encuentra que todo cuerpo finito tiene caracteristica un ntimero primo; es decir,
para todo cuerpo finito existe un entero primo positivo p tal que la suma p veces de 1 es
igual a 0 y, ademds, es el menor ntimero positivo que cumple tal condicién. Esta propiedad
pese a su aparente sencillez resulta clave en la teoria de cuerpos finitos.

La segunda seccién del primer capitulo estard dedicada a la introduccién a la teoria
de extensiones de cuerpos en general y ciertas propiedades que permitiran mas tarde el
desarrollo de los resultados especificos para cuerpos finitos. La seccién comienza con la
definicién de extension de cuerpos y otros conceptos relacionados, como el grado de la
extension o cuerpo intermedio. Se mostrard que toda extensién de cuerpos F/K puede
ser vista como un K-espacio vectorial. Tras ello se continuara con la demostracion de un
teorema fundamental en la teoria, no sélo de extensiones de cuerpos finitos, sino también
de extensiones generales: el teorema de multiplicidad del grado. Dicho teorema establece
que el grado de una extensién finita puede obtenerse como el producto del grado de las
extensiones intermedias. Se llevara a cabo la introduccién de las extensiones algebraicas
y simples. Una extensién de cuerpos F//K se dird algebraica si para todo elemento o € F
existe un polinomio sobre K que se anule en dicho elemento. Por su parte una extensién se
dird simple si esta generada por un tinico elemento. Se probard que en una extension alge-
braica para cada elemento de la extension existe un 1inico polinomio monico e irreducible
que se anula en dicho elemento. Este polinomio recibira el nombre de polinomio minimo.
La seccién concluiréd con la caracterizacion de extensiones finitas y la introduccién de los
conceptos de clausura algebraica y cuerpo de escision.

Una vez realizada esta introduccién a las extensiones de cuerpos serd el momento de



profundizar en la teoria de cuerpos finitos. Resultados anteriores, como que todo cuerpo
finito tiene caracteristica un nimero primo y que una extensién de cuerpos puede ser vista
como un espacio vectorial, permitiran obtener que para cualquier cuerpo finito su niimero
de elementos es igual a una potencia de un nimero primo. Es entonces cuando se muestra
uno de los teoremas de mayor importancia: el teorema de existencia y unicidad de cuer-
pos finitos. Este teorema establece no sélo que el ntimero de elementos de todo cuerpo
finito es igual a una potencia de un nimero primo, sino que para cada nimero primo p
y cada entero positivo n existe un cuerpo finito de p™ elementos y, ademas, dicho cuerpo
es unico salvo isomorfismos. Equivalentemente, dos cuerpos cualesquiera con p” elementos
son isomorfos. Otro de los resultados de importancia sera el teorema de estructura de
subcuerpos de cuerpos finitos, que caracterizard los subcuerpos de un cuerpo finito con p"
elementos, como aquellos que contienen p™ elementos con m un entero positivo que divide
a n. La primera seccién del capitulo 1 terminard con la demostracion de que el grupo
de las unidades de un cuerpo finito es ciclico; es decir, generado por un elemento, que se
denominara elemento primitivo.

FEn la cuarta seccién del primer capitulo comenzara el estudio de las extensiones finitas
de cuerpos finitos. Una vez vistas algunas propiedades sobre las extensiones algebraicas
y el polinomio minimo de un elemento en la seccién 2, el objetivo central de la seccién
serd probar uno de los resultados de mayor importancia acerca de extensiones de cuerpos
finitos: que toda extensién de cuerpos finitos es una extension ciclica, o, lo que es lo mismo,
que es una extension finita de Galois y que el grupo formado por los automorfismos que
dejan fijos los elementos del cuerpo base de la extensién, conocido como grupo de Galois
de la extensién, es ciclico. Para la demostracion de dicho resultado sera necesaria la in-
troduccion de los conceptos de extensiones separables, normales y de Galois y algunas de
las propiedades basicas de dichas extensiones. Se definird el concepto de conjugados de
un elemento sobre un cuerpo y se caracterizaran los automorfismos de un cuerpo finito.
Una de las conclusiones que podra extraerse de la prueba del teorema serd que el grupo de
Galois de una extensién de cuerpos finitos es ciclico; pero, ademads, que el automorfismo
generador de dicho grupo es conocido para cada extensién y recibird el nombre de auto-
morfismo de Frobenius.

Tras esto, se profundizard en las propiedades de la traza y la norma de un elemen-
to sobre un cuerpo finito, o lo que es igual, la suma y producto respectivamente de los
conjugados de un elemento. El estudio de la traza de un elemento permitira mas tarde pro-
porcionar un método para verificar si un subconjunto dado es una base de una extension
de cuerpos finitos F'/K, viendo dicha extensién como un K-espacio vectorial. Se introdu-
ciran varios tipos de bases de una extensién de cuerpos: polindmicas, normales, duales,
autoduales y primitivas normales. Una importante propiedad que se vera es que para to-
da extensién de cuerpo finitos existe alguna base normal y ademads para toda base existe
una unica base dual, sin embargo, no toda extensién posee una base normal y autodual.
Este resultado fue demostrado por A. Lempel y M.J. Weinberger en 1988, estableciendo
ademads las condiciones para las cuales si existe una base de estas caracteristicas. El ulti-
mo resultado que aparece en la seccién serd un teorema de suma dificultad, el teorema de
Lenstra-Schoof. En él se demuestra la existencia de bases primitivas normales para toda
extension de cuerpos finitos. Dicho teorema fue demostrado en 1987 con ayuda compu-
tacional y no fue hasta 2003 cuando S.D. Cohen y S. Huczynscka obtuvieron una prueba
sin ayuda del ordenador. El teorema tinicamente prueba la existencia de dichas bases, sin
embargo el problema de determinar el nimero de ellas sigue siendo una incégnita.



El segundo capitulo como se ha comentado estard dedicado integramente al estudio de
polinomios sobre cuerpo finitos. El capitulo comenzaré con la introduccién de los concep-
tos de raiz n-ésima, raiz n-ésima primitiva, polinomio ciclotomico y cuerpo ciclotémico. Se
reflexionard acerca de las propiedades de las raices n-ésimas y cuestiones relacionadas con
el grado de polinomios ciclotémicos (que dependera de la funcién de Euler), sus formas
de expresion y se proporcionarda un método recurrente para su cdlculo. Se obtendra que,
a diferencia de los cuerpos con caracteristica 0, los polinomios ciclotémicos sobre cuerpos
finitos no son necesariamente irreducibles y el nimero de factores irreducibles de cada uno
dependerd también de la funcién de Euler.

Como consecuencia del estudio de polinomios ciclotémicos se obtendréd uno de los gran-
des teoremas del trabajo, el teorema de Wedderburn. En él se establece que todo anillo
de division finito es un cuerpo. Un anillo divisién es un anillo al que no se presupone la
conmutatividad del producto y en el que todo elemento no nulo es invertible, es decir, un
anillo que cumple las mismas propiedades de un cuerpo a excepcion de la conmutatividad
del producto. Un enunciado equivalente para el teorema sera pues que el producto en todo
anillo de divisién finito es conmutativo.

La tercera seccién comenzard con la definicion de orden de un polinomio y la justi-
ficacién de que todo polinomio tiene orden un entero positivo. Se define el orden de un
polinomio f como el menor entero e tal que f divide al polinomio ¢ — 1. Veremos pues
que para cada polinomio que no se anule en 0 existird tal entero positivo. La seccion
continuard abordando técnicas para el cdlculo de 6rdenes de polinomios en funcion de
su factorizacién, para acabar dando un método para el calculo de érdenes de polinomios
irreducibles, siendo asi capaces de calcular el orden de cualquier polinomio sobre cualquier
cuerpo finito. Tras ello se introducira el concepto de polinomio primitivo. Un polinomio
se dice primitivo si es el polinomio minimo de algin elemento primitivo; es decir, de un
elemento generador del grupo de las unidades de una extensién. Se dara un resultado que
caracterizard los polinomios primitivos atendiendo al orden de dicho polinomio.

La siguiente seccién tratara sobre polinomios irreducibles sobre cuerpos finitos. Se in-
troducira la funcion de Moebius y una importante férmula sobre la que se basan casi la
totalidad de los resultados de la secciéon: la formula de inversion de Moebius. A partir
de dicha férmula se podra obtener el ntimero de polinomios monicos irreducibles de un
determinado grado sobre un cuerpo, determinar exactamente cuales son tales polinomios
y una expresion para el producto de todos ellos. Se proporcionard también a partir de
la férmula de inversién de Moebius un método mucho mas operativo para el calculo de
polinomios ciclotémicos que el obtenido en la segunda seccién del capitulo.

Por 1ultimo se presentara el algoritmo de Berlekamp, el cual permitira la factorizacién
de cualquier polinomio sobre cuerpos finitos. Se introduciran algunas propiedades previas
para la deduccién del algortimo, asi como la demostracién de que en efecto el algoritmo es
eficaz; es decir, permite la factorizacion de cualquier polinomio. Finalmente se mostrara un
ejemplo de aplicacién del mismo.






Abstract

In the present work a fundamentally theoretical study about the finite fields will be
carried out. The text has two chapters which comprise the body, a chapter acts as an
annex, bibliography and lastly, an index with the terminology so as to ease the search of
definitions for the unknown terms. In the annex, the previous concepts of algebra which
are recommended to the reader for a better understanding of the text are included, as
well as the not-specific results used in the finite fields to make the consult easier. The first
chapter is devoted to the characterization of the finite fields and their general properties
while the second focuses in the study of polynomials over finite fields.

The text starts in chapter 1 with the definition of the first concepts of basic algebra
such as commutative ring, unit and characteristic of a ring, indispensable for the intro-
duction of the term field and in general for the development of the work. Some examples
of rings and fields will be introduced, as well as the first properties that will be essential
for the latter results. Among these properties, it is to be found that every finite field has
prime characteristic i.e. for any finite field there is a positive integer p such that the sum
of p times of 1 is equal to 0 and moreover it is the least positive number that fulfills that
condition. This property, despite its apparent ease, turns out to be the key in the theory
of finite fields.

The second section of the first chapter will be devoted to the introduction to the theory
of general field extensions and certain properties that will allow a later development of
the specific results for finite fields. The section starts with the definition of field extension
and other concepts in relation, like the degree of the extension or intermediate field. It
will be showed that a extension of fields F//K may be regarded as a vector space over K.
After that, we will continue with the proof of a fundamental theorem in field extensions
theory: the theorem of multiciplity of the degree. Such theorem establishes that the degree
of an extension is obtained by multiplying the degree of the intermediate extensions. The
introduction of the algebraic and simple extensions will be carried out. A field extension
F/K will be named algebraic if for any element « € F' there is a polynomial over K such
that « is a root of this polynomial. Furthermore, an extension will be called simple if
it is generated by a single element. It will also be proved that in an algebraic extension
for each element exists a unique monic and irreducible polynomial which gets annulled in
the element. This polynomial will received the name of minimal polynomial. The section
will conclude with the characterization of the finite extensions and the introduction of the
concept of splitting field.

Once this introduction to the extensions of fields is done, it is time to deepen into the
finite fields. Previous results, such as that any finite field has prime characteristic and that
an extension may be regarded as a vector space, will allow to obtain that for any finite
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field its number of elements is equal to a prime power number. It is then when one of the
most important theorem is showed: the existence and uniqueness of finite fields theorem.
This result establishes not only that the number of elements of every finite field is equal
to a prime power number, but also that for every prime power p™ there exists a finite field
whose number of elements is exactly that prime power and it is unique except isomorp-
hism. Equally, any two fields with p™ elements are isomorphic. Another of the important
results will be the structure of subfields theorem, which will characterize the subfields of
a finite one with p™ elements, as those that contain p" elements with m a positive integer
that divides n. The first section of chapter 1 will end with the proof that the group of
non-zero elements of a finite field is cyclic i.e. it is generated by an element, which will be
called primitive.

In the fourth section of the first chapter will start with the study of the finite exten-
sions of finite fields. Once regarded some of the features about the algebraic extensions
and the minimal polynomial of an element in section 2, the section’s main objective will be
proving one of the results of higher importance about the finite fields extensions: checking
that all the extension of finite fields is a cyclic extension, or the same, that it is a Galois
extension and the group formed by the automorphisms that leave the elements of the base
field of the extension fixed, known as Galois group, is cyclic. For the proof of such result it
will be needed the introduction of the extensions concepts: separable, normal and Galois
and some of the basic properties of these extensions. It will also be defined the concept
of conjugates of an element over a field and the automorphisms of a finite field will be
characterized. One of the conclusions that may be drawn from the theorem’s proof will
be that Galois group of an extension of finite fields is cyclic, moreover that the generator
automorphism of this group is known for each extension and will be called Frobenius au-
tomorphism.

After this, there will be a deepening insight in the properties of the trace and norm
of an element over a finite field, in other words, the sum and product respectively of the
conjugates of an element. The study of the trace of an element will later allow to provide
with a method to verify if a given subset is a basis of an extension of a finite fields F/K,
regarding such extension as a vector space over K. New types of bases of an extension
of fields will be introduced: polynomial, normal, dual, self-dual and primitive normal. An
important property which will be seen is that for every extension of finite fields there exists
some normal basis and besides, for every basis there exists an only dual basis, nonethe-
less, not every extension has a normal and self-dual basis. This result was proved by A.
Lempel and M.J. Weinberger in 1988, establishing the conditions for which there exists
a basis of these characteristics. The last result of the section will be a theorem of high
difficulty, the Lenstra-Schoof theorem. In this theorem, the existence of primitive normal
bases for every extension of finite fields is proved. Such theorem was proved in 1987 with
the help of a computer and it was not until 2003 when S.D. Cohen and S. Huczynscka
obtained a proof without the help of a computer. The theorem only proves the existence
of these bases, however the problem to determine the number of them still remains unkown.

The second chapter, as aforementioned, will be wholly devoted to the study of the
polynomials over finite fields. The chapter will start with the introduction of the con-
cepts nth root of unity, primitive nth root , cyclotomic polynomial and cyclotomic field.
A reflection about the properties of the nth roots and questions related to the degree of
the cyclotomic polynomials (which will depend on the Fuler’s Function) will be carried,



their ways of expression and a recurrent method for its calculation will be supplied. It will
be obtained that, reversely the fields with zero characteristic, the cyclotomic polynomials
over finite fields are not necessarily irreducible and the number of irreducible factors of
each one will also depend on Euler’s Function.

As a consequence of the study of cyclotomic polynomials it will be obtained one of
the big theorems of work the Wedderburn’s theorem, which establishes that every fini-
te division ring is a field. A division ring is a ring to which it is not presupposed the
commutativity of the product and in which every non-zero element is a unit i.e. a ring
which fulfills the same properties of a field with the exception of the commutativity of the
product. An equivalent statement for the theorem will then be that the product in every
finite division ring is commutative.

The third section will start with the definition of order in a polynomial and the jus-
tification that every polynomial has a positive integer order. It is defined the order of a
polynomial f as the least integer e such that f divides ¢ —1 polynomial. We will see then,
that for every polynomial for which zero is not a root, there will exist such positive integer.
The section will continue by overlooking the techniques for the calculation of polynomials’
orders depending on their factorization, to end up giving a method for the calculation of
irreducible polynomials’ orders, being then able of calculate the order of any polynomial
over any finite field. After this, the concept of primitive polynomial will be introduced. A
polynomial is called primitive if it is the minimal polynomial of some primitive element.
A result that will characterize the primitive polynomials according to the order of such
polynomial will be provided.

The following section will deal with irreducible polynomials over finite fields. The Moe-
bius Function will be introduced and an important formula over which the majority of the
results of the section is based, called the Moebius Inversion Formula. Such formula will
allow to obtain the number of monic irreducible polynomials of a fixed degree over a field,
it will also allow to exactly determine which these polynomials are and an expression for
the product of all of them. From the Moebius Inversion Formula, it will also be provided
a much less complex method for the calculation of cyclotomic polynomials than the one
obtained in the second section of the chapter.

Lastly, the Berlekamp’s Algorithm will be presented, which will allow the factorization
of any polynomial over finite fields. Some previous properties for the deduction of the
algorithm will be introduced, as well as the proof that the algorithm is indeed efficient.
Finally, an example of application of it will be shown.






Capitulo 1

Cuerpos finitos

1.1. Anillos y cuerpos

Esta primera seccién estara dedicada a introducir algunos conceptos del algebra basica
que seran utilizados constantemente para el desarrollo del texto. A lo largo de toda la
memoria se utilizard la siguiente notacion: N para el conjunto formados por todos los
nimeros naturales sin incluir el 0, Z para el de los nimeros enteros, Q para el de los
nuameros racionales, R para el de los nimeros y C para el de los niimeros complejos. Otra
cuestion que cabe aclarar es que los resultados del apéndice que sea necesario citar seran
referidos de la forma (A. . ), donde los ltimos espacios corresponderan a la numeracién
de la proposicién correspondiente.

Definicién 1.1.1. Un anillo es una terna (A, +,-) formada por un conjunto no vacio A
y dos operaciones + y - en A, generalmente llamadas suma y producto respectivamente,
que verifican:

1. (A, +4) es un grupo abeliano. Al elemento neutro de (A, +), que sabemos que es unico,
se le denominard elemento cero (o cero) y se denotard por 0.

2. El producto es asociativo.

3. Se verifica la propiedad distributiva, es decir, dados a,b,c € A se verifica

a-(b+c)=(a-b)+(a-c) y (b+c)-a=(b-a)+(c-a)

Si el producto es conmutativo se dird que el anillo es conmutativo. Si tiene elemento
neutro para el producto, que llamaremos uno o identidad y se denotard como 1, se dird que
es anillo unitario.

Notacién: A lo largo de todo el texto consideraremos siempre, salvo que se indique lo
contrario, anillos conmutativos unitarios, con 1 # 0, y se utilizard simplemente el término
anillo para nombrarlos. Por otro lado se utilizard también la notacién ab para hacer
referencia al producto, a - b, de dos elementos a y b de un anillo.

Ejemplos 1.1.2. 1. El conjunto N, con la suma y el producto usuales, no es un anillo
ya que (N, +) no es un grupo.

2. Los conjuntos Z, Q, R y C, con las operaciones suma y producto usuales, son anillos.
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14 CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

3. El conjunto Z, de clases de restos modulo n con las operaciones inducidas por las
de 7.

[a+nZ]+ [b+nZ] = [(a+b)+nZ] y [a+ nZ][b+nZ] = [ab+ nZl],

es un anillo. En adelante, si no induce a confusion, utilizaremos la notacion @ para
denotar la clase [a + nZ] de restos mdédulo n.

4. Si A es un anillo, el conjunto Alx| de los polinomios en una indeterminada con
coeficientes en A es un anillo con la suma y el producto usuales de polinomios.

Definicion 1.1.3. Un elemento a en un anillo A se dice que es invertible, o bien que
es una unidad, si existe algin elemento b € A tal que ab = 1; es decir, a es invertible si
tiene simétrico respecto al producto y a dicho elemento, que es unico, se le denotard por
a~t. Al conjunto de unidades de A se le denotard A*.

Un elemento a en un anillo A se dice que es un divisor de cero si existe un elemento
be A, b#0 tal que ab = 0. Un anillo sin divisores de cero no nulos se dice que es un
dominio de integridad o, simplemente, un dominio.

Notacién: Si A es un anillo, a € Ry n € N usaremos las siguientes notaciones:

n veces n veces

—— e N
na:a+...+a y an: a---a

y si n € Z~, denotaremos

Por 1ultimo se tendra que
0ca=0 y a’=1.

Con estas notaciones, a partir de las propiedades de asociatividad y distributividad,
se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.4. Sea A un anillo, entonces Va, b € A yVm, n € N se cumplen las
siguientes propiedades:

1. (ma)(nb) = (mn)(ab) = (na)(mb).
2. (m+n)a = ma+ na.

3. m(na) = (mn)a.

4. a™t = gMa".

5. (a™)" =a™.

Definicién 1.1.5. Se llama caracteristica de un anillo A, y se denota car(A), al menor
entero positivo n tal que nl = 0, o equivalentemente, al menor entero positivo tal que

n
1+ --+1=0. 5i tal entero no existe se dice que la caracteristica del anillo es 0.

Definicion 1.1.6. Un anillo en el que todo elemento no nulo es invertible se denomina
cuerpo. Diremos que un cuerpo es finito si tiene un numero finito de elementos.

Ejemplos 1.1.7. Anillos y cuerpos.
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1. Los anillos Q, R y C son cuerpos, todos ellos de caracteristica 0.
2. Z no es un cuerpo, aunque sea subanillo de los cuerpos anteriores.

3. Los anillos de polinomios no son cuerpos, pues el ideal generado por la indeterminada

es un ideal propio y no nulo (ver|A.2.13).

4. El conjunto con cuatro elementos K = {0,1,a,a + 1} es un cuerpo con las opera-
ctones dadas por las tablas

L+ o[ 1] a [ar]] | - [o] 1 [ a [a+1]
0 0 1 « a+1 0 0 0 0 0
1 1 a +1 Q 1 0 1 « a +1
« « a+1 0 1 « 0| « a+1 1
a+1 || a+1 a 1 0 a+1| 0| a+1 1 «

Como un elemento invertible no es un divisor de cero, todo cuerpo es un dominio.
Veremos ahora bajo que condicién el anillo de enteros moédulo n, Z,,, es un cuerpo:

Proposicion 1.1.8. Z, es un cuerpo si y solo si n es un numero entero primo.

Demostracién. = Veremos esta implicacién demostrando el contrarreciproco. Suponga-
mos que n no es un entero primo, entonces existen enteros ni,ns con 1 < ni,ng < n tales
que n = ny - ng. Pero entonces 11,12 # 0y = 11 -1 = . = 0 en Z,. Asi, Z, no es un
dominio, por lo que no puede ser un cuerpo.

< Supongamos ahora que n es primo. Tenemos que ver que todo elemento no nulo de
Zy, es invertible. Sea a # 0 un elemento cualquiera de Z,. Entonces se tiene 0 < a <ny
por ser n primo med(a,n) = 1. Ahora como Z es un DIP (ver [4], teorema 1.2.11 (pagina
15)), aplicando el resultado existen s,t € Z con s # 0 tales que 1 = tn + sa. Asi,
sa =1 mod n, por lo que sa = 5a = 1 y en consecuencia @ es una unidad de Z,. ]

Observacién 1.1.9. Aplicando este resultado se tiene que Z4 mo es un cuerpo, aunque
como hemos visto en el punto 4 de los ejemplos anteriores si que existen cuerpos finitos
con 4 elementos.

Proposiciéon 1.1.10. Si la caracteristica de un cuerpo F' es distinta de 0 entonces es un
numero primo.

Demostracién. Si un cuerpo F' tiene caracteristica n # 0 y no fuese un niimero primo,
podria factorizarse como n = njng con ni,ny < n. Entonces (ny1)(ng1) = (ning)1 =0,
ahora por ser F' un cuerpo no contiene divisores de 0 luego, n11 = 0 o nel = 0, en
contradiccion con que n sea el menor entero positivo que cumple dicha condicién. ]

Proposiciéon 1.1.11. Todo cuerpo finito tiene caracteristica p, donde p es un numero
primo.

Demostracion. Por el resultado anterior bastara ver que si F' es un cuerpo finito entonces
no tiene caracteristica cero. Sea 1 € F' la identidad y consideremos los elementos {n 1},¢n.
Como F contiene sdlo un nimero finito de elementos, existen enteros k ymcon 1 < k <m
tales que k1 = m 1, o equivalentemente (m — k) 1 = 0; de donde se obtiene el resultado.
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Definicién 1.1.12. Un subanillo de un anillo A que sea ademds un cuerpo se denomi-
nard subcuerpo de A.

Se llama subcuerpo primo de un cuerpo F al menor subcuerpo de F'; es decir, K
es el subcuerpo primo de F si es subcuerpo de F' y ademds estd contenido en todos los
subcuerpos de F

Se tiene un resultado importante acerca de la caracteristica de un cuerpo y su sub-
cuerpo primo.

Proposicién 1.1.13. El subcuerpo primo de un cuerpo F es isomorfo a Q si la carac-
teristica de F' es 0 e isomorfo a Zy, si la caracteristica de F es un entero primo p.

Demostracién. Ver [4], corolario 2.9.7 (pagina 57). O

1.2. Extensiones de cuerpos

En esta seccién se abordaran resultados relacionados con las extensiones de cuerpos.
Se llevard a cabo un estudio de definiciones, conceptos relacionados y propiedades de
extensiones generales, que seran aplicados para obtener resultados especificos sobre cuerpos
finitos.

Definicién 1.2.1. Una extension de cuerpos es un par (K, F') donde F es un cuerpo y
Kun subcuerpo de F. En lo sucesivo se denotard a una extension de cuerpos de la forma
F/K, aunque en algunos textos es denotada como K C F.

LLamaremos cuerpo intermedio de la extension a todo subcuerpo de F' que contenga
a K.

Todo cuerpo puede ser considerado como una extension de un cuerpo que no tiene
subcuerpos propios, su subcuerpo primo; que, como ya hemos visto, serd isomorfo a Q si
tiene caracteristica cero o a Z, si tiene caracteristica p, que serd un nimero primo.

Definicién 1.2.2. Sea F/K wuna extension de cuerpos y S un subconjunto de F. A la
interseccion de todos los cuerpos intermedios de la extension que contienen a S, que es el
menor cuerpo intermedio de la extension que contiene al conjunto S, lo denominaremos
cuerpo intermedio generado por S y se denotard K (5).

Diremos que una extension es finitamente generada cuando existe un subconjunto
finito S C F tal que F = K (5).

Diremos que una extension de cuerpos F/K es una extension simple si existe algin
a € F tal que F = K ().

Proposicién 1.2.3. Sea F/K una extension de cuerpos. Entonces F es un espacio vectorial
sobre K.

Demostracion. Es claro que la suma en F' y el producto en F' de elementos de K por
elementos de F' dotan a F' de estructura de K- espacio vectorial. ]

Definicién 1.2.4. A la dimensién de F' como K-espacio vectorial se le llama grado de
F sobre K.

Definicién 1.2.5. Diremos que una extension de cuerpos F//K es finita si F' como espacio
vectorial sobre Ktiene dimension finita m, en cuyo caso llamaremos a m grado de la
extension y se denotard como [F : K] = m.
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El siguiente teorema es un teorema fundamental en la teoria de cuerpos y serd muy
util en gran cantidad de resultados a lo largo de todo el texto.

Teorema 1.2.6 (Multiplicidad del grado). Sea F/K una extension de cuerpos y L un
cuerpo intermedio. Entonces F/K es finita si y solo si las extensiones F/L y L/K son
ambas finitas. Y, en este caso, se verifica:

[F:K|=[F:L]-]L: K]

Demostracién. = Supongamos que F//K es finita. Como L es un subespacio vectorial de
F sobre K claramente L/K es finita. Por otro lado si {aq, ..., a, } es un conjunto generador
de F' como espacio vectorial sobre K , también lo serd como espacio vectorial sobre L luego
F/L es finita.

< Supongamos que F'/Ly L/K son finitas y sean {aq, ..., an} v {581, ..., Bm } bases de F’
como espacio vectorial sobre L y de L como espacio sobre K respectivamente; probaremos
que {a;f;:1<j<n,1<i<m} esuna base de I' como espacio vectorial sobre K .

Sif € F, por ser {a,...,ap} una base de F' como espacio vectorial sobre L se tiene
que

0= Z bjaj donde b; € LVj =1,...,n
1<j<n

y, por ser {f1,...,fm} una base de L como espacio vectorial sobre K, para cada b; se
tendra que

bj= Y ai;B dondea; € KVi=1,..,m
1<i<m

Sustituyendo estas expresiones en la anterior, se obtiene

o= > biay= 3, | X aybi|ai= ) ay(Biay)
1<j<n 1<j<n \1<i<m 1<j<n
1<i<m
Hemos visto pues que {a;f;:1<j<mn,1<i<m} es un conjunto generador; veamos
ahora que es linealmente independiente. Sean a;; € K tales que
> aii(Biay) =0
1<j<n
1<i<m

Entonces por la independencia lineal de los «;, se tiene que, para cada j,
Z a;jf3i =0
1<i<m

y de nuevo por la independencia lineal de los 3;, a;; = 0 para todo i = 1,...,m y todo
j=1..n. ]

A continuacién se introducirdn una clase relevante de extensiones, las extensiones al-
gebraicas, que tendrdn gran importancia en el caso particular de cuerpos finitos.

Definicién 1.2.7. Sea una extension de cuerpos F/K. Un elemento 0 € F se dice que
0 es un elemento algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo p (x) € K [x] tal que
p(0) = 0.

Una extension de cuerpos F/K se dice algebraica si todo elemento de F es algebraico
sobre K.
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Proposicién 1.2.8. Sea K(«)/K una extension simple con o algebraico sobre K, enton-
ces:

1. Existe un polinomio ménico irreducible f(x) € K|z|, unico, tal que f(a) = 0. A este
polinomio se le denominard polinomio minimo de o sobre K.

[K(«): K] =n=deg(f(x)) (grado del polinomio minimo de o sobre K ).
Sig(z) € Klz] y g(a) = 0, entonces f(z)|g(z).

{1,a,...,a" '} es una base de K(a) sobre K.

1

AR R

Todo elemento de K(«) se escribe de forma inica como ap + aja + -+ + ap_1a™~
con los a; € K.

Demostracién. Si se considera el homomorfismo de evaluacion en «, ¢, : K[z] — K(«),
definido por ¢, (h(z)) = h(a), se tendra que Im(pq) = K|a], el menor subanillo de K («)
que contiene a K y a a y, al ser « algebraico sobre K, Ker(p,) # 0.

Como K|[z] es un DIP (ver [A.7.13), existird un polinomio f(z) € K|z], tnico si se
le exige ser ménico, tal que Ker(p,) = (f(x)). En estas condiciones, aplicando el primer
teorema de isomorfia se tiene K [z]/(f(x)) = K[a] que es un dominio de integridad,
por lo que por el resultado f(z) es un polinomio irreducible lo que demuestra 1.
Ademés por la misma proposicién (f(z)) es un ideal maximal por lo que por el isomorfismo
dado, K|[a] serd un cuerpo y, por ser K («) el menor cuerpo que contiene a K y «, se tiene
que K(a) = Kla] y la aplicacién es suprayectiva.

Ahora si g(x) € K[x],

g(a) =0 <= g(z) € Ker(pa) = (f(z)) < f(z)|g(x)

lo que prueba 3.

Sea n = deg(f(x)). Para probar 4, si 3.7 a;a’ = 0 con los a; € K y se considera el
polinomio g(x) = Zf’;ol a;z’ € K|x], entonces g(a) = 0 por lo que f(x)|g(x), pero como
g(x) tiene grado estrictamente menor que f(z) debe ser g(x) = 0 y a; = 0 para todo i,
luego {1,a,...,a" 1} son linealmente independientes sobre K.

Por otro lado, si f € K(«), como la aplicacién es suprayectiva, existe h(z) € K|z] tal
que 8 = h(a). Dado h(x) por el resultado existiran ¢(z),r(z) € KJz| tales que

h(z) = f(x)q(x) + r(z), con r(z) =0 o deg(r(x)) < n, por lo que, en cualquier caso,

B = h(a) = fla)g(a) +r(a) =r(a) e< L,a,...,a" L > .

Se ha demostrado que {1, q,...,a" '} es también un sistema de generadores y, por tanto,
una base de K(«) sobre K. Las propiedades 2 y 5 son, entonces, consecuencia de este
hecho. O

Aplicando esta ultima proposicién y el teorema de multiplicidad del grado se obtiene
el siguiente resultado:

Corolario 1.2.9. Sea F/K una extension de cuerpos finita y o € F. Se verifica que el
polinomio minimo de o sobre K tiene grado un divisor de [F' : K].

El siguiente resultado proporcionara una caracterizacion para las extensiones de cuer-
pos finitas.

Proposicién 1.2.10. Sea F/K wuna extension de cuerpos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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1. F/K es finita.
2. F/K algebraica y finitamente generada.
3. F/K estd generada por un conjunto finito de elementos algebraicos.

Demostracién. Ver [I], proposiciones 2.3.16 y 2.3.17 (pédgina 43). O

Definicion 1.2.11. Un cuerpo F se llama algebraicamente cerrado si no existen ex-
tensiones algebraicas propias de F. Es decir, si L/F es una extension algebraica ello obliga
a que L = F.

Definicién 1.2.12. Sea K un cuerpo. Una extension F/K se dice una clausura algebraica
(de K) cuando se verifican las dos condiciones siguientes:

1. F es algebraicamente cerrado.
2. F/K es una extension algebraica.

Teorema 1.2.13. Para todo cuerpo K existe una clausura algebraica de K y ademds es
unica salvo K-isomorfismos.

Demostracién. Ver [I], teorema 4.1.12 (péagina 62) y corolario 4.1.18 (pagina 64). O

Observacién 1.2.14. Como consecuencia de la existencia y unicidad de la clausura al-
gebraica de cualquier cuerpo K, se tiene que, para cada polinomio f(x) € K[X] existe una
determinada extension de K en la que dicho polinomio tiene todas sus raices. El cuerpo
generado sobre K por dichas raices, denominado el cuerpo de escision de f(x) sobre K
es, ademdas, unico salvo K-isomorfismos (ver Teorema .

1.3. Cuerpos finitos. Existencia y unicidad

La presente seccién tiene por objetivo la obtencién de dos resultados clave en la teoria
de cuerpos finitos: el teorema de existencia y unicidad de cuerpos de finitos y el teorema de
estructura. El teorema de existencia y unicidad establece que para cada potencia de primo
p" existe un unico cuerpo (salvo isomorfismos) que contiene este nimero de elementos.
Por su parte el teorema de estructura caracterizara los subcuerpos de un cuerpo finito de
p" elementos precisamente como aquellos cuerpos de p™ elementos donde, m es un divisor
de n . Para obtener estos resultados serd necesario introducir ciertos conceptos y obtener
algunas propiedades previas.

Proposiciéon 1.3.1. Sean F' un cuerpo finito y K un subcuerpo de F' con q elementos.
Entonces |F|=q¢™, donde m = [F : K|, es la dimension de F como K-espacio vectorial.

Demostracion. Como F' es finito, ha de ser, necesariamente, de dimensién finita sobre
K; por lo que podemos tomar una base B= {1, ..., B, } de F sobre K. Asi todo elemento
a € F puede expresarse de modo tnico de la formas:

a=a1f1+ 4+ ambm con a; € K paratodoi=1,..,m

y « estd univocamente determinado por la m-upla (aq, ..., a,,). Como K tiene ¢ elementos,
habra ¢ m-uplas distintas de elementos de K; y, por tanto, |F|=¢™. O
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Teorema 1.3.2. Sea F' un cuerpo finito. El cardinal de F es p™, donde p es la carac-
teristica de F' y m es el grado de F sobre su subcuerpo primo.

Demostracién. Aplicando la proposicion [1.1.13] tenemos que el subcuerpo primo de F
es isomorfo a Zjp; por lo que contiene p elementos y el resultado se sigue de la proposicién
anterior. ]

Notacion: En lo sucesivo denotaremos, salvo que se especifique lo contrario, como
q al numero de elementos de un cuerpo finito, teniendo presente que ¢ = p” donde p
serd siempre un nimero primo y r € N.

Lema 1.3.3. Si F' es un cuerpo finito con q elementos y a € F es un elemento no nulo
entonces a?~! = 1, por tanto a9 = a para cada a no nulo.

Demostracién. Si a € F' es un elemento no nulo entonces a es invertible por ser F' un
cuerpo. Sabemos que existen ¢ — 1 unidades. Aplicando teorema de Lagrange (A.1.5|) el
orden multiplicativo de a divide a ¢ — 1 y por tanto a?~! = 1. ]

Observacion 1.3.4. Para todo a € F, con a # 0, donde F' es un cuerpo de orden q
tendremos que a?~? serd inverso de a pues a4 ?a =a?"t = 1.

Observacién 1.3.5. El polinomio % — x tiene grado q, por tanto tendrd a lo sumo q
raices en cualquier cuerpo por el teorema [A.7.19 Del lema anterior se deduce que si F
es un cuerpo de orden q todo elemento de F es raiz de x99 — x.

De la observacién anterior, se obtiene inmediatamente el siguiente lema:

Lema 1.3.6. Si F' es un cuerpo finito con q elementos se tiene la siguiente factorizacion
del polinomio x1 — x en Flz]:

xq—x:H(x—a)

aeF

Una vez obtenidos estos resultados estamos en disposiciéon de enunciar el siguiente
teorema clave en la teoria de cuerpos finitos:

Teorema 1.3.7 (Existencia y unicidad de cuerpo finitos). Para cada nimero primo p y
cada entero positivo n > 1 existe un cuerpo finito con p" elementos. Ademds cualquier
cuerpo finito con p" elementos es isomorfo al cuerpo de escision del polinomio xP" — x
sobre Z,.

Demostracién. Veamos en primer lugar la parte de existencia. Tomemos ¢ = p™ con
p primo y un entero n > 1. Consideremos el polinomio 7 (z) = 2 — x con coeficien-
tes en Z, y sea F el cuerpo de escisién de r(z) sobre Z,. Tomemos ahora el con-
junto S = {a€ F:a%—a=0}. Observemos que el polinomio derivado de r(z) es
r(r) = gz¥' —1 = —1 en Z,, por lo que r(z) no tiene rafces multiples en virtud
de la proposicién y por tanto |S| = ¢g. Veamos ahora que S es un subcuerpo de F:

= Es claro que 0,1 € S.
» Sean a,b € S. Entonces por los resultados [[.3:3]y

(a—b)l—(a—b)=a!—-bl—(a—b)=a—-b—(a—b)=0
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porloquea—b¢€S.

= Sean a,b € S con b # 0. Entonces:
(b1 —abt=a%b 9 —abt=abt —ab™! =0

de donde ab™! € S.

Luego en efecto S es un subcuerpo de F' por la proposicion Pero ademés, por el
lema anterior, 9 —x se escinde en .S , por lo que F' = S es un cuerpo con g = p" elementos.

Veamos ahora la unicidad. Si F' es un cuerpo con p™ elementos, entonces F' debe tener
caracteristica p y contendra a Z, como subcuerpo. Por tanto aplicando de nuevo el lema
. « . n o .
anterior I es el cuerpo de escision de P — x sobre Z, y por la unicidad del cuerpo de
escisién salvo Z,-isomorfismos (teorema [A.7.26)) se obtiene el resultado. U

Observacién 1.3.8. Del teorema anterior obtenemos que el cuerpo de un determinado
numero de elementos es unico salvo isomorfismo de cuerpos. Esto nos permitird en lo
sucesivo hablar ‘del” cuerpo finito de orden q y se denotard F,.

Observacién 1.3.9. El resultado [I.1.8 junto con el teorema de existencia y unicidad de
cuerpos finitos muestra que el cuerpo Fym es isomorfo a Zym si y solo si m = 1 pues en
caso contrario Zym M0 Serd un cuerpo.

El objetivo ahora serd demostrar otro importante teorema en la teoria de cuerpos
finitos, el teorema de estructura, para lo que serd necesario un resultado previo:

Lema 1.3.10. Sean n,m € N y sea p un entero primo positivo. Entonces si m es divisor
de n el polinomio 2P" ~' — 1 divide a zP"~' — 1.

Demostracién. Si m divide a n , n = md para cierto entero d € N. Sea « una raiz
mo__ . . 7 n__

de 2P =1 — 1, en una clausura algebraica, si vemos que « es raiz de 2" ! — 1 habremos

terminado. Se tiene:

pt—1 :pmd 1= (pm _ 1) (pm(dfl) _|_pm(d72) 4 p™ 4 1)
Por lo que, teniendo en cuenta que o~ =1 :

apn_l _ a(pm_l)(pm(dfl)+pm(d72)+“.+pm+l) 1(pm(dfl)+pm(d72)+“.+pm+1) -1

0

Teorema 1.3.11 (Estructura de subcuerpos). Sea Fyn un cuerpo finito con p" elementos.

Se wverifica que cada subcuerpo de Fyn tiene p™ elementos para algun entero positivo m

divisor de n. Reciprocamente para cualquier entero positivo m divisor de n existe un unico
m

subcuerpo de Fyn de orden p™.

Demostracién. Veamos en primer lugar que, en efecto, cualquier subcuerpo de Fj» tiene
p™ elementos con m divisor de n. Un subcuerpo K deberd tener p™ elementos distintos
con m < n. Aplicando la proposicién se obtiene que p" debe ser potencia de p™, por
lo que m divide a n .
Veamos el reciproco. Supongamos que m divide a n . Aplicando el lema anterior
pnl_l . . pn_l . pTVL . . pn
x — 1 divide a x — 1 y en consecuencia, P — x divide a 2P — z, por lo que
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toda raiz de 27" — x serd rafz de 2" — . Por tanto F,» contiene al cuerpo de escisién de
2P" — z sobre F, y dicho cuerpo de escisién contiene exactamente p™ elementos distintos
utilizando el mismo razonamiento que en la prueba del teorema de existencia y unicidad
de cuerpos finitos.

Por ultimo, la unicidad es consecuencia de que un cuerpo contiene un tnico subcuerpo de
escisién de un polinomio que se escinda completamente en él. ]

Ejemplos 1.3.12. Los siguientes diagramas son ejemplos de reticulos de subcuerpos de
determinados cuerpos finitos.

Subcuerpos de Fpn Subcuerpos de Fjus

Observacion 1.3.13. Dado el cuerpo Fy, considerando el cuerpo de escision del polinomio
1" — x sobre F,, tendremos un cuerpo finito de ¢ que contiene a Fy.

La siguiente proposicion permitira obtener que el grupo de las unidades de un cuerpo
finito es ciclico:

Proposicion 1.3.14. Sea K un cuerpo y G un subgrupo del grupo multiplicativo de todos
los elementos no nulos de G. Entonces si G es finito, G es ciclico

Demostracién. Supongamos |G| = n. Por ser K un cuerpo G es abeliano, luego por la
proposicién obtenemos que :

G=Zg, X+ XZLg, concada d; > 1y djldiy1 parai=1,...,s—1

por lo que se tiene n = d; - - - ds. Hay que ver que s = 1. Utilizando notacién multiplicativa,
identificaremos Z4, con Cy,, donde este ultimo es un grupo ciclico de orden d;.

Cada elemento de Cjy, satisface g% =1 = g%, pues d;|ds. Por tanto, todo elemento
a € Cyg, x---x Cg4, cumple:

a’ = (ay,...,a5)" = (1,...,1)

y por el isomorfismo con G, g% =1Vg € G .
Pero entonces todo g € G C K es solucién de 2% — 1 = 0, y como G tiene n elementos,
tenemos que dg > n. Ahora bien, n =d;---ds, luegon =ds y s = 1. O

Resulta como corolario inmediato el siguiente resultado, que sera clave para la demos-
tracion de resultados posteriores:
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Corolario 1.3.15. El grupo multiplicativo (F;,-) de las unidades de un cuerpo Fy es
ciclico.

Definicién 1.3.16. Un elemento de Fy que genere el grupo multiplicativo Fy de las uni-
dades de Fy recibird el nombre de elemento primitivo.

Veamos ahora dos resultados relacionados con el orden de elementos de un grupo y
elementos primitivos:

Lema 1.3.17. Sea g € G un elemento de orden finito n de un grupo G y sea k un niumero
entero. Se verifica la siguiente formula:
k n
0 = —
(9") med (n, k)
Demostracién. Sea s := o (gk) Como 1 = (g’“)S = ¢* se deduce que n divide a ks ,
por lo que podemos escribir nny = ks . Sea d = med (n, k). Entonces %s = 9n1, y como
n n k

med (%,s) = 1 se tiene que % divide a s . Por otro lado (gk)d = g% = (¢g")d = 1de
donde s divide a 7, luego

O

Directamente de la aplicacién de esta formula y el hecho de que un elemento primitivo
tiene orden g — 1 en el grupo F se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.18. Si g es un elemento primitivo de F, entonces ¢g' es un elemento
primitivo de Fy si y solo si med (¢ —1,t) = 1.

1.4. Extensiones finitas de cuerpos finitos

A continuacién se mostrara una importante propiedad de los cuerpos finitos, no com-
partida en general por cuerpos arbitrarios.

Proposicién 1.4.1. Sea F,/F, una extension finita de cuerpos. Se tiene que F,./F, es
una extension simple y algebraica y ademds para cualquier elemento primitivo 0 € F, se
cumple que F, = F, (0).

Demostracién. Que la extension sea algebraica se tiene en virtud de la proposicion [1.2.10
Veamos entonces que la extensién es simple comprobando que esta generada por cualquier
elemento primitivo:

Sea 6 un elemento primitivo de F,.. Como F, C F, y 6§ € F}, se tiene que Fy (0) C F,.
Por otro lado, Fj, (¢) contiene a 0, 6 y todas las potencias de 6, luego F, C F, (6) por ser
6 un elemento primitivo de F;.. En consecuencia F, = F (#), como se querfa demostrar. [J

Corolario 1.4.2. Para cualquier potencia de primo q y cualquier entero n > 1 existe un
polinomio irreducible de grado n sobre Fy.

Demostracion. Basta tomar el polinomio minimo sobre £y de un elemento primitivo en
P n
un cuerpo de escisién, Fyn, de 29 — x sobre Fj. O

Aunque el tema de polinomios sobre cuerpos finitos se abordard con mayor detalle
en el siguiente capitulo, a continuacién se enunciaran algunos resultados necesarios para
seguir profundizando en la teoria de extensiones de cuerpos.
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Lema 1.4.3. Sea f(z) € F,[z] un polinomio irreducible de grado m. Entonces f divide al
polinomio x4 — x si y solo si m divide a n .

Demostracién. < Supongamos que m divide a n. Entonces por teorema de estruc-
tura , Fym es un subcuerpo de Fyn. Sea o una raiz de f , se tiene pues que
[Fy(c) : F] = m. Ahora bien aplicando de nuevo el teorema de estructura existe un tinico
subcuerpo de ¢ elementos, luego podemos escribir Fy (o) = Fym y como consecuencia de
la observacién m todo elemento de Fym es raiz de 29" — x. Pero por hipétesis m divide
a n, luego aplicando lema 1.3.10|7 24" —z dividea 29" —z y asi 09" —a =0 en Fym. Hemos
obtenido entonces que toda raiz de f es rafz de 9" —z y por tanto que f divide a 29" — x.
= Supongamos que f divide a 29" —x y sea « una rafz de f. Tenemos la torre de cuerpos:

Fy C Fy(@) C Fyn

El resultado se obtiene entonces de la aplicacion del teorema de multiplicidad del grado
pues:

n=[Fyn : Fy] = [Fn 2 Fo(o)] [Fo(a) : Fg] = [Fyn 2 Fy(a)]-m
O

El resultado siguiente permitira la descripcion de las raices de un polinomio irreducible
sobre un cuerpo finito:

Proposicién 1.4.4. Si f(x) € F,lz] es un polinomio irreducible de grado m sobre F
entonces f(x) tiene alguna raiz o € Fym. Es mds, todas la raices de f son simples y son
ezactamente a,a?, 09 ..., ad" "

Demostracién. Sea o una raiz de f en su cuerpo de escisién sobre Fj.

Como [F(a) : F,;] = m utilizando un razonamiento analogo al de la demostracién anterior
a es un elemento de Fym = Fy(a).

Escribamos ahora f(z) = Y " a;z* donde a; € F; y sea [ una rafz cualquiera de f .
Observemos que:

F(B) =2 ai (89 =2 al (BY) = (Xitgai8) ' =0

. , [ j ;

Luego (7 es también una raiz de f . Andlogamente se comprueba que % es raiz de f
para j > 0. Veamos ahora que en efecto las raices son simples, es decir, vamos a ver que
para 1 < i < j < m se tiene que B¢ # (7. Supongamos por reduccién al absurdo que

7 J . i i+m—j m
B?7 = B, elevando ambos miembros a ¢ 7 obtenemos que (¢ = 7 = . Pero
; , i+m—j . . ..

entonces 3 es tambien una raiz de x4 —x, por lo que aplicando lema anterior m divide
a(i+m—j)yasiiy json congruentes médulo m , obteniéndose una contradiccién pues
1<i<g<m. O

Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado :

Corolario 1.4.5. Sea f € Fylx] un polinomio irreducible de grado m. Se tiene que Fym
es el cuerpo de escision de f sobre Fy.

Definicién 1.4.6. Sea una extension de cuerpos Fym [Fy y sea ov € Fym. A los elementos
m—1 . .
a,af, ..., af se les denomina conjugados o sobre Fy.

A partir de la proposicién [1.4.4]y la definicién de conjugados de un elemento o € Fyym
se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 1.4.7. Sea o € Fym, sea f(zx) el polinomio minimo de o sobre Fy y deno-
temos d al grado de dicho polinomio (que como ya se ha visto anteriormente serd divisor
de m). Consideremos el conjunto o, al, ...,ozqul de conjugados de «. Entonces si m=d
los elementos de dicho conjunto son distintos, en otro caso cada conjugado estard repetido
m/d veces.

Proposicién 1.4.8. Sea a € F. Se tiene que todos los conjugados de o sobre cualquier
subcuerpo de Fy tienen el mismo orden en el grupo Fy.

Demostracién. Recordemos que consideramos ¢ = p” donde p es un ntmero primo y
r un entero positivo. Observando que el maximo comun divisor de una potencia de p
vy q—1=p" —1 esigual a 1 el resultado es consecuencia entonces de la férmula que

proporciona el lema (|

Corolario 1.4.9. Si a € F es un elemento primitivo entonces los conjugados de o con
respecto a cualquier subcuerpo son también elementos primitivos.

El siguiente resultado proporciona la descripcién explicita del conjunto de automorfis-
mos de un cuerpo finito:

Teorema 1.4.10. Los distintos Fy-automorfismos de Fym vienen dados por las funciones
00, -y Om—1 donde o : Fym — Fym estd definida por oj(o) = a? para cada o € Fym con
0<j<m-—1.

Demostracién. Veamos en primer lugar que en efecto dichas aplicaciones son Fj-automor-
fismos de Fym. Para cada o; y cada «, 8 € Fym, es claro que se verifica

j(aB) = (aB)? = () (B)T = o;(a)a;(B)
y ademas también
gila+8) = (a+ BT = () + (BT = o;(a) + o;(B)

por la relacién que proporciona el lema luego se tiene que o; es un endomorfismo
de Fym. Ahora, como Fym es un cuerpo, no contiene divisores de cero luego Ker(o;) = 0;
por lo que aplicando la proposicién [A-4.5] es una aplicacién inyectiva. Tenemos pues, una
aplicacién inyectiva de un conjunto finito en sf mismo, por lo que o; serd también suprayec-
tiva y en consecuencia es un automorfismo de Fym. Veamos por ultimo que, en efecto, deja
fijos los elementos de Fj,. Sea a € F,, entonces 0;(a) = a? = a en virtud del lema m
Ya hemos comprobado entonces que cada o; es un Fy-automorfismo de Fym.

En los tltimos resultados se ha comprobado que si 3 es un elemento primitivo de Fym
y se tiene i # j € {0,...,m — 1} entonces B4 # %, luego o; # o para i # j. Veamos
por ultimo que todo Fj-automorfismo de Fym es precisamente de esta forma. Sea o un
F,-automorfismo de Fym arbitrario, § € Fym un elemento primitivo y sea f(z) = 2™ +
am—12™" 1 + ... + ag € F, [z] su polinomio minimo sobre F,. Entonces

020(5m+am716m_1+"'+a0):U(ﬁ)m+0(ﬁ)m_1+---+ao

por lo que o(f) es también una raiz de f en Fym. Aplicando ahora proposicién se
tendrd o(f5) = qu para cierto k con 0 < k < m — 1. En consecuencia ¢ = o, pues un
automorfismo de un cuerpo finito estd completamente determinado por su accién sobre un
elemento primitivo. ]

A continuacion pasaremos a la definicién del llamado grupo de Galois de una extension
de cuerpos.



26 CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

Definicién 1.4.11. Sea una extension de cuerpos F/K. Se llama grupo de Galois de
dicha extension, y se denotard Gal (F/K), al conjunto de K-automorfismos de F con la
composicion de aplicaciones.

El objetivo en lo que resta de capitulo serd demostrar que el grupo de Galois de un
extension de cuerpos finitos es ciclico, algo que no ocurre para extensiones de cuerpos
arbitrarias, para lo que serd necesaria la introduccién de tres nuevas clases de extensiones
de cuerpos: extensiones separables, extensiones normales y extensiones de Galois. Se de-
mostraran aquellos resultados relacionados con los cuerpos finitos, remitiendo el resto de
resultados generales a textos de la bibliografia.

Definicién 1.4.12. Sea F/K una extension de cuerpos algebraica, sea f(x) € K [z] un
polinomio no constante y o € F' un elemento arbitrario. Diremos que:

1. El polinomio f es separable si no tiene raices multiples en una clausura algebraica
de K.

2. «a es un elemento separable sobre K si su polinomio minimo es un polinomio sepa-
rable.

3. La extension F/K es separable si todo elemento de F' es separable sobre K.

Proposicién 1.4.13. Sea F/K una extension finita y sea L una clausura algebraica de F
(y por tanto también de K). El conjunto de los K-homomorfismos de cuerpos f : F — L
es finito y su cardinal, denotado por [F : K|, y llamado grado de separabilidad de F'/ K,
es menor o igual que [F : K].

Demostracién. Ver [I], proposicién 7.2.4 (pagina 89). O

Proposicion 1.4.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de
cuerpos finita F/K :

1. F/K es separable.
2. [F:K],=[F: K]
Demostracién. Ver [I], proposicién 7.2.7 (pagina 90). O

A continuacién introduciremos los conceptos de transitividad y estabilidad por levan-
tamientos de una clase de extensiones de cuerpos:

Definicion 1.4.15. Diremos que una clase de extensiones de cuerpos P es transitiva si
dada una torre de cuerpos K C L C F tales que L/K y F/L son extensiones en la clase
P, entonces se tiene también que F/K estd en la clase P.

Diremos que una clase de extensiones de cuerpos P es estable por levantamientos
si dada cualquier extension de cuerpos F/K y cuerpos intermedios Ly, Lo, tales que L1/ K
es una extension de P, entonces también LyLo/Ly es una extension de P.

Proposicion 1.4.16. La clase de las extensiones separables es transitiva y estable por
levantamientos.

Demostracién. Ver [I], proposicién 7.3.2 (pagina 91). O
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Definicion 1.4.17. Un cuerpo K se dice perfecto cuando todo polinomio irreducible de
K [z] es separable, o, equivalentemente, cuando toda extension algebraica F/K es separa-
ble.

Proposicion 1.4.18. Todo cuerpo finito es perfecto.

Demostracién. Consecuencia de la proposicién y la definiciéon de cuerpo perfecto.
O

Definicién 1.4.19. Sea F'/K una extension algebraica y sea L una clausura algebraica de
F. Decimos que F/K es una extension normal si todo K-homomorfismo o : F — L
cumple o (F) C F.

Proposicién 1.4.20. Sea F/K una extension algebraica. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. F/K es una extension normal.
2. Todo polinomio irreducible f(x) € K [x] que tenga una raiz en F se escinde sobre F.

3. F es cuerpo de escision sobre K de algiun conjunto de polinomios no constantes de

Demostracién. Ver [2], teorema 2.1, capitulo 16 (pagina 295). O

Proposicién 1.4.21. Sea K C E C F una torre de cuerpos. Entonces si F/K es normal,
F/E también es normal.

Demostracién. Ver [I], corolario 6.1.8 (pdgina 83). O

Nota: Esta ultima proposicién no determina la transitividad de las extensiones nor-
males. La clase de las extensiones normales NO es transitiva.

Proposicién 1.4.22. La clase de las extensiones normales es estable por levantamientos.

Demostracién. Ver [I], proposicién 6.1.9 (pagina 83). O

Veamos por iltimo la definicién de extension de Galois y algunas de sus propiedades:

Definicién 1.4.23. Sea F/K una extension algebraica. Se dice que F/K es una exten-
sion de Galois si es normal y separable.

Proposicién 1.4.24. Sea F/K una extension de Galois y sea M un cuerpo intermedio
de la misma. Entonces la extension F/M es de Galois.

Demostracién. Ver [I], teorema 5.3.6 (pagina 76). O

Proposicién 1.4.25. Sea F/K una extension finita. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. F/K es de Galois.

2. [F: K] = |Gal(F/K)|
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Demostracién. Ver [2], teorema 1.6, capitulo 17 (pagina 316). O

Definicién 1.4.26. Una extension de cuerpos F/K se dice que es ciclica cuando es
finita, de Galois y su grupo Gal (F/K) es ciclico.

Estamos, ahora si, en condiciones de enunciar y demostrar el resultado buscado:
Teorema 1.4.27. Toda extension de cuerpos finitos es una extension ciclica.

Demostracién. Sea Fym /F, una extensiéon de cuerpos finitos donde recordemos ¢ = p”
con p numero primo y 7 > 1.

Consideremos la extensién Fym /Z,. Habiamos visto en la proposicién que todo
cuerpo finito es perfecto, asi que la extensién es separable y ademds por el teorema de
existencia y unicidad de cuerpos finitos , Fym es isomorfo al cuerpo de escisién del
polinomio z¢" — x sobre Zy, por lo que aplicando la proposicién es también una
extension normal y, en consecuencia, es una extensiéon de Galois. Observemos ahora que
se tiene la torre de cuerpos

Z,C F,; C Fym

por lo que aplicando la proposicién [1.4.24] la extensién Fym /F,; es de Galois.
Tenemos que ver ahora que Gal (Fym /Fy) es ciclico; pero como

Gal (Fym /Fy) < Gal (Fyn |Z,)

por el lema los subgrupos de un grupo ciclico son ciclicos, bastara ver que Gal (Fym /Z,)
es un grupo ciclico. Consideremos el autormorfismo ¢ : Fym — Fym dado por ¢(a) = oP.
Denotando n := [Fym : Z,], se tendra ¢ = p”, por lo que por el lema m

¢"(a) = a”" = « para todo o € Fym

y en consecuencia ¢" es la aplicacién identidad en Fym. Supongamos ahora que ®F es igual

a la aplicacién identidad para cierto £ < n. Entonces el polinomio 2P — 2 tendria p" raices
distintas (todos los elementos de Fym) lo cual no es posible. Asi, el orden de ¢ es n y como
por la proposicién [1.4.25] se verifica la igualdad

\Gal (Fym [ Zp)| = [Fym : Zy]

se tiene que Gal (Fym /Zy) = (¢), es decir, la extensién es ciclica. O

Observacion 1.4.28. Andlogamente a como se ha visto en la demostracion del teorema
anterior, si tenemos una extension de cuerpos finitos arbitraria F;”/Fq, entonces el Fy-
automorfismo o : Fgm — Fym dado por o(o) = a? genera el grupo Gal (Fym [ Fy). Dicho
automorfismo recibird el nombre de automorfismo de Frobenius. Los conjugados de un
elemento o € Fym serdn por tanto los elementos obtenidos de la aplicacion sucesiva del
automorfismo de Frobenius sobre c.
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1.5. Traza y norma

A lo largo de esta seccidén, con el objeto de simplificar la notacién, convendremos salvo
que se indique lo contrario que K := Fy y F' := Fym donde m > 1 corresponde al grado
de la extension.

Definicion 1.5.1. Para cada o € F se define la traza de « sobre K y se denotard TTF/K(a)
como:

Trp/k(a) =a+al+--+ a?" !
FEs decir, la traza de o sobre K es la suma de los conjugados de o.

Pasaremos ahora a estudiar algunas de las propiedades principales de la traza de un
elemento.

Lema 1.5.2. Para cualquier a € F se verifica que Trp/g(a) € K.

Demostracién. Sea f(x) el polinomio minimo de a € F sobre K y sea d = deg(f).
Consideremos ahora el polinomio g(z) = f(x)@ donde recordemos m = [F : K]. Asi las
raices de g(x) serdn las mismas que las de f(z) pero repetidas m/d veces cada una.
Entonces por definicién, Trp/k(a) serd exactamente la suma de las raices de g(z), y a su
vez por las férmulas de Cardano-Vieta , Trpk(a) serd igual al coeficiente de la
variable 2™~ ! en g(x), que es un polinomio de K [z]. En consecuencia Trp )k (a) € K. O

Proposicion 1.5.3. La traza de un elemento verifica las siguientes propiedades:
1. Trpg(a+B) = Trp/k(a) + Trp/k(B) para cada o, 3 € F.

2. Trp/k(ca) = cI'rp/k(a) para cada a € Fc € K.

3. La traza es una aplicacion linear suprayectiva de F en K.
4. Trp/k(a) = ma para todo o € K, donde recordemos m = [F : K].
5. Trpjk(a?) = Trp k(o) para cada o € F.

Demostracién.

1. Sean o, 8 € F, se verfica:

Tre(a+B) = (a+B)+(a+ BT+ +(a+s)"
= (@a+B8)+ (a?+B9) + -+ (a?" " + 5"
(@+al+-+al™ )+ (B+FI+--+ 57T
Trp/k(a) + Trp/r(B)
donde la segunda igualdad es consecuencia del lema

2.5eaax € F,ce K:

m—1 m—1

Trpjw(ca) = (ca)+(ca)?+ -+ (ca) " =ca+cial . 4™ ol
= catecalt--Feal" =c O‘+"'+O‘qmil) = I'rp/x(@)

donde la tercera igualdad es consecuencia del lema [1.3.3
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3. En las dos propiedades anteriores se ha visto la linealidad de la traza. Adema4s se verifica
claramente que T7p) g (0) = 0; vamos a ver también que T7p/k () # 0 para algin o € F,
y por tanto que la imagen de la funcién Trp i es todo K = Fy.

El nicleo de la aplicacién traza es precisamente el conjunto de raices del polinomio
p(z) = Z@Z—ol 29", que tiene grado ¢™ !, y por tanto, a lo sumo ¢! raices distintas. Pero
el cuerpo F' = Fym contiene ¢ elementos, por lo que alguno de ellos no pertenece al nicleo.

4. Supongamos « € K. Entonces:

TTF/K(Q)ZOt—l-aq—i---'—I—aqul:a+a+...+a:ma

donde en la segunda igualdad se ha aplicado el lema [1.3.3

5. Sea o € F.

m—1

TTF/K(aq) =af —i—quQ 4+ .. +Oéq +aqm =af +qu2 4+ ... +aqm71 +a= T'/“F/K(a)

aplicando de nuevo lema [1.3.3 ]

Proposicién 1.5.4. Para cualquier o € K se tiene que ‘{5 €EF:Try(B) = a}‘ = ¢m L

Demostracion. Sabemos, por resultado anterior, que la aplicacién traza Trp g @ F' —
K es lineal y suprayectiva; luego teniendo en cuenta que [F': K] = m y que K visto como
K -espacio vectorial tiene dimension 1, obtenemos que

dim (KG’I”(TTF/K)) = m — 1. Ademas se tiene que

{,8 e F: TTF/K(ﬁ) = a} = {ﬁo +v:v€ Ker (T?“F/K)}

donde 3y € F' es un elemento fijo que cumple Trp/ i (80) = «, el cual debe existir por la
suprayectividad. Por tanto,

{B e F :Trpk(B) =a}| =|Ker(Trp/k)| = ¢"
g

El siguiente resultado proporciona un método para generar todas las aplicaciones li-
neales de F' en K :

Proposicién 1.5.5. Sea € F y denotemos Lg a la aplicacion de F' en K dada por
Lg(a) = Trpjx(Ba) Ya € F. Se tiene que siy € I es tal que B # v entonces Lg # L.
Es mds, las transformaciones lineales de F en K son exactamente las aplicaciones de la
forma Lg donde 8 varia entre los elementos del cuerpo F.

Demostracién. La linealidad de la aplicaciéon Lg se deduce de la linealidad de la funcién
traza y de la aplicacion dada por a« — fBa con o € F. Sean 3,7 € F tales que 5 # 7,
o lo que es equivalente, 3 — v # 0. Sea a € F tal que Trp k(o) # 0 y denotemos
n:= (B —v) 'a. Se tiene

Treg (B—")n) =Trp/g(a) #0

es decir

Trp/k (Bn) —Tre/x (yn) #0
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Por tanto Lg # L.,. Por otro lado, sabemos que una transformacion lineal estd determinada
completamente por su accién sobre una base. En este caso, el cuerpo F' = Fym tiene una
base de m elementos sobre el cuerpo K = Fy; por lo que habra a lo sumo ¢ aplicaciones
lineales de Fyym en F,. Ahora bien {Lg : 8 € Fym } es un conjunto de ¢"™ aplicaciones lineales
distintas, de donde se obtiene el resultado. ]

Veamos ahora que la traza de un elemento puede ser calculada a través de los cuerpo
intermedios.

Proposicién 1.5.6 (Transitividad de la funcién traza). Consideremos la torre de cuerpos
finitos K C F' C E. Entonces para cualquier elemento o € E se verifica:

Trg/k(e) =Trek (Trgr(a))

Demostracién. Denotemos n = [E: F]y m = [F: K] y sea a € E fijo. Entonces se
tiene:
m—1 s m—1 [n—-1 ) ¢
TTF/K (TTE/F(@)) = (TTE/F(O‘))q = Zaqj
=0 =0 \ j=0
m—1n—1 ] ) mn—1 .
S ) DTN SR
i=0 j=0 k=0
U

De forma andloga a como se ha introducido la traza se puede definir un nuevo concepto,
la norma de un elemento.

Definicién 1.5.7. Sea una extension de cuerpos F// K. Se define la norma de un elemento
a € F sobre K, y se denotard Normp i (a), como:

Normpr(a) = aad- - P L ! ad’ = qla™=1)/(g-1)
Es decir, la norma de un elemento o sobre K es igual al producto de todos sus conjugados.
Proposicion 1.5.8. Para cada o € F' se verifica que NormF/K(oz) € K.

Demostracién. Sea f(x) el polinomio minimo de o € F sobre K y sea d = deg(f).
Consideremos ahora el polinomio g(z) = f(z)@ donde recordemos m = [F : K]. As las
raices de g(x) serdn las mismas que las de f(z) pero repetidas m/d veces cada una.
Entonces por definicién Norm g,k (a) serd exactamente el producto de las raices de g(z) y
a su vez por las férmulas de Cardano-Vieta, Normp, i () serd el coeficiente independiente
(salvo signo) en g(z), que es un polinomio de K [z]. En consecuencia Normp k() € K.

U

La norma cumple propiedades similares a las de la traza, como se muestra en el siguiente
resultado:

Proposicién 1.5.9. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Normpg(af) = Normp k(o) Normp g (8) para cada a, 3 € F.

2. Es una funcion suprayectiva de F en K y de F* en K*.



32 CAPITULO 1. CUERPOS FINITOS

3. Normpg(a) = a™ para cada o € K.
4. Normpk(a?) = Normp g (a) para cada o € F.

Demostracion.
1. Consideremos «, 8 € F. Entonces:

Normpg(af) = (aB)(@f)i...(aB)?" " =aal.a?"  gpo..7""

= NormF/K(a)NormF/K(ﬁ)

2. Por ser F'y K cuerpos (y por tanto, no contienen divisores de 0), se tiene que
Normp/g(a) = 0 siy solo si @ = 0. Sera suficiente probar entonces que la norma es
una aplicacién suprayectiva de F* en K™ . De la propiedad 1, se obtiene que Normp, i es
un homomorfismo entre ambos grupos. Ahora, por definicién de Normpg g, se tiene que
Ker (N ormpy K) es exactamente el conjunto de rafces del polinomio z(¢"~D/(¢-1) ¢ K [x],
por lo que denotando d al orden del nticleo, se satisface la desigualdad d < (¢™ — 1) / (¢ — 1).
Aplicando el primer teorema de isomorfia para grupos , se tiene que la ima-
gen de la aplicacion Normp g tiene orden (¢™ — 1)/d y por la anterior desigualdad,
(g™ —1)/d > q— 1. Pero el orden de K* es precisamente ¢ — 1, luego hemos comprobado
la suprayectividad de Normp/k.

3. Sea o € K. Entonces directamente de la aplicaciéon del resultado se obtiene:
Normp/g(a) = aal- ol =aaa=a
4. Por la propiedad 1 se tiene que
NormF/K(aq) = (NormF/K(a))q = NormF/K(a)
ya que NormF/K(a) € K y por el lema a? = a para cualquier a € K. O

La norma al igual que la traza también es transitiva.

Proposicién 1.5.10 (Transitividad de la norma). Consideremos la torre de cuerpos finitos
KCFCEFEvya€eE. Severifica que

Normp k(o) = Normp, g (a) (NormE/F(a))
Demostracién. Tomandon = [E : F|, m = [F : K] y o € E se tiene:
NO’I"T)’LF/K (NormE/F(a)) = NOTmF/K (a(qmnfl)/(qul))
= (ol =D/ -0y D/ @D

= @™ =1/(e-1)

= Normpg/g(a)
]

Otra forma de introducir la traza y la norma de un elemento, que aparece en algunos
textos es la siguiente:

Sea una extensién de cuerpos finita F/K y un elemento a € F. Consideremos la
homotecia h,, dada por h,(z) = ax para = € F, que es una aplicacién K-lineal de F
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en si mismo. Consideremos la matriz A, = (a;j) de la aplicacién respecto de una base
cualquiera. Entonces se define la traza de o« € F' como la suma de la traza de la matriz
A, vy la norma de « como el determinante de dicha matriz:

Trp/k(a) = Tr(As) =), ai

Normp/(a) = |Aqdl
Veamos que estas definiciones y las dadas anteriormente en el texto son equivalentes:
Sea o € F una raiz de un polinomio irreducible sobre K, f(z) = z%4-a4_12% 14+ --- + aq.
Consideremos la torre de cuerpos K C K(«) C F, entonces por la proposicién m,
una base de la extensiéon K(«a)/K serd B = {1, a, ..., ad_l}. Ahora bien, tomando r =
y B' = {p1,..., B, } una base de F//K(«), por la demostracién del teorema de multiplicidad

del grado (|1.2.6)), se tendra que el conjunto
{Blv Blay ) ﬁlad_lv /827 62047 ey 6204(1_17 ) BT‘) Braa ) /Brad_l}

es una base de F//K.
Teniendo en cuenta que « es una raiz de f, se tienen las relaciones para cada i=1,..,r:

- B = af = P
a- fia = afia = fid®
a-Biadl = Bl = —aoBi —a1Biov— - — ag_1Biat!

Por lo que la matriz Mp(hy) de la aplicacién h, respecto de la base B vendra dada por:

0 —ag

—_
o
je)

_al
1 0--- 0 —a2

0o - 0 1 —ag—

—_
<o
]

Tenemos entonces que
Tr(Mp(ha)) = r(—a4-1) = %(=ag_1) ¥ Normyc(a) = r(~1)%ag = 2(~1)ay
ahora aplicando las formulas de Cardano-Vieta(A.7.22)):

—Qq—1 = (—1)251(a1,...,ad) = 5 (Oé,...,aqdil) = Oé—|—06q+"'+04q7

ao(—1)? = sq_q(aq,...,aq) = S4-1 <a,...,oﬂd_1 — aad...od"!

donde se ha aplicado la proposicién [I.4.4], que establece que las raices de f son precisa-
mente a, ..., a4 ™" Teniendo en cuenta que es un resultado conocido del algebra lineal que
la traza y el determinante de la matriz de una aplicacién no dependen de la base elegida,
y aplicando la proposicion [1.4.7, se comprueba que efectivamente ambas definiciones para
la traza y norma son equivalentes.
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1.6. Bases

Al principio del capitulo se vio que todo cuerpo finito puede ser considerado como un
espacio vectorial sobre cada subcuerpo y por tanto existe una base sobre dichos subcuerpos.
En esta secciéon nos ocuparemos de la definicién de diferentes tipos bases, proporcionar
métodos de comprobacion para ver que un determinado conjunto es una base, asi como
enunciar algunos resultados de existencia de este tipo bases. Andlogamente a la secciéon
anterior denotaremos como F' al cuerpo finito Fym y K al cuerpo finito F, en algunos
resultados para simplificar la notacion.

La primera cuestién que se abordara sera cémo identificar bases de cuerpos finitos; es
decir, dado un conjunto {ayq, ..., a;, } C F, establecer un criterio para determinar si dicho
conjunto es, o no, una base de F' sobre K, criterio que nos proporcionara el concepto de
discriminante.

Definicién 1.6.1. Sea F/K una extension de cuerpos y sea {aq, ..., am } un conjunto de m
elementos de F visto como espacio espacio vectorial sobre K. Se define el discriminante
de ay, ..., y se denotard AF/K(Oq, weey Qi) como el determinante

Trp/k(caar) . . . Treg(oio)
AF/I((O‘la "'7am) =

Trejg(amar) . . . Trpg(omom)

Proposicién 1.6.2. Sea F/K una extension de cuerpos y aq, ..., € F, donde m es la
dimension de F sobre K. El conjunto {ai,...,am} es una base de F sobre K si y solo si
Ap/g(a1,...,cm) es no nulo.

Demostracién. = Supongamos que {a1, ..., a;, } es una base. Vamos a ver que el discri-
minante es distinto de 0 comprobando que las m columnas de la matriz en la definicién de
discriminante son linealmente independientes. Denotemos como Cf1,...,C,, las columnas
de la matriz correspondiente al discriminante Ap,g (1, ..., ) y supongamos que existen
ai, ..., am € K tales que a1C1+- - -+a,Cp, = 0; es decir, para cada 1 < j < m se tendra que

aTrp g(arag) + -+ amTrp/ g (amag) = 0

Tomemos ahora § := aja1 + - - - + amay,. Entonces, por la relacion anterior, y teniendo en
cuenta la linealidad de la traza, se tiene que TTF/K(aﬁ) = 0 para todo a € F'; pero esto
solo puede ocurrir si § = 0; es decir, a; = - -+ = a,, = 0 pues por hipdtesis {aq, ..., } es
una base de F' sobre K.

< Supongamos ahora que AF/K(oq, cey ) # 0y que a1 + ... + apay, = 0 para ciertos
ai,...,am € K. Pero entonces se verificard también

ﬁ::alalaj+"‘+amamaj:Odonde1Sj§m

Tomando la traza de 8 y aplicando las propiedades de la funcién traza vistas en la propo-
sicién [L5.3] se obtiene
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alTrF/K(alaj) 4+ 4 amTrF/K(ozmaj) =0conl<j<m

Ahora bien, hemos supuesto que Ap, k(a1 ...,an) # 0y por tanto las columnas de la
matriz son linealmente independientes por lo que

a1Ci+--+anCp=0=a1=--=0a, =0

Obtenemos asi que ay, ..., o, son m elementos linealmente independientes y por tanto una
base de F' sobre K . O

A continuacién, se proporcionard un nuevo método para verificar que un subconjunto
de un cuerpo es una base, a priori, menos costoso que el anterior:

Corolario 1.6.3. Sea una extension de cuerpos F/ K y consideremos elementos au, ..., &y, €
F'. El conjunto {aq, ..., } es una base de F sobre K si y solo si el determinante

(651 . (6775
o o,
—1 m—1
qm q
Qaq m

es no nulo.

Demostracion. Denotemos como A a la matriz

a1 Om

af aty,

m—1 m—1
o o

Sea AT su matriz traspuesta y consideremos la matriz B := AT A. Utilizando la definicién
de traza se tiene que

Trp/g(oaaar) . . . Trpg(aaog)
B—
TTF/K'(ozmal) . TTF/K('ozmam)
Tomando determinantes obtenemos Ap (o, ..., aun) = |B| = | A%, El resultado es conse-
cuencia entonces de la proposicién anterior. O

Pasaremos, ahora si, a la definicién de varios tipos de bases:

Definicién 1.6.4. Sea 0 € Fiyn una raiz de un polinomio irreducible de grado m sobre Fy.
Entonces a una base {1, o,..., Qm_l} de Fym sobre F, se le denomina base polinémica.
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Nota: Que en efecto el conjunto {1,0, ...,9’”_1} forma una base de Fym sobre Fj es
consecuencia en la proposicién [1.2.8] ya que en las condiciones anteriores  es un elemento
primitivo de la extension.

Definicién 1.6.5. Supongamos que 0 € Fym es tal que el conjunto
{or0<icm-1}

es una base de Fym sobre F,. Entonces a una base de esta forma se le denomina base
normal de Fym sobre Fy.

En el siguiente teorema se mostrara que para cada extensién de cuerpos finitos existe
una base normal. A lo largo de la prueba se utilizardn conceptos y resultados introducidos
en la seccién Operadores lineales del apéndice.

Teorema 1.6.6 (Existencia de bases normales). Para cualquier entero m > 2 existe una
base normal de Fym sobre F.

Demostracién. Comencemos viendo que ™ — 1 es precisamente el polinomio minimo del
automorfismo de Frobenius, que denotaremos o. Es claro que el automorfismo de Frobenius
es anulado por " — 1 pues

(6™ —1I)(a) = a?" —a =0 para cada a € Fym

Consideremos ahora un polinomio p(z) = ay,_12™ ! + - - + a1z + a¢ de grado menor que
m y consideremos el operador:

p(0) = am—10™ 1+ +a10+ ag

Sabemos por el teorema [1.4.10] que el autormorfismo de Frobenius y sus potencias forman
una coleccién de m automorfismos distintos (incluyendo identidad). Aplicando entonces
el lema de Artin existe algin a € F tal que (p(a)) # 0. Pero entonces p(z) no
puede ser el polinomio minimo del automorfismo de Frobenius; por lo que efectivamente
el polinomio minimo es " — 1.

Por el resultado el polinomio caracteristico tiene grado m , ™ — 1 es también el
polinomio caracteristico de o, pues en general el polinomio minimo divide al polinomio
caracteristico aplicando la proposicién Pero de esto, aplicando el resultado
se obtiene que el automorfismo de Frobenius tiene un vector ciclico, el cual denotaremos
«. Se sigue entonces de la definicién que un vector ciclico de o genera una base normal,

esto es, para o € Fym entonces {a, ola) =a4,..,0m a) = aqm_l} forma una base de
F7" sobre Fy. O

A continuacién, se enunciara un resultado de caracterizacién de bases normales cuya
demostracién remitiremos a uno de los textos de la bibliografia:

Teorema 1.6.7. Sea una extension de cuerpos Fym /Fy. El conjunto {a, al, ...,oﬂm_l} es

una base normal de Fym sobre Fy si y solo si los polinomios x™ — 1 y ar™ 4+ alxm2 4
qm—l . . . . .. 4 ..

.t a son relativamente primos, es decir, si el mdzimo comun divisor (en Fynm) de

ambos es 1.

Demostracién. Ver [§], teorema 2.39 (pédgina 58). O



1.6. BASES 37

Definicién 1.6.8. Sea F'/K una extension de cuerpos. Dos bases de F sobre K, {1, ..., }
vy {B1, ..., Bm}, se dicen duales, si verifican

0 siij,
1 sii=j.

Trp/k(aifB;) = {

Una base se dice autodual si es dual a si misma.
Proposicién 1.6.9. Cada base de un cuerpo finito Fym tiene una tnica base dual.

Demostracién. Ver [9], teorema 1.5.7 (pagina 22). O

Hemos visto hasta ahora que todo cuerpo finito posee una base normal y que toda
base tiene una tunica base dual, sin embargo el préximo resultado pone de manifiesto que
no para toda extension de cuerpos finitos existe una base normal y autodual.

Teorema 1.6.10. El cuerpo Fym tiene una base sobre Fy normal y autodual si y solo si g
es par y m no es multiplo de 4 o tanto q como m son numero impares.

Demostracién. Ver [7], paginas 193-198. O

A continuacién introduciremos un ultimo tipo de bases, las primitivas normales.

Definicién 1.6.11. Sea una extension de cuerpos Fym /Fy. Diremos que una base es pri-

oy . . m—1 . ..
mitiva normal si es de la forma {a, al, ..., af } donde o es un elemento primitivo de

Fym.

El problema de probar la existencia de bases primitivas normales es harto complicado.
En 1987 Lenstra y Schoof, matematicos holandeses, consiguieron demostrar el resulta-
do para el caso general con ayuda de la computadora. Hasta el momento solo se habia
conseguido demostrar la existencia de dichas bases para extensiones del tipo Fpm/F).
Finalmente en 2003, Cohen y Huczynska obtuvieron una demostracién sin necesidad de
célculos computacionales no recogida aqui por su extensiéon y complejidad.

Teorema 1.6.12 (Lenstra-Schoof). Para todo ¢ = p" con r > 1 y todo entero m > 2
existe una base primitiva normal de Fym sobre Fy.

Demostracién. Ver [3], paginas 41-56. O
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Capitulo 2

Polinomios sobre cuerpos finitos

Algunas propiedades de los polinomios han sido ya introducidas en el capitulo anterior
para la demostracién de ciertos resultados de estructura de cuerpos, por lo que el presente
capitulo tendrd por objetivo la introduccién de nuevos conceptos, asi como profundizar
en la teoria de polinomios sobre cuerpos finitos. La primera seccién estara dedicada a
polinomios y cuerpos ciclotémicos. El estudio de sus propiedades permitira en la siguiente
seccion la obtencion del teorema de Wedderburn. En la tercera seccién del capitulo se
introducira los conceptos de orden de un polinomio y polinomio primitivo y se mostraran
resultados relacionados con estos nuevos términos. La cuarta seccién estard dedicada al
estudio de polinomios irreducibles. Se desarrollarian técnicas para determinar el nimero de
dichos polinomios en un cuerpo finito y sus formas de expresién, entre otras propiedades.
Por 1ltimo, se presentara el algoritmo de Berlekamp, que proporcionard un método efectivo
para la factorizacién de polinomios sobre cuerpos finitos.

2.1. Polinomios y cuerpos ciclotémicos

En esta seccién se procederd a la introduccién y estudio de ciertas propiedades de
las raices n-ésimas de la unidad, los polinomios ciclotémicos y sus respectivos cuerpos de
escisién. Algunos de los resultados de esta parte se enunciaran para cuerpos arbitrarios de
caracteristica p (donde queda incluido el caso p = 0) para acabar con resultados especificos
acerca de cuerpos finitos.

Definicion 2.1.1. Sea K un cuerpo y n un entero positivo. Un elemento a € K se dice
que es una raitz n-ésima de la unidad si a" = 1, o, equivalentemente, si es raiz del
polinomio ™ — 1.

LLamaremos n-ésimo cuerpo ciclotomico, donde n € N, al cuerpo de escision de x™ —1
sobre K y se le denotard por K™

Al conjunto de raices n-ésimas de la unidad en K™ se le denotard por E™.

Observacién 2.1.2. El conjunto E™ es un subgrupo del grupo multiplicativo K" Y
ademas es finito de orden menor o igual que n pues el polinomio x™ — 1 tiene a lo sumo
n raices distintas.

Proposicion 2.1.3. Sea n un entero positivo y K un cuerpo de caracteristica p. Se verifica:

1. E™ tiene orden n si y solo si p no divide a n.

2. Si p divide a n, y n = mp” donde m y r son enteros positivos con m no divisible
entre p, e,ntonces K™ = KM E® = B jos rajces de 2™ — 1 en K™ son los
elementos de E™), cada uno con multiplicidad p".

39
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Demostracién. 1. = Si car(K) = 0 el resultado es claro. Supongamos entonces car(K) =
p # 0. Expresemos n de la forma n = p"m donde r > 0 y p no divide a m . Tenemos
entonces la igualdad 2" —1 = (2™ — l)pr, con lo que el ntimero de raices en K™ de 2" —1
es menor igual que m . Ahora como se dan las relaciones m < ny |E(™| = n, se tiene que
m =mny asi p no divide a n , pues hemos supuesto que p no divide a m.

< Si p = car(K) no divide a n entonces el polinomio es separable por pues la
Unica raiz de su polinomio derivado es 0, que no es raiz de 2" — 1. Por tanto, el nimero
de rafces de 2™ — 1 en K™ es n , es decir, E™ = n.
2. La segunda afirmacién es directa a partir de la igualdad 2" —1 = 2™ —1 = (2™ — 1)? .
y el razonamiento llevado a cabo en 1. O

Observacién 2.1.4. FEl apartado anterior junto con la proposicion muestran que
si car(K) no divide a n , entonces E™ e un grupo ciclico de orden n.

Definicion 2.1.5. Sea K un cuerpo de caracteristica p y n un entero positivo no divisible
por p. Se llama raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre K a todo elemento de E™ que
sea generador de dicho grupo.

Proposicion 2.1.6. Si £ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad entonces £ lo es
también si y solo si med(r,n) = 1.

Demostracién. = Si " es una raiz n-ésima primitiva, existe un a € Z tal que & = £"%, de
donde €71 = 1 y existe un t € Z tal que tn = ra — 1, por lo que aplicando la proposicién

A.5.10| se tiene que med(r,n) =1 .

< Aplicando la misma proposicién existen a,b € Z tales que ar 4+ bn = 1. Entonces para
cada raiz n-ésima de la unidad n se tiene n = £° para algin s y en consecuencia

n=¢§ =" = ()"

Se tiene asi que " es un generador del grupo de las raices n-ésimas primitivas de la unidad,
es decir, una raiz n-ésima primitiva. O

Definicion 2.1.7. Sea n un entero positivo y K un cuerpo cuya caracteristica no divide
a n. Se llama n-ésimo polinomio ciclotémico sobre K al polinomio

Op=(z—&) (v &)
donde &1, ...,&, son raices n-ésimas primitivas de la unidad sobre K.

Definicion 2.1.8. Se denomina funcién ¢ de FEuler a la aplicacion ¢ : N — N que
a cada entero positivo n asocia el numero de enteros positivos r tales que 1 < r < n y
med(n,r) = 1.

Proposicién 2.1.9. Sea n un entero positivo y K un cuerpo cuya caracteristica no divide
a n. Se verifcan las siguientes propiedades:

1. deg(®n) = é(n).
2. 2" —1=[]y, Pa(z).

3. ®,(x) € Plz|, donde P es el subcuerpo primo de K. Ademds en el caso en que la
caracteristica de K sea 0, ®,(z) € Z[z].
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Demostracién. 1. Es consecuencia de la definicién de funcién de Euler y la proposi-
cién 2.1.6

2. Sid|n y d # n, entonces E(@) est4 contenido estrictamente en E(™ y ademds n € E(@
es una raiz d-ésima primitiva si y solo si su orden es d, de donde

Co(r)= [ (@-n

neEM) |n|=d

y se tiene pues

poe LT T eon) - Iaw

neE®) dln \neE® J|n|=d dln

3. Procederemos por induccién en n. Por la definicién, es claro que ®, es ménico para
cualquier n. Para n = 1 se tiene ®1(x) = x — 1 y el resultado es claro. Supongamos el
resultado cierto para 1 < d < n y veadmoslo para n. Por la segunda afirmacion se tiene que

B, (2) = (" — 1)/f(x) donde f(z) = [] ®alx)

dln,d<n

Por hipétesis de induccién f(z) es un polinomio con coeficientes en el subcuerpo primo
P de K (o Z en el caso en que la caracteristica de K sea 0). Empleando entonces el
algoritmo de la divisién con 2™ — 1y f(x), se obtiene que los coeficientes de ®,, pertenecen
al subcuerpo primo de K o a 7Z respectivamente. ]

Ejemplo 2.1.10. El anterior resultado proporciona un método para el cdlculo de polino-
mios ciclotémicos de forma recurrente:
1. Es facil ver que ®1(z) =x — 1 y $o(x) = x + 1. Entonces:

Bie) = e =t
T ey "

2. Se tiene la igualdad 23 — 1 = (z — 1)(2? + 2 + 1), luego ®3(x) = 2% + 2 + 1.

3. Hemos visto que ®1(x) =z — 1, ®o(z) =+ 1 y ®3(z) =22 + 2+ 1 y ademds se da la
igualdad

- 1=@-)+)@?+z+D)@*-2+1)
Luego ®¢(z) = 22 —x + 1.
Proposicién 2.1.11. La extension de cuerpos K(")/K es una extension simple.

Demostracién. Si existe una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre K , digamos
€, es claro que KW = K (£). En otro caso aplicando la segunda afirmacién de y
escribiendo n = mp” donde p no divide a m se tendra que K™ = K(m) vy K (m) — | (n)
donde 7 es una raiz m-ésima primitiva. 0

Proposicién 2.1.12. Si K = Q, entonces el n-ésimo polinomio ciclotomico ®,(z) es
irreducible sobre Q y ademds [Q(”) : Q] = ¢(n).
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Demostracién. Ver [I] teorema 9.2.2 y corolario 9.2.4 (pagina 109). O

Terminaremos la seccién con dos importantes resultados especificos de cuerpos finitos y
un lema que serd utilizado para la demostracion del teorema de Wedderburn en la siguiente
seccion:

Proposicién 2.1.13. Sea F; un cuerpo finito, n un entero positivo tal que med(q,n) = 1,
®,,(z) el n-ésimo polinomio ciclotomico sobre Fy y d el menor entero positivo que verifica
la condicion q* =1 mod n. Se tiene que:

1. ®,(x) se factoriza en Fy[x] como producto de @ factores irreducibles de grado d.

2. Eln-ésimo cuerpo ciclotomico sobre Iy es el cuerpo de escision sobre Fy de cualquiera

de dichos factores irreducibles y la extension Fq(n)/Fq tiene grado d.

Demostracién. Sea f(x) un factor irreducible arbitrario de ®,,(x) y sea £ una raiz n-ésima
primitiva de la unidad sobre Fj, que sea raiz de f(x). Entonces:

£€Fy = ===l ¢ =1modn

de donde se obtiene que § € Fiq y no pertenece a ningun subcuerpo propio de Fya por
ser d el menor entero positivo que verifica tal condicién; es decir, el grado del polinomio
minimo de £ sobre Fy es igual al grado de f(z) y por tanto deg(f(z)) = d. Ahora como
deg(®,(x)) = ¢(n), se tiene que el nimero de factores irreducibles de @, (x) es @.

Para concluir basta observar que el n-ésimo cuerpo ciclotémico es Fy(§) donde ¢ raiz

n-ésima primitiva de la unidad. O

Ejemplo 2.1.14. Consideremos el cuerpo K = Z11:

1. Sea el polinomio ciclotémico ®¢(z) = 22 —x+1 € Z11[x]. Se tiene que med(11,6) = 1
y el menor entero positivo d, tal que 11 =1 mod 6, es d = 2. Aplicando entonces
la proposicion anterior se tiene que ®g(x) se factoriza como producto de ¢(6)/2 =1
polinomio irreducible de grado 2. En consecuencia ®g(x) es irreducible en Zq1[z].

2. Consideremos ahora el polinomio ®19(x) = z* — 2% + 1 € Zy[z]. Se verifica que
med(11,12) = 1 y el menor entero positivo d, tal que 11 = 1 mod 12, es d = 2.
Aplicando la proposicion anterior se tiene que ®12(x) se factoriza como producto de
#(12)/2 = 2 polinomios irreducibles de grado 2. Es mds:

P1a(x) = (22 + 5z + 1)(2? — 5z + 1) en Z11[z].

Ademds aplicando ahora la sequnda afirmacidn del resultado anterior el cuerpo ci-
clotémico K(12) = Zglf) serd Fio1.

Proposicién 2.1.15. El cuerpo Fy es el (q—1)-ésimo cuerpo ciclotomico sobre cualquiera
de sus subcuerpos.

Demostracién. El polinomio 2971 — 1 se escinde en F, pues sus raices son exactamente
todos los elementos no nulos de Fy. Pero entonces dicho polinomio no se escinde en ningin
subcuerpo propio de Fy, de donde se obtiene el resultado. O
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Lema 2.1.16. Si d es un divisor de n con 1 < d < n, se tiene que el polinomio ciclotémico
D, (z) divide a (z" — 1) / (2% — 1) siempre que ®,, () esté definido; es decir, siempre que
la caracteristica del cuerpo base no divida a n.

Demostracion. Por la segunda afirmacién de la proposicion m sabemos que @, (x)
divide a
" —1

xn—lz(a:d—l)m

Pero como d es un divisor propio de n , ®, () y % — 1 no tienen raices comunes por lo
que el méximo comun divisor de ambos es 1, de donde se obtiene que ®,, () debe dividir
a (2" —1)/ (=% —1). O

2.2. El teorema de Wedderburn

Es un resultado conocido que todo dominio finito es un cuerpo (A.2.11)), en esta seccién
iremos mas alld y como aplicacién del estudio realizado de los polinomios ciclotémicos se
demostrarda que todo anillo de divisién finito es un cuerpo finito. Comenzaremos con la
definicién del concepto de anillo de division, para pasar directamente al enunciado del
teorema. A lo largo de la prueba se utilizaran términos y resultados de la teoria de grupos,
para lo cual se recomienda ver la seccién dedicada a grupos del apéndice.

Definicion 2.2.1. Un anillo de division es un anillo no necesariamente conmutativo
en el que todo elemento no nulo es invertible.

Un anillo de divisién es, por tanto, un anillo que verifica las mismas propiedades que
un cuerpo, a excepcion de la conmutatividad del producto, razén por la cual se conozca
también con el nombre de cuerpo no conmutativo.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Wedderburn). Todo anillo de division finito es un cuerpo.

Demostracién. Sea D un anillo de divisién finito y sea Z (D) = {z € D : zd = dzVd € D}
el centro de D . Por ser D un anillo de divisién todos los elementos no nulos son inver-
tibles, luego por la definicién de centro de D se tiene que Z (D) es un cuerpo, por tanto
Z (D) = Fy para cierta potencia de primo ¢ . Ahora bien D es un espacio vectorial sobre
Z (D) de dimensién n, por lo que D tiene ¢" elementos. Si vemos que n = 1, se tendra que
D = Z (D) y obtendremos el resultado el resultado.

Supongamos por reducciéon al absurdo que n > 1. Consideremos un elemento a € D y
definamos el conjunto N, = {b € D : ab = ba}. Es claro que N, es un anillo de divisién
que contiene a Z (D), por lo que N, tiene ¢" elementos, donde 1 < r < n. Veamos que r
divide a n . Como N} es un subgrupo de D*, aplicando teorema de Lagrange (A.1.5]) se
tiene que ¢" — 1 divide a ¢"* — 1. Escribamos n = rm + ¢, con 0 < ¢ < r. Entonces:

qn_]_:q'rmqt_1:qt(q'rm_1)+(qt_1)'

Como ¢" — 1 divide a ¢" — 1 y también a ¢"™ — 1, ¢" — 1 debe dividir a ¢* — 1. Ahora bien
se tiene que ¢! — 1 < ¢" — 1, por lo que t = 0 y asf r divide a n.

Consideremos ahora la ecuacién de clases para el grupo D* (ver . Se tiene que
el centro de D* es Z*, que tiene orden g — 1 . Ademads para a € D* el normalizador de a en
D* es exactamente N. Por tanto, una clase de conjugacién en D* que contenga més de un
elemento tendrd (¢g" — 1) / (¢" — 1) elementos, donde r es un divisor de n con 1 < r < n.
Asi la ecuacién de clases queda
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k q”—l
qn_lzq_lJFan_l
=1

donde 71, ..., son divisores de n no necesariamente distintos y tales que 1 < r; < n para
1<i<k.

Tomemos el n-ésimo polinomio ciclotémico ®,, sobre el cuerpo de los ntimeros raciona-
les. Como la caracteristica de Q es 0, aplicando la tercera afirmacién afirmacién de la
proposicion [2.1.9 @, (z) € Z[z], por lo que ®, (¢) es un nimero entero. De nuevo por la
proposicién m ahora por la segunda afirmacién, ®,, (¢) divide a ¢" — 1. Ademés por el
lema [2.1.16] se tiene ®,, (¢) divide a (¢" — 1) /(¢"" — 1) para 1 < i < k, por lo que de la
ecuacién de clases concluimos que ®,, (¢) divide a ¢ — 1.

Por otro lado, de la definicién de polinomio ciclotémico se tiene que

donde £ es un nimero complejo que es raiz n -ésima primitiva de la unidad sobre el cuerpo
de los nuimero racionales. Tomando médulos de ntimeros complejos:

n n

|®n (q)] = 1T lg— &> 1T (¢—1)>q-1

s=1,med(s,n)=1 s=1,mecd(s,n)=1

pues hemos supuesto n > 1 y se tiene ¢ > 2. Pero esta desigualdad es incompatible con
el hecho de que ®,, (¢) divida a ¢ — 1 obteniéndose una contradiccién. Asi n = 1, lo que
prueba el resultado. ]

2.3. Orden de un polinomio y polinomios primitivos

Definicién 2.3.1. Sea f € Fy[z] un polinomio no nulo. Si f(0) # 0 entonces al menor
entero positivo e € N tal que f(x) divide a ¢ — 1 se denomina orden de f y se denota
indistintamente por ord(f) w ord (f(x)).

Por otro lado si f(0) = 0, entonces f es de la forma f(x) = x"g(x), donde h > 0 y
g € F,lz] cumpliendo g(0) # 0 son dnicos. En este caso se tiene por definicion que el
orden de f es igual al orden de g.

A continuacién veremos que para todo polinomio no nulo sobre un cuerpo finito que
no se anule en el 0, existe un ntimero entero positivo e tal que dicho polinomio divide a
x¢ — 1 y en consecuencia, el concepto de orden es aplicable a cualquier polinomio.

Lema 2.3.2. Sea f € Fylz] un polinomio de grado m > 1 con f(0) # 0. Entonces existe
un entero positivo e con, e < ¢™ — 1, tal que f(x) divide a x° — 1.

Demostracién. Veamos en primer lugar que el anillo cociente Fy[z]/ (f) contiene ¢" — 1
clases no nulas. Sea g € F[x], realizando la divisién euclidea se tiene

g(x) = q(x) - f(x) + 7(x) = 7(2)

donde 7(z) = 0 o deg (r(x)) < deg (f(z)) = m. Es decir, podemos identificar la clase del
polinomio g con la del resto r . Se tiene entonces que

1

r(z) =ap+a1x+ -+ am_12™ " con a; € F, para cada i =0,...,m — 1.
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Habra por tanto ¢"* combinaciones posibles para el polinomio 7(z). Eliminando aquella
en que todos los coeficientes son 0 obtenemos ¢™ — 1 clases no nulas.
Una vez visto esto, se tiene que las ¢™ clases 27 + (f) con j = 0,1,....q

0 m—1
)
das no nulas; por lo que existen enteros 7 y s con 0 < r < s < ¢

son to-

M — 1 tales que
z® = 2" mod f(x). Ahora, como f(0) # 0, se tiene que = y f(x) son relativamente
primos, de donde z*~" = 1 mod f(x). Pero entonces f(z) divide a *" — 1 y se cumple
0<s—1r<qgm! como se queria demostrar. O

El siguiente resultado caracteriza el orden de un polinomio irreducible sobre un cuerpo
finito:

Proposicién 2.3.3. Sea f € Fy[z] un polinomio irreducible sobre F, de grado m tal
que f(0) # 0. Entonces ord(f) es igual al orden de cualquiera de sus raices en el grupo
multiplicativo Fn.

Demostraciéon. Sabemos por el corolario que Fym es el cuerpo de escisiéon de f
sobre Fy. Ademés por todas las raices de f tienen el mismo orden en el grupo Fyn.
Sea o € Fjm una raiz cualquiera. Aplicando la tercera afirmacién de tendremos que
a® =1 siy solo si f(z) divide a ¢ — 1. El resultado se sigue ahora directamente de las
definiciones de ord(f) y orden de o en Fm. O

Corolario 2.3.4. Si f € F,[x] es un polinomio irreducible sobre F, de grado m entonces
ord(f) divide a ¢ — 1.

Demostracién. Si f(z) = cx con ¢ € Fy entonces ord(f) = 1y el resultado es inmediato.
En otro caso el resultado se sigue del resultado anterior y del hecho de que Fym es un
grupo de orden ¢"* — 1 y el orden de todo elemento debe dividir al orden del grupo por el

teorema de Lagrange (A.1.5]). O

A continuacién se mostrara un resultado que permitird calcular el niimero de polino-
mios ménicos irreducibles de un determinado grado y orden en un cuerpo finito, aunque
antes conviene definir un nuevo concepto:

Definicién 2.3.5. Sean n un entero positivo y b un entero tales que mecd(n,b) = 1.
LLamaremos orden multiplicativo de b modulo n al menor entero positivo k tal que
b* =1 mod n.

Proposicién 2.3.6. El nimero de polinomios monicos irreducibles en Fy[z] de grado m
y orden e es:

w p(e)/m sie>2ym es el orden multiplicativo de ¢ médulo e, donde ¢ es la funcion
de Euler.

m 2 sim=e=1.
m 0 en otro caso.

Demostracién. Sea f € Fy[z] un polinomio irreducible con f(0) # 0. Por la proposicién
se tiene que ord(f) = e siy solo si todas las raices de f son raices e-ésimas primitivas
de la unidad. Equivalentemente, ord(f) = e si y solo si f divide al polinomio ciclotémico
®.. Ahora bien, aplicando la proposicién [2.1.13] cualquier factor irreducible de ®. tiene el
mismo grado m , donde m es el menor entero positivo tal que ¢ = 1 mod e y el nimero
de dichos factores viene dado por ¢(e)/m.
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En el caso en que m = e = 1 de la férmula anterior tenemos ¢(1)/1 = 1, pero ademads
habré que considerar el polinomio f(z) = z. O

A continuacion estudiaremos como determinar el orden de una potencia de un polino-
mio irreducible, asi como el orden del producto de polinomios relativamente primos. Para
ello veamos dos resultados previos:

Lema 2.3.7. Sea c un nimero entero positivo. Un polinomio f € Fy[x] tal que f(0) # 0,
divide a x¢ — 1 si y solo si ord(f) divide a c.

Demostracién. < Si e := ord(f) entonces f(z) divide a z — 1, ahora aplicando la
hipétesis de que e divide a c se tiene que ¢ — 1 divide a ¢ — 1, con lo que f(x) divide a
x€ —1.

= Si f(x) divide a 2 —1, de la definicién de orden de f se tiene que ¢ > e, luego podemos
escribir c =me +1r con m € Ny 0 <r < e. Se tiene pues que

¢—1=(@m-1)z"+ (2" - 1)

Pero entonces f(z) debe dividir a " — 1 y de nuevo por la definicién de ord(f) esto solo
es posible si r = 0. Luego efectivamente e divide a c . O

Lema 2.3.8. Sean e y ey enteros positivos y sea d = mcd(e1, ez). Entonces % — 1 es el
mdzimo comin divisor de x§ —1 y x5 — 1 en Fylx].

Demostracién. Supongamos que f(x) es el maximo comun divisor (ménico) de z§ — 1
y x5 — 1. Como d es divisor de e; y ea, 2% — 1 divide a z§ — 1y x5 — 1. Entonces por
la definicién de méximo comtin divisor % — 1 divide a f(z). Ahora bien, f(z) es divisor
comun de z§ — 1y z§ — 1, por lo que aplicando el lema anterior se tiene que ord(f) divide
a e1 y ey. Pero como d = mced(ey, ez), ord(f) divide a d y de nuevo por el lema anterior
f(z) divide a % — 1. En consecuencia f(z) = % — 1. O

Observacion 2.3.9. Sea un polinomio f(x) tal que f(0) = 0. Por la definicion de orden,
se tiene que ord(f) = ord(g) donde g es un polinomios y h un nimero entero tales que
f(z) = 2"g(z) y g(0) # 0 siendo ademds los nicos que cumplen tales condiciones. Por
tanto en los siguientes resultados no serd necesario considerar polinomios que se anulan
en el 0.

Proposicién 2.3.10. Sea g € F,lx] un polinomio irreducible sobre F, con g(0) # 0,
e := ord(g) y consideremos el polinomio f(x) = g°(x), donde b es un entero positivo. Sea
t el entero mds pequeno tal que p' > b, donde p es la caracteristica de F,. Entonces se
cumple que ord(f) = ep'.

Demostracién. Tomemos ¢ := ord(f). Como f(x) divide a x°—1, se tiene que g(z) divide
a 2¢—1, de donde aplicando el lema [2.3.7] e divide a ¢ .Por otro lado g(z) divide a z° —1,
luego f(z) divide a (z¢ — 1)° (pues f = ¢), por lo que f(z) divide a (z¢ — 1)pt =g —1.
Aplicando de nuevo el lema, obtenemos que c divide a ep’. Se tiene pues que c es de la
forma ¢ = ep" con 0 < u < t. Ahora por [2.3.4] se tiene que la caracteristica p no divide a
e = ord(g), por lo que aplicando la proposicién el polinomio z€ — 1 tendra solo raices
simples. En consecuencia, todas la raices de z¢7" —1 = (2¢ — 1)P " tienen multiplicidad p.
Pero ¢°(x) divide a %" — 1, de donde p* > b comparando multiplicidad de raices y por
la eleccién de t , u =1ty c = ep. ]
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Proposiciéon 2.3.11. Sean gy, ..., gr polinomios no nulos relativamente primos dos a dos
sobre Fy y sea el polinomio f = g1--- gi. Entonces ord(f) = mem (ord(g1), ..., ord(gx)).

Demostracién. Como se ha comentado ya anteriormente, podemos suponer que g;(0) # 0
para cada i = 1,...,k. Sea e = ord(f), e; = ord(g;) para cada i = 1,...,k y denotemos
¢ :=mem(eq, ..., er). Entonces cada g;(z) divide a ¢ — 1 y asi g;(z) divide a ¢ — 1. Ahora
como los polinomios g;(z) son relativamente primos f(x) divide a ¢ — 1 y por e
divide a ¢ . Por otro lado f(x) divide a z¢ — 1, por lo que cada g¢;(x) divide también a
z¢ — 1. De nuevo aplicando el lema [2.3.7] obtenemos que cada e; divide a e y por tanto ¢
divide a e . Concluimos pues que e = c. ]

Proposicién 2.3.12. Sea f1, ..., fr, un conjunto de polinomios no nulos sobre un cuerpo
finito Fyy. Entonces el orden del minimo comin multiplo de fi,..., f es igual al minimo
comun maultiplo de los ordenes de cada f;. Es decir:

ord (mem (f1,..., fn)) = mem (ord (f1) ,...,ord (fn)).

Demostracién. Consideremos la factorizacion candnica de cada polinomio f;:

b; b;
fi:gll...gk

k

con g; polinomios irreducibles para cada @ = 1,..,n y b;; > 0 para cada j = 1,..,k
admitiendo el caso en que b;; = 0. Definamos ahora el polinomio

f =mcm (fla"'afn) :ggnax{ 1}g;nax{ k} con 1 = 1,..,7’1,.

y denotemos ¢; := ord(g;). Aplicando los resultados [2.3.10|y [2.3.11] considerando p la
caracteristica de Iy y teniendo en cuenta que p no divide a los ¢; y los g; son relativamente
primos entre si, se tiene:

ord(f) = mem (ptlcl, ...,ptkck) = ptmem(cy, ..., ck)

donde t; es el menor entero tal que pt > max{b;;} con j = 1,...k y t = maz{t;} con
i =1,...,n. Por otro lado

h

i b; . _ )
ord(f;) = mem (ord(gl{”), yord(gy ’“)) =mem (p'tey, ..., plikeg) = pimem(cy, ..., k)

donde 7;; es el menor entero tal que p"J > bij v h; = max {rij}. Por tanto

mem (ord(f1), ...,ord(fn)) = p"*hitmem(ey, ..., ) = ptmem(cy, ..., c) = ord(f)

0

Una vez vistos estos resultados se obtiene de forma directa la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3.13. Sea F, un cuerpo finito de caracteristica p, y sea f € Fylx] un
polinomio de grado positivo con f(0) # 0. Sea la factorizacion candnica de f,

f= affl...f,l;k, donde a € Fy, by,...,bp, € Ny f1,..., fn son polinomios monicos irreducibles
distintos de Fy[z]. Entonces ord(f) = ep', donde e es el el minimo comin maltiplo de
ord(f1),...,ord(fr) y t es el menor entero tal que p* > max{by, ..., by }.
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De los resultados obtenidos hasta el momento se desprende que el orden de cualquier

polinomio se puede obtener a partir de conocer los 6rdenes de los polinomios irreducibles
que aparecen en su factorizacién canénica. Ahora bien, hasta el momento no se ha propor-
cionado ningin método para el cdlculo del orden de polinomios irreducibles mas alla del
resultado obtenido en la proposicién [2.3.3]y para lo cual, necesitamos conocer alguna raiz
del polinomio, lo que no siempre serd ficil de obtener. A continuacién se proporcionard un
método para dicho calculo:
Sea f € F,[z] un polinomio irreducible de grado m tal que f(0) # 0. Tomemos e := ord(f).
De la definicién de orden de un polinomio se obtiene que e es el menor entero positivo
tal que f(x) divide a ¢ — 1, por tanto e serd también el menor entero positivo tal que
z¢ =1 mod f(x). Ademés por el corolario e divide a ¢ —1. Obviando el caso trivial
en que f es un polinomio constante, se verifica g™ > 2. Consideremos la factorizacion de
qm"—1:

q™ —1=pi'---ps donde py, ..., ps son primos distintos y r; > 1Vi=1,...,s.
Para 1 < j < s calculamos los residuos de 24" ~1/Pi mod f(x):
» Si 20" 1/Pi £ 1 mod f(z) entonces e es miltiplo de p;j.

» Siz@"=Y/Pi =1 mod f(z) entonces e no es multiplo de p;j . Habré entonces que ver

. e r;i—1 . .
si e es multiplo de pjJ ,---»pj, calculando los residuos respectivamente de

x(qm_l)/p?, s 2D 04 f(x).

Procediendo de esta forma para cada factor primo de ¢"* — 1, e = ord(f) seréd el menor
entero positivo que satisfaga las condiciones obtenidas para cada primo p;.

A continuacién veremos un ejemplo en el que se aplicaran los resultados obtenidos
hasta el momento en esta seccion para el calculo del orden de un polinomio:

Ejemplo 2.3.14. Calculemos el orden del polinomio f(z) = 2% +2%+ 23+ 22 +1 € Zs[z].
Se tiene que la factorizacion candnica de f(x) sobre Za es:

f@) =2+ a9+ 3+ a2+ 1= (2 +2+1)° (et +2+1)
Calculemos los ordenes respectivos de (:1:2 +z+ 1)3 Y (ac4 +x+ 1) por separado:

w (22 + o+ 1)3: Como el orden de x> +x + 1 debe dividir a 2> —1 = 3 por el corolario
las inicas posibles opciones son 1y 8. Ahora bien, es claro que > +x + 1 no
divide a x — 1, por lo que ord(x® + x + 1) = 3. Entonces aplicando la proposicion

2.8.10 se tiene que ord(z* +x +1)3 =322 = 12.

» (2! +2+1): Sabemos que ord(z* + z + 1) divide a 2* — 1 = 15 y por tanto los
Unicos valores posibles son 1,3,5 o 15. Aplicaremos entonces el método anteriormente
explicado. Aplicando el algoritmo de la division se obtiene que x° #Z 1 mod (z*+z+1)
por lo que ord(z* + x + 1) es miiltiplo de 3, e igualmente x3 # 1 mod (z* + z + 1)
por lo que también es mailtiplo de 5, con lo que ord(x* 4+ x + 1) = 15.

Aplicando entonces la proposicion |2.3.11 se tiene que ord(f) = mem(12,15) = 60. Un
hecho destacable es que ord(f) no divide a 2'° — 1, lo que muestra que el corolario m
no es cierto en general para polinomios no irreducibles.
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Una vez visto este ejemplo, pasaremos ya a la definicién y estudio de polinomios pri-
mitivos:

Definicién 2.3.15. Diremos que un polinomio f € Fy[x] de grado m > 1 es un polinomio
primitivo sobre F, si f es el polinomio minimo sobre Iy de un elemento primitivo de
FEym. Por tanto un polinomio primitivo sobre Fy de grado m serd un polinomio mdnico,
irreducible, que tiene una raiz o € Fym que genera el grupo de las unidades Fm.

A continuacién se dard una caracterizacién para este tipo de polinomios:

Proposicién 2.3.16. Un polinomio f € Fylx] de grado m es un polinomio primitivo sobre
F, siy solo si f es mdnico, f(0) # 0 y ord(f) =q¢™ — 1.

Demostracién. = Si f es primitivo sobre Fj, entonces f es moénico. Ademas por ser
irreducible se tiene que f(0) # 0y ord(f) = ¢ — 1 aplicando el resultado y el hecho
de que f tiene como raiz algtin elemento primitivo de Fym.

< Siord(f) = ¢ — 1 entonces m > 1. Vamos a ver ahora que f es irreducible sobre Fj.
Supongamos por reduccion al absurdo que no lo es, entonces f es potencia de un polinomio
irreducible o puede expresarse como producto de dos polinomios relativamente primos de
grado estrictamente menor que m (no necesariamente irreducibles).

En el primer caso se tiene que f = g* donde g € F,[z] es un polinomio irreducible
sobre Fy, g(0) # 0 y b > 2. Aplicando la proposicién y denotando la caracteristica
de F, como p , se tiene que ord(f) = ¢™ — 1 es divisible entre p , ahora bien como ¢ = p"
para cierto entero positivo r , esto no es posible, por lo que obtenemos una contradiccion.

En el segundo caso tendremos que f = g; - g2, donde g1, g2 son polinomios moénicos de
F[z], relativamente primos y de grados respectivos 0 < mi,my < m. Si tomamos e; =
ord(g1) y ea = ord(gz), obtenemos por la proposicién que se satisface la desigualdad
ord(f) < ereq, pues ord(f) = mecm(ey,e2). Ademds por el lema e; < ¢™ — 1 para
1=1,2, luego:

ord(f) < (¢™ —1)(¢™ —1) <gmF™m —1=q" -1

obteniendo de nuevo una contradiccién. Por tanto f es irreducible sobre Fj y aplicando
todas sus raices tendrdn orden ¢™ — 1 en el grupo Fm, es decir, es un polinomio
primitivo. ]

Observacion 2.3.17. La condicion f(0) # 0 es solo necesaria para la exclusion del poli-
nomio no primitivo f(x) = x sobre el cuerpo Fy|x].

Ejemplo 2.3.18. Consideremos el polinomio f(z) = x*+a®+2%4+22x+2 € Zs[z]. Como f
no tiene raices en Zs ni puede expresarse como producto de polinomios irreducibles de grado
2 de Zs[x], [ es irreducible. Aplicaremos entonces el método provisto anteriormente para
calcular su orden. Se tiene que e := ord(f) divide a 3* — 1 = 80, ademds la factorizacion
en producto de primos es 80 = 2% - 5. Veamos entonces:

» Se tiene que el resto de la division (en Zs[z]) del polinomio z*° entre f(x) = x* +
23 4+ 22 4 22 + 2 es 2, por tanto, x40 £ 1 mod f(x), luego e es mailtiplo de 2* = 16.

» De igual forma se obtiene que el resto de la division en Zslx] de x'® entre f(x) es
223 + 1 y por tanto 2'6 # 1 mod f(z), luego e es también mailtiplo de 5.

En consecuencia e = 80. Tenemos entonces que f es un polinomio mdnico, que no se
anula en 0y tal que ord(f) = ¢™ — 1 = 3% — 1 =80, por lo que aplicando la proposicion
anterior es un polinomio primitivo.
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2.4. Polinomios irreducibles

El objetivo central de la seccién serd obtener el niimero de polinomios ménicos irredu-
cibles de un determinado grado sobre un cuerpo finito y encontrar una expresién para el
producto de todos ellos. Para ello sera necesario dar unos resultados previos e introducir
la férmula de Moebius. Apareceran de nuevo los polinomios ciclotémicos y se utilizaran
los resultados obtenidos en la seccién para proporcionar un método de calculo de dichos
polinomios mucho mas efectivo que el método recurrente dado anteriormente.

Proposicién 2.4.1. Para cada cuerpo finito Fy y cada entero positivo n, el producto de
todos los polinomios monicos e irreducibles sobre Fy cuyos grados dividen a n es igual al
polinomio g(r) = z9" — .

Demostracién. En virtud del resultado del capitulo anterior, los polinomios méni-
cos irreducibles que aparecen en la factorizacién de g(z) = 7" — x en F,[z] son preci-
samente aquellos cuyos grados dividen a n . Ahora bien, como el polinomio derivado de
g es ¢'(x) = —1, g no tiene raices multiples en su cuerpo de escisién sobre Fy (ver pro-
posicién . Asi cada polinomio ménico irreducible sobre Fj cuyo grado divida a n
aparecerd exactamente una vez en la factorizacién de g en Fy[z]. O

Notacion: En lo sucesivo utilizaremos los simbolos Z y H para denotar la suma y el
dln dln
producto respectivamente, extendidos a todos los divisores d de n con d,n € N.

Corolario 2.4.2. Denotando como Ny(d) al nimero de polinomios mdnicos irreducibles
de Fylx] de grado d, se tiene que para cada entero positivo n se verifica la igualdad:

"= d-Ny(d).
din

Demostracién. Sea un entero positivo n fijo pero arbitrario. Consideremos el polinomio
g(z) = 27" — . Aplicando el resultado anterior, g es producto de todos los polinomios
ménicos irreducibles de Fi[z] cuyos grados dividen a n. Pero entonces se sigue inmediata-
mente que deg(g) = ¢" cumple

"= d-Ny(d).

din

Definicién 2.4.3. La funcion de Moebius i1 : N — N es la funcion definida por

1 stn=1,
p(n) =< (=1)*  sin es producto de k primos distintos,
0 st algun primo en la factorizacion de n tiene exponente mayor que 1.

Lema 2.4.4. Para cada entero positivo n la funcion de Moebius satisface:
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Zu<d>={; S

i sin > 1.
Demostracién. Ver [§], lema 3.23 (pédgina 83). O

A continuacién consideraremos una importante igualdad dentro de la teoria elemental
de numeros que serd utilizada posteriormente en varios resultados de lo que resta de
seccion: la formula de inversion de Moebius.

Teorema 2.4.5 (Férmula de inversién de Moebius). Distingamos los casos:

1. Caso aditivo: Sean dos funciones h,H : N — G donde G es un grupo abeliano
aditivo. Entonces:

H(n) = Zh(d) para todo n € N
din

st y solo si
n

h(n) = ZM (%) H(d) = Z,u(d)H <E) para todo n € N

dln din

2. Caso multiplicativo: Sean dos funciones h,H : N — G donde G es un grupo
abeliano multiplicativo. Entonces:

H(n) = H h(d) para todo n € N
dn

st y solo si

h(n) = HH(d)“(%) = HH (Z)“(d) para todo n € N
dn dln

Demostracién. Ver [§], teorema 3.24 (pagina 83) y [1], proposicién 9.1.18 (pagina 106).
U

Proposicién 2.4.6. El nimero de polinomios ménicos irreducibles de grado n en Fylx],
que denotaremos por Ny(n), viene dado por:

Ny(n) = %Zu (%) ¢" = %Zu(d)qg-
dn dln

Demostracién. Aplicaremos el caso aditivo de la férmula de inversiéon de Moebius para
el grupo G = Z. Consideremos las funciones h(n) = nNy(n) y H(n) = ¢" donde n € N.
Por el corolario se tiene la igualdad

q" = Zd'Nq(d)

dln
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es decir, se tiene que H(n Z h(d) por lo que aplicando la férmula de inversién de
din

=Y w5 =Y n(dad

d|n d|n

Moebius se tendra que

de donde se obtiene la igualdad deseada. ([l

Observacion 2.4.7. A partir de este teorema podemos llegar a la misma conclusion que
en el corolario [1.1.9; es decir, que para cada potencia de primo q y cada n € N, existe
algin polinomio irreducible en Fy[x] de grado n, pues a partir de la férmula que proporciona
este resultado y teniendo en cuenta que p(1) =1 y pu(n) > —1 para todo n € N, se obtiene :

Ny(n) >

1 - 1 q"—q
n n q—1

A continuacién estudiaremos otra aplicaciéon de la férmula de inversiéon de Moebius:
proporcionar una féormula explicita para la expresiéon de polinomios ciclotémicos.

Proposicion 2.4.8. Sea K un cuerpo de caracteristica p y sea n € N no divisible por p.
Entonces el n-ésimo polinomio ciclotomico ®,(x) sobre K puede escribirse de la forma

@, (@) = [ (- 1)"" —H( wi )",

din

Demostracién. Aplicaremos el caso multiplicativo de la férmula de inversién de Moebius
tomando G igual al grupo de las funciones racionales sobre K, es decir, las funciones de la
forma £ 5 con f,g € K[z]. Consideremos las funciones h(n) = ®n(x) y H(n) = 2" — 1. Por
la segunda afirmacion de la proposicién del capitulo anterior se verifica que

n—1 :H(I’d(l')

din
es decir, que H(n H h(d). Aplicando la férmula de inversién de Moebius
dln
() (d)
(I)n(I):H<l' —1) 2 —H( ”/d—1>u
d|n d|n

0

Ejemplo 2.4.9. En el ejemplo obtuvimos que ®g(z) = 22 — x + 1,veamos ahora
que aplicando este nuevo método se obtiene el mismo resultado sin necesidad de obtener
los polinomios ciclotomicos anteriores. Sea K un cuerpo cuya caracteristica no divida a 6.
Aplicando el resultado anterior se tiene que

(o) = [T (27~ 1) = (0 - PO - O a2 - 1o - 110 =
dl6
_ (x6 —1)(xz—1) B
_(3:3—1)(332—1) =22 —z+1

tal y como se obtuvo anteriormente.
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En la proposicion se proporcioné una férmula para determinar el ntimero de
polinomios ménicos irreducibles en Fy[z] de un determinado grado. El objetivo ahora
serd dar una férmula para determinar el polinomio resultante de hacer el producto de
todos ellos, polinomio al que denotaremos I(q,n;x), donde n hard referencia al grado de
los polinomios.

Proposiciéon 2.4.10. Se verifica que el producto de todos los polinomios monicos irredu-
cibles de grado n en Fylz], denotado como I(q,n;x), viene dado por la formula

;X)) = ¢ ”(%): n/d w(d)
e =TT ) <L)

din

Demostracién. Por la proposicién se tiene que 29" —x = [] an L (q,d; x). Aplicando
ahora el caso multiplicativo de la férmula de inversién de Moebius considerando el grupo de
las funciones racionales sobre Fy, y tomando las funciones h(n) = I(g,n;x)y H(n) = 29" —x
para todo n € N se obtiene la férmula del enunciado. O

Enunciaremos por tltimo un resultado que permitird expresar (g, n; x) como producto
de polinomios ciclotémicos y asi conocer cudles son exactamente los polinomios moénicos
irreducibles de F[z].

Proposicién 2.4.11. Para n > 1 se verifica la igualdad
I(g,n;z) = [ [ @m(w)
m

donde el producto estd extendido a aquellos divisores m de ¢" — 1 para los que n es el orden
multiplicativo de ¢ modulo m, es decir, aquellos divisores m para los que n es el menor
entero tal que ¢" = 1 mod m y donde ®,,(x) es el m-ésimo polinomio ciclotémico sobre
F,.

Demostracién. Sea n > 1 y consideremos el conjunto S de los elementos de Fyn de
grado n sobre Fj. Se tiene pues que para cada o € S su polinomio minimo sobre Fj
tendréd grado n y serd asi una raiz de I(g,n;x). Reciprocamente si v es raiz de I(q,n;z)
entonces sera rafz de algin polinomio ménico irreducible con grado n de Fy[z], por lo que
v € S. Asi se tiene la igualdad:

I(g,n;z) = [[(&—a) (1)
a€esS

Si o € S entonces a € Fn y el orden de « en Fj serd divisor de ¢" — 1. Observemos que
v € Fyn es un elemento de un subcuerpo propio de Fyn, que podemos denotar Fia, si y

solo si ’yqd = v, o lo que es igual si y solo si el orden de v divide a ¢ — 1. Asf se obtiene
que el orden, denotado por m , de un elemento o € S debe verificar que n sea el menor
entero positivo cumpliendo que ¢" = 1 mod m, es decir, que n sea el orden multiplicativo
de ¢ modulo m . Consideremos m un divisor positivo de ¢" — 1 en estas condiciones y
denotemos como Sy, el conjunto de elementos de S de orden m en Fjn, S sera entonces
unién disjunta de los subconjuntos S, y la igualdad (1) puede escribirse como

Hgmiz)=]] [] @-o
m oSy,

Ahora bien S, contiene exactamente todos los elementos de F» de orden m , o lo que
es igual, es el conjunto de raices m-ésimas primitivas de la unidad sobre F,. Entonces
directamente de la definicién de polinomio ciclotémico se tiene que
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y asi

0

Ejemplo 2.4.12. Determinar todos los polinomios monicos irreducibles en Zso[x] de grado

4.

Aplicando la proposicidn se tiene la igualdad
=224+ 2%+ 20+ a3 +1

por lo que habrd tres polinomios monicos irreducibles. Unos sencillos cdlculos permiten
obtener que los tunicos divisores m de ¢" —1 = 2* — 1 = 15 tales que 2* = mod m son 5 y
15 por lo que I(q,n;z) = P5(x)P15(x).

Ahora por la proposicion del capitulo anterior sabemos que ®5(x) = z* + 23 +
22 +x + 1 es irreducible, mientras que ®15(x) puede expreserase como producto de dos
polinomios irreducibles en Zso[x] de grado 4. Aplicando el método proporcionado en
para el cdlculo de polinomios ciclotomicos se tiene que

Pi5(z)=a8—a"+2% -2t + 23—+ 1=+ 2"+ 20+t + 2P + 2+ 1 en Zya]
Ahora observemos que ®5(x + 1) = z* + 23 + 1 es irreducible y distinto de ®5(z), por lo
que serd uno de los que aparezcan en la factorizacion de ®15(x). Realizando la division

IR LR Ry R N |
zt+ a3 +1

=zttzr-1=2"+2+1
obtenemos el otro polinomio. Por tanto los polinomios ménicos irreducibles de grado 4 en
Zsx] serdn:

441, 2341y 2t a1

2.5. Factorizacion de polinomios. Algoritmo de Berlekamp

En la presente seccién se proporcionard un método para la expresién de un polinomio,
que podremos suponer moénico, f(z) € Fy[z] de grado positivo en la forma:

f(@) = fi(@)™ - fr(x)™

donde f;(x) son polinomios ménicos irreducibles distintos de Fy[z] y r; > 1 para cada
1=1,...,k. Para ello se hard uso del algoritmo de Berlekamp.

En primer lugar veremos que podemos limitarnos al caso en que el polinomio f(z)
no tenga factores multiples, es decir, el caso en que todos los r; sean igual a 1 en la
factorizacién. Denotando d(z) := med(f(z), f'(x)) distingamos los siguientes casos:
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1. Si d(x) =1, entonces directamente f(z) no tiene factores multiples.

2. Si d(z) = f(z), entonces f'(x) =0y por tanto f(x) = g(z)?" para cierto polinomio
g(x) y donde p es la caracteristica de Fj,. A continuacion se repite el razonamiento
sustituyendo f(z) por g(x).

3. Sid(x) # 1, entonces d(z) es un factor no trivial de f(z) y asi el polinomio f(z)/d(x)
no tiene factores multiples, en cuyo caso la factorizacién de f(z) se reduce a la de
los polinomios d(z) y f(x)/d(z).

Asi en lo sucesivo se supondra que f(x) es un polinomio sin factores multiples.

Proposicién 2.5.1. Si f(z) € Fylz] es un polinomio monico y h(x) € Fylz] es tal que
h(z)? = h(z) mod f(x), entonces

@)= ] med(f(@), h(z) )
cely
Demostracién. Tomando ¢, € F, con ¢ # ¢, se tiene

S () — ) —

por lo que med (h(z) — ¢, h(z) — ¢’) = 1, aplicando |A.5.10

(h(z)=d)=1

d—c

Por tanto, med (f(x), h(z) — ') y med (f(x), h(x) — ¢) son relativamente primos cuan-
do ¢ # c y se tiene que

(Meer, med (£(@), hi(z) = )} | ()

Por otro lado, aplicando el lema el polinomio 2% — z € F,[x] factoriza en este

anillo en la forma
2l —z = H (x—c¢)

cely
de donde por la hipdtesis h(z)? = h(x) mod f(x), se tiene que
f(@) [ (h(x)? = b)) = [T (h(z) =)
cely
Asi,
f@) | [] med (f(z),h(z) = )
cely
y como ambos polinomios son ménicos
f@) = ] med(f(@), h(z) - c)
ceFy
O
En general, la descomposicién obtenida en la proposicién anterior no conduce a la
factorizacién completa de f(x), pues alguno de los polinomios med (f(x), h(z) — ¢) puede

no ser irreducible en Fy[z]. Es mas, si f(z)|(h(xz) —¢) para algin ¢ € Fj, entonces la
descomposicion es trivial.
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Definicién 2.5.2. Un polinomio h(z) € Fylz| tal que h(x)? = h(z) mod f(z), donde
f(x) € Fylz] es un polinomio mdnico, se dice f(x)-reductor si da lugar a una descompo-
sicion de f(z) no trivial.

El algoritmo de Berlekamp hace uso del teorema chino de los restos ({A.7.19) para cons-
truir polinomios f(z)-reductores. Es claro que si h(z)? = h(x) mod f(x) y 0 < deg(h(z)) <
deg(f(z)), entonces h(x) es un polinomio f(x)-reductor.

Consideremos ahora f(z) = fi(x)--- fx(z) una factorizacién en irreducibles de f(x)
en Fylz]. Sea (ci, ..., ¢;) una k-upla de elementos de Fj. Aplicando el teorema chino de los
restos existe un polinomio h(z), inico médulo f(x), tal que

h(z)=c¢; mod fi(x)paral<i<k y deg(h(z)) < deg(f(z)) (1)
y por tanto
h(z)7 = ¢! = ¢; = h(z) mod fi(x)
de donde
h(2)7 = h(z) mod f(x).

Reciprocamente, si h(z) cumple que h(z)? = h(x) mod f(z) y deg(h(x)) < deg(f(x)),
a partir de la condicién

h(z) = h(z) = T] (h(z) - ¢)
ceFy
se obtiene que para cada f;(x) existe un ¢; € Fy tal que f;(z)|(h(z) —¢;) y en consecuencia
h(zx) = ¢; mod fi(x)

de donde se concluye que h(z) es el tinico polinomio obtenido por el procedimiento anterior
para la k-upla (cq, ..., cg).

Este razonamiento permite deducir que existen exactamente ¢* soluciones de (1) y elimi-
nando aquellos polinomios con grado 0, se tendra que hay ¢* —g polinomios f(z)-reductores
h(z), con 0 < deg(h(x)) < deg(f(x)). A continuacién se detallard un método para deter-
minarlos.

Sea n := deg(f(z)). Se tiene que h(x) = ag+ a1z + -+ ap_12"1 € F,[z] cumple que
h(@)? = h() mod f(x)
si y solo si
h(z)? =ag+ a1x?4 -+ ap12 "V =ag 4+ ay + - + ap_12" " mod f(z)

donde para el calculo de h(x)? se han aplicado los resultados [A.2.15y
Ahora tomando para 0 <i<n—1

n—1

2 = Z bijx? mod f(z),

J=0

donde los b;; son coeficientes en F, adecuados, y sustituyendo en la condicién previa, se
tiene:
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n—1 n—1 n—1 /n—1
E a; E bijscj = E E aibij ) = ag+a1xr+---+ an_la:"*l
=0 =0

j=0 \i=0

o lo que es equivalente en notacion matricial
(ag,at,...,an—1) = (ao,ai,...,an—1)B  donde B = (b;;).

En consecuencia, encontrar polinomios f(z)-reductores es equivalente a encontrar so-
luciones del sistema

(@0s oy an1)(B — I,) = 0 (2)

Ya sabemos que este sistema tiene ¢* soluciones, por tanto la dimensién del espacio niicleo
de la matriz B — I, es k , y asi el rango de B — I, es n — k. Existirdn entonces polinomios
no constantes ha(z), ..., hi(x) con 0 < deg(fi(z)) < n tales que los vectores determinados
por sus coeficientes junto con el vector (1,0,...,0), que siempre es solucién y corresponde al
polinomio A(z) = 1, formardn una base del espacio vectorial nicleo. Los polinomios h;(x)
con i = 2,...,k son f(z)-reductores. Ademds todos los polinomios f(x)-reductores seran
precisamente aquellos que estén en el subespacio generado por los vectores de coeficientes
de hi(x), ..., hp(z) menos el generado por (1,0, ...,0).

A continuacién se procederd a describir el algoritmo de Berlekamp:

1. Dado f(x) con n := deg(f), se toman

n—1

r' = Z bijx? mod f(x)

Jj=0

donde 0 < i < n. Se calcula el rango de la matriz (B — In), que se denotard como
r , de donde se obtiene el nimero de factores irreducibles de f(x), que serd igual a
k=n-—r.

2. Si k =1 entonces f(z) es irreducible. Si k > 1, se resuelve el sistema (2), tomamos
el polinomio ho(x) asociado a un vector solucién y se calcula med (f(z), ha(z) — ¢)
para cada ¢ € F, utilizando por ejemplo el algoritmo de Euclides (ver [8], pagina
22). El resultado serd una factorizacién no trivial de f(x), aunque no necesariamente
con factores irreducibles.

3. Si la factorizacién obtenida consta de k factores el proceso acaba. En caso contrario
se calcula el med (g(z), hs(z) — ¢) para cada ¢ € Fy, y cada factor g(x) obtenido con
h2 (:L’)

Procediendo sucesivamente de esta forma se obtiene la factorizacion buscada.

A continuacién comprobaremos la efectividad del algoritmo. Para ello tendremos que
ver que dos factores irreducibles distintos de f(z) se obtienen de la aplicacion del algoritmo
con distintos polinomios h;(x), donde recordemos se estd considerando f(x) sin factores
multiples.

Sean fi(x) y fa(x) dos factores irreducibles distintos de f(z) y consideremos
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hj(xz) = cj1 mod fi(x) y hj(x) = cjo mod fa(x)
para 1 < j < k. Entonces cj; = c¢jp obliga a que para cualquier solucién de
h(x)? = h(z) mod f(x)

con deg(h(x)) < deg(f(x)) (que serd una combinacién lineal de hq(z),..., hi(x)) existe
c € F, tal que

h(z) =cmod fi(x) 'y  h(z)=cmod fa(z)

Ahora bien, por el teorema chino de los restos sabemos que existe alguna solucién h(x)
tal que

h(z) =0mod f1(z) vy  h(z) =1mod fa(x)

y asi ¢j1 # cjo para cierto j € {1,...,k}. Por tanto h(x) — ¢;1 serd divisible por fi(z) pero
no por fa(z).

Ejemplo 2.5.3. Factorizar el polinomio f(z) = 2%+ 2%+ 2* + 23 + 1 € Zs[z].
1. El polinomio derivado de f(x) es
f(x) =827 +62° +42® + 322 + 1 =22+ 1
ahora como med (f(z), f'(x)) =1, f(x) no tiene factores miiltiples.

2. Se calculan las potencias z*2 mod f(x) para i = 0, ..., 7 obteniendo:

8 =14 23+ 2* 4+ 25 mod

2% =1 mod f(x) x

22 =22 mod f(z) 2% =1+ 22+ 23+ 2% + 25 mod f(x)
rt=2" mod f(z) 22 =22+2" +2° 4+ 25+ 27 mod

25 =2% mod f(z) M =1+a2+2%+ 2+ 2° mod f(z)

3. Se obtienen las matrices B y (B — Ig

~—

_ O = = OO O
O R = O OO O
_— o= = OO OO
R R R RO~ OO
e e B e B e B an B o)
O = O =M= O OO
O R OO OO oo

_— o O o o oo

B—1Iy=

—_ o= OO OO
_ o0 O O o o - O
O rRr R OO~ O
_ O === O OO
== 0 O OO
_—_- 0 OO0 oo oo
OO O == O OO
_ 0 0000 o

Estudiando el rango se obtiene que rg(B —Ig) = 6, por lo que f(x) tiene dos factores
irreducibles.
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4. Resolviendo el sistema
(ao, ...,a7)(B — Ig) = (0, ,0)

se obtienen los vectores solucién (1,0,0,0,0,0,0,0) y (0,1,1,0,0,1,1,1), y por tanto
los polinomios hy(z) = 1y ho(x) = 27 + 25 + 2° + 22 + .

5. Mediante el algoritmo de Euclides calculamos med(f(z), h(z) — ¢) con ¢ € Za, obte-
niendo:

med(f(z),he(z)) =28+ 2 + 2t +ox+1 y  med(f(z),ha(z) —1) =22 +2+1

por lo que que f(z) = ($6+x5+x4+x+1) (x2+x+1).
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Apéndice A
Anexo

Esta seccion estard dedicada a definir algunos conceptos necesarios para la correcta
comprension del texto y mostrar los resultados que, pese a no ser especificos de cuerpos
finitos, son utilizados a lo largo del trabajo. Las pruebas de dichos resultados se remitiran
a obras de la bibliografia.

A.1. Grupos

Definicién A.1.1. Un grupo es un par (G,-) formado por un conjunto no vacio G y una
operacion - en G que cumple:

1. Es asociativa: para cualesquiera x,y,z € G, se tiene (x-y)-z=z-(y- 2).

2. Tiene elemento neutro que llamaremos uno o identidad: existe 1 € G tal que para
cada x € G se tienex-1=x=1-x.

3. Todo elemento x € G tiene simétrico: existe y € G tal que x-y=1=y - x.

Ademds diremos que un grupo es abeliano si la operacion es conmutativa, es decir, si

a-b=b-aVa,beq.

En lo sucesivo se utilizard simplemente el término grupo para referirnos a un grupo
abeliano.

Observacion A.1.2. A la hora de denotar un grupo G pueden utilizarse dos tipos de
notaciones:

= Notacion aditiva: Se considera el grupo G con la operacion +,se escribe como 0
n

el elemento neutro, —a el inverso y na =a+---+a con n € N la potencia de cada
a € G. Se dice en este caso que G es un grupo aditivo.

= Notacion multiplicativa: Se considera el grupo G con la operacion -,se escribe
como 1 el elemento neutro, a=' el inverso y a® = a-"-aconn€eN la potencia de
cada a € G. Se dice en este caso que G es un grupo multiplicativo.

Definicién A.1.3. Sea (G,-) un grupo. Un subgrupo de G es un subconjunto H de G
cerrado para el producto, es decir Ya,b € H ab € H, y tal que (H,-) es un grupo. Denota-
remos que H es un subgrupo de G escribiendo H < G.
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Definicion A.1.4. Se llama orden de un grupo finito G a su cardinal, que se denotard por
|G].

Se llama orden de un elemento a € G donde G es un grupo, al menor entero positivo n
tal que a™ =1, (si dicho entero existe) y se denotard como o(a) = n.

Todo grupo G tiene exactamente un elemento de orden 1, ademas si G es finito todo
elemento de G tiene orden. A continuacién se enunciara el teorema de Lagrange, funda-
mental para la caracterizacion de los 6rdenes de los subgrupos de un grupo:

Teorema A.1.5 (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito, el orden de cualquier
subgrupo de G divide al orden de G. En particular, el orden de cualquier elemento de un
grupo finito divide al orden del grupo.

Demostracién. Ver [2], teorema 3.9, capitulo 4 (pagina 77). O

Definicion A.1.6. Un grupo G se dice ciclico si existe algin elemento g € G tal que todo
h € G puede escribirse como h = g™ para algun entero positivo n, en cuyo caso diremos
que g es un generador del grupo G y se escribirda G = (g).

Directamente de la definicién se obtiene que un grupo finito G de orden n es ciclico si
y solo si existe un elemento g € G de orden n , es decir:

G={(9)={g",....g" =1}
Lema A.1.7. Todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Demostraciéon. Ver [2], teorema 4.3, capitulo 4 (pagina 82). O

Teorema A.1.8 (Primer teorema de estructura de grupos). Sea A un grupo abeliano finito
no trivial. Existe una coleccion, univocamente determinada por A, de enteros di,...,ds
mayores que 1 cumpliendo las siguientes condiciones:

1. d;|dit1 para cadai=1,...,s — 1.
2. AgZdl X-~-><st.

Demostracién. Ver [2], teorema 3.1, capitulo 8 (pagina 137). O

A continuacion se introducirdn tres nuevos términos relacionados con el concepto de
grupo: centro, normalizador y clase de conjugacion de un elemento, para terminar con un
ultimo resultado conocido como la ecuacion de clases.

Definicion A.1.9. Sea G un grupo y sean elementos a,x € G. El conjugado de a por
z es elemento a® = x~tax. Un elemento b € G es un conjugado de a si es de la forma
b = a® para cierto x € G.

La relacién ser conjugados es una relacién de equivalencia en un grupo G . Las clases
de equivalencia para dicha relacién se llaman clases de conjugacién de G , de modo
que G es la union disjunta de sus clases de conjugacién. La clase de conjugacién de un
elemento a se denota por a¥, es decir, a® = {a® : x € G}.
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Definicion A.1.10. Sea S un subconjunto no vacio de un grupo g. Se llama normaliza-
dor de S en G al conjunto
N(S)={a€G:aSa" ! =5}.
Definicion A.1.11. Dado un grupo G, se define su centro como el subconjunto
Z(G)={a€eG:ag=gaVgec G}

Proposicién A.1.12 (Ecuacién de clases). Sea G un grupo finito y Q un conjunto de
representantes de las clases de conjugacion con mds de un elemento de G. Entonces se
verifica la féormula

G =1Z(G)]+ > |v°]

beQ

Demostracién. Ver [4], proposicién 5.9.5 (pagina 140). O

A.2. Anillos, dominios y cuerpos

Definicién A.2.1. Un anillo es una terna (A, +,-) formada por un conjunto no vacio A
y dos operaciones + y - en A, generalmente llamadas suma y producto respectivamente,
que verifican:

1. (A, +) es un grupo abeliano. Al elemento neutro de (A, +), que sabemos que es unico,
se le denominard elemento cero (o cero) y se denotard por 0.

2. El producto es asociativo.

3. Se verifica la propiedad distributiva, es decir, dados a,b,c € A se verifica
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) y (b+c)-a=(b-a)+(c-a)

Si el producto es conmutativo se dird que el anillo es conmutativo. Si tiene elemento
neutro para el producto, que llamaremos uno o identidad y se denotard como 1, se dird que
es anillo unitario.

Definicién A.2.2. Si (A,+,:) es un anillo, un subconjunto B C A se dice que es un
subanillo de A si B es cerrado para la suma y el producto, 1 € B y (B,+,-) es un anillo.

La siguiente proposicién proporciona una caracterizacion para identificar si un subcon-

junto de un anillo es en efecto un subanillo:

Proposicion A.2.3. Sea A un anillo y B C A un subconjunto. Son equivalentes:

1. B es un subanillo de A.
2.1e Bysia,be B entoncesa+be B,abe B y —a,—b e B.

3. 1€ Bysia,be B entoncesa—b e B yabe B.
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Demostracién. Ver [4], proposicién 2.3.2 (pagina 40). O

Definicion A.2.4. Un subconjunto I de un anillo A se dice que es un ideal de A si
verifica:

1.a+bel Va,bel.
2.ra€l Yael VreA.
3. I #0.

Definicion A.2.5. Si A es un anillo cualquiera y b € A el conjunto

(b) ={ba:a € A}
es un ideal de A llamado ideal principal generado por b.

Definicion A.2.6. Sean A un anillo e I un ideal propio de A, es decir, I # A.

Se dice que I es maximal si no estd contenido en ningun ideal propio de A (excepto en
si mismo).

Se dice que I es primo siVa,b € A la relacion ab € I implica a € I o b€ 1.

Proposicion A.2.7. Todo ideal maximal es también un ideal primo.

Demostracién. Ver [4], proposicién 2.8.6 (pagina 53). O

Definicion A.2.8. Un elemento a € A, donde A es un anillo, se dice divisor de cero
si existe algun b € A no nulo tal que ab = 0.

Definicion A.2.9. Un anillo en el que el inico elemento divisor de cero es el propio cero
recibe el nombre de dominio.

Proposicion A.2.10. Sea K un cuerpo y B C K un subconjunto. Son equivalentes:

1. B es un subcuerpo de K.

2.0,1€ B ysiabec B entoncesa—be B yab™! € B.

Demostracién. Consecuencia de la proposicién y la definicién de subcuerpo. O

Proposicion A.2.11. Todo cuerpo es un dominio y todo dominio finito es un cuerpo.

Demostracién. Ver [§], teorema 1.31 y observacién previa (pagina 12). O

Proposicion A.2.12. Se verifican las siguiente propiedades para un anillo A y un ideal
Ide A:

1. I es un ideal maximal <= A/I es un cuerpo.
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2. 1 es un ideal primo <= A/I es un dominio.

Demostracién. Ver [4], proposicién 2.8.6 (pagina 53). O

Proposicion A.2.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo A:
1. A es un cuerpo.
2. Los unicos ideales de A son 0 y el propio A.

Demostracién. Ver [10], proposicién 2.39, capitulo 0. O

Proposicion A.2.14. Si f : K — A es un homomorfismo de anillos, siendo K un cuerpo
y A un anillo entonces f es inyectivo. En particular, todo homomorfismo de cuerpos es
myectivo.

Demostracién. Ver [10], corolario 2.40, capitulo 0. d

Lema A.2.15. Sea A un anillo con caracteristica prima p. Entonces se verifican las si-
guientes relaciones:

T (e

(a+b)P" =a +b" y (a—b)P =a’" —bP
para todon € N y a,b e A.

Demostracién. Ver [§], teorema 1.46 (péagina 16). O

A.3. Congruencias y anillos cociente

Definicion A.3.1. Sean a,b € Z y consideremos n € N. Se dice que a es congruente
con b mddulo n, y se denotard a = b mod n, si n divide a la diferencia a — b, es decir, si
existe k € Z tal que a = b+ kn.

Es facil ver que la relacion ser congruentes médulo n es una relaciéon de equivalencia
en 7Z. Las clases de equivalencia para esta relacién seran los conjuntos:

—2n,—n,0,n,2n,...}

0=1{..,
I={.,-2n+1,-n+1,1,n+1,2n+1,...}

n—1={.,—n—1,-1,n—1,2n—1,3n—1,...}

Definiendo la siguiente operacion:

a+b=a+b (1)

obtenemos que el conjunto {6, 1,...,n— 1} junto con esta operacion tiene estructura de
grupo abeliano, cuyo elemento neutro es 0.

Ademads la operacion - dada por
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@-b=ab (2)
cuyo elemento neutro es 1, dota al conjunto de estructura de anillo conmutativo.

Definicion A.3.2. Al anillo formado por las clases de equivalencia {6, 1,..,n— 1} Junto
con las operaciones (1) y (2) anteriormente definidas se le llama anillo de enteros mddulo n
y se denota como Z,.

Maés detalles en [§] (pdginas 4 y 5) y [2], ejemplo 3.1, capitulo 2 (pagina 38).

Notacion: Las clases de equivalencia {6, 1,...,n— 1} pueden denotarse también como

{10, [1], ...y [n — 1]} .

Definicion A.3.3. Sea un anillo A y sea I un ideal de A. Se dice que dos elementos
a,b € A son congruentes mdodulo I y se denota a = b mod I, si la diferencia de ambos
pertenece al ideal I, es decir:

a=bmod I < a—-bel

De igual forma que antes la relacién ser congruente médulo I es una relacién de equi-
valencia en A y por tanto, las clases de equivalencia por esta relacién definen una particién
de A. La clase de equivalencia de un elemento a € A serd

[al=a=a+I={a+z:2cl}
tomando 0 + I = I. Se tiene entonces que
a+I=b+1<+<=a=0bmod I
El conjunto de las clases de equivalencia se denota por A/l ={a+1:a € A}.

Definicion A.3.4. Sea A un anillo e I un ideal de A. Las operaciones suma y producto
en A/I dadas por

@+ D)+ b+I)=(atb)+I (@+1)-(b+1) = (ab) + I

estan bien definidas y dotan a A/I de estructura de anillo con neutro 0+ 1 y unidad 1+1.
Este anillo recibe el nombre de anillo cociente de A maodulo I.

Nota: M4és detalles en [4] (paginas 43 y 44) y [8] (pédginas 13 y 14).

A.4. Homomorfismos.

Definicion A.4.1. Sean A y B dos grupos. Diremos que una aplicacion f: A — B es
un homomorfismo de grupos si se verifica:

1. f(ab) = f(a)f(b) Va,be A.
2. f(1) = 1.

Definicién A.4.2. Sean A y B dos anillos. Diremos que una aplicacion f : A — B es
un homomorfismo de anillos si se verifica:

1. fla+b)= f(a)+ f(b) Va,b e A.
2. f(ab) = f(a)f(b) Ya,b € A.
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3. f(1)=1.

Definicién A.4.3. Un homomorfismo de un anillo (resp. un grupo) en si mismo reci-
bird el nombre de endomorfismo.

Un homomorfismo de anillos (resp. de grupos) que sea biyectivo se le denominard iso-
morfismo de anillos (resp. isomorfismo de grupos).

Sean A y B anillos (resp. grupos) y supongamos que eziste un isomorfismo de anillos
(resp. de grupos) entre A y B, diremos entonces que A y B son isomorfos y se deno-
tarda A = B.

A un isomorfismo de un anillo (resp. un grupo) en si mismo se le denominard automor-
fismo.

Definicion A.4.4. Sea f: A — B una aplicacion. Se define el nicleo de f y se deno-
tara Kerf como el conjunto:

Kerf={a€ A: f(a) =0}
Se llama 1magen de fy se denotard Imf al conjunto:
Imf={be B:b= f(a) para cierto a € A}

Proposicion A.4.5. Un homomorfismo de anillos f : A — B es inyectivo si y solo si
Kerf=0.

Demostracién. Ver [4], proposicién 2.6.7 (pagina 49). O

Teorema A.4.6 (Primer teorema de isomorfia para grupos). Sea f : G — H un ho-
momorfismo de grupos. Eziste un tnico isomorfismo de grupos f : G/Kerf — Imf tal
que io fop = f donde i es la inclusion i : Imf — H y p es la proyeccion candnica
p:G— G/Kerf.

Demostracién. Ver [2], teorema 2.1 y corolario 2.2, capitulo 5 (pdginas 95 y 96). O

Teorema A.4.7 (Primer teorema de isomorfia para anillos). Sea f: A — B un homo-
morfismo de anillos. Eziste un tinico isomorfismo de anillos f : A/Kerf — Imf tal que
iofop=f donde i es la inclusion i : Imf < B y p es la proyeccion p: A — A/Kerf
dada por p(a) = a+ Kerf.

Demostracién. Ver [4], teorema 2.7.4 (pagina 50). O

Lema A.4.8. Sea G un grupo finito de orden m y sea n un entero tal que med(n,m) = 1.
Entonces la aplicacion f: G — G dada por f(a) = a™ es un automorfismo.

Demostracién. Ver [9], lema A.4.2 (pagina 141). O

Lema A.4.9 (de Artin). Sea ¢1, ..., om un conjunto de homomorfismos no nulos distin-
tos de un grupo G en el grupo multiplicativo de las unidades F* de un cuerpo F y sean
ai,...,an € F no todos nulos. Entonces existe g € G tal que:

a1p1(g) + -+ + ampm(g) # 0
Demostracién. Ver [§], lema 2.33 (pagina 55). O
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A.5. Divisibilidad y factorizacion.

Definicién A.5.1. Sea A un anillo y sean a,b € A. Se dice que a divide a b (en A), y
se denotard alb, si existe algin ¢ € A tal que b = ac.

Definicién A.5.2. Dos elementos a,b € A, donde A es un anillo, se dicen asociados si
alb y bla.

Definicion A.5.3. Sea un anillo A y sea a € A. Diremos que a es un elemento irredu-
cible (en A) sia # 0, a no es una unidad y si a = bc con b,c € A se verifica que b € A*
o c € A*. Diremos que a es primo (en A) sia # 0, a no es una unidad y la relacion a|bc
implica alb o alc.

Observacién A.5.4. Se tiene siempre que todo elemento primo es un un elemento irre-
ducible, sin embargo, el reciproco no es cierto, en general, para anillos arbitrarios.

Definicion A.5.5. Sea A un anillo, S un subconjunto de A y consideremos un elemento
d € A. Diremos que d es un mdximo comun divisor de S si verifica las siguientes
condiciones:

1. d divide a cada elemento de S.

2. Si existe otro elemento x € A que divida a cada elemento de S entonces x divide a
d.

Si d es mdzimo comin divisor de S, se denotard como d = mcd(S), entendiendo que tal
elemento es unico salvo asociados.

Definicion A.5.6. Sea a un anillo, S un subconjunto de A y un elemento d € A. Se dice
que m es un minimo comun maultiplo de S si verifica las siquientes condiciones:

1. m es es multiplo de cada elemento de S.

2. Si existe otro elemento x € A tal que x es maultiplo de todo elemento de S entonces
x es multiplo de m.

Si m es mdzimo comiun divisor de S, se denotard como m = mem(S), entendiendo que
dicho elemento es unico salvo asociados.

A continuacién se definirdn y estudiaran algunas de las propiedades bésicas de tres
tipos de dominios: dominios euclideos, dominios de ideales principales y dominios de fac-
torizacion unica.

Definicion A.5.7. Sea D un dominio. Una funcion euclidea en D es una aplicacion
§: D\{0} — ZT que cumple las siguientes propiedades:

1. Sia,b e D\{0} son tales que alb entonces 6(a) < §(b).

2. Dados a,b € D con b # 0 existen q,r € D tales que a = bqg+r y se cumple que r =0
o bien 6(r) < d(b).

Un dominio euclideo (DE) es un dominio que admite una funcion euclidea.

Definicion A.5.8. Un dominio D se dice que es un dominio de ideales principales
(DIP) si para todo ideal I de D existe a € D tal que I = (a), es decir, si todos los ideales
de D son ideales principales.
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Proposicién A.5.9. Si D es un DIP y a € D\D* es un elemento no nulo, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. a es irreducible.

2. (a) es un ideal mazimal.

3. A/(a) es un cuerpo.

4. a es primo.

5. (a) es un ideal primo.

6. A/(a) es un dominio.

Demostracién. Ver [4], proposicién 3.2.3 (pagina 70). O

Proposicién A.5.10. Sea D un DIP y seand € D y aq, ...,a, € D. Entonces d es mdzimo
coman divisor de ay,...,a, si y solo si d|a; para cada i = 1,...,n y existen r1,...,r, € D
tales que

airy + -+ rpan =d
Demostracién. Consecuencia de que el ideal generado por los a; sera:
(a1y.yapn) ={c1a1 + - -cpan i1, ,cn € D}

y por ser D un DIP existe b € D tal que (ay, ..., a,) = (b). El resultado se obtiene entonces
de la condicion:

a divide a b <= (b) C (a)

0

Pasemos ahora a definir el concepto de dominio de factorizacién tunica, para lo cual,
habra que definir en primer lugar qué es una factorizacién de un elemento:

Definicion A.5.11. Sea D un dominio. Una factorizacion en producto de irreducibles
de un elemento a € D es una expresion del tipo:

a=upy---pn

donde n € N (admitiendo el caso n=0), u € D* y p1,...,pn son irreducibles de D.
Diremos que D es un dominio de factorizacion si todo elemento no nulo de D admite
una factorizacion en producto de irreducibles.

Dos factorizaciones de un elemento a € D en producto de irreducibles

a=Up1- "Pn =041 " Qm

se dicen equivalentes sin = m y existe una permutacion o de N,, (es decir, una biyeccion
de {1,...,n} en si mismo) tal que p; y q,(;y son asociados para cada i =1,...,n.

Diremos que D es un dominio de factorizacion inica (DFU) si es un dominio de
factorizacion en el que para todo a € D, todas las factorizaciones de a son equivalentes.
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Terminaremos la seccién enunciando un resultado que relaciona los tres tipos de do-
minios definidos anteriormente

Proposicién A.5.12. Todo dominio euclideo es un dominio de ideales principales y a su
vez, todo dominio de ideales principales es un dominio de factorizacion unica.

Demostracién. Ver [4], proposicién 3.3.3 (pagina 72) y proposicién 3.4.6 (pagina 78). O

A.6. Operadores lineales

FEn esta seccién se daran algunas definiciones y resultados basicos acerca de operadores
lineales, que seran utilizados mas tarde en el Capitulo 1 para demostrar la existencia de
bases normales.

Definicion A.6.1. Se llama operador lineal a una aplicacion lineal entre espacios vec-
toriales.

Definiciéon A.6.2. Sea V un espacio vectorial y sea T : V. — V un operador lineal.

Se dice que un polinomio p(x) = apx™ + -+ ag anula a T si p(T) =0, en el sentido de
que st apyT + -+ + ag es la aplicacion nula sobre V.

Se llama polinomio minimo de T al polinomio mdnico de menor grado que anula a T.
Se llama polinomio caracteristico de T al polinomio resultante de realizar el determi-
nante de xI — A siendo A la matriz asociada al operador T respecto de una determinada
base.

Proposicion A.6.3. Sea V un espacio vectorial y T : V — V un endomorfismo. Enton-
ces el grado del polinomio caracteristico de V es siempre igual a la dimension de V.

Demostracién. Consecuencia de [5], lema 11.26. (pagina 184). O

Proposicion A.6.4. El polinomio minimo de un operador lineal divide al polinomio ca-
racteristico.

Demostracién. Ver [5], corolario 11.28. (pagina 186). O

Definicién A.6.5. Un vector v € V se dice ciclico de T si el conjunto {T*(v): K >0}
es un conjunto generador de V.

Proposicién A.6.6. Un operador lineal T tiene un vector ciclico si y solo si el polinomio
caracteristico de T es igual al polinomio minimo.

Demostracién. Consecuencia de [5], lema 11.26. (pagina 184). O
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A.7. Polinomios

Definicion A.7.1. Sea A un anillo. LLamaremos anillo de polinomios en la variable
x con coeficientes en A y se denotard A x| al conjunto:

Alz] ={apa™ + -+ a1z +ap:a; € A,n € N}

Cada elemento de A [x] recibe el nombre de polinomio con coeficientes en A, o también
polinomio sobre A.

Observacion A.7.2. Si A es un anillo, entonces la suma y el producto usual de polinomios
dotan a Alx| de estructura de anillo.

Nota: Ms4s detalles en [2], capitulo 3, seccién 3.1 (paginas 159 y 160).

Definicién A.7.3. Consideremos un polinomio p(x) = apz™ + -+ + a1z + ag € A [z].

Se llamarda grado de p(x), y se denotard deg(p(x)), al mayor exponente de la indeter-
minada x con coeficiente no nulo y dicho coeficiente recibird el nombre de coeficiente
principal. LLamaremos coeficiente independiente de p al coeficiente ayg.

Definiciéon A.7.4. Un polinomio se dice que es mdnico si su coeficiente principal es 1.

Definicién A.7.5. Un polinomio p(z) € Alx| se dice que es irreducible si no puede
expresarse como producto de dos o mds polinomios de A [x] de grado estrictamente menor.

Definicién A.7.6. Diremos que o € A es una raiz del polinomio p(z) = apa™ + -+ +
a1z + ag € Alzx] si p(a) =apa™ 4+ -+ +aja+ay =0

Definicién A.7.7. Sean los polinomios p, ..., pn € Alz], donde A es un anillo. Entonces
st med (p1, ..., pn) = 1, se dice que dichos polinomios son relativamente primos.

Proposicién A.7.8. Sea A un anillo. Un elemento o € A es raiz del polinomio p(x) € Alx]
st y solo si el polinomio © — « divide a p(z) en A[z].

Demostracién. Ver [§], teorema 1.64 (pagina 27). O

Definicién A.7.9. Sea a raiz de p(z) € A[z]. Se define la multiplicidad de o como raiz
de p(x) como el mayor entero m tal que (x — )™ divide a p(x).

St la multiplicidad de o es 1 diremos que o es una raiz simple.

St la multiplicidad de o es mayor que 1 diremos que es una raiz maultiple.

Definicién A.7.10. Consideremos un polinomio p(z) = apz™ +---+a1x+ag € Alz]. Se
llama polinomio derivado de p(z) y se denota p'(x) al polinomio

p(x) =naz" 4+ (n— Dap_12" 2+ - + 2022 + ay

Proposicién A.7.11. Una raiz o de un polinomio p(x) es una raiz mailtiple si y solo si
/
p'(a) = 0.

Demostracién. Ver [4], proposicién 4.3.7 (pagina 94). O
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Teorema A.7.12. Un polinomio de grado n sobre un cuerpo cualquiera tiene a lo sumo
n raices contando multiplicidades.

Demostracién. Consecuencia de aplicacion sucesiva de la proposicién O

Proposicion A.7.13. Sea K un anillo con 0 # 1. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. K es un cuerpo.
2. El anillo de polinomios K [x] es un DIP.

Demostracién. Ver [I0], teorema 2.19, capitulo 2 (pdgina 9). O

Proposicién A.7.14. Sea F un cuerpo. Se tiene que F'[x] / (p(x)) es un cuerpo si y solo
si p(x) es irreducible en F [z].

Demostracién. Ver [§], teorema 1.61 y observacién previa (pagina 25). O

Proposicién A.7.15. Si K es un cuerpo, entonces el anillo de polinomio K [x] es un do-
minio euclideo. De hecho, la aplicacion gr : K[x]\{0} — Z* que asocia a cada polinomio
f su grado es una funcion euclidea.

Demostracién. Ver [4], proposicién 3.3.7 (pégina 74). O

Como consecuencia se tiene el siguiente resultado

Proposicién A.7.16. Sea K un cuerpo y sea g € K|x] un polinomio no nulo. Entonces
para cada f € K|z], existen polinomios q,r € K|[z] tales que

f =qg+r donde deg(r) < deg(g).

Proposicién A.7.17. Sea un cuerpo K y consideremos los polinomios fi, ..., fn € K|x]
no todos nulos. Entonces existe un unico polinomio mdnico d € K|z| tal que d es mdximo
comun divisor de fi,..., fn. Ademds dicho polinomio d puede expresarse de la forma:

d=bifi+ -+ bpfn conby,.., b, € Klz|

Demostracién. Ver [§], teorema 1.55 (pagina 21). O

A continuacién enunciaremos un importante teorema sobre el que se apoyan diversos
resultados a lo largo del texto: la Propiedad Universal del Anillo de Polinomios. Existe
una version analoga a dicho teorema para anillos de polinomios en n indeterminadas, sin
embargo, solo se necesitard la versiéon para anillos de polinomios en una indeterminada.

Teorema A.7.18. (Propiedad Universal del Anillo de Polinomios) Sean A y B dos anillos,
¢ : A — B un homomorfismo, b € B y denotemos como u: A — A|z] la inclusion de A
en Alz]. Entonces existe un inico homomorfismo de anillos f : Alx] — B que cumple
fou =, o equivalentemente que la restriccion de fa A (via u) cumple fla = ¢ y ademds

f(z)=0.
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Demostracién. Ver [4], proposicién 4.2.1 (pagina 90). O

A continuacién se enunciara el teorema chino de los restos, teorema que pese a ser valido
en un contexto mas general se utilizard tinicamente para el caso del anillo de polinomios
sobre un cuerpo:

Teorema A.7.19 (Teorema Chino de los Restos). Sea F' un cuerpo, f1,..., fr € Fx] poli-
nomios relativamente primos dos a dos y consideremos polinomios arbitrarios gi, ..., gy €
F[z]. Entonces las el sistema de congruencias:

h=g; mod f; coni=1,..k
tiene solucion unica modulo f = f1--- fr.

Demostracién. Ver [6], teorema 2.25 (pdgina 131). O

Se definird a continuacién el anillo de polinomios en n indeterminadas:

Definicién A.7.20. Sea A un anillo y {x1,...,x,} conjunto de n indeterminadas que lla-
mamos variables. Se llamard polinomio en las variables x; y coeficientes en A a toda
combinacion de la forma

f(x1, o 2n) = D icnm aixil -o-xtn donde a; € A Vi = (i1, ...,in) € N* y a; =0 para c. t. i

El conjunto de los polinomios en x1, ..., 2, con coeficientes en A serd denotado por
Alxy, ..., zp)].

Si A es un anillo, entonces también es posible dotar a A [x1,...,z,] de estructura de
anillo, al igual que ocurre para anillos de polinomios en una indeterminada. Este anillo
recibird el nombre de anillo de polinomios en las variables x1, ..., z, y coeficientes en
A. ( Ver [I0], proposicién 1.1 y observacién previa, capitulo 1).

El objetivo a continuacién serd presentar las férmulas de Cardano-Vieta que relacionan
las raices de un polinomio con los coeficientes de dicho polinomio. Para ello se necesitara la
definicién previa de los polinomios simétricos elementales:

Definicién A.7.21. Sea K un cuerpo. Un polinomio p € K [x1,...,x,] se dice que es
stmétrico si para toda permutacion o € Sy, la aplicacion ¢, de K [x1, ..., 2,] en si mismo
que es la identidad sobre K y actia en las variables x; como ¢, (v;) = 4(;) verifica que
0o (f) = f. Se llaman polinomios simétricos elementales en n indeterminadas a los
polinomios:

n J—
STy ey Ty) = E Xiy -z, con0<r<n
1< <. <ir<n

Proposicién A.7.22 (Férmulas de Cardano-Vieta). Sea D un DFU. Sea f =Y 1 ja;x' €
D [x] un polinomio mdnico,es decir, a, = 1. Supongamos que f se factoriza en D [x] como
f=(x—ai)..(x— an ). Entonces si sy, ..., s, denotan los polinomios simétricos elemen-
tales en n indeterminadas sobre D, se tiene:

an—r = (=1)" s (1, ..., ) para cadar =1,....,n.
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Demostracién. Ver [I], proposicién 1.5.13 (péagina 26). O

La seccién terminara con la definicién de cuerpo de escisién de un conjunto de polino-
mios y el teorema de existencia y unicidad de dichos cuerpos de escisién.

Definicién A.7.23. Sea K un cuerpo y sea un polinomio f € K [z] con deg(f) =r > 1.
Se dice que f se escinde o factoriza completamente sobre K si se verifica

f=clzx—a1) - (x—a)
donde c € K y cada © — a; € K [z].
Definicién A.7.24. Sea una extension F/K y sea P un conjunto de polinomios no cons-
tantes sobre K [x] (que puede estar formado por un solo polinomio). Diremos que F' es el

cuerpo de escision (también llamado en algunos textos cuerpo de descomposicion)
del conjunto P sobre K si se verifican las siguientes condiciones:

1. Todo polinomio de P se escinde sobre F' .

2. Si denotamos como S al conjunto de todos los elementos de F que son raices de
alguno de los polinomios de P, entonces K (S) = F.

Antes de enunciar el teorema de existencia y unicidad introduzcamos los conceptos de
K-homomorfismo y K-isomorfismo:

Definicién A.7.25. Dadas dos extensiones L/K y F/K del cuerpo K, llamaremos K-
homomorfismo a un homomorfismo ¢ : L — F que verifica p(a) = a Ya € K. Un
isomorfismo que cumple esta ultima propiedad recibe el nombre de K-isomorfismo.

Teorema A.7.26 (Existencia y unicidad de cuerpos de escisién). Sea K un cuerpo y sea
P un congunto de polinomios no constantes de K [x|. Existe un cuerpo de escision de P
sobre K y ademds es unico salvo K-isomorfismos.

Demostracién. Ver [I], proposicién 4.1.5 y corolario 4.1.7 (pdginas 60 y 61). O
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