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Resumen

El objetivo del presente trabajo es reunir todos los resultados esenciales de atraccion local
y global de la dindmica del intervalo. Al tratarse del primer problema en este area, el mas
natural y simple, este trabajo puede servir como introduccién a la teoria de sistemas dinami-
cos discretos unidimensionales a todo iniciado en ella. Aunque el estudiante del grado de
Matematicas de nuestra universidad no se encuentra familiarizado con este tema, su relativa
sencillez y el interés cientifico que despierta la convierten, segiin nuestra opinién, en una
excelente eleccion para un trabajo como el presente.

Lo mas llamativo de la teoria de sistemas dindmicos discretos es su novedad. Es en la
segunda mitad del siglo XX (méds especificamente en la década de los 60) cuando se despierta
la curiosidad en la dindmica discreta, después del descubrimiento de dos de las “‘joyas de la
corona” de esta teoria: el teorema de Sharkovsky y el caos en el sentido de Li-Yorke. Los orde-
nadores modernos jugaron también un importante rol, ayudando a descubrir impresionantes
fendmenos matematicos que habian estado ocultos hasta entonces.

A diferencia de lo que ocurre en las ecuaciones diferenciales de una dimensién, los sistemas
dindmicos discretos presentan a veces un comportamiento poco predecible (lo que se suele
denominar como “cadtico”); es mas, esta complejidad dindmica no solo surge en los modelos
tedricos, sino también suele aparecer en determinadas aplicaciones. Este es un tema muy
fascinante, pero probablemente demasiado complicado para el iniciado en este campo. En
su lugar, nos centraremos en el problema mas simple (pero ni por asomo trivial) de todos:
dilucidar cuando un punto fijo puede atraer las o6rbitas de todos los puntos cercanos a él, o
incluso de todos los puntos del sistema. Solo haremos uso en este trabajo de herramientas
del andlisis clasico, que el estudiante de grado debe de conocer. A cambio, y salvo en el
apéndice [A] nuestra intencién es dar una prueba rigurosa y legible de todos los resultados
que se presenten.

Comenzaremos el trabajo con una pequena introduccién a los sistemas dindmicos en ge-
neral (seccién , dando en primer lugar una clasificacion de los mismos en funcién del
espacio de tiempos y justificando asi la aparicion de los sistemas dinamicos discretos como
un caso particular. Centraremos nuestra atenciéon en aquellos sistemas dindmicos discretos
{I, f} que presenten una funcién de evolucién f continua, nunca desmarcandonos del campo
unidimensional (el intervalo generalizado I de la recta real).

Introducimos entonces el primer método para estudiar sistemas dinamicos discretos: el
dibujo en telarana, principal herramienta grafica en dinamica discreta la cual aconsejamos al
lector que se aventure en estas lineas a usar siempre que no entienda un resultado, nocién o
demostracion particular. Mas tarde, damos a conocer la nocién de punto de equilibrio (o punto
fijo): un punto x € I tal que f(z) = = (graficamente, la interseccién de la recta y = x con la
curva y = f(z) en el dibujo en telarana). Los puntos fijos serdn el objeto central de nuestro
estudio, para los cuales damos los resultados bésicos de existencia y caracterizacion(teoremas
y . Ademas, enumeramos un conjunto de definiciones que usaremos a posteriori:
orbita, trayectoria, ciclo y punto peridédico, entre otros.



Terminamos el primer capitulo con el teorema de la funcién contractiva (teorema, un
resultado de analisis clasico que en realidad es un caso particular del teorema del punto fijo de
Banach. La adaptacién de este teorema en dindmica discreta unidimensional lo convierte en
nuestro primer resultado de la teoria de atractores globales. Pese a ser un potente resultado,
requiere importantes suposiciones que no suelen encontrarse en las aplicaciones; luego nuestro
principal reto en este trabajo sera encontrar condiciones de atraccion global mas débiles y
practicas.

Como ya hemos dicho, el cuerpo de la memoria (capitulos [2y [3) esta dedicado al estudio
de la atraccion local y global de sistemas dinamicos discretos. Por tanto, comenzamos preci-
samente dando estas definiciones e introduciendo algunos conceptos relacionados (punto fijo
estable e inestable, repulsor, etc.).

A diferencia de lo usual en los tratados de dinamica discreta, solo estudiaremos estas
propiedades en el caso de puntos fijos. Algunos de nuestros resultados pueden facilmente ser
generalizados a drbitas periddicas de cualquier periodo, inicamente teniendo en cuenta el
hecho de que si un punto es periédico de periodo n para la aplicaciéon f, entonces es un punto
fijo para la n-ésima iterada de f. Hemos decidido hacerlo de esta manera para simplificar. Sin
embargo, como veremos luego, las érbitas periddicas (en especial, las de periodo 2) tendran
un papel importante en la atraccion global.

En primer lugar, centramos nuestra atencién en el caso local. El capitulo [2f recogerda una
coleccion de resultados y criterios que justifiquen cuando un punto fijo es estable o atractor
local. Lo primero que hacemos es dar una coleccién de criterios basados en la derivabilidad
de f (seccién ; nuestra idea es enfatizar que el comportamiento dinamico de las orbitas
cercanas al punto fijo esta estrechamente relacionado con las propiedades analiticas de la
funcién de evolucion.

Una vez visto esto, avanzamos mas all&, sin suponer propiedades diferenciales de nuestra
aplicacion. Sorprendentemente, llegamos a que la atraccion local puede ser caracterizada por
una propiedad puramente topoldgica. De este modo, llegamos al segundo gran teorema de
este trabajo: la caracterizacién de atractores locales (teoremal2.3.3). A partir de este teorema,
encontramos una propiedad necesaria para todo atractor local (la llamada propiedad RN).
Tras anadir a esta condicién algunas suposiciones (facilmente comprobables en la préctica)
surgen nuevos criterios de atraccién local, recogidos en el apartado Por 1ltimo, como
consecuencia de la caracterizacion de atractores locales, llegamos a un sorprendente resultado
con el que cerramos el capitulo: todo punto fijo atractor es estable. Aunque esta propiedad
parezca natural o incluso una obviedad, es importante subrayar que se trata de una propiedad
puramente unidimensional: aplicaciones definidas en el plano, por ejemplo, no tienen por
qué satisfacerla.

Una vez realizado nuestro estudio de la teoria local, pasamos a la teoria de atractores
globales (capitulo |3). En este dltimo capitulo se estableceran detalladamente los principales
resultados de este trabajo. Estos resultados son de especial interés por su uso en las aplica-
ciones (especialmente las relativas a la derivada schwarziana). Por supuesto, todo atractor



global es también local, por lo que todo lo dicho antes sobre atractores locales sigue siendo
cierto. Queremos saber bajo qué condiciones un atractor local es, de hecho, atractor global.

Para empezar, podemos adaptar la caracterizacién de atractores locales vista anterior-
mente a atractores globales. La derivada schwarziana, una herramienta esencial en dindmica
unidimensional usada por Allwright y Singer en 1978, es estudiada en profundidad en la
seccion [3.2] En particular, se demuestran el principio del minimo y la proposicién [3.2.2
(la derivada schwarziana conserva signos por composicién).

Como era de esperar, es necesaria una version global de la propiedad RN para asegurar
atracciéon global. Demostramos entonces un importante resultado : si una aplicacién
posee como mucho un punto critico (extremo relativo) y su derivada schwarziana es negativa,
entonces la atraccion local es suficiente para garantizar que el atractor es global.

Si bien se pueden obtener resultados méas generales que los vistos anteriormente, creemos
que este enfoque no resultaria tan gratificante. En su lugar, en la seccién |3.4] recurrimos a
hipdtesis sobre el espacio de fases. De hecho, si el intervalo I es compacto, es posible probar
un potente resultado demostrado por Coppel (teorema. En él se obtiene la convergencia
de toda trayectoria a algin punto fijo, bajo suposiciéon de no existencia de érbitas periddicas
de periodo mayor que 1. Merece la pena destacar que no son necesarias condiciones sobre
la derivabilidad de f para llegar a este resultado. Como consecuencia (corolario , sil
es compacto, un punto fijo es atractor global si y solo si es el inico punto peridédico de la
aplicacion f.

Terminamos el cuerpo del trabajo estableciendo un resultado con el cual aseguramos que
la no existencia de ciclos de orden 2 garantiza la no existencia de ciclos de cualquier otro
periodo mayor que 1 (proposicién , simplificando las hipdtesis en el teorema . De
acuerdo con esto, para ver que un punto fijo a es atractor global de un sistema dinamico
discreto con espacio de fases compacto solo tenemos que comprobar la igualdad

{rel: fAx)=a}={xel: f(x)=1a}

y ver que ambos conjuntos son degenerados en un punto. En otras palabras, si ambas ecua-
ciones

fia) ==,

flz) =,

tienen exactamente una (y por tanto la misma) solucién, entonces esta solucion es el atractor
global del sistema dindmico discreto {I, f} (recordemos que el teorema [1.2.6] garantiza la
existencia de al menos una solucién en estas ecuaciones).

Para concluir esta memoria, exponemos en el anexo[A]dos de los principales teoremas de la
dinamica discreta unidimensional, que, pese a estar fuera de nuestro alcance, es casi “obliga-

torio” incluirlos en un trabajo como éste. Hablamos, por supuesto, del teorema de Sharkovsky
(apéndice [A.1)) y de la definicién de caos dada por Li-Yorke (apéndice |A.2). Para amenizar



la lectura, excluimos sus demostraciones y anadimos unas breves anotaciones historicas. Por
ultimo, pero no menos significativo, se incluye un importante teorema de clasificacion de
funciones continuas del intervalo demostrado por Smital en los ochenta (apéndice |A.3)).



Abstract

The aim of the present work is to collect all the essential results on local and global
attraction in interval dynamics. Since this is the first, more natural, and simplest problem
to deal with in the area, it can also be seen as a beginner introduction to the theory of one-
dimensional discrete dynamical systems. Although students of the degree in Mathematics of
our university are not acquainted with this subject, its relative simplicity and great scientific
interest makes it, in our opinion, an excellent choice for a work like the present one.

Novelty is the most striking aspect of the theory of discrete dynamical systems. The interest
in discrete dynamics grew spectacularly in the sixties, after the discovery of two of the
“crown jewels” of the theory, Sharkovsky’s theorem and chaos in the sense of Li-Yorke.
Modern computers played also an important role, helping to discover amazing mathematical
phenomena that had laid hidden until then.

In contrast to one-variable differential equations, discrete dynamics in dimension one often
features unpredictable (“chaotic”) behaviour; moreover, this dynamical complexity not only
arises in theoretical models but also in concrete applications. This is a fascinating issue, but
it is probably too hard for a beginner in the subject. Instead, we will concentrate in the
simplest (but still far from trivial) problem of all: elucidating when a fixed point may attract
the orbits of all neighbouring points, or even all points. Only standard classical analysis
tools, easily available to any pregraduate student, will be used in the work. In return, with
the sole exception of appendix [A] we will provide complete and (we hope) readable proofs of
all results herein.

For starters, a short introduction to general dynamical systems is given, first classifying
them according to the nature of their sets of time, and then deriving discrete dynamical
systems as a particular case. We will focus our attention in those discrete dynamical systems
{I, f} having a continuous evolution function f, and always restrict ourselves to the simplest
phase space, that is, when [ is a subinterval of the real line.

Following on, the main graphical tool in discrete dynamics in dimension one (the cobweb
plot) is introduced. The non-specialist reader is strongly encouraged to resort to it when
trying to understand a particularly subtle result, concept or proof. Then we present the
notion of fixed point: a point x € I such that f(z) = z (graphically, fixed points are the
intersection points between the straight line y = x and the curve y = f(x) in the cobweb
plot). Fixed points will be the central object of our study, which starts with some basic results
of existence and characterization (theorems [1.2.6/ and |1.2.7). Also, we list here several basic
notions: orbit, trajectory, cycle and periodic point, among others.

We conclude the first chapter with the contraction mapping theorem (theorem , a
result from classical analysis that is a particular case of the Banach fixed point theorem.
When translated to the one-dimensional setting can be seen as the first nontrivial result in
the theory of global attractors. While still useful, it requires some strong assumptions not
often found in applications; finding weaker and more practical conditions for global attraction
will be our main challenge in this work.
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As already indicated, the core of the memoir (chapters [2[ and [3)) is devoted to local and
global attraction for one-dimensional discrete dynamical systems. Thus we begin by defining
precisely these notions and introducing some related concepts (stable and unstable fixed
point, repeller, etc.).

In contrast to what it is usually done in the standard monographs on the subject, we will
only study these properties in the case of fixed points. True, some of our results can be easily
generalized to periodic orbits of any period, basically taking advantage of the fact that if a
point is periodic of period n for a map f, then it is a fixed point of the n-th iterate of f. We
have chosen not to do this for the sake of simplicity. Still, as we will see later, periodic orbits
(specially those of period 2) have an important say as far as global attraction is concerned.

Firstly, we focus on the local case. Chapter [2| collects a number of results and criteria
clarifying when a fixed point is stable or a local attractor. We begin by establishing some
criteria based on the differentiability of f (section ; our aim is to emphasize that the
dynamical behaviour of the orbits near a fixed point is closely related to the analytical
properties of the map.

After this we go further, assuming no differentiability properties for our map. Surprising
enough, it turns out that local attraction can be characterized by a purely topological pro-
perty. In this way, we arrive to the second important result of this work: the characterization
of local attractors (theorem . As a consequence, a necessary condition for local at-
traction (the so-called NF'-property) is identified. After adding to this condition some extra
hypotheses (easy to check in practice) a number of sufficient criteria for local attractivity
arise, as listed in paragraph [2.3.1] Then, as a consequence, we arrive to the remarkable result
closing the chapter: all locally attracting fixed points are stable. While this may seen a natu-
ral or even obvious fact, it is important to stress that is a purely one-dimensional property:
maps from the plane into itself, for instance, need not have it.

After completing our study of local attraction, we turn our attention to the theory of
global attractors (chapter . In this last chapter the main results in this area will be proved
in detail. They are of special interest as they are often used in applications (specially that
concerning the schwarzian derivative). Of course, a global attractor is local as well, so much
of we have said before still stands true. Now we want to know under what conditions a local
attractor is indeed global.

To begin with, global attractors can be characterized very much in the same fashion as local
attractors earlier. The schwarzian derivative, an essential tool in one-dimensional dynamics
first used by Allwright and Singer in 1978, is then studied in deep in section [3.2] In parti-

cular, the Minimum Principle (theorem [3.2.4)) and proposition (the sign of schwarzian
derivative is preserved under composition) are proved there.

Not surprisingly, a global version of the NF-property is needed to ensure global attraction.
Now a very nice result holds (theorem [3.3.3): if a map has at most one critical (turning)
point and its schwarzian derivative is negative, then local attraction is sufficient to guarantee
that the attractor is global.
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While more general results than those previously described can be obtained, we do not feel
that this is a particularly rewarding approach. Instead, in section the emphasis is put on
the phase space itself. Indeed, if the interval I is compact, then it is possible to prove a very
powerful result due to Coppel (theorem . It states that if a map has no periodic orbits
of periods greater than 1, the all trajectories converge to fixed points. It is worth emphasizing
that no differentiability conditions must be imposed on f. As a consequence (corollary,
a fixed point is a global attractor if and only if it is the only periodic point of the map f.

We complete the main body of this work formulating a proposition that ensures that the
nonexistence of cycles of order 2 implies that there is no cycle of any order except 1, thus
simplifying the statement of theorem According to this, to show that a fixed point « is
the global attractor of a discrete dynamical system with compact phase space we just have
to check the equality

{rel: fA)=a}={xel: f(x)=1a}

and show that this set consists of the single point a. In other words, if both equations

fia) ==,

and
f(z) ==,

have exactly one (and hence the same) solution, then this solution is the global attractor
of the discrete dynamical system {/, f} (recall that by theorem the above-mentioned
equations always have at least one solution).

To conclude this memoir we recall two of the landmarks of one-dimensional discrete dy-
namics in appendix [A} this is beyond our bounds but it is almost “compulsory” in a work
like this. We are speaking, of course, of Sharkovsky’s theorem (appendix , and Li-Yorke’s
definition of chaos (appendix . To ease the reading, detailed proofs are generally avoided
and some brief historical remarks have been included. Last, but not least, an important clas-
sification theorem of continuous mappings of the interval proved by Smital in the eighties is

added as well (appendix |A.3]).
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Introduccion

Desde la segunda mitad del siglo XX estan apareciendo nuevas disciplinas dentro de las
matematicas convencionales. Estos nuevos campos de estudio surgen debido a la aparicion
de las nuevas tecnologias y demads herramientas sofisticadas de calculo, y la consiguiente
necesidad de adaptar las matematicas a estos ambitos para aportar todos sus conocimientos.
Una de estas nuevas doctrinas son los sistemas dinamicos.

La dinamica es la ciencia que estudia la evolucion de un sistema con respecto al tiempo,
dando a conocer el comportamiento asintotico del mismo, es decir, hacia qué estado tiende el
sistema. Surgen asf las nociones de caos y estabilidad de un sistema, como si del yin y el yang
de la dindmica se tratasen. Desde un punto de vista puramente tedrico, al cientifico le interesa
saber el proceder del sistema en cualquier tiempo o intervalo de tiempo, no dejando “huecos”
en su estudio. A veces, esta metodologia es imposible de llevar a cabo en la practica. Surge
asi la necesidad de elegir dénde interesa estudiar y conocer el comportamiento del sistema.
De esta necesidad de eleccion aflora la aparicion de la particion del tiempo, que no es mas
que una forma de discretizarlo, dando lugar a lo que conocemos como dinamica discreta.

La dindmica discreta tiene sus origenes en el siglo XIX (e incluso antes). Sin embargo, no
es hasta bien entrado el siglo XX cuando se desata un verdadero interés por esta rama de las
matematicas. Uno de los principales usos de la dindmica discreta es adaptar los conocimientos
tedricos matematicos a la practica. Mencion especial al respecto merecen los métodos numeéri-
cos. La gran mayoria de métodos numéricos tienen como fundamento la idea de particién del
tiempo, convertir algo infinito e incontable en algo finito (de un tamano considerable, eso es
cierto, pero finito al fin y al cabo) y contable, y “facilitar” asi los cdlculos aplicados.

Una de las herramientas mas tutiles de las matematicas son las ecuaciones diferenciales
(y de forma mds general, las ecuaciones en derivadas parciales), bésicas en la modelizacién
matematica. En el argot que asumiremos en este trabajo, las ecuaciones diferenciales son
un tipo de sistemas dindmicos donde el espacio de tiempos es continuo. El principal proble-
ma que plantean estas ecuaciones es que no se dispone de soluciones analiticas para todas
(entiéndasenos, existen brillantes resultados que aseguran la existencia de soluciones de la
gran mayoria de ecuaciones diferenciales, pero no asi que dicha soluciéon tenga nombre en el
lenguaje matematico). No obstante, la ecuacién de por si puede aportar més significado al
modelo que su soluciéon. No es tan importante encontrar dicha solucién si poseemos herra-
mientas para poder simular su comportamiento. Entran en juego entonces los ya mencionadas
métodos numéricos, en cuyo trasfondo tedrico se hallan los sistemas dindmicos discretos.

13



INTRODUCCION 14

Existen ademas muchos procesos en las ciencias aplicadas que no se pueden modelar me-
diante sistemas continuos. Una gran cantidad de modelos mateméaticos para la biologia o la
economia se basan en sistemas dinamicos discretos. El més famoso, el logistico, viene dado
por

ho(zy) = ax, (1 — x,) a € [0,4],

y suele aplicarse a poblaciones de cardcter estacional (pensemos en los molestos mosquitos
del verano). Aqui, sin duda, tiene mucho més sentido hacer un conteo anos por ano que un
estudio continuo.

Mucho han tenido que ver también los modernos ordenadores en el reciente interés por la
dindmica discreta. Segin autores tales como Richard A. Holmgren, los sistemas dindmicos
discretos son esencialmente funciones iteradas, y si hay algo que los ordenadores sepan hacer
bien, es iterar. El ordenador dio sencillez al uso de los métodos numéricos, es cierto, pero
también generd un gran desconcierto cuando puso de manifiesto comportamientos hasta en-
tonces no imaginados. Surge asi el deseo de intentar explicar estos procesos “cadticos”, lo que
ha generado toda la doctrina de la que aqui solo se expondra una pequena parte. Hablamos,
como se ve, de una disciplina altamente no trivial y con grandes aplicaciones précticas: jno
es de extranar que haya suscitado el interés de la comunidad matematica!

Este trabajo es una coleccion de resultados clasicos de dindmica discreta unidimensional,
y podria servir de introduccién a esta disciplina a un neéfito en la misma. No es nuestra in-
tencién complicar la lectura con dificiles resultados y complejas demostraciones; no obstante,
como buena introduccién que esperamos que sea, intentaremos ser lo mas riguroso posible en
nuestros calculos. Centraremos nuestro estudio en el problema mas sencillo de todos, aunque
no por ello ni mucho menos trivial: analizar la dindmica provocada por la atraccion a puntos
fijos.

La lectura de este trabajo es completamente lineal: comenzamos estableciendo los cono-
cimientos basicos de esta teoria, a partir de los cuales vamos desarrollando nuestro estudio,
estableciendo condiciones de atraccién (es decir, convergencia de las trayectorias generadas
mediante iteraciéon que comienzan en cualquier punto del sistema), en primer lugar local
(es decir, en un determinado entorno del punto), para después poder formular los grandes
teoremas de la atraccién global (esto es, en todo el sistema). Como anadido, se establece
un apéndice donde se dan a conocer dos de los resultados “estrella” de la dindmica discre-
ta unidimensional: el teorema de Sharkovsky y el teorema de Li-Yorke, junto con algunas
consecuencias de los mismos.

Alejandro Huertas Lépez
Murcia, junio de 2014



Capitulo 1

Nociones basicas y primeros
resultados

1.1. La nocion de sistema dinamico

Comenzaremos este trabajo dando a conocer al lector las nociones basicas de sistema
dindmico y, en particular, de sistema dindmico discreto (s.d.d. para abreviar):

Definicién 1.1.1. Un sistema dindmico es una terna (S,T, ) formada por un espacio
topoldgico S, llamado espacio de fases, un semigrupo aditivo T de R (con elemento neutro),
llamado espacio de tiempos y una aplicacion

O:T xS —S
que satisface:
1. ® es una aplicacion continua.
2. ®(0,z) =z, para todo x € S.
3. O(t,(s,x)) = P(t + s,x), para todo t,s € T, y todo x € S

A la aplicacion ® se le conoce como evolucion del sistema.

De una manera menos formal, un sistema dindmico es una manera de describir la evolucién
en el tiempo de todos los puntos de un sistema S. Un semigrupo aditivo 7" de R es un
subconjunto de R cerrado para la suma que contiene al 0. Con esta definicion, el espacio de
tiempos T puede ser tanto un subconjunto discreto de R (los niimeros naturales, por ejemplo)
como un intervalo o unién de intervalos de R. La aplicaciéon ¢ determina la evolucién del
sistema con respecto al tiempo, propiciando todos los cambios que desarrolle el sistema en
un futuro.

Acabamos de ver una clasificacién béasica de los sistemas dinamicos segin la naturaleza
del espacio de tiempos T'. Diremos que un sistema dinamico es continuo cuando su espacio
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NOCIONES BASICAS Y PRIMEROS RESULTADOS 16

de tiempos sea R, RT U {0} o R~ U {0}, principalmente. Un sistema dindmico se conside-
rard discreto cuando el espacio de tiempos T sea Z, ZT U {0}, Z~ U {0}. Es fécil ver que el
flujo de un sistema de ecuaciones diferenciales lineal y auténomo

Y = AY,

con A € M,,,.,,(R) genera un sistema dindmico continuo, donde el espacio de fases es R™, el
espacio de tiempos es R y el flujo del sistema diferencial es la evolucion del sistema dinamico.
Se puede mejorar este resultado para un sistema Y’ = F(Y), con F : Q@ C R* — R"
y F € C*(Q), anadiendo hip6tesis sobre el dominio de definicién de las soluciones. Esto
ultimo establece un primer contacto entre la teoria de ecuaciones diferenciales y los sistemas
dindmicos.

1.2. Sistemas dinamicos discretos

Mas arriba se ha dado una ligera intuicion de lo que es un sistema dinamico discreto. Los
sistemas dindmicos discretos en los que centraremos nuestra atencién son aquellos en los que
el espacio de tiempos es numerable. Mas en particular, nos centraremos en sistemas en donde
el espacio de tiempos serd N U {0}.

Obtenemos un primer resultado interesante para este tipo de sistemas dindmicos discretos:

Teorema 1.2.1. Sea (S,N U {0}, ®) un sistema dindmico discreto. Entonces erxiste una
funcion continua f: S — S tal que

®(n,z) = f"(zr) Vres.
Entendiéndose por f™ la composicion de f n veces y f° = Id.
Demostracion.
Definimos la aplicacion f de forma natural como sigue:
f(z) :=®(1,2)

para cada = € S. Es claro que f es continua (por definicién, ya que ® lo es). Por otro
lado, y haciendo uso de las propiedades de ®, se tiene que

Fa) = (fo fla) = f(f(2)) = @1, f(2)) = 2(L, (1, 2)) = (2, 7).
Actuando por induccién y suponiendo cierto para n — 1,
fi(@) = f(f" (@) = (L, 2(n — Lx) = (n, 2),
lo cual es cierto para cada x € S y para todo n > 0. Para el caso n = 0 se sigue que
0(0,2) =z = f(z),

lo cual se toma por convenio.
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En lo sucesivo y en todos los sistemas dindmicos discretos que consideremos, T = NU {0}
y S serd un intervalo de la recta real R. Por lo tanto, y en virtud del teorema anterior,
formalizamos la definicién de sistema dinamico discreto como sigue:

Definicién 1.2.2. Sea I un intervalo contenido en R que contiene al menos dos puntos
distintos y sea f : I — I una funcion continua. La dupla {I, f} se conoce como sistema
dindmico discreto sobre I de primer orden y autonomo.

Un s.d.d. es de orden k si x; = f(xo, 1, ..., Tk_1), 0, de forma més general,

Tp+k = f(xnaxn-‘rla 'Hyl'n—i—k—l)‘

Decimos también que el sistema es auténomo si el tiempo no influye de forma explicita en la
definicién de la funcién de evolucién f. El sistema es no auténomo si f = f(n,x,).

Surgen varias observaciones a tener en cuenta a partir de la definicién anterior. En primer
lugar, es directo comenzar a clasificar los s.d.d. en funcion del tipo de aplicacion que los
define. Asi, diremos que un s.d.d. {I, f} es lineal si f es lineal; afin si f es afin; y no lineal
si f es no lineal. Por otro lado, a partir de un s.d.d. {I, f} y un valor inicial zy € I, queda
univocamente determinada una sucesion x,, definida por recurrencia como sigue:

Tpt1 = f(xn) n e N>

para la cual

T = f(%),
Ty = f(x1) = f(f(zo)) = (fof)(zo),
fh o= [(tes) = - = F(F(f@o))) = (Fofo..of)(wo),

donde todas las evaluaciones de f se encuentran bien definidas ya que f(I) C I. Siguiendo
la nomenclatura utilizada en la demostracion del teorema [1.2.1] la n-ésima iteracion de f la
denotaremos como f". Luego por el comentario de arriba, se tiene que

Ty = f"(zo) VneNlN.

Surge asi la definicién de orbita y trayectoria:

Definicién 1.2.3. Sea {I, f} un s.d.d., la sucesion

(X0, X1y ey Ty o) = (0, f(x0), oony [ (20), -.)

se conoce como trayectoria (o solucidon) del s.d.d. correspondiente al valor inicial x¢. La
denotaremos como (I, f,xq). Al conjunto de puntos que constituyen esta trayectoria se le
conoce como orbita del s.d.d. correspondiente al valor inicial xq:

{zo, 1, .0y T, ... } = {0, f(x0), ..., [ (x0), ...}

De igual forma, se define el diagrama de fases del s.d.d. {I, f} como el conjunto de
todas las orbitas del sistema al variar xg € I.
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Es frecuente tomar como sinénimos orbita y trayectoria. Nuestra intencion es hacer notar
la distincion entre la trayectoria (la sucesién de puntos surgidos al iterar f) y la orbita (el
conjunto de todos estos puntos) del s.d.d. correspondiente a un valor inicial. Utilizaremos
ambas nociones sin distinciéon cuando no sea relevante distinguir entre conjunto y sucesion.
La diferencia entre estas dos se hara mas notable cuando introduzcamos la nocién de 6rbita
periddica. Antes, veamos que es de destacada utilidad para la comprension de la nocién
de 6rbita de un sistema el uso de graficas. Una forma muy usual de visualizar érbitas es
mediante la iteracién grafica, tal y como detallan en [8]. Este procedimiento es usualmente
llamado en la bibliografia como dibujo en telarana. La idea es sencilla: superponemos en la
misma grafica la curva y = f(x) y la recta diagonal y = . Comenzamos en el punto (xg, o)
en la recta diagonal y dibujamos una recta vertical que corta la grafica de f en el punto
(xo, f(x0)) = (x0,x1). Realizamos una recta horizontal que corta de nuevo en la diagonal en
el punto (z1, 1), e iteramos el proceso llevado en (zg, zy). Podemos observar que en el eje-x
este proceso da lugar a la sucesion {zg, z1, ..., Ty, ... }. Visualmente, el método de la iteracién
grafica queda como sigue:

y=x

y=7(x)

El astuto lector se habra fijado que en la figura anterior hay un punto especial donde se
cortan la curva y = f(x) y la recta y = x, donde, como es obvio, si hubiésemos empezado a
iterar desde ese punto, no nos habriamos movido de él. Este tipo de puntos, en analogia con
los puntos criticos en ecuaciones diferenciales, tienen una vital importancia en la teoria de
sistemas dinamicos discretos.

Definicién 1.2.4. Dado un sistema dindmico discreto {I, f}, un punto o € R se llama
punto de equilibrio (o punto fijo) para el s.d.d. si

a= f(a), ael.

Obviamente, si « es un punto de equilibrio para el s.d.d. {I, f}, entonces « es un punto
fijo para el s.d.d. {I, f"}, para todo n € N. Como ya se ha mencionado antes, la trayectoria
de un punto fijo a viene dada por (I, f, ) = (o, o, v, ...). A este tipo de trayectorias se les
llama estacionarias.

De forma més general, si para un cierto zy € I existe un n tal que f"(zg) = « , siendo «
un punto fijo del sistema, entonces a su trayectoria se le llama finalmente estacionaria:

’7(]7f7 CCO) = (an f($0)7 f2(.l’0), “'7fn_1(x0)7a7047 )7
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es decir, la trayectoria del punto x( llega a un punto fijo y se hace estacionaria.

Definicién 1.2.5. Sea {I, f} un s.d.d. Un ciclo de orden s (u 6rbita periddica de
periodo s) es un conjunto de s valores de I, {xg, x1,...,xs_1}, distintos entre si, que verifican

Ty = f(l'o), Ty = f($1), vy Tg—1 = f($3—2), Ty = f(l’s—1)

y s es el menor valor para el que ocurre esto.
Andlogamente, decimos que un punto p € I es un punto periddico de periodo s si
pertenece a una orbita periodica de periodo s.

En estas condiciones, es claro que la trayectoria de un punto periédico de periodo s es:

Y, f,20) = (T, X1, T2y ey Ts—1, Ty T1y Ty ooy Tg—1, Ty o)

Volviendo a la distincion entre érbita y trayectoria, en el caso anterior, mientras que la trayec-
toria serfa (g, 1, X2, ..., Ts_1, L0, L1, T2, ...y Ts_1, X0, --.), SU Orbita serfa {xg, 1, Ta, ..., Ts 1}, y
por ser un conjunto, no importaria el orden en el que se diesen.

Al igual que ocurre con los puntos fijos, decimos que una orbita que comienza en un punto
xo de un s.d.d. es finalmente peridédica de periodo s si existe h € N y un conjunto de
puntos {ag, aq, ..., as_1} distintos entre si tal que

Th = Oy, Th41 = 01, ..., Thys = O,

es decir, la trayectoria de xy “cae” en una Orbita periddica de periodo s donde permanece
para todo tiempo posterior.

Es el momento idoneo para hacer una breve parada. En este trabajo, hemos de tener
siempre presente el paralelismo existente entre puntos fijos y puntos periédicos: sea {I, f} un
s.d.d., todo punto fijo es un punto periédico de periodo 1 y todo punto periédico de periodo
s es un punto fijo para el s.d.d. {I, f*} (en realidad, es un punto de equilibrio para {I, f*},
con k > 1).

Muchos autores hacen uso de esta equivalencia y iinicamente realizan un estudio de érbitas
periddicas, dejando el estudio de puntos de equilibrio como un caso particular. Aqui, actua-
remos de forma contraria: basandonos en esta dualidad, nos centraremos en el estudio de
puntos fijos del sistema, escudandonos en que tienen un punto de vista mas atractivo en las
aplicaciones y dejaremos el estudio de puntos periédicos como una generalizacion. Haremos
mencién a esta dualidad entre puntos fijos y puntos periddicos en los futuros resultados donde
creamos que es importante remarcar este hecho.

Nuestro objetivo ahora es calcular cudndo un punto cualquiera de un s.d.d. es un punto
fijo y bajo qué condiciones una orbita sera periddica. Antes de nada, debemos garantizar la
existencia de puntos fijos para un s.d.d. Se tiene que, bajo la definicién de s.d.d. (se
da por supuesto que f: I — [ siempre serd continua), solo es necesario que el intervalo de
definicion I sea cerrado y acotado para asegurar la existencia de puntos fijos.
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Teorema 1.2.6. Sea {I, f} un s.d.d. con I = [a,b] compacto. Entonces eziste un punto
a €1 tal que a« = f(a). Luego v es un punto fijo para el s.d.d. {I, f}.

Demostracion.

Consideramos la funcién g(x) = z — f(z), la cual es continua en I por ser diferencia de
funciones continuas en I. Como f(I) C I, se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

gla) =a— f(a) 0 <b— f(b) = g(b),

va que f(a) € [a,b] luego f(a) > a por ser a infimo de Iy f(b) € [a,b] luego f(b) < b
por ser b supremo de I.

Por lo tanto, se tiene que, o g(a) =0, 0 g(b) = 0 o, si no se da ninguna de éstas, por el
teorema de Bolzano sobre la existencia de ceros para funciones continuas con extremos
negativos y positivos, existe ¢ € (a,b) tal que g(c¢) = 0. Luego, ya valga cualquiera
de las anteriores, se ha demostrado la existencia de un « € [a,b] tal que g(a) = 0, o
equivalentemente, f(a) = a.

O

Con este teorema hemos probado la existencia de puntos fijos para cualquier s.d.d. donde
el espacio de fases sea cerrado y acotado. Las tesis de este teorema son totalmente necesarias,
ya que, si I es abierto o no acotado, no tenemos garantizada la existencia de puntos fijos,
como ocurre, por ejemplo, con los s.d.d. {R,e*} y {(0,7),senz}.

Se puede apreciar que el resultado anterior|1.2.6|es un caso particular del teorema del punto
fijo de Brouwer, el cual afirma que en un espacio euclideo, cualquier aplicacién continua de
una bola cerrada en si misma admite un punto fijo (ver [6]). Probamos ahora un resultado
con el que se conectan las nociones de punto fijo y limite de una sucesion.

Teorema 1.2.7. Sea A C R no vacio y f : A — A una funcion continua. Dado un punto
g € A y la sucesion definida por recurrencia rn,y1 = f(x,), n € N, si existe | = limx,, y
n

[ € A, entonces | es un punto fijo de f.

Demostracion.
Teniendo en cuenta que si x,, — [ € A, entonces x,, 11 — [, tenemos que:
[ =limz, =limz,,; =1lim f(z,) = f(limz,) = f(I),
n n n n

habiendo utilizado en la pentltima igualdad que f es continua. Esto termina la demos-
tracion.

]

A partir del resultado anterior, podemos establecer que para un s.d.d. {I, f} el conjunto
de todos los limites finitos en I de las sucesiones z, 11 = f(x,), con xy € I estd contenido
dentro del conjunto de puntos fijos del s.d.d. Pero es mas, como la trayectoria de un punto
fijo es él mismo, se da la inclusién contraria, por ser obviamente, limite de esa sucesién. En
otras palabras:

{lel: l:h;rlnxn, roel}={lel: f(l)=1}.
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Luego, si nuestro interés es calcular los puntos fijos de un s.d.d., es un buen comienzo
empezar por calcular los limites de las sucesiones x,.; = f(x,) para cada zy € I, centrando
nuestro interés en aquellos limites que se encuentren en I. No estableceremos en este trabajo
las condiciones de convergencia para sucesiones reales, ya que no es nuestro objetivo. Si el
lector estd interesado en este tema, puede recurrir a [I1], donde se exponen los conocimientos
bésicos de los que aqui haremos uso. No obstante, si es de interés hacer mencién del siguiente
teorema, del cual nos serviremos explicitamente mas tarde y cuya demostracién, pese a no
ser objetivo de este trabajo, exponemos aqui por simplicidad:

Teorema 1.2.8. Toda sucesion real mondtona creciente (resp. decreciente) y acotada supe-
riormente (resp. inferiormente) posee limite finito.

Demostracion.

Sea (z,) una sucesién creciente y acotada superiormente y p = sup{z, : n € N}.
Veamos que la sucesion converge a . Dado € > 0, por definiciéon de supremo existe
m € N tal que p — € < x,,,. Pero entonces, para n > m se tendra que

p—e< Ty <z <p<pte

de donde haciendo tender n — oo, se obtiene que limz, =
n

Si (x,,) es una sucesién decreciente y acotada inferiormente, entonces (—x,,) es creciente
Y
y acotada superiormente, obteniendo el caso de arriba y por tanto, el resultado.
O

1.3. El teorema de la funcion contractiva

Hemos visto que la existencia de puntos fijos para un s.d.d. {I, f} es fécil de verificar. Las
hipdtesis para ello no son de gran exigencia. La busqueda de puntos fijos es otra historia
aparte. Como también hemos visto, podemos comenzar nuestra andadura calculando los
limites de las sucesiones recursivas x,.1 = f(z,), con xy € I, aunque varios inconvenientes
se nos plantean: en primer lugar, debemos garantizar la existencia de limites finitos que
pertenezcan a I, y en segundo lugar, no nos garantiza encontrar todos los puntos fijos para
el s.d.d. (ni siquiera nos garantiza encontrar alguno).

Es necesario, por lo tanto, establecer nuevas hipétesis, esta vez sobre f, para poder encon-
trar de forma explicita estos puntos. Podemos suponer una derivabilidad de orden alto, pero
nuestro interés es hilar fino, tan fino como seamos capaces.

Definicién 1.3.1. Sea I C R un intervalo. Decimos que una funcion f : I — I es una
funcién contractiva si existe una constante T < 1 tal que

If(x) — fly)] < 7lr—y| Vo,yel
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Podemos ver que toda funcién f € C'(I) (esto es, derivable con derivada continua en I)
para la cual existe 7 tal que

| ff(z) | < 7<1 Vo el

es una funcién contractiva. Veadmoslo:

Dados a,b € I, por el teorema del valor medio de Lagrange, existe ¢ € I tal que

f(b) = f(a)

I IO

y despejando se obtiene el resultado.

El teorema que exponemos a continuacion y que da nombre a este apartado es un caso
particular del teorema del punto fijo de Banach, el cual se puede encontrar en [3].

Teorema 1.3.2 (Teorema de la funcién contractiva). Sea I un intervalo cerrado de R y
f I — I una funcion contractiva. Entonces, el sistema dinamico discreto {I, f} tiene un
unico punto fijo «.

Ademds, para cualquier o € I, se tiene que

limz, = «a,
n
donde x,+1 = f(x,). Por otro lado, vale la siguiente estimacion:

| f(x0> — Ty | 7

— <
|20 —al s 1—7

Demostracion.

Fijamos xy € I. Para cadan =1,2,...

Tpt+l — Tp | = Tp) — Tpn-1| S T | Ty — Tp-1
| | =1 f(xn) — f( | < 7|
e iterando, llegamos a

| Tpr — a0 | < 7" |21 — 20 |

Haciendo uso de la desigualdad triangular, llegamos a

h—1 h—1
| Tpah — T | < Z|$n+j+1—90n+j | < ZTWW |z —z0 | =
=0 =0

h—1
. 1—7h
:’1’1—1‘0|Tn§7']:|l‘1—:)30|7'n T
A 1—171
Jj=0
|z —20 |,
= -7 T
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Como 7 < 1, por la desigualdad anterior tenemos que la sucesién (x,) es de Cauchy
y por ser I cerrado, es convergente. Luego existe a € [ tal que limz, = «. Por la
n

continuidad de f,
f(@) = flimz,) = lm f(z,) = lim 2, = a,

por lo que « es un punto fijo. Es mas, « es el inico punto fijo del s.d.d., ya que si existe
otro & punto fijo, |« —a | =| f(a) — f(a) | £ 7| a—a| por ser f contractiva, luego
o= Q.

Por dltimo, si se fija n y se hace tender h — oo en la desigualdad

| T — x| < ’xl_%‘ ",
1—7
obtenemos | |
T T
| o — 'In | S i 7_0 nv

que es la estimacion del enunciado.
]

De nuevo, el lector se habra dado cuenta de que la hipétesis en el teorema anterior de que
I sea un intervalo no es necesaria, basta inicamente con que I sea un subconjunto cerrado

de R.

Antes de acabar esta seccion, hemos de hacer incapié en un ultimo detalle. Si consideramos
una funcién g : I — I, los ceros de esta funcién (es decir, los puntos z tal que g(zo) = 0)
son los mismos que los puntos fijos de la funcién f(x) = g(z) + x. Esto es, existe una
correspondencia biunivoca entre los ceros de la funcién g y los puntos fijos de la funcién f y,
por tanto, se da la igualdad

{rel:glx)=0t={xel: f(z)=uz}

En este sentido, una notable aplicacién del teorema de la funcién contractiva es que si
queremos buscar la raiz de una funcién g : I — I que satisfaga g € CY(I) y | 1 + ¢'(z) |
< 7<1l(o|1l—=¢g(x)| < 7<1),basta con considerar la funcién f(z) = x + g(z) (resp.
f(z) = x—g(x)), que por las hipéStesis es contractiva, y calcular el limite de la sucesién (z,,),
con x,.1 = f(x,) a partir de cualquier zy € I.

En las siguientes secciones comenzaremos con el estudio cualitativo de los puntos fijos de un
s.d.d. e introduciremos las nociones de punto fijo atractor y repulsor, que es el objeto central
de este trabajo. Estableceremos, a su vez, las condiciones necesarias para que un punto sea
atractor o repulsor, diferenciando entre atractores locales y globales, lo que da paso a las
teorias local y global de sistemas dinamicos discretos.



Capitulo 2

Teoria local de sistemas dinamicos
discretos

En esta seccion se introducird una primera clasificacion de los puntos de equilibrio en
funcién de la estabilidad. Comenzaremos, por tanto, dando a conocer la nocién de estabilidad
e iniciando la comparacién entre teoria local y teoria global. Obtendremos de esta forma
las nociones de atractor y repulsor, tanto local, como global. Continuaremos el capitulo
estableciendo condiciones de estabilidad y atraccién basadas en la derivabilidad de la funcion
de evolucién del sistema. Por ultimo, caracterizaremos los atractores locales, estableciendo
nuevos criterios a partir de esta caracterizacién y dando a conocer la imposibilidad de que
un punto fijo atractor sea inestable para funciones continuas.

2.1. La nocion de estabilidad

En este apartado daremos una bateria de definiciones con el fin de simplificar la notacién
y adecuar al lector a los diferentes tipos de estabilidad que vayan surgiendo. Comenzamos
dando una definiciéon formal de estabilidad.

Definicién 2.1.1. Un punto de equilibrio « del s.d.d. {I, f} se dice punto de equilibrio
estable (o simplemente, punto estable) si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si |vo—a| < 9§
y T, = f"(xg), conn €N, se tiene que

|z, —a| <€ Vn € N.

Por el contrario, diremos que « es un punto de equilibrio inestable (o simplemente,
punto inestable) si o no es estable. Es decir, si existe un €y > 0 tal que para cada § > 0
se pueden determinar xq € I y k > 0 que satisfagan

|z — ] <0, |z; — ] > €.
Pensemos detenidamente en la definicién anterior. Si a es un punto estable, tomando un
To cercano a «, la 6rbita de zy se mantendra cerca de « para todo tiempo futuro, es decir,

para todo n € N, f"(z¢) = z,, se mantendra préximo a «.

24
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A partir de ahora, nuestro interés recaera en aquellos puntos que sean estables. Damos
ahora la nocién de atraccion, tanto global, como local.

Definicién 2.1.2. Un punto de equilibrio o del s.d.d. {I, f} es un atractor global si para
cada xo € I, siendo x, = f"(xy), resulta

limx,, = a.
n

Definicién 2.1.3. Un punto de equilibrio o del s.d.d. {I, f} es un atractor local si eziste
n > 0 tal que, para cada xg € I N (a —n,a+ 1), siendo x, = f™(xg), resulta

limz,, = a.
n

Es decir, un punto de equilibrio es atractor local si atrae solo a los puntos que se encuentran
en un determinado entorno suyo, mientras que es atractor global si atrae a todos los puntos
del espacio de fases. Hemos de tener en cuenta que convergencia no tiene por qué implicar
monotonia, es decir, si una sucesiéon converge a un punto, no ha de converger de forma
monotona a él, sino que puede alternar valores proximos y lejanos en su trayectoria.

Definicién 2.1.4. Un punto de equilibrio o del s.d.d. {1, f} se dice globalmente (local-
mente) asintdéticamente estable si satisface

=« es estable;

» « es atractor global (local).

El lector se puede ver tentado a considerar redundante la definicion de punto localmente
asintoticamente estable, considerando que todo atractor local es estable. Esto no es cierto en
un principio (es més, en sistemas dindmicos discretos donde f no sea continua en el espacio
de fases, esto no es cierto en general).

Damos paso ahora a la tdltima definicién importante de este apartado.

Definicién 2.1.5. Sea {I, f} un s.d.d. Un punto fijo o es un punto de equilibrio repulsor
si existe un entorno U de « tal que para todo x € U\ « eziste algin n > 1 tal que f™(x) € U.

Hemos de tener en cuenta que la definicién de repulsor no implica que la trayectoria de un
punto x cercano a « se aleje de & de un N > 1 en adelante. Dicha trayectoria puede volver.

No hemos de confundir entre punto repulsor e inestable. Cierto es que si un punto fijo es
repulsor, entonces es inestable. Sin embargo, la implicaciéon opuesta no es cierta en general.
Recordemos que la inestabilidad es la negacion de la estabilidad, y basta con que el punto
fijo repela a un solo punto para ser inestable. A modo de ejemplo, el lector puede comprobar
que el punto fijo @ = 1 es inestable pero no repulsor en el s.d.d. {R, x? — z + 1}.

Por ultimo, cabe destacar que la repulsiéon no es la negacién de la atracciéon, es decir,
existen puntos fijos estables que no son ni atractores ni repulsores. Por ejemplo, el punto fijo
a =0 para el s.d.d. {R, —x} es estable, pero no es ni atractor, ni repulsor.
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Ya se ha hecho mencién antes al paralelismo que existe entre los puntos fijos y puntos
periddicos para un s.d.d. Recordemos que todos los puntos de una érbita periddica de periodo
s para el s.d.d. {/, f} son puntos de equilibrio para el s.d.d. {I, f*}. Las nociones anteriores
se generalizan de manera natural a 6rbitas periddicas. De esta forma, obtenemos la siguiente
definicion:

Definicién 2.1.6. Una orbita periodica {ag, o, ..., as—1 } de periodo s se dice orbita estable

para un s.d.d. {I, f} si los puntos ag, aq, ..., as_1 son puntos estables para f*.

Disponemos ya de las nociones necesarias para establecer nuestros criterios de convergencia
y estabilidad de orbitas. Pasamos ahora a dar dichos resultados.

2.2. Condiciones de estabilidad basadas en la derivabi-
lidad

Cuando una funcién f: I — I es de clase C"(I) (es decir, derivable n veces con funcién
derivada n-ésima continua) es posible obtener informacién de la estabilidad y/o estabilidad
asintética de los puntos de equilibrio del s.d.d. {I, f}.

En lo sucesivo, hay que tener en cuenta que nuestro intervalo de definicién es
I=<ab>= {[a,b], (a,b],[a,b), (a, b)},

siendo a > —oo y b < 400, y salvo que se diga de forma explicita, todas las pruebas que se
hagan valdran para cualquiera de estos casos. De igual forma, hemos de tener en cuenta que
cuando a, b son finitos y se encuentran en I, los puntos fijos que consideremos pueden ser
éstos (salvo que se explicite otra cosa), siendo la prueba igual (o incluso més sencilla) para
estos casos.

Teorema 2.2.1 (Condicién de estabilidad de primer orden). Sea « un punto fijo para el
s.d.d. {I,f} y f de clase C'. Entonces

w si|f'(a)] < 1, a es localmente asintoticamente estable;
w si|f'(a)] > 1, a es repulsor.

Demostracion.

» Supongamos que |f'(a)] < 1. Por ser f’ continua existe d > 0y r < 1 tal que
|f'(x)] <r <1 paratodoz € (o —d, + d). Aplicando el teorema del valor medio de
Lagrange, para z,t € (« — d, a + d) existe un z* tal que

() = FO = [ (@) |z —t] <7z — 1. (2.1)

Veamos en primer lugar que si zg € (o — d, o+ d), entonces para todo k, f*(z¢) = 23, €
(v — d, @ + d). Actuaremos por induccién. El caso k = 1 se sigue de

| f(wo) — a|=] f(zo) — fla) [Sr|mo—al<d
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ya que r < 1y por (2.1). Supongamos ahora que f"(xg) € (o — d,a + d) y nos
preguntamos por f""!(zy). Esto se sigue de

| [ (@o) — o [=] f(f™(x0)) = fla) [< 7| f(w0) —a|< d

Para ver la estabilidad de a comprobaremos que se verifica la definicion [2.1.1} Sea € > 0
y tomando § = min{e, d}, tenemos que si | 29—« |< § < d, entonces xy € (a—d, a+d),
luego por lo anterior,

| fM(zo) —a|<r | " Hxo) —al< ... <15 <€ (2.2)
al ser r < 1y 0 <e. Luego a es estable.

n

Ademas, por 1} se tiene que como limr"™ = 0 por ser r < 1, « es atractor local y
por tanto, localmente asintéticamente estable.

» Supongamos ahora que |f’(a)] > 1. De nuevo, por la continuidad de f" existe un
m > 1yd>0tal que |[f'(z)] > m > 1 para todo x € (o« — d,a + d). Aplicando el
teorema de Lagrange, si z # oy x € (a« — d,a + d) entonces f"(x) no puede pertener
al intervalo (a — d, « + d) para todo n ya que

| f(@) —al=] f(2) = o) [zm | 7N z) = @) [ 2m™ o —al

y se tiene que limr" = +oo y |z — a |[#£ 0.
]

Podemos ver la gran relevancia del anterior problema en el estudio cualitativo de puntos
fijos para un s.d.d. Sin embargo, la pregunta que nos debe surgir ahora es: ;Qué hacer
cuando |f'(a))] = 1?7 El teorema no recoge esta posibilidad con las hipdtesis impuestas,
luego debemos buscar informacién de otro lado. Existen varias formas de actuar frente a
este problema, entre las cuales la mds usada es suponer derivabilidad de segundo orden (es
decir, que f € C?(I)). Sin embargo, antes de recurrir a esto, plantearemos el problema desde
otro punto de vista. En primer lugar, supondremos que f’(a) = 1 y dejamos el caso en que
f'(a) = —1 para mas tarde. Debemos tener en cuenta que si f'(«) = 1, la curva de y = f(x)
es tangente a la recta y = x en el punto x = « (no olvidemos que f(a) = «). Antes de
enunciar el resultado, debemos introducir nuevos conceptos.

Definicién 2.2.2. Un punto de equilibrio o para el s.d.d. {I, f} se dice

= superiormente estable si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que sia <z < a+9§
entonces |f"(z) — a| < € para cada n € N;

» superiormente (localmente) atractor si existe n > 0 tal que si a < x < a+7n
entonces lim f"(x) = «;

= superiormente asintoticamente estable si es superiormente estable y superior-
mente atractor;

= superiormente repulsor si para cada € > 0 existe un d > 0 tal que si a <z < a+9
entonces |f"(z) — a| > € para algin n € N.
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Las nociones anteriores corresponden a restringir las propiedades formalizadas en las defi-
niciones [2.1.1} [2.1.3] [2.1.4] y [2.1.5] a valores levemente mayores que a. Estas mismas nociones
se pueden formalizar para valores ligeramente menores que « como sigue:

Definicién 2.2.3. Un punto de equilibrio o para el s.d.d. {I, f} se dice

= inferiormente estable si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que st v — 6§ < v < «
entonces |f"(z) — a| < € para cada n € N;

» inferiormente (localmente) atractor si existe n > 0 tal que sia —n < z < «
entonces lim f"(x) = «;
n

= inferiormente asintoticamente estable si es inferiormente estable e inferiormente
atractor;

» inferiormente repulsor si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que st a — 0 <z < «
entonces |f"(x) — a| > € para algin n € N.

El siguiente resultado tiene un trasfondo geométrico facil de comprender. Supongamos que
la curva y = f(z) es convexa en un entorno de a. Como f(a) = ay f'(a) = 1, la curva
y = f(z) queda por encima de la recta y = x. Si tomamos como punto inicial o < « lo
suficientemente cercano a «, la trayectoria de xy se aproxima a «. De igual forma, si xqg > «
pero lo suficientemente cercano, la trayectoria de xq se aleja de o como muestra la figura [2.1]
Por otro lado, si la curva y = f(x) es céncava en un entorno de «, por lo dicho antes, esta
curva queda por debajo de la recta y = = y toda trayectoria que comience por encima de «
(y lo suficientemente cerca) se aproxima a «. De igual forma, si una trayectoria comienza por
debajo de a, esta se aleja tal y como muestra la figura [2.1

Proposicién 2.2.4. Sea a un punto de equilibrio para el s.d.d. {I,f}, con f € C*(I) y
f'(a) = 1. Entonces

= si f es convexa en un entorno de a, a es inferiormente estable.
» 51 f es concava en un entorno de a, « es superiormente estable.

Demostracion.
= Supongamos que f es convexa en «, luego
f(@) > fla) + f(a)(x —a)  VzeU(a), (2.3)

siendo U(«) un entorno de . Como f’(a) = 1, por la continuidad de f” existe un d > 0
tal que f'(z) > 0 para todo x € (o — d, ). Por lo tanto, f es mondtona creciente y
conserva las desigualdades en dicho intervalo. De , tenemos que f(x) > x para
todo x € (a« —d, ) NU (). Ademds, como = < a, entonces f(z) < a por la monotonia
de f. Juntando ambas desigualdades obtenemos que

r < f(z) < a.

Actuando de igual forma con f(z) y sucesivamente con f™(z) (siendo n > 1), tenemos
que para todon > 1,
r< f(z) <...< fMx) < a
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de donde se obtiene la estabilidad inferior de «, ya que si tomamos € > 0, y escogemos
xo tal que |zg — a| < €, entonces | f™(xg) — a| < |zg — af <e.

Para el caso en que f sea concava, actuaremos de manera similar. Por ser f céncava,
se tiene que

fl@) < fla) + flla)(z —a)  VeeU(a), (2.4)

siendo U(«) un entorno de «. De nuevo, como f'(a) =1 > 0, por la continuidad de f
podemos encontrar un d > 0 tal que f sea monétona creciente en el intervalo (o, a+d) y
por tanto, conserva desigualdades. Por , f(x) < z. Por la monotonia de f, tenemos
que a < f(z). Por lo tanto, se tiene

a< f(x) <z Vre(o,a+d)NU(a).

Actuando de igual forma con f(x) y sucesivamente con f"(x) (siendo n > 1), tenemos
que para todon > 1,

a< ff(z)<..< f(r) <wz,

de donde se obtiene la estabilidad superior de .

Xo o a' Xg

Figura 2.1: Tlustracion de la proposicion [2.2.4]

El lector puede apreciar en las imagenes anteriores que no solo se obtiene estabilidad
superior o inferior, sino que ademas, « atrae a las érbitas de puntos que estan por debajo y
repele a las dérbitas de puntos que estan por encima cuando la convexidad es estricta (idem
cuando la concavidad es estricta). Formalizamos este hecho en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5. Sea o un punto fijo para el s.d.d. {I,f}, con f € CY(I) y f'(a) = 1.
Entonces

si [ es estrictamente convexa en un entorno de o, « es inferiormente asintoticamente
estable y superiormente repulsor.

si f es estrictamente concava en un entorno de o, « es superiormente asintoticamente
estable e inferiormente repulsor.

Demostracion.
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Supongamos que la convexidad (resp. concavidad) de f es estricta, todas las de-
sigualdades de la demostracién de la proposicion se vuelven estrictas, provocando
que

h’rrln ff(x) =«

en ambos casos. Veamos ésto. Tenemos que f"(x) € U(a) para todo n, donde U(«) es
un entorno de « en el cual f es estrictamente convexa (resp. estrictamente céncava),
luego « es el tnico punto fijo en U(a). Por el teorema la sucesion (f"(z)), ha de
tener limite (es monétona y acotada) y por el teorema dicho limite ha de ser a.

Por lo tanto, « es inferiormente asintéticamente estable (resp. superiormente asintoti-
camente estable).

Por otro lado, si f es estrictamente convexa en un entorno de «, se satisface la siguiente
propiedad para funciones estrictamente convexas

si a < b, entonces f'(a) < f'(b),

y por tanto, dado un x > « lo suficientemente cercano y aplicando el teorema del valor
medio de Lagrange al intervalo («, z) se obtiene

[f(z) —al =[f(llz —al > [z —al,

con ¢ € (a,x) (f'(¢) > 1). Luego f es superiormente repulsor.

De igual forma ocurre en el caso en que f es estrictamente concava, obteniéndose esta
vez que « es repulsor inferior (teniendo en cuenta la propiedad andloga a la anterior
para funciones estrictamente céncavas: si a < b, entonces f’(a) > f'(D)).

O

Teorema 2.2.6 (Condicién de estabilidad de segundo orden). Sea a un punto de equilibrio
para el s.d.d. {I,f}, con f € C*(I) y f'(a) = 1. Entonces:

» Si f"(a) >0, a es inferiormente asintdticamente estable y superiormente repulsor.
w Si f"(a) <0, a es superiormente asintdticamente estable e inferiormente repulsor.
Demostracion.

El resultado se debe al corolario va que si f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0) , entonces
f es estrictamente convexa (resp. estrictamente céncava) en un entorno de «.

[]

En el teorema anterior se nos presenta una nueva incégnita: jqué hacer cuando f'(«a) =1
y f"(a) = 07 Recordando el andlisis real de una variable, esta condicién implica (en un
principio) que a es un punto de inflexién de f (salvo en el caso en que f”(a) = 0, donde
habria que hilar més fino).

Si @ es un punto de inflexién (con f'(a) = 1, f’(a) = 0y f" () # 0) tenemos dos
posibilidades: que f pase de concava a convexa en a o que f pase de convexa a concava en
a.
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En el primer caso tenemos que tomando un entorno de «, f se comporta como una funcién
coOncava por debajo de a y convexa por encima de a. En funcién de la proposicién y
del corolario 2.2.5 « serfa inferiormente repulsor y superiormente repulsor, luego « es un
repulsor local.

En el segundo caso, tomando nuevamente un entorno de «, f es convexa por debajo de «
y concava por encima. Teniendo en cuenta de nuevo la proposicion y del corolario [2.2.5]
« seria inferiormente asintoticamente estable y superiormente asintéticamente estable, luego
« es un punto localmente asintéticamente estable.

El lector puede visualizar lo dicho antes en la figura 2.2 donde se han representado las
gréficas de las funciones f(x) =23 — 32> +42 -1y f(z) = —23+ 32> =22+ 1, con a = 1.

N

,
Xo o Xo Xo o Xo

Figura 2.2: Tlustracién del teorema [2.2.7]

Podemos aunar todo lo dicho anteriormente en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.7 (Condicién de estabilidad de tercer orden). Sea o un punto de equilibrio
para el s.d.d. {I,f} con f € C3(I), f'(a) = 1 y f"(a) = 0. Se satisfacen las siguientes
conclusiones:

» Si f" () >0, entonces a es un repulsor.

w Si f" () <0, entonces a es un punto localmente asintdticamente estable.
Demostracion.

La prueba se debe a la observacion precedente y a que si f”(a) > 0 (resp. f"(a) < 0)

siendo f”(«) = 0, entonces f pasa de céncava a convexa (resp. de convexa a concava)

a través de a.
O
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Nuevamente surge la pregunta de qué hacer cuando f”(«) = 0. Para no alargar maés el
asunto, pararemos aqui, informando de que en este caso se deberia actuar de forma similar,
suponiendo que f € C*(I) y aplicando criterios de concavidad y convexidad en a para f.
También hemos de tener en cuenta que, antes de recurrir al estudio analitico de puntos fijos,
es aconsejable (y muy habitual) dibujar la gréfica de la funcién y observar el comportamiento
de las orbitas de puntos cercanos al punto fijo.

Recordemos que la condicién del teorema era |f'(a)] # 1. Esto nos daba dos po-
sibilidades, f'(a) = 1, ya visto hasta orden 3, y f’(a) = —1. Nos centramos ahora en el
caso

fla) =a, f,(O‘) = -1

Lo primero que hemos de observar es que f es estrictamente decreciente en un entorno de
a (por ser f'(a) = —1 < 0). Un resultado sencillo de probar es el siguiente

Proposicién 2.2.8. Sea a un punto de equilibrio para el s.d.d. {I, f} con f estrictamen-
te decreciente en un entorno U(a) de a. Entonces la orbita de todo punto x € U(a) va
alternando valores mayores y menores que o mientras que esté en U(a).

Demostracion.

El resultado es consecuencia directa de que toda funcién estrictamente decreciente varia
las desigualdades, de modo que si z € U(a) con x < «, entonces f(z) > f(a) = a.
m

Necesitamos un lema previo antes de enunciar el resultado principal de esta parte.

Lema 2.2.9. Sea a un punto de equilibrio para el s.d.d. {I, f}. Entonces « es localmente
asintdticamente estable para {1, f} si, y solo si, a es localmente asintdticamente estable para

{Z,1%}.

Demostracion.

Si a es un punto de equilibrio para {I, f}, entonces « es un punto de equilibrio para
{I, f*}, para todo n, y en particular, para n = 2.

“=”" Supongamos que « es localmente asintéticamente estable para {I, f}, entonces, para
cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |zg — | < d, entonces | f™(zg) — a| < € para cada
ny lim f"(z¢) = . Si esto ocurre para todo n, en particular ocurre para n par, luego

n

« es localmente asintéticamente estable para {I, f2}.

“<” Supongamos que « es localmente asintéticamente estable para {I, f2}, por definicién se
tiene que para cada € > 0 existe un d > 0 tal que si |zo—a| < §, entonces | f>"*(x¢) —al <
¢ para cada n y lim f2"(z0) = .
Consideramos lasniteradas impares de f. Por la continuidad de f en «a, tomando ¢; =
min(e, §), podemos encontrar un §; con 0 < §; < § tal que si |xg — a| < d; entonces
|f(z0) — a| < € < 6. Por lo tanto

|2 (o) — af = | 2" (f(20)) —af < e <
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y ademds, lim f>"*(z9) = lim f2"(f(z0)) = a.

Teorema 2.2.10. Sea f: I — I con f € C*(I), f(a) =a y f'(a) = —1. Se tiene que

» Si 2f"(a) + 3(f"())?* > 0, entonces « es localmente asintdticamente estable para el

s.d.d. {I,f}.

» 50 2f"(a) + 3(f"())? < 0, entonces a es repulsor para el s.d.d. {I, f}.
Demostracion.

Tomamos la funcién g(z) = f2(x) y consideramos los s.d.d. {I, f}, {I,g}. Veamos que

Jl)=1,  ¢'(a)=0,  ¢"(a) ==2f"(a) = 3(f"(a))".

Las tres igualdades anteriores son un sencillo ejercicio de aplicacion de la regla de la
cadena que exponemos a continuacion. En primer lugar se tiene que

luego ¢'(a) = f'(f(a))f'(a) = f'(a)f'(a) = (=1)(—1) = 1. Para la segunda igualdad
se tiene

g"(@) = (f'(f@)f' @) = f'(fF@)(F @)+ ([ @) (@)
luego ¢"(a) = f"(f(a))(f'(@)? + f'((f(«)))f"(a) = 0. Y para la tercera igualdad

9" (@) = (f"(f@)(f' @) + f (£ (@) f"(2))
= " (f(@)(f' (@) + 3" (f@) " (@) f (2) + f (f (@) f" ()

luego g (o) = =2f"(a) = 3(f"(@))* = —A(a), donde A(a) = 2f" () + 3(f"(cx))*.

Supongamos que A(a) > 0, entonces g"”(a) < 0y por el teoremaf2.2.7, o es localmente
asintéticamente estable para el s.d.d. {I, g}, luego por el lema [2.2.9] « es localmente
asintéticamente estable para el s.d.d. {I, f}.

Supongamos ahora que A(a) < 0, entonces ¢”’'(a) > 0 y por el teorema [2.2.7, « es
repulsor para el s.d.d. {I, g}, luego por el lema [2.2.9, « es repulsor para el s.d.d. {I, f}.
O

Para terminar este apartado, podemos ver en el siguiente cuadro un resumen de las condi-
ciones de estabilidad local basadas en la derivabilidad vistas hasta ahora:



TEORIA LOCAL DE SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS 34

(|f'(a)] <1= «lae.

([ f’(a) < 0= asae e ir.
(@) >0=asr. e iae.

f"(a) < 0= alae

flay=aq |f(a) =1 f"(@)=0

f"(a) >0=ar.

2" () + 3(f"(a))? > 0 = « lLae.

2" () +3(f"(a))* < 0= ar.

Leyenda:
l.a.e. = localmente asintéticamente estable; r. = repulsor;
s.a.e. = superiormente asintoticamente estable; s.r. = superiormente repulsor;
i.a.e. = inferiormente asintéticamente estable; i.r. = inferiormente repulsor.

2.3. Caracterizacion de atractores locales

Hasta ahora, todos los criterios de convergencia a puntos fijos vistos requerian como minimo
derivabilidad de primer orden. Nuestro objetivo es ver en este apartado una caracterizacion
de puntos fijos atractores locales, es decir, una propiedad que satisface todo atractor local y
que sea suficiente para garantizar atraccion local.

El lector puede suponer que, por los criterios vistos hasta ahora, los requisitos sobre f
deben de tener mucho peso. Nada mas lejos de la realidad. Veremos que con solo suponer f
continua, podemos caracterizar todo atractor local de un s.d.d.

La demostraciéon de este resultado se nutre de varias propiedades conjuntistas que el lector
puede ver en cualquier libro sobre teoria de conjuntos y que resultan sencillas de comprobar.
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Antes de enunciar el resultado principal de este apartado, formalizamos la definicién de
conjunto invariante como sigue:

Definicién 2.3.1. Un conjunto A se dice invariante por la funcion f si f(A) C A.

Por definicién, para todo s.d.d. {I, f}, I es invariante por f. De igual forma, el lector puede
observar que la definicion de punto de equilibrio localmente asintéticamente estable puede
reescribirse como sigue:

Proposicién 2.3.2. Un punto de equilibrio o para el s.d.d. {I, f} es localmente asintoti-

camente estable si, y solo si, existe un intervalo compacto U(«) entorno de «, tan pequeno

como se quiera, tal que U(«) es invariante por f y lim f"(x) = «a para todo punto x € U(a).
n—oo

Demostracion.

“=" Buscamos el intervalo compacto U tan pequeno como se quiera donde se satisfagan las
condiciones. Por la estabilidad de «, fijado € > 0, existe un § = d(e) > 0 tal que si
x € [ — 6, + 0], entonces f"(z) € [ — €, a + €], para todo n > 0. Se tiene entonces

que
Mo =8, +9]) Cla—e,a+ ¢ Vn > 0.
Sea V = U f™(Ja = 0, ¢ + §]), que es un intervalo por ser unién de intervalos con el
n=0

punto comuin «. Ademas,

V=l ra-sa+d)clo—eatd,

n=0

luego

FOV) = (| £ o= 6,a+ )

n=0

~Urtia—satd)cV cla-ca+d

n=0

Tomamos entonces U = V. Como f(U) C U (va que f(V) C V), tenemos que U
es invariante por f, y como depende del € tomado, podemos escoger ¢ > 0 tal que
lim f"(x) = « para todo x € U por ser a atractor local.

n—oo

“«<"” Obvio por la definicién de estabilidad y atractor local.
O

La siguiente caracterizacién de atractores locales se puede encontrar en [15], pag. 47. En este
trabajo se expone dicha demostracién de forma mas detallada para facilitar su comprension.

Teorema 2.3.3. Un punto fijo o para el s.d.d. {I, f} es localmente asintoticamente estable
si, y solo si, existe un entorno U de « tal que todos sus puntos satisfacen f*(z) >z siz < «
y fA(z) <z six>a.
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Necesitamos un lema previo para poder demostrar este resultado.

Lema 2.3.4. Si J es un intervalo compacto con mas de un punto tal que f(J) = J para f
continua, entonces el intervalo J contiene al menos dos puntos fijos o un unico punto fijo y
una orbita periddica de periodo 2.

Demostracion.

En primer lugar, como f(J) = J, por el teorema J posee al menos un punto fijo.

Supongamos que J = [a,b]. Como f(J) = J, tenemos que f(a) > a 'y f(b) < b.
Supongamos que J posee un tnico punto fijo. Sea « este punto. Veamos que J posee
una 6rbita periddica de periodo 2. En este caso (un tdnico punto fijo), forzosamente
a#aby f(x) >z paraz < ay f(xr) < x para z > « (ya que f(a) > a, f(b) < b
y [ es continua). Ademads, por la igualdad f(J) = J, tenemos que méx f(z) = by

z€[a,q]

i, {0 =

Consideramos f? en [a, a]. Tenemos dos posibilidades:

1. f*(a) = a, con lo que demostramos el lema;

2. f%(a) > a.

Supongamos entonces que f2(a) > a, sabemos que [a,b] C f([a,q]) v [a,a] C f([a,b]).
Por tanto, ha de existir un ¢ € (a, @) tal que f?(c) = a < c. Esta afirmacién se debe a que
a € f((a,b]), entonces existe d € (a, b] tal que f(d) = ay como d € (a,b] C f([a,a]),
encontramos ¢ con f(c) = d y por tanto, f2(c) = a.

Luego se tiene que f2(a) > ay f?(c) = a < c. Por el teorema de los valores intermedios,
existe 8 € (a,c) tal que f%(3) = (. Esto termina la demostracién del lema.
]

Pasamos ahora a demostrar el teorema 2.3.3

Demostracion teorema[2.3.3.

“=" Supongamos « localmente asintoticamente estable. Por la proposicién [2.3.2] existe un
intervalo compacto U, entorno de v y tan pequefio como queramos, tal que f(U) C U
(U invariante) y lim f"(z) = « para todo z € U. Hemos de tener en cuenta que en U

n—oo

la igualdad f?(x) = x se da si, y solo si, z = .

Por tanto, si consideramos la funcién continua f?(z) — x en U tenemos que f?(z) — x
no cambia de signo mientras que r < « o z > « (consecuencia directa del teorema de
Bolzano y de la unicidad de ceros para la funcién f?(z) —z en U).

El signo de f%(z) — x estd determinado por la condicién f(U) C U. Supongamos
U = [a, b], se tiene que f"(a) € Uy f"(b) € U para todo n ya que f(U) C U.

En particular se tiene que f?(a) > ay f?(b) < b. Como f?(z) — z no cambia de signo
en U, obtenemos que f?(z) >z paraz < a'y f*(z) <z paraz > a en U.
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“«=" Supongamos que se satisface la propiedad del enunciado, es decir, existe un entorno U

de @ donde f*(z) >zsiz <ay fi(z) <zsiz>a.

Lo primero que hemos de tener en cuenta es que se satisface f(z) > zsiz < ay
f(z) < xsix > a paratodo z € U. En efecto, si para algin x € U\ {a}, la desigualdad
para f se convierte en igualdad, lo mismo ocurrirfa para f2. Si se cumpliese f(z) < x
para x < «, entonces f(z) < «, luego también se cumpliria para f(z) (siempre que
f(z) € U, lo cual se da si x se encuentra lo suficientemente cerca de «), por lo que
f3(x) < f(z) < x para x < a, en contradiccién con la hipétesis. Un argumento similar
ocurre cuando = > a.

Sea ahora V un intervalo cerrado conteniendo a aw con V-.C U y f(V) C U (ya que
f(a) = ay f es continua, basta con tomar un entorno V' lo suficientemente pequeno
para que se satisfaga esta condicién). Consideramos W = V' U f(V'), que es un intervalo
cerrado por ser unién de intervalos cerrados que poseen al menos un punto en comun

(@).
Veamos que f(W) C W.

Comnsideramos los conjuntos V- =V N{z < a}y W~ =V~U (V™). Queremos probar
que f(W_) C W_. Como W_ =V-Uf(V")=V-U(f(V)\V)y f(V)C W
queda ver que f(f(V7)\ V™) C W_.

Ya que f(z) >z si x < a, tenemos que f(V7)\ V™ C {x > a}. Sea V7 la preimagen
del conjunto f(V7)\ V™~ en V~, esto es:

Vot ={r eV f(z)e f(V)\ V)

Claramente se tiene que f(V~) = f(V=)\ V7, lo cual se puede ver mediante una
sencilla prueba de doble inclusién y que a € V~F (por definicién).

Tenemos:

e méx f(r)< mix =z, yaque f(r) < parax > .

aNs FVNV
; , ) , 2
= = > , > < a.
* o f(z) i +)f(%) min f*(z) > minz, yaque f*(z) >z paraz <a

De aqui, obtenemos que f(f(V-)\V~") Cc V- U(f(V7)\ V™) = W_, ya que ambos
conjuntos en la inclusién son intervalos y hemos visto que el maximo del primero es
menor que el maximo del segundo y el minimo del primero es mayor que el minimo

del segundo (teniendo en cuenta que migx > minz, puesto que V-1t C V7). De
V- V-

forma similar, podemos demostrar que f(W,) C W,, donde W, = VT U f(VT) y

Vt=Vn{z>a}l.

Hemos obtenido entonces que
W =VUf(V) =V uVHu(f(VI)Uf(VT)) = (VUF (VT )UVTUF(VT)) = W_UW,,
y por tanto tenemos que

W) = fW_UW,) = fW)U f(Wy) CW_UW, = W.
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Una vez visto que f(W) C W, para completar la prueba es suficiente comprobar que
W* = Npsof" (W) = {a}, siendo (f"(W)),, una sucesién decreciente de conjuntos, esto
es

W o fW)D fA(W)D...D f{(W)D .. (2.5)

Para ello hemos de tener en cuenta que f™(W) es un intervalo cerrado para todo n > 0
(por la continuidad de f™), luego W* es también un intervalo cerrado (interseccién de
una sucesién decreciente de intervalos cerrados).

Ademés, se satisface que f(W*) = W*. Para demostrar esto aplicaremos un argumento
de doble inclusion:

“C” Obvio, ya que la imagen de una interseccién estd contenido en la interseccién de
las imagenes.

“D” Supongamos x € W* = N,5of" (W), luego se tiene que = = f"(z,), para todo n
con x, € W. Denotamos z = f(f" ! (x,)) = f(yn) (siendo y, = f"(z,)). La
sucesién (y,), se encuentra en W compacto (ya que es cerrado y acotado), luego
existe una subsucesion suya (yn, )r convergente a un z*. Por , se tiene que
z* € fY(W) para todo [ > 0. Por lo tanto, x* € N> f™" (W) = W*.

Pero como = = f(y,) para todo n, la sucesién (f(y,,))r =  es constante, y por
continuidad, 11}1€rn f(yn,) = f(z™) € f(W™), pero h'in f(yn,) = x por ser una sucesion

constante. En definitiva, x = f(x*) € f(W*).

El hecho de que W* es un intervalo degenerado, es decir, esta constituido por un tinico
punto, es un resultado inmediato del lema [2.3.4] Se tiene que si W* es no degenerado,
por este lema, W* contiene mas de un punto fijo o un punto fijo y una érbita de periodo
2. El primer caso no puede ser, ya que si existen dos puntos fijos aq, as en W*, aq y
as son también puntos fijos para W y por ende, para I, imposibilitando la condicién
expuesta en la hipdtesis. Por otro lado, si W* posee una érbita de periodo 2, existe un
B tal que f?(B3) = B, contradiciendo de nuevo la condicién expuesta en la hipétesis (ya
que B # o).

Por lo tanto, se contradice el lema [2.3.4] luego W* ha de ser degenerado, y solo cabe la
posibilidad de que W* = {«a}. Por construccién de W*, es claro que « es atractor local
(el didmetro de f"(W) tiende a 0 por ser W* degenerado en un punto) y W pertenece

a la cuenca de atraccién de a. En conclusién, a es localmente asintéticamente estable.
]

Podemos apreciar la importancia del teorema |2.3.3|en nuestros futuros resultados: si quere-
mos ver si un punto « es atractor local para un determinado s.d.d. {I, f}, basta con comprobar
que en un cierto entorno suyo se satisface la propiedad del teorema (e.d., f2(z) > z si z < «
v f?(x) < x siz > ), sin necesidad de aplicar mds hipétesis que la continuidad de la funcién

f

Obtenemos una consecuencia directa de este teorema, demostrada en el mismo.

Corolario 2.3.5. Si « es localmente asintdticamente estable para el s.d.d. {I, f}, entonces
existe un entorno de o donde se satisface: f(x) > x para x < o y f(x) < x para © > «, para
todo x del entorno.
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2.3.1. Ciriterios de atraccién basados en la propiedad RN

Veiamos mds arriba (corolario [2.3.5) una propiedad importante que satisface todo punto
atractor. Por la importancia de esta propiedad en las aplicaciones, le damos nombre:

Definicién 2.3.6. Decimos que una funcion [ satisface la propiedad RN local en o €
si existe un entorno U de o donde se satisface

{f(x)>x VeeUN{z <a}
flz) <z VYreUn{z>a}

RN son las siglas de “retroalimentacion negativa”, un concepto utilizado en ingenieria que
afirma que un sistema responde en direccién opuesta a una senal, haciendo que la senal se
estabilice. En funcion de este concepto, el teorema [2.3.3| establece que un punto « es atractor
local si, y solo si, f? satisface la propiedad RN local en a. De forma analoga, introducimos
la idea de propiedad RN global como sigue:

Definicién 2.3.7. Decimos que una funcion f satisface la proptedad RN global en o € 1
St

{f(x)>9c Vi < «

flz) <z V>«

Tenemos que la propiedad RN local se satisface en todo atractor local, luego es una con-
dicién necesaria de atraccion local. Nuestra intencion es, partiendo de esta propiedad, anadir
las hipdtesis necesarias para garantizar la convergencia de trayectorias proximas.

Con este objetivo, damos a conocer la nocion de derivada schwarziana, de la cual hablare-
mos de forma extensa mas tarde.

Definicién 2.3.8. Sea f € C®. Se define la derivada schwarziana de f en x (con

f'(x) #0) como

Sf(x)

_ @) 3 [ @)y
- f@) _5(f'<a:>) |

Aunque no se enuncie explicitamente en los futuros resultados, se supone que toda funcién
de la cual calculemos su derivada schwarziana posee derivada de orden 3 en aquellos puntos
donde calculemos S'f.

En el siguiente teorema establecemos varias condiciones de atraccién fundamentadas en
las condiciones que ya conocemos de estabilidad basadas en la derivabilidad, bajo suposicion
de que se satisface la propiedad RN.

Teorema 2.3.9. Sea o un punto de equilibrio para el s.d.d. {I, f}. Supongamos que f satis-
face RN en a.. Entonces a es atractor local si se cumple alguna de las siguientes propiedades:

1. f es mondtona creciente en un entorno de c.

2. -1 < fl(a) < 1.
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3. flla)=—1ySf(a) <O.
Demostracion.
1. Supongamos f mondtona creciente en un entorno de . Si x < « en dicho entorno, por
RN, f(x) > x. Como f es creciente, se tiene que f(z) < f(a) = a. Actuando de forma

similar con f(z) y sucesivamente con f"(x) para n > 2, encontramos una sucesion
monotona creciente

v< f(z) < fAr) <. < () < ... <a,

que por el teorema [1.2.8, converge a «. De igual forma, si x > « en dicho entorno,
encontramos una sucesion monétona decreciente que converge a «.

2. El caso |f'(a)| < 1 ya estd visto en el teorema [2.2.1] Supongamos entonces que f'(«) =
1. Por esto, por la continuidad de f y por la propiedad RN local, podemos encontrar
un entorno de « donde si x > «,

a< f(x) <.

Obtenemos asi que la sucesién (f™(z)) decrece hacia «. De igual forma ocurre para

T < a.
3. Por ultimo, si f'(a) = —1, la condicién de derivada schwarziana negativa en « se
traduce en
3
_f///(CY) _ 5(]0”(04))2 < O’

o lo que es lo mismo,
2

—2f"(a) = 3(f"(a))” < 0,

luego
2

2" (a) + 3(f"(@))” > 0,
y por el teorema [2.2.10| se obtiene el resultado.
m

Con este teorema hemos reunido todos los resultados de atraccién vistos en la seccién 2.1
bajo la propiedad RN local. Mas adelante aplicaremos un resultado similar para atractores
globales haciendo uso de la propiedad RN global.

En resumen, y terminando con los criterios de atraccién basados en la derivabilidad de f,
si agrupamos los resultados vistos hasta ahora podemos ver que todo atractor local o ha de
satisfacer |f’(«)] < 1, con f RN local en a, siendo estas condiciones necesarias salvo en el
caso f'(a) = —1, donde hemos de recurrir a la derivada schwarziana negativa.
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2.4. Atraccion frente a estabilidad

Otra consecuencia fundamental de la caracterizacion de atractores locales vista en el teore-
ma [2.3.3| es que nos permitird establecer la equivalencia entre atractor local y punto estable,
y ya de paso, nos servird de nexo entre la teoria local de sistemas dindamicos discretos y la
teoria global. En [14], Hassan Sedaghat demuestra como consecuencia del teorema la
imposibilidad de que hayan puntos inestables que sean atractores globales en s.d.d. donde f
es continua.

Nosotros daremos un paso mas, veremos que es imposible que un punto inestable sea atrac-
tor local en este tipo de sistemas y por ende, obtendremos la incompatibilidad de atraccion
global e inestabilidad vista por Sedaghat.

Teorema 2.4.1. Sea {I, f} un s.d.d. Si « es un punto fijo inestable para el s.d.d., o no
puede ser atractor local.

Demostracion.

Supongamos que « es inestable y atractor local. Como « es atractor local para f, es
atractor local para f2. Tomamos el intervalo U(a), donde f? cruza la recta y = x solo
en r = «a. Por el teorema el comportamiento de f? en U(a) no puede ser a la vez

{fQ(x)>x six <a

fPlr)<zx siz>a

ya que implicaria estabilidad para «. Tenemos varias alternativas. Supongamos en pri-
mer lugar

fA(x) >  VreU()n{z>a}. (2.6)

Supongamos que existen puntos fijos de f2 mayores que @ y tomamos como 3 el menor
de ellos (por definicién, 8 no pertenece a U(«)). Consideramos el intervalo [« 5.

e Supongamos que [, 3] es invariante por f2. Entonces, para todo = € («, 8], f*" €
(o, B) (para todo n > 0). La sucesién (f?"(x)),, es mondtona creciente por y
acotada superiormente, luego converge a 3. Esto contradice la suposicion de que
« es atractor local.

e Supongamos que [, ] no es invariante por f?. Podemos encontrar v € (o, f3)
tal que f2(y) = B. Consideramos ¢ > 0 suficientemente pequenio. El intervalo
[, v + €] crece bajo iteracién de f? por (2.6), por lo que existe un ng tal que
2 ([a, a0 + €]) D [a, 7], luego existe Ty € [a, o + €] tal que f2™(zy) = 7, y por
tanto, f2"*2(zq) = 3. Este hecho entra en contradiccién con la suposicién de que
« es atractor local.

Si no existiera ningtin punto fijo para f2 mayor que «, por (2.6, todo trayectoria que
comience en xr > « genera una sucesion monotona estrictamente creciente, por lo que
no convergeria a « (en contradiccién con la suposicién « atractor local).

El caso

fA(z) > Ve € Ula) N{x < a}, (2.7)
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es andlogo al anterior, considerando esta vez sucesiones mondtonas decrecientes debido

a (2.7) e intervalos por debajo de a.

En cualquiera de los casos, hemos encontrado contradiccion con la suposicién de punto
atractor local e inestable, lo que concluye la demostracion.
O

Por la dualidad estable o inestable de puntos fijos, el teorema afirma que todo atractor
local es estable, haciendo redundante la nocién de punto localmente asintéticamente estable
(y por tanto, de punto globalmente asintéticamente estable). Observando que todo atractor
global es atractor local, tenemos entonces nuestro segundo resultado de teoria global de
sistemas dindmicos discretos: todo atractor global es estable (recordemos que nuestro primer
resultado de teoria global de atractores fue el teorema de la aplicacién contractiva .



Capitulo 3

Teoria global de sistemas dinamicos
discretos

Una de las principales cuestiones de la dinamica, en general, es saber cuando un atractor
local es atractor global. En este apartado, daremos a conocer algunas condiciones para que
un punto fijo que sea atractor local se convierta en atractor global.

Lo primero que el lector ha de notar es que, atendiendo a la definicién de atractor global
2.1.2 es imposible hablar de teoria global si existe mas de un punto fijo para el sistema.
También resulta imposible hablar de atraccién global cuando aparece estabilidad de otra
naturaleza (por ejemplo, érbitas periddicas). Por lo tanto, la primera condicién necesaria
para que un punto fijo sea atractor global de un sistema dindmico discreto es que dicho
punto fijo ha de ser el tinico punto fijo del sistema y no puede haber érbitas peridédicas de
ningin periodo mayor que 1.

Por tltimo, como ya se ha mencionado antes, como consecuencia del teorema [2.4.1] todo
atractor global ha de ser estable (si f no es continua, esto no es cierto en general). La
demostracion de este resultado es directa a partir del teorema[2.4.1] o bien puede verse como
un corolario del teorema tal y como hizo Hassan Sedaghat en [14].

3.1. Caracterizacion de atractores globales

Ya sabemos algunas caracteristicas que satisface todo atractor global: es atractor local, es
estable, es el inico punto fijo para el sistema y no coexiste con érbitas periddicas. ;Son estas
condiciones suficientes para garantizar atraccion global?

Es facil ver que el teorema [2.3.3] se puede extrapolar a las condiciones anteriores de una
forma sencilla. Unicamente hemos de tener en cuenta dos aspectos: f2? posee la propiedad
RN global en a y en vez de considerar entornos del punto fijo, consideramos intervalos de
cualquier tamano con la tnica condicién de que contengan al punto fijo, quedando el resto
de la demostracion exactamente igual.

43
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Atendiendo a esto, caracterizamos los atractores globales de un s.d.d. como sigue:

Teorema 3.1.1. Un punto fijo a para el s.d.d. {I,f} es atractor global si, y solo si, f?
satisface la propiedad RN global en c.

Cuando establezcamos criterios de atraccion global tendremos en cuenta siempre esta ca-
racterizacién, lo que nos facilitard demostrar nuestros resultados.

De forma andloga al corolario [2.3.5| para atractores locales, tenemos el siguiente resultado,
que podemos tratar como una consecuencia del teorema |3.1.1

Corolario 3.1.2. Si « es atractor global para el s.d.d. {I, f}, entonces f satisface la propie-
dad RN global en .

A partir del teorema [3.1.1] podemos establecer otra caracterizacion de atractores globales
en funcion de la atraccion local.

Corolario 3.1.3. Sea o un punto fijo para el s.d.d. {I, f}. Se tiene que « es atractor global
del sistema si, y solo si, a es atractor local y el unico punto fijo del s.d.d. y f no presenta
orbitas periodicas de periodo 2.

Demostracion.
“=" Todo atractor global satisface las hipdtesis del teorema por definicién.

“<” Si a es atractor local, entonces f? satisface la propiedad RN local en o, y como f?2
solo corta la recta y = x en « (ya que « es el dnico punto fijo de f y no hay érbitas
periédicas de periodo 2), se tiene que f? satisface la propiedad RN global en o. En
conclusion, « es atractor global.

m

Nuestra intencién a partir de ahora sera encontrar otras condiciones suficientes que garanti-
cen atraccién global. Para ello, necesitamos herramientas mas sofisticadas. Con este objetivo,
recuperamos la nocion de derivada schwarziana ya presentada en la seccion [2.1]

3.2. Propiedades de la derivada schwarziana

Nombrada asi en honor al matematico Hermann Schwarz por Arthur Cayley, la deriva-
da schwarziana fue descubierta por Lagrange en su tratado “Sur la construction des cartes
geographiques” (1781). Su principal utilidad se encuentra en la geometria compleja, mas
precisamente en variedades complejas unidimensionales. Principalmente, juega un rol muy
importante en andélisis complejo donde es utilizada como criterio para caracterizar trans-
formaciones de Mébius (las transformaciones de Mobius se caracterizan por tener derivada
schwarziana nula).
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La derivada schwarziana fue introducida en el estudio de dinamica de aplicaciones del
intervalo por David Singer en 1978 [I7], de forma simultédnea pero independiente con David
J. Allwright [I]. Probablemente, la razén por la cual el papel de Allwright tiende a ser
pasado por alto se remonta a un muy influyente articulo publicado por Guckenheimer un
ano después, donde soélo se hace alusion a los resultados obtenidos por Singer en su articulo.
Entre otras muchas utilidades de la derivada schwarziana, es utilizada para determinar el
nimero maximo de Orbitas periddicas atractoras que pueden poseer determinados sistemas
dindmicos (“teorema de Singer”, ver [17]).

El lector puede recordar la nocién de derivada schwarziana en la definicion [2.3.8, En es-
ta seccién presentamos una coleccion de propiedades de la derivada schwarziana ttiles en
dinamica discreta. Para nuestros objetivos, aquellas funciones con derivada schwarziana ne-
gativa jugaran un rol importante. Algunas funciones polinémicas satisfacen este hecho.

Proposicién 3.2.1. Sea P(z) un polinomio. Si todas las raices de P'(x) son reales y distintas,
entonces SP < 0 (donde se pueda definir).

Demostracion.

Supongamos que
N

P(a) = [[(a - a).

=1

con a; reales y distintos. Un sencillo calculo de derivadas muestra que

)

pray =3 L)y el = a)

(z —ay)

2k j=1
:_%;<(x—laj))2_ (;( —1%))2 <0

]

La proposicién anterior deja latente la cantidad de funciones que verifican la propiedad de
derivada schwarziana negativa. Veamos ahora una propiedad muy importante de la derivada
schwarziana.

Proposicién 3.2.2. Supongamos que Sf(x) <0 y Sg(z) < 0. Entonces S(f o g)(x) < 0.

Demostracion.
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Usando la regla de la cadena, se obtiene que

(fog)(x) = (f'(9(@) - g'(x)) = f"(9(x)) - (¢"(@))* + [ (9(x)) - ¢" ()

(fog)"() = f"(g(x)) - (¢'(2))* +3f"(9(x)) - g"(x) - g (x) + [ (9(x)) - 4" ().

Juntandolo todo, obtenemos

S(fog)(x) =Sf(g(x)) - (¢'(x)*+ Sy(x),

luego S(f o g)(x) < 0.
[

Una consecuencia directa de esta ultima proposicién, ttil en dindamica, es que si para un
s.d.d. {I, f} se tiene Sf < 0, entonces Sf™ < 0 para todo n > 0. Tendremos en cuenta
esta observacién en nuestros futuros calculos. Continuamos enunciando propiedades de la
derivada schwarziana negativa. El siguiente lema nos sera de utilidad para poder demostrar
el llamado principio del minimo.

Lema 3.2.3. Supongamos que Sf < 0. Entonces f'(x) no puede tener minimos relativos
positivos o mdrimos relativos negativos.

Demostracion.
Sea x* un punto critico para f’, es decir, f”(z*) = 0. Como S f(z*) < 0, se tiene que

f/// (x*>

f'(x*)
luego f"(z*) y f'(x*) tienen signo distinto y por la caracterizacién de extremos relativos
se obtiene el resultado.

<0,

]

Teorema 3.2.4 (Principio del minimo). Sea I = [a, b] un intervalo cerrado de la recta real y
f I — I una funcién continua con derivada schwarziana negativa. Si f'(x) # 0 para todo
x € [a,b], entonces |f'(x)| > min{|f'(a)l,|f (b)|}, para todo x € (a,b).

Demostracion.

Como | f’| es continua en I, por el teorema de Weiertrass debe de tener algiin minimo en
algin punto y € I. Supongamos y € (a,b). Si f' > 0, entonces f’ posee en y un minimo
relativo positivo, en contradiccién con el lema [3.2.3] Si f’ < 0, entonces f’ posee en y
un maximo relativo negativo, contradiciendo de nuevo el lema m (recordemos que
los minimos de |f(z)| son maximos para f(x) si f < 0) . En consecuencia, el minimo
de |f’| ha de encontrarse en los extremos.

]
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3.3. Condiciones de atraccion global

En este apartado daremos varios criterios de atraccién global haciendo uso, entre otros,
de la derivada schwarziana negativa. Por ser condicion necesaria de atractor global, también
tendremos en cuenta en todos los casos que f satisface RN global en el punto de equilibrio.

En funcion del corolario [3.1.3, bajo supuestos de unicidad de puntos fijos y no existencia
de 6rbitas periddicas de periodo 2, el lector puede enunciar por su cuenta una gran cantidad
de criterios de atraccion global basados en los criterios de atraccion local ya vistos.

Nosotros enfrentaremos el problema desde otra perspectiva: jqué hemos de anadir a la
propiedad RN global para garantizar atraccién global al punto a?

Nuestro manera de proceder serd la siguiente: comenzamos suponiendo que la funcion de
evolucién f es lo més simple posible, por ejemplo, mondtona creciente en I y vamos avanzando
en este estudio, permitiendo otros comportamientos de f.

Proposicién 3.3.1. Sea {1, f} un s.d.d. Si f es creciente y satisface la propiedad RN global
en un punto fijo a € I, entonces a es atractor global.

Demostracion.

Veamos que partiendo de un xy cualquiera, obtenemos una sucesion monoétona acotada,
y por el teorema |1.2.8] se obtiene el resultado.

Si zg < a, por RN, se tiene que f(xg) > xo. Por ser f mondtona creciente, obtenemos
una sucesion estrictamente creciente

zo < f(z0) < fA(20) < oo < f™(w0) < ...

y acotada superiormente por «, ya que como f" continua y creciente para todo n, de
ro < a se obtiene f"(zg) < f"(a) = a. Si g > «, por RN, se tiene que f(xy) < xo
y por la monotonia de f obtenemos nuevamente una sucesion mondtona decreciente
(f™(x0))n acotada inferiormente por «.

[]

Este resultado se puede ver desde otro punto de vista. Para funciones mondétonas crecientes,
la condicién f(x) = yy f(y) = x implica que = = y. Luego las funciones mondtonas crecientes
no presentan ciclos de periodo 2 y la condicién RN global en o impide la existencia de otros
puntos fijos.

El caso de funciones monotonas decrecientes resulta mas delicado, ya que no hay garantia de
no existencia de érbitas peridédicas de periodo 2, por lo que se deben anadir mas condiciones.
Este resultado lo englobamos dentro del siguiente lema, el cual nos serd de vital importancia
para el teorema posterior.

Lema 3.3.2. Sea {I, f} un s.d.d. Si f es mondtona decreciente y satisface:

= f cumple la propiedad RN global en un punto fijo o
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= Sf<O0

= |fa)] <1
entonces f no presenta orbitas periodicas de periodo 2.
Demostracion.

Consideremos f2. Supongamos que existe ¢ < a tal que f?(q) = ¢. Como f cumple
la propiedad RN global en «, ¢ no puede ser un punto fijo. Tenemos que, como f es
decreciente, f(q) > a. Sea r = f(q). Obviamente, f(r) = r.

Consideramos ahora (f?)’. Si aplicamos el teorema de Lagrange al intervalo [g, ], existe
7 € (g, 0) tal que (f*)'(g) =1, ya que

@)~ f0) _q-o

q—u q—«

(f*) (@) = =1

De igual forma, encontramos 7 € («,r) tal que (f?)'(F) = 1. Centrémonos ahora en el
intervalo [g, 7. Se satisface que

e o cC (G,F);

e como Sf <0, f'(x) # 0 para todo x € I. En particular (f?)(z) = f'(f(z))f(z) #
0;

e por la proposicién Sf? < 0;

o (fA(a)) =f(@)? <1

Entramos asi en contradiccion con el principio del minimo [3.2.4] ya que

()] < min{|f" (@), [/ (")}

O

Analicemos detenidamente este lema: la condicién RN global para f en a asegura la
unicidad de a como punto fijo; las condiciones |f'(a)] < 1y Sf < 0 garantizan que « es
atractor local; y todo junto permite asegurar la no existencia de ciclos de periodo 2. En
conclusion, bajo estas hipdtesis, a es atractor global.

El lector ha de saber que la hipdtesis de monotonia garantiza atracciéon local bajo ciertas
suposiciones. En [13] pp. 97-98, se establece un algoritmo para el estudio de atractores locales
en s.d.d. con funciones de evolucién monétonas.

Nuestra intencién ahora es ver si podemos mejorar las suposiciones sobre f, estableciendo
un teorema que pueda aplicarse a funciones no solamente mondétonas. Siguiendo con nuestro
estudio, damos un paso mas alld y mejoramos la suposicién de monotonia permitiendo la
existencia de un extremo relativo para f.
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El siguiente teorema recoge todos los resultados anteriores y se aventura dando mas libertad
a la funcién de evolucién del sistema. Como se podré apreciar, la demostracién de este teorema
es puramente constructiva, dividiendo I en subintervalos y comprobando que todo punto de
cada subintervalo es atraido por el punto fijo. Por este caracter constructivo, es recomendable
que el lector ilustre la demostracion con dibujos orientativos para una facil comprension.

Teorema 3.3.3. Sea o un punto fijo para el s.d.d. {I, f}, donde f : I —> I tiene a lo sumo
un punto critico (que ha de ser extremo relativo). Supongamos que se satisface

» f cumple la propiedad RN global en o
» Sf <0 (salvo en el punto critico, donde no se puede definir);
- Fe)] £ 1;

entonces a es atractor global.

Demostracion.

Antes de nada, es claro que la condicion f cumple la propiedad RN global en « implica
la unicidad de puntos fijos.

Si f no posee extremos relativos, entonces f ha de ser monétona en I y de la proposicion
(en caso de que f sea creciente) y del lema[3.3.2] (en caso de que f sea decreciente)
se obtiene que « es atractor global.

Supongamos que ¢ es un extremo relativo de f, que por ser unico, ha de ser extremo
absoluto. Si ¢ = «, tenemos dos opciones:

1. En el caso a minimo absoluto, f es mondtona creciente para xr > «, luego por
la proposicién si myp > «, entonces lim f"(zy) = a. Por otro lado, f es
mondétona decreciente para x < «, luego si zg < «, f(zg) > «, y por continuidad
y lo anterior, lim f"(f(x¢)) = lim f"(z¢) = «.

2. El caso a maximo absoluto es analogo al anterior.

Salvado este caso, supongamos ¢ # «. Veamos el caso ¢ < « (el caso ¢ > a se obtiene
con un razonamiento similar). De nuevo, tenemos dos opciones, que ¢ sea minimo o que
€ sea Maximo.

Si ¢ es minimo absoluto, f es mondétona creciente por la derecha de ¢ y mondtona
decreciente por la izquierda de c. Por ser f RN local en «, se tiene que ¢ < f(c) < a.
Sea b el extremo superior de . Por la proposicién [3.3.1] si z € [¢,b], im f"(z) = a. Sea
a el extremo inferior de I y supongamos ahora que x € [a, ). Aplicando que f es RN
global en o, f(x) > =y por ser f decreciente en esta parte y x < ¢, entonces f(z) > f(c),
luego f(z) € [¢,b] y por tanto 11’7rln f*(f(z)) =1lim f*(x) = a. En conclusién,

lim f*(z) =a  Vzxel.

El caso interesante es cuando ¢ es maximo. Hemos de tener en cuenta que f es monotona
decreciente a la derecha de ¢ y mondtona creciente a la izquierda de c. Centremos nuestra
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atencién al intervalo [c, f(c)] y veamos que es invariante por f (es claro que a < f(c)
por ser ¢ maximo absoluto). Para ello, basta con comprobar que

c< fe) < a

v que f([e,a]) C [, f(0)] v f([e, f(0)]) C [f(c), al.

La segunda parte es directa, teniendo en cuenta que f es mondtona decreciente en
¢, f(c)]. Por otro lado, f2(c) = f(f(c)) < « por ser f decreciente y f(c) > «. Por
tltimo, f?(c) > cyaque f2es RN local en ay sic > f?(c), entrarfamos en contradiccién

con el lema 3.3.2
Por lo tanto, f([e, f(c)]) C [¢, f(¢)] y aplicando de nuevo el lemaal s.d.d. {[c, f(c)], [},

obtenemos que [c, f(c)] se encuentra dentro de la cuenca de atraccion de .

Supongamos ahora z < ¢, como f es creciente en esta parte, se tiene que f(z) < f(c).
Tenemos dos posibilidades aqui, que f(z) > ¢, lo que supondria que la érbita de x
entra dentro de la cuenca de atraccion de «, o f(z) < ¢, pero iterando de igual forma
con f(x), obtenemos una sucesion creciente para la cual ha de existir un m > 1 tal
que f™(x) € [c, f(¢)] (por no haber mas puntos fijos que «). En conclusién, el conjunto
I'n{z < f(c)} estd dentro de la cuenca de atraccién de .

Por tltimo, si * > f(c), por ser f decreciente en esta parte, f(z) < f?(c), luego
f(z) e IN{z < f(c)}. En general,
lm f"(z) =a Vrel
O

La necesidad en el teorema de que si f tiene un punto critico, éste sea extremo re-
lativo (es decir, con derivada segunda no nula) se puede apreciar en el caso {[—1,1], =z},
donde z = 0 es un punto critico pero no un extremo relativo, dando la posibilidad de que se
genere una 6rbita de periodo 2, como se ve en la figura (3.1}

Y

Figura 3.1: Contraejemplo al teorema en el caso de puntos criticos con
derivada segunda no nula
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Continuando de forma légica con este estudio, el paso siguiente seria analizar el caso en
que f presentase dos extremos relativos. Es facil ver que ésta caracteristica no es suficiente
para garantizar atraccion global. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo.
Consideremos el s.d.d. {R, f(z)}, donde
64 104 49
Existen dos puntos criticos para f en x = %ﬁ. Por otro lado, tenemos que

o f(1/4)=1/4
o f/(1/4)=-1
e Sf <0 por ya que todos los ceros de f’ son reales y distintos.

Luego el s.d.d. satisface todas nuestras hipodtesis, sin embargo,

fO=1 vy  f(1)=0

es decir, existe al menos una érbita periddica de periodo 2, lo que impide que o = 1/4
sea atractor global.

Por tanto, deberiamos atacar este nuevo problema anadiendo mas suposiciones a las ya
conocidas hipétesis de derivada schwarziana negativa, propiedad RN y |f'(a)| < 1. En vez
de esto, plantearemos este problema desde otro frente.

3.4. Atraccion global en intervalos compactos

En esta seccién introducimos otra forma de enfrentarnos al problema del calculo de atrac-
tores globales, la cual podemos encontrar en [2]. Hemos atacado este problema desde el punto
de vista de la derivada schwarziana negativa, bajo la suposicion de que el punto fijo ya era
atractor local (se satisface RN y su derivada tenia médulo menor que uno). Pero, ;jqué ocurre
si tenemos derivada schwarziana positiva o si la derivada schwarziana cambia de signo en el
espacio de fases o si ni siquiera pueda definirse la derivada schwarziana?

Facilmente, podemos ver que cualquier funcién constante genera un s.d.d. con un tnico
punto fijo que resulta ser atractor global y, obviamente, no podemos definir la derivada
schwarziana para funciones constantes. El lector puede responder a este problema mediante
el teorema de la funcién contractiva (toda funcién constante es contractiva).

Alejémonos de todas las suposiciones tomadas hasta ahora y volvamos al punto de partida:
la unicidad de puntos de equilibrio y su no coexistencia con 6rbitas periddicas. Esta hipotesis
es necesaria por definicion de atractor global, pero ;es suficiente para garantizar la atraccién
global?
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Con el objetivo de responder a esta pregunta, introducimos la nocién de sucesién bimondto-

na.

Definicién 3.4.1. Una sucesion (z,), de nimeros reales se dice bimondtona si para cada
m > 0, se tiene una de las siguientes posibilidades:

= 1, > X, para todon > m;
= 1, = X, para todo n > m;

» 1, < X, para todo n > m.

En la siguiente imagen ilustramos la nociéon de sucesiéon bimondtona.

o 1
~ 4
-

o 4
0 L
o 4
[& [
P

Podemos ver que las sucesiones mondtonas son un caso particular de sucesiones bimonéto-
nas. El siguiente teorema fue demostrado por Andrew Coppel en [4]. Para su demostracion,
haremos uso de la siguiente notacion:

Definicién 3.4.2. Diremos que x € I es punto-U si f(x) > x y diremos que es punto-D
si f(x) < x.

Teorema 3.4.3. Sea {I, f} un s.d.d. con I compacto. Si f no presenta drbitas periodicas
de ningun periodo mayor que 1, entonces para cada xo € I, la trayectoria (f"(xq)), es
bimondtona y converge a un punto fijo de f.

Demostracion.

Para demostrar que toda trayectoria es bimondtona es suficiente ver que para cada
x € 1 ycadan > 1 se cumple

{f”(x)>:c si f(x) >

f"z) <z sif(r)<zx

Supongamos lo contrario, esto es, existe algin ¢ € I y ng > 1 tal que, o f"(c) < ¢ <
f(e), 0 f(c) < ¢ < f(c). Ambos casos son andlogos, asi que sin pérdida de generalidad
podemos suponer el primero.

Si f no posee puntos fijos menores que ¢, entonces por ser " continua, f™(z) < ¢
para todo x < ¢. Como f™(c) < ¢, la sucesién (f*"(c)), es decreciente y por tanto,
ha de converger a un punto z, que por ser limite, ha de ser punto fijo, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, f posee algiin punto fijo menor que c. Sea a el mayor
de estos puntos fijos. Entonces, como f(c¢) > ¢, para todo = € (a,c], f(x) > z. Si
consideramos x > a suficientemente cerca de a, entonces " (z) > x. Tenemos entonces
que f"(y) = y para algin y € (a,c), y como no hay érbitas periddicas de ningin
periodo mayor que 1, y es un punto fijo mayor que a, lo que genera de nuevo una
contradiccion.
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Por tanto, toda trayectoria es bimondtona. Veamos que es convergente y por el teorema
obtendriamos el resultado.

Fijamos z¢ € I y denotamos z, = f"(x¢), con n > 1. Si xp,11 = x,, para algun m,
entonces z, = x,, para todo n > m y la trayectoria de xy convergeria. Supongamos
entonces que x,.1 # x, para todo n. Hemos de tener en cuenta que si la trayectoria
se hace monétona en algin momento, la condicién de sistema dindmico discreto (esto
es, f(I) C I)y la compacidad de I garantizan la convergencia. Podemos asumir que la
orbita posee infinitos puntos-U xj e infinitos puntos-D zy.

Como la trayectoria es bimondtona, la subsucesion () crece hacia un punto limite p y
p = liminf z,,. De forma similar, la subsucesién (zj) decrece hacia un punto limite ¢ y
q = limsup x,,. Por otro lado, han de existir infinitos n tales que z,, es punto-D y x,, 11
es punto-U, de donde tomando limites obtenemos que

q=fp)=p

ya que f es continua y no hay érbitas periddicas de periodo mayor que 1. Esto significa
que
limsup x,, = liminf x,,

Por tanto, la trayectoria (x,), = (f"(z¢)), es convergente.
O

Con este teorema hemos visto que la no existencia de érbitas periddicas de periodo mayor
que 1 en sistemas dindmicos discretos con espacio de fases compacto garantiza que toda
trayectoria converge a un punto fijo. ;Y si solo hubiera un tnico punto fijo? Obtenemos
como consecuencia directa de este resultado uno de los principales resultados de la teoria de
atractores globales en sistemas dinamicos discretos.

Corolario 3.4.4. Sea {I, f} un s.d.d. con I compacto. Sea o un punto fijo de f. Entonces,
a es atractor global del sistema si, y solo si, a es el unico punto fijo del sistema y no existen
orbitas periodicas de ningun periodo mayor que 1.

Obviamente, no solo obtenemos un criterio para identificar atractores globales, sino que
obtenemos una condicién necesaria y suficiente de atraccién global en sistemas dindmicos
discretos definidos en intervalos compactos de la recta real. La belleza de este teorema radica
en las escasas hipdtesis del mismo. La unicidad del punto fijo y la no existencia de orbitas
periédicas son suficientes y necesarias para que el punto fijo atraiga a toda trayectoria del
sistema, siempre y cuando I sea compacto (en nuestro caso, un intervalo cerrado y acotado).

Se nos presenta un gran dilema a resolver: la afirmacion de no existencia de orbitas periodi-
cas de ninguin periodo llevada a la practica es dificil de comprobar. ; Cémo podemos entonces
garantizar que no existen orbitas de ningin periodo?

El astuto lector instruido en la teoria de sistemas dinamicos sabra dar una respuesta a esta
pregunta: el teorema de Sharkovsky, considerado por muchos como uno de los principales
resultados de la dindmica discreta unidimensional. Este importante resultado puede verse en
el apéndice [A1] Sin embargo, con el objetivo de hacer este trabajo entendible para aquellos
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iniciados en la teoria y no hacer uso de tan sofisticadas herramientas, exponemos un resultado
mas manejable que no es mas que una particularizacién del trabajo de Sharkovsky.

Para el siguiente resultado, definimos Per(f,n) como el conjunto de todos los puntos
periédicos de periodo n que presenta f en el espacio de fases. Este resultado puede encontrarse
en [7].

Proposicién 3.4.5. Si Per(f,n) # 0 para algin n < 2, entonces Per(f,2) # 0.
Demostracion.

Fijamos xg € Per(f,n) y sea x = min{xg, f(zq), ..., f* 1 (x9) = min~vy(I, f,z¢)}. Sea
y € v(I, f,z0) vy z € [x,y) tales que f(y) = xy f(2) = y. Si z = z, entonces x €
Per(f,2).

Supongamos entonces que z > x y consideremos el conjunto H = {v € [z, 2] : f3(v) =
v}. Por el teorema del valor intermedio, se tiene que H # () ya que f*(z) > z y
f2(z) =z < 2. Sea

u=sup H

En primer lugar, u < z. Supongamos f(u) = u y tomamos a € (z,y) N Per(f,1). Como

flu) =u<a<y=f(z)

tenemos que a = f(b) para algin b € (u, z). Entonces, f2(b) > by f?(z) < z, y de
nuevo, por el teorema de Bolzano para f?(z) — z, encontramos un punto ¢ € H con
c € (b, 2) tal que f2(c) = ¢, en contradiccién con la definicién de u. En consecuencia,
u € Per(f,2).

]

Luego la existencia de érbitas periddicas de cualquier periodo mayor que 2 garantiza la
existencia de ciclos de periodo 2, o, desde el punto de vista que a nosotros nos interesa, la no
existencia de puntos periddicos de periodo 2 garantiza la no existencia de puntos periddicos
de ningiin periodo mayor que 1.

Por tanto, podemos sustituir todas las hipétesis de no existencia de orbitas periddicas de
ningun periodo a la no existencia de ciclos de periodo 2, que desde un punto de vista practico
es bastante mas atractivo. Asi, reducimos nuestro problema a comprobar que las soluciones
de la ecuacion

@) =a (3.1
son las mismas soluciones que las soluciones de la ecuacién
fa) =2 (3:2)

Luego, partiendo de un sistema definido en un intervalo cerrado y acotado, si solo existe
una solucién para la ecuacién (3.1), cuya existencia viene garantizada por el teorema m

y coincide con la tnica solucién de la ecuacion (3.2)), por el corolario [3.4.4] dicha solucién es
el atractor global del sistema.



Apéndice A

Los grandes teoremas de la dinamica
discreta unidimensional

En 1964 se publico en la revista “Ukranian Mathematical Journal” un articulo escrito por el
matematico ucraniano Alexandr Nicolaevich Sharkovsky titulado (en inglés) “Coezistence of
cycles of a continuous mapping into itself” cuyo objetivo principal era demostrar lo que en la
actualidad se conoce por el nombre de Teorema de Sharkovsky. Ya en el ano 1962, Sharkovsky
habia publicado algunos resultados que pueden ser considerados como una introduccién a
dicho teorema. Sin embargo, el trabajo de Sharkovsky permanecié sin conocerse fuera de
Europa Oriental hasta la segunda mitad del siglo 1970, debido, en gran parte, a que el
articulo estaba escrito en ruso y publicado en una revista matematica soviética.

En 1975 la revista “American Mathematical Monthly” publico el famoso articulo titulado
“Period three implies chaos”, escrito por Tien-Yien Li y James A. Yorke, donde se da por vez
primera una definicién de “caos” y se demuestra un caso particular del teorema de Sharkovsky
(de forma inintencionada debido al desconocimiento de éste). Algin tiempo después, Yorke
asistié a una conferencia en Berlin Oriental donde conocié a Sharkovsky y pudo comprobar
que él ya habia demostrado sus resultados sobre los puntos periddicos de funciones continuas
en el intervalo tiempo atras. De esta forma, el trabajo de Li y Yorke ademas de introducir
la nocién de caos a una amplia audiencia, condujo al reconocimiento mundial del trabajo de

Sharkovsky.

En este apéndice, damos a conocer estos dos grandes teoremas de la dinamica discreta
unidimensional y establecemos como consecuencia una clasificacién de las funciones conti-
nuas del intervalo en funcién del tipo de érbitas que presentan. Dado que no es objetivo de
este trabajo, solo enunciaremos estos resultados, referenciando al lector a la bibliografia si
estd interesado en una demostracién rigurosa de los mismos.

25
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A.1. El teorema de Sharkovsky

Consideremos la funcién f(z) = —2* + 322 + 22 + 1. Es fdcil ver que

fO)=1, f)=2 f(2)=0.

Por tanto, {0, 1,2} forman una érbita de periodo 3. Es razonable preguntarse ahora si existen
mas érbitas periddicas para f y de qué periodo. Esta pregunta puede ser respondida, al menos
en parte, por el siguiente teorema, el cual podemos encontrar en [9]:

Teorema A.1.1. Si una funcion continua f : I — I tiene puntos periddicos de periodo 3,
entonces tiene puntos periodicos de cualquier periodo.

Demostracion.

Sean {a, b, c} una érbita periédica de periodo 3 de la funcién continua f. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que a < b < ¢, con f(a) =0b, f(b) =cy f(c) =a. (el
caso f(a) = c es andlogo, considerando otros intervalos en el razonamiento venidero).

Sea Iy = [a,b] e I} = [b, ¢]. El teorema de los valores intermedios implica que I; C f([p),
I C f(I) y Iy C f(I1). Como I; C f(Iy), por el teorema encontramos un punto
fijo para f en I;.

Sea n > 1. Supongamos que existen una sucesion de intervalos cerrados
Ay DAL DA D ... DA,

verificando las siguientes propiedades:
(i)  Ap=1Iy;
(i)  f(Ax) = Ag_qyparak=1,2,...,n — 2;
(iii) f*(Ap) =1, para k= 1,2,...,n —2;
(iv) " An) = Lo;
(v)  f"(An) = 1.
Como A, C I, por (v) y el teorema tenemos que f™ posee un punto fijo en A4, o,

lo que es lo mismo, f posee un punto periédico de periodo menor o igual que n en A,,.
Veamos que tiene periodo n.

Supongamos f"(p) = p, con p € A,. Entonces (iii) implica que

{p. f(p), (D), ... /" *(p)} C L =[b,q]

y (iv) implica que f"~!(p) € Iy = [a, b]. Sip = ¢, entonces f(p) = a & I,. Como f"1(p)
es la tnica de las n primeras iteradas de p que no esta en Iy, entonces n = 2. Pero esto
contradice el hecho de que ¢ tiene periodo tres, luego p € [b, ¢).

Si p = b, entonces n = 3 ya que f%(p) = a & I, y la tnica iterada que no se encuentra
en I es " 1(p).

Supongamos n # 3, luego p ha de estar en el intervalo abierto (b,c). Como f"1(p) €
Iy = [a, b], entonces f"~1(p) # p. Si el periodo de p fuera menor que n — 1, entonces (iii)
y el hecho de que p # {b, ¢} implican que la érbita de p estda completamente contenida
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en (b,c), lo que contradice (iv). Como " !(p) & (b,c), p ha de tener forzosamente
periodo n.

Para completar la prueba hemos de demostrar la existencia de tal sucesion de intervalos
cerrados para cada numero natural mayor que 1. Sea n > 1. Obviamente, podemos
tomar Ag = I y (i) se satisface. Para el resto de propiedades, usaremos el siguiente
resultado:

“Si f es una funcién continua y J y K intervalos cerrados tal que K C f(J),
entonces existe Jy tal que Jo C Jy f(Jo) = K.”

Dado que Ay = I y f(11) D I, tenemos que Ay C f(Ap) y por tanto, existe A; C Ay
tal que f(A;) = Ap. Se tiene que A; C Ag = f(A;). De nuevo, existe Ay C A; tal que
f(As) = A;. Continuando de esta forma, podemos definir Ay para k = 1,2,....,n — 2,
satisfaciendo Ay C Ax_1 vy f(Ax) = Ag_1, de donde obtenemos (ii). Ademds, como
f(Ag) = A1 para cada k, se tiene

FA(AR) = f(F(AR) = f(Ar—r) = Ap—a;
FP(A) = F(F2(AR) = f(Ap—2) = Ars;

fF(Ay) = Ao = I

para cada k = 1,2,...,n — 2, obteniendo (iii). Por otro lado, tenemos

S Anm) = (/72 (Anm2)) = f(1) D I,

de donde obtenemos que existe A, ; C A, o tal que f"1(A,_1) = Iy, que es (iv).
Finalmente,

S (A1) = f(f" 7 (An)) = f(Lo) D 14,
luego existe A, C A,_; tal que f*(A,) = I, obteniendo (v). Esto concluye la demos-
tracién.

]

Por sorprendente que parezca este teorema, no es mas que un caso particular de un resul-

tado mas general probado por A. N. Sharkovsky en 1964. Este bello e interesante resultado
depende tnicamente de la continuidad de la funcién en cuestién y, como bien dice Richard
Holgrem en su libro “A first course in discrete dynamical systems”, hace ver a cualquiera
que no todos los grandes resultados de las matematicas fueron probados antes del siglo XX.

Para enunciar su resultado, Sharkovsky establece un nuevo ordenamiento de los ntimeros

naturales, el cual exponemos a continuacion:

Definicién A.1.2 (Ordenamiento de Sharkovsky). El ordenamiento de Sharkovsky de

los numeros naturales es

3= >=T7>=..>=2-3=2-5=2-7T> ..
= 22.3-922.5-922. 7 = 2".3%=2".5%2".Tw .
=222 2]

donde a > b indica que a es mayor que b en este orden.
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Este orden se fundamenta en que todo ntimero entero positivo puede ser escrito de manera
unica de la forma 2™(2n + 1), para enteros m,n > 0, por lo que el orden definido antes
es un orden total. La lista comienza con los nimeros impares mayores que 1 ordenados de
forma creciente. Luego, se repite la secuencia con cada impar multiplicado por 2, después la
secuencia inicial multiplicada por 22, luego por 23 y asi, sucesivamente. El orden se completa
anadiendo las potencias de 2 de forma decreciente.

Teorema A.1.3 (Teorema de Sharkovsky). Sea {I, f} un sistema dindmico discreto que
presenta orbitas periodicas de periodo n. Para todo m tal que n = m en el ordenamiento de
Sharkovsky existe un punto periodico de periodo m.

La demostracion del teorema de Sharkovsky no necesita de herramientas que no hayamos
usado en la prueba anterior. Sin embargo, debido a su longitud, referenciamos al lector
interesado en su prueba a la bibliografia. Una demostracién rigurosa y actual del mismo
puede encontrarse en el libro de Block y coppel [2] o en el articulo de Boleslaw Gawel [7].
En ambos sitios, la demostracion del teorema se obtiene como consecuencia de un estudio de
resultados y lemas previos.

El resultado que Sharkovsky dio a conocer en 1964 en la revista ucraniana “Ukrainian
Mathematical Journal” [16] daba una respuesta mas que suficiente a todas las preguntas
contemporaneas sobre existencia de orbitas peridédicas. Como veremos en el apendice
este teorema establece una clasificacién obvia de las funciones CY(I, I) (aplicaciones continuas
del intervalo I) que, junto con el siguiente apéndice, clasificaran las funciones “cadticas” en
funcion del periodo de sus érbitas.

Por ahora, veremos un ejemplo sencillo de los usos del teorema de Sharkovsky en
las aplicaciones. Consideremos la familia logistica h,(z) = az(1 — z) y tomemos el s.d.d.
{[0,1], h31}. En la figura vemos las graficas de las funciones hs 1, b3, y hy,.

N VANV
/

|

Figura A.1: Tteraciones de la ecuacion logistica hsy : hsy, h3, y hi,

Podemos observar en el primer grafico como h presenta dos puntos fijos en 0 y 21/31.
En el segundo, aparecen dos puntos fijos méas para h?, que han de corresponder a una érbita
periédica de periodo 2. Por 1ltimo, los puntos fijos del tercer gréfico (hél) son los mismos
que los del segundo (h:%,l), por lo que podemos decir que no hay érbitas de periodo 4 para
hs 1y, en virtud del teorema de Sharkovsky [A.1.3] el mayor orden de las érbitas periédicas
de hsq es 2.
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A.2. Caos segun Li-Yorke

En diciembre de 1975, Tien-Yien Li y James A. Yorke presentaron un articulo donde
exponian el comportamiento de aquellos sistemas que mostraban érbitas periddicas de periodo
3 [10]. En este apartado se dardn a conocer estos resultados, los cuales generaron multitud de
lineas de investigacion y despertaron la curiosidad en el mundo occidental sobre la dinamica
discreta unidimensional.

El resultado principal de este apartado permite, a partir de la simple observacién de una
orbita periddica en particular, determinar no solo la coexistencia de orbitas periddicas de
todos los periodos, sino también la presencia de orbitas de comportamiento erratico que no
se acumulan en ninguna 6rbita periddica. Recordemos que el objeto principal de estudio de
los sistemas dindmicos discretos es el comportamiento de todas las érbitas del sistema. Como
puede intuirse, es de vital importancia dentro de la dinamica discreta el poder determinar si
un sistema dinamico dado es o no es cadtico.

El término caos fue introducido en primera instancia por este articulo de 1975 en dinami-
ca discreta unidimensional. Para introducir el concepto de caos expuesto por Li y Yorke,
necesitamos la nocién de punto asintéticamente (y aproximadamente) periédico y conjunto
scrambled:

Definicién A.2.1. Sea {I, f} un s.d.d. Un punto x € I es:

= asintoticamente periddico si existe un punto periddico p tal que
Jim |f"(z) — /" (p)] = 0

» aproxrimadamente periddico si para cada € > 0, existe un punto periodico p y un
entero positivo N tal que

|f"(z) — f"(p)| < € para todo n > N

Notese que cualquier punto asintoticamente periddico es también aproximadamente pe-
riédico.

Definicién A.2.2. Sea {I, f} un s.d.d. y sea § > 0. Un subconjunto S C I, con al menos
dos elementos, se dice conjunto scrambled, o conjunto d—scrambled (si 6 > 0) si, y
solo si, para cada par de puntos x,y € S, con x # vy, se tiene

lmsup [f"(z) — f"(y)| > 4,

n—oo

limnf | () — f"(y)| = 0

El término conjunto scrambled es una adaptacion del inglés “scrambled set”, concepto
introducido en la década de 1980. La definiciéon original de conjunto scrambled, la cual se
puede encontrar en el articulo de Li y Yorke (ellos no dieron la definicién formal de conjunto
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scrambled en este articulo, aunque utilizaron este concepto), inclufa la propiedad de que para
cada x € Sy cada punto periédico p €
limsup [ f"(z), f"(p)| > 0,

n—oo

sin embargo, mas tarde se demostré que esta propiedad es esencialmente una consecuencia de
las anteriores dos (lo que se puede ver, por ejemplo, en [2]), por lo que no suele introducirse
en la definicion.

Definicién A.2.3. Dado el s.d.d. {I,f}. Decimos que f es cadtica en el sentido de
Li-Yorke si existe un conjunto S C I scrambled no numerable.

Existen una gran cantidad de resultados interesantes surgidos a partir de la definicién de
funcién cadtica en sentido de Li-Yorke y de conjunto scrambled que el lector puede ver en [2]
o en [12]. Nosotros nos quedaremos con una curiosa propiedad de las funciones cadticas en el
sentido de Li-Yorke que exponemos a continuacién y que nos sera de utilidad mas tarde.

Proposiciéon A.2.4. Si para algin n > 1, f™ es cadtica en el sentido de Li-Yorke, entonces
f también lo es.

Demostracion.

Supongamos f" cadtica en el sentido de Li-Yorke. Entonces existe un conjunto S C [
no numerable tal que para todo z,y € S

limsup | f*(z) — f*(y)| > 0, y

k—o0

liminf | f*"(z) — f*(y)| = 0
k—o0
Por las propiedades del limite inferior y superior se tiene que

0 < liminf |f"(z) — f"(y)| < liminf |f*"(2) — f*(y)| = 0

limsup | f*(z) — f(y)| > Umsup |f*"(z) — f**(y)| > 0.

n—o00 k—o0

Por tanto, S es un conjunto scrambled para f, luego f es cadtica en el sentido de
Li-Yorke.
[

Se puede demostrar que, en el caso de intervalos compactos, la implicaciéon opuesta también
se cumple. La demostracién de este resultado se puede ver en [12], pp. 7-9. La necesidad de
que I sea compacto se puede reflejar en este ejemplo:

Ejemplo

Sea f: (0,+00) — (0, +00), .

x?’

fz) =

Podemos ver que S = [2, 3] es un conjunto scrambled para f, sin embargo, f?(z) = x
no posee ningin conjunto scrambled.

4



61 LOS GRANDES TEOREMAS DE LA DINAMICA DISCRETA UNIDIMENSIONAL

A continuacién, enunciamos el teorema principal de este apartado, cuya demostracién
puede verse en [10].

Teorema A.2.5 (Teorema de Li-Yorke). Sea {I, f} un s.d.d. Supongamos que existe un
punto a € I para el que los puntos b= f(a), c = f*(a) y d = f*(a) satisfacen

d<a<b<c (od>a>b>c).

Entonces
1. Para cada k = 1,2, ... existe algun punto periodico en I de periodo k.

2. f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Notese que si una funciéon presenta un punto periédico de periodo 3, las hipdtesis del
teorema se satisfacen y por tanto f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Analicemos el significado del teorema[A.2.5] La existencia de puntos periédicos de periodo
3 no solo implica la existencia de puntos periédicos de cualquier periodo, sino que ademas
existe un subconjunto no numerable S C [ tal que para cualquier par de puntos z,y € S, las
sucesiones ( f”(x))n y ( f”(y))n, cuando n tiende a infinito, presentan infinidad de términos
tales que f™"(z) y f™(y) estan tan cerca como se quiera (liminf | f"(z)— f"(y)| = 0); e infinidad
de términos tales que la distancia entre f"(z) y f"(y) siempre es “grande” (limsup |f"(z) —

f" () > 0).

En otras palabras, bajo iteraciones de f, diferentes puntos de S estdan a veces cerca, y otras
veces separados, y ninguno de estos es periddico.

Por tltimo, hemos de tener en cuenta que el Teorema de Li-Yorke no admite ex-
tensiones a dimensiones mayores que 1. Para ilustrar este hecho, consideremos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo

Sea f : R? — R? la rotacién en R? de 2% alrededor del origen, es decir, en coordenadas
polares

Tg) = T, 2x.
f ( 9) 0+
Podemos ver que f posee una orbita de periodo 3, y sin embargo, no es cadtica en

sentido de Li-Yorke, puesto que todos sus puntos (salvo el origen) son puntos periédicos
de periodo 3.
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A.3. Clasificacion de las funciones continuas del inter-
valo en funcién del teorema de Sharkovsky

Los teoremas de Sharkovsky y de Li-Yorke brillan por si solos. Su importancia no solo
se debe a sus multiples aplicaciones, sino también a que constituyen los pilares basicos del
desarrollo de la teoria de la dindmica discreta unidimensional posterior. Sin embargo, aunando
ambos resultados, obtenemos una consecuencia mas a juego con la teoria que en este trabajo
se expone.

Juntando los resultados de Li y Yorke y el teorema de Sharkovsky, podemos clasificar
las aplicaciones continuas del intervalo en funcién del periodo que exhiban las 6rbitas que
genere. En este apartado, daremos a conocer esta clasificacion, junto a las aportaciones del
matematico checo Jaroslav Smital en este campo.

Hablaremos indistintamente de puntos periédicos como de érbitas periddicas, sin hacer
incapié en la diferencia entre ambos (la 6rbita de todo punto periddico es periddica y toda
érbita periddica estd formada por puntos periddicos).

Funciones continuas con puntos periddicos de periodo no potencia
de 2

Comenzamos la clasificacion con aquellas funciones que presentan puntos periédicos con
periodo de la forma

2" <impar

en funcién del teorema de Sharkovsky. El siguiente teorema caracteriza este tipo de funciones
en funcion del teorema de Li-Yorke.

Teorema A.3.1. Sea {I, f} un s.d.d. Supongamos que f presenta orbitas periddicas cuyo
periodo no es potencia de 2. Entonces f es cadtica en el sentido de Li-Yorke.

Demostracion.

Si f presenta érbitas periddicas cuyo periodo no es potencia de 2, por la ordenacién
de Sharkovsky de los niimeros naturales, forzosamente ha de existir algin m tal que f
presenta una 6rbita de periodo 3 - 2. Por lo tanto, la funcién f2” tiene una érbita de
periodo 3 y por el teorema de Li-Yorke 2" es cadtica en sentido de Li-Yorke.
Por 1ltimo, aplicando la proposicién [A.2.4], se obtiene el resultado.

O

Conseguimos asi la primera consecuencia de nuestra clasificacion: cualquier funcién con-
tinua que presente puntos periddicos cuya Orbita sea multiplo de algin ntmero impar es
caodtica en sentido de Li-Yorke.
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Funciones de tipo 2"

Supongamos que f solo presenta puntos periddicos con periodo de la forma 2", con n > 0
hasta un cierto grado ng. En otras palabras, el conjunto

Per(f,2m0) # 0,

mientras que

Per(f,m) =10,

para todo m > 2"° segiin la ordenacion de Sharkovsky. A este tipo de funciones las llamaremos
de tipo 2™. Las funciones de tipo 2" se caracterizan por ser lo opuesto a cadticas, tal y
como se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema A.3.2. Sea {I,f} un s.d.d. con I compacto. Si [ es de tipo 2", entonces toda
orbita de I es asintoticamente periodica.

Demostracion.

Sea ng > 0 tal que 2™ es la mayor orbita que presenta cualquier punto periddico de
I. Consideremos f2"°. Por el teorema , al no presentar f2"° érbitas periédicas de
ningtin periodo mayor que 1, toda érbita es atraida por un punto fijo de f2"°. Volviendo
a f, ésto implica que toda 6rbita es asintéticamente periddica.

m

El hecho de que todo punto sea aproximadamente periédico (en particular, asintéticamente
periédico) es exactamente la negacién de caos, ya que la drbita de cualquier punto de I es
atraida a alguna orbita periddica del sistema, sin propiciar ningiin comportamiento extrano
y generando asi un comportamiento totalmente determinista.

Funciones de tipo 2%

El teorema de Sharkovsky establece una ultima clase de funciones, aquellas que presentan
puntos periédicos de periodo cualquier potencia de 2. A este tipo de funciones se le denota
como funciones de tipo 2°°. Esta clase de funciones establece una frontera entre las funciones
cadticas que presentan érbitas periddicas con periodo un muiltiplo de un nimero impar y
funciones deterministas de tipo 2.

Con respecto a esta clase de funciones merece una mencion especial el articulo publicado
en 1986 por Jaroslav Smital: “Chaotic functions with zero topological entropy” [18], donde se
exponen varias propiedades de las funciones de tipo 2°°.

En este articulo se muestra que las funciones cadticas en el sentido de Li-Yorke no necesitan
tener ciclos de periodo no potencia de 2 (es decir, ser del primer tipo estudiado). Es maés,
establece una caracterizacion de las funciones cadticas en sentido de Li-Yorke y descompone
las funciones C°(I,1) en dos conjuntos disjuntos: funciones caéticas en sentido de Li-Yorke
y funciones que solo presentan trayectorias que se aproximan a ciclos.
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La prueba de estos resultados expuesta por J. Smital hace uso de complejas herramientas
y por no ser objetivo de este trabajo y exceder los conocimientos requeridos en el Grado en
Matematicas, exponemos solo los resultados de interés para nuestro objetivo, referenciando
al lector a [I8] o a [12] si desea una demostracién de los mismos.

El teorema principal en el trabajo de Smital expone que existen funciones de tipo 2°° que
son caoticas en sentido de Li-Yorke y otras que no lo son:

Teorema A.3.3.
(i) Eziste un s.d.d. {[0,1], f} con f de tipo 2°° cadtica en el sentido de Li-Yorke.

(ii) Existe un s.d.d. {[0,1],g} con g de tipo 2°° que presenta puntos no asintéticamente
periodicos, pero que no es caotica en sentido de Li-Yorke.

Si el lector quiere ver un ejemplo mas visual de funcién 2° que no es cadtica en sentido de
Li-Yorke, puede recurrir a [12], apartado 5.2.

En el libro de Block y Coppel [2] se introduce una definicién alternativa de caos en funcién
de la nocién de turbulencia ([2], pdgina 25). Es sencillo demostrar que si f es cadtica en
sentido de Block-Coppel, f es cadtica en sentido de Li-Yorke, no siendo cierta en general
la implicacién contraria. Algunos autores consideran esta definiciéon de caos mas adecuada,
principalmente porque caracteriza de forma rigurosa las clases de funciones expuestas en este
apartado.

En general, se tiene que:

= Si f es de tipo 2", entonces f no es cadtica (en ninguno de los dos sentidos), siendo
todas las trayectorias de los elementos del espacio de fases asintoticamente periddicas.

= Si f presenta orbitas del tipo 2" - ¢, con ¢ € N impar, entonces f es cadtica en los dos
sentidos.

= Si f es de tipo 2°°, entonces f no es caodtica en sentido de Block-Coppel, pudiendo serlo
en sentido de Li-Yorke.
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