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Introduccion.

El objetivo principal de este trabajo es reunir diferentes nociones de com-
pacidad, asi como considerar algunas de sus caracterizaciones e interrelacio-
nes que consideramos mas relevantes.

Comenzamos con un resumen en inglés del contenido del trabajo, prece-
dido por su traduccion al castellano.

Posteriormente incluimos una breve introduccion histérica en aras de po-
nernos en situacién en cuanto a lo novedoso de la Topologia (y de la compa-
cidad en particular) respecto a otras areas matematicas.

Tras esto, enunciamos una serie de conceptos y propiedades basicas de
la Topologia, que no son especificas de este trabajo pero que utilizaremos
con naturalidad a lo largo de éste. Incluimos ademés otra seccion algo mas
extensa dedicada a la compacidad, ya que no nos parece apropiado tratar con
cierta profundidad otras nociones de este concepto sin ahondar un minimo
en su definicion y algunas de sus caracterizaciones y propiedades bésicas.

Después comenzamos con lo que consideramos el contenido fundamental
y novedosos de este trabajo. Vamos introduciendo una a una las diferentes
nociones de compacidad, intentando que tras cada apartado queden claras
sus propiedades bésicas y sus equivalencias con las definiciones dadas con an-
terioridad e intentamos ilustrar, siempre que es posible, con contraejemplos,
los falsos reciprocos que aparecen.

Mostramos ademas, al principio de cada apartado, una seleccién de con-
ceptos y proposiciones que permitiran seguir con mayor fluidez el capitulo en
el que aparecen.

Por ltimo ilustramos con tres esquemas las relaciones mas importantes
entre las diferentes nociones de compacidad presentadas.



Resumen.

Aunque generalmente no resulta sencillo resumir textos matematicos, in-
tentamos en esta seccion recopilar los aspectos mas importantes de este tra-
bajo, con el objetivo de que su lectura resulte 1til y permita tener una idea
general del contenido del mismo.

No debemos olvidar que tratamos sobre una de las ramas mas recientes
de las matematicas, la Topologia, considerada como un area independiente
desde hace menos de trescientos anos. Ademas, nos centramos en la compa-
cidad, término oficialmente introducido hace menos de cien anos.

El tema principal de este trabajo es el estudio de diferentes nociones de
compacidad, asi como de las numerosas relaciones que existen entre ellas en
espacios topoldgicos con distintas propiedades. Obviamente, para poder com-
prenderlas es necesario conocer ciertos conceptos sobre topologia en general y
sobre compacidad en particular. Por esto, después de una breve introduccién
histérica en el Capitulo 1, recopilamos en el Capitulo 2 algunas definiciones
y resultados basicos que usaremos a lo largo de este trabajo.

Comenzamos definiendo las aplicaciones continuas entre espacios topoldgi-
cos, las cuales nos llevan a considerar el concepto de homeomorfismo y las
propiedades topoldgicas que se conservan por éstos, a las que denominamos
invariantes topoldgicos y las cuales son muy importantes ya que se expresan
enteramente en términos de la topologia del espacio y nos permiten hacer
distinciones entre diferentes espacios topoldgicos.

Después de esto consideramos los axiomas de numerabilidad. Primero
definimos los principales axiomas: el primer axioma de numerabilidad, el
segundo axioma de numerabilidad y la propiedad de ser Lindel6f. Enunciamos
también las relaciones que existen entre ellos, por ejemplo, el segundo axioma
de numerabilidad implica tanto el primero como el ser Lindelof. Por otro
lado, introducimos en esta seccion algunas definiciones importantes como la
de recubrimiento (abierto, finito y numerable) y subrecubrimiento, las cuales
usamos durante todo el trabajo.

En la siguiente secciéon hablamos sobre los axiomas de separacion. En par-



ticular, damos la definicién de los espacios topoldgicos T7 y Tz (estos dltimos
llamados normalmente espacios Hausdorff) y de los espacios topolégicos re-
gulares y normales. Vemos que se cumple ademas que todo espacio Hausdorff
es T1, todo espacio regular es Hausdorff y todo espacio normal es también
regular.

La ultima seccién del capitulo dedicado a conocimientos previos trata so-
bre la topologia métrica y los espacios metrizables. Desde el punto de vista de
la compacidad, esta clase de espacios topoldgicos resulta interesante ya que,
como demostramos mas adelante, todas las nociones de compacidad son equi-
valentes en ellos. En particular, definimos una base para la topologia métrica,
formada por bolas abiertas, y probamos ciertas propiedades de los espacios
topoldgicos metrizables; probamos, entre otras, que son espacios Hausdorff y
normales, que satisfacen el primer axioma de numerabilidad y que si ademas
un espacio metrizable es separable, entonces también satisface el segundo.

En el Capitulo 3, antes de introducir las diferentes nociones de compa-
cidad, tratamos sobre la propia compacidad. Recordamos que un espacio
topoldgico es compacto si de cada subrecubrimiento abierto del espacio po-
demos extraer un subrecubrimiento finito. Tras esta definicién, presentamos
algunas caracterizaciones de la compacidad y estudiamos ciertas propieda-
des generales como que ésta es un invariante topoldégico y como se define en
subespacios. Finalmente, terminamos esta seccion enunciando el Teorema de
Tychonoff, que afirma que el producto arbitrario de espacios compactos es
compacto con la topologia producto.

Es ahora cuando comenzamos con las diferentes nociones de compacidad.
En este trabajo presentaremos cuatro de ellas: w-compacidad, compacidad
sucesional, w-compacidad débil y pseudo-compacidad.

El Capitulo 4 esta dedicado a la w-compacidad; no obstante, antes de
comenzar su estudio damos algunas definiciones que es importante recordar
para comprender esta seccion. En particular, recordamos que un elemento
de un espacio topolégico es un punto de aglomeracion de una sucesion si
para cada uno de sus entornos y para cada término de la sucesién existe
un término posterior contenido en dicho entorno. Después de ésta y otras
definiciones, presentamos los espacios topoldgicos w-compactos como aquellos
para los que de cada recubrimiento abierto y numerable podemos extraer un
subrecubrimiento finito, y continuamos con algunas de sus propiedades y
caracterizaciones.

Quizas la caracterizacién mas importante de estos espacios es la siguiente:
Un espacio topoldgico es w-compacto si y solo si toda sucesion del espacio



tiene al menos un punto de aglomeracion. Esta caracterizacion es de gran
utilidad a la hora de probar algunas de las equivalencias que enunciamos
mas tarde.

También probamos que la w-compacidad es un invariante topolégico y
tras esto, mostramos otros resultados como por ejemplo los que enunciamos
a continuacion:

a) Todo espacio topoldgico compacto es también w-compacto. Este es un
resultado sencillo de probar, para el que es interesante encontrar un
contraejemplo con el fin de mostrar que el reciproco no es cierto, lo
cual hacemos en este trabajo con un espacio topoldgico dotado con la
topologia del orden.

b) En un espacio topolégico que satisface el segundo axioma de numera-
bilidad, la compacidad y la w-compacidad son equivalentes. Ocurre lo
mismo en un espacio metrizable ya que todo espacio topoldgico metri-
zable y w-compacto satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Después, para finalizar este capitulo, consideramos la w-compacidad en
subespacios, mostrando que todo subespacio cerrado en un espacio topolégi-
co w-compacto es también w-compacto.

En el Capitulo 5 introducimos la compacidad sucesional. También aqui ne-
cesitamos recordar algunos conceptos basicos sobre sucesiones, como la de-
finicion de subsucesion y de limite de una sucesion, asi como propiedades
bésicas sobre convergencia de sucesiones.

Definimos después los espacios topoldgicos sucesionalmente compactos.
Estos espacios son aquellos en los que toda sucesion tiene al menos una subsu-
cesion convergente. Se cumple ahora, igual que ocurria con la w-compacidad,
que la compacidad sucesional es un invariante topoldgico.

Aunque nuestra intuicion podria llevarnos a pensar lo contrario, no existe
ninguna relacion entre los espacios topoldgicos compactos y los espacios to-
poldgicos sucesionalmente compactos, es decir, existen espacios topolégicos
compactos que no son sucesionalmente compactos y espacios topoldgicos su-
cesionalmente compactos que no son compactos. En este trabajo mostramos
un ejemplo de cada uno de ellos.

Si que existe, sin embargo, cierta implicacion entre la w-compacidad y la
compacidad sucesional en espacios topoldgicos arbitrarios, pues esta tltima
implica la w-compacidad. El reciproco se cumple en espacios topoldgicos que
satisfacen el primer axioma de numerabilidad y en particular, en espacios
topoldgicos metrizables.



Ocurre también, y asi lo probamos, que en un espacio topoldgico que sa-
tisface el segundo axioma de numerabilidad, la compacidad, la w-compacidad
y la compacidad sucesional son equivalentes.

Por tltimo, consideramos la compacidad sucesional en subespacios. Ob-
servamos que un subespacio es sucesionalmente compacto si es un espacio
topoldgico sucesionalmente compacto con la topologia inducida.

El Capitulo 6 trata sobre la w-compacidad débil. Comenzamos, al igual
que en los capitulos previos, recordando algunos conceptos como el de punto
de acumulacion y sus propiedades. Los puntos de acumulacién son importan-
tes en esta seccidén ya que un espacio topoldgico es débilmente w-compacto si
cada subconjunto infinito de éste tiene al menos un punto de acumulacion.

Después de esto, demostramos que al igual que ocurria con las nociones
de compacidad anteriormente dadas, la w-compacidad débil es un invariante
topoldgico.

También mostramos que existen numerosas relaciones entre la w-compa-
cidad débil y las diferentes nociones de compacidad previamente presentadas.
Algunos ejemplos son los siguientes:

a) Todo espacio topolégico w-compacto es también débilmente w-compacto.
Sin embargo, el reciproco no es cierto, tal como demostramos en este
trabajo.

b) Todo espacio topolégico compacto es débilmente w-compacto aunque
el reciproco no se cumple de nuevo. Ocurre lo mismo con los espacios
topoldgicos sucesionalmente compatos.

¢) La equivalencia entre la w-compacidad débil y la w-compacidad se cum-
ple en espacios topoldgicos que satisfacen ser 77, por lo que también se
cumple en espacios topologicos Hausdorft.

d) En un espacio topolégico metrizable, la compacidad, la w-compacidad,
la compacidad sucesional y la w-compacidad débil son equivalentes.
Este resultado es muy importante porque nos da la equivalencia entre
todas las nociones de compacidad definidas hasta ahora.

Para finalizar este capitulo, presentamos la w-compacidad en subespacios,
al igual que hemos hecho en los anteriores.

El Capitulo 7 esta dedicado a la pseudo-compacidad. Antes de definir los
espacios topolégicos pseudo-compactos recordamos ciertos conceptos como
los de infimo y supremo de una funcién definida de un espacio topoldgico en



R. También damos la definicién de una funcién acotada (tanto superior como
inferiormente).

Definimos entonces los espacios topolégicos pseudo-compactos como aque-
llos en los que toda funcién continua definida de tal espacio topolégico en R
(con la topologia usual) estd acotada. Esta definicién no resulta muy précti-
ca, por lo que probamos algunas caracterizaciones de estos espacios, asi como
que la pseudo-compacidad es un invariante topolégico.

En cuanto a las nociones de compacidad previamente definidas, mostra-
mos algunas relaciones entre ellas y la pseudo-compacidad. Por ejemplo, pro-
bamos que la w-compacidad implica la pseudo-compacidad y que el reciproco
es cierto en espacios topologicos normales, y por tanto también en espacios
topoldgicos metrizables.

Se cumple ademas que todo espacio topoldgico sucesionalmente compac-
to es pseudo-compacto. Sin embargo, existen espacios topoldgicos pseudo-
compactos que no son débilmente w-compactos y espacios topologicos débil-
mente w-compactos que no son pseudo-compactos.

Después de esto, concluimos este capitulo considerando la pseudo-com-
pacidad en subespacios.

Finalmente en este trabajo, incluimos tres diagramas en los que resalta-
mos las relaciones mas importantes entre las diferentes nociones de compaci-
dad mostradas ya que creemos que es la forma més adecuada de clarificarlas.



Summary.

Although it is generally difficult summarizing mathematical texts, in this
section we try to collect the most important aspects of this work, so that its
reading becomes useful for having a general idea of its content.

We must not forget that we are dealing with one of the most recent bran-
ches of mathematics, the Topology, considered as an independent area less
than three hundred years ago. Besides, we are focusing on the compactness,
term officially introduced less than one hundred years ago.

The main theme of this work is the study of the different notions of
compactness, as well as the several relationships among them in topological
spaces with different properties. In order to understand them, we need ob-
viously to know certain things about general topology and compactness in
particular. For that reason, and after a brief historical introduction to the
topic in Chapter 1, we collect in Chapter 2 some basic and general concepts
which are used along this work.

We start recalling the idea of continuous maps, which lead us to consider
the concept of homeomorphism and the topological properties which are pre-
served by them, the so called topological invariants. They are very important
in topology because they are expressed entirely in terms of the topology of
space and allow us to distinguish between different topological spaces.

Later on, we consider the countability axioms. First of all, we define
the main three countability axioms: the first countability axiom, the second
countability axiom and the property of being Lindelof. We consider also
the relationshipS among them. For instance, the second countability axiom
implies both the first and the property of being Lindelof. We introduced also
in this section some very important definitions like those of coverings (open,
finite, countable) and subcoverings, which we use throughout the work.

In the next section we consider the separation axioms. In particular, we
give the definition of T} and T, topological spaces (which are usually called
Hausdorff spaces), and regular and normal spaces. As is well known, it holds
that every regular space is Hausdorff and that every normal space is also



regular.

Finally, the next section is devoted to the metric topology and metriza-
ble spaces. From the point of view of compactness, this class of topological
spaces is very interesting because, as we will see later, all the different no-
tions of compactness become equivalent for them. In particular, we define
the standard basis of a metric topology, which is made of open balls, and
we prove certain properties of metrizable topological spaces. For instance,
we see that they are all Hausdorff and normal spaces, that they satisfy the
first countability axiom, and, when separable, they also satisfy the second
countability axiom.

In Chapter 3, and before introducing the different alternative notions of
compactness, we consider the standard notion of compactness. In this sense,
let us recall that a topological space is said to be compact if for each open
covering of the space we can extract a finite subcovering. After this defini-
tion, we consider several characterizations of compactness and study some
of its general properties like that of being a topological invariant and how it
is inherited by subspaces. Finally, we close this section with the formulation
of Tychonoft’s theorem, which states that the arbitrary product of compact
topological spaces is compact in the product topology.

It is now when we start to introduce the different alternative notions of
compactness. In particular, we will consider four of them: the w-compactness,
the sequential compactness, the weak w-compactness, and the pseudo-com-
pactness.

Chapter 4 is devoted to the w-compactness, but before dealing with it
we give some definitions which are important recalling to understand this
section. In particular, we recall that a point of agglomeration of a sequence
is a point which satisfies the property that for each of its neighborhoods
and for any term of the sequence there always exists a later term of the
sequence contained in such neighborhood. After that, we introduce the w-
compact topological spaces as those spaces for which each countable covering
has a finite subcovering, and we continue with some of their properties and
characterizations.

Perhaps the most important characterization of these spaces is the fo-
llowing: A topological space is w-compact if and only if every sequence in
the space has at least one agglomeration point. This characterization is very
useful to prove many of the equivalences we formulate later.

We also prove that w-compactness is a topological invariant and after
that, we show other results as the following ones:
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a) Every compact topological space is w-compact. This is a result easy to
prove, for which it is interesting to find a counterexample in order to
show that the converse is not true. We show this with a topological
space endowed with the order topology.

b) In a space that satisfies the second axiom of countability, compactness
and w-compactness are equivalent; the same happens in a metrizable
space because every metrizable w-compact space satisfies the second
countability axiom.

Then, we consider the w-compactness in subspaces, showing that every closed
subspace in a w-compact space is also w-compact.

In Chapter 5 we consider the sequential compactness. Also here, and
before giving the definition of sequential compactness, we need to recall some
basic concepts about sequences like the concept of subsequence and limit of
a sequence, as well as, some basic properties about convergence of sequences.

We define later the sequentially compact topological spaces. These spaces
are defined as those spaces for which every sequence has at least a convergent
subsequence. It happens, as in the case of w-compactness, that the sequential
compactness is a topological invariant.

Although our intuition could take us to think the opposite, there is no
relationship between the compact spaces and the sequentially compact spa-
ces. That is, there are compact topological spaces which are not sequentially
compact, as well as there are sequentially compact topological spaces which
are not compact. In this work, we show an example of each one.

However, there is a relation between the w-compactness and the sequential
compactness in arbitrary topological spaces. In fact, every sequential compact
space is also w-compact. The converse is true in topological spaces which
satisfy the first countability axiom and, in particular in metrizable spaces.

It also happens, as we show, that in topological spaces satisfying the
second countability axiom, compactness, w-compactness and sequential com-
pactness are all equivalent.

Finally we consider the sequential compactness in subspaces. Observe that
a subspace is sequentially compact if it is a sequentially compact topological
space with the induced topology.

In Chapter 6 we deal with the weak w-compactness. We begin, before
defining it, recalling some concepts like the concept of accumulation point
and its properties. Accumulation points are important in this section because
a topological space is weakly w-compact if each infinite subset of the space
has at least an accumulation point.

11



After that, we prove that, as it happens with the previous notions of
compactness, the weak w-compactness is a topological invariant.

We also show that there are several relationships among weak w-compactness
and the notions of compactness which we are introduced previously. Some
examples are as follows:

a) Every w-compact topological space is also weakly w-compact. However,
the converse is not true, as we prove in this work.

b) Every compact topological space is weakly w-compact although the
converse is not true again. It happens the same with the sequentially
compact topological spaces.

¢) The equivalence between weak w-compactness and w-compactness is
satisfied in topological spaces which are T1, so this equivalence is sa-
tisfied in Hausdorff topological spaces too.

d) In a metrizable topological space, compactness, w-compactness, sequen-
tial compactness and weak w-compactness are equivalent. This result
is very important because it gives us the equivalence among all the
notions of compactness defined up to now.

Then, to finish this chapter, we consider the weak w-compactness in subs-
paces.

Chapter 7 is devoted to the pseudo-compactness. Before defining pseudo-
compact topological spaces, we recall some concepts like the infimum and
supremum of a map defined from a topological space to R. We also give the
definition of a bounded (above and below) map.

We define then the pseudo-compact topological spaces as those spaces
for which every continuous map from X to R (with the usual topology) is
bounded. This definition is not very useful, so we prove several characteriza-
tions of these spaces. We also prove that pseudo-compactness is a topological
invariant.

Regarding the notions of compactness previously defined, we show some
relationships among them and pseudo-compactness. For instance, we pro-
ve that w-compactness implies pseudo-compactness. The converse is true in
topological spaces which are normal, so it is also true in metrizable spaces.

It also happens that every sequentialy compact topological space is al-
so pseudo-compact. However, there exist pseudo-compact topological spaces
which are not weakly w-compact and weakly w-compact topological spaces
which are not pseudo-compact.

12



After that,we finish this chapter considering pseudo-compactness in subes-
paces.

Finally in this work we show three diagrams where we highlight the most

important relationships among the different notions of the compactness sho-
wed; we think this is the best way to clarify them.

13



Capitulo 1

Introduccion historica.

La Topologia es una de las ramas de las matemédticas mas recientemente
considerada como tal.

Fue la fundacién del calculo infinitesimal, asi como los intentos de forma-
lizar el concepto de variedad en Geometria lo que llevo a la aparicion de la
Topologia, a finales del siglo XIX y principios del siglo XX.

El término topologia lo acuna por primera vez Johan Bennedict Listing
(discipulo de Gauss) en 1836. Sin embargo, el origen de la Topologia como
disciplina se considera inaugurado hacia el 1735.

En concreto, la nocién de compacidad nace de la necesidad de hacer la
distincion entre ser acotado y tener un minimo o maximo. En este sentido, al
menos tres lineas de pensamiento condujeron a la definicién de la compacidad:

La primera fue la bisqueda de maximos y minimos de funciones reales
de variable real. Estaba claro que, dada f : I — R una funcién acotada
definida sobre un dominio I C R, siempre se podia encontrar una sucesion
de nimeros reales {x, },en de forma que {f(z,)}nen tendia al valor maximo
de la funcion, y ésta es de hecho la definicién que se le daba a valor maximo.

Pero ; la sucesion {z,},en en si misma, o alguna de sus subsucesiones,
también convergia a un punto x € I? Esta propiedad fue estudiada por el
matematico checo Bolzano, y mas tarde por Weierstrass.

La segunda linea de pensamiento que condujo a la compacidad fue la
ahora familiar distincién entre continuidad punto a punto y continuidad uni-
forme. Esta distincién pasd a un primer plano en 1850 aproximadamente y
Dirichlet demostré que en un intervalo cerrado y acotado [a,b], en el que
se incluyen los extremos, una funciéon continua era siempre uniformemente
continua.

El fue realmente la primera persona en usar la idea de reemplazar un

14



recubrimiento abierto por un subrecubrimiento finito.

La tercera linea fue cierto trabajo en analisis complejo llevado a cabo por
Emily Borel en la iltima década del siglo XIX. Borel estaba estudiando la
continuidad analitica, y el hecho de que una funcién de variable compleja se
podia expresar mediante una serie de potencias centrada sobre algiin punto
2o de la forma:

(n)< ZO)

f() = S0 + 3

(z — z0)".

Si la serie tenfa radio de convergencia finito, ésta representaba a la funcion
f(2) solamente dentro del disco de convergencia. Ademés, si se reescribia la
serie de forma analoga pero centrada en un punto z; del interior del disco
de convergencia, distinto de zj, era posible que la nueva serie convergiera
en algunos puntos de fuera del disco anterior. En este sentido, uno podia
extender una funcion a lo largo de una curva v desde un punto a hasta otro
punto b siempre que existiera dicha serie con un radio positivo de convergencia
centrada en cada punto de 7.

Lo que se queria era una manera de demostrar que solo se requiere un
numero finito de discos de convergencia para cubrir toda la curva .

Finalmente, los espacios topolégicos compactos fueron introducidos inde-
pendientemente por Vietoris en 1921 y por Alexandroff y Uryson en 1923.
Estos tultimos autores establecieron los principios basicos de estos espacios
en el articulo Memoire sur les espaces topologiques compacts, en 1929, aun-
que en los inicios de la topologia, la compacidad era lo que ahora conocemos
como w-compacidad débil, mientras que la definicién en términos de recubri-
mientos era llamada bicompacidad.

Mas tarde, la palabra compacto se empezé a utilizar también para la defi-
nicion por recubrimientos y se buscé un nuevo nombre para la w-compacidad
débil (aunque atin no se ha encontrado uno definitivo).

Ya anteriormente los espacios w-compactos habian sido introducidos por

Frechet en 1906. En anos posteriores se definieron la compacidad sucesional
y la pseudo-compacidad, introducida esta tltima por Hemitt en 1948.

15



Capitulo 2

Conceptos previos.

Para el estudio de las diferentes nociones de compacidad, asi como sus
equivalencias y las relaciones que existen entre ellas en diferentes espacios
topoldgicos, empezaremos definiendo conceptos que usaremos a lo largo del
trabajo. Suponemos conocidas otras definiciones méas basicas de la Topologia,
y escribiremos a menudo espacio topoldgico para referirnos a un conjunto en
el que hay definida una topologia, siempre que no sea necesario especificarla.

2.1. Funciones continuas.

Hablamos de las funciones continuas con el objetivo de conocer sus pro-
piedades topolégicas bésicas y llegar finalmente a la definicién de los ho-
meomorfismos. Estos apareceran en las siguientes secciones asociados a los
invariantes topoldgicos, también definidos en este apartado.

Definiciéon 2.1 Dados X e Y dos espacios topologicos, decimos que una
aplicacion f : X —Y es continua si para cada subconjunto V' abierto en 'Y,
el conjunto f~1(V) es abierto en X.

Teorema 2.2 Dada f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topologicos,
son equivalentes:

f es continua.

Para cada subconjunto A de X se tiene que f(A) C f(A).

Para cada subconjunto cerrado B de Y, se cumple que f~'(B) es ce-
rrado en X.

Para cada x € X y cada entorno V de f(z), existe un entorno U de x
tal que f(U) C V.
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Definicién 2.3 Sean X eY espacios topoldgicosy f : X — Y una biyeccion.
Decimos que f es un homeomorfismo si f es continua y ademds su funcion
inversa f~1:Y — X también lo es.

A las propiedades topoldgicas que se conservan por homeomorfismos las
denominamos invariantes topologicos.

La importancia de los homeomorfismos reside en que éstos proporcionan
una biyeccién no solo entre X e Y, sino entre la coleccién de conjuntos abier-
tos de X y la de Y. Asi, los invariantes topolégicos son aquellas propiedades
que se expresan completamente en términos de la topologia del espacio (esto
es, de sus conjuntos abiertos).

2.2. Axiomas de numerabilidad.

Los siguientes conceptos son los denominados axiomas de numerabilidad
ya que comprenden propiedades de los espacios topoldgicos tales que se basan
en la numerabilidad de ciertos conjuntos que también definimos a continua-
cion.

Definicién 2.4 Dado un espacio topologico X, una base para la topologia
de X es una coleccion 8 de subconjuntos abiertos de X tales que para cada
x € X y todo entorno' U de x existe un elemento de 3 que contiene a x y
que esta contenido en U.

Definicién 2.5 Decimos que una coleccion B, de entornos de x € X es una
base de entornos en el punto x st dado cualquier entorno U de x, éste contiene
al menos un elemento de la coleccion 3, .

Definicién 2.6 Decimos que un espacio topologico X satisface el primer
azioma de numerabilidad (1AN) si para cada punto x € X existe una base
de entornos numerable en el punto .

Definicién 2.7 Decimos que un espacio topologico X satisface el sequndo
azioma de numerabilidad (2AN) si eziste una base numerable para la topo-
logia definida en X.

Es facil comprobar que si § es una base para una topologia en X entonces
para cada z € X el conjunto formado por los elementos de § que contienen
a r es una base de entornos en este punto, de lo que se deduce la siguiente
propiedad.

IPara nosotros, en la definicién de entorno esté implicito el hecho de ser un conjunto
abierto del espacio.
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Proposicién 2.8 §i un espacio topolégico X satisface el sequndo azxioma
de numerabilidad entonces también satisface el primero. El reciproco no es
cierto.

El ejemplo mas sencillo de espacio topoldgico que satisface el primer axio-
ma de numerabilidad pero no el segundo lo encontramos tomando la topologia
discreta en cualquier conjunto X con cardinal infinito no numerable.

Para cada z € X se cumple que 5, = {{z}} es una base de entornos
de x (obviamente numerable) y por tanto se satisface el primer axioma de
numerabilidad. Sin embargo, cualquier base de esta topologia debe contener
a todos los abiertos unipuntuales y por lo tanto no puede ser numerable.

Mostramos a continuaciéon unas definiciones necesarias para comprender
el ultimo axioma de numerabilidad que presentamos.

Definicién 2.9 Dado un espacio topoldgico X, decimos que una coleccion A
de subconjuntos del espacio es un recubrimiento de éste (o que cubre a X ),
si la union de los elementos de A contiene a X .

Decimos que A es un recubrimiento abierto de X si es un recubrimiento
de X formado por conjuntos abiertos de X.

Decimos que A es un recubrimiento finito de X si es un recubrimiento de
X formado por una cantidad finita de conjuntos del espacio.

Decimos que A es un recubrimiento numerable de X si es un recubri-
miento de X formado por una cantidad numerable de conjuntos del espacio.

Definicién 2.10 Si A es un recubrimiento de un espacio topoldogico X, lla-
mamos subrecubrimiento de A a cualquier subcoleccion de A que es también
un recubrimiento de X.

Definimos ahora la propiedad de ser Lindelof.

Definiciéon 2.11 Decimos que un espacio topologico X es Lindelof si de cada
recubrimiento abierto de X podemos extraer un subrecubrimiento numerable.

El siguiente resultado muestra que el segundo axioma de numerabilidad
implica, ademas del primero, el ser Lindelof.

Teorema 2.12 57 un espacio topolégico X satisface el sequndo axioma de
numerabilidad entonces es Lindelof.

Demostracion.
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Sea A un recubrimiento abierto de X y sea 8 = {B,}nen una base nu-
merable para la topologia de X, que existe por ser 2AN.

Para cada n € N que sea posible, tomamos un A4,, € A tal que B,, C A,.
Tenemos asi una colecciéon A’ formada por los A,, seleccionados, que ademas
es numerable ya que estd indexada con un subconjunto J de niimeros enteros
positivos.

Veamos que la coleccién A’ cubre a X.

Sea x € X; entonces existe A € A tal que z € A. Dado este A (abierto),
existe B, € ftal quexz € B,, C A. Para este B,, hemos tomado anteriormente
un A, € A’ tal que B,, C A,,, y asi z estd también contenido en este A, € A’.

Concluimos que A’ es un subrecubrimiento numerable de A y X es por
tanto Lindelof.

a

2.3. Axiomas de separacion.

Enunciamos ahora los axiomas de separacion, llamados asi por el hecho de
describir la separacion de ciertos puntos o clases de conjuntos por conjuntos
abiertos.

Definicion 2.13 Decimos que un espacio topologico X es T1 si para cada
par de puntos distintos de X, x # vy, existen entornos U y V de tales puntos
respectivamente, tales que x ¢ V ey & U.

Es facil ver que esto es equivalente a que todos los conjuntos unipuntuales
del espacio sean cerrados.

Definicién 2.14 Decimos que un espacio topoldgico X es Hausdorff (o T3)
st para cada par de puntos (distintos) de X existen entornos disjuntos de tales
puntos.

Es evidente a partir de las definiciones anteriores que todo espacio T es
también T7.

Para las siguientes definiciones es necesario suponer que X es un espacio
topoldgico T7.

Definicién 2.15 Decimos que un espacio topolégico X (11) es reqular, si
dado un punto x € X y un conjunto cerrado C' C X tales que x & C', existen
U yV abiertos disjuntos de X tales que x € U y C C V.
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Definicién 2.16 Decimos que un espacio topolégico X (T1) es normal si
para cada par de subconjuntos de X cerrados y disjuntos A y B, existen U y
V' abiertos disjuntos de X tales que ACU y B CV.

Se demuestra ademas facilmente que todo espacio regular es Hausdorff y
todo espacio normal es también regular.

Los axiomas de separacion y numerabilidad seran, en muchos casos, las
caracteristicas que deberan cumplir los espacios topoldgicos para satisfacer
algunas de las equivalencias entre las diferentes nociones de compacidad que
nos hemos propuesto presentar.

2.4. Topologia métrica

Ya que nos preguntaremos céomo se comportan las diferentes nociones
de compacidad en espacios métricos (a los que llamaremos metrizables) es
interesante conocer al menos coémo son sus abiertos y si es licito intercambiar
las palabras métrico y metrizable como si de sindénimos se tratara.

Proposicién 2.17 Sid es una distancia definida en un conjunto X, entonces
la coleccion

B ={By(x,e) | e >0,z € X}

es una base para una topologia sobre X , denominada topologia métrica indu-
citda por d.

Cuando hablamos de un espacio métrico nos referimos a un espacio to-
pologico dotado de la topologia métrica inducida por una distancia.

Proposicién 2.18 Si d es una distancia definida en un conjunto X, un
subconjunto U de X es abierto en la topologia métrica inducida por d si y
solo si para cada x € U existe X > 0 tal que By(y,\) C U.

Definicién 2.19 Decimos que un espacio topologico X es metrizable si exis-
te una distancia d definida en X que induce la topologia de éste.

Por tanto, un espacio métrico es por su propia definicién un espacio metri-
zable; y reciprocamente cuando hablemos de un espacio metrizable podemos
tratarlo como espacio métrico tomando la distancia d que induce su topologia.

Veamos ahora algunas caracteristicas importantes de estos espacios.

Teorema 2.20 Todo espacio topologico metrizable es Hausdorff.
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Demostracion.

Sean x e y dos puntos distintos de un espacio topolégico metrizable X y
sea d = d(z,y) la distancia entre ellos. Se cumple que d > 0 ya que = # v,
por tanto tomando U = B(z,d/3) y V = B(y,d/3) tenemos que U es un
entorno de x y V' es un entorno de y los cuales tienen intersecciéon vacia.

Asi, X es un espacio Hausdorff y por consiguiente es también un espacio
T;.

a

Teorema 2.21 Todo espacio topologico metrizable y separable satisface el
sequndo axioma de numerabilidad.

Demostracion.
Sea X un espacio metrizable (con distancia d) y separable con A =
{an }nen un subconjunto denso y numerable. Veamos que

1
B ={B(ay,—): m,n € N}
n
es una base (numerable) para la topologia generada por la distancia d.
Dado un abierto U y x € U existe € > 0 tal que B(x,e) C U (por ser U
abierto). Sea a,, € A con a,, € B(x, £), que sabemos que existe porque A es

denso en X.

Para todo t € B(ay,, 5) se cumple:

d(t,z) < d(t,an) + d(am,z) < g + Z <e.

Por tanto: -
B(an, 5) C B(z,e).

Tomamos ahora n € N tal que % < 5y asi

Sycu

1
B my CB m>s
(ams ) © Blam: 5

y B es una base numerable para la topologia generada por la distancia d.
Obtenemos asi que X satisface el segundo axioma de numerabilidad.
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Teorema 2.22 Todo espacio topologico metrizable satisface el primer axio-
ma de numerabilidad.

Demostracion.
Si X es un espacio metrizable, para cada x € X la familia {B(z,r) : r >
0} es una base de entornos en z.

Ademés Q es denso en R, por lo que {B(z,r) : r € Q} es también una
base de entornos en x que es ademés numerable y por tanto X satisface el
primer axioma de numerabilidad.

a
Teorema 2.23 Todo espacio topologico metrizable es normal.

Demostracion.

Sea X un espacio metrizable con distancia d. Ya sabemos que X es Tj (
y que de hecho es Hausdorff). Sean A y B subconjuntos cerrados disjuntos
de X. Para cada a € A podemos tomar &, > 0 tal que B(a,e,) N B = .

Del mismo modo, para cada b € B podemos tomar ¢, de manera que

B(b,{{b) N A = @

Definimos entonces -
U= B(a, =
U Be. )
acA
€p
V= B(b, —).
U ( Y 2)
beB
Tenemos asi U y V abiertos en X tales que A C U y B C V. solo nos queda
comprobar que son disjuntos, lo cual hacemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que existe z € U NV. Entonces z € B(a, %) N B(b, %) para
ciertosa e Ay be B.

Asi,
€a b 1
d(a'> b) < d(a,z) + d(Z,b) < E + 5 = 5(5(1 + 8b)

Si e, < €, entondes d(a,b) < ¢, y la bola B(b,e,) contendria al punto a,
lo cual es absurdo.

Andlogamente, si ¢, < ¢, entondes d(a,b) < ¢, y la bola B(a,¢,) con-
tendria al punto b, lo que también es imposible.

Asi, X es un espacio normal, como queriamos probar.
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Capitulo 3

Compacidad.

Dedicamos esta seccién a definir la compacidad y mostrar algunos resul-
tados relativos a ésta.

Definiciéon 3.1 Decimos que un espacio topologico X es compacto si de cada
recubrimiento abierto de X podemos extraer un subrecubrimiento finito.

Aunque nos encontramos ante una definicion sencilla en cuanto a su com-
prension, no lo es tanto a la hora de llevarla a la practica en el sentido de
decidir cuando es satisfecha por un espacio topolégico o cuando no lo es.

Por este motivo, se ha intentado desde su aparicién encontrar caracteri-
zaciones y propiedades que nos permitan distinguir los espacios compactos
de los que no lo son.

Mostramos a continuacion una de las caracterizaciones mas usadas en la
practica, la cual hace alusion a colecciones de conjuntos cerrados en lugar de
abiertos como ocurria en la definicion.

Definicién 3.2 Decimos que una coleccion C = {C;}ier de subconjuntos de
X tiene la propiedad de la interseccion finita si cada subcoleccion finita de C
tiene interseccion no vacia. Es decir, si para cada conjunto de indices finito
J C I se cumple que (;c; Cj # 0.

Proposicién 3.3 Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda
coleccion de conjuntos cerrados en X con la propiedad de la interseccion
finita, satisface que la interseccion de todos sus elementos es no vacia.

Demostracion.

Sea X un espacio compacto y C una coleccion de cerrados de X con la
propiedad de la interseccion finita.
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Supongamos, utilizando la reduccion al absurdo, que

Nc=0

ceC

y tomando complementarios obtenemos la igualdad

Uﬁ:x

ceC

Asi, {C°} cec es un recubrimiento abierto de X, del que por hipdtesis podemos
extraer un subrecubrimiento finito, digamos {Cf, C5, ..., C<}.

Entonces .
UJcr=x,
i=1

y tomando de nuevo complementarios queda

ﬂ C’L = ®7
i=1
pero esto es imposible ya que C satisface la propiedad de la interseccion finita.

Concluimos que (oo C # 0 y asi obtenemos la condicién necesaria.

Sea ahora {U;};c; un recubrimiento abierto de X, el cual cumple por la
propia definiciéon que
xX=Ju.

il
Tomando complementarios, esta igualdad es equivalente a
_ (&
0 =(Ur.
iel
Entonces, la coleccién de cerrados {Uf}ier tiene interseccién vacia, por lo

que teniendo en cuenta la hipdtesis, esta familia no satisface la propiedad

de la interseccién finita y existe un nimero finito de elementos de {Uf }ie,
C

digamos {Uf,US, ..., US} tales que

ﬂ Uic = ®7
1=1

y tomando de nuevo complementarios en la igualdad anterior, queda

oo x
=1

Asi {Uy, U, ..., U, } es un subrecubrimiento finito de {U; };e; y X es compacto.
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a

Veamos qué ocurre con los subespacios. Diremos que un subespacio Y
de un espacio topoldgico X es compacto cuando satisfaga la definicién de
compacidad visto como espacio topologico con la topologia inducida.

Mostramos a continuaciéon una caracterizacion que nos ayudara a distin-
guir subespacios compactos de los que no lo son, evitando usar la definicién
de compacidad que como ya comentamos, no resulta muy préctica.

Lema 3.4 SeaY un subespacio de X. Se cumple que Y es compacto si y solo
si de cada recubrimiento de Y formado por abiertos de X podemos extraer
un subrecubrimiento finito.

Demostracion.

Supongamos en primer lugar que Y es compacto y sea {U,};cr un recu-
brimiento de Y formado por abiertos de X.

Entonces {U; N'Y }ier es un recubrimiento abierto de Y, y como éste es
compacto por hipdtesis, podemos tomar un subrecubrimiento finito de la
forma:

{UynY,U,NY,...,U, NY}

Asi,
{Ui,, Uiy, .., Uy, }

es un subrecubrimiento finito de {U; };c; y tenemos lo que buscabamos.

Reciprocamente, si {V;};c; es un recubrimiento abierto de Y, para cada
1 € I podemos elegir un conjunto U; abierto en X tal que V; =U; NY.

Entonces la coleccién {U; }ies es un recubrimiento de Y formado por abier-
tos de X del que, por hipdtesis, podemos tomar

{Ui,, Uiy, ..., Uy, }
una subcoleccién finita que recubre a Y.
De esta forma, tenemos
{(Vie, Vi, -, Vi }
un subrecubrimiento finito de {V;};c; y concluimos que Y es compacto.
a

Proposiciéon 3.5 Todo subespacio cerrado de un espacio topologico compac-
to es compacto.
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Demostracion.

Sea Y un subespacio cerrado de un espacio compacto X. Dado A un re-
cubrimiento de Y formado por abiertos de X tenemos que A" = AU {Y*“} es
un recubrimiento abierto de X (recordemos que Y es abierto ya que Y es
cerrado).

Como X es compacto, existe un subrecubrimiento finito de A’, al que
denotamos como B. Distinguimos dos casos:

» Si B contiene al conjunto Y, entonces B\ {Y ¢} es un subrecubrimiento
finito de A que cubre a Y.

= Si B no contiene al conjunto Y, entonces B es un subrecubrimiento
finito de A que cubre Y.

Por tanto de todo recubrimiento de Y por abiertos de X podemos ex-
traer un subrecubrimiento finito y por el lema anterior, esto equivale a la
compacidad de Y.

a

Es importante no caer en el error de tomar como cierto el reciproco de
la proposicién anterior y considerar todos los subespacios compactos como
cerrados. Un contraejemplo sencillo es el siguiente.

Sea el espacio topoldgico formado por la recta real con la topologia cofinita
(es decir, aquella en la que un conjunto es abierto si y solo si su complemen-
tario tiene cardinal finito).

Tomemos el conjunto formado por los nimeros naturales, que evidente-
mente no es cerrado pues su complementario (R \ N) no es abierto.

Sin embargo, N es un subconjunto compacto; veamoslo:

Sea A un recubrimiento abierto de N y sea U un abierto cualquiera
de tal recubrimiento. Por definicion de la topologia cofinita, tenemos que
N\ U es un conjunto formado por un ntimero finito de elementos, digamos
{x1, %3, ..., }. Sean entonces U; con i = 1,2...m abiertos del recubrimiento
tales que z; € U; para cada i € {1,2,...m}.

Tenemos entonces que {U, Uy, ..., Uy, } es un subrecubrimiento finito de A
v N es compacto.?

'Es claro que en éste espacio topolégico los tinicos subconjuntos cerrados son los finitos
y puede probarse que cualquier subconjunto es compacto.
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Nos preguntamos ahora cémo se comportan los espacios compactos con
respecto a las funciones continuas. De hecho, a lo largo del texto y cada vez
que definamos una nueva nocién de compacidad, nos plantearemos si ésta es
un invariante topologico.

Veremos que en general la respuesta es afirmativa, e incluso en muchos
casos obtendremos resultados més fuertes, como ocurre a continuacion.

Teorema 3.6 La compacidad es un invariante topolégico. De hecho, si f :
X — Y es una aplicacion continua entre espacios topologicos y X es com-
pacto, entonces f(X) también lo es.

Demostracion.
Sea {U, }ier un recubrimiento de f(X) formado por abiertos de Y.

Como f es una aplicacién continua, {f~(U;)}ier es claramente un recu-
brimiento abierto de X.
Por ser X compacto, podemos tomar

{71 U0 [T U)o ST}
un recubrimiento finito del anterior, y asi
{Ui,, Uiy, .., Uy, }

es un subrecubrimiento finito de {U;};c; vy por el Lema 3.4 concluimos que
f(X) es compacto.

a
Para terminar con la compacidad enunciaremos un teorema de gran al-
cance, de cuya demostracion prescindimos por escaparse de las pretensiones

de este texto:

Teorema 3.7 (Teorema de Tychonoff) El producto arbitrario de espacios
topoldgicos compactos es compacto con la topologia producto.
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Capitulo 4

w-compacidad.

4.1. Fijando conceptos

Conviene antes de sumergirnos en la w-compacidad propiamente dicha,
detenernos en algunas definiciones y propiedades necesarias en este capitulo.

Damos en primer lugar la definicién de punto de aglomeraciéon de una
sucesion.

Definicién 4.1 Dada una sucesion {x, tnen en un espacio topoldgico X, de-
cimos que x € X es un punto de aglomeracion de la sucesion si para cualquier
entorno U de x y cada nimero natural n, existe m > n tal que z,, € U. Es
evidente que basta con que esta propiedad se cumpla para todos los entornos
de una base de entornos en x.

Mostramos ahora una caracterizacion de estos puntos.

Proposiciéon 4.2 Un punto x de un espacio topologico X es un punto de
aglomeracion de una sucesion {x,}neny C X si y solo si todo entorno de x
contiene una cantidad infinita de términos de la sucesion.

Demostracion.
Sea x un punto de aglomeracién de {x, },en € X.

Por definicién, dado U un entorno de z y n € N, existe z,,,, € U con
my > n.

Asi, tomando ahora tal m;, existe ms > my que cumple z,,, € U.

Repitiendo este proceso obtenemos que U contiene infinitos términos de
la sucesion.
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Reciprocamente, sea U un entorno de x € X y supongamos, procediendo
por reduccién al absurdo, que existe n € N para el cual no podemos tomar
m >n con x,, € U. En ese caso, z,, € U para todo m > n.

Asi U puede contener a lo més los términos de la sucesiéon {z1, xa, ..., T, },
lo cual es una contradiccién pues por hipdtesis todo entorno de z contiene
una cantidad finita de términos de ésta.

Concluimos, tal como buscabamos, que x es un punto de aglomeracién de
la sucesion.

a

4.2. Definicion.

Damos ahora la definicién de w-compacidad. Aunque en algunos libros la
encontraremos definida como compacidad numerable, nosotros la nombrare-
mos Unicamente como w-compacidad con el objetivo de facilitar la compren-
sién del texto.

Definicién 4.3 Decimos que un espacio topologico X es w-compacto si de
todo recubrimiento abierto y numerable de X podemos extraer un subrecubri-
miento finito.

4.3. Propiedades

Lo primero sera preguntarnos sobre la existencia de caracterizaciones de
los espacios topoldgicos w-compactos que nos presten un camino alternativo
al de la comprobacion de la definicién a la hora de constatar si un espacio es
w-compacto.

Antes de enunciar tales resultados mostramos un lema previo que nos
facilitard esta tarea.

Lema 4.4 Dada una sucesion {x,}nen en un espacio topolégico X, se cum-
ple que

{z € X | z es un punto de aglomeracion de {x,}nen} = ﬂ A,
neN

donde A, = {xpy | m > n}.

Demostracion.
Veamos que se cumplen ambas inclusiones.
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Sea x un punto de aglomeracién de la sucesién {z,}n,en vy tomemos A,
con m € N arbitrario. Dado U un entorno de x, por ser éste punto de aglo-
meracién, existe n > m tal que x,, € U. Asi U N A,, # 0 y tenemos que x
estd en la adherencia de A,,, es decir, € A,, para cualquier m € N; equi-
valentemente, x estd contenido en la interseccion de todos ellos.

Tomamos ahora € [,y An v sea U un entorno de z. Para cadan € N
como x € A, existe x,, € U con m > n, y ésta es precisamente la definicién
de punto de aglomeracién.

Concluimos que

{z € X | x es un punto de aglomeracién de {z,}nen} = ﬂ A,
neN

a
Enunciamos una de las caracterizaciones de los espacios w-compactos.

Proposicién 4.5 Un espacio topologico X es w-compacto si y solo si toda
sucesion decreciente C7 D Cy D ... D C,, D ... de subconjuntos cerrados no
vacios de X tiene interseccion no vacia, es decir, (|, Cn # 0.

Demostracion.

Tomamos X un espacio w-compacto y una sucesion de cerrados en las
condiciones del enunciado.

Suponemos que

ﬂanmy

n=1

y buscamos por tanto llegar a una contradiccion.

Tomando complementarios en la igualdad anterior queda

Oq_x
n=1

siendo Cf abiertos en X para cada n € N. Tenemos asi {C¢}2°; un recubri-
miento abierto y numerable de X.

Como X es w-compacto existe un subrecubrimiento finito del anterior,

{Cf}ier. Tomamos I ordenado, I = {ni,ng,...,n;} de forma que Cf C
Cp, C ... CCp,, por tanto se cumple que
X=Cy
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pero asi, tomando de nuevo complementarios queda
Cp, =0,

lo cual es una contradiccion pues los suponiamos no vacios.
De esta manera, obtenemos que (), C,, # (), tal como querfamos ver.

Veamos el reciproco:
Sea {U, }nen un recubrimiento de X formado por abiertos encajados.

Como

X:Um

neN

tenemos, tomando complementarios, que
c __
M-
neN

con Uy D U5 D ...

Asi, por hipétesis tiene que existir entonces al menos un ng tal que Uy, = 0
pero entonces U,, = X, es decir, {U,,} es un subrecubrimiento finito de
{Up}nen, lo cual implica que X es w-compacto.

Qa
Otra caracterizacion es la siguiente.

Proposicién 4.6 Un espacio topologico X es w-compacto si y solo si toda
sucesion de elementos de éste tiene al menos un punto de aglomeracion.

Demostracion.

Para ver la condicion necesaria prodecemos por reduccion al absurdo:

Sea X un espacio topoldgico w-compacto y sea {x, },en una sucesion de
X que no tiene puntos de aglomeracion.

Definimos para cada ntimero natural n el conjunto
A, =A{xy | m > n}.

Observemos que estos conjuntos estan formados por las colas de la sucesion

dada.
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Por lo visto en el Lema 4.4 tenemos que
N4.-0
n=1

y por la definicién de los conjuntos se cumple A DAy D ..

Entonces, por la proposicién anterior tiene que cumplirse que A,, = ()
para algin ng € N pero esto implica que A,, = @) 1o cual nos da una contra-
diccién ya que todos los A,, son no vacios.

Obtenemos asi que la sucesion tiene al menos un punto de aglomeracion.

Veamos también por reduccion al absurdo el reciproco.
Supongamos que toda sucesién de X tiene al menos un punto de aglome-
raciéon y que X no es w-compacto.

Existe entonces {Up, }nen un recubrimiento numerable de abiertos encaja-
dos! de X del que no podemos extraer un subrecubrimiento finito.

Tomamos para cada n € N un elemento =, € X tal que x, € U, y
construimos asi la sucesién {x, }nen.

Por hipodtesis, existe x € X un punto de aglomeracion de la sucesion.
Este x esta contenido en U, para cierto ny € N pero por la definicién de la
sucesion tenemos que para cada nimero entero m mayor que ng se cumple
que z,, ¢ U,, por lo que x no puede ser un punto de aglomeracion.

Llegamos asi a una contradiccion y por tanto X es w-compacto.

a

Como ya adelantamos, no pasaremos sin preguntarnos qué podemos decir
respecto a si es un invariante topoldgico.

Teorema 4.7 La w-compacidad es un invariante topologico. De hecho, si
f X — Y es una aplicacion continua entre espacios topologicos y X es
w-compacto, entonces f(X) también lo es.

Demostracion.
Sea {Up },,cy un recubrimiento abierto y numerable de f(X).

1Un recubrimiento de abiertos encajados es todo aquel recubrimiento {U, }nen tal que
U, C U; C ... Siempre podemos considerarlo de esta manera ya que dado cualquier
recubrimiento numerable {V}, },en podemos tomar el recubrimiento de abiertos encajados
definidos como U,, = U?Zl V; para cada € N.
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Por ser f continua, sabemos que f~!(U,) es abierto en X para todo
numero natural n y claramente {f~(U,)},cy €s un recubrimiento abierto
(numerable) de X.

Como X es w-compacto, existe entonces un subrecubrimiento { f~1(U;) },;
finito de {f~"(Uy)},,cy (siendo I un subconjunto finito de N). Asi {U; }ic es
un subrecubrimiento finito de {U, }, oy v f(X) es w-compacto.

a

Enunciamos en la siguiente coleccién de resultados las relaciones existen-
tes entre la compacidad y la recién definida w-compacidad.

Intentaremos concretar qué requisitos debe cumplir un espacio topoldgico
para que se dé la equivalencia entre ellas y si existe alguna implicaciéon en
espacios arbitrarios. Esto ultimo queda resuelto en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 4.8 Todo espacio topolégico compacto es w-compacto. El recipro-
co no es cierto.

Demostracion.

Sea X un espacio compacto. Por definicién, de todo recubrimiento abierto
podemos extraer un subrecubrimiento finito, por lo que en particular de to-
do recubrimiento abierto y numerable podemos extraer un subrecubrimiento
finito y por tanto X es w-compacto.

Veamos con un ejemplo que el reciproco no es cierto:

Sea (C, <) un conjunto bien ordenado, no numerable y con ultimo ele-
mento b. Sea a el primer elemento de C'y consideremos

M = {z € C'| [a,z) no es numerable}

El conjunto M no es vacio ya que al menos b € M.

Sea €2 el menor elemento de M, y tomemos el espacio topoldgico ([a,2), T)
donde 7 es la topologia del orden.

Veamos ahora que [a,§2) no es compacto. De hecho, vamos a demostrar
que no es Lindel6f; lo haremos por reduccién al absurdo:

Supongamos que si es Lindelof y sea {[a,a) | @ < Q} un recubrimiento

abierto de [a, 2).
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Por ser Lindel6f existe una sucesion {y, }nen con todos sus términos me-

nores que €2 tal que

U [a,y,) = [a,9).
n=1
De esta forma, como todos los [a,y,) son numerables (por la definicién de
Q) tendriamos que [a,€)) se puede expresar como la unién numerable de
conjuntos numerables, y por tanto es un conjunto numerable, lo cual es una
contradiccion.
Tenemos asi que [a, 2) no es Lindeldf lo cual implica que no es compacto.

Veamos que sin embargo si que es w-compacto, utilizando la caracteriza-
cion en términos de puntos de aglomeracién dada en la Proposicién 4.6.

Sea {z, }nen una sucesion de [a, Q) y sea
M ={z € [a,Q) | [a,z] contiene infinitos términos de la sucesién}

Tenemos que M no es vacio, ya que |a,z,| es numerable para todo n € N
y [a,2) no lo es; lo cual implica la existencia de un =z € [a,Q) tal que
r, < x para todo n € N y tal x esta por tanto en M.

Sea xq el primer elemento de M, veamos que es un punto de aglomeracion
de la sucesion:

Sea U un entorno bésico de xy. Por la definicién de la topologia del orden
basta considerar el caso:

» U = (by,b2) con by < zp < by. Existen entonces infinitos términos
de la sucesién contenidos en [a,bs) (ya que g € M y by > xg) pe-
ro no los hay en [a,b;] porque z( es el menor elemento que cum-
ple tal propiedad; por tanto, hay infinitos términos de la sucesion en

[CL, bg) \ [CL, bl] = (bl, bQ) =U.

Asi, xy es un punto de aglomeracion de la sucesién dada y por tanto [a, §2)
es w-compacto.

a

Una vez visto que la w-compacidad no siempre implica la compacidad, nos
interesa encontrar los espacios topoldgicos en los que si se da la equivalencia.
Las siguientes proposiciones dan algunos ejemplos.
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Proposicién 4.9 Un espacio topologico es compacto si y solo si es w-compacto
y Lindelof.

Demostracion.

Sea X un espacio compacto. Sabemos por la proposicién anterior que en
tal caso X es w-compacto y por definicién de compacidad, de todo recu-
brimiento abierto podemos extraer un subrecubrimiento finito (y por tanto
numerable) y asi X es también Lindeldf.

Reciprocamente, sea X un espacio w-compacto y Lindelof y sea A un
recubrimiento abierto de X.

Por ser X Lindel6f existe un subrecubrimiento numerable, A; C A, y por
ser X w-compacto existe Ay C A; un subrecubrimiento finito.

Tenemos asi Ay C A un subrecubrimiento finito del recubrimiento abierto
A y por tanto X es compacto.

a

Proposiciéon 4.10 En un espacio topologico que satisface el sequndo axioma
de numerabilidad la compacidad y la w-compacidad son equivalentes.

Demostracion.

Sea X un espacio topolégico que satisface el segundo axioma de numera-
bilidad.

Basta ver entonces que la w-compacidad implica la compacidad pues la
condicién necesaria quedd demostrada en la Proposicion 4.8 para cualquier
espacio topoldgico.

En el Teorema 2.12 vimos que todo espacio que satisface el segundo axio-
ma de numerabilidad es también Lindelof, por tanto, como por hipdtesis X
es w-compacto, la proposiciéon anterior nos da el resultado.

a
Los espacios metrizables juegan un papel muy importante dentro de la
clase de los espacios topoldgicos, por esto es interesante conocer como se

comporta la w-compacidad en éstos.

Proposicién 4.11 En un espacio metrizable, la compacidad y la w-compacidad
son equivalentes.
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Demostracion.

Ya sabemos que todo espacio topolégico X compacto es w-compacto.
Ahora demostramos que si X es metrizable, entonces también se cumple el
reciproco.

Veamos en primer lugar que por ser X w-compacto, para cadan € N exis-
te un recubrimiento finito formado por bolas de la forma { B(z7, 1), ..., B(z} , 1)}
Supongamos, procediendo por reduccién al absurdo, que no es asi.

Entonces existe n € N para el cual X no puede cubrirse por un niimero
finito de bolas abiertas de radio %
Tenemos entonces que

m
1
X # U B(x;, —) para todo {1, ...,x,,} € X y para todo nimero natural m.
n
i=1
De esta manera podemos construir una sucesiéon {z, }men de modo que

" 1
Tyl & U B(x;, 5) para todo m € N.

i=1
Asi, la sucesion satisface
(i1, T3) >

S|

para cada ¢ desde 1 hasta m.

Sea entonces xy un punto de aglomeracion de la sucesién, y tomamos
U = B(wg, 3-). Como d(2m41, ;) > + para cada i desde 1 hasta m se cumple
que U no puede contener infinitos términos de la sucesion (de hecho, con-
tendrd como maximo a uno de ellos). Asi obtenemos que no puede existir un

punto de algomeracion de la sucesion, lo cual es una contradiccion.

Tenemos por tanto que para cada n € N existe un recubrimiento finito
de X formado por bolas de la forma

n n 1
{B(x17 _)7 L) B(Ikw _)}
yasi A= {a? | n € N,1<i<k,} numerable. Veamos que es denso:

Sea U un subconjunto de X abierto y distinto del vacio. Dado z € U
existen entonces £ > 0 tal que B(x,e) C U y podemos tomar n € N de
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manera que % < e. Sabemos que existe un recubrimiendo de X tal que

kn 1
x =BG
=1

n

por lo que x € B(z7, %) para cierto x!' y tenemos asi que

" € B, %) C Blz,2) C U,
lo cual implica que z' € U N A y esta interseccién no es vacia.
Concluimos que A es denso en X y éste es por tanto separable.
Sabemos que todo espacio metrizable y separable satisface el segundo
axioma de numerabilidad (visto en el Teorema 2.21 ), por lo que la Proposi-
cion 4.10 nos da el resultado.

a

Terminamos esta seccion definiendo esta nueva nocién de compacidad en
subespacios y mostrando algunas propiedades de éstos en relacién con ella.

Definicién 4.12 Decimos que un subespacio Y de un espacio topoldgico X
es w-compacto si lo es visto como espacio topologico con la topologia inducida.

Lema 4.13 Un subespacio Y de un espacio topologico X es w-compacto si
y solo si para toda familia numerable de abiertos de X que cubre a 'Y existe
un subrecubrimiento finito que cubre a Y .

Demostracion.

Supongamos en primer lugar que Y es w—compacto y sea {Up}neny un
recubrimiento numerable de Y formado por abiertos de X. Entonces {U, N
Y }nen es un recubrimiento abierto y numerable de Y.

Como Y es w-compacto, existe {U; N'Y };e; un subrecubrimiento finito
(siendo I C N finito) y por tanto {U;}icsr es un subrecubrimiento finito de
{Upn}nen que cubre a Y.

Veamos ahora la implicacién contraria.

Sea {U, }nen un recubrimiento abierto de Y. Para cada n € N podemos
elegir un conjunto A,, abierto en X tal que U, = A,NY". La coleccién { A, }en
es un recubrimiento de Y formado por abiertos de X.

Entonces por hipdtesis existe una subcoleccion {A,,, A,,, ..., A, } que
cubre a Y. Y asi {U,,,U,,, ..., Uy, } es un subrecubrimiento finito de {U,, },en
e Y es w-compacto, tal como buscdbamos.
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a

Proposicién 4.14 Todo subespacio cerrado Y de un espacio topoldgico w-
compacto X es w-compacto.

Demostracion.
Sea U = {Up }nen un recubrimiento de Y formado por abiertos de X. En-
tonces Y C | J), U, y como X =Y UY* tenemos que X C (|U,—, U,) UY".

Asi U" = UUY¢ es un recubrimiento abierto (recordemos que Y es cerrado
por hipétesis) de X, y por ser éste w-compacto existe un subrecubrimiento

{Unys ey Up,,, Y} C U’ finito.
Por tanto, como Y = X \ Y se cumple que Y C U?:l Un;, y de esta

forma tenemos {U,,, ..., Uy, } un subrecubrimiento finito de U, y concluimos
por el lema anterior que Y es w-compacto.

a
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Capitulo 5

Compacidad sucesional.

5.1. Fijando conceptos.

La compacidad sucesional estd intimamente ligada a las sucesiones, sub-
sucesiones y sus limites. Por eso, es importante recordar algunas definiciones
y conceptos de este ambito antes de su estudio, y a esto nos dedicamos en
este apartado.

Definicién 5.1 Dada una sucesion {x,}nen en un espacio topolégico X,
decimos que la sucesion {x,, tren es una subsucesion de la sucesion {zy, }nen
st {nk}ren €s una sucesion creciente de enteros positivos.

Definicién 5.2 Dado un espacio topoldogico X, decimos que una sucesion de
puntos del espacio {x, }nen converge a un punto x € X si para cada entorno
U de x, existe un entero positivo N tal que x,, € U para todo n > N.

Recordemos que en un espacio topoldgico arbitrario el limite de una su-
cesion no tiene por qué ser unico. Si ocurre esto en espacios topologicos T5.

Enunciamos a continuacion una caracterizacién que nos permitira com-
probar si un punto de un espacio topoldgico es limite de una sucesion de
forma mas practica que con la definiciéon dada.

Proposicién 5.3 Una sucesion {x, }nen en un espacio topolégico X conver-
€

ge a un punto x € X si y solo si para cada entorno U de x existe, a lo mds,

un numero finito de términos de la sucesion que no estd contenido en U.

Demostracion.

Supongamos en primer lugar que {x,},en €s una sucesién que converge
ax € X ysea U un entorno arbitrario de x. Por hipdtesis existe un entero
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positivo N tal que x,, € U para todo n > N, por tanto como maximo que-
dan los términos {z1,zs, ...,y } que no estdn contenidos en U, es decir, un
numero finito de términos de la sucesion.

Veamos ahora el reciproco.

Sea x un elemento de X cuyos entornos contienen a todos los elementos
de la sucesién {x, },en salvo a un niimero finito de ellos.

Supongamos que, sin embargo, la sucesién no converge a x, es decir, que
para todo N € N existe m > N tal que z,, € U para cierto U entorno de z.

Entonces, tomando n; € N existe ny > n; tal que z,, € U.

De igual forma, tomando ny € N existe ng > n; tal que x,, € U.

Repitiendo este proceso, obtendremos una sucesion de nimeros enteros
{ni}ien tal que z,, ¢ U para ningtn i. Pero esto es imposible porque enton-
ces tendriamos un ntimero infinito de elementos de la sucesion que no estan
contenidos en U.

Obtenemos asi, por reduccién al absurdo, el resultado que buscabamos.

a

5.2. Definicion.

La segunda nocién de compacidad que presentamos es la compacidad
sucesional. Como ya hemos dicho antes y como muestra su definicion, ésta
se formula en términos de sucesiones, subsucesiones y sus limites.

Definicién 5.4 Decimos que un espacio topolégico X es sucesionalmente
compacto si toda sucesion {x,}nen de puntos de X tiene al menos una sub-
sucesion convergente.

5.3. Propiedades

Como vemos en el primer resultado que enunciamos, volvemos a encon-
trarnos ante un invariante topoldgico.

Teorema 5.5 La compacidad sucesional es un invariante topologico. De he-

cho, si f: X —Y es una aplicacion continua entre espacios topologicos y X
es sucesionalmente compacto, entonces f(X) también lo es.
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Demostracion.
Sea {Yn }nen una sucesiéon de elementos de f(X). Entonces existe {x,, }nen
una sucesién de elementos de X tal que f(z,) = y, para todo n € N.

Como X es, por hipétesis, sucesionalmente compacto, existe {x,, }reny una
subsucesion de {x, },en que converge a un punto x € X.

Tenemos asi { f(2n,) }ren = {Yn, fren una subsucesion de {y,, fnen.
i, Converge esta subsucesion? Veamos que lo hace a y = f(x).

Sea V un entorno de y, V' C Y. Por ser f continua existe U C X un
entorno de x tal que f(U) C V.

Como z es limite de la subsucesién {z,, }ren entonces U contiene a todos
sus términos salvo un numero finito de ellos, lo cual implica que f(U) contiene
atodos los f(z,,) = Y, salvo un nimero finito, y como f(U) C V entonces V/
contiene a todos los y,, salvo, a lo mds, un nimero finito de estos elementos.

Asi, {yn }nen tiene una subsucesién convergente y f(X) es sucesionalmente
compacto, tal como queriamos demostrar.

a

Podriamos pensar, tras ver que asi ocurria con la w-compacidad, que
todo espacio compacto satisface también el ser sucesionalmente compacto. El
siguiente resultado muestra que no es asi y que de hecho, no existe ninguna
implicacion entre estas dos propiedades en espacios topolégicos arbitrarios.

Proposicién 5.6 Ezisten espacios topologicos compactos que no son suce-
stonalmente compactos y espacios topologicos sucesionalmente compactos que
no son compactos.

Demostracion.

Veamos un ejemplo de un espacio topolégico compacto que no es sucesio-
nalmente compacto.

Tomamos I = [0,1] con la topologia usual y definimos X = I con la
topologia producto. Podemos considerar X como el conjunto formado por
todas las funciones definidas de I en [I.

Usando el teorema de Tychonoff sabemos que X es compacto pues I lo
es.

Veamos que sin embargo no es sucesionalmente compacto.

Sea { fn}nen la sucesiéon de elementos de X definida como:

fn(z) := n-ésimo digito de x en su expansién binaria para todo z en [0, 1)
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fn(1) := 1 para todo nimero natural n.

Supongamos que existe {f,, }ren una subsucesién que converge a « € X.
Entonces para todo x € [0, 1] se cumple que

kll)rgo fop, () = a(2).
Si tomamos ¢ € I tal que
fn, (t) =0si k es par
fn, (t) = 1si k es impar

entonces {f,, (t) ey = {0,1,0,1,...} la cual no converge. Llegamos asi a
una contradiccion, y tenemos que X no es sucesionalmente compacto.

Obtenemos con este ejemplo que la compacidad no implica la compacidad
sucesional.

Veamos ahora un espacio topolégico sucesionalmente compacto que no es
compacto.

Vimos en un teorema anterior que [a, €2) no es compacto con la topologia
del orden. Veamos que si es sucesionalmente compacto.

Recordemos que dado (C, <) bien ordenado, llamamos a a su elemento
minimo y €2 al menor elemento de C' tal que [a, 2] no es numerable. Tomamos
entonces una sucesion {z, }nen en [a, ) y definimos

M ={z €a,Q) | [a,z] contiene infinitos términos de la sucesién}.

Vimos que existe xy un elemento minimo de M y que éste es un punto de
aglomeracion de la sucesion.

Demostraremos ahora que de hecho xq es el limite de una subsucesién de
la sucesién tomada.

Como xg es el primer elemento de M, existen infinitos términos de la
sucesion {x, }nen contenidos en [a, xg], por lo que existe una subsucesion
{2y, }ren cuya imagen estd contenida en [a, zo].

Sea U un entorno béasico de xg, que serd de la forma

U = (b,c) con b <z < c.

Tenemos que [a, zo] C [a,c) por lo que todos los términos de la subsucesion
estan en [a, ¢) y solo un nimero finito de términos en [a, b] (por la definicién
de M). Asi U contiene a todos los elementos de la subsucesién salvo un
nimero finito de ellos y ésta converge a xg.

Concluimos entonces que [a, §2) es sucesionalmente compacto.
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a

Es licito preguntarnos ahora si existira alguna equivalencia entre la com-
pacidad sucesional y la w-compacidad, una vez visto que no ocurria asi con la
compacidad en espacios topologicos arbitrarios. El siguiente resultado mues-
tra que en este caso existe cierta relaciéon entre ellas, pero que en espacios
topoldgicos arbitrarios no son equivalentes.

Proposicién 5.7 Todo espacio topologico sucesionalmente compacto es w-
compacto. El reciproco no es cierto.

Demostracion.

Sea X un espacio topoldgico sucesionalmente compacto y supongamos,
procediendo por reduccion al absurdo, que no es w-compacto. Existe entonces
un recubrimiento numerable de X formado por abiertos encajados, {U, }nen,
del cual no podemos extraer un subrecubrimiento finito.

Por tanto, podemos construir una sucesién {x,},eny de manera que x,
¢ U, para cada numero natural n, y asi x,, € U, para todo m < n.

Por ser X sucesionalmente compacto, existe una subsucesion {z,, }ren
que converge a x € X.

Existe entonces ny € N tal que = € U,,, y por la definicién de la sucesién
se cumple que para todo m > ng x,,, & Uy, v asi para cada n; > ng tenemos
que T, & Uy,.

Por lo tanto, la subsucesién no converge a x ya que U,, es un entorno de
x que contiene a lo mas un nimero finito de elementos de la subsucesion.

Llegamos asi a una contradiccion, por lo que concluimos que X tiene que
ser w-compacto.

Una alternativa a esta demostracion es ver que dada una sucesién {x, }nen,
si una subsucesion de ésta converge al punto x € X entonces x es un punto
de aglomeracion de la sucesién. Veamoslo:

Sea {z, }neny una sucesién en X y sea {z,, }ren una subsucesién que con-
verge a xg € X.

Sea U un entorno cualquiera de zy y sea n € N. Existe entonces k; tal
que ny > n para toda k > k; ya que la sucesion {ng}ren es creciente.

Por otro lado, por ser z( limite de la subsucesién existe k; tal que z,,, € U
para toda k > ko.

Asi, tomando k = max{ky, k2} tenemos que x,, € U con ng > n.
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Concluimos que zy es un punto de aglomeracién de la subsucesion y, ob-
viamente, también de la sucesion.

Para ver que el reciproco no es cierto, basta considerar el ejemplo anterior
X = I' con la topologia producto de la usual, ya que hemos visto que es
compacto ( y por tanto w-compacto) pero no sucesionalmente compacto.

a

Antes de ver en qué espacios topoldgicos se da la equivalencia entre com-
pacidad sucesional y w-compacidad enunciamos el siguiente lema que nos
ayudara en tal demostracion.

Lema 5.8 Sea {x,}nen una sucesidn en un espacio topoldgico X. Si X sa-
tisface el primer azioma de numerabilidad y x € X es un punto de aglome-
racion de la sucesion, entonces existe una subsucesion {x,, }ren de {Ty}nen
que converge a x.

Demostracion.
Sea {U, }nen una base de entornos numerable en el punto z, que sabemos
que existe ya que X es 1AN, y definimos

B,=UnU;N..NU,
para cada n € N.

Construimos ahora una subsucesién de la siguiente manera:
Tomamos By, entorno de x, y n = 1. Por ser x un punto de aglomeracion
existe x,,, con my; > 1 tal que xz,,, € B;y. Definimos

Ty 1= Ty, -

De igual forma tomamos By y n = my. Existe entonces z,,, con my > m; tal
que T,,, € By. Definimos

Tny = Ty -

Asi, para cada By y n = my_; existe x,,, con my > my_; tal que x,,, € By.
Definiendo

Ty, 1= T, para cada k € N

k

tenemos una subsucesion {z,, }ren que satisface

T, € By para cada k € N
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Veamos que esta subsucesion converge a x.

Sea U un entorno cualquiera de x. Existe entonces ny € N tal que U,, C U
y por tanto, como z,, € By, C U,, para todo k > ny tenemos que z,, € U
para todo k > ng y asi la sucesion converge a x, tal como queriamos obtener.

a
Veamos ahora si, en qué espacios se cumple la equivalencia.

Proposiciéon 5.9 En un espacio topologico que satisface el primer axioma de
numerabilidad, la w-compacidad y la compacidad sucesional son equivalentes.

Demostracion.

Tras la Proposicién 5.7 basta demostrar que si un espacio topologico X
que satisface el primer axioma de numerabilidad es w-compacto entonces es
también sucesionalmente compacto.

Sabemos que si X es w-compacto, dada cualquier sucesion en este espacio,
ésta tiene un punto de aglomeracién xq. Asi, como X satisface el primer axio-
ma de numerabilidad, por el lema anterior existe entonces una subsucesion
{xn, tren que converge a o y X es por tanto sucesionalmente compacto.

a

El siguiente resultado es, aunque mas débil que el anterior, muy intere-
sante en cuanto a que nos da la equivalencia en espacios métricos, que como
ya comentamos juegan un papel muy importante en la clase de los espacios
topoldgicos.

Proposicién 5.10 En un espacio metrizable la compacidad sucesional y la
w-compacidad son equivalentes.

Demostracion.

Vimos en el Teorema 2.22 que todo espacio metrizable satisface el pri-
mer axioma de numerabilidad; asi, por el teorema anterior tenemos que la
compacidad sucesional y la w-compacidad son entonces equivalentes en estos
espacios topoldgicos.

a

Mostramos a continuacién la relacion que existe en espacios topoldgicos
2AN entre la compacidad y las dos nuevas nociones de ésta.
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Proposicién 5.11 En un espacio topologico X que satisface el sequndo axio-
ma de numerabilidad son equivalentes:

1. X es compacto.
2. X es w-compacto.

3. X es sucesionalmente compacto.

Demostracion.
En el Teorema 4.10 demostramos que un espacio que satisface el segundo
axioma de numerabilidad es compacto si y solo si es w-compacto.

Ademas, sabemos que todo espacio que satisface el segundo axioma de
numerabilidad satisface también el primero, asi por el teorema 5.9 tenemos
que la w-compacidad y la compacidad sucesional son también equivalentes.

a

Tratamos, para finalizar esta seccién, la compacidad sucesional en subes-
pacios.

Definicién 5.12 Decimos que un subespacio Y de un espacio topologico X
es sucestonalmente compacto si lo es visto como espacio topologico con la
topologia inducida.

Proposicién 5.13 St X es un espacio topoldogico sucesionalmente compacto
y C' es un subconjunto cerrado de X entonces C' es también sucesionalmente
compacto.

Demostracion.

Sea {x, }neny una sucesién en C' (y por tanto en X ). Tenemos que existe
una subsucesién {z,, }ren que converge a x € X, por ser X sucesionalmente
compacto.

Como C' es cerrado se cumple que x € C' y asi concluimos que C' es
sucesionalmente compacto.

a
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Capitulo 6

w-compacidad débil.

6.1. Fijando conceptos.

Introducimos en este apartado la definicion de punto de acumulacion de
un conjunto.

Definicién 6.1 Dado un espacio topologico X y un subconjunto A de éste,
decimos que x € X es un punto de acumulacion de A si cada entorno de x
interseca con A en algin punto distinto del propio x. Es decir, si dado U un
entorno cualquiera de x se cumple que AN (U \ {z}) # 0.

La siguiente propiedad es bien conocida, y nos serda muy 1til a lo largo de
la seccidn.

Proposicién 6.2 Sean A un subconjunto del espacio topologico X y A’ el
conjunto de todos los puntos de acumulacion de A. Entonces

A=AUA
donde A es el conjunto de los puntos adherentes de A.

Del resultado anterior se desprende que un subconjunto de un espacio to-
polégico es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de acumulacién (ya
que, en tal caso, el subconjunto coincide con su clausura). Del mismo modo
si un subconjunto de un espacio topolégico no tiene puntos de acumulacion
es también cerrado en el espacio.
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6.2. Definicion.

Como comentamos anteriormente, lo que aqui denominamos como w-com-
pacidad débil fue en un principio considerado como compacidad. Quiza es
debido a la necesidad de darle un nombre distinto tras considerar como
compacidad la definicién en términos de subrecubrimientos finitos que en
la actualidad no existe un nombre definitivo para esta propiedad.

Tal como hemos afirmado, en este trabajo la nombraremos como w-com-
pacidad débil aunque en los libros podamos encontrarla también como com-
pacidad débilmente numerable, propiedad de Bolzano-Weierstras...

Definicién 6.3 Decimos que un espacio topologico X es débilmente w-com-
pacto si todo subconjunto infinito A de X tiene al menos un punto de acu-
mulacidn, es decir, A’ # ().

6.3. Propiedades.

Veamos que también la w-compacidad débil se conserva por homeomor-
fismos y que de nuevo, obtenemos un resultado un poco mas fuerte.

Teorema 6.4 La w-compacidad es un itnvariante topologico. De hecho, si
f: X =Y esuna aplicacion continua e inyectiva entre espacios topoldgicos
y X es débilmente w-compacto, entonces f(X) también lo es.

Demostracion.

Sea B un subconjunto infinito de f(X). Como f es inyectiva se cumple
que B = f(A) siendo A un subconjunto infinito de X, el cual por ser X
débilmente w-compacto tiene al menos un punto de acumulacion xy € X.

Definimos yo = f(x0); veamos que yo es un punto de acumulacién de B.

Sea V' un entorno de yy. Como f es continua existe U un entorno de xg
tal que f(U) C V. Ademas, por ser zp un punto de acumulacién de A se
cumple que existe 2’ € (U \ {zo}) N A.

Llamamos 3y’ = f(z'), que es distinto de yo por la inyectividad de f.
Asiy' € (V\{yo}) N B, y concluimos que yy es un punto de acumulacién de

B y por lo tanto f(X) es débilmente w-compacto.

a
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Las siguientes proposiciones nos muestran la relacién en espacios topologi-
cos arbitrarios de esta nocién de compacidad recién definida con las ante-
riores ya vistas, asi como con la propia compacidad. Comenzamos con la
w-compacidad.

Proposiciéon 6.5 Si un espacio topolégico X es w-compacto, entonces es
también débilmente w-compacto. El reciproco no es cierto.

Demostracion.

Sea X un espacio w-compacto y sea A un subconjunto infinito de éste.
Podemos tomar entonces {z, }nen C A una sucesién con todos sus términos
distintos (z,, # x,, para cada m # n).

Como X es w-compacto, existe xg € X un punto de aglomeracion de tal
sucesién. Veamos que z( es entonces un punto de acumulacién de A.

Sea U un entorno de xy. Como zy es un punto de aglomeracién de {x, }nen
entonces dado un nimero natural n existe x,, € U con m > n. Distingamos
dos casos:

B Tm = 29-

Entonces de igual forma tomando m € N existe &k > m tal que x;, € U,
T # Ty = g, asi x € (U\{zo}) N Ay x0 es un punto de acumulacién
de A.

" X, £ .

Ast z,, € (U \ {z0}) N Ay 2o es un punto de acumulacién de A.

Tenemos que todo conjunto infinito A de X tiene al menos un punto de
acumulacion y por tanto X es débilmente w-compacto.

Mostramos ahora un ejemplo de un espacio topolégico débilmente w-
compacto que no es w-compacto:

Tomamos (R, 7) el espacio topolédgico donde
T={(z,+0) | x e R}U{[z,+0) | z € R} U {0,R}

Es facil comprobar que 7 es una topologia en R. Veamos que este espacio
topoldgico es débilmente w-compacto.
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Sea A un subconjunto infinito de R. Podemos tomar entonces x € A tal
que existe 2’ € A siendo x’ > x. Sea U un entorno cualquiera de z. Por la
definicién de 7 tenemos que (z,00) C U , por lo que 2’ € (U \ {z}) N A.

Asi, x es un punto de acumulacién de A y concluimos que (R, 7) es débil-
mente w-compacto.

Sin embargo, no es w-compacto ya que {(—n, 400)}, . es un recubrimien-
to abierto y numerable de R del que no se puede extraer un subrecubrimiento
finito.

Qa
Veamos ahora qué ocurre en relaciéon con los espacios compactos.

Proposiciéon 6.6 Todo espacio topolégico compacto es débilmente w-compacto.
El reciproco no es cierto.

Demostracion.

Sabemos que todo espacio compacto es w-compacto (visto en la Propo-
sicién 4.8) y por lo demostrado en la proposicién anterior tenemos que es
entonces débilmente compacto.

Veamos también la demostracion directa.

Sea X un espacio compacto. Queremos probar que dado A un subconjunto
infinito de X entontes éste tiene al menos un punto de acumulacién. Lo
haremos por reduccion al absurdo.

Tomamos A un subconjunto infinito de X y supongamos que no tiene
ningin punto de acumulacién. Entonces A es cerrado pues coincide con su
clausura y podemos tomar para cada a € A un entorno U, de modo que

U,NA={a}

Tenemos que A°U{U,}4.ca es un recubrimiento abierto de X, el cual por
ser X compacto admite un subrecubrimiento finito.

Como A€ no interseca con A y cada U, contiene inicamente un punto de
A, el conjunto A debe ser finito, lo cual es una contradiccién y por tanto A
tiene al menos un punto de acumulacion, tal como queriamos obtener.

Como contraejemplo al reciproco podemos tomar el espacio topologico
definido en la proposicién anterior, ya que no es compacto (pues no es w-
compacto) pero si es débilmente w-compacto.

a
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Nos queda ver cémo se comporta la w-compacidad débil respecto a la
compacidad sucesional en un espacio topologico arbitrario.

Proposicién 6.7 Todo espacio topologico X sucesionalmente compacto es
débilmente w-compacto. El reciproco no es cierto.

Demostracion.

Sabemos, por la Proposicion 5.7 que todo espacio sucesionalmente com-
pacto es w-compacto y por la Proposicion 6.5 esto implica que es débilmente
w-compacto.

Tomando de nuevo I7 con la topologia producto de la topologia usual
donde I = [0, 1], tenemos un ejemplo de espacio topolégico débilmente w-
compacto (ya que es w-compacto) y vimos que no es sucesionalmente com-
pacto.

a

Veamos un ejemplo donde si se cumple la equivalencia entre w-compacidad
y w-compacidad débil.

Proposicién 6.8 En un espacio topologico Ty la w-compacidad y la w-com-
pacidad débil son equivalentes.

Demostracion.
Basta con ver que todo espacio T7 y débilmente w-compacto es w-compacto,
lo cual hacemos por reduccion al absurdo.

Sea X un espacio T} y débilmente w-compacto. Supongamos que no es w-
compacto; entonces existe {U, },en un recubrimiento numerable de abiertos
encajados de X del cual no podemos extraer un subrecubrimiento finito.

Construimos ahora una sucesiéon {x, },en tal que z,, € U, paratodon € N
con todos sus términos distintos y llamamos A al conjunto formado por todos
los términos de la sucesion, el cual tiene cardinal infinito.

Como X es débilmente w-compacto existe al menos un punto de acumu-
lacién 2’ del conjunto A. Entonces ' € U, para cierto ny € N, y por ser
un punto de acumulacién de A existe al menos un z,, € U,,, v, # z’. De
hecho, como x,, ¢ U, paratodon € N, existe como maximo un ndmero
finito de elementos de la sucesion en U,,, supongamos {Z,,, Tny, ..., Tpn, } cON
niy, N, ..., N < Ng.

Como X es T} existen
Vs Vigy -V

k

o1



entornos de 2’ tales que

Tn, & Vo, parat=1,..k.
Asi

e Uy, NV NNV,

Tn & Upy NV, N...NV,, para ningtin n € N

lo cual es una contradiccion.
Por tanto, de todo recubrimiento abierto y numerable podemos extraer
un subrecubrimiento finito, y asi X es w-compacto.

a
Del anterior resultado se desprende el siguiente.

Proposiciéon 6.9 En un espacio topologico Hausdorff, la w-compacidad y la
w-compacidad débil son equivalentes.

Demostracion.
Sabemos que un espacio Hausdorff es en particular 7} y por tanto la
proposicion anterior nos da la equivalencia.

a

Veamos que en un espacio metrizable las nociones de compacidad defini-
das hasta ahora, incluida la misma compacidad, son equivalentes.

Proposiciéon 6.10 En un espacio metrizable X, son equivalentes:
1. X es compacto.
2. X es w-compacto.
3. X es sucesionalmente compacto.

4. X es débilmente w-compacto.

Demostracion.

Hemos demostrado anteriormente la equivalencia en espacios métricos de
la compacidad, w-compacidad y compacidad sucesional, por lo que solo nos
resta ver la equivalencia con la nocién introducida en esta seccion.

Sabemos adema&s que todo espacio metrizable es también un espacio 17,
por lo que la Proposicién 6.8 nos da la equivalencia buscada.
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a

Terminamos de nuevo la secciéon definiendo esta nocién de compacidad
en subespacios y mostrando una propiedad de los subconjuntos cerrados en
relaciéon a ella.

Definicién 6.11 Decimos que un subespacio Y de un espacio topologico X
es débilmente w-compacto si lo es visto como espacio topologico con la topo-
logia inducida.

Como viene siendo habitual buscamos caracterizaciones que nos den ca-
minos alternativos al uso de la definicion en el caso de distinguir subespacios
que cumplen ciertas propiedades.

Proposicién 6.12 Sea X un espacio débilmente w-compacto y C' un sub-
conjunto cerrado de X. Entonces C es débilmente w-compacto.

Demostracion.

Sea A un subconjunto infinito de C'. Por ser X débilmente w-compacto
existe al menos un punto de acumulacién de A en X, al que denotamos por
2'. Como C es cerrado, se cumple que ' € C' y por tanto 2’ es un punto de
acumulacion de A en C', tal como queriamos ver.

a
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Capitulo 7

Pseudo-compacidad.

7.1. Fijando conceptos.

Comenzamos con la tultima nociéon de compacidad de la que hablare-
mos en este trabajo. Esta puede definirse, como veremos mas adelante, en
términos de funciones continuas, acotadas, de sus infimos, sus supremos etc.
Aqui mostramos las definiciones de estos términos, que nos ayudaran a seguir
el desarrollo de la seccion.

Definicién 7.1 Dada una funcion f : X — R siendo X un espacio topologi-
co, decimos que f estd acotada si existe c € R,c > 0, tal que

| f(z) |< ¢ para todo x € X.

Definicién 7.2 Dada una funcion f : X — R siendo X un espacio to-
pologico, decimos que a € R es una cota inferior de f, o que f estd acotada
inferiormente por a si

f(x) > a para todo x € X.

Decimos entonces que [ estd acotada inferiormente si existe alguna cota
inferior de f.

En tal caso, se define el infimo de f, inf f, como la mayor de sus cotas
inferiores. Decimos que f alcanza su infimo si existe x € X tal que f(x) =
inf f.

Enunciamos la definiciéon analoga a la anterior en la que hablamos de las
cotas superiores de una funcién y de su supremo.
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Definicién 7.3 Dada una funcion f : X — R siendo X un espacio to-
poldgico, decimos que b € R es una cota superior de f, o que f esta acotada
supertormente por b si

f(z) < b para todo x € X.

Decimos entonces que [ estd acotada superiormente si existe alguna cota
superior de f.

En tal caso, se define el supremo de f, sup f, como la menor de sus
cotas superiores. Decimos que f alcanza su supremo si existe x € X tal que

f(z) =sup f.

Observamos que una funciéon f estd acotada si y solo si estda acotada
superior e inferiormente. Mostramos ahora una serie de propiedades que sim-
plificaran el estudio de la pseudo-compacidad.

Proposicién 7.4 Dado un espacio topologico X, una funcion f : X — R
estd acotada superiormente (inferiormente) si y solo si la funcion g : X — R
definida como

g(x) = —f(x) para cada x € X

estd acotada inferiormente (superiormente).

Demostracion.
Sea b € R una cota superior de f. Entonces

f(x) < b para todo z € X,
o equivalentemente
—f(x) > —b para todo = € X,

es decir,
g(x) > —b para todo = € X.

Asi, —b es una cota inferior de g la cual esta por tanto acotada inferiormente,
tal como queriamos ver.

a

A partir de ahora llamaremos simplemente — f a la funcién g definida en
la proposicién anterior.

Proposicién 7.5 Dada una funcion f: X — R cuyo supremo existe en R,

se cumple que inf (—f) = —sup f, y por tanto el infimo de — f también existe
en R.
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Demostracion.

Sea 3 € R el supremo de f, es decir, su menor cota superior.

Sabemos, por la proposicién anterior, que —f es entonces una cota inferior
de —f. Veamos que, de hecho, es la mayor cota inferior de —f procediendo
por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe a € R tal que o < —f(x) para todo z € X y
a > —f. Entonces f(r) < —a para todo x € X con —a < [ pero esto es
imposible pues 3 es el supremo de f.

Tenemos asi que —f € R es la mayor cota inferior de — f, es decir, su
infimo.

a

De forma analoga se demuestra que si f es una funcién cuyo infimo existe
entonces sup (—f) = —inf f.

7.2. Definicion.

Definimos ahora los espacios pseudo-compactos, nombrados también en
algunos libros como espacios de Weierstrass. En esta secciéon supondremos
siempre que R es el espacio topoldgico de los nimeros reales dotado de la
topologia usual salvo que se indique lo contrario.

Definiciéon 7.6 Decimos que un espacio topologico X es pseudo-compacto si
toda funcion continua f definida de X en R estd acotada.

7.3. Propiedades.

Una vez dada la definicién de los espacios topologico pseudo-compactos,
cabe decir que existen otras muchas propiedades que los caracterizan y que
perfectamente podrian ser presentadas como definiciones de la pseudo-compacidad.
Utilizamos la siguiente proposicion para mostrar algunas de ellas.

Proposiciéon 7.7 Dado un espacio topologico X son equivalentes:
1. X es pseudo-compacto.

2. Toda funcion continua de X en R estd acotada superiormente.
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Toda funcion continua de X en R estd acotada inferiormente.
Toda funcion continua de X en R alcanda su infimo y su supremo.
Toda funcion continua de X en R alcanza su supremo.

Toda funcion continua de X en R alcanza su infimo.

NS v S

Toda funcion continua y acotada de X en R alcanza su supremo y su
infimo.

8. Toda funcion continua y acotada superiormente de X en R alcanza su
supremo.

9. Toda funcion continua y acotada inferiormente de X en R alcanza su
infimo.

Demostracion.
Demostramos en primer lugar la equivalencia entre las afirmaciones 1,2 y

Es obvio que si un espacio es pseudo-compacto entonces toda funcion
continua de X en R esta acotada superiormente por la propia definicién de
pseudo-compacidad, por lo que claramente 1 implica 2.

Reciprocamente, si f : X — R es una funcién continua, entonces por
hipdtesis f esta acotada superiormente.

Por otro lado — f es también continua y por tanto estd acotada superior-
mente, y esto implica, como vimos en la Proposicion 7.4 que f esta acotada
inferiormente.

Asi tenemos que toda funcién f : X — R continua esta acotada, y por
tanto X es pseudo-compacto.

Esto nos da la equivalencia entre las afirmaciones 1 y 2. Se demuestra de
forma andloga la equivalencia entre las afirmaciones 1 y 3.

Pasamos a demostrar la equivalencia entre las afirmaciones 4,5 y 6.

Es obvio que 4 implica 5. Veamos la implicacion contraria.

Sea f : X — R una aplicacién continua, la cual por hipoétesis alcanza
su supremo. Tenemos asi que —f es también una funcién continua y por
tanto alcanza también su supremo, es decir, existe © € X tal que —f(z) =
sup (—f), equivalentemente, existe x € X tal que f(x) = —sup (—f) vy asi,
usando la Proposicién 7.5 tenemos que —sup (—f) = inf f y por tanto f
alcanza su infimo.

De forma andaloga se demuestra la equivalencia entre las afirmaciones 4 y
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Veamos ahora la equivalencia entre las afirmaciones 7,8 y 9.

Claramente 7 implica 8. Veamos la implicacién contraria.

Sea f : X — R una funcién continua y acotada. Entonces por hipdtesis
f alcanza su supremo.

Por otro lado tenemos que — f es también una funcién continua y acotada
(por serlo f), y asi por hipdtesis — f alcanza su supremo, es decir, existe z € X
tal que —f(z) = sup (—f). Por la Proposicién 7.5 tenemos que sup (—f) =
—inf f, por lo que existe x € X tal que —f(x) = —inf f, es decir, f(x) = inf f
y asi f alcanza también su infimo.

De forma andaloga se demuestra la equivalencia entre las afirmaciones 7 y

9.

Mostramos ahora que la afirmacién 2 implica la afirmacién 5.

Sea f : X — R continua. Por hipotesis, f estd acotada superiormente, y
por tanto existe ¢ = sup f € R.

Supongamos que f no alcanza tal supremo, es decir, f(x) < ¢ para todo
x € X y definamos la aplicacién g : X — R dada por

1
g(r) = ———— para todo r € X
T

la cual es estrictamente positiva y claramente continua.
Entonces, por hipotesis, g estd acotada superiormente, es decir, existe
k> 0 tal que g(z) < k para todo x € X, es decir

1

c—flo =" 7
1 <k(c— f(z))

flz) <e—

IA
e

1
k
. . 1 , .
pero esto es imposible ya que entonces ¢ — ¢ serfa una cota superior de f
menor que c. Tenemos entonces que f alcanza su supremo, como queriamos

ver.

Claramente la afirmacion 4 implica la afirmacién 7, por lo que solo nos
queda demostrar que la afirmacién 7 implica la afirmacion 1.

Sea f : X — R una aplicacién continua. Consideramos g : X — R la
aplicacion dada por

g(x) = arctg(f(x)) para todo x € X

).

la cual es continua y acotada superior e inferiormente (5 < g(z) <

NIE]
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Por hipétesis existen entonces
a=supgy
b =1infg
pero esto implica que existen
A =tg(a) =sup fy
B =tg(p) =nf f

Asi concluimos que f esta acotada superior e inferiormente, y por tanto X
es un espacio topolégico pseudo-compacto.

Queda de esta forma demostrada la equivalencia de todas las afirmaciones
enunciadas.

a

Vemos a continuacién que esta nocién de compacidad se conserva no solo
por homeomorfismos, sino también por aplicaciones continuas.

Teorema 7.8 La pseudo-compacidad es un invariante topologico. De hecho,

si f: X =Y esuna aplicacion continua y X es pseudo-compacto, entonces
f(X) también lo es.

Demostracion.
Sea g : f(X) — R una aplicacién continua.
Definimos h : X — R como

h(z) = g(f(z)) para cada x € X.
Esta funcién es continua ya que es una composicion de aplicaciones con-

tinuas.

Por ser X pseudo-compacto, h tiene que estar acotada, es decir, existe
ke R, k>0 tal que
| h(x) |< k para todo x € X
o lo que es lo mismo,

| g(f(x)) |< k para todo x € X

es decir
| 9(y) |< k para todo y € f(X)

y asi g estd acotada y f(X) es un espacio pseudo-compacto, como queriamos
ver.
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a

Enunciamos ahora dos lemas que nos serdn muy ttiles a la hora de de-
mostrar algunas equivalencias de la pseudo-compacidad con las nociones de
compacidad definidas anteriormente (asi como con la propia compacidad).

Este primer lema nos muestra que los puntos de aglomeracién también se
conservan de cierta forma mediante las funciones continuas.

Lema 7.9 Si x¢ es un punto de aglomeracion de una sucesion {T,}nen de
elementos de un espacio topologico X y f : X — R es una funcion continua,
entonces f(xy) es un punto de aglomeracion de la sucesion {f(x,)}nen-

Demostracion.
En las condiciones del enunciado, sea V' un entorno de f(zy).
Por ser f una funcién continua, existe entonces U C X, entorno de xy,

tal que f(U) C V.

Como zy es un punto de aglomeracién de {z,}nen, para todo nimero
natural n existe m > n tal que x,, € U. Equivalentemente, para todo n € N
existe m > n tal que f(x,,) € f(U) C V.

Tenemos asi que f(zy) es un punto de aglomeracién de {f(x,) }nen-
a

El siguiente resultado nos da ciertas propiedades que, de ser cumplidas
por una sucesion, nos aseguraran que ésta no tiene puntos de aglomeracion.

Lema 7.10 Sea {a,}nen C R una sucesion de nimeros reales estrictamente
creciente y no acotada. Entonces esta sucesion no tiene puntos de aglomera-
cLon.

Demostracion.

Procedemos por reduccién al absurdo.

Sea a un punto de aglomeracién de {a, },en C R.

Como R satisface el primer axioma de numerabilidad, tenemos por el Le-
ma 5.8 que a es un punto limite de una subsucesién de {a,},en, pero eso
es imposible ya que cualquier subsucesion sera estrictamente creciente y no
acotada y por tanto no puede converger.

Llegamos asi a una contradiccién y por tanto la sucesion no tiene puntos
de aglomeracion.
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a

Comenzamos ahora enunciando las equivalencias que existen entre los
espacios topoldgicos pseudo-compactos y los definidos con anterioridad.

La primera proposicién afirma que no existe ninguna relacién con los
espacios débilmente w-compactos. En ella mostramos ejemplos que lo de-
muestran.

Proposiciéon 7.11 FEuxisten espacios topologicos pseudo-compactos que no
son débilmente w-compactos y espacios topoldgicos débilmente w-compactos
que no son pseudo-compactos.

Demostracion.
Mostramos un ejemplo de cada uno de estos espacios.

Tomamos en primer lugar (R, 7¢y) donde 7oy denota la topologia de los
complementos numerables, es decir, aquella en la que un conjunto A # ()
es abierto si y solo si su complementario, A°, es un conjunto numerable, es
decir, cardA¢ < N,. Este espacio es pseudo-compacto pero no débilmente
w-compacto, como mostramos a continuacion.

Veamos que la interseccién de cualquier par de abiertos (no vacios) en
este espacio es no vacia.

Sean U y V abiertos no vacios en R con la topologia de los complemen-
tos numerables tales que U NV = (). Tomando complementarios tenemos
entonces que U°U V¢ = R pero esto es absurdo, ya que U° y V¢ son con-
juntos numerables y de esta forma R serfa también numerable. Asi, UNV # ().

Sea ahora f : (R,7on) — (R, 7,) una aplicacién continua. Veamos que
entonces tiene que ser constante.

Supongamos que no lo es; existen entonces x; y o nimeros reales tales
que f(x1) # f(z2). Como R (con la topologia usual) es un espacio Hausdorff,
podemos tomar A y B abiertos en R tales que

ANB =0,

f(z1) e Ay
f((L’Q) € B.
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Como f es continua, consideramos U = f~1(A) y V = f~!(B) abiertos en
(R, 7on) tales que
x| € U y
Te € V.

Asi obtenemos que
Unv=f(A)nf(B)=f(AnB) =0,

lo cual es una contradiccion.

Concluimos entonces que toda funcién continua de (R, 7¢x) en R es cons-
tante y por tanto acotada. Asi, (R, 7¢n) es pseudo-compacto.

Sin embargo este espacio no es débilmente w-compacto ya que es facil
ver que el subconjunto (infinito) formado por todos los nimeros naturales
no tiene ningun punto de acumulacién, pues dado € R podemos tomar
U = N¢U {z} un entorno de z tal que (U \ {z}) NN = 0.

De hecho, en este espacio topoldgico se cumple que dado cualquier sub-
conjunto numerable éste no tiene puntos de acumulacién.

Mostramos ahora un ejemplo de espacio topolégico débilmente w-compacto
y no pseudo-compacto.

Sea (X,7) donde X = {(0,n),(1,n) | n € N} y U € 7 si y solo si dado
n € N, o bien
(0,n) €Uy (1,n) €U,
o bien
(0,n) ¢ Uy (1,n) & U.
Es facil comprobar que efectivamente 7 define una topologia. Veamos que
este espacio topologico es débilmente w-compacto.

Sea A un subconjunto infinito de X. Como A es no vacio, existe al menos
un elemento x € X contenido en A. Distinguimos ahora dos casos:

» z = (0,n) para cierto n € N. Entonces, dado zy = (1,n) tenemos que
todo entorno U de zy contendrd a x por ser abierto. Asi, (U\{zo})NA #
(), y xo es un punto de acumulacién de A.

» z = (1,n) para cierto n € N. Andlogamente al caso anterior, toman-
do zp = (0,n) tenemos que para todo entorno U de xy se cumple que
x € (U\{xo}) N A,y asi zy es un punto de acumulacién de A.
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Concluimos que todo subconjunto infinito de X tiene al menos un punto de
acumulacién (Observamos que, de hecho, ocurre para cualquier subconjunto
no vacio de X).

Para demostrar que X no es un espacio topoldgico pseudo-compacto de-
finimos la aplicacion f : X — R definida para cada n € N por

f(O,n)=n
Flm) = n

Es obvio que f no es acotada, pero veamos que si es continua.
Sea (a,b) un intervalo abierto de R (a < b).

Si (a,b) NN = (), entonces existe n € N tal que a < n < b, y ésto ocurre
si y solo si {(0,n),(1,n)} € f~'((a,b)) € 7.

Si (a,b) NN = 0, entonces f~((a,b)) =0 € 7.

Tenemos asi una funcién continua que no esta acotada, por lo que X no
es un espacio pseudo-compacto.

a

Pasamos a preguntarnos qué ocurre con la w-compacidad. Veremos que
todo espacio w-compacto es también pseudo-compacto y que es necesario en-
contrarnos en un espacio topoldgico normal para que se dé la equivalencia
entre ambas. Antes, mostramos un teorema profundo (de cuya demostracién
prescindimos) que favorecerd el desarrollo de la dltima de estas demostracio-
nes.

Teorema 7.12 (Teorema de extension de Tietze.) Sea X un espacio to-
poldgico normal y sea C' un subconjunto cerrado y no vacio de éste. Entonces
para toda aplicacion continua f : C — R existe una aplicacion continua
f: X =R tal que f |c= f.

Proposicién 7.13 St X es un espacio topologico w-compacto, entonces es
también pseudo-compacto.

Demostracion.

Sea f una aplicacién continua de X en R. Supongamos que f no esta aco-
tada superiormente, entonces existe {x, }nen en X tal que {f(z,)}nen €s es-
trictamente creciente y no esta acotada superiormente.
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Como X es, por hipdtesis, w-compacto, existe ro € X un punto de aglo-
meracién de {z, }nen y por lo afirmado en el Lema 7.9, f(z() es entonces un
punto de aglomeracién de { f(x,) }nen, lo que es absurdo segiin lo demostrado
en el Lema 7.10.

Tenemos por tanto que toda funcién continua de X en R esta acotada
superiormente y por el apartado 2. de la Proposicion 7.7 esto equivale a la
pseudo-compacidad de X.

Ya vimos que el espacio topologico (R, 7o) no es débilmente w-compacto
(y por tanto tampoco w-compacto ni sucesionalmente compacto) pero si es
pseudo-compacto. Este ejemplo muestra que tanto el reciproco de esta pro-
posicién como el de la 7.16, no son ciertos.

a

Proposicién 7.14 En un espacio topologico normal, la w-compacidad vy la
pseudo-compacidad son equivalentes.

Demostracion.

Tras la proposicién anterior basta ver que si X es un espacio pseudo-
compacto y normal entonces es también w-compacto.

Supongamos que no lo es; existe entonces un recubrimiento numerable
{Un}nen formado por abiertos encajados del que no podemos extraer un
subrecubrimiento finito. Observemos que podemos tomar de hecho éste re-
cubrimiento de forma que Uy C Uy C Us....

Construimos ahora una sucesién {z, },en tal que
x, € U, \ U,_1 para cada n € N,

la cual es una sucesion de elementos distintos de X que no tiene puntos de
aglomeracién (la demostracion de esto dltimo es andloga a la realizada en la
Proposicién 4.6).

Definimos el conjunto C' = {z,, | n € N}.

Veamos que la topologia inducida es la topologia discreta, es decir, que
para cada n € N existe U un entorno de z,, tal que U N C = {z,}.

Sea n € N, por la construccién de la sucesion se cumple que z, € U, y
Tm & U, para todo m > n, es decir {zy,xs,...,2,} C U, y z,, & U, para
todo m > n.

Definimos entonces U = U, \ {z1,...,2,—1}. Tenemos que U es abierto
ya que X es un espacio T1; ademds U N C' = {x,} y concluimos asi que la

64



topologia inducida es la discreta.

Veamos ahora que el conjunto C' es cerrado.

Sea z € X tal que z ¢ C. Existe m € N tal que x € U, y tomando
U=U,\{x1,79,...,2,} tenemos U un entorno de x tal que U N C = 0.

Concluimos asi que C° es abierto y por tanto C' es cerrado como queriamos
ver.

Tomamos ahora la aplicacién f : C' — R definida por
f(z,) = n para todon € N

la cual es una aplicacion continua.

Asi, como X es normal y C es cerrado, por el Teorema de Tietze existe
una aplicacién continua f : X — R tal que f |¢= f.

Como f no estd acotada superiormente (pues f no lo estd), tenemos por la
Proposicién 7.7 que X no es pseudo-compacto, lo cual es una contradiccion.
Concluimos asi que la sucesion tiene al menos un punto de aglomeracion y
por tanto (por la Proposicién 4.6) que X es w-compacto

a

Proposicién 7.15 En un espacio métrico X, la w-compacidad y la pseudo-
compacidad son equivalentes.

Demostracion.
Es inmediato a partir del Teorema 2.23 y la Proposicion 7.14.

a

Nos queda ver la equivalencia entre compacidad sucesional y pseudo-
compacidad.

Proposiciéon 7.16 Todo espacio topoldgico sucesionalmente compacto es pseu-
do-compacto.

Demostracion.

Se deduce inmediatamente de las implicaciones ya vistas: compacidad
sucesional — w-compacidad (Proposicién 5.7) y w-compacidad — pseudo-
compacidad (Proposicién 7.13).
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Mostramos ademas la demostracion directa:

Sea X un espacio topoldgico sucesionalmente compacto. Por el apartado
8 de la Proposicién 7.7 sera suficiente probar que toda funcién continua de
X en R acotada superiormente alcanza su supremo.

Sea entonces f con estas caracteristicas. Como f estd acotada superior-
mente, entonces el conjunto {f(z) | * € X} tiene un supremo en R al que
denotamos por s.

Obviamente f(z) < s para todo x € X. Queremos ver que f alcanza el
valor s.

Como s — % < s para todo n € N, tomamos {x, },eny € X tal que

1
s — — < f(x,) para todo n € N.
n

Asi 1
f(z,) +— > s para todon € N
n

pero f(z,) < s para cada nimero natural n, por lo que { f(z,)}nen converge
as.

Como X es sucesionalmente compacto, {Z, }nen tiene al menos una sub-
sucesion convergente, {z,, }ren. Llamemos ¢ al limite de esta subsucesién. Al
ser f continua se cumple que

lm f () = f(c) .

k—o00

Tenemos entonces {f(xn,)}ken una subsucesion de {f(z,)}nen tal que
limy oo f (z5,) = f(c) pero como lim, . f (z,) = s, tiene que cumplirse
que f(c) = sy asi f alcanza su supremo tal como queriamos ver.

a

Terminamos definiendo esta nueva nocién de compacidad en subespacios,
tal como hemos hecho en los capitulos anteriores.

Definicién 7.17 Decimos que un subespacio Y de un espacio topologico X

es pseudo-compacto si lo es visto como espacio topologico con la topologia
inducida.
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Diagramas.

El siguiente diagrama muestra las equivalencias entre las diferentes no-
ciones de compacidad demostradas en espacios topoldgicos arbitrarios.

PSEUDOCOMPACIDAD

ﬁ W-COMPACIDAD ﬁ <w-c0MPAC|DADDE’B|L>

GOM PACIDAD SUCESIONAD

Mostramos a continuacién las propiedades que deben cumplir los espacios
topoldgicos para que se cumplan los reciprocos de las anteriores equivalencias.

PSEUDOCOMPACIDAD

NORMAL
— -y
= T
LINDELOF o
METRIZABLE 1AN

GOM PACIDAD SUCESIONAD
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Por ultimo vemos que en un espacio métrico, como hemos demostrado en
este trabajo, todas son equivalentes.

PSEUDOCOMPACIDAD

COMPACIDAD ﬁ W-COMPACIDAD ﬁ < W-COMPACIDAD DEBIL )

GOM PACIDAD SUCESIDNAD
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