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Introduction

When a matematician wants to solve a mathematical problem, he can try to solve
it with the tools he has learned or he can use a computer program. Different computer
programs have been developed as a help to solve different mathematical problems.
However there are problems that can not be solved using computers. Turin’s Machine
is a method we can use to study the decidability of a problem. But we can be more
interested in that moment when we introduce all the problem’s data in the computer.
It’s usual to make spelling mistakes or choose the wrong methods or operations. It
is known that the computer works with ones and zeros, but we use symbols, words,
numbers. The computer has to convert all that stuff into its own language but that has
to be done following the rules of the language and checking that everything is correct.
That’s the first step: compilation.

This is the motivation of our work, although we are only going to analize the mat-
hematical structure of finite automata that are used in the first step of the compilation,
that is, the lexical analysis.

Our work belongs to the field of knowledge of algebra and computer science, in
particular semigroups and finite automata. Semigroups have simpler structure than
groups, only the associative property is required. However that makes their study more
difficult. Concerning automata, there are different kinds of them, but we’re going only
to study finite automata.

An automaton has an abstract structure that can be represented by a graph and
can recognize a certain formal language. A formal language is a subset of the free
monoid with basis a finite alphabet. For example, suppose we have an automaton
which recognize all strings of the English language. Then, we can prove that the string
"pride” is recognized by the automaton, however ”stal” isn’t. There are different kinds
of formal languages. Each of them can be described by a set of well defined formulae,
that is, by a grammar. According to Chomsky hierarchy, we can represent with a table
all kinds of languages, automata and grammars.



Clasificacion Lenguages Grammar Automata Difficulty
Type 0 recursively without Turing ma- | undecidable
enumerable restrictionss chine
Type 1 context- context- linear boun- | exponential
sensitive sensitive ded automata
Type 2 context-free context-free pushdown au- | polynomic
tomata
Type 3 regular regular finite  auto- | linear
mata

Our work will be devoted to automata of type 3: the finite automata. They are the
simplest automata. An example will help us to understand its performance. Imagine a
room with the light off and one switch. Figure [[l represents this situation. Suppose the
light is initially off, this is the initial state. Each time we push the switch, the state
changes. If we push one time, the light changes to “on”. If we push twice the light
changes to “oft”. In this automaton “on” and “off” are the states of the automaton.
The arrows that go from one state to another are named transitions. Automata are
designed to recognize certain types of languages and the states that recognize them are
called final states (usually represented by a double circle). In our automaton the two
states are final and *“push” would be unique letter in the alphabet.

Figura 1: Light switch in a room

At the begining, finite automata were created by McCulloch and Pitt as a mathe-
matical model for neuronal connections in the brain. Although their model was not
correct, Stephen Kleene in 1956 used some structures (Pitt’s models) that recogni-
zed certain languages. During that time the basic concepts and theorems about this
theory were setteld down. The researchers involved were among others Nerode, Moore,
Chomsky, Mealy, Myhill, Shiitzenberger, etc. A part of this theory is developed in this
work. Among the applications of finite automata we have the following

1. Software to design and test the perfomance of integrated circuits such as micro-
Processors.

2. Lexical analyzer of a regular compiler.

3. Software to explore long texts.



4. Software to check procedures and systems of different kinds with a finite number
of states such that comunication’s protocols or protocols to exchange information
in a safe way.

Finally I will describe the contents of this work more specifically. In the first chap-
ter we introduce the basic definitions and results on semigroups and automata. In
chapter two we define regular languages as those who are accepted by an automaton.
Then, Myhill-Nerode theorem for semigroups (theorem [2Z2.9]) is proved and we show
that regular languages are precisely those sets that are recognizable in the finitely
generated free semigroup X* with 3 a finite alphabet (theorem 2.2.17]). The minimal
automaton that recognizes a particular language is also considered. Finally, in the last
chapter we define the languages given by rational expressions, the non-deterministic
finite automata and systems of linear equations with formal languages. With all this
we can prove Kleene’s theorem (3.212]), which together with previous results, leads to
Corollary B.2.T3} regular languages coincide with those languages recognizable by the
semigroup %* and coincide with those given by rational expressions.






Introduccion

Un matematico, cuando se enfrenta al cdlculo de un problema, puede intentar re-
solverlo con las herramientas aprendidas o puede utilizar un programa de ordenador
que se lo resuelva. Para cada tipo de problemas se han desarrollado diferentes pro-
gramas que facilitan su resoluciéon. Aunque no todos los problemas se pueden resolver
utilizando los ordenadores, una forma de estudiar la decidibilidad de un problema es
con las Maquinas de Turing. Pero podemos estar interesados en el paso previo: el de
la introduccion de datos en el ordenador. En este caso podemos tener errores en la
escritura o podemos haber elegido los métodos u operaciones de una forma correcta o
incorrecta. Sabemos que el ordenador trabaja con unos y ceros, y nosotros hemos in-
troducido palabras, nimeros, signos de puntuacion, etc. Ademas de convertir lo escrito
de forma correcta en su lenguaje, tiene que hacerlo conservando las reglas de estruc-
tura que habia en el programa y comprobando que todo estd correctamente escrito
segun las reglas del programa. Este es el primer paso que realiza nuestro ordenador: la
compilacion.

Esta es la motivacién de este trabajo, aunque solo procederemos a analizar ma-
tematicamente la estructura de los autématas finitos que se utilizan en el primer paso
de la compilacion, el analisis léxico.

Nuestro trabajo se sitia dentro del campo de conocimiento del Algebra y de las
Ciencias de la Computacion, en concreto, semigrupos y autématas finitos. El semigrupo
es una estructura mas simple que la de grupo pues solo cumple la propiedad asociativa,
aunque eso dificulta su manejo. En relacién a los autématas hay diferentes tipos de
autématas, pero nosotros vamos a estudiar solo los autéomatas finitos.

Un autémata es una estructura abstracta que se puede representar mediante un
grafo y que tiene el objetivo de reconocer un determinado lenguaje formal. Un lengua-
je formal es un subconjunto del monoide libre con base un alfabeto finito. Por ejemplo,
supongamos que tenemos un autémata que reconoce todas las palabras del lenguaje
espanol, entonces podemos comprobar que la palabra “melocotén” pertenece al lengua-
je, en cambio “rrristo” no pertenece. Hay diversos tipos de lenguajes formales. Cada
tipo puede ser definido por un conjunto de formulas bien definidas, es decir, puede
ser definido por una gramatica. Podemos representar los diferentes tipos de lenguajes,
autématas y gramdticas en una tabla, segin la jerarquia de Chomsky.



Clasificacion Lenguajes Gramatica | Autémata Dificultad
Tipo 0 Recursivamente Sin restriccio- | Maquina  de | Indecidible
numerables nes Turing
Tipo 1 Dependiente | Dependiente | Autémata Exponencial
del contexto | de contexto linealmente
acotado
Tipo 2 Libres de con- | Libre de con- | Autémata Polinémico
texto texto con pila
Tipo 3 Regular Regular Autéomata fi- | Lineal
nito

Nuestro trabajo se centra en los autématas de tipo 3: los autématas finitos. Son los
autématas mas simples. Vamos a poner un ejemplo para entender su funcionamiento.
Imaginemos una habitacion con la luz apagada y con un interruptor. La figura 2] mues-
tra un autéomata que representa esta situacion. Suponemos que inicialmente la luz esta
apagada, este es el estado inicial. Cada vez que pulsamos el interruptor cambiamos el
estado. Si pulsamos una vez la luz pasa a “on”, si son 2 veces la luz vuelve al estado
“off”. “on” y “off” son los estados del automata. Las flechas que van de un estado a
otro se llaman transiciones. Los autématas son disenados para reconocer un tipo de
lenguaje y los estados que los reconocen son los estados finales (representados con dos
circulos). En el ejemplo “pulsar” serfa la tnica letra del alfabeto.

Figura 2: El interruptor de una habitacion

Los automatas finitos nacieron en un primer momento de la mano de McCulloch
y Pitt con el objetivo de modelar las conexiones neuronales en el cerebro. Aunque se
demostré que su modelo era erréneo, Stephen Kleene definié en 1956 unas estructuras
(los modelos de Pitt) que podian reconocer unos lenguajes determinados. Durante esta
década se obtuvo una serie de resultados que permitieron establecer los conceptos y
teoremas basicos de la teoria de autématas. Entre los investigadores destacados se
encuentran Nerode, Moore, Chomsky, Mealy, Myhill, Shiitzenberger, etc. Alguna parte
de esta teoria la desarrollaremos en este trabajo. Entre las utilidades de los autéomatas
finitos tenemos:

1. Software para disenar y probar el comportamiento de circuitos digitales como los
microprocesadores.



2. El analizador léxico de un compilador tipico.
3. Software para explorar textos largos.

4. Software para verificar sistemas de todo tipo que tengan un niumero finito de
estados diferentes, tales como protocolos de comunicaciones o protocolos para el
intercambio seguro de informacién.

Finalmente voy a describir el contenido del trabajo de forma mas concreta. En el
primer capitulo se introducen las definiciones y resultados bésicos de semigrupos y
autéomatas. En el segundo capitulo se definen los lenguajes regulares como aquellos que
son aceptados por un autémata finito. Después se demuestra el teorema de Myhill-
Nerode (teorema [2.2.9) para semigrupos y se prueba que los lenguajes regulares son
precisamente los conjuntos reconocibles en el semigrupo finito-generado libre ¥* con
¥ un alfabeto finito (teorema [Z2.T1]). También se considera el autémata minimal que
reconoce un determinado lenguaje. Finalmente, en el ultimo capitulo se definen los
lenguajes dados por expresiones racionales, los autématas no deterministas y se intro-
ducen los sistemas de ecuaciones con lenguajes formales. Todo ello permite demostrar
el teorema de Kleene ([B:2.12]), que junto con los resultados anteriores lleva al corolario
B2T3 los lenguajes regulares coinciden con los reconocibles por el semigrupo * y
coinciden con los dados por expresiones racionales.
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Capitulo 1

Semigrupos y Autématas

En este capitulo se introducen las definiciones y resultados bésicos se semigrupos y
autématas. Las referencias principales son [I] para todo lo concerniente a autématas
y parte de lo relativo a semigrupos. Los restantes resultados de semigrupos se pueden
encontrar en [2].

1.1. Semigrupos

Empezaremos introduciendo los semigrupos, una estructura muy importante del
Algebra, que nos serd muy util para el resto del trabajo.

Un semigrupo es un conjunto con una operaciéon a la que solo se le exige que cumpla
la propiedad asociativa. La definicién, como se puede ver, es muy simple, aunque en su
propia simplicidad esta su complejidad.

Como se verd a lo largo del capitulo, las propiedades de los semigrupos se parecen
a algunas propiedades de los grupos. Un grupo, en particular, es un semigrupo y, por
tanto, hereda las propiedades de este tltimo.

Definicién 1.1.1. Un semigrupo es un conjunto no vacio S junto con una operacion
binaria asociativa. Un monoide es un semigrupo con un elemento neutro.

Es facil de ver que un elemento neutro, si existe, es tnico.

Un semigrupo S que no es monoide se puede convertir en un monoide anadiéndole
un elemento neutro como indica la siguiente definicién

Definicién 1.1.2. Sea S un semigrupo y sea 1 un elemento distinto de todos los de S.
Si S es un monoide se define S' = S. Si S no es un monoide se define el semigrupo
St = SU{1} con la misma operacion de S y x1 = lx = x para todo x € S. Entonces,
St es un monoide.

Definiciéon 1.1.3. Sea S un semigrupo. Un elemento ¢ € S se llama un cero de S si
cumple cs = sc = ¢ para todo s de S. Un elemento e es idempotente cuando e? = e.
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Es facil de ver que un cero, si existe, es tnico. En este caso, se denotara por 0.

Un semigrupo S sin cero se puede convertir en un semigrupo con cero anadiéndole
un elemento 0 distinto de los de S de forma andloga a como se ha hecho en la definicion
1.2

Definicién 1.1.4. Un subsemigrupo de un semigrupo S es un subconjunto no vacio
de S cerrado para la operacion de S. Si S es monoide, un submonoide es un subse-
migrupo que contiene el elemento neutro.

Ejemplo 1.1.5. Sea @ un conjunto y R(Q) el conjunto de las relaciones binarias sobre
@, es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de @ x (). Si p es una relacién binaria
y (a,c) € p, se suele escribir a p ¢ y se lee “a relacionado con ¢”. Dadas dos relaciones
7,p € R(Q), definimos la relacién 7 - p por

a(t-p)besIece@ | apey cTh.

Se obtiene de esta forma un semigrupo llamado semigrupo de las relaciones de (.
La operacién definida se llama producto relacional.

Definimos ahora las aplicaciones (o funciones), que son elementos de R(Q).

Definicién 1.1.6. Una aplicacion f de QQ en QQ, escrito f: Q) — @, es un elemento
de R(Q) que cumple que para todo q € Q, eziste un unico p € Q tal que (¢,p) €
f. En este caso, se escribe f(q) = p y al producto relacional de aplicaciones se le
llama composicién de aplicaciones, que es facil ver que es a su vez otra aplicacion.
Denotaremos por F(Q) al monoide de las aplicaciones de Q) en Q) con la composicion
de aplicaciones, que se denotard con los operadores actuando a la derecha, es decir,
(fog)(a) = flg(a)]. Entonces Fi(Q) es un subsemigrupo de R(Q).

Al monoide opuesto Fl(Q)EI lo denotaremos por F.(Q). Si la operacion en F,.(Q)
se denota también por o, escribiremos los operadores actuando a la derecha, es decir,
(a)(f o g) = [(a)flg.

Podemos también considerar las aplicaciones de () en Q) definidas parcialmente, es
decir, cuyo dominio es un subconjunto de Q. A estos monoides se les denotard por
PF(Q) y PF.(Q) y son monoides con cero (la aplicacion vacia).

El conjunto de funciones F,(Q)) serd usado para definir las transiciones de los
autéomatas y el conjunto PF,(Q) definird las transiciones de los autématas cuando
estos no sean completos.

Dado un elemento ¢ € @, sea ¢, la aplicacién constante ¢,(x) = ¢ para todo z € Q.
Observemos que un subconjunto de PF,.(Q) (o PF(Q)) formado exclusivamente por
funciones constantes es un subsemigrupo que cumple xy = y para todo x,y. Se puede
ver facilmente que todo elemento es idempotente.

'El opuesto de un semigrupo S se define como el conjunto S con la operacién z - y = yz.
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Ejemplo 1.1.7. Si S es un semigrupo y 7' es un conjunto, el conjunto ST de las apli-
caciones de T  en S tiene estructura de semigrupo con la operacion (fg)(t) = f(t)g(t).
Si S es un monoide también lo es ST. S se puede ver como un subsemigrupo de S°
identificando cada elemento s € S con la funcién constante ¢, € S°.

Ejemplo 1.1.8. Dados un conjunto ¥ = {a}, definimos
>t ={a,a*d* ... ,a", ...}
con la operacion obvia. Es el semigrupo libre con base ¥ (ver la definiciion [LT.22)).

Ejemplo 1.1.9. Dados dos enteros positivos r y m, el conjunto

_ 2 r r4+m—1
Cmr={a,a*,...;a",...,a }

+m

con a”™™ = a” es un semigrupo. Es facil ver que {a", ..., a"™™ !} es un subgrupo ciclico

de Cy, .

Ejemplo 1.1.10. En M,,, el semigrupo multiplicativo del anillo de las matrices n X n
sobre Z /27, consideremos las matrices con a lo sumo una entrada distinta de cero. Este
conjunto es un subsemigrupo de M, que se suele denotar por B,.

Ejemplo 1.1.11. Sea S un semigrupo. Si A y B son subconjuntos de S se define A- B
como

A-B={ab | a€ A, be B}.

Con esta operacion asi definida, el conjunto de las partes de S, P(S), tiene estructura
de semigrupo con elemento cero (el conjunto vacio). Se puede ver que si S es un grupo,
un elemento distinto de cero es un idempotente si y solo si es un subgrupo de G.

Definicién 1.1.12. Un homomorfismo entre semigrupos S y T" es una aplicacion
f S = T que cumple f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € S. Si, ademds, S y T
son monoides y se cumple f(1) = 1 entonces f se llamard un homomorfismo de
monoides. Se define monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo de la forma habitual.

Definicién 1.1.13. Dado un semigrupo S y un elemento s € S, denotemos por J
la multiplicacién a la derecha por s, es decir, d5(x) = xs. Entonces tenemos un
homomorfismo de semigrupos:

5 1 S — FE.(9)
s O

llamado representacion regular a la derecha de S. Si S es un monoide, entonces
la representacion es fiel, es decir, § es inyectiva.

Definicién 1.1.14. Dado un semigrupo S, una relacion de equivalencia @ en S se llama
invariante por la derecha si para todo u, s, t € S se cumple que s 0 t implica su 0 tu.
De forma andloga definimos relacion de equivalencia invariante por la izquierda.
Una congruencia en S es una relacion de equivalencia 0 invariante por la derecha y
por la izquierda.
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Todo semigrupo tiene dos congruencias que llamaremos triviales: la identidad, que
denotaremos por id en la que cada elemento solo esta relacionado consigo mismo, y
aquella en que cada elemento esta relacionado con todos los demas.

Se puede ver que una relacién de equivalencia 6 en un semigrupo S es una con-

gruencia si y solo si se cumple que Vs, t,u,v € S, s 6ty u 6 v implica su 6 tv.

Proposicién 1.1.15. Sea 6 una congruencia en un semigrupo S. Entonces, el conjunto
cociente S/0 tiene estructura de semigrupo con la operacion [s]g[tlg = [st]s, donde [s]g
denota la clase de equivalencia del elemento s.

DEMOSTRACION. [Il, pagina 202]. m

Definicién 1.1.16. Dada una congruencia 6 en un semigrupo S, se define el indice
de 0 como el cardinal del conjunto cociente S/0.

Proposiciéon 1.1.17. Sean 6, y 05 son congruencias en un semigrupo S de indices
finitos mq y ma respectivamente. Entonces, 01 Ny es una congruencia de indice menor
o0 tqual que mMmims.

DEMOSTRACION. Se tiene una aplicacién inyectiva
5/91 092 — 5/91 X 5/92

de donde el resultado sigue. =

Definicién 1.1.18. Sea S un conjunto, 6 una relacion de equivalencia sobre Sy X C S.
Decimos que X es saturado por 6 o que 0 satura a X si la siguiente condicion se
satisface:

(xe X, ybz) —>yeX.

FEquivalentemente, X es saturado por 0 siy solo si X es union de clases de equivalencia,

es decir,
X = {Jlzlo

zeX

Dado un homomorfismo f : S — T podemos definir en S la congruencia niicleo de
f definida por z k(f) y < f(x) = f(y).

Teorema 1.1.19. Sea f : S — T un homomorfismo de semigrupos. Sea © : S —
S/k(f) el paso al cociente. Entonces hay una inica aplicacion f: S/k(f) — T inyectiva
tal que fw = f. La aplicacion f da lugar a un isomorfismo entre S/x(f) y f(S).




La funcion f es sobreyectiva si y solo si f es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. [Il pdgina 203|. =

Definicién 1.1.20. Una congruencia 6 se dice que es mas fina que otra p si 0 C p,
es decir, si s 0t implica s p t.

Proposicién 1.1.21. Sea 0 es una congruencia mds fina que otra p. Si 0 es de indice
finito, entonces también lo es p y ademds el indice de p es menor o igual que el indice

de 6.

DEMOSTRACION. Se tiene un epimorfismo S/0 — S/p, de donde el resultado sigue
([1, pégina 17]). =

Definicién 1.1.22. Sea X un conjunto no vacio. El semigrupo libre con base 32, que
denotaremos por X7, es el conjunto de las sucesiones finitas de elementos de ¥ con la
operacion de concatenacion.

Es obvio que ¥ cumple la siguiente propiedad universal: toda aplicacién de ¥ a
un semigrupo S puede extenderse de forma tnica a un homomorfismo de ¥t en S.

En el contexto de los lenguajes formales, 3 suele ser un conjunto finito llamado
alfabeto y los elementos de X1 se llaman palabras. De hecho, se definird un lenguaje
formal en el alfabeto ¥ a cualquier subconjunto de X+,

Podemos anadir a T la palabra vacia o neutra, que denotaremos por ¢, y obtener
asi un monoide >*, que es el monoide libre sobre X.

1.2. Automatas finitos

Vamos a empezar esta seccion definiendo una estructura béasica de este traba-
jo: el automata finito. En esta parte solamente nos interesamos por las propiedades
del autémata como estructura. No hay estados iniciales ni finales y, por lo tanto, los
automatas no reconocen lenguajes. Obtendremos una estructura a partir de las transi-
ciones del autémata que seréan interpretadas como elementos de F,.(Q) (ver definicién
[LT.6) y dardan lugar a un semigrupo.

Definicién 1.2.1. Un autémata finito, que abreviaremos por AF, es una terna A =
(Q,%,0) donde Q y X son conjuntos finitos no vacios y 0 es una aplicacion

0:QxYX—Q

A @ se le llama el conjunto de estados y a X el alfabeto. A la funcion 6 se la llama
a veces funcion de transicion. Dado un estado q y una letra a € X, normalmente
denotaremos por qa a la imagen de (q,a) por 0.
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En muchos textos, la aplicacién § no estd definida en todo Q) x 3 (ver la definicién
B.11]), lo que resulta util para el disefio de autématas reconocedores de lenguajes. En
este caso, nuestra definicion corresponderia a un autémata completo o determina-

do.

Un AF se representa muchas veces mediante un grafo dirigido. Por ejemplo, el flip-
flop viene dado por @Q = {a,b}, ¥ ={0,1,e} ya-e=a,b-e=b,a-0=a,a-1=0,
b-0=a,b-1=0>by su grafo es:

1
0,€e — 0 l,e
Cal=00)

Dada una palabra w = ajas - - - a, € X7 con a; € ¥ y un estado inicial ¢, el autémata
evoluciona pasando a través de una sucesion de estados:

Q’ qa17 qalag, e ’qala/Q SN

Por lo tanto, podemos extender la aplicacién § a @ x X1 definiendo 6(q, aas - - - a,) =
qaias - - - a,. También podemos extender § a () x 3* anadiendo 6(q,€) = q.

La existencia y unicidad de esta extension, que como ya se ha indicado denotaremos
por la misma d, viene dada formalmente por la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.2. A = (Q,%,6) un AF. Entonces hay una inica funcion A : Q X
¥ — Q) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Alg,€) =g, ¢ € Q.
(i) A(g,a) =d(q,a), ¢ € Q, a € X.
(1ii) A(g,aw) = A(d(q,a),w), ¢ € Q, a € X, w € X*.
DEMOSTRACION. [I, pagina 17]. m

A través de la extension de ¢, el semigrupo X actia sobre el conjunto @, pues
cada elemento w € X1 define una aplicacién

511} : Q — Q
dada por d,(q) = qw. Tenemos entonces un homomorfismo de semigrupos

b Xt — F(Q)
W Ow

Ejemplo 1.2.3. Un ejemplo sencillo e z'ntelresante de AF A= (Q,%,0) es el siguiente:

0 Ca T b

D

C
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El conjunto de estados es Q = {0,1,2}, y el alfabeto es ¥ = {0,1}. Dado un nimero
en base 2, con este automata podemos conocer cual es el resto en modulo 3.

Definicién 1.2.4. Dado un AF A= (Q,%, J), se define el semigrupo asociado a A,
denotado por S(A), como la imagen de 0, es decir, S(A) es el subsemigrupo de F,.(Q)
generado por las aplicaciones d, con a € 3.

La aplicacion 5 puede también extenderse a ¥* definiendo 6. como la identidad de
Q). Se define el monoide asociado a A, denotado por M(A), como la imagen de esta

extension. Podeis encontrar definido en algunos libros como monoide de transicion
de A.

Segun el teorema [[.1.19 tenemos que
S(A) = S /k(0)

lo que nos da otra forma de ver el semigrupo del automata: es el semigrupo cociente
de X1 por la relacién
W~ W S Gy = Oy

Por otra parte, S(A) puede tener elemento neutro y ser, por tanto, un monoide
pero no tiene porque coincidir con M (A). De hecho, M (A) se obtiene a partir de S(A)
anadiéndole la aplicacion identidad de Q.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos el autémata con Q = {p, ¢} y alfabeto ¥ = {a} cuyo

grafo es
i)

Entonces, d, es la funcién constante y S(A) = {d.}, es decir, S(A) es el semigrupo
trivial, que evidentemente es un monoide. Sin embargo, M(A) = {d., 1o}, es decir,
M(A) es el grupo con dos elementos Zs. En conclusién, S(A) = M(A) si y solo si
existe una palabra w € % tal que §,, = 1¢.

Proposicién 1.2.6. Los semigrupos S(A) y M(A) son finitos.

DEMOSTRACION. @ es finito, luego F,(Q) es finito. m

Proposiciéon 1.2.7. Todo semigrupo finito es el semigrupo asociado a un autéomata
finito.

DEMOSTRACION. Sea S un semigrupo finito. Consideremos en autémata A(S) =

(S1,5,8) donde 6 viene dada por §(x,y) = zy. El homomorfismo a + §, es inyectivo
va que St es un monoide (ver [LT.13)), de donde el resultado sigue. m
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Ejemplo 1.2.8. Un AF A = (Q,X%,0) se llama un autémata de permutacién-
reinicio (“permutation-reset machine”) si para todo a € X, §, es biyectiva o una
funcién constante. Consideremos, por ejemplo, el autémata siguiente

@ N a
b CO 1 2

a,b

0, €s una permutacion y 9, es una funcién constante. No es dificil ver que
5(13 — Zd, 5anb — 5[7

Y Opa Y Opqz son funciones constantes, de donde deducimos que S(A) es un monoide con
6 elementos: S(A) = {4, I, 042, Op, Oba; Opaz, 0g3 = id}.

w

2 | ba | ba?

Ollal|bla a
of1(0} 21| 210
1142100 1| 2 1
2101011111 2 |2

Identificando 4, con x, podemos escribir la tabla de multiplicar de este semigrupo:

S(A) | a |b] a® |ba|ba®| a®
a a’> |b| a® |ba|ba®| a
b ba | b|ba®|ba|ba’]| b
a’ a® | b| a |ba|ba®| a?
ba | ba®|b|ba®|ba|ba®| ba
ba? b |b]| ba | ba|ba® | ba®
a’ a |b| a® |ba|ba®| o’

Ejemplo 1.2.9. Es facil ver que el semigrupo del autémata:

[»0—»1—»2—»---—»71—1—]

Ejemplo 1.2.10. Es fécil ver que el semigrupo del autémata:

es isomorfo a Z/nZ.




es isomorfo a C,,, (Ejemplo [LT.9]).

Definicién 1.2.11. Un autémata finito B = (P, €, ) decimos que es un subautémata
de A=(Q,%,0) i PCQ,QCY ypCo (es decir, p(p,b) = d(p,b) para todo p € P,
be Q).

Un caso frecuente es cuando ¥ = 2. Entonces un subautémata no es mas que un
subconjunto de estados cerrado para la accién de ST,

Ejemplo 1.2.12. Sea A = (@, %,0) un AF. Un estado ¢ se llama accesible desde otro
estado p si existe w € ¥* tal que pw = ¢. Fijo un estado gy denotemos por Q¢ el
conjunto de todos los estados accesibles desde gg. Entonces estd claro que (Q%, %, )
con ¢’ la restriccién de § a Q%, es un subautomata de A.

Ejemplo 1.2.13. Sea p un relaciéon de equivalencia invariante por la derecha de indice
finito sobre ¥* con X finito. Entonces podemos definir el autémata A(p) = (X*/p, %, d)
con la accién [u],a = [ual,. Este autémata tiene la particularidad que dado un estado
cualquiera [u],, se tiene [e],u = [u],, es decir, todo estado es accesible desde [e],. Un
automata en el que existe un estado gy tal que cualquier otro estado es accesible desde
qo se llama ciclico y el estado qg se llama un generador.

Proposicién 1.2.14. Sea B = (P,),p) un subautémata de A = (Q,%,0). Entonces
S(B) es imagen homomorfica de un subsemigrupo de S(A).

DEMOSTRACION. Sea G el subsemigrupo de S(A) generado por los elementos de
la forma ¢, con b € 2. Cada elemento de G restringe a una aplicacion de P en P. De
hecho, d,, con w € Q7 restringido a P es ¢,,. Por tanto tenemos un epimorfismo de G

aS(B). =

Definicién 1.2.15. Dados dos autématas A = (Q,%,0) y B = (P,$,¢), un homo-
morfismo de A en B es un par (f,g) con f:Q — P yg: % — Q aplicaciones que
hacen conmutativo el siguiente diagrama

Q%P

J((Sa lwg(a)

Q=P
para todo a € X, es decir, f[6(q,a)] = ¢[f(q),g(a)] para todo ¢ € Q y a € X; o bien, si
no hay peligro de confusiones, f(qa) = f(q)g(a).

Si % =8Q y g es la identidad se dice que tenemos un homomorfismo de estados
f:A— B. En este caso la condicion de conmutatividad del diagrama puede escribirse
simplemente como f(qa) = f(q)a para todo ¢ € Q y a € X.

Si f y g son las dos inyectivas o exhaustivas diremos que tenemos un monomorfismo
o un epimorfismo respectivamente.
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Definicién 1.2.16. Sea A = (Q, X, 0) un autémata. Una relacion de equivalencia T en
Q) se dice que es una relacién admisible si cumple que p T q implica §(p,a) T 0(q, a)
para todo a € 3.

Una relacién admisible 7 nos permite definir el autémata cociente A/7 = (Q/1,3,0)

donde la accién de ¢ viene dada por [¢],a = [gal.. Se tiene entonces el paso al cociente
que es un epimorfismo de estados de A en A/T.

ab

ah @ ab

Figura 1.1: Autémata cociente

Ejemplo 1.2.17. Consideremos el autémata de la izquierda en la figura[[.l La relacién
dada por la siguiente particion del conjunto de estados es evidentemente admisible

W =A{1}, 2I={2}, B]={34}

El autémata cociente es el que se muestra en la figura de la derecha. No es dificil ver
que su semigrupo asociado es Cy 5 (ver ejemplo [[LT.0), que es imagen homomorfica del
semigrupo del autémata inicial (ver la proposicién [L2.20]).

Definicién 1.2.18. Sean A = (Q,%,0) y B = (P,Q,¢) dos autdmatas y sea (f,g) un
homomorfismo de A en B. Se define la relacion niacleo mediante q k ¢’ si y solo si

flo) = f(q).

Proposicién 1.2.19. Con la notacion de la definicion anterior, la relacion nicleo es
admisible. Ademds, si [ es sobreyectiva y g biyectiva, entonces el automata cociente
A/k es isomorfo a B.

DEMOSTRACION. Inmediato. m

Con respecto al comportamiento de los semigrupos asociados ante homomorfismos
de autématas podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.20. Sean A = (Q,%,9) y B = (P,Q, ) dos autématas. Si B es
imagen homomdrfica de A, entonces S(B) es imagen homomdrfica de S(A).
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DEMOSTRACION. Sea (f, g) un epimorfismo de A en B. La aplicacién g se extiende a
un epimorfismo entre ¥ y Q1 que denotaremos de la misma forma. Entonces definimos
una aplicacion h : S(A) — S(B) mediante h(d,) = @gw) con w € XF. Veamos que
estd bien definida. Supongamos que §, = d,, entonces d(q,u) = 0(gq,v) para todo
q € @, luego como el automata B es imagen homomorfica de A entonces tenemos que
f(@)g(u) = f(qu) = f(qv) = f(q)g(v) para todo ¢ € Q. Como f es exhaustiva, se tiene
que 3¢ € @ tal que f(q) = p y se obtiene que pg(u) = pg(v) para todo p € Py, por
tanto, Ygu) = Qg(v) como queriamos ver. Finalmente, la aplicacién h es epimorfismo al
serlo g. m

Corolario 1.2.21. Sean A y B dos automatas. St B es imagen homomorfica de un
subautdmata de A, entonces S(B) es imagen homomdrfica de un subsemigrupo de S(A).

DEMOSTRACION. Proposicién anterior y proposicién [L2.14] m

Ejemplo 1.2.22. Consideremos los siguientes autématas:

a a

9 2
VAN %

2

Entonces, es facil ver que el segundo es imagen homomorfica del primero pero no son
isomorfos. Sin embargo, los semigrupos asociados son isomorfos.
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Capitulo 2

Autématas y lenguajes formales

En este capitulo se introducen los lenguajes que son aceptados por un autémata
finito. Son los llamados lenguajes regulares. Después se demuestra el teorema de Myhill-
Nerode para semigrupos y se demuestra que los lenguajes regulares son precisamente los
conjuntos reconocibles en el semigrupo finito-generado libre ¥*. También se considera
el autémata minimal que reconoce un determinado lenguaje.

La referencia principal para este capitulo es [2].

2.1. Lenguajes regulares

En este seccion definimos lenguaje regular como aquel que es aceptado por un
autémata finito y .... Ya que no todos los lenguajes pueden ser reconocidos, como
demostramos con el lema de Pumping.

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto no vacio X2, un lenguaje formal con alfabeto Y
es cualquier subconjunto del monoide libre X*. Los elementos de ¥* se llaman palabras
(en el alfabeto ). Si w = ay---a, con a; € ¥, decimos que la longitud de w esn y
lo denotamos por |w| = n.

Definicién 2.1.2. Un autémata finito reconocedor, que abreviamos por AFR, es
un quintupla A = (Q, %, qo, 6, F), donde (Q,3,9) es un autdmata finito, gy € Q es un
estado llamado estado inicial, y F C Q) es un conjunto no vacio de estados llamados
estados finales.

Definicién 2.1.3. Sea A = (Q, X, qo, 6, F) un AFR y sea q € Q. Se define el conjunto
L, como el conjunto de palabras de ¥* que empezando en i terminan en q, es decir,

L,={weX | qw=q}
Se define el lenguaje aceptado por A o el lenguaje reconocido por A como

LA) ={weX | quweF} =L,

qeF
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& &

Figura 2.1: Autéomata A

Figura 2.2: Autémata B

Observacién. En los grafos que representan a los autématas se suele representar el
estado inicial senaldndolo con una flecha o bien nombrandolo como ¢q u otra notacion
especial. Los estados finales se suelen representar escribiendo en negrita el nombre del
estado o rodeando el estado con dos circulos.

Definicién 2.1.4. Un lenguaje formal L con alfabeto finito ¥ se dice que es un len-
guaje regular si eriste un AFR A tal que L(A) = L. Denotaremos por Reg(¥) al
conjunto de todos los lenguajes requlares con alfabeto 3.

Ejemplo 2.1.5. Sea ¥ = {a,b} y consideremos los autématas dados por las figuras
2.1, 22 y 23l No es dificil ver que

(a) L(A) = 0.
(b) L(B) = {a}.

(¢) L(C) = {palabras que terminan en ab}.

Figura 2.3: Autéomata C
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al..ai

Figura 2.4: Autéomata con loop

Proposicién 2.1.6. FExisten lenguajes no requlares.

DEMOSTRACION. Dado un alfabeto finito X, se puede ver que el conjunto de
autématas finitos reconocedores con alfabeto > es numerable. Sin embargo, el cardinal
de P(X*) es no numerable. =

El teorema siguiente proporciona una herramienta para identificar lenguajes que no
son regulares.

Teorema 2.1.7 (Pumping Lemma). Sea L un lenguaje reqular sobre el alfabeto 3.
Entonces existe un entero n > 1 tal que para cada w € L con |w| > n podemos
encontrar palabras x,y, z de forma que se cumple:

(a) w=xyz.
(b) |ry| <n.
(¢) [yl =1.

(d) Para todo i > 0, se tiene que ry'z € L

DEMOSTRACION. El lenguaje L es regular, luego existe un AFR A tal que L =
L(A). Sean el nimero de estados de Ay seaw = aj....a,, € L con m > n. Consideremos
la secuencia de estados:

do, 91 = qoG1, .-+, @m = qoQ1...0pm.

Como m > n se sigue que m + 1 > n. Pero qo, q1, ..., g, es una lista de estados de
longitud n + 1, asi que debe haber alguna repeticién en la lista. Sea g; el primer estado
que se repite en la lista y sea ¢; = ¢; con 0 < ¢ < j < m la primera repeticion del estado
¢i- Definimos = = ay...a;, ¥y = @;41....a5, Yy 2 = @jt1...0,. Es claro que las condiciones
(a), (b) y (c) se cumplen por construccién y que la (d) se cumple por la existencia
de un loop (ver figula 2.4)), es decir, un camino que empieza y termina en ¢; y que lo
puedes repetir el niimero de veces que quieras antes de llegar a un estado final. =
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Ejemplo 2.1.8. Sea ¥ = {a}. Vamos a demostrar que L. ={a” | p primo} no es un
lenguaje regular utilizando el teorema anterior.

Supongamos que L es regular. Entonces existe un numero n tal que para cada
palabra w €L con |w| > n se cumplen la 4 consecuencias del lema. Sea p un primo tal
que p > n. Se tiene que a? € L y |a?| = p > n y existen palabras z,y, z € ¥* tales que
(a) a? = xyz, (b) |zy| < n, (c) ly] > 1y (d) zy’z € L para todo i > 0. En particular,
ryPtlze Ly

|2y ™| = |2 4+ |y 2] = o+ (0 + 1) [y| + |2] = |zyz| + oyl

Siy = a™ tenemos
|zy? 2| = p(m + 1)

Pero p(m + 1) no es primo ya que m > 1.

Ejemplo 2.1.9. Sea Sea ¥ = {a,b} y L = {a"b" : n > 1}. Entonces L no es regular.
Es otra aplicacién del teorema 217 (ver [, pdgina 46]).

Ejemplo 2.1.10. Es este ejemplo vemos que el reciproco del teorema 2T TIno es cierto.

Sea L C {b}* un lenguaje no regular. Definamos M = {a}TL U {a}* (es decir, M
estd formado por las palabras de la forma a®b? con s > 1 y b” € L o bien las palabras
pertenecientes {a}*). En el ejemplo B.2.14] se probard que M no es regular. Veamos
ahora que, sin embargo, cumple las condiciones del Pumping Lemma con n = 2.

Sea w € M con |w| > n. Hay 2 posibilidades: w € {a}*L o bien w € {a}*. Vamos
a demostrar la primera, la segunda es facil. La palabra w es de la forma w = a®b? con
s > 1. Elegimos 1 < t < n,s y definimos z,y de forma que zy = a’. Por lo tanto,
z = a*"'bP. Esta claro que se cumplen la condiciones del Pumping Lemma,

2.2. Teorema de Myhill-Nerode

Después de definir los lenguajes regulares como aquellos que son aceptados por un
AFR, demostramos en esta seccién el teorema de Myhill-Nerode, que los caracteriza
como los subconjuntos del monoide >* que son saturados por una congruencia de indice
finito.

Definicién 2.2.1. Sea S un semigrupo. Un subconjunto X de S se llama reconocible
si es saturado por una congruencia en S de indice finito. Denotamos por Rec(S) el
conjunto formado por todos los subconjuntos de S reconocibles.

Definicién 2.2.2. Sea S un semigrupo y X un subconjunto de S. Se define la con-
gruencia sintactica de X como

s~x t e Yu,v € SM(usv € X < utv € X)
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Proposicién 2.2.3. Sea S un semigrupo y X un subconjunto de S. La congruencia
sintdactica de X es una congruencia en S.

DEMOSTRACION. Supongamos que s ~x t y sea r € S. Entonces, estd claro que
usrv € X < utrv € X para todo u,v € S'. De forma parecida se prueba la invariancia
por la izquierda. =

Definicién 2.2.4. Sea S un semigrupo y X un subconjunto en S. Se define el semigru-
po sintdctico de X como el conjunto cociente S(X) =S/ ~x. Si S es un monoide,
entonces S(X) también es un monoide y se llama el monoide sintdctico de X.

Vamos a definir ahora unas relaciones de equivalencia asociadas a un subconjunto
X que se usaran en el teorema de Myhill-Nerode.

Definicién 2.2.5. Sea S un semigrupo y X un subconjunto de S. Se define la equiva-
lencia de Nerode por la derecha, denotada por N, de la siguiente forma

sNit < s ' X =t71X
y la equivalencia de Nerode por la izquierda, denotada por N, como
sNit & Xs™t = Xt

donde
u'X={veS lweX} y Xu'l={veS|vue X}

Proposicién 2.2.6. La relaciones N% y N son relaciones de equivalencia en S inva-
riantes por la derecha y por la izquierda respectivamente. Ademds ~x es mds fina que
N% y N% y las tres relaciones ~x, N, N% saturan X .

DEMOSTRACION. Las relaciones N%, N son de equivalencia obviamente. La inva-
riancia se deduce de observar que

(s) ' X =t7'(s7'X) vy X(st) ' = (Xt h)sh
Supongamos s &~y t. Entonces,
ueEs ' XeosueXestuc Xsuct'X
y, por tanto, s 1 X = t7'X. De forma andloga se demuestra que ~x es més fina que

N%. Finalmente, ver que la relaciones saturan X no ofrece dificultad. m

Cuando no haya confusién denotaremos a N por Nx y la llamaremos la equiva-
lencia de Nerode de X.
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Proposiciéon 2.2.7. La congruencia sintdctica ~x es maximal, con respecto a la in-
clusion, en el conjunto de congruencias que saturan X.

DEMOSTRACION. Sea 6 un congruencia que satura X. Tenemos que probar que si
s 0 t, entonces s ~x t. Si s 0ty dados u,v € S, por ser § un congruencia se tiene que
usv 0 utv. Ademaés, como 6 satura a X se tiene también que

usv € X utv e X

y, €n consecuencia, s ~x t. m

Proposiciéon 2.2.8. La equivalencia de Nerode Nx es maximal, con respecto a la
inclusion, en el conjunto de las relaciones de equivalencia invariantes por la derecha
que saturan X.

DEMOSTRACION. Sea ) una equivalencia en S invariante por la derecha que satura
a X. Supongamos s  t. Tenemos u € s X < su € X pero por la invariancia por la
derecha, su 0 tu y, por saturar X, su € X < tu € X. En conclusién s ' X =¢t1X. =

Teorema 2.2.9 (Myhill-Nerode). Sea X un subconjunto de un semigrupo S. Las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

(a) X € Rec(S).

(b) Eziste un semigrupo finito T y un homomorfismo ¢ : S — T, tal que X=
¢~ (B(X)).

(c) Un semigrupo sintactico S(X) es finito.

(d) X es un conjunto saturado por una equivalencia invariante por la derecha de
indice finito.

(e) La equivalencia de Nerode Nx tiene indice finito.

DEMOSTRACION. (a) = (b) Sea 6 una congruencia de indice finito que satura X
y sea ¢ : S — S/0 el epimorfismo canénico. Dado que para cualquier s € S se tiene
[slo = 7 1(¢(s)) y que X es unién de clases de equivalencia, deducimos X = ¢~ (¢ (X)).

(b) = (¢) Sea T un semigrupo finito y ¢ : S — T un homomorfismo tal que
X = ¢ H(¢(X)). Sea k la congruencia niicleo de ¢. Entonces, por el teorema [LT.19,
tenemos un monomorfismo

¢:S/k—T.

Dado que T es finito, deducimos que la congruencia k es de indice finito. Observemos
también que
y € [z]n = dy) = ¢(z) =y € ¢ (¢(2)) € X
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y, por tanto, k satura X. Por la proposiciéon 2.2.7 la congruencia s es mas fina que la
congruencia sintactica, por lo que esta debe ser también de indice finito (proposicién

[LI.21).

(¢) = (d) S(X) es finito y, por tanto, ~x es de indice finito. Dado que ~x es
invariante por la derecha y satura X tenemos (d).

(d) = (e) Sea 6 una equivalencia invariante por la derecha de indice finito que satura
X. Por la proposicién 2.2.8 debe ser §# C Ny, de donde, otra vez por la proposicién
[LI.2T], tenemos que Nx es de indice finito.

(e) = (a) Vamos a demostrar que la congruencia sintéctica tiene indice finito. Sea
6 la relacion
tl 0 t2 & Vs e Sl, [Stl]NX = [StQ]NX.

Ahora observemos que
ty 0 ty & Vs € Sl,Stl Ny sty & Vs € Sl, (Stl)ilX = (Stg)ilX 4

Vs,u € St (stiu € X & styu € X) & 1) =x .

Es decir, la congruencia 6 coincide con la congruencia sintactica. Por hipdtesis, Nx tiene
indice finito. Sea {s1, ..., s} un conjunto de representantes de las clases de equivalencia
modulo Ny y consideremos la siguiente aplicacion

S/ — S/Nx x --- x S/Nx

[t = (s S0t - [s0t]vy )

La aplicaciéon esta bien definida y vamos a probar que es inyectiva, con lo cual 0 y, por
tanto, ~x tendra indice finito. Supongamos que [t]y y [t']s tienen la misma imagen.
Entonces,

t Nx t', sit Nx sit’, ..., s,t Nx s,t.

Dado s € S, existe un ¢ tal que s Nx s; y entonces
st NX Sit, Sit NX Sit/, Sit/ NX St,7
es decir, [st]n, = [st']n, para todo s € Sy, por tanto, [t]s = [t']s. =
Observacion. Con una demostracion analoga, podemos ver que todas las condiciones

del teorema anterior son equivalentes también a que la equivalencia de Nerode por la
izquierda tenga indice finito

Corolario 2.2.10. Rec(S) es cerrado bajo las operaciones booleanas.

DEMOSTRACION. Sea X € Rec(S). La congruencia sintdctica de X coincide con la
congruencia sintactica de X¢. Por tanto, S(X) = S(X°).

Supongamos ahora que X7, Xy € Rec(S). Sean 6, y 0y dos congruencias de indice
finito que saturan X; y X5 respectivamente. Sea 6§ = 6, N 0y y my, mo los indices de
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01 y 05 respectivamente. Entonces, por la proposicién [LTI7, el indice de 6 es menor o
igual que m;msy. Como es facil ver que 6 satura a X; y Xy, entonces también satura a
su interseccion X; N X,. Por lo tanto X; N X5 € Rec(95).

Finalmente, dado que X; U Xy = (X¢ N X$)°, obtenemos X; U X5 € Rec(S). =

En el siguiente teorema demostramos uno de los objetivos fundamentales de este
trabajo: los lenguajes regulares en el alfabeto ¥ son los conjuntos reconocibles del
semigrupo X*.

Teorema 2.2.11. Sea 3 un alfabeto finito. Entonces, L € Reg(X) si y solo si L €
Rec (X%).

DEMOSTRACION. Sea L C ¥* un lenguaje regular y sea A = (Q, %, 4, q, F') un
AFR tal que L(A) = L. Definimos en >* la relacién de equivalencia definida como:
para todo u,v € ¥*

ubv & qou = qou.

La relacién 6 es claramente invariante por la derecha, y si v € L y ufv, se tiene
qou = qov € F de donde v € L y # satura a L. La aplicacion

X0 — Q

definida por [u]y +— iu es claramente inyectiva, luego 6 es también de indice finito. En
consecuencia, por el teorema de Myhill-Nerode, tenemos que L € Rec(¥X*).

Reciprocamente, supongamos que L € Rec (X*). Por el teorema de Myhill-Nerode
el indice de la equivalencia de Nerode N, es finita. Definimos el automata

AL = (E*/NL,Z, [E]NL757 F),
donde la funcién de transicién ¢ esta definida como: para todo u € ¥X* y a € ¥
[u]nya = [ua]n,

y F={[u|n,|u € L}. La funcién ¢ estd bien definida porque N, es invariante por la
derecha. Veamos que L = L(A). Sea u € L(Ay), entonces [€|y,u = [u]y, € F, es decir,
[u]n, = [v]n, con v € L, pero como Ny, satura L se tiene que u € L. Reciprocamente,
si u € L, entonces [e]n,u = [u]y, € F. m

Definicién 2.2.12. El autdmata Ay de la demostracion del teorema anterior se llama
automata de Nerode.

Veremos en la seccién siguiente que el autémata de Nerode es el autémata minimal
que reconoce a L. Veamos a continuacion que el semigrupo de Ay coincide con el
semigrupo sintactico de L.
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Proposicién 2.2.13. Dado L € Reg(X), el semigrupo sintdctico S(L) coincide con el
semigrupo del automata de nerode S(Ar).

DEMOSTRACION. Dado que S(Ay) es isomorfo a */ ~ con ~ la relacién u ~ v <
0y = 0, (ver comentario después de la definicién [[L24]), bastard ver que la relacién ~
coincide con la congruencia sintactica. En efecto:

u~ve [z u= [z, Ve eX @ auNyavVe € ¥ S uryxu

segun se vio en la demostracion de (e)=(a) del teorema 220, m

Corolario 2.2.14. Los lenguajes finitos son requlares.

DEMOSTRACION. Dado un lenguaje finito, no es dificil construir un autémata
que lo reconozca. Pero dado que Reg (X) es cerrado bajo operaciones booleanas por el
corolario 2201y el teorema anterior, es suficiente probar que el lenguaje L = {w} con
w € ¥* es regular, lo cual ya se hizo en el ejemplo Z.1.5. =

Ejemplo 2.2.15. Sea ¥ = {0, 1}. Veamos que el lenguaje L = {0"10" | n € N} C ¥* no
es regular. Sean p, ¢ dos naturales distintos. Si 0?7 ~, 07, entonces 0Py € L < x0% € L.
En particular, si tomamos x = € e y = 107 tendriamos 07107 € L < 07107 € L lo cual
es contradictorio. En conclusién, las palabras 0,02, 0%, ... representan clases distintas
por la congruencia sintactica, lo cual contradice el teorema 2.2.91

2.3. Autédmata minimal

Definicién 2.3.1. Sea L un lenguaje reqular en el alfabeto ¥. Un AFR A con alfabeto
Y se dice minimal para L, si L(A) = L y si B es otro AFR con alfabeto 3 que
reconoce a L, entonces el niumero de estados de A es menor o igual que el nimero de
estados de B.

En esta seccion se demuestra que el autémata de Nerode es minimal y que todos
los automatas minimales que reconocen un lenguaje L son isomorfos. Asimismo se
proporciona una descripcion alternativa del automata de Nerode, en concreto, como el
autémata reducido y accesible que reconoce a L, lo cual ofrece un método practico de
calculo.

Observacién. Dado un autémata A, denotaremos en esta seccién por |A| al nimero
de estados de A.

Definicién 2.3.2. Sea A = (Q, %, qo, 0, ) un autémata finito. Decimos que un estado

q € Q es accesible si hay una palabra x € ¥* tal que qo-x = q. Un estado no accesible
se dice inaccesible. Un automata se dice que es accesible si cada estado es accesible.
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Como ya vimos en el ejemplo [[.2.12] los estados inaccesibles pueden ser eliminados
sin mayores problemas:

Proposicién 2.3.3. Dado un AFR A, existe un autémata accesible A* tal que L(A) =
L(A®).

DEMOSTRACION. Sea A = (Q,X, qo, 0, F') un autémata finito. Definimos A* como
el subautémata
A" = (Q(l’ Zv qo, 5(17 Fa)
con Q* = {q € Q | q accesible}, F* = FNQ*, §* es la restriccién de ¢ a Q*. Es evidente
que L(A) = L(A%). =

Proposicion 2.3.4. |A?| < |A| y |A% = |A] si y solo si A es accesible.

DEMOSTRACION. Evidente. =

Definicién 2.3.5. Dado un autémata A = (Q, %, qo, 6, F), definimos la siguiente rela-
cion de equivalencia

paqeVredX (pre FeqreF).

En este caso, diremos que p,q son indistinguibles. Si se cumple que p ~4 q < p=q
diremos que A es reducido.

Proposicién 2.3.6. Dado un AFR A, eziste un autdmata reducido A" tal que L(A) =
L(A").

DEMOSTRACION. Sea A = (@, X, qo, 0, F)) un autémata finito. La relacion ~4 es
claramente admisible (ver definicién[[.2.16]) y podemos considerar el autémata cociente.
Definimos pues A" como este cociente con estado inicial [gy]~, estados finales [F|~ =
{l¢l~ | ¢ € F} y la funcién de transicién obvia. Veamos en primer lugar que A" es
reducido. Si denotamos a [¢]~ simplemente por [¢], observemos en primer lugar que
l[q] € [F] siysolosiqé€ F, puessi[q] = [p] con p € F, entonces pr € F' < qr € F
para todo x, en particular para x = e. Supongamos [p] =~ [g]. Tenemos

pr € F& plr=[pr] € [F] & [qr] € [F]| < qr e F

y, por tanto, [p] = [q].

Finalmente, ver que A y A" reconocen el mismo lenguaje no ofrece ninguna dificul-
tad. m

Proposicién 2.3.7. |A"| < |A| y |A"| = |A] siy solo si la relacién ~4 es la identidad,
es decir, A es reducido.
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DEMOSTRACION. Evidente. =

Proposiciéon 2.3.8. Sea A un automata finito reconocedor. Entonces hay un automata
accesible y reducido A* tal que L(A) = L(A").

DEMOSTRACION. Se deduce de las proposiciones 2.3.3 y 2.3.6] que el autémata
buscado es (A%)". =

En la definicién [L.2.15] se definié el concepto de homomorfismo de autéomatas. Ne-
cesitamos ahora ampliar esta definicién a los AFR, aunque nos restringiremos a un
isomorfismo de estados.

Definicién 2.3.9. Sean A = (Q,%,q0,0, F) y B = (P,%,po,7,T) dos AFR. Un iso-
morfismo g: A — B es una aplicacion g : Q — P biyectiva tal que

(a) g(6(q;a)) =(g(q),a), Vg€ Q,a€X.
() 9(q0) = po.
(c) g(F)=T.

Proposicién 2.3.10. Sean A = (Q,%,q0,9, F) y B = (P, X, po,7,T) dos AFR iso-
morfos. Entonces L(A) = L(B).

DEMOSTRACION. Sea g : A — B un isomorfismo y denotemos por un punto la
accion de ¢ y . Entonces,

ue L(A) eiue F < g(gu) =pueTl < ue L(B)

como queriamos ver. m

En los resultados que siguen vamos a ver que todo autéomata minimal para L es
accesible y reducido y que todos los autématas accesibles y reducidos que lo reconocen
son minimales para L y son isomorfos al autémata de Nerode de ese lenguaje.

Proposicién 2.3.11. Sea L un lenguaje reqular. Si A es un AFR minimal para L,
entonces A es accesible y reducido.

DEMOSTRACION. Evidente a partir de las proposiciones 234y 2.3.7. =

Proposicion 2.3.12. Sea L un lenguaje reqular. El automata de Nerode Ay, es minimal
para L.
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DEMOSTRACION. Sea A = (Q, X, qo,9, F) un AFR tal que L(A) = L. En la de-
mostracién del teorema [2.2.17] se considera la relacion de equivalencia en ¥* dada por
ubv < qou = qou y se observa que es invariante por la derecha y satura a L. También
se considera la aplicacion

S0 — Q

definida por [ulg — gou que es inyectiva. En consecuencia, el indice de 6 es finito y,
por tanto, por las proposiciones [LT.2T] y 2.2.8| el indice de la equivalencia de Nerode
es menor o igual que el cardinal de (). En definitiva |Az| < [A]. =

Teorema 2.3.13. Sea L un lenguaje regqular y sea A un AFR accesible y reducido tal
que L(A) = L. Entonces, A es isoformo al automata de Nerode de L vy, por tanto, es
mintmal para L.

DEMOSTRACION. Sea A = (@, X, qo, 9, F) accesible y reducido con L(A) = L.

Definimos la aplicacion
g:%"/Np = Q

por g([u]n,) = qou. Veamos en primer lugar que esta bien definida. Supongamos que
u N, v. Entonces, para todo z € ¥* tenemos

qouxr € F s ur € L < vr € L& qux € F.

En consecuencia, gou es indistinguible de gyv y como A es reducido, debe ser gou = qov.

Dado que A es accesible, la aplicacién g es suprayectiva y como el cardinal de ¥* /N,
es menor o igual que el cardinal de ) por la minimalidad del autémata de Nerode,
tenemos que g es biyectiva. El resto de propiedades que hacen de g un isomorfismo de
estados son practicamente evidentes. m

Ejemplo 2.3.14. Consideremos el autéomata A de la figura Vamos a hallar el
autémata minimal que reconoce el mismo lenguaje. Para ello transformaremos este
autémata en otro accesible y reducido.

Para empezar eliminamos los estados no accesibles. Es facil ver que el estado niimero
8 no es accesible pero si los son los demas.

Ahora hallaremos las clases de equivalencia mddulo la relacion de la definiciéon
2335l Para empezar separamos los estados finales de los no finales: F' = {3,4,7} y
F¢ = {1,2,5,6}. Esta claro que un estado de F' nunca puede estar relacionado con
un estado de F°. Observamos facilmente a partir del grafo del autémata que todos
los estados finales son indistinguibles entre si, pues si p es final, pu es final para todo
u e X"

Hagamos ahora una tabla que muestre para cada pareja de estados (p, ¢) su imagen
por a o b, es decir (px,qx) con x = a, b y, naturalmente, solo para los estados de F*.
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51 (1,2) | (1,5) | (1,6) | (2,5) | (2,6) | (5,6)
a|[(2,6)](2.2) | (2,6) | (6,2) | (6,6) | (2,6)
b]5.3) 5.5 5.3 3.5 [ 3.3 [ 5.3)

Podemos observar en la tabla que los estados 1 y 5 tienen la misma imagen para
las 2 letras. Por lo tanto, los estados 1 y 5 son indistinguibles pues 1x = 5z para todo
x € X*. Lo mismo pasa para los estados 2 y 6. Los estados 1 y 2 son distinguibles
porque 1b=2y2b=3,y2¢€ F¢y3€F.

En conclusién, tenemos que las clases de equivalencia de ~4 son [1] = {1,5},
2] = {2,6}, [3] = {3,4,7}, y el autémata A* es el correspondiente a la figura 2.6
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Capitulo 3

Expresiones racionales

En el capitulo anterior se ha probado que los lenguajes regulares son los conjuntos
reconocibles por el semigrupo ¥*. Se ha definido el semigrupo sintactico de un lenguaje
y se ha probado que coincide con el semigrupo del autémata minimal que lo reconoce,
es decir, el automata de Nerode.

En este tultimo capitulo introducimos los autématas no deterministas y los usamos
para probar que los lenguajes dados por expresiones racionales también son regulares.
Finalmente, el teorema de Kleene, nos permite indentificar los lenguajes regulares con
los dados por expresiones racionales y proporciona un método de célculo de la expresion
racional basado en la resolucién de un particular sistema de ecuaciones.

Las referencias para este capitulo son [1] y [4].

3.1. Autdomatas no deterministas

Hemos estado trabajando hasta ahora con autématas finitos deterministas, es decir,
dado el estado ¢ y una letra a, el autémata evoluciona hacia otro estado univocamente
determinado. En esta seccién introducimos los autématas no deterministas. En ellos
d(q, a) puede ser un conjunto de estados incluido el conjunto vacio. Introduciremos tam-
bién los autématas con e—transiciones, en los que podemos ademas pasar de un estado
a otro con “coste cero”, es decir, sin que sea necesario ningin “input”. Demostraremos
que los lenguajes que aceptan siguen siendo regulares.

Definicién 3.1.1. Un AFR no determinista es un quintupla A = (Q, %, qo, 9, F),
donde ) es un conjunto finitos de estados, X es un alfabeto finito, qo € QQ es el estado
micial, F C Q) es el conjunto de estados finales y & es una aplicacion

0:Q xX—=PQ)

donde P(Q) denota el conjunto de las partes de Q
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Si denotamos por un punto la accién de §, tenemos que en un AFR no determinista
qa C @, es decir, ga no es un estado sino un conjunto de estados que incluso puede ser
vacio.

La aplicacion d se extiende a una funcion definida en ) x ¥*, que denotaremos de
la misma manera, mediante

6(q,e)=q, ¢ €Q

5(q7 ab) = Upeé(q,a) 5(]9, b)7 qc Qa a, b S D

Definicién 3.1.2. Se define el lenguaje aceptado por un AFR no determinista A como

LA)={ueX | gunF #0}.
Ejemplo 3.1.3. El autéomata cuyo grafo es

a b a
ab qu 1 2 3

es un autémata no determinista. Tenemos, por ejemplo, goa = {qo,1} v 1la = (). No es
dificil ver que el lenguaje que acepta son las palabras que terminan en aba.

Veamos ahora que el lenguaje aceptado por un AFR no determinista es regular.

Proposicién 3.1.4. Sea L un lenguaje aceptado por un automata finito no determi-
nista. Entonces L es reqular.

DEMOSTRACION. Sea A = (Q, X, 4, qo, F') sea un AFR no determinista que acepta
L. Definimos un AFR A’ = (Q', %, 4, ¢}, F'), como sigue Q" = P(Q), el conjunto de
estados finales F” esta formado por los conjuntos de estados que contiene un estado
final de A, ¢ = {q} y definimos

{ar,mata)= | d(g0).

Jj=1,..,r

Sia,be X, se tiene

8'({a0}, ab) = &'(6'({go},@),b) = §'(8(g0,@), ) = | 8(p,b) = (g0, ab)

P€S(qo,a)

lo que permite ver facilmente que L(A) = L(A’) ([I, pagina 63] o [4, pagina 22]). =
A continuacion vamos a introducir otra clase de autématas no deterministas
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Figura 3.1: e-transiciones

Definicién 3.1.5. Un AFR no determinista con e-transiciones es una quintupla
A=(Q,%,0,q,T) donde

§:Q x (ZU{e}) = P(Q)

y los demds elementos estan definidos como en la[3 1.1

Ejemplo 3.1.6. Consideremos el autémata con e- transiciones dado por la figura B.11
Tenemos qoe = {q1,q4}. La idea es que estar en gy equivale a estar simultineamente
en ¢q; y q4. Con esta idea, las palabras aa y bb son del lenguaje aceptado. De hecho, el
lenguaje aceptado es precisamente el conjunto de todas las palabras que empiezan por
aa o bb.

Definicién 3.1.7. Dado un AFR no determinista con e-transiciones A = (Q, %, 6, qo, T')
y dado p € Q se define la e-clausura de p como el conjunto de estados E(p) dado por
la condiciones

(a) p € E(p)
(b) Siqe€ E(p), entonces 6(q,¢) C E(p).

Definicién 3.1.8. Dado un AFR no determinista con e-transiciones A = (Q, %, 6, qo, I),
definimos la funcidn 0 : Q x ¥* — P(Q) de la forma siguiente:

(a) 5(p,€) = E(p).

(b) 6(p,a) = E(E(p)a), a €3,

(¢) 0(p,ab) = Uyesipa) 0(4:0), b €.

40



Ejemplo 3.1.9. Para el ejemplo de la figura B.1] tenemos E(q) = {90, 01,0}, E(q1) =
{a1}, E(gs) = {6, a3}, 6(qo0, a) = {qa}, (g6, ab) = {gs}-

Definicién 3.1.10. Dado un AFR no determinista con e-transiciones A = (Q, %, 0, qo, F),
se define el lenguaje aceptado por A como

A~

L(A) = {ue ¥ 5(qo,u)ﬂF7é(Z)}.

Proposicion 3.1.11. Si L es aceptado por un autémata con e-transiciones, entonces
L es regular.

DEMOSTRACION. Sea A = (Q,X,0,qo, F) un autémata no determinista con e-
transiciones. Vamos a construir un autémata no determinista sin e-transiciones que
reconozca el mismo lenguaje.

A =(Q,%,d,q, F') el AFR no determinista dado por
d(q,a) = 5(q,a), gEQ, a e

F’:{ FU{q} st E(g)NF #0

F en otro caso

Veamos que ¢'(qo, ) = 5((]0,:15) para toda x € Xt (para = € evidentemente no
coinciden. Procediendo por induccién sobre la longitud de x, si |z| = 1, el resultado es
cierto por la propia definicién. Supongamos |z| > 1 y pongamos x = wa con a € X.
Entonces tenemos

& (qo, wa) = &' (6" (qo, w), a) = &' (5(qo, w), a) = U 8 (q,a) = U 5(q,a) = 8(qo, wa).

qeg(qo,w) qes(q()vw)

Para completar la demostracién, debemos ver que ¢'(qo, z) contiene un estado de F” si
y solo si 5(qg,x) contiene un estado de F. Para x = ¢, la afirmacion es consecuencia
inmediata de la definicién de 6 y é. Si x # ¢, entonces = wa con a € ¥. Si S(qo, x)
contiene un estado de F', entonces estd claro que 0’(qg,x) contiene el mismo estado
en F’. Reciprocamente, si ¢'(qo, z) contiene un estado en F’ distinto de ¢g, entonces

~

d(qo, =) contiene un estado en F'. Si si §'(qo, ) contiene a o, y go no estd en F', entonces

como 8(qo, z) = E(6(0(go, w),a)), el estado en E(g) y en F debe estar en 6(q, ). m

Ejemplo 3.1.12. Apliquemos el procedimiento anterior al autémata de la figura B.1]
Tenemos un autémata no determinista con e-transiciones y queremos convertirlo en un
autémata sin e-transiciones que reconozca el mismo lenguaje. Llamemos A’ al autémata
buscado. Podemos hacer la siguiente tabla que se explica por si misma y obtenemos el
automata de la figura 3.2
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Figura 3.2: Sin e-transiciones

A’ E(%) E(x)-a| E(x)-b| E(E(x)-a)| E(E(x)-b)
q0 {QO7Q17Q4} {QQ} {Q5} {Q2} {%}

0 0

0

qi {Ch} {CI2} {Q2}
%@ {e} {as} {as} 0

g3 {g3} {g3} {g3} {g3} {g3}
s {qa} 0 {gs} 0 {g5}
qs {%} 0 {CIG} 0 {CI3, C]G}
de {613, %} {Q3} {Q3} {Q3} {(J3}

3.2. El teorema de Kleene

En esta seccion veremos que para un semigrupo finito generado libre S, la familia de
los subconjuntos reconocibles Rec (S) y la familia de los subconjuntos racionales Rat (.S)
que se definiran continuacion, coinciden. Es el teorema de Kleene. Para demostrar este
teorema utilizaremos los autématas no deterministas por un lado y las ecuaciones
lineales de lenguajes por otro.

Definicién 3.2.1. Dado un semigrupo S, se llaman operaciones racionales en P(.S)
a las siguientes:

= La union, que denotard por +.

» El producto, definido como A-B ={a-bla€ A,be B}, A,B € P(S) (ver ejem-
plo[1.1.11).

» Dado A€ P(S),AT = A+ A%+ -+ A" + -, es decir, AT es el subsemigrupo
generdo por A.

Si S es un monoide y A € P(S), el submonoide generado por A se denota por A*
y se obtiene con las operaciones anteriores como A* = AT + 1.
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Proposicién 3.2.2. Si S es un monoide y A, B,C € P(S5), se tiene

» A(B+C)=AB+ AC, (B+(C)A=BA+ CA.
» AAT = ATA.

At = A*A.

AT = (Ao AP p > L

(A*B)* = (A+ B)*B.

(A+ B)T = (A*B)tA* + AT,
» (AB)" = A(BA)*B.

DEMOSTRACION. Facil. =

Definicién 3.2.3. Dado un semigrupo S se define el conjunto Rat(S) como mds pe-
queno de los subconjuntos de P(S) que contiene a () y a los conjuntos finitos y que es
cerrado para las operaciones racionales antes definidas .

Proposicién 3.2.4. Rat(S) coincide con el conjunto formado por los elementos A €
P(S) construidos de forma inductiva de la siguiente manera: A = () o A = {s} con
s € S, o bien A se obtiene de los anteriores en un niumero finito de pasos por la
aplicacion de operaciones racionales.

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto de S construido como se indica en el
enunciado. Entonces, A pertenece a cualquier subconjunto de P(S) que contenga al ()
y a los conjuntos finitos y sea cerrado para las operaciones racionales. Esto prueba una
inclusién. La otra inclusion es parecida. =

En el caso S = ¥* con ¥ un alfabeto finito, los elementos de Rat (¥*) se llaman
expresiones racionales en alfabeto Y y tradicionalmente se definen recursivamente
por las reglas siguientes:

(
(

a) ) 0 es una expresién racional que denota el conjunto vacio.

)
b) € es una expresion racional que denota el conjunto {e}.

(c) Para cada s € ¥, s es una expresion racional que denota el conjunto {s}.

(d) Si ay (8 son expresiones racionales que denotan los conjuntos A y B, entonces

a+ 8, af, a™ y o* son expresiones racionales que denotan los conjuntos A U B,
A- B, AT y A* respectivamente.
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Figura 3.3: Suma de lenguajes

Ejemplo 3.2.5. Si X = {0, 1}, las siguientes expresiones son expresiones racionales en
el alfabeto >:

= (0+ 1)*010 son las palabras terminadas en 010.

= (0+1)*000(0+1)* son las palabras que contienen al menos tres ceros consecutivos.

Vamos ahora a demostrar Rat (3*) C Reg(X), que forma parte del enunciado del
teorema de Kleene. Para ello utilizaremos autématas no deterministas con e-trasiciones.

Proposicién 3.2.6. Sea 3 un conjunto finito. Entonces Rat (3*) C Reg(X).

DEMOSTRACION. Sabemos que el () y los conjuntos finitos son regulares (corolario
2.2.17]). Hay que demostrar que Reg(2) es cerrado para operaciones racionales, es decir,
si Ly, Ly € Reg (X), entonces tenemos que demostrar que Ly + Lo, L1 Lo, L} € Reg (X).

Sean A y B dos AFR tales que Ly = L(A) y Ly = L(B). Ya se demostr6 en la
proposicién 22.T0 que Ly + Lo es regular. Cuesta poco sin embargo crear un autémata
segun el esquema de la figuraB.3l En él, el estado « es el nuevo estado inicial y mediante
dos transiciones vacias vamos a los estados iniciales de Ay B. Se comprueba facilmente
que este autémata acepta el lenguaje Ly + Lo.

Basandonos en la figura [3.4] construimos un autémata que acepte L L. Estéd claro
que si w € L1Ly, donde w = x -y, x € Ly y y € Ly. La palabra x nos lleva a un
estado final en A del cual pasamos con una transicion vacia al autémata B en donde
la palabra y nos lleva a un estado final.

Finalmente, no es dificil comprobar que el autémata de la figura reconoce el
lenguaje L. =

Para probar la otra inclusion del teorema de Kleene necesitamos probar que el
lenguaje aceptado por un autéomata finito se puede describir mediante una expresién
racional. Para ello vamos a introducir sistemas de ecuaciones con lenguajes. En concreto
vamos a considerar sistemas de ecuaciones lineales en P(3*) del tipo siguiente
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Figura 3.4: Producto de lenguajes

Figura 3.5: estrella de kleene
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Xp=Y X;Epp+Ti 1<k<n (3.1)
j=1
donde Xy, Eji, T}, € P(X*). Las Xj, son las incégnitas, los £, los coeficientes y T},

los términos independientes. Lo podemos representar matricialmente de la siguiente
forma:

Eynw Eyn ... Ey,
(X . X)=(X x| T O+ T,)
Enl En2 Enn

Veremos que este tipo de sistemas tienen casi siempre solucién tunica. Empecemos
por el sistema formado por una sola ecuacion.

Lemma 3.2.7 (Arden). Sea X = XFE + T una ecuacion en P(X*).

(a) X = TE* es una solucion.
(b) SiY es una solucion, entonces TE* CY.

(c) Sie¢ E, entonces TE* es la unica solucion.

DEMOSTRACION. (a) Utilizando las propiedades de la proposicién B.2.2] tenemos
que
XE+T=TE*E+T=T(EE*+¢)=T(E" +¢)=TFE".

(b) Sea Y una solucién. Entonces se cumple que 7' C Y e YE C Y, de donde
TE C Y vy, por tanto, TE?> C YE C Y. Por un argumento inductivo obtenemos
TE™ CY Vn € N. Por lo tanto, TE* C Y.

(c) Sea W una solucién de la ecuacién. Por el apartado anterior TE* C W. Sea
z € W\ TE* con |z| minimo. Como z ¢ TE* tenemos que z ¢ T. Luego z € WE.
Pongamos z = we con ¢ € E'y w € W. Dado que € ¢ E, se tiene que |w| < |z|. Por
ultimo, veamos que w ¢ TE*, lo cual serd contradictorio con la minimalidad de |z|. Si
w € TE*, entonces z = wc € TE*E C TE* lo cual es contradictorio. m

Ejemplo 3.2.8. Si tenemos la ecuacion X = Xe+T, esta claro que cualquier conjunto
L que contenga a T serd solucion.

Veamos ahora que los sistemas [3.1] siempre tienen solucién.
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Proposicion 3.2.9. El sistema de ecuaciones [31 siempre tiene solucion. Si ademds
E;;,T; € Rat(X*), entonces la solucion también es racional.

DEMOSTRACION. Procedamos por induccién sobre el nimero de ecuaciones. Si
n = 1 el sistema es X; = X7 Eq; +717. Por el lema anterior, X; = 71 E}; que es racional
si T1 y F4qp son racionales.

Supongamos n > 1. La tltima ecuacién es
donde C = X Ey, + ...+ X, 1E,_1,. Por el lema de Arden, X,, = (C + T,)E*, vy

sustituyendo en las ecuaciones anteriores se tiene un sistema de n-1 ecuaciones
n—1
X; =Y XiEij+ EnE,En) + (TEp, By +T) j=1,.,n—1
i=1
Este sistema por induccion tiene solucién y ésta es racional. Sustituyendo en C' tenemos
X, y también es racional. m

A continuacién vamos a ver que si los coeficientes F;; no contienen la palabra
vacia, entonces la solucion es unica. Para ello necesitamos introducir las funciones
caracteristicas.

Dado un L € P(X*), definimos la funcién caracteristica de L como la funcién

L:¥—{0,1} =B

E(S):{o sis¢ L

1 sisel

definida como

Esté claro que hay una correspondencia biyectiva entre P(¥*) y el conjunto de
aplicaciones de ¥* en B. Consideremos en B las operaciones booleanas (que hacen de
B una édlgebra de Boole):

+ 01 1011
0101 0100
111 1101

En el conjunto de aplicaciones de ¥* en B definimos las operaciones

A A A

(L+ L'(s) = ﬁ(s) + L'(s)

g3
=}
-+
o
]
(@)
@D
103}
jm}
o
D
0
&
=
e.
Q
e}
B
i)
=
o
o
I
=
Q0
jort
D
~
+
N
Il
~
+
i
<
~
N
Il
~>
b
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Proposicién 3.2.10. Si e € E;;,Vi, j, entonces la solucion del sistema[3.1] es tinica.

DEMOSTRACION. Sean (Xi,...,X,) y (Y1,...,Y,) dos soluciones del sistema. Va-
mos a demostrar que X,(s) =Yj(s) Vs € £*.

Procederemos por induccién sobre |s|. Si |s| = 0, entonces s = € y, por hipétesis,
E;;(€) = 0. Entonces tenemos

Xj(0) = D XiBiy(e) + Tj(e) = Ty(e)

Yi(e) =) YiEy(e) + Ti(e) = Ty(e).
i=1
Supongamos|s| > 0. Entonces
Xj(s) =Y XiEij(s) +Ti(s) = > Y Xi(w)Eij(v) + Tj(s)
i=1 i=1 uv=s

Dado que Eij(e) = 0, tenemos que

Ejemplo 3.2.11. Consideramos el siguiente sistema

X=Xa+Yb
Y=Xa+Yb+e

Para resolverlo utilizamos la tltima ecuacién Y = Yb + (Xa + €). Segun el lema de
Arden
Y = (Xa+e€)b". (3.2)

Sustituyendo y reordenando en la primera ecuacién
X=Xa+ (Xa+e)b'b=Xa+ (Xa+e)b" = X(a+ab?)+b" = Xab* +b"
y otra lema por el lema de Arden
X = bt (ab*)*.
Finalmente, sustituyendo en B2 tenemos Y = Yb + (b" (ab*)*a + €), de donde

Y = (bt (ab*)*a + €)b* = bT (ab*)*ab* + b* = bt (ab*)" + b*.
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Teorema 3.2.12 (Kleene, 1956). Sea 3 un conjunto finito, entonces Reg(X) = Rat (X*).

DEMOSTRACION. Hemos visto en la proposicién que Rat(¥*) C Reg(X). Para
demostrar la otra inclusion, vamos a ver que lenguaje reconocido por un autémata
finito es la solucién de un sistema de ecuaciones como los considerados anteriormente.
Sea A = (Q, %, g, 9, F') un autémata, que podemos suponer accesible, que reconoce el
lenguaje L(A). Para simplificar la notacién, supongamos que @ = {q = 1,...,n} y
definamos

Xi={ueXlu=j} Ejp={acX|ja=k}

Diremos que X es el lenguaje aceptado por el estado j. Tenemos entonces la siguiente

igualdad
L(A) =) X,
jEF

Veamos que se satisface el siguiente sistema de ecuaciones

Xp=> X;Ep+Ti 1<k<n
j=1
conT;=0sij#1yTi=e
Una inclusion es sencilla, ya que X;FE;, € Xj,. Veamos la otra inclusién.
Sea u € X, entonces lu = k. Si u = €, entonces k = 1 y u € T}. Supongamos
uFe Seau =8-S, S €2y pongamos v = Sy---S;_1. supongamos que lv = j.
Entonces v € X y s, € Ej;, y, por lo tanto, u € Z?:l XiEj +Ty.

Corolario 3.2.13. Sea ¥ un conjunto finto, entonces Reg(X) = Rec(X*) = Rat(¥*).

DEMOSTRACION. Teorema 3.2.6] y teorema 22,11 =

Ejemplo 3.2.14. Podemos preguntarnos como se comportan los lenguajes regulares
bajo un homomorfismo de semigrupos. En concreto, sean ¥ y € dos conjuntos finitos
y f 2" — Q" un homomorfismo de monoides. Sea L C ¥* un lenguaje regular. Por
el corolario anterior, L es racional y entonces f(L) también es racional y, por tanto,
regular. En efecto, pues basta observar que si A, B C ¥*, se tiene

f(AB) = f(A)f(B), f(A+B)=f(A)+ f(B), [(AT)=[f(A)".

Para las antiimagenes, el resultado también es cierto. Se puede construir direc-
tamente una autémata finito que reconozca f~'(K) con K regular, o bien se puede
utilizar el teorema de Myhill-Nerode (véase por ejemplo [1, pag 93]).

Vamos a utilizar lo anterior para ver algo que quedé pendiente en el ejemplo 2.T.T0L
Dado el alfabeto ¥ = {a, b}, sea el lenguaje M = a™L + a*, con L C b* no regular.
Vamos a probar que M no es regular. Para ello definimos f : (a+b)* — b* por f(a) =€
y f(b) = b. Esta claro que f(M) = L y si L no es regular, entonces M tampoco.
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Ejemplo 3.2.15. Consideremos el autémata

1
"Cr T =)
El estado p es el estado inicial y final. Calculamos F y T segun la demostracién del

teorema anterior,
0 1
E:(l O) T=(c 0)

Tenemos el siguiente sistema:

X, =X,0+ X, +e¢
X, = X1+ X,0

De la ultima ecuacién obtenemos X, = X,10* y sustituyendo en la primera
X, = X,0 4+ X,10" + e = X,(0+ 10%) + e
De donde finalmente obtenemos

L= (0+10"1)*
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