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Abstract

Algebraic Topology is an important branch of topology having several
connections with many areas of modern mathematics. It uses tools from
abstract algebra to study topological spaces. Its growth and influence, parti-
cularly since the early forties of the twentieth century, has been remarkably
high. There are different theories of homology in Algebraic Topology. Among
the best known are the singular homology, the simplicial homology and the
cellular homology. In this work, we will only study, as we can figure out by
the title, an introduction to singular homology.

The aim of this project is to expose all the necessary results of the singular
homology theory to be able to develop later some of their applications. Sin-
gular homology was introduced in 1944 by S.Eilenberg (1913-1998). Lefschetz
had given in 1933 the definition of singular simplex with some imperfections,
so Eilenberg changed it later giving rise to the definitions we currently know
of singular homology with coefficients in a ring R (in this case we work in
7).

This report consists of four chapters, which make up the body of work,
and a bibliography, all preceded by a summary in English and Spanish. We
then briefly explain the content of each chapter without going into detail.

Chapter 1 gathers the algebraic part of the work, that is, we will see a
purely algebraic definition of homology. Our intention is to develop a series of
results that then move to singular homology groups. We divide the chapter
in three sections. The first one begins with the definition of a chain complex
C = (Cp,0n), n >0, with coefficients in Z

dn o, 9 P
C:iiiio =5 Cr 250, 25 Chy = - = C) 25 Cy = 0.

such that 0, 0 0,41 = 0. This concept is necessary because it will be used
throughout the work. It follows the definitions of cycle, boundary, boundary
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homomorphism and so we continue to set the n-th homology groups
H,=H,C)=Z,/B,

of chain complex C, where Z,, is the set of n-cycles and B, is the set of n-
boundaries. We also talk about chain subcomplexes C’, and here we see what
happens with the quotient group C = C/C’, called quotient complex of C by
C'. After that, we will see that a chain map f: X — 2) between two chain
complexes X and 9) induces a group homomorphism f.: H,(X) — H,(D)
well defined. From the naturality of this homomorphism it follows that if f
is a chain isomorphism, then f, is an isomorphism.

In the second section we give the definition of chain homotopy between
f and g, where f,g: X — %) are chain maps. If there is such a homotopy,
it is said that f and g are algebraically homotopic and this implies that the
induced homomorphisms f, and g, are equal.

In the third and last section of Chapter 1, we continue our study with
the exact sequences, which are of great importance when computing singular
homology groups. It should be noted that most of the results that we for-
mulate in this part are necessary for the Mayer-Vietoris theorem and some
applications of the singular homology. By employing the exact sequences, we
use two of its properties, one of which is The Five Lemma and another is
the Ezact Sequence of Homology associated with a short exact sequence of
morphisms between chain complexes. The latter property allows us to con-
clude that, if we start with a short exact sequence of chain complexes of the

type 0 — A wBlsc— 0, then there is a connector homomorphism
O H,(C) — H,_1(A) making the following sequence exact

oo Hoy(A) -2 Hy(B) 25 Ho(C) -2 Hy 1 (A) = Hy ((B) — -

Proofs of these properties are described in detail in the work. In addition,
we will justify the naturality of the exact sequence and 9., and we will finish
the chapter showing two examples of exact sequences in the homology, the
last of which argues the abstract Mayer-Vietoris exact sequence.

Chapter 2 is the main chapter of this work, in which we focus on the
singular homology. It is organised into three sections again. The contents of
the first begin with the definition of n-simplex in R™, standard n-simplex,
giving examples of the latter, and singular n-simplex. Hence we start to de-
fine the group S, (X) of a topological space X, that is, the set of all singular
n-simplices in X. The free group generated by S, (X) is denoted by C,,(X),
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whose elements are called singular n-chains of X. We will prove that 0,,00,41
is the zero homomorphism, for every n > 0, where 9, is the singular boun-
dary operator. Thus, as we have a singular chain complex, we construct the
singular homology groups H,,(X). We will see a case computing singular ho-
mology groups of a single point. Also we introduce the concept of acyclic
space. Other results of great importance are the properties that relate the
singular homology with the path components of a space. A consequence of
this is that for any space X, Hy(X) is a direct sum of Z’s, one for each path
component of X.

The second section deals with the homology and continuous maps. Star-
ting from a continuous map f: X — Y, the homomorphism f;: C,(X) —
C,(Y) is induced, which defines a chain map of the singular chain complex of
X to the singular chain complex of Y. Thanks to this, we can define the ho-
momorphism f,: H,(X) — H,(Y) for all n > 0, induced in turn by f;. The
constructions of these applications are based on Chapter 1, as an application
to the singular case. Then, two basic properties of induced homomorphisms
will be studied, called functorial properties, and consequently, we will see
that homology groups of a topological space are a topological invariant.

The third section aims to prove that homology groups are homotopy in-
variant, in addition to topological invariant. We will remember some basic
definitions in topology, such as homotopy and homotopy equivalence, and we
will see the concept of contractible space, which we will study in full. Also
we will proof that every contractible space is acyclic, which will serve as a
precedent for one of the most beautiful theorems of topology, the Homotopy
Invariance Theorem. 1t tells us that if two maps f,¢g: X — Y are homotopic,
then they induce the same homomorphism f, = g.: H,(X) — H,(Y). Hence
it follows that two homotopic spaces have the same homology groups.

Chapter 3 is about the relative homology. The singular homology of a to-
pological space on a subspace is a construction in singular homology for pairs
of topological spaces. In this chapter, we will generalize our earlier definition
of homology groups, by defining relative homology groups for any pair (X,Y)
consisting of a topological space X and a subspace Y’; these groups are deno-
ted by H,(X,Y), for all n > 0. There is a nice relation between these relative
homology groups and the homomorphisms i.: H,(Y) — H,(X), which is ex-
pressed by something called the homology sequence of the pair (X,Y). Thus
it will turn out that knowledge of the structure of the groups H, (X,Y") will
give rise to information about the homomorphisms i, : H,(Y) — H,(X) and
vice versa. Furthermore, we will see a property that tells us that if Y is no-
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nempty and X is path connected then Hy(X,Y) = 0. We will define also the
concepts of retract, deformation retract and strong deformation retract; the
unit sphere S"! contained in the space R™ — {0} is the easiest example. In
short, although the first interest in algebraic topology focuses on the groups
H,(X), relative groups H,(X,Y’) is mainly introduced with the purpose of
calculating H,,(X).

Finally, in Chapter 4, we will study two important theorems that lead
us to the calculation of homologies of certain spaces: The Barycentric Sub-
division Theorem, whose proof will not see because it exceeds the contents
of this work, and the Mayer-Vietoris Theorem. We will begin with the first
section taking a covering U, not necessarily open, of a topological space X,
and from there, we define SY(X) as the simplices of S, (X) whose image is
contained in some U € U. Analogous to the constructions of the other chap-
ters, groups continue C%(X) until we reach to the homology groups HY(X).
As the inclusion i: CY%(X) — C,(X) is a chain map, i,: H4(X) — H,(X)
is induced. The barycentric subdivision theorem will tell us that if

Zjl:{lofz for all U € U}

is also a covering of X, then i, will be an isomorphism for all n > 0.

In the second section we will see that the Mayer-Vietoris sequence is an
application of the barycentric subdivision theorem for the simplest nontrivial

case: we take a space X and two subsets U,V C X whose interiors {U, V'}
also cover the space X and the union of the two is X. We come to see that
there is a connector homomorphism A: H,(X) — H,—1(U N'V) such that
the following sequence is long exact

S H(UNV) 2 Hy(U) @ Hy(V) ™% H (X)) -2 Hy (UNV) — - -

This sequence is called the Mayer-Vietoris sequence of the triple (X, U, V).

In the third section we will calculate homology groups of spheres as an
application of Mayer-Vietoris theorem. First for SY, then for S and finally to
S™, with n > 2. Thanks to that and other results we already know, we come
to see that

Y/ ifm=20,

m o~ ) 0 if 0 <m <n,
Hy(S") = Z if m=n,
0 if m > n.
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In the fourth and final section of Chapter 4, and finishing this work, we
will deduce the Brouwer fized-point Theorem, which states that any conti-
nuous map f: D" — D" has a fixed point, for all n > 1, but to prove this
we will see before that there is no retraction of the disc on its boundary,
property which follows from the computing of homology of spheres.



Resumen

La Topologia Algebraica es una rama importante de la topologia que tie-
ne varias conexiones con muchas areas de la matematica moderna. En ella
se usan las herramientas del dlgebra abstracta para estudiar los espacios to-
polégicos. Su crecimiento e influencia, sobre todo desde principios de los anos
cuarenta del siglo XX, ha sido notablemente alto. Existen diferentes teorias
de homologia en la Topologia Algebraica. Entre las més conocidas se encuen-
tran la homologia singular, simplicial y celular. En el presente trabajo, sélo
vamos a estudiar, como bien nos indica el titulo, una introduccién a la ho-
mologia singular.

El objetivo de este proyecto es exponer todos los resultados necesarios de
la teoria de la homologia singular para poder desarrollar posteriormente al-
gunas de sus aplicaciones. La homologia singular fue introducida en 1944 por
S.Eilenberg (1913-1998). Lefschetz habia dado en 1933 la definicién de simpli-
ce singular con algunas imperfecciones, por lo que Eilenberg la modifica més
adelante dando lugar a las definiciones que actualmente conocemos de homo-
logia singular, con coeficientes en un anillo R (en este caso trabajamos en 7).

La presente memoria consta de cuatro capitulos, que componen el cuerpo
del trabajo, y una bibliografia, precedido todo ello de un resumen en inglés
y en espanol. A continuacion, explicamos brevemente el contenido de cada
capitulo sin entrar en detalle.

El Capitulo 1 recoge la parte algebraica del trabajo, es decir, vamos a
ver una definiciéon de homologia puramente algebraica. Nuestra intencién es
desarrollar una serie de resultados que después se trasladan a los grupos
de homologia singular. Dividimos el capitulo en tres secciones. La primera
comienza con la definicién de un complejo de cadenas C = (C,,,0,), n > 0,
con coeficientes en 7Z

On On 0 O
Ciiiio =2 Crp1 =50, 25 Chy — - = O 25 Cy =0

tales que 0, o 0,41 = 0. Este concepto es indispensable pues se usara a lo

8



Resumen 9

largo de todo el trabajo. Se siguen las definiciones de ciclo, borde, operador
borde y asi llegamos a establecer los n-ésimos grupos de homologia

H,=H,C) =Z,/B,

del complejo de cadenas C, siendo Z,, el conjunto de los n-ciclos y B,, el con-
junto de los n-bordes. También hablamos de los subcomplejos de cadenas C’,
y de aqui pasamos a ver qué ocurre con el grupo cociente C = C/C’, llama-
do complejo cociente de C por C'. Tras ello, veremos que una aplicacién de
cadenas f: X — %) entre dos complejos de cadenas X e ) induce un homo-
morfismo de grupos f.: H,(X) — H,(2) bien definido. De la naturalidad
de este homomorfismo se probara que si f es un isomorfismo de cadenas,
entonces f, es un isomorfismo.

En la segunda secciéon damos la definicién de homotopia de cadenas entre
f v g, siendo f,g: X — %) morfismos de cadenas. Si existe tal homotopia,
diremos que f y g son algebraicamente homotodpicas y esto implica que los
homomorfismos inducidos f, y g. sean iguales.

En la tercera y ultima seccién del Capitulo 1, continuamos nuestro estudio
con las sucesiones exactas, las cuales son de gran importancia a la hora de
calcular grupos de homologia singular. Cabe mencionar que la mayoria de los
resultados que se enuncian en esta parte son necesarios para el Teorema de
Mayer-Vietoris y algunas aplicaciones de la homologia singular. Al emplear
las sucesiones exactas, hacemos uso de dos de sus propiedades, una de ellas
es el Lema de los Cinco y otra es la Sucesion Fxacta de Homologia asociada
a una sucesion exacta corta de morfismos entre complejos de cadenas. Esta
ultima propiedad nos afirma que, si partimos de una sucesion exacta corta

de complejos de cadenas del tipo 0 — A — B -2 C —> 0, entonces
existe un homomorfismo conector 0,: H,(C) — H,_1(A) haciendo exacta la
siguiente sucesion

= Ho(A) -5 Ho(B) 25 Ho(C) 25 Ho 1 (A) 5 Hy 1 (B) — -

Las demostraciones de dichas propiedades se ven detalladamente en el tra-
bajo. Ademas, justificaremos la naturalidad de la sucesién exacta y de 0., y
terminamos el capitulo mostrando dos ejemplos de sucesiones exactas en la
homologia, el ultimo de ellos argumenta la sucesion exacta de Mayer-Vietoris
abstracta.

El Capitulo 2 es el capitulo central de este trabajo, en el cual nos centra-
mos en la homologia singular. Se estructura de nuevo en tres secciones. El
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contenido de la primera inicia con la definicién de n-simplex en R™, n-simplex
estandar, dando algunos ejemplos de este ultimo, y n-simplex singular. De
ahi partimos para definir el grupo S,,(X) de un espacio topolégico X, o sea,
el conjunto de todos los n-simplices singulares en X. El grupo libre generado
por S,(X) lo denotamos por C,(X), cuyos elementos llamamos n-cadenas
singulares de X. Probaremos que d, o 0,1 es el homomorfismo cero, para
todo n > 0, siendo 0,, el operador borde. Asi, como tenemos un complejo
de cadenas singular, construimos los grupos de homologia singular H, (X).
Veremos un caso practico calculando los grupos de homologia singular de un
espacio unipuntual. Asimismo, introduciremos el concepto de espacio acicli-
co. Otros resultados de gran importancia son las propiedades que relacionan
la homologia singular con la arcoconexién. Una consecuencia de esto serd
que para todo espacio topolégico X, Hy(X) es la suma directa de Z, una por
cada componente arcoconexa de X.

La segunda seccién trata de la homologia y las aplicaciones continuas.
Partiendo de una aplicacion continua f: X — Y, se induce el homomorfismo
fi: Co(X) — C,(Y), el cual define una aplicacién de cadenas del complejo
de cadenas singular de X al complejo de cadenas singular de Y. Es por eso
que podemos definir el homomorfismo f,: H,(X) — H,(Y') para todon > 0,
inducido a su vez por f;. Las construcciones de estas aplicaciones se basan en
el Capitulo 1, sélo que aplicandose al caso singular. Después, se estudiaran
dos propiedades basicas de los homomorfismos inducidos, las llamadas pro-
piedades funtoriales, y en consecuencia, veremos que los grupos de homologia
de un espacio topolégico son un invariante topolégico.

La tercera seccion tiene como objetivo demostrar que los grupos de ho-
mologia son invariantes homotoépicos, ademas de invariantes topolégicos. Re-
cordaremos unas definiciones basicas en topologia, como homotopia y equi-
valencia homotodpica, y veremos el concepto de espacio contrdctil, el cual
estudiaremos a fondo. También probaremos que todo espacio contractil es
aciclico, que nos servira de precedente para ver uno de los teoremas mas
bonitos de la topologia, el Teorema de invarianza homotopica, que nos dice
que si dos aplicaciones f,g: X — Y son homotdpicas, entonces inducen el
mismo homomorfismo f, = g.: H,(X) — H,(Y). De aqui, se obtiene que
dos espacios homotopicos tienen los mismos grupos de homologia.

Otro concepto que también se trata es el de homologia relativa, que vere-
mos en el Capitulo 3. La homologia singular de un espacio topoldgico relativa
a un subespacio es una construccién en homologia singular para pares de es-
pacios topologicos. En este capitulo, vamos a generalizar la definicion que
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tenemos de grupos de homologia de un espacio dado X mediante la defini-
ci6n de grupos de homologia correspondientes a un cierto par (X,Y), siendo
X el espacio topologico nombrado e Y un subespacio de X. Estos grupos se
denotan por H,(X,Y), para todo n > 0. Existe una bonita relacién entre es-
tos grupos de homologia relativos y los homomorfismos i, : H,(Y) — H,(X),
que se expresa en lo que nosotros llamamos sucesion ezacta del par (X,Y).
Por lo tanto, el conocimiento de la estructura de los grupos H,(X,Y’) nos
dard informacién sobre los homomorfismos i, : H,(Y) — H,(X) y viceversa.
Ademads, veremos una propiedad que nos dice que si X es arcoconexo e Y es
un subespacio no vacio de X, entonces Hy(X,Y) = 0. Definiremos también
los conceptos de retracto, retracto de deformacion y retracto fuerte de defor-
macidn, cuyo ejemplo més facil es el de la esfera unidad S*~! contenida en
el espacio R™ — {0}. En definitiva, aunque el primer interés en la topologia
algebraica se centra en los grupos H,(X), los grupos relativos H,(X,Y) se
introducen principalmente con el propdsito de hacer posible el cédlculo de
H,(X).

Por 1ltimo, en el Capitulo 4, estudiaremos dos teoremas importantes que
nos conducen al calculo de homologias de ciertos espacios: El Teorema de
subdivision baricéntrica, cuya demostracion no veremos porque excede el con-
tenido de este trabajo, y el Teorema de Mayer-Vietoris. Comenzaremos con
la primera seccion tomando un cubrimiento U, no necesariamente por abier-
tos, de un espacio topolégico X, y a partir de ahi, definimos S%(X) como los
simplices de S,,(X) cuya imagen estd contenida en algin U € U. Anélogo a las
construcciones de los otros capitulos, se siguen los grupos C¥(X) hasta llegar
a los grupos de homologia HY(X). Al ser la inclusién i: C%(X) — C,(X)
una aplicacién de cadenas se induce i,: H4(X) — H,(X). Lo que nos dird
el Teorema de subdivision baricéntrica es que si

U= {IO] para todo U € U}

también es un cubrimiento de X, entonces i, sera un isomorfismo para todo
n > 0.

Como aplicacion del Teorema de subdivisién baricéntrica, se vera en la
segunda seccién la sucesién de Mayer-Vietoris para el caso no trivial mas
sencillo: tomamos un espacio X y dos subconjuntos U, V' C X cuyos interiores

{U,V} también cubren el espacio X y la unién de ambos es X. Llegaremos
a ver que existe un homomorfismo conector A: H,(X) — H,_1(UNV) tal
que la siguiente sucesion es exacta larga

s Hy(UNV) 25 Hy(U) @ Ho(V) "S5 Hy(X) -2 Hy  (UNV) — - -
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Dicha sucesién es la llamada sucesion de Mayer-Vietoris de la terna (X, U, V).

En la tercera seccién calcularemos la homologia de las esferas como apli-
cacién del Teorema de Mayer-Vietoris. Primero para S°, luego para S! vy,
finalmente, para S™, con n > 2. Gracias a esto y a otros resultados que ya
sabremos, llegaremos a ver que

Y/ sim =0,

o~ ) 0 si0<m<n,
Hy,(8") = Z sim=n,
0 sim > n.

En la cuarta y ultima seccién del Capitulo 4, y ya finalizando el trabajo,
deduciremos el Teorema del punto fijo de Brouwer, el cual enuncia que toda
aplicacion continua f: D" — D" tiene algin punto fijo, para todo n > 1,
pero para probar esto veremos antes que no existe ninguna retraccion del
disco en su frontera, propiedad que se sigue del cédlculo de la homologia de
las esferas.



Capitulo 1

Homologia formal

El concepto de homologia se puede definir en un ambito puramente alge-
braico. En este capitulo vamos a introducir un breve resumen de los conceptos
bésicos en que se basan las distintas formas de desarrollar la teoria de la ho-
mologia, los cuales usaremos en capitulos posteriores para casos particulares.
Para ello, hemos ido siguiendo las ideas que aparecen en el primer capitulo
del libro [6].

1.1. Complejos de cadenas

A lo largo de todo el capitulo se utilizard como anillo conmutativo con
unidad el anillo de los nimeros enteros Z.

Definicién 1.1.1. Un complejo de cadenas con coeficientes en 7 es
una sucesion C = (C,,0,) de Z-mddulos C,, n > 0, y homomorfismos
0,: C, = C,_1 tales que 0, 0 0,41 = 0.

On On 0 0
CI"'—>Cn+1—+1>Cn—)0n,1—)"'—>01—1)00—0>0.

A los elementos de C,, los llamamos n-cadenas o cadenas de dimension
n. Si la dimension se sobreentiende, simplemente se les llama cadenas.

De la propia definicién se desprende que dy = 0. Como estamos trabajan-
do con el anillo de los enteros, los Z-mddulos C), son grupos abelianos.

Definiciéon 1.1.2. Liamamos n-ciclo, o simplemente ciclo, a toda n-cadena
a tal que 0,a = 0.

Denotamos por Z,, al conjunto de los n-ciclos. Z,, se corresponde, ademas,
con el nicleo del homomorfismo 9,,: C,, — C,,_1 y es un submédulo de C,,.

13
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Definicién 1.1.3. Sea a = 0,,.1b. Llamamos a la n-cadena a el n-borde, o
simplemente borde, de la (n+1)-cadena b.

En este caso, B, es el conjunto de los n-bordes y es la imagen del homo-
morfismo 0,41 : C,1 — C,. B, es un submédulo de C,,.

Por tanto, tenemos:
Zn={a€Cy,:0a=0}, Z,=Kerd,

B,={a€cC,:3beCpy1/Ob=0a}, B,=1Im 0,
Definicién 1.1.4. Cada homomorfismo 0, : C,, — C,_1 se define como ope-

rador borde.

Escribiremos 0 en lugar de 0,, a menos que sea necesario ser muy explicito,
de modo que 9%a = 0 para toda cadena a € C,,. Por esta condicidn, estd claro
que todo borde es un ciclo:

a = Opy1b = Opa = Mgzo
Es decir, B,, C Z,,. Luego podemos considerar el siguiente Z-moédulo cociente:
Definiciéon 1.1.5. El n-ésimo grupo de homologia del complejo C con
coeficientes en Z es el grupo cociente H,, = H,(C) = Z,,/By.
Sus elementos son las clases de equivalencia generadas por ciclos a € Z,,.
[a|=a+ B,={a+0b:Vbe Cpi1}

Es decir, si a y @’ son dos n-ciclos, entonces [a] = [d] & d € [a]| & a—d €
B, < a —d = 0b para algun b € C,, 1. Decimos entonces que a y a’ son
ciclos homodlogos.

1.1.1. Subcomplejos de cadenas

Sea C = {(Cy, On) tn>0 un complejo de cadenas.
Si para cada n > 0 tenemos un submédulo C;, C C, tal que 9C, , C C,
entonces podemos definir 9!, = 9,|c: : C), — C/_;. Evidentemente, (9')* = 0.
Tenemos el siguiente diagrama:

On

On+1
Cn+1 Cn

[/ o
7 n / n 7
Cn+1 C Cn—l

n

Definicién 1.1.6. La sucesion C' = {(C},0},) }n>0 es un subcomplejo de
cadenas de C.
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1.1.2. Cociente de complejos

Consideramos, para cada n > 0, el Z-médulo cociente C,, = C,,/C" de
modo que si a € (), representamos a los elementos del médulo cociente como
a=a+C", ysia,be C,, entonces @ = bsi, y sélo si, a —b € C’. Definiendo
asi el médulo cociente, existe un tnico homomorfismo 9,,: C,, = C,_1 que
hace conmutativo el diagrama de abajo

On
Cp, — Ch

L

J— gn —
C, — U,

donde j es la aplicacién cociente. Se cumple que 0, (ja) = j(0,a).
El homomorfismo se define como

Q)

n—1

0,: C, —
a +— (Oha), Va e C,

Veamos que estd bien definido y se cumple que (9)? = 0:

» 0, estd bien definido, es decir, no depende del representante elegido.
Efectivamente, supongamos @ = b. Como a —b € C}, = du(a —b) =
Opa — Opb € 0,C) C C!_; = (0pa) = (0pb) en C_;.

= (9)2 =0, pues 8(9a) = 9(da) = &2a = 0, por la Definicion[1.1.1]

Definicién 1.1.7. La sucesion C = {(C\,, 0,) }nso s un complejo de cadenas,
llamado complejo cociente de C por C'.

1.1.3. Aplicaciones de cadenas

Definicién 1.1.8. Sean X = {(X,,0n)}nz0 € Y = {(Yn, 0n) tn>o complejos
de cadenas, cuyos operadores borde indicamos con el mismo simbolo 0, = 0.
Una aplicacion de cadenas o morfismo de cadenas f: X — J) entre
X e9) es una sucesion de homomorfismos de Z-modulos f,: X, — Y,, para
todo n, tales que f,(0a) = Of,+1(a) para todo a € X,,.

Es decir, sin distinguir dimensiones, tenemos que se cumple la relacién

fod=00of.
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Esto significa que en el siguiente diagrama todos los cuadrados son conmu-
tativos
0 o

T n+1 ‘Xn > n—-1 ——*> """

fn+1\ fn fnl\

Yn+1 0 Yn 0 > Yn—l

De las relaciones 0f,(a) = fn,-1(0a) y fn.(0a) = Of,+1(a), para todon > 0, se
sigue que el homomorfismo f,,: X,, — Y,, induce un homomorfismo de grupos
(fu)s: Ho(X) — Hp(2), que normalmente escribiremos como f.: H,(X) —
H,(2). Veamoslo:

Tomamos [a] € H,(X), con a € Z,(X) C X,,. {Podemos definir f.[a] como
[f(a)]? Necesitamos dos cosas.

1. Que f(a) € Z,(D).
Esto es cierto ya que 0(f(a)) =[|f(0a) = f(0) =] 0. Por tanto, una

aplicacién de cadenas transforma n—ciclos de X en n—ciclos de ).

2. Que si [a] = [b] en Hy(X) = [f(a)] = [f(b)] en Hp,(D).

Esto también se cumple. Supongamos [a] = [b] en H,(X) = Jc €
Xoprfa—b=0c = fla) = f(b) = fla =b) = f(dc) = I(f(c)) =
[f(a)] = [f(b)] en H,(D). Y asi tenemos que una aplicaciéon de cadenas

también transforma n—bordes de X en n—bordes de 2).

Luego f,, induce (f,,).: H,(X) — H,(2) definido por (f,).[a] = [f.(a)] para
toda clase [a] € H,(X) de un ciclo a € Z,(X).

Este homomorfismo inducido es natural en el siguiente sentido:

= Sean X = {(Xn,0)}nz0, D = {(Ya, 0n) bnzo ¥ M = {(My,0n) }nxo
complejos de cadenas, y sean f: X — 9 y g: Y — N aplicaciones
de cadenas. Entonces go f: X — 9 es una aplicacién de cadenas que
induce el homomorfismo (g o f).: H,(X) — H,(9M) y se tiene

(gOf)*:g*Of* (1'1)
Es decir,

(g0 f)(lal) = g«(fela]) = g.([f(a)]) = lg(f(a))] = [(g © f)(a)]

'Por la relacién de la aplicacién de cadenas fod = do f.
20a = 0 porque a € Z,(X).
3f es un homomorfismo.
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» Si X = {(X,,0n)}n>0 es un complejo de cadenas, entonces el homomor-
fismo Id: X — X es una aplicacién de cadenas (morfismo identidad) y
se cumple (Id), = Id, siendo Id: X,, — X,, en la parte izquierda de la
igualdad e Id: H,(X) — H,(X) en la parte derecha.

Por tanto, llegamos al siguiente resultado:

Teorema 1.1.9. 57 f: X — ) es un isomorfismo de cadenas con morfismo
inverso g: Y — X (es decir, para cada n > 0, f,: X,, = Y, es un iso-
morfismo con inverso g,: Y, — X, ) entonces f.: H,(X) — H,(2) es un
isomorfismo, siendo (f.)™' = g. su inverso.

Demostracion. Como f: X — 9) es un isomorfismo de cadenas, sabemos que
existe g: Y — X con g = f tal que go f = Idyx y f o g = Idy. Entonces

Gx 0 fu = (gof)* = (Id%>* = IdHn(f)

De igual manera

feoge=(fog)= (Idy). = Idp, )

1.2. Homotopia algebraica

Definicién 1.2.1. Sean X = {(X,,00)}n>0 €D = {(Yn, On) tuso dos com-
plejos de cadenas y f,g: X — Q) morfismos entre ellas. Una homotopia de
cadenas u homotopia algebraica entre f y g es una sucesion de homo-
morfismos de grupos D = D,,: X,, — Y, 11 tales que

an-H oD, + Dpq0 an = G9n — fm
o simplemente

0D+ D0=g— f: X, =Y, para todo n > 0.

0 3]
X1 Xy, —— Xyt —— -
D
g—f g—f b g—f
YnJrl Yn > Ynfl - =

Si existe una homotopia de cadenas entre f y ¢, decimos que f y g son
algebraicamente homotépicas, y se denota como f ~ g.
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Teorema 1.2.2. Si f ~ g entonces f. = g..

Demostracion. Vamos a distinguir dimensiones para realizar la prueba. Por
tanto, tenemos X = {(X,,0%)}us0 € 9 = {(Vs,0?)} >0 dos complejos de
cadenas y f,g: X — ) aplicaciones de cadenas.
Supongamos que f =~ g. Entonces existe una homotopia algebraica D entre
fy gtal que 92,y 0 Dy + Dyy_y 0 0F = g, — fo.

Ry ox
Xn+1 . Xn > n—1
Dn Dn—l
Ffrt1,9n+1 frsgn frn—1,9n-1
6?3+1 8;“?
Yn+l Yn > Yn—l

Se ha de probar que f, = g., donde (f,)+, (gn)«: Hn(X) — H,(2) para todo
n.

Fijamos n > 0y tomamos [a] € H,(X). Esto es, [a] € Z,(X) luego 9*(a) = 0.
Entonces

(fn)s ([a]) (9 )«([a]) & [fu(a)] = [gn(a)] en H,(D) &

gn(a) = fula) € Bu(Y) & I € Yur1/ga(a) — fula) = 334 (b)
Pero g (a) — fu(a) = 02,0 Do(a) + W= 02,1(D,(a)) - Por tanto,
denotando D, (a) =: b, para todo a] E H (f{ y para todo n se cumple que
f« = g«, como queriamos demostrar. |

1.3. Sucesiones exactas en la homologia

Definicién 1.3.1. Una sucesion de homomorfismos de grupos

—>Mn+1f"—“>M —>Mn | —> -

se dice exacta si Ker f,, = Im f,1, para todo n.

Esto significa que los grupos de homologia del complejo de cadenas son
triviales (= 0). Veamos algunas propiedades elementales de las sucesiones
exactas, cuya demostracion es un sencillo ejercicio.

Proposicién 1.3.2. Dada una sucesion exvacta se tiene que:

i) fn esinyectivo < f,11 = 0.

4D,,_1 es un homomorfismo, luego D,,_1(0) = 0.
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ii) fni1 €s sobreyectivo < f, = 0.

iii) 0 — M T4 N es ezacta = f es inyectivo.

iv) M TN 50 es ezacta = f es sobreyectivo.

v) 0 — M Ty N 50 es exacta = f es isomorfismo.

vi) 0 — M TN L P 5 0 es exacta & f es inyectivo, g es so-
breyectivo y Ker g = Im f. A este tipo de sucesiones se les denomina
sucestones exactas cortas.

Ejemplo 1.3.3. Las sucesiones exactas del tipo
0— N - M -1 M/N —0

donde N es un submodulo de M, i es la inclusion y j la proyeccion sobre el
mddulo cociente M /N, son exactas cortas.

Definicién 1.3.4. Un morfismo entre dos sucesiones exactas (My, fn) vy
(Ny, gn) es una sucesion ¢ = p,: M, — N, de homomorfismos tales que
©n_10° fn = Ggn © pn, para todo n > 0.

Tnt1 fn
SN VAP LN VL VA
Pn+1 Pn Pn—1
gn+1 gn
I n+1 > Nn > n—-1 — = *°°

Las sucesiones exactas son usadas frecuentemente en la Topologia Algebraica.
Al emplearlas, nos valdremos principalmente de dos de sus propiedades, que
exponemos a continuacion. Una de ellas es el Lema de los Cinco y otra es
la Sucesiéon Exacta de Homologia asociada a una sucesién exacta corta de
morfismos entre complejos de cadenas.

Lema 1.3.5. (Lema de los Cinco).
Consideramos el siguiente morfismo entre sucesiones exactas

M fs s M, fa s M, f3 M, f2 M,

o | o o) o ol

Ny -4 N, % N, —2, N, 2, N

St 1, Y2, Y4 Y 5 Son isomorfismos entonces p3 también es un isomorfismo.
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Demostracion. Para ver que @3 es isomorfismo, probaremos que es inyectivo
y sobreyectivo.

Veamos que @3 es inyectivoﬂ Sea ¢ € Mj3 tal que p3(c) = 0. Entonces

wa(fs(c)) = ga(ps(c)) = g3(0) =0

luego f3(c) = 0 (por ser gy inyectivo). Esto implica que ¢ € Ker f3 = Im fy,
por tanto existe d € My tal que ¢ = f4(d). Tenemos

ga(pa(d)) = @s(fa(d)) = p3(c) =0

luego ¢4(d) € Ker g4 = Im g5. Entonces existe ¢’ € N5 tal que p4(d) = gs(€).
Como 5 es sobreyectivo, existe e € M5 tal que ¢’ = p5(e). Por tanto,

@a(d) = gs(€') = gs(ps(e)) = pa(fs(e))

y se tiene que d = f5(e) por ser ¢4 inyectivo. De aqui se sigue que

c= fa(d) = fu(fs(e)) =0

ya que, por la condicion de exactitud, se cumple que f; o f5 = 0.

Veamos ahora que 3 es sobreyectivd’] Sea ¢’ € Nj. Entonces g3(c’) € Ny
¥y, COmMO 9 es sobreyectivo, existe b € My tal que pa(b) = g3(¢’). Luego

©1(f2(b)) = g2(p2(b)) = g2(g3(c')) =0

por la exactitud en N y al ser ¢; inyectiva se tiene que fo(b) = 0. De aqui
se sigue que b € Ker f, = Im f3, entonces existe ¢ € Mj tal que f3(c) = b.
Ahora tenemos

93(w3(c)) = wa(fs(c)) = wa(b) = gs(c)

lo que implica que ¢ — p3(c) € Ker g3 = Im g4 y, por ello, existe d' € N,
tal que g4(d') = ¢ — p3(c). Como @4 es sobreyectivo, existe d € M, tal que
@4(d) = d'. Finalmente, llegamos a que

p3(fa(d)) = ga(@a(d)) = ga(d) = ¢ — ps(c)

y despejando vemos que ¢ = p3(c + fi(d)) que pertenece a la imagen de @3
porque ¢ + f4(d) € M;. |

5Recordemos que 3 es inyectivo < Ker ¢3 = 0.
63 es sobreyectivo <> Im @3 = Nj.
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Definicién 1.3.6. Sean A = {(A,, 0 }ns0, B = {(Bn,05)} >0 y C =
{(Cy, ) } 0 complejos de cadenas. Una sucesién exacta corta de com-
plejos de cadenas es una sucesion exacta corta

0— A, 2 B, I C, — 0,

para todo n > 0, que ademds conmuta con 0. Es decir, 100 = Qo1 y
jod=007.

0 0 0
B o '
n+1 n
An-‘rl A, . An—l
In+1 in in—1
B o '
n+1 n
Bn+1 g Bn > anl
Jnt1 Jn Jn—1
Y v
8n-&-l an
Cn+1 > Cn Cnfl
\ Y
0 0 0

Lo representaremos diciendo que
0—A-S5B-L¢c—0 (1.2)
es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas.

Teorema 1.3.7. Sea una sucesion exacta corta de complejos de cadenas del
tipo . Entonces, para todo n > 0, existe un homomorfismo 0.: H,(C) —
H,_1(A), llamado homomorfismo conector, tal que la siguiente sucesion es
exacta:

s Ho(A) -5 Ho(B) 25 H(C) 25 Hy 1 (A) 5 H,y(B)
S Hy1(C) 2 - Hy(C) 2 Hy(A) 25 Hy(B)
2y Hy(C) 25 Ho(A) = Ho(B) L5 Ho(C) —
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Demostracién. Primero definiremos el homomorfismo 0, : H,,(C) — H,,_1(A)
y después verificaremos la exactitud de la sucesion.

Tomamos [¢] € H,(C), con ¢ € Z,(C) C C,, y dc = 0. Fijandonos en el
diagrama de la Definicién [1.3.6], como j es sobreyectivo, existe b € B, tal
que ¢ = j(b). Entonces tenemos 0 = dc = 9(j(b)) = 7(9b) = 0. Luego 0b €
Ker j = Im i, y, al ser ¢ inyectivo, existe un tinico a € A,,_; tal que i(a) = 0b.
Por tanto, 90 = 0 = 99b = di(a) = i(da) = 0; de nuevo siendo 7 inyectivo,
resulta que da = 0, lo que significa que a € Z,,_;(A). Por ello, existe [a] €
H, 1(A) y definimos

Oi([c]) :=[a], siendo j(b)=c e i(a)=0b (1.3)
Vamos a comprobar ahora que 0, esta bien definida.

s Como 17 es inyectivo, a queda univocamente determinado por 0b, pues

i(a) = Ob.

» Si existe b’ € B, tal que j(b') = j(b), entonces b’ — b € Ker j =
Im 7. Y existe por tanto un unico a’ € A, tal que v/ — b = i(a),
donde O’ = b+ i(a’). Se sigue que O’ = I(b+ i(a’)) = Ob+ 0i(a’) =
i(a) +1i(0d") = i(a+ 0ad’).

Cambiar b por b’ repercute en cambiar el ciclo a € Z,,_1(A) por el ciclo

homélogo a + dd’, lo cual no afecta a la eleccién de [a] € H,—1(A), es
decir, 0,([c]) = [a + 0d’] = [al.

» Si tomamos otro ¢ € Z,(C) tal que [] = [¢] € H,(C), entonces ¢
¢+ 9, para cierto ¢’ € C, 1. Como j es sobreyectivo, existe un b”
B,,11 tal que ¢’ = j(b"). Sustituyendo en ¢ tenemos que ¢ = ¢+ 9c”
J(b) + 0G(1") = 1(b) + (V) = (b + Ob").

Luego cambiar ¢ por ¢ repercute en cambiar b por b + 9b”, lo cual no
afecta a la eleccion de a, pues O(b+ 9b") = b + 9*b" = Ib = i(a).

N m 1

Pasemos a ver que 0, es un homomorfismo de Z-médulos.
Sean 0,([c1]) = [a1] v Ox([e2]) = [az]. Igual que en (1.3)), se tendrad que

C1 = j(bl), i(al) = 861 Yy = j(bg), i(GQ) = 862

Vamos a comprobar que 0, ([c1]+[ca]) = 0«([c1]) +0«([c2]). En efecto, tenemos
que Oi([c1] + [e2]) = Ou([e1 + 2]), donde ¢+ co = 5(b1) +j(b2) = j(by +ba), y
de aqui se sigue que 9(by + ba) = 0by + 0by = i(a1) + i(az2) = (a1 + az), pues
1y j son homomorfismos de Z-médulos. Asi que obtenemos que a; + as es el
tunico tal que i(a; + ag) = 9(by + ba). Luego

Ou([er] + [ea]) = O:([er + c2]) = [an + aa] = [an] + [ag] = O.([er]) + Ou([e2])
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De igual manera, se obtiene que 0i(alc1]) = adi([c1]), para todo a € Z.
La prueba de la exactitud de la sucesion de homologia tiene tres etapas:

H,(A) - H,(B) 25 H,(C) -2 H,_(A) - H,_1(B) -2 H,_,(C)
@ @ €)

Exactitud en (D: Se tiene que Im 7, = Ker j,.

Sea [a] € Ha(A), ju(iu([a])) = (G o) ([a]) = (G © i) ([a]) = 0,([a]) =0,
pues 7ot =0, ya que Im ¢ = Ker j.

Supongamos [b] € Ker j. C H,(B), b € Z,(B) C B,, es decir, 0b = 0.
Por tanto, j.([b]) = [j(b)] = 0, entonces existe ¢’ € C,, 41 tal que j(b) = Oc.
Como j es sobreyectivo, se tiene j(b') = ¢ para algin b € B,.;. Sustitu-
yendo, j(b) = 0 = 9j(V') = j(9V'), luego j(b — Jb') = 0. Por la exactitud,
b— 0V € Ker j = Im i, entonces existe a € A, con i(a) = b — IV, o sea,
b=i(a)+0V,y

[b] = [i(a)] = i.([a]) € Im i,

i(a) es un ciclo, puesto que di(a) = (b — ') = b — 9V = 0, y de aqui
se sigue que a es un ciclo, ya que como 9di(a) = i(da) = 0 e i es inyectivo,
resulta que da = 0.

Exactitud en @): Se tiene que Im j, = Ker 0..

i)

C| Sea [b] € H,(B), con b € Z,(B), luego 9b = 0. Tomamos 0, (j.([b])) =
.([7(D)]), y por sabemos que 0b = 0 = i(a). Al ser ¢ inyectivo, resulta
0. Entonces 0, (j.([b])) = [a] = 0.

D| Sea [¢] € Ker 0, C H,(C), ¢ € Z,(C) C C,, es decir, dc = 0. Por
definicién del homomorfismo conector, 0,([c]) = [a] = 0, siendo ¢ = j(b) y
ob =i(a), con a € Z,_1(A). Entonces existe a’ € A, tal que da’ = a, por lo
que 0b = i(a) = i(0a") = I(i(a’)), luego (b — i(a’)) = 0 y en consecuencia
b—i(a") € Z,(B). Aplicando j se tiene que j(b —i(a")) = j(b) — j(i(d')) =
j(b) = ¢, pues joi=0.

Ahora bien, buscamos [c] = j.([t']) = [j(V')], con ¥V € Z,(B). {Cuél es ese
b'? Llamando b = b — i(a’) resulta, como hemos visto antes, que b’ = 0 y
j(b') = c. Por tanto,

[Ny

[c] = j.([V']) € Im j,
Exactitud en 3): Se tiene que Im 0, = Ker i,.

Sea [c] € H,(C). De nuevo, utilizando 1} tenemos (i, o 9,)([c]) =
(0 ([])) = 1x([a]) = [i(a)] = [0b] = 0, ya queE Im B,.
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Supongamos ahora [a] € Ker i, C H,_1(.A). De aqui se sigue que a €
Zn-1(A) y 0a = 0. Con todo esto, sabemos que i.([a]) = [i(a)] = 0 €
H,_1(B), luego existe b € B, tal que 0b = i(a).

Nuestro objetivo es probar que [a] = 0.([¢]), con [c] € H,(C) si, y sélo si,
dc = 0. Para ello, tomamos ¢ = j(b), ipero ¢ € Z,(C)? Si, pues dc = 9j(b) =
j(0b) = j(i(a)) = 0 puesto que joi = 0. Entonces estamos en las condiciones
(1.3) y tenemos lo que queriamos:

0. ([c]) = 0.([5(b)]) = [a] € Im 0.

Finalmente, para terminar la demostracién, veamos que
Ho(B) 2 Hy(C) — 0

es exacta. Para ello, por el apartado iv) de la Proposicion , tenemos que
ver que j, es sobreyectivo, es decir, que Im j, = Hy(C).

Sea [c] € Hy(C), entonces ¢ € Cy y, como j es sobreyectivo, existe b € By tal
que j(b) = ¢. Ademés, 0b = Jyb = 0, porque Jy = 0, pues en dimensién 0
todas las O-cadenas son bordes. Luego

[c] = i ([b])
Esto es consecuencia de que Zy(C) = Cy, Zo(B) = By 'y 0y = 0. [ |
Proposicién 1.3.8. (Naturalidad de la sucesion exacta y de 0. ).
Sean , ;
0 -A—— B - C -0
0—— A B ¢ ——0

dos sucesiones exactas cortas de complejos de cadenas, con o, 8, v aplicacio-
nes de cadenas entre los complejos. Entonces todos los cuadrados siguientes
son conmutativos:

oo Hy(A) —2 Hy(B) —2 H,(C) 2 H,_1(A) — -
a*l B*J ’Y*l a*l
S Hy (A s Hy(B) T HA(C) T H i (A) = -

Demostracion. El primer cuadrado es conmutativo, pues i'oav = foi implica,
. . .

utilizando (L.1]), que 7, o av, = S, 0 i,

De igual manera, tenemos que el segundo cuadrado también es conmutativo,
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ya que si j' o § = o j entonces j. o B, = Y4 0 Ju-
Falta probar el tercer cuadrado, es decir, que J. o vy, = «, o 0,. Para ello,
tomamos [c] € H,(C), donde dc = 0. Definimos, por (1.3,
O([]) = [a] € Hp—1(A), con j(b)=c e i(a)=0b.
Por otro lado,

O.(v([e])) = 0([v(0)]) = [d], con j(V) =~(c) e i'(a’) =0V (14)

Luego, por la conmutatividad del segundo cuadrado,

v(e) = (i) = 5" (B(b)) (1.5)
Tomamos entonces, por y (L.5), b = B(b) y se tiene
' = d'(B(b)) = B(9b) = B(i(a)) = i'(a(a)) (1.6)

puesto que en la segunda igualdad sabemos que este cuadrado es conmutativo

Bn L Bn—l

di i
a/
B, —— B!,

Finalmente, como i’ es inyectivo, de ((1.4) y (1.6) tomamos a’ = a(a), que
es un ciclo, ya que d'a’ = da(a) = a(da) = a(0) = 0 y se tiene lo que
queriamos demostrar

0.(7([d])) = 0LV (0)]) = [a] = B.([v(e)]) = [a(a)] = au(la]) = (9. ([c]))

Para finalizar este capitulo, vamos a explicar dos ejemplos especialmente
importantes de sucesiones exactas en la homologia.

Ejemplo 1.3.9. Se tiene un complejo de cadenas C = {(C,,, 0p) }n>0 yC' C C
un subcomplejo, es decir, C' = {(C!, ) }n>0 con C! C C, tal que OC! C
C' ., ysetomaC =CJ/C = {(C,,0n)}nso, donde C,, = C,/C" y d¢ = d,
para todo ¢ € C,,.

En este caso, i: C', — C,, es la inclusion dada pori(c) =c yj: C, — C, =
C,/C! es la proyeccion dada por j(c) =¢. De este modo,

)

0—C 50250 —0
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es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas, llamada sucesion exac-
ta del par (C,C') y los grupos de homologia H,(C/C") = H,(C) se llaman los
grupos de homologia relativa del par (C,C'). Por lo tanto, sabemos por el

Teorema que
s Hy(C') = Hy(C) 5 Ho(€) 2 Hooa(C) — -+

es una sucesion exacta larga. ;Como actia 0,7
Sea [¢] € H,(C). Entonces 0d'= 0 = Oc, siendo ¢ € C,,. Y como 0¢ = 0 &
dc € C)_,, definimos

0:([e]) = [0c] € Hn1(C')

Ejemplo 1.3.10. (Sucesion de Mayer- Vietoris).

Este tipo de sucesion desempenard un papel central en los capitulos siguientes.
Sea C = {(Cy, On) fn>0 un complejo de cadenas. Para obtener una sucesion de
Mayer-Vietoris se parte de dos subcomplejos C', C" C C tales que C = C'+C".
Es decir, C' = {(C},0n)}nz0, C" = {(CV,0,)}n>0 tales que para todo n,
C,=0C +C7.

En esta situacion, podemos considerar:

1. El subcomplejo C'NC" = {(C,, N CV,0p) }n>o0-
2. El complejo C' ® C" = {(C), & CV,0,) }n>0, donde
Clac={(,"):deC el}
cuyo operador borde : Cl,®C! — C!_®CV_, estd dado por d(c, ") =
(0c,0"). (Evidentemente, 9> = 0). Se tiene que
H,(C'®C") = H,(C") @ H,(C")
(] € Hy(C"® L"), con O(, ") = (0d,0¢") =0=(0,0) &
ocd =0y aod =0.

Por tanto, tenemos el isomorfismo de Z-modulos

H,(C'®C") — H,(C') @ H,(C")
([, ) — (], ")

Los morfismosi: C'NC" — C'®&C" yj: C'®C" — C, dados pori(c) = (c,c),
para todo ¢ € C'NC", y j(d,d") = ¢ — ", para todo (¢,c") € C' & (",
respectivamente, componen una Sucesion corta:

)

0—Cnc -SCac250—0 (1.7)

"Recordemos que 0: C,, — Cp_1.
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¢ Es una sucesion exacta de complejos de cadenas? Si, vedmoslo:

0 0

Y Y
cnc! —2.cC  nc

Chol — G 00,

J J
Cn 0 Cnf 1
0 0

Por un lado, en el cuadrado de arriba se tiene:
(i00)(c) =i(0c) = (Oc, Dc)
(0 01)(c) = 0(i(c)) = d(c, ¢) = (Ic, Oc)

Y en el cuadrado de abajo:
(jo0)(d, ")y =j4(0(c, ") = j(0c,0c") = dd — dc”
(Do), ")y =0((d, ") =0(d = ') =dd — d

Ambos cuadrados conmutan. Falta ver la exactitud de la sucesion:
» { es inyectivo, puesto que i(c) = (¢,¢) =0=(0,0) < ¢ =0.

» j es sobreyectivo, ya que para todo ¢ € C,, = C! 4+ CV existen v € C), e
y € C/ tales que

c=z+y=x—(~y) =j@, —-y)clmj

» Kerj=Im:1
(joi)(c)=7(i(c)) =j(c,c) =c—c=0, luego Im i C Ker j.
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Sea (d,") € Ker j. Entonces j(¢,c") = — " =0, por lo que
d=cdeC,NC). Tomamos c = c =" y aplicando i se obtiene que
i(c) = (c,c) = (d,") € Imi. Por tanto Ker j C Im i.

De resulta la sucesion exacta de homologia:

- — H,(C'NC") -5 H,(C®H,(C") L H,(C) =5 H,_,(C'NC") —> - --
llamada sucesion de Mayer-Vietoris de la terna (C,C',C"). En este caso,
denotamos el homomorfismo conector como A. Los homomorfismos i, y J.
son obvios: i.([c]) = ([c], [c]) y j«([c], ["]) = [ = ¢].

Ahora bien, ;Como actia A = 0,7

Tomamos [c] € H,(C). Se cumple que dc = 0. Como c € C,, = Cl,+C! existen
el ydell tal que c=c —". Luego O0c = 0(c' — ") =0 — 0" =0
y de ahi se sigue que Oc = o’ € C/_, NC/_,. Por tanto

A([c]) = [0c] = [0c"], siendo c=dc ="



Capitulo 2

Homologia singular

La teoria homoldgica mas importante en la topologia algebraica, y que
vamos a estudiar exclusivamente, se llama homologia singular. A diferencia
de la homologia simplicial, que solamente se aplica a espacios homeomorfos
a poliedros, la homologia singular tiene sentido para todos los espacios to-
polégicos. Comenzaremos dando unas definiciones bésicas y posteriormente
nos centraremos en estudiar los grupos de homologia singular y otras propie-
dades.

2.1. Primeras definiciones

A continuacién, exponemos unas definiciones sacadas de los libros [2], [4],
[6] v 9]

Decimos que vy, v1, . ..,v, € R™ son (n + 1) puntos independientes si los
vectores vgv] = U1 — Vg, Vgl = Vg — Vg, ..., Vol = U, — Uy SON n vectores
linealmente independientes (n < m).

Si A C R™, entonces la envolvente convexa de A, denotada por conv(A), se
define como
conv(A) = ﬂ K
KeConu(A)

donde Conv(A) = {K C R™: K convexo, A C K}

Definicion 2.1.1. Un n-simplex, o simplex n-dimensional, en R™ es la
envolvente convexa de n + 1 puntos linealmente independientes.

Los puntos v; son los vértices del n-simplex, y este simplex sera denotado

29
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como
n n
[V0, U1,y .+, Up] = {Ztifui : Zti =11y t; >0 para todo z}
i=0 i=0
Por tanto, [vg,v1,...,v,] es el n-simplex generado por vy,...,v,. Los co-

eficientes t; son las coordenadas baricéntricas del punto Z?:o t;v; en
[V0, U1, -+« Uy

Definicién 2.1.2. Llamamos n-simplex estdndar al n-simplex en R*™!
generado por la base candnica de R" ™, {eq = (1,0,...,0),e; = (0,1,0,...,0),
cyen=1(0,...,0,1)}. Lo denotamos como A™.

n
A" = ey, ..., eq) = {(to, ..., t,) € R*"T: Zti: 1 y t; >0 para todo i}
i=0

Para los objetivos de la homologia sera importante guardar el orden de los
vértices de un simplex. Gracias a esto, se determinan las orientaciones de las
aristas [v;, v;] conforme se aumentan los subindices. Especificar el orden de los
vértices también condiciona la existencia de un homomorfismo lineal canénico
que va del n-simplex estdandar A™ a cualquier otro n-simplex [vg, ..., v,],
definido por

A" C R — [ug,...,v,) CR™
(to, R, ,tn> — Z?:O t;v;

Veamos algunos ejemplos de n-simplices estandar en dimensiones bajas:

(2.1)

N

} = Al 6-0

€2

€g A2 €1

Figura 2.1: simplices 1,2 y 3-dimensionales
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Aplicando la Definicién 2.1.2] estos simplices se denotan como sigue:
A" ={ty€R: t,>0,tp =1} ={1} CR

Al = {(t07t1> - R22 to,tl > O, to —|—t1 = 1} = [(1,0), (O, 1)] = [60,61] C R2
A% = {(to,tl,tg) € R3: to,t1,t0 > 0, tg + 11+t = 1} =
[(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)] = [eo, €1, €2] C R?

Asimismo, el 3-simplex estdndar A3 se corresponde con el tetraedro contenido
4
en R*.

Nota. Obsérvese que [e;, e5] C R3 es un 1-simplex, pero no es el 1-simplex
estandar.

Una cara de un simplex [vg, . .., v,] es el subsimplex con vértices en cual-
quier subconjunto no vacio de las v;’s. El subconjunto no necesita ser un
subconjunto propio, por lo que [vg,...,v,] se considera a si mismo como
una cara también. Es decir, si elegimos {ig,...,ix} € {0,...,n}, con (k+1)
indices, podemos considerar el k-simplex

[Uim-'-uvik] - ['U(],...,Un]

que corresponde a la cara k-dimensional de [v, ..., v,]. Ademds, los vértices
de una cara siempre seran ordenados de acuerdo a su orden en el simplex
mas grande.

Las caras 0O-dimensionales de un simplex son sus vértices. Un n-simplex

Vg, ..., VUy,| tiene n + 1 caras (n — 1)-dimensionales.
[ , Un)
[v1,...,v,] cuando ty =0
[Vo, V2, . .., Uy] cuando t; = 0
[V0, -+, Up—1] cuando t, =0

El término “cara”, sin especificar dimension, normalmente lo usaremos para
denotar estas caras (n — 1)-dimensionales.

Ahora, el concepto que vamos a introducir para dar rigor formal a la idea
de embeber un simplex en un espacio topoldgico dado X es el de simplex
singular.

Definicién 2.1.3. Un n-simplex singular, o simplex singular de dimen-
sion n, en un espacio topoldgico X es una aplicacion continua o: A" — X.
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Hay dos puntos que debemos observar cuidadosamente aqui:

1. El simplex singular es la aplicacion hacia X, y no es un conjunto de
puntos de X. En este punto hacemos hincapié en la notacién; un n-
simplex singular definido como arriba por la aplicacién continua o se
llama el n-simplex singular o.

2. El conjunto de puntos o(A"), que es la imagen de la aplicacién o, no
tiene por qué parecerse a un simplex (excepto cuando n = 0, donde A°
AY b ingul La definicién d -simpl
y o(A”) son ambos puntos singulares). La definicién de un n-simplex
singular no hace referencia a la forma de o(A™). Nosotros consideramos
aplicaciones continuas de simplices estandar a X, ya sean inyectivas co-
mo no inyectivas. Por ejemplo, el siguiente dibujo muestra imagenes de
tres aplicaciones diferentes A — R2, ninguno de las cuales es homeo-

morfo con Al

Denotamos por S, (X) el conjunto de todos los n-simplices en X, abre-
viando a S,, cuando el contexto sea suficientemente claro.

Sp(X)={o: A" = X / o continua}

Pero nosotros necesitamos méas informacion sobre como estos simplices se
unen para formar el espacio, y para ello nos fijamos en la frontera (también
llamado borde) de cada simplex. La frontera de un n-simplex es la unién de
todas sus caras, y particularmente para A" se tiene la siguiente descripcion:
Definimos la aplicacién fi: A"! C R® — A" C R"" para 0 <i < n, dada
por

f;(to, ce 7tn—1) = (to, ey i, 0, ti, ... 7tn—1) (22)

1% es un embebimiento natural que permite “ver” A"~! como la i-ésima cara
(n — 1)-dimensional de A™. En otras palabras,

| ( An—1
frZL(An ) - [687'”76?—176?—&-17"'762]
donde A" = [ed™! ... "], siendo {el',...,e" 1} la base canénica de

R"y {ef,...,e"} lade R". Luego la frontera de A™ es la unién de f! (A" 1),
para 0 < i < n, es decir, el conjunto de puntos en A" donde al menos una
coordenada es 0.
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Vamos a utilizar conceptos de la seccion para aplicarlos a la homologia
singular.

Sea C,,(X) el Z-médulo libre generado por S, (X). Como trabajamos con
el anillo de los enteros, entonces C,,(X) es el grupo libre generado por S, (X)
cuyos elementos, llamados n-cadenas singulares de X con coeficientes en
el anillo Z, son combinaciones lineales finitas de n-simplices singulares. Es
decir,

Cn(X) = { Z Ng- 0 : N, € Z para todo o € S, (X)

c€SK(X)

y n, = 0 para casi todo o € Sn(X)}

Definimos la suma en C,,(X) como sigue

(aeszn(x) nga) ! ( 2 )m"“> = > (etme)o

c€SH(X c€Sn(X)
y, ademas,
Z NGO = Z meo < N, =m, para todo o € 5,(X)
0€SR(X) c€SR(X)

Z n.c =0 < n, =0 paratodo o € S,(X)
c€SR(X)

A veces se denota C,(X;Z) en lugar de C,(X).

., Qué podemos decir sobre los bordes de un simplex singular? Queremos
definir 9,,: C,(X) — C,,—1(X). Partimos de los generadores de C,(X). En-
tonces, si 0 € S,(X), jquién es 0,07

Definiciéon 2.1.4. Para 0 < i < n, definimos la 1-€sima cara del n-simplex
o: A" — X como el (n —1)-simplex 9'c: A" — X dado por

0,0 =00 f € Sp1(X)
donde fi es el embebimiento dado en (2.9).

Definicién 2.1.5. El operador borde 0,: C,(X) — C,,—1(X) es el homo-
morfismo de grupos definido por

Ono =Y (=100 =)o — Oho + 020 — ...+ (—1)"ho € Criy(X)

1=0

para todo n-simplex singular o: A" — X.
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Para una cadena, el operador borde se extiende por linealidad:
an< Y om ) Z n(,a o
TESn(X) TESn(
Lema 2.1.6. Para todo n > 0, se tiene que
Op ©Opy1: Cry1(X) = Cpq(X)
es el homomorfismo cero, o sea, 0> = 0.

Para llevar a cabo la prueba, se necesita la siguiente propiedad:

.y ) 1 .
Lema 2.1.7. Dada la composicion A" ! NN A" se verifica que

‘ . fi+lof7z;_1 Sii>j7
nt1 0 fo =
fitiof sii < j.
Demostracién. Denotamos por (to,...,t, 1) los elementos de A" ! y por
(50, ---,5n) los elementos de A". Para el caso i > j se satisface:

(fiiio D)oy tn1) = fioa(tos oo tjo1, 00t oo tica by te)
= fé_l_l(so,...,Sj_l,Sj,Sj_H,...,SZ',SH_l,...,Sn)
= (505 -+, 5j-1555,Sj4+1s- -+ Si-1,0, 84, Sit1, -+ 5n)
— (toy - tj—1, 0,5, i, O by, ty).

Por otro lado,

( n—&—lofl 1)(t0,... n— 1) f (to,... t',...,ti_g,o,ti_l,...,tn_l)
f (307"'7Sj7'"751'72751'71751'7"'7Sn)
( ,O,Sj,...,Si_Q,Si_l,Si,...,Sn)

= (to,

7tj—1707tj7 s ati—2707ti—17 s atn—l)-

Ahora, para el caso i < j tenemos:

(fvi—&—l o fsz)(to’ e 7tn—1) == f:L—l—l(tO? e 7ti—1’ti7 . ,tj_l,O,tj, ce 7tn—1>
= :H_I(So,...,Si_l,Sz‘,...,Sj_l,Sj,Sj_H,.‘.,Sn)
= (807"'78i—1707 Si7‘"78j—178j78j+1)"'78n)

== (to, ‘e ,ti,l,O,t,-, e ,tj,l,O,tj, ‘e 7tn71>-
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Por otra parte,

j+1 i
(fj Of;;)(to,..., ) f (t(]?-"7ti—1707ti7"'7tj—17tj7"'7tn—1)
j+1
== 1‘14_1(80, ey Si—15 85y Sit1y .- - 73j78j+1; ey Sn)
== (So, ey Sim15 S0y Sikly -y sj,O, Sj+17 ceey Sn)

= (t(), e ,ti,l,O,ti, e ,tj,l,O,tj, ‘e ,tnfl).

Visto esto, estamos en condiciones ya de probar el Lema [2.1.6]

Demostracién Lema[2.1.6. Basta ver que 9*c = 0, para todo o € S, 1(X),
ya que, como hemos dicho antes, el operador borde se extiende por linealidad.
El caso n = 0 es trivial, porque

Ci(X) -2 Co(x) 250
y si 0 € S1(X) entonces 010 € Cy(X), luego volviendo a aplicar el operador

borde se tiene que dy(010) = 0.
Supongamos ahoran > 1y sea o € S,11(X).

0%0 = 0, (0ps10) = Oy (HZH( 1) 8z+10) =0, (nzﬂ(—nio o f,iH)

=0 i=0
n+1 n+1 n

=S uoo i) = Y0 (Lo s £)
i=0 i=0 i=0
n+1,n !

= Y (=)M(oo fiiof)
i=0,j=0

= (=) (oo fiy o fI)+ D> (=) (00 fiy, 0 f)
1<j j<i

:Z( )z+](0-of+lof +Z z+j O'Of]+10fl 1)

=Y (D)oo fio fI)+ Y (1) (oo fi o fiT
1<j 1<j

- Z(_l)iﬂ(g O frs10 fa) + Z<_1)i+jl+1(‘7 O frs1 © f%/)
1<j i<y’

=> (=Moo fi o fl) =Y (-1 (oo fi 0 f)) =0.

i<j i<j
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Hemos ido haciendo cambios en el segundo sumatorio: Primero hemos apli-
cado el Lema [2.1.7] luego hemos cambiado la variable i por la variable j,
seguidamente, denotando j' = j — 1, se tiene que si ¢ < j entonces i < j’,
luego se ha reemplazado j por j' + 1, y finalmente se ha hecho otro cambio
de variable sustituyendo j’ por j de nuevo. |

De esta manera, la sucesion
CX): = Co(X) L5 Oy (X) = -+ = C1X) -2 Cp(X) 250
es un complejo de cadenas, llamado complejo de cadenas singular del

espacio X.

Nota. 0: C(X) — C(X) es un homomorfismo del complejo de cadenas
C(X) en sf mismo de grado= —1 que cumple 9*> = 0, pues, para todo

n>0,8,: Co(X) — Crr(X).

El resto de la construccion de la homologia singular se sigue de la seccion
[L.1] del Capitulo[l] Definimos Z,(X) = Ker 8, paran > 0y Zy(X) = Co(X),
llamando a los elementos de Z,(X) ciclos, y fijamos B,(X) = Im 0,1,
llamando a sus elementos bordes.

Definicién 2.1.8. El n-ésimo grupo de homologia singular de un es-
pacio topologico X es el grupo cociente

_ ZW(X) [ Kerd,/Im 0,11 sin >0,
Hn(X) = N { Co/Im 0y sin=0.

La homologia singular de X es la coleccion
H.(X)={Ho(X), Hi(X),...,Hy(X),...}

Ejemplo 2.1.9. (Homologia de un espacio unipuntual)

Sea X = {x}, siendo x un punto singular. Veamos primero cémo son los
simplices en este caso. Fijamos n > 0 y consideramos o,, € S,(X), haciendo
hincapié en la dimension del simplex. Entonces tenemos

on: A" — {x} continua, dada por o,(t) = *, para todo t € A"

Por tanto, S, (X) = {o,}, es decir, para todo n > 0 existe un unico simplex
singular n-dimensional, luego

Co(X)={ao,:VaeZ} =7
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Calculamos ahora la frontera para cada n-simplex singular, con n > 1.

J: Cu(X) — Cha(X)
ac, +— 0(aoy,) = a(doy,)

donde
_n ioi & i ] 0 sin es impar,
o = ;(_1) 0'on = (Zo( 1) )U”_l o { On_1 sin es par.
pues &'a, € S, 1(X) ={0,_1}. Es decir,
D(ao,) = 0 s% n es impar, |
ao,_1 sin es par. En este caso, O es un isomorfismo.

Con lo cual, el complejo de cadenas que nos queda es el siguiente:
s 080, 2 0, 2 0, 220
Sin =0,

Z() = Ker 00 == Co CO
By = Im 8, =0 ] ol =7 =Co

Sin es impar,

Z, = Ker 0, = C, Ch
= H, =—=0.

Sin es par (n > 2),

Z, = Ker 9, =0

0
Ho({+}) = = = 0.
By = Im .1 = o] = i) =3

Entonces finalmente vemos que la homologia de un punto es

=7 sin =0,
Hy({}) = { 0 sin>1.

Definicion 2.1.10. Se dice que un espacio topologico X es aciclico si
Ho(X)=7Z y Hy(X) =0, para todo n > 1.
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En el ejemplo visto anteriormente se ve que el espacio topolégico unipun-
tual es aciclico.

Otro tema a destacar es que los grupos de homologia singular nos dan
informacion sobre las componentes arcoconexas de un espacio. Finalizamos
esta seccién con las siguientes propiedades, para las cuales se ha indagado
tnicamente en [4].

Proposicién 2.1.11. Sea
X = Jx;
iel
donde {X;}ier son las componentes arcoconezas de X (X; C X es un subes-
pacio topoldgico). Entonces, para todo n > 0,

H,(X) = @Hn(Xi).

Demostracion. Hagamos primero una pequena aclaracion:

Observacién. Sea X un espacio topoldgico e Y C X un subespacio. Te-
nemos dos complejos de cadenas {(C,,(X),0)} v {(Cr(Y), )}, donde C,,(X)
esté generado por S,(X) = {o: A" — X / o continua} y C,(Y) por S,,(Y) =
{o: A" Y / o continua}. Sea i: Y — X la inclusién, entonces:
Sioce S,(Y)=ioo e S,(X) tal que Im(ioo) CY.
Sio € S, (X)conlmoCY = existe g € S,(Y) tal que i o6 = 0.

Luego podemos hacer la siguiente identificacion:

S,(Y)={o€ Su(X): Imo CY} CS,(X)
Lo mismo pasa con las cadenas: Si ¢ € C,,(X) es tal que ¢ = ), n;- 0y, con
n; € Z,n; 20y o; € S,(X), definimos

Imc= U Im o;
iel

Entonces

C.(Y)={ceCp(X):ImcCY} CCp(X)

Sice Cy(X) conIm ¢ C Y, entonces dc € C,,—1(X) con Im(dc) C Y. Basta
ver esto para un simplex. En efecto, sio: A" -+ X conIm o C Y,

0o = (-1)'d'c =Y (~1)(co f}) "
=0 - = Im(9o) = | JIm(d'c) C Y-
gofii A" ey A" 5 X m(0o) gm( ?)

Im(oof)CImo CY
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Y, por consiguiente, Im(dc) = |J,.; Im(do;) C Y. De aqui que podamos con-
siderar el subcomplejo {(C,,(Y), )} CH{(Cu(X),0)}.

Pasamos a ver ahora la prueba de la proposicion.
Primero veamos qué pasa con las cadenas y luego veamos qué pasa con los
moédulos de homologfa. Sea ¢ =3 5 x)no0 € Cp(X). Por ser A" conexo
por caminos y ¢ una aplicacién continua, se tiene que o(A™) es conexo por
caminos. Por tanto, como Im ¢ = o(A™) C X, existe un unico ¢ € I tal que
Im o C X;. Asi, cada n-cadena ¢ se descompone de forma tinica como sigue

c= Zci, donde ¢; = an- o para todo ¢ con Im o C Xj.
i€l o
Por ello, podemos considerar la aplicacion
O Cu(X) — D Cn(Xi)
¢ — (Ci)ier
con ) ..,;¢; = c. Esta aplicacién es un isomorfismo de Z-mdédulos. Como
dc = ,c;0c; € Cp_1(X;), este isomorfismo se induce bien en la homologfa.

d: Ho(X) — @, Ha(X)
[c] — ([ci])ier

Por un lado, si [c] € H,(X), entonces ([¢;])icr € @,c; Hn(X;). En efecto, si
lc] € Hy(X), Oc =0 = )., Oc;, es decir, por fuerza dc; = 0 para todo 7, o
sea, [¢;] € H,(X;) para todo 4, luego ([ci])ier € B,c; Hn(Xi).

Por otro lado, ® estd bien definida, esto es, si [c] = [d] en H,(X) entonces
([ci))ier = ([di])ier en €B,c; Hn(X;). Visto mejor, si [c] = [d] se tiene que
c—d € B,(X), es decir, existe un a € Cp,1(X) tal que ¢ — d = da =
(X icr ) = Dic; Oy, con ey € Cp(X;) para todo 4. Por lo tanto,

c—d= ZCZ_ZdZ = Z@az <:>Z(CZ —dz) = Z@az
el el el i€l i€l

Luego, para todo ¢, ¢; — d; = da; en C,,(X;), o sea, para todo i, [¢;] = [d;] en
H,(X;), y de ahi concluimos que ([¢;])icr = ([di])ier en @,c; Hn(X;). |

Proposicién 2.1.12. Si X es arcoconexo, entonces Hy(X) = Z.

Demostracion. Tenemos la situacion C(X) N Co(X) %=00 y sabemos que

Hy(X) = ICI;l( o . Quién es Cy(X)? Representamos los 0-simplices singulares,

que son los puntos, como 7, € Sp(X), con z € X, tales que

v.: {1} — X continua
1 +— =z
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So(X) = {7, : para todo x € X} ={z :paratodor € X} =X
De modo que
Co(X) = {Z N,z - Ny = 0, para casi todo x € X}
rzeX
= {Z nx : n, = 0, para casi todo x € X}
reX
Vamos a construir e: Cy(X) — Z un epimorfismo definido pore(>___y n.x) =

erx n, con

Ker e = {c = anx € Cp(X) tal que an =0} =Im 0.

zeX zeX

zeX

Para probar que € es un epimorfismo basta ver que 1 esta en la imagen. Como
se cumple que () = 1, para todo = € X, entonces, dado n € Z, fijo x € X
y se tiene £(ny,) = e(nx) = n. Por tanto, Im ¢ = Z.
Si nos creemos que Ker ¢ = Im 0, ya habrlgar)nos telzm)inado, pues, segun el
. . _ Zo(X) _ Co(X) ~
Primer Teorema de Isomorfl, Hy(X) = B0 — Kere =
Veamos que Ker ¢ = Im 0;.
Sea c € C1(X), o sea, ¢ = Y, n;0;, conn; € Z'y o; € S1(X). Debemos
probar que €(d¢) = 0. Aplicando el operador borde, dc = . n;(do;), donde
do; = 8% — 0'o; = 04(0,1) — 04(1,0) por la Definicién 2.1.5L Entonces

8(8C) = Z n;- 6((902),

siendo ¢(do;) = (1-04(0,1) + (—=1)-04(1,0)) = 1 — 1 = 0, para todo o; €
S1(X). Luego €(0c) = 0, para todo ¢ € Cy(X). La inclusiéon D es cierta
siempre.

Supongamos ahora un elemento de Ker ¢, por ejemplo, " n;x;, con
Ty, %o, . .., Tm € X, tal que > " n; = 0. Fijamos 2y € X. Como X es
arcoconexo, existen, para todo i = 1,...,m, l-simplex o;: A! — X tales
que 0;(0,1) = z; y 0;(1,0) = z( cuyo borde es do; = x; — xg. Tomamos
c=> " no; € Ci(X). Entonces

0

m m m m
i=1 =1 =1 1 =1

Por tanto, ZZ’;I n;x; € Im 0;. En la inclusién C hace falta que X sea arco-
conexo. [ |

1=

'El Primer Teorema, de Isomorfia nos dice que si tenemos dos grupos arbitrarios G y
G’y ¢: G — G’ un homomorfismo de grupos, entonces se cumple que G/Ker(¢) = Im(p).
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De la Proposicion [2.1.11] y la Proposicion [2.1.12] se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.13. Para todo espacio topoldgico X, Hyo(X) es la suma directa
de Z, una por cada componente arcoconexa de X.

2.2. Homologia y aplicaciones continuas
En esta seccién y en la siguiente hemos seguido la estructura de [4].

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y una aplicaciéon continua.
Para todo n > 0, f induce un homomorfismo de grupos abelianos libres de
grado cero f;: Cp(X) — C,(Y). ;Cémo construimos f;?

Sea o € S,,(X) y consideramos

A" X

Definimos fy(o) := foo € S,(Y). Por linealidad, extendemos esta definicién a
una cadena. Por tanto, si ¢ € C(X) estalquec =3 g (v no0, conn, € Z,
se tiene que fy(c) = fi(D_, ne0) =>_ n.fi(o) =>_, n,(foo) € Cp(Y).
Las aplicaciones f;: Cp(X) — C,(Y") satisfacen df; = f40. Basta verlo para
los generadores, luego para todo n-simplex singular o: A" — X,

0fi(0) =0(foo) =} (-1)d(foa) =D (-1)(fea)e f;
=S (Wifoloof) = fo (D (=D )

=0
n n

= £(X 0o 1) = £(3(-10') = £(00).

= 1=
Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

8X

7
Gt (X) — Cu(X) —— Cur(X)
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Del apartado del Capitulo [T}, deducimos que f; define una aplicacién
de cadenas del complejo de cadenas singular de X al complejo de cadenas
singular de Y. La aplicacién f; lleva ciclos a ciclos y bordes a bordes. Esto
implica que podemos definir un homomorfismo f.: H,(X) — H,(Y), para
todo n > 0, llamado el homomorfismo inducido por f;.

Dos propiedades béasicas de los homomorfismos inducidos que son impor-
tantes a pesar de ser bastante triviales son:

Proposicién 2.2.1. (Propiedades funtoriales).

i) (go f)« = g« o fu para la aplicacion compuesta X Ty 4 Z, siendo
g: Y — Z otra aplicacion continua.

ii) La aplicacion identidad idy : X — X induce el homomorfismo iden-
tidad (idx). = idp,(x): Ho(X) — Hp(X).

Obviamente, también se cumple que (go f)s = gz o fy e (idx)y = ide, (x)-

Demostracion. Basta verlo para los generadores de C,,(X). Sea o € S, (X).
Por un lado, (go f)i(0) = (go f)oo =go(foo)=go(fi(o)) = gs(fs(0)) =
(g1 0 fy)(o). De aqui se induce (g o f). = g. o f. y se cumple 7).

Por otro lado, (idx)s(0) = idx oo = o. Por tanto, (idx )y = idc, (x) y de aqui
se induce (idx). = idg, (x), 1o que prueba 7). [

Recordemos un concepto bésico en Topologia [8](p. 119-120).

Definiciéon 2.2.2. Dados dos espacios topologicos X e Y, se llama homeo-
morfismo entre X e Y a una aplicacion biyectiva f: X — Y tal que tanto
f como su inversa f~ sean continuas (se dice que f es bicontinua). Diremos
que dos espacios topologicos X eY son homeomorfos si existe un homeomor-
fismo entre ellos. Dicho de otra manera, si existen aplicaciones f: X —Y y
g: Y — X continuas tal que go f =idx y fog=1dy. Se denota X =Y.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de la Proposicién [2.2.1]

Corolario 2.2.3. (Invarianza topoldgica de la homologia).

Si f: X =Y es un homeomorfismo, entonces fy y f. son isomorfismos de
grupos. Es decir, los grupos de homologia de un espacio topoldgico son un
invariante topoldgicd?]

2Un invariante topoldgico o propiedad topoldgica es una propiedad de un espacio to-
poldgico que se conserva bajo homeomorfismos.
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Demostracion. Por hipotesis, tenemos que X = Y. Aplicando la Definicién
existen f: X — Y y g: Y — X continuas tal que fog = idy y
go f =1idx. Entonces

gio fy =(go f)y = (idx)y = idc,(x)

fiogi = (fog);= (idy); = idc,(v)

Asi, tenemos un isomorfismo de cadenas f;: C,(X) — C,(Y) con inversa
gs: Cp(Y) = C,(X). Observemos que lo que ocurre a nivel de las cadenas se
transfiere a nivel de la homologia, por la propia definicion. De ahi se sigue
también el isomorfismo de grupos

En la siguiente seccién debilitamos la condicion de ser homeomorfos por
la de ser homotépicamente equivalentes.

2.3. Invarianza homotoépica

Veamos que los grupos de homologia no son sélo invariantes topoldgi-
cos, sino que también son invariantes homotdpicos. Vamos a introducir unas
definiciones previas [1](p. 44-45).

Definicién 2.3.1. Dos aplicaciones continuas f,g: X — Y entre espacios
topoldgicos son homotépicas (f ~ g) si existe F: X x [0,1] — Y una
aplicacion continua tal que para todo x € X se cumple Fy(z) = F(x,0) =
flz) y Fi(x) = F(z,1) = g(z). Se dice que F' es una homotopia entre f y
g. Escribiremos también Fy(x) = F(x,t).

Definiciéon 2.3.2. Una equivalencia homotdpica entre dos espacios to-
pologicos X e Y es una aplicacion continua f: X — Y para la cual existe
g: Y — X continua tal que go f ~idx y fog~idy.

g = inversa homotopica de f.

En tal caso, se dice que X es homotopico a Y o que X eY son homotopi-
camente equivalentes y se escribe X ~ Y.
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Observacién. Un homeomorfismo es una equivalencia homotépica con g =
fly “=7envezde “~"7. Es decir,

XY =X~Y
&=

Definicién 2.3.3. Un espacio topolégico X se dice que es contrdctil si X ~
{x}, es decir, si X es homotdpicamente equivalente a un espacio unipuntual.

Intuitivamente, un espacio es contractil si puede deformarse en si mismo
a un punto.
En otras palabras, X ~ {x} si, y sdlo si, existen f: X — {x} y g: {x} = X
continuas, definidas por f(z) = *, para todo = € X,y g(x) = x¢, para algtin
ro € X, respectivamente, tales que go f ~idx y f o g~ id,. Observemos
que solo hay una aplicacion que nos lleva X al espacio unipuntual y, sin
embargo, hay tantas aplicaciones del espacio unipuntual a X como puntos
de X.
La relacién f o g ~ idy,, es una igualdad siempre, pues

fog: {x} — {#}

x> %

lo cual no aporta demasiada informacion. En cambio,

gof: X — X
Tr = Xy

es una aplicacién constante que vamos a denotar como c,,. Es decir, go f =
- Por lo tanto, hemos llegado a la siguiente conclusion:

X ~ {x} & Jzp € X tal que idx ~ ¢y,

_ : F(z,0) ==z, Vx € X,
< d F: X x I — X continua tal que { Fz, 1) = 20, Yz € X.
Un ejemplo tipico de espacio contractil es el siguiente:

Ejemplo 2.3.4. Sea X C R™ un conjunto estrellado respecto de un punto
xo € X. Por definicion, para todo x € X, el segmento

[z, x0) ={(1 =)z +txg:t€[0,1]} C X

Entonces podemos definir una homotopia F: X x I — X dada por F(z,t) =
(1 —t)x + txg. Ast, vemos que todo conjunto estrellado respecto de un punto
es contrdctil.
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Nuestro objetivo en esta seccion es probar que dos espacios homotopicos
tienen los mismos grupos de homologia. Hemos calculado en el Ejemplo|2.1.9
la homologia de un espacio unipuntual, y ahora vamos a calcular detenida-
mente, y como paso previo a ver la invarianza homotoépica de la homologia
abstracta, la homologia de un espacio contréctil.

Teorema 2.3.5. Todo espacio contrdctil es aciclico.

Demostracion. Supongamos X un espacio contractil. Por la Definicién [2.1.10
debemos probar que Hy(X) = Zy H,(X) =0, para todo n > 1.

Por un lado, si demostramos que X es arcoconexo, entonces, aplicando la
Proposicién 2.1.12] tenemos que el grupo de homologia de dimensién cero es
isomorfo a Z. Veamoslo:

Al ser X contractil, existe una homotopia F: X x I — X con Fy = idyx

y Fi = ¢, para algin zy € X. Definimos entonces, para todo z € X,
a,(t) = F(x,t) siendo ay: [0,1] — X un camino tal que a,(0) = = y
a;(1) = zy. Sean «a, y o, dos caminos en X (z,y € X).
Oy
z Lo
Qry

Y

Denotando como a(t) = a(1 —t) el camino « pero con orientacién contraria,
se tiene que a, A @, es un camino que une x con y. Por lo tanto, X es conexo
por arcos y se sigue que Ho(X) = Z.

Por otro lado, ver que H,(X) = 0, para todo n > 1, equivale a decir que
todo n-ciclo es un n-borde, o sea que, para todo ¢ € C,,(X) con dc = 0, existe
d € Cy41(X) tal que ¢ = dd. La idea es construir una aplicacién de cadenas
D: Ch(X) — Chria(X) tal que (0D + DO)(c) = 0(Dc) + D(9c) = ¢, para
todo ¢ € C,,(X). Es decir,

0D + DO = Zan(X)

0
Asi, si dc = 0, entonces ¢ = d(Dc) + D(9¢) = d(De) y con ello obtendriamos
lo que buscamos. Falta sélo construir D.

Pues bien, sea F' la homotopia mencionada anteriormente y o € S,,(X), para
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n > 0. Queremos que Do sea un (n+ 1)-simplex, entonces lo definimos como

O-(tla---atn—i-l) si tOZO,
(Do)(to, - tnsr) = 4 Flo(E-, ..., 252, to) si0<ty<l,
Zo sityg=1.
. Do estd bien definida? Si, ya que, para todo (tg,...,t,41) € A" con
0 <ty <1, se cumple
n+1 n+1
_ 1t t t
0:1:>( - ot +1>€An
1—t, 1—t,

Los casos tg = 0 y to = 1 son obvios, por lo tanto, (Dao)(tg,...,tht1) € X,
para todo (to, ..., tn41).
. Do es continua? Si, pues

) 31 lnt1 B B
tlolg%)F(U(TtO’ SRR Tto>>t0) - F(J(tlv s >tn+1)70) - J(tb s 7tn+1)'

, 31 Int1 B
tlolgluF(U(l T —t0>’t0) = xg.
Como sabemos que ¢ es continua, no hay problemas en el iltimo caso.
Visto esto, podemos decir que Do € S,1(X), o sea, Do: A" — X es
continua. Por linealidad, definimos D: C,(X) — C,+1(X), para todo n > 0.
Entonces d(Do) = Y771 (=1)/9" (Do), donde 9'(Do) € S, (X). Luego

1=0
9°(Do)(s,...,8,) = Da(0,80,...,5,) = 0(s0,...,8,) = (Do) = 0.

O (Do) (80, - .., 8n) = Do (50,0, 81,...,5,)
. S1 Sn
—F(J(O,1_807...,1_8()),30)
_ 0 51
—F((80)<1_80,.. 1_0 )
= D(9%)(s0, .. .,5,) = 0"(Dao) =

En general, si 1 <7 <n+41:

9" (D) (80, - .- 8n) = Do (80,51, .,5i-1,0,8i,...,5n)

S1 Si—1 S; S,
—F ( 0, )
<U 1— s "1—5s0 '1—sg I —sp 80)

— F((ai—la)(l ilso, g i”s()),so)

= D(0" o) (s0,...,5,) = 0'(Do) = D(0" ‘o).
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Por consiguiente,

n+1 n+1

d(Do) =Y (=1)'0'(Do) = &"(Do) + > (~1)'0(Do)
=0 =1 (2'3)
n+1

=0 — Z(—l)i_lD(ai_IU) =0 — D(0o)

=1

pues, realizando el cambio de variable ¢+ — 1 por j en el iltimo sumatorio de
(2-3), se obtiene D(do) = D(37_o(=1)/d o).
De ahi

J(Do) 4+ D(0o) = o para todo o € S,(X),

y extendiendo a cadenas,

d(Dc) + D(0c) = ¢ para todo ¢ € Cp(X).

Teorema 2.3.6. (Invarianza homotdpica de la homologia).

i) Sean f,g: X =Y aplicaciones homotopicas (como aplicaciones conti-
nuas). Entonces fy, gs: Cp(X) — Co(Y') son algebraicamente homotopi-
cas (como aplicaciones de cadenas). Es decir, existe una sucesion de
homomorfismos de grupos D: C,(X) — Cp1(Y) tal que 0D + DO =

gs — [

ii) Por tanto, si f y g son homotdpicas, se tiene que f, = g.: H,(X) —
H,(Y).

Demostracion. Veamos 1).

Partimos de que f =~ g, entonces existe una homotopia F' : X x I — Y,
con I = [0,1], tal que Fy = f y F; = g. Queremos definir D: C,(X) —
Cpn+1(Y) utilizando esta homotopia, y poder llegar asi a que f; ~ g; (Véase
la Definicion [1.2.1]).

Como siempre, trabajamos con los generadores de C,,(X). Seao: A" — X un
n-simplex. Dicho esto, empezamos aplicando un procedimiento que consiste
en subdividir el producto A" x I en (n + 1)-simplices.

A" x [ c R"M x [ ¢ R**?
En A™ x I denotamos

A" x {0} = [vo, ..., v,], siendo v; = (e;,0)
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A" x {1} = [wo, ..., w,], siendo w; = (e;, 1)

donde e; es la base canénica de R" . Es decir, v; y w; tienen la misma imagen
bajo la proyeccion A" x I — A". La Figura [2.2] muestra los casos n = 0, 1, 2.
Por ejemplo, en el caso n = 1, Al x {0} = [vy = (1,0,0),v; = (0,1,0)],
Al x {1} = [wo = (1,0,1),w; = (0,1,1)] y vemos el cuadrado A' x I como
unién de los tridngulos [vg, wo, wi] = A% y [vg, vy, wi| = A

%)
Wo Wo wy Wo o (t
7 .
2RI .7
’ ' ..
’ 1 <
/! LN
’ 2 .
’ e : \
1' P 1 ‘\
’ -
0, =" V2 .‘~_:\
Vo Vo U1 Vo Cat

Figura 2.2: Subdivisién de A™ x [ en (n + 1)-simplices para n = 0,1, 2.

Entonces deducimos que

n
n
A" x| = U[vo,vl,...,vi,wi,...,wn],
i=0
donde [vg, vy, ..., v, w4, ..., wy,] es un (n + 1)-simplex contenido en A™ x [I.
La interseccién de dos simplices de estos es una cara n-dimensional.

De la misma forma que en ([2.1)), para todo i =0, 1,...,n, existe una aplica-
cién afin ¢; definida por

wi: AL CR™2 — [vg, 1, .., 0 W4 . wy] C© AT X T C R
' +1
(to, .- s tng1) = > D _otklk + Zzziﬂ trwg—1

y, asi, podemos considerar la composicién
. i Xid F
Fo(oxidp)opg:: A" 5 AMx T8 X x T Y

O sea, para todo i = 0,1...,n, Fo (0 xids)o¢; € S,11(Y). Visto todo
esto, podemos definir D: C,(X) — Cp41(Y), el cual llamamos operador
prisma, porE]

n

Do = Z(—l)Z(F o (U X Zd[) o 901)

=0

3Escribimos por comodidad Do en lugar de D(o).
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para todo o € S, (X). Esta expresién equivale a

n

Do = Z(_l)ZF ° (0 X 1)‘[vo,v1,...,vi,wi ..... W]
i=0
donde Fo(ox1): A"x I A xxT Sy, Falta ver que el operador prisma
satisface la relacion basica 0D = g3 — f; —
Geométricamente, 0D representa el borde del prisma, y los tres términos de
la derecha representan la base A™ x {0}, la tapa A™ x {1} y las caras OA™ x [
del prisma. Calculamos el borde de Do

n+1 n+l n
d(Do) = Z( 1Y (Do) = ) (1) (=1) ¢ (F o (¢ X 1)|{ug..vpsr00])
7=0 =0
= Z Jaj Fo(ox 1)|[vo ,,,,, Vi Wiy wn})
1<t
+ Z jaj Fo (0 X 1)|[v0 ..... Vi Wise.n wn])
>t
= Z(_l) <_1)jFO (U X 1)|[vo Vj— 1,0 eve3V5 Wi gy Wi ]
1<
+ ZFO (0 X D)o, 051 500,00 00)
i=0
+ Z(—l)i(—l)jFO (O' X 1)|[v0 ----- Vg, Wiyeery Wi — 15 Wn (24)
>t
= Z<_1)Z<_1)JF © (U X 1)|['U07---7Uj—17',U\j7---7Ui7wi ----- wnp)
1<t

+ Z ' ]JrlF o (U X 1)‘[110 ..... V3 Wiy, Wiy Wn] (25)
j>t
= Z(_l)i<_1)jFo (X D) (00,0001, 101c10]
j<i
+ ZFO (0 X Dfug,.05-1,0500,00n) (2.6)
=0
- ZF o (O- X 1)|[U0 ..... Uj,li)\‘j,wj+1 ..... wn] (27)
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- Z JF o (U X 1)|[v0 ..... Vg, Wiyery Wy gy W] * (28)

7>1

Para pasar de a hemos realizado dos cambios de variable: En el
primero hemos llamado k£ = j — 1, entonces j > ¢ si, y s6lo si, j > i+ 1si, y
solo si, k = 7 — 1 > 1; en el segundo, hemos intercambiado la variable k& por
la variable j.

(2.7) v (2.8) son el resultado de desdoblar (2.5) en los casos i = j y j > 1.
Observemos que en (2.6 y (2.7) se cancelan todos los sumatorios salvo los

casos i = 0y j =mn (Sii > 0 entonces se cancela con el j =i —1). Por lo
tanto, en ¢ = 0 nos queda

Fo(ox 1)|[w0 ,,,,, wa] = F' O (o X 1)|Anx{1} =goo = glo)

Fo (0 X Djg,on = Fo(0x1)|anxioy = foo= fi(o)

pues, para todo s € A" F o (0 x 1)(s,1) = F(o(s),1) = Fi(o(s)) = g(o(s))
3}:, de igual manera, F' o (o x 1)(s,0) = F(o(s),0) = Fo(o(s)) = f(o(s)).
uego

(Do) = gy(0) = folo) = Z(—l)i(—l)jFo (0 X ) (w040 ]

- Z H_l ]F o (0 X ]-)|[vo ..... D yerey Vg Wiy ey W ]

= g:(0) = fy(o) = D(o)

teniendo en cuenta que

D(do) :D(Z(—l)jﬁja) = (=1 D(d0)

=Y D W1 F o (Do x idp) 0

j=0 i=0

= (_1)i<_1)jF © (U X 1)|[v0 ----- Vi, W;

+Z Hl JFO(UXU“W ----- Tj ey Viy Wi yeeey W]+

1>]

La prueba de 7i) es muy sencilla. Hemos visto que f ~ g implica f; = ¢4, y
aplicando el Teorema resulta que f, = g., como se queria demostrar. Bl

En vista de las propiedades funtoriales y del teorema de invarianza ho-
motopica, se obtiene como consecuencia el siguiente resultado, con el cual
cerramos el capitulo:
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Corolario 2.3.7. Sea f: X — Y wuna equivalencia homotdpica. Entonces
fe: Ho(X) — H,(Y) es un isomorfismo de Z-mddulos para todo n > 0.

Demostracion. Si X ~ Y existen aplicaciones continuas f: X - Yyg: Y —
X tales que go f ~idx vy f o g ~ idy. Entonces, aplicando el apartado 1)
del Teorema [2.3.6],

(9o f)s=(idx)s y (fog)= (idy).
y de aqui se sigue que
9x0 fo =idy,(x) Y [f«0gi=1idy,(y)
Luego se tiene un isomorfismo de Z-modulos f,, cuya inversa es g,.

f*

gx



Capitulo 3

Homologia relativa

Con el fin de ser capaces de utilizar grupos de homologia eficazmente,
es necesario poder determinar la estructura de éstos para varios espacios;
hasta el momento sélo podemos hacer esto para unos pocos espacios, por
ejemplo, para los espacios contractiles. En la mayoria de los casos, la defi-
nicién de H,(X) es poco 1til como medio de calculo de su estructura. Para
seguir avanzando, en este capitulo vamos a generalizar nuestra definicion an-
terior de grupos de homologia, definiendo grupos de homologia relativa para
cualquier par (X,Y), que consiste en un espacio topolégico cualquiera X e
Y un subespacio de X. A lo largo de este capitulo se toma como referencia [7].

Sea Y un subespacio de un espacio topoldgico X. Hacemos uso de la
observacion que ya hicimos al comienzo de la demostracion de la Proposi-
cién Como la inclusién i: Y < X es continua, se tiene el homo-
morfismo inyectivo iz: Cp(Y) — Cn(X) definido por (3, cq, vy no0) =
> oes,(v) Motz (0), para todo o € S,(Y). De modo que

(oY) ={ceCu(X): ImcCY}=Cu(Y)

y podemos considerar {(C,,(Y), 9) } >0 como subcomplejo de {(Cy,(X), 0) }n>o0-
El homomorfismo 44 induce el homomorfismo i,: H,(Y) — H,(X). Observe-
mos que si ¢ € C,(Y) tal que dc = 0, escribiremos

[cly ={c+dd: paratodode C,1(Y)} C H,(Y)
como la clase de homologia de ¢ vistaen Y y
[c]lx = {c+ 0d: paratodo d € C,11(X)} C H,(X)

como la clase de homologia de ¢ vista en X. Luego definimos i, por i.([c]y) =
lig(c)] = [¢]x. Asimismo,

[c]ly = 0 si, y sélo si, existe d € Cp1(Y) tal que ¢ = 0d,
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y de igual forma
[c]x = 0 si, y sélo si, existe d € Cy11(X) tal que ¢ = 0d.

Al ser i, un homomorfismo, [c]y = 0 implica que [¢]x = 0.
Ahora bien, como C,(Y') es un subcomplejo de C,(X) y ambos son grupos
abelianos, ;jqué podemos decir del grupo cociente C,,(X)/C,(Y)?

Definicién 3.0.1. Liamamos a

Cn(X)
Cu(Y)

Co(X,Y) = = {e:ceCy(X)}

el grupo de n-cadenas relativas del par (X,Y).

Como en la seccién [I.1.2] denotamos por ¢ a los elementos de C,,(X,Y),
donde ¢ = {¢c+d : paratodod € C,(Y)}, y si c1, co € C,(X), entonces
€1 = Gy si, y sblo si, ¢ — ey € Cp(Y) si, y sélo si, Im(¢; — ¢2) C Y. Luego,
para todo ¢ € C,,(X), ¢ =0si, y s6lo si, Im ¢ C Y.

El operador borde 0,,: C,,(X) — C,,—1(X) satisface que 9,,(C,,(Y)) C C,,—1(Y),

y de aqui se induce un homomorfismo de grupos cocientes
0=0,: Ch(X,Y) = Cr_i(X,Y)

definido por 0¢ := Jc, para todo ¢ € C,(X,Y). Entonces tenemos que
{(C(X,Y),0)}n>0 es un complejo de cadenas relativo del par (X,Y), pues
0 esta bien definida y (0)% = 0. A partir de aqui, podemos definir el grupo
de los m-ciclos relativos, para n > 0, por

Zo(X,Y) = Ker 9, = {c € C,(X,Y) : 0¢ = 0 si, y sélo si, Im(dc) C Y}
y el grupo de los n-bordes relativos, para n > 0, por
B,(X,Y)=Im 0,y ={0d € C,(X,Y) :d € C, 1 (X,Y)}
Al ser (0)% = 0 se sigue que
B.(X.,Y)C Z,(X,Y)
y, por lo tanto, llegamos a la siguiente definicién:

Definicién 3.0.2. Se define como el n-ésimo grupo de la homologia
relativa del par (X,Y) al grupo cociente
Zn(X,Y)

HA(X,Y) = F 5y = {ld e e Z(x. )

En el caso n =0, definimos Zo(X,Y) = Co(X,Y) y Hy(X,Y) = ggg?;;
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Por definicién del grupo cociente,
[c] = 0 si, y sélo si, existe d € Cy1(X,Y) tal que ¢ =0 d = 0d,
lo que equivale a decir que
[¢] = 0 si, y sélo si, existe d € Cy11(X) tal que Im(c — dd) C Y.

Intuitivamente hablando, la homologia relativa es la que proviene de X si
nos “olvidamos”de Y.

Ejemplo 3.0.3. Supongamos

X=D"={z=(21,....2,) €R": 2> =) (:)* < 1}
i=1
Y=0X=S""={2=(21,...,2,) €R": |Jz||* = Z:(:cz)2 =1}
i=1

Sean P, Q € S"! y o: A' — D" tal que o(1,0) = P y 0(0,1) = Q.
Entonces do # 0 en C,,_1(X), pues do = Q — P, y en cambio, 05 = do =0
en Cp—1(X,Y), porque Im(do) C Y.
Por ejemplo, en el caso n = 2 seria:

En lo que respecta a sucesiones exactas, denotando j el epimorfismo de
Cy(X) al grupo cociente C,,(X,Y"), tenemos que

0 — {(Cu(Y), D) }nz0 22 {(Cu(X),0) }uso 2 {(Cu(X,Y),0) bzo — 0

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. En ella definimos la
inclusién i(c) = ¢, para todo ¢ € C,(Y), y la proyeccion j(c) = ¢, tomando
ahora ¢ € C,,(X).

A partir de esta sucesion, se sigue por el Teorema la existencia de un
homomorfismo conector d,: H,(X,Y) — H,_1(Y), para todo n > 1, tal que

2 HL(Y) 5 H(X) 25 Hoy(X,Y) 25 Hy 1 (V) 25 Hy g (X) 55 -

es una sucesién exacta larga, llamada sucesiéon exacta del par (X,Y).
Recordemos por el Teorema la forma de definir 0., (1.3)), y, para este
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caso particular, fijamos 9, ([¢]) = [Oc|, entendiendo dénde estd cada clase de
homologia.
Cn_1<Y) = dc

c€Ch(X)—2—~C,_1(X) 2 dc

ce Ch(X,Y)

Resumidamente, hemos tomado un elemento [¢] de H,(X,Y’). Entonces ¢ €
C(X,Y) tal que 0¢ = dc = 0, es decir, Im(dc) C Y. Como j es sobreyec-
tiva, podemos elegir un elemento ¢ € C,(X) tal que ¢ = j(c). Por tanto,
0 = dc = dc = d(j(c)) = j(dc) = 0, luego dc € Ker j = Im i. Pero como
Jdc € Cp—1(X) y, ademds, Im(0c) C Y, se sigue que dc € C,_1(Y). Asi, se
cumple que i(0c) = dc. Y finalmente llegamos a que [Oc] € H,,—1(Y), pues se
ve facilmente que dc es un ciclo.

A continuacién, veamos una propiedad tomada de [3](p. 73) que usaremos
posteriormente, y unos conceptos ttiles sacados de [1](p. 45-46).

Proposicién 3.0.4. Si X es arcoconexo e Y es un subespacio no vacio de
X, entonces Hy(X,Y) = 0.

Demostracion. Probemos que [¢] = 0, para todo [¢| € Hy(X,Y).

Sea ¢ € Zy(X,Y), luego ¢ € Cy(X) con Im(dc) C Y. Pero esto tltimo es
informacion irrelevante, pues dc = 0.

Escribimos ¢ = )y 1204, con n, € Z 'y 0, € So(X), e identificando o, con
x, pues hay tantos 0-simplices como puntos de X, ¢ =3 _ n,z. Como las
cadenas son sumas finitas, tomamos

m
Cc = E n;x;, para clertos L1yevey Ty e X.
i=1

Sabemos que [¢] = 0 si, y s6lo si, existe d € C1(X) con Im(c—0d) C Y. Al ser
Y # (), escogemos un punto zo de Y, y como X es arcoconexo, existen caminos
que unen el punto zy con los puntos x;. Esto es, para todo ¢ = 1,...,m,
consideramos 7;: A' — X camino tal que ;(1,0) = zo y v;(0,1) = z;. De
manera que

Ovi=x;—x9g = x;,—0v;i=29 €Y
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Si ahora tomamos

d= Zni%’ e C1(X)
i=1
entonces

i=1 i=1 =1 1

y, lamando n :=>""  n,; € Z,

dd=c—nzgy = c—0dd=nxg€Y = ¢=0dd=0d.
Por lo tanto, Im(c — 0d) € Y, y se sigue el final de la prueba. |
Definicién 3.0.5. Sea X un espacio topologico e Y un subespacio de X .

i) Y es un retracto de X si existe una funcion continua r: X — Y,
llamada retraccion, tal que r(y) =y, para todo y € Y. Dicho de otra
forma, roi =1dy, dondei: Y — X es la inclusion del subespacio.

ii) Y es un retracto de deformacion de X si existe una retraccion
r: X =Y tal que i or ~ idx. Fuvidentemente, todo retracto de defor-
macion es un retracto. Es decir, Y es un retracto de deformacion de
X si existe una homotopia F': X X I — X tal que

1. F(z,0) € Y, para todo z € X.
2. F(y,0) =y, para todo y € Y.
3. F(z,1) =z, para todo v € X.
ii1) Y es un retracto fuerte de deformacion de X si existe una homo-
topia F': X x I — X tal que
1. F(z,0) €Y, para todo z € X.
2. F(y,t) =y, para todo y € Y, para todo t € 1.

3. F(x,1) =z, para todo z € X.
Que se cumpla 2 es equivalente a decir que i o r es homotopica a idyx
relativo a'Y (ior ~idy rel Y).
Ejemplo 3.0.6. El caso tipico de retracto fuerte de deformacion es el de la
esfera unidad S™™1 contenida en el espacio R" —{0}. Sea i: S" ' — R"—{0}
la inclusion y r: R" — {0} — S"! la retraccién dada por r(z) = z/|z||.
Entonces la homotopia definida por

Fz,t) = (1 —t)Hi—”thx

cumple 1,2 y 3 de ii1). En efecto, F(y,t) =y siy € S !, pues |y| = 1.



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo calcularemos explicitamente los grupos de homologia de
las esferas, pero para ello necesitamos ver antes dos resultados importantes
sobre el calculo de las homologias.

4.1. Teorema de subdivision baricéntrica

Sea X un espacio topoldgico y U un cubrimiento, no necesariamente por
abiertos, de X (Véase [4]). En esta situacion, denotamos U = {U : VU € U }

U={U}jes » U={Uj}jes
Definimos
SY(X):={o € S,(X):Im o C U, para algiin U € U} C S,(X)

y sea CY(X) el grupo abeliano libre generado por S¥(X) que consiste en las
cadenas c = ) . n;0;, con n; € Z, tales que cada o; tiene su imagen contenida
en algiin conjunto del cubrimiento U. Es decir, para todo 7, existe U; € U tal
que Im o; C U;. Recordemos que

Ime=||Im o,
m c U m o
g cU;
El operador borde 9: C,,(X) — C,_1(X) lleva CY(X) a C% (X). O sea,

para todo ¢ € C%(X) se tiene que dc € C%_,(X). Basta verlo para los gene-
radores:

LU representa, el interior de U.
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Si o € SY(X), entonces do = Y (—1)'d"0, y como Im(dc) C Imo C U
se ve claramente que Im(do) C U. Por tanto, C%(X) es un subcomplejo de
cadenas de C,,(X).

De esta forma, la inclusién i: C¥(X) — C,(X) es una aplicacién de
cadenas, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

CUX) —2= Y, (X)

Co(X) —2 Cpi(X)
Es por eso que se induce una sucesién de homomorfismos de grupos cociente
iy HY(X) = H,(X) (4.1)

donde HY(X) son los grupos de homologia del subcomplejo C¥(X). Para
todo [c] € HY(X), se define 4, por i.([c]) = [c]x, visto en H,(X).
Diferenciemos HY(X) de H,(X), pues en un principio no son iguales:
» HY(X) = Z4(X)/BY(X) = {[c] : ¢ € Z¥(X) & Oc = 0}, siendo
c € CY(X), es decir, cadenas formadas sélo por simplex U-pequefios
(su imagen esté contenida en algin elemento de U).
Si [c1] v [co] son dos elementos de HY(X), entonces
[c1] = [co] & existe d € CY, (X)) tal que ¢; — ¢y = 9d.
» Como ya sabemos, H,(X) = Z,(X)/B.(X) = {[dJx = [¢] : ¢ €
Zn(X) & 0c = 0}, donde ¢ es una cadena cualquiera contenida en
X.
Si [e1]x ¥ [co]x son dos elementos de H,(X), en este caso

[c1]x = [e2]x & existe d € C11(X) tal que ¢; — ¢y = Od.

A continuacién enunciamos el siguiente resultado, conocido como el teorema
de subdivisiéon baricéntrica, cuya demostracion excede el nivel de esta me-
moria. La demostracion en si no es excesivamente complicada y utiliza ideas
de las que ya hemos visto en la construccién del operador prisma, pero es
muy técnica y bastante larga. Por ello, hemos preferido enunciar el resul-
tado y centrarnos mas en las aplicaciones del mismo, que son en si mucho
mas interesantes y nos permitiran concluir esta memoria con el calculo de la
homologia de las esferas.

Teorema 4.1.1. (Teorema de subdivision baricéntrica).

Sea X un espacio topologico y U un cubrimiento de X. Si U también es un
cubrimiento de X , entonces el homomorfismo i,: HY(X) — H,(X), inducido
por la inclusién i: CY¥(X) — C,(X), es un isomorfismo para todo n > 0.
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Observacién. Sic e C,(X), no es verdad que necesariamente ¢ € C%(X),
pero si es cierto que existe un ¢ € CY(X) tal que [¢] = [¢], es decir, c—¢ = ad.

4.2. Sucesion exacta de Mayer-Vietoris

Como aplicacién del Teorema de subdivisién baricéntrica vamos a ver la
sucesion de Mayer-Vietoris, que sera muy tutil para el cédlculo de grupos de
homologia. En esta seccién y en la siguiente hemos consultado [5].

Consideremos el caso no trivial méas sencillo: Sea X un espacio topologico

y U = {U,V} un cubrimiento de X cuyos interiores {U,V'} también cubren
el espacio X.
X=UUV, conUCX y VCX

Definimos
Sp(U)={c€ S (X):Imo CU}
Sp(V)={o€ Sp(X):Imo CV}

luego C,,(U) y C,,(V) son dos subcomplejos de cadenas de C,(X). Por otra
parte, como U NV C X también, tenemos que

S, (UNV)={o€S,(X): ImoCcUNV}=5,(U)NS,(V)

y, por tanto, C,,(UNV) = C,,(U)NC,, (V). Adem4s, por definicién de C¥(X),

se ve claramente que
CY(X) = Cp(U) + Cp(V) (4.2)

El operador borde 9: C,,(X) — C,_1(X) lleva C%(X) a C% ,(X), por esa
razén, {(C%(X),d)},>0 es un complejo de cadenas.

Recordemos que en el Ejemplo [1.3.10] explicdbamos la sucesion de Mayer-
Vietoris abstracta para un complejo C y dos subcomplejos C',C” de C tales
que C = C'+ (" y de ahi se obtenia la sucesion exacta corta

0—cne’ - cec’ Lc—0
c —  (¢0)
(c,d) +——c—=(

En este caso particular, partimos del complejo CY¥(X), cuyos subcomplejos
son C,(U) y Cp(V), se cumple (4.2) y C,(U) N C,(V) = C,(UNV). Hay
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cuatro inclusiones:

U
unv Uuv
Vv
las cuales inducen los homomorfismos

Cn(U)

y (J1)4

C.(UNV) CY(X)

k (J2)s

Cn(V)

y se tiene la sucesién exacta corta
0— CLUNV) - Cu(U) & Cu(V) -5 CYU(X) — 0 (4.3)

donde se define p(c) = ((i1)s ® (i2)y)(c) = ((4
todo c € C,(UNV), y ¥(c1,c2) = (J1)i(cr) —
(01,62) € Cn(U) &) Cn( )

Teorema 4.2.1. (Mayer-Vietoris).
En esta situacion, eziste para todo n un homomorfismo conector A: H,(X) —
H, 1(UNYV) tal que la siguiente sucesion es exacta larga

s H (UNV) 2 Hy(U) © Hy (V) "2 H,y(X)
By Hy f(UNV) = oo = Ho(X) — 0 (4.4)

La sucesién (4.4)) se llama sucesién exacta de Mayer-Vietoris de la
terna (X, U, V). Sabemos i, por (4.1]), y las aplicaciones ¢, y 1, son obvias:

pulel = ((00):®(2))le] = (()s[e], (2)u[e]) y P([ea], [ea]) = (G1)«len] = (G2)«[ea]-

Demostracién. Tenemos la sucesién (4.3). Por el Teorema [1.3.7] existe un
homomorfismo 9,: HY — H, (U NV) tal que

S H (UNV) S Hy(U) @ Hoy (V) 2 HUX) 25 Hy ((UNV) — -
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es una sucesion exacta larga. Aplicando ahora el Teorema de subdivision
baricéntrica, se tiene el isomorfismo

Es decir,

. —1
s Hy(UNV) 25 Hy(U) @ H (V) 2% Hy(X) ™2 H, ((UNV) = -

es exacta, y denotamos 9, oi;! = A. |

4.3. Homologia de las esferas

Como aplicaciéon importante al Teorema de Mayer-Vietoris, calcularemos
la homologia de las esferas. Recordemos que S"™! = {z € R™ : ||z| = 1}.

4.3.1. Homologia de S°

S? es unién disjunta de componentes arcoconexas.

SO ={-1,1} ={-1} U {1}
Entonces, utilizando la Proposicién [2.1.11] se obtiene

H,(S°) = H,,({-1}) ® H,,({1}) = { ?@ - : E ; (1)?

puesto que conocemos la homologia de los espacios unipuntuales.

4.3.2. Homologia de S'
En primer lugar, sabemos que Hy(S') 2 Z porque S! es arcoconexo.

N =(0,1)

S =(0,~1)
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Para el resto de casos, usamos la sucesiéon Mayer-Vietoris de la siguiente
forma: Tomamos U = S' — {N} y V = S' — {S} dos conjuntos abiertos tales
que S' = U U V. Se tienen los siguientes homeomorfismos, via la proyeccién
estereografica:
U~R
VR
UNV =S"—{N,S} ~R— {1 punto}

Por una parte, al ser R contractil, se tiene

7 sim =0,

Hy(U) = Hp(V) = Hp(R) = { 0  sim>1.

Por otra parte, R — {1 punto} ~ S°. En general R" — {1 punto} ~ S"!.
Veamoslo:

S™~! es un retracto fuerte de deformacién de R™ — {1 punto} (en el Ejemplo
se vefa para R" —{0}), luego existe una retraccién r: R" — {1 punto} —
S"~!, dada por r(z) = /|2, tal que r 0§ = idgn-1 € i 07 = idg._{; puntoy:
siendo i la inclusién de S"™' a R" — {1 punto}. Definfamos la homotopfa F
como F(z,t) = (1 — t)ﬁ + tz. Entonces podemos deducir que los espacios

R"” — {1 punto} y S"~! son homotépicamente equivalentes, para todo n > 1,
y como la homologia es un invariante homotopico, se sigue que

H,(R™ — {1 punto}) & H,(S"™)
Luego

&L sim =0,

H,(UNV) = H,(R - {1 punto}) = Hm<SO) = { 0 sim > 1.

Tenemos la sucesion exacta larga
s H(UNV) 25 Ho(U) & Ho(V) 25 Hy(SY) 25 Hy o(UNYV)
S Hog s (U) @ Hyoy (V) 25 Hypp 1 (S = -+ (4.5)
Para el caso m > 2, sustituyendo arriba se obtiene la sucesion

0= 0 —> Hp(SH 250 —0— - -

Esto es, A es un isomorfismo, por lo que H,,(S*) = 0.
Para el caso m = 1, sustituyendo en (4.5) se tiene

00— H(SH S ZeZ e 5T 250 —0 (4.6)



Capitulo 4. Aplicaciones 63

Probemos que H;(S') = Z.

Oy - Ho(Uﬂ V) — H()(U) EBHQ(V)

[Jonv — ([c]v, [c]v)
Pyt HO(U) @HO(V) — HO(SI)
([ea]vs [ea]v) — [als = [e)s

De (4.6]) resulta que A es inyectivo, entonces afirmamos
Hi(SY) =~ Im A= Ker p, 27

Si vemos que Ker ¢, = Z, ya habremos terminado.

UNV divide a la circunferencia en dos componentes arcoconexas, cada una de
las cuales es contractil. Por ello, elegimos un generador en cada componente
conexa, que seran puntos, por ejemplo, P = (1,0) y @ = (—1,0) y definimos

Ho(UNV) = {p[Plurv + q¢(Qlunv : p,q € Z}

Observemos que

[Pluav # [Qlunv

desde el punto de vista homotdpico, pues no hay un camino en U NV que
los una, y que

[Ply = [Qlv & existe 0: A' = U tal que Q — P = do
Luego [Ply = [Qlv = [S]u v [Plv = [@lv = [N]v. Visto esto,
@+ (p[Plunv+a[Qlunv) = (p[Plu+4d[Qlu, p[Plv +d[Qlv) = (p+¢)([S]u, [N]v)
Entonces el niicleo de ¢, es
Ker . = {p[Plorv+4[Qlurv : p+q =0} = {p[Plurv—p[Qlurv 1 p € Z} = Z

En resumen,

Z sim =0,
H,(SH=< Z sim =1, (4.7)
0 sim > 2.

4.3.3. Homologia de S", n > 2

Para m = 0, la Proposicién [2.1.12| nos dice que Hy(S") = Z, ya que S"
es arcoconexo para todo n > 1 (En particular, para n > 2). De nuevo, para
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ver los demads casos, usamos Mayer-Vietoris. N y S denotan los polos norte
y sur, entonces tomamos

U=S"—-{N}~R"

V=§"-{S}=R"
UNnV =8"—{N,S} ~R" — {1 punto} > S"!
Z sim =0,
0 sim > 1.
S~ ! es un retracto fuerte de deformacién de R™ — {1 punto}, entonces sa-
bemos que S"! es homotépicamente equivalente a R™ — {1 punto} y asf,

H,(UNV) = H,(R"— {1 punto}) = H,,(S"!), para todo m.
La sucesién exacta larga queda de la siguiente forma:

R™ es contréctil, luego H,,,(U) = H,,,(V) = H,,,(R™) =

s Ho(UNV) 5 Hy(U) @ Hy(V) 25 Ho(SY) -2 Hy (UNV)
2 Hyy 1 (U) ® Hyy 1 (V) 25 Hpp 1(S) — -
En el caso m > 2 esta sucesién se reduce a
0 — Hp(S") = Hyplt (S"Y) — 0

de donde se deduce que A es un isomorfismo.
Propiedad 1. H,,(S") = H,,_1(S"!), para todo m > 2y n > 2.
De esta propiedad se obtienen dos consecuencias:

Consecuencia 1. Si m = n, entonces H,(S") = Z, para todo n > 1.

Demostracion. Se demuestra por induccién en n.

Para n = 1 se cumple por . Supongamos cierto para n — 1 y veamos qué
ocurre con n > 2. Por la propiedad tenemos que H,(S") = H, (S™™'), y
aplicando la hipétesis de induccién, H, _;(S" 1) = Z. [ |

Consecuencia 2. H,,(S") =0 si m > n, para todo n > 2.

Demostracion. De nuevo, usamos induccién en n.

Paran = 2, H,,(S*) & H,, 1(S') = 0, porque m > 2, entonces m—1 > 1y por
(4.7) se tiene la igualdad a cero. Paran = 3, H,,(S*) = H,,_1(S?) = 0, pues si
m > 3 entonces m — 1 > 2 y estariamos en el caso n = 2. Supongamos cierto
para n — 1. Como m > n implicam —1 >n—1, H,(S") = H,,_1(S" 1) =0
por la hipétesis de induccion. |
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Observemos que, para n = 2, H;(S?) no lo podemos calcular atin, para
n =3, Hy(S?*) = H,(S?) y volvemos a tener el mismo problema. Igualmente,
tampoco sabemos H;(S?). De modo que vamos reduciendo los grupos de
homologia hasta llegar al grupo de homologia de la esfera de dimension uno,
cuyo calculo desconocemos aun para n > 2. Es por eso que para poder
concluir el calculo de la homologia de las esferas hace falta ver la siguiente
propiedad:

Propiedad 2. H,(S™) =0, para todo n > 2.

Demostracion. La sucesion exacta larga seria:

s H(UNV) S H(U) @ Hy(V) 25 Hy(S") 2 Hy(UNV)
£ Ho(U) @ Ho(V) 25 Ho(S") — -
Como n > 2, se tiene que n — 1 > 1y Hy(UNV) = Hy(S" ') = Z por ser

S»~! arcoconexo. Luego visto esto y con los datos obtenidos anteriormente,
esta sucesion equivale a

0— H(S") 722 7e7 257

Como es una sucesiéon exacta, A es un homomorfismo inyectivo. Afirmamos
que
Hi(S")= Im A= Ker p, =0

siendo p.: Hy(U NV) — Ho(U) & Ho(V). Una vez demostrado que Ker
s = 0, se acaba la prueba.

Debido a que U NV sélo tiene una componente conexa, elegimos un punto
P € UNV, obviamente distinto de N y S, tal que [P]yny sea un generador
de Hy(UNYV). Es decir,

Ho(U N V) = {p[P]UmV p e Z}
y definimos ¢, por

©«(p[Plunv) = (p[Plv.p[Plv) = p([Plu, [Plv)

Entonces, como [Py y [P]y son generadores de Hy(U) y Hy(V'), respectiva-
mente, distintos de cero

Ker ¢, = {p[Plunv : p=0} = 0.
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Consecuencia 3. H,,(S") = 0 si m < n, para todo n > 2 (m # 0).

En definitiva, recopilando los datos:

Teorema 4.3.1. (Homologia de las esferas).
Para n > 1, S™ tiene los siguientes grupos de homologia singular:

7 sim =0,

o~ ) 0 si0<m<n,
Hn(S7) = Z sim =n,
0 sim > n.

Corolario 4.3.2. Se verifica:
i) S" = S™ & n=m.
ii) S" ~S™ < n=m.
iii) R" =~ R™ < n=m.

Demostracion. Los apartados i) y i) son consecuencia directa de la invarian-
za topoldgica y homotdpica de la homologia. Para el apartado #ii), sabiendo
que R™ — {1 punto} es homotépico a S !:

R" ~ R™ = R" — {1 punto} ~ R™ — {1 punto}
eSS tlaS"laen—1l=m—-1len=m

4.4. El teorema del punto fijo de Brouwer

Tomamos como referencia [2] y [4]. Del célculo de la homologia de las
esferas se sigue la siguiente propiedad:

Proposicién 4.4.1. No existe ninguna retraccion del disco D™ en su frontera
oD" = S, para todo n > 2.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe
un retracto r: D® — S*71. Sea i: S*! < D" la inclusién. Por ser r retracto,
r o1 =idgn—1, y por las propiedades funtoriales, se induce

7 00y = (roi), = (idgn-1)s = idpy, -1y, para todo m.
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Entonces se tiene la siguiente cadena de homologia
rooiy: Hy(S'Y) =5 H, (DY) 25 H,,(S™)
Particularmente, en el caso m =n — 1,
Py oy Hy 1 (S"Y) 55 Hy_(D") 5 H,_1(S™)

y paran > 2 (n— 1 > 1), sabemos que H,_1(ID") = 0 por ser D™ contractil
y, por la Proposicién [4.3.1] se obtiene que H, 1(S"™!) = Z. Por lo tanto,
tenemos el diagrama

Z—50-"51Z
que cumple que r, o2, = idy lo cual es absurdo pues un generador de Z

tiene por imagen de i, el cero; y al ser r, un homomorfismo r,(0) = 0 en
contradiccién con que 7, 0 7, = idy. [ |

La Proposicién [4.4.1] es cierta también para n = 1, pero en este caso la
demostracién es mucho mas sencilla. En efecto, si n = 1 se tiene D' = [—1, 1]
y OD' = {—1,1} es un conjunto discreto formado por dos puntos, y en par-
ticular no es conexo. Por lo tanto, las tinicas aplicaciones continuas de D! en
OD! son las dos aplicaciones constantes c_; y ¢1, y no existe ninguna retrac-
cién de D! en su frontera.

Ahora deducimos un teorema de gran importancia para la matematica en
general, probado por Brouwer en 1910, y con él cerramos el capitulo.

Teorema 4.4.2. (Teorema del punto fijo de Brouwer).
Toda aplicacion continua f: D™ — D™ tiene algiun punto fijo, para todon > 1.

Demostracion. Recordemos que D" = {x € R" : ||z|| < 1}.
» Cason = 1.

Sea f: [—1,1] — [—1, 1] continua. Considero ahora la funcién g(z) = f(z)—x
tal que
=) =f=)+120
g(1) =f(1)-1<0
pues —1 < f(x) < 1. Por el Teorema de Bolzandf} existe un punto ¢ € [—1,1]
tal que g(c) = f(c) — ¢ =0, es decir, f(c) =c.

2Teorema de Bolzano: Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] que
toma valores de signo contrario en los extremos, entonces existe al menos un ¢ € (a,b) tal

que f(c) =0.
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s Cason > 2.

Supongamos que f: D" — D" es continua y no tiene puntos fijos, o sea,
x # f(x), para todo x € D™. Consideramos la semirrecta f(z)+t(z — f(z)),
para t > 0, que va de f(z) a x, de esta forma, proyectamos sobre la esfera
S*~1 = D" y a ese punto le llamamos r(z). Claramente, si z € D" original,
r(x) = z. La Figura [4.1] ilustra el caso n = 2.

r(z

Figura 4.1: El Teorema de Brower

Definimos entonces r(z) := (f(z) + t(z — f(z))) N OD". Esto es,

IF(@)+ e = F@)P =1
& £ @)I? + 26 (), o — f(@)) + e — Fla)) =1
& o= F@IPE + 245 (@), o = f@))t + | £@) 1 =0

TV TV TV
a b c

Tenemos at? + bt + ¢ = 0, con a = ||z — f(z)]|* > 0. Estudiemos el signo del
discriminante A:

A =0 —dac = 4{f(z),z — f(2))* — 4|z — f()]|*(If(@)]]* - 1)
= 4(f(x), 2 — f(x))* + 4|z —£($)|l2(1 - ||£(I)||21

(. N\

v~

>0 >0 >0

Este dltimo caso es mayor o igual a cero pues || f(z)||* < 1. Por tanto, A > 0.
Ademas, no puede ser A = 0, porque si esto ocurriera entonces:

D) (f(x), = f(2)) = 0= (f(z), ) = | /()|

2) 1-f @I =0 [ f(@)* =1

De sustituir 2) en 1) resulta (z, f(x)) = 1. Pero usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, (x, f(z))? < ||=[]*||f(z)||* < 1. Luego se tiene la igualdad
en Cauchy-Schwarz, lo cual implica que = = pf(z) con ||z]|> = 1 = p?,
y de aqui se sigue que u = +1. Pero al ser © # f(z), se toma pu = —1,
entonces x = — f(x) y llegamos asi a una contradiccién, pues no se cumple
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que 1 = (z, f(z)) = —[lz[* < 0.
En resumen, A > 0, y las raices de at? 4 bt + ¢ = 0 son:

b+ VA

t
2a

Hay dos raices, que son

—(f(@),z— f(2)) = V{f (@), — f(2))* + [lz — f@)IP(L — [I£(=)]])
[l = f ()2

t_(x) =

—(f(2), 2 — f(@) + V{f(@), 2 — f(@))* + [lz — f(@)[PQ = [/ (@)]?)
[ = f ()|

ti(z) =
(4.8)

pero t_(z) < 0y ty(z) > 0. Entonces

r(z) = f(x) + ¢ (2)(z — f(2))

con t, (z) dada por (4.8). De modo que r(x) es continua.
Ademas, r es una retraccion del disco en la esfera

r:D* — §*1

va que r(r) = x, para todo x € S""!, y acabamos de ver que r es continua.
Pero llegamos a una contradiccién, porque la Proposicién nos dice que
esto no es posible, y como consecuencia, hemos probado que f tiene algin
punto fijo. |
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