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Introduccion

En términos generales cualquier ser vivo 0 maquina tiende a deteriorarse con el transcurso
del tiempo con la consecuente disminucion de sus caracteristicas y prestaciones hasta que,
finalmente, se produce un fallo ya sea a largo plazo o de forma mas inmediata. Si
entendemos por sistema un objeto de caracter complejo que estd compuesto por un
determinado numero de componentes, como puede ser el cuerpo humano o una cadena
de montaje, el analisis de la fiabilidad de sistemas se basa en determinar
probabilisticamente el tiempo en el que un sistema o sus componentes funcionan antes de

producirse el fallo.

Esta &rea de investigacion ha crecido de manera notoria durante las ultimas décadas y su
utilidad e interés alcanza multiples campos como reflejan sus aplicaciones en ingenieria,
medicina, fisica, etc. Por ejemplo, el analisis de fiabilidad se presenta como una
herramienta muy Util para establecer comparaciones entre sistemas, ya que lograr
discernir que disefio es mejor respecto a otro y optimizar los tiempos de vida de sus

componentes resulta actualmente muy importante en la industria.

Por tanto, motivado por la gran importancia de este campo de las matematicas, este
trabajo presenta en primer lugar los conceptos fundamentales de la teoria de fiabilidad de
sistemas, enunciandose los teoremas y proposiciones principales. Concretamente, se
estudian tanto los tipos de estructuras como los tipos de representaciones posibles de los

sistemas coherentes.

Posteriormente, se presenta una nueva medida de dispersion de una variable aleatoria
como alternativa a la conocida entropia de Shannon. Esta nueva medida de dispersion
denominada entropia residual acumulada esta basada en el uso de la funcion de
supervivencia F en vez del empleo de la funcién de densidad f utilizada en la entropia de

Shannon.

Las propiedades de esta nueva entropia son aplicadas a sistemas coherentes cuyas
componentes se encuentren idénticamente distribuidas, logrando encontrar los limites de
la entropia residual acumulada cuando se trabaja con la vida uatil de sistemas y
describiéndose un criterio de comparacion de sistemas alternativo a los comdnmente
empleados. Como complemento a la revisién bibliografica de los resultados tedricos, a lo

largo de los capitulos se presentan una serie de ejemplos, los cuales son de elaboracion




propia, basados en el uso de las herramientas y teoremas descritos para facilitar la

comprension de los contenidos desarrollados.

A continuacion se exponen los objetivos, extension y estructura detallada que seguira la

memoria de este Trabajo de Fin de Méaster (TFM).
Objetivos generales

Estudiar las propiedades de la entropia acumulada residual y su aplicacion en el estudio

de sistemas coherentes.

Objetivos especificos

e Desarrollar una base tedrica en relacion al concepto de sistema y el andlisis de
su fiabilidad.

e Estudiar el concepto de entropia residual acumulada, definido por Rao et al.
[18] y sus principales propiedades.

e Aplicar el concepto de entropia residual acumulada a sistemas coherentes de
acuerdo a las ideas propuestas por Toomaj, Sunoj y Navarro [17] y comprobar
los resultados obtenidos por los autores.

e Aplicar los resultados a ejemplos préacticos relacionados con el anélisis de

fiabilidad de sistemas.

Estructura del trabajo
El trabajo se divide en 4 capitulos:

e EIl Capitulo 1 esta dedicado a conceptos previos. Concretamente, se introducen
conceptos como el de funcidn de distribucion de una variable aleatoria continua y
el concepto de copula, los cuales son empleados a lo largo del desarrollo de la
memoria. Las cOpulas se usaran para modelizar la independencia de los
componentes de un sistema.

e En el Capitulo 2 se desarrolla una base tedrica sobre el concepto de sistema. Los
sistemas coherentes son unos de los pilares fundamentales en el desarrollo de este
TFM, por lo que es necesario en este capitulo enunciar sus propiedades y teoremas
principales. Se destacan las representaciones de la fiabilidad de un sistema usando

signaturas o distorsiones.
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e En el Capitulo 3, tomando como referencia el trabajo de Rao et al. [18], se
introduce el concepto de entropia residual acumulada como una medida de
dispersion alternativa a la conocida entropia de Shannon. Se estudian sus
propiedades principales.

e El Capitulo 4 desarrolla el cémo aplicar el concepto de entropia residual
acumulada a sistemas coherentes siguiendo la propuesta realizada por Toomaj,

Sunoj y Navarro [17].

En el Apéndice se proporciona el codigo de la herramienta de graficacion y de calculo
empleada en la construccion de las figuras y realizacion de algunos de los ejemplos del

TFM. Concretamente, se ha trabajo con el programa R-Studio.
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Capitulo 1: Conceptos previos

Como se ha mencionado en la introduccion en este primer capitulo se enuncian las
definiciones y herramientas matematicas necesarias para el seguimiento de los capitulos

posteriores.
1.1. Variable aleatoria

Una variable aleatoria (v.a.) es la variable la cual es imposible de predecir su valor de
forma exacta. Por tanto, el calculo de su valor se estima en términos probabilisticos tal y
como se indica en [6]. Una v.a. puede ser del tipo discreta o continua. En el estudio de
fiabilidad de sistemas en la gran mayoria de casos se trabaja con v.a. continuas por lo que
esta seccion se centra en dicho tipo de variables.

Para definir el concepto de v.a. es necesario previamente introducir los conceptos de

espacio muestral y probabilidad.

Definicion 1.1.1. Sea (2 un conjunto no vacio, .S una familia de subconjuntos de 22 y Pr

una funcién definida sobre la familia de S y que asigna a cada suceso un namero real
Pr:S-R
siendo:

e (el espacio muestral.
e S los sucesos.

e Pr lafuncion de probabilidad.

Un espacio de probabilidad estara definido por la terna (2 S Pr) que cumpla las

siguientes propiedades:

1. Q € S.

2. AeES =>A€S.

3 A,A, .. € S=>UZ A, ES.

SiA € S = 0<Pr(4).

Pr(Q) = 1.

SiA, € Sparan=1,2,...siendo4; N A; = @Qparai # j =
Pr (Upzi An) = Xn=1Pr(4,).

o v s
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Una vez definido el espacio muestral y el concepto de probabilidad es posible introducir

formalmente el concepto de v.a..

Definicion 1.1.2. Dado un espacio de probabilidad definido por la terna (Q, S, Pr), se

denomina v.a. sobre dicho espacio a la aplicacion
X:Q -R
la cual cumple la condicién
X 1(—o,x] € S, Vx € R.

Una v.a. continua tendra asociada sus correspondientes funciones de distribucion,

supervivencia y densidad que se introducen formalmente a continuacion.

Definicion 1.1.3. Dado el espacio de probabilidad (Q, S, Pr) y sea X unav.a., su funcion

de distribucion es
F: R - [0,1]
x - F(x) =Pr(X <x).
Cumple las siguientes propiedades:

1. F es no decreciente.
2. F es continua por la derecha.
3. F(—o0) = 0y F(x) = 1.

Definicion 1.1.4. Dado el espacio de probabilidad (€2, S, Pr) y sea X una v.a., su funcion

de supervivencia es
F: R - [0,1]
F(x) =Pr(X>x)=1-F(x).
Cumple las siguientes propiedades:

1. F(x) es decreciente.
2. F(x) es continua por la derecha.
3. F(-0)=1y F ()=0.

14
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Definicion 1.1.5. Dada una v.a. X ésta serd una v.a. absolutamente continua si existe una

funcién no negativa
f:R->R

denominada funcion de densidad tal que
X
F(x)=Pr(X<x) = f fwdu, vx € R,

siendo F(x) la funcion de distribucion.
La funcion de densidad debe verificar las siguientes condiciones:

1 f(x) = 0,vx € R
2. ffooof(x)dx = 1.

Si en vez de trabajar con una v.a. se trabaja con un conjunto de variables aleatorias se
debe emplear el concepto de vector aleatorio. Este vector aleatorio estard compuesto por

un determinado niimero n de variables aleatorias.

Definicion 1.1.6. Se denominard vector aleatorio continuo de dimension n, (Xy, ..., X)

definido sobre el espacio de probabilidad (€, S, P) a la aplicacion
(X1, ., Xp): 2— R®
la cual cumple la condicion
X7 1(—oo,x] €S,  Vx;ER,Vi€({l,..,nkL

Al igual que cuando se trabaja con una sola v.a., a este vector aleatorio n-dimensional se

le asocia sus correspondientes funciones de distribucién y de densidad.
Definicion 1.1.7. La funcidn de distribucion conjunta n-dimensional sera la funcion
F: R - [0,1]
(X4, eerXp) = F(x1, i, %) = Pr(X; < x4, .., X5 < X5).
Como se indica en [21] cumple las siguientes propiedades:

1. APF(xq,..,x,) =0,Ya,bER" /a < b.
2. F es continua por la derecha en cada variable.
3. F(o,..,00) = 1.

15
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4. F(xq,..,x,) = 0,siexiste algin x; = —oo.

Definicion 1.1.8. Un vector aleatorio (X4, ..., X,,) es de tipo continuo si existe una funcion
no negativa
f:R" > R"

denominada funcion de densidad conjunta la cual verifica

F(x1, e, %) =P(Xy < xq, 00, Xpp < X)) = ff; f:of(ul, vy Up)dUy ..o duy,

vx; e Rconi=1,2...,n,
siendo F (x4, ..., x,) la denominada funcién de distribucion conjunta.

A partir de las funciones de densidad y distribucion conjuntas se pueden obtener las

correspondientes funciones de densidad y de distribuciones marginales.

Definicion 1.1.9. Sea (X4, ..., X;;) un vector aleatorio continuo de dimension n definido
sobre el espacio de probabilidad (£, S, Pr), cualquier subvector (Xil, ...,Xl-k), B <<
i =1,..,n, es de tipo continuo y su funcién de distribucion conjunta, denominada

funcién de distribucion marginal, viene dada por

Xi Xi
Fl-l__.ik(xl-l, '"’xik):f—; f_;‘fil_mik(xil, ""xik)' VXil ...,xik € R.

Donde f;, . ;, (xil, s xik) es la denominada funcion de densidad marginal que viene

dada por

firoinXigy o X )=

[ee] [ee]
S J o F (s s Xy ey X o, X ) AXy e A g AX iy oo dXg_ A, o X,
‘V’Xi1 ""xik € R.

Las variables aleatorias pueden ser independientes, intercambiables e independiente e
idénticamente distribuidas. Asumir estas propiedades en determinados casos es de gran

importancia cuando se estudia fiabilidad de sistemas.

Definicion 1.1.10. Dado un vector aleatorio (X3, ..., X,;) n-dimensional el cual para cada
variable aleatoria X; con i =1,...,n tiene asociada su correspondiente funcién de
distribucion marginal F;, estas variables aleatorias seran denominadas independientes e

idénticamente distribuidas (i.i.d.) si se da la condicion de que

16
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F(xq, .., x,) = F(x1) ... F(x;,), VX1, eeey Xy

Las variables aleatorias serdn denominadas independientes (i.d.) si se cumple la condicion

de que
F(xq, ., %) = F1(x1) ... B, (%), VX1, eeny Xy

Por Gltimo, las variables seran intercambiables si se da la condicion de que sus funciones
de distribucidn son intercambiables, es decir, presentan simetria respecto a permutaciones

o de la forma

F(xq,...,x,) = F(xa(l) yee fxa(n))' va.

A continuacién se introducen los conceptos de esperanza de una variable aleatoria y de
medida de dispersién. En primer lugar la esperanza de una v.a. representa el valor medio

del fendmeno que representa dicha variable.

Definicion 1.1.11. Dada una variable aleatoria X continua, su esperanza matematica £(X)

viene dada por

EX) =" xf(x)dx

que debe cumplir la condicion de que

foo |x|f(x)dx < co.

Por otro lado las medidas de dispersion son el conjunto de formulas que permiten medir
el grado variabilidad de una v.a.. La medida de dispersion empleada en capitulos

posteriores es la desviacion tipica definida a continuacion.

Definicion 1.1.12. Dada una v.a. X'se define la desviacion tipica como

o= JE[(X —E(X)) 120
la cual cumple las siguientes propiedades:

1. o(a)=0,a€ R.
2. c(a+X)=0(X),a€ R.
3. g(aX) =|alo(X),a € R.

17
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Para concluir esta seccion entorno al concepto de v.a. es importante introducir la
comparacion de variables aleatorias, ya que éste es uno de los objetivos relevantes en
fiabilidad de sistemas. Estas comparaciones se realizan comparando medidas asociadas a
las variables, por ejemplo la comparacion de desviaciones tipicas de las variables
aleatorias. En esta seccion se definen los criterios de orden estocastico usual y el orden

dispersivo que seran empleados en capitulos posteriores.

Definicion 1.1.13. Sean dos variables X e Y, X sera menor que Y en el orden estocastico,
denotado por X <, Y, siF(x) = G(x) Vx € R.

El orden estocastico cumple las siguientes propiedades:

1. X <, X (el orden estocastico es reflexivo).

2. SiX<,YeY <, Z, entonces X <, Z (el orden estocéstico es transitivo).

3. X<,;Y e X>,Y no se verifican salvo que F = G (el orden estocastico es
antisimétrico). Sin embargo X e Y pueden tener valores distintos.

4. Si X <; Y se cumple la condicion de E(g(X)) < E(g(Y)) para toda funcion g

creciente. El reciproco de esta propiedad también es cierto.

Definicion 1.1.14. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia F
G respectivamente, se cumplira que X es menor que Y en el orden dispersivo (X <, Y) si

se cumple que
F'w-F'wv)<6¢'w)-61*w), VYuyv/0<u<v<l.

Esta condicion es equivalente, si X e Y son variables aleatorias absolutamente continuas

con funciones de densidad f y g respectivamente, a la expresion
g(G W) < f(F (), vv/0<v<l.

1.2.  Modelos paramétricos univariantes

En esta segunda seccidn del capitulo se definen algunos de los modelos de distribuciones
mas empleados en el estudio de variables aleatorias tal y como indican Rausand y

Hoyland [13] y que son muy empleados cuando se estudian sistemas.
1.2.1. Distribucion normal

Dada una v.a. X, ésta sigue una distribucion Normal con pardmetros valor esperado o

media W y desviacion tipica o si su funcion de densidad viene dada por

18
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1 _l(x;)Z
X) = e 2o vx € R.
f( ) O_m J
Funcion de densidad normal
<+
o
3 —
X o
g _
< —
o T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3

Figura 1: Funcién de densidad de la distrucion normal con y=0y o=1. Fuente:

Elaboracion propia.
1.2.2. Distribucién exponencial

Dada una variable aleatoria X, ésta seguird una distribucion exponencial con parametro &

> 0si su funcidn de densidad viene dada por
f(x) = 6e 9% | vx > 0.
= 0 en el resto.

Un resultado importante de este modelo es el valor de su esperanza

1
,u=E(X)=5

Funcion de densidad exponencial

08
I

04

0.0
I

Figura 2: Representacién grafica de la densidad de la distribucién exponencial

con 6 = 1. Fuente: Elaboracion propia.
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1.2.3. Distribucion Weibull

Dada una variable aleatoria X, ésta sigue una distribucion Weibull con parametros o y 8

>0 si su funcion de densidad viene dada por
a (x\%71 —(E)a
== (= B
f(x) ﬁ(ﬁ) e B/, vx>0,
= 0 en el resto.

Funcion de densidad Weibull

{
00 02 04 06 08

0.0 05 1.0 1.5 20

Figura 3: Representacion grafica de la densidad de la distribucion Weibull con

a=2y f=1. Fuente: Elaboracion propia.
1.3. Teoria de cépulas

Para concluir el capitulo se presentan algunos resultados basicos de la teoria de copulas
la cual es utilizada cuando se introducen dependencias en el estudio de fiabilidad de
sistemas. El uso de la palabra “copula” proviene del latin y significa conexion de manera
analoga al concepto de copula empleado en linguistica. Concretamente, el estudio de
copulas permite describir como de dependientes son las variables aleatorias entre si. Para
el desarrollo de los conceptos que se exponen en esta seccidn se ha seguido el libro de
Nelsen [12].

En primer lugar se debe definir el concepto de copula.

Definicidén 1.3.1. Sea € una funcién de distribucion multivariante, € sera una copula si

sus marginales tienen una distribucion uniforme a lo largo del intervalo [0,1].
Proposicion 1.3.1. Sea C una funcion

C: [0,1]" - [0,1]

20
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entonces Ces una cépula si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Ces creciente y continua por la derecha en cada componente.

N

C(ul,uZ,...,g,...,un)= 0, Vi = 1,2,...,n,vu € [0,1]™.

i

3. C(l,l,...,g,...,l)z u, Vi = 1,2,...,n,vu €[0,1].

i

e

Y (ay,...,a,),(by,...,b,) € [0,1]" ,cona;<h;, Vi = 1,...,n,se verifica

2

2
D D COTRICany,  tn) 20,

i1=1 in=1
dondeuj; = a;yu;, = b;,Vj =1,...,n
Uno de los resultados méas importantes dentro de la teoria de cépulas es el denominado
Teorema de Sklar. La formulacidn de este teorema permite establecer la relacion entre la

copula asociada a un vector de variables aleatorias y la funcién de distribucién conjunta,

empleando para ello sus distribuciones marginales.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Sklar) Sean X, ..., X,, variables aleatorias con funcion de
distribucion conjunta F'y funciones de distribucion marginales F, ..., E,, entonces existe

una copula C la cual cumple
F(xy,...,xp) = C(Fy(x1),.... By(xn)), VX, ., Xy € R
Ademas, si las distribuciones marginales son continuas entonces la copula es Unica.

De manera anéloga se pueden construir copulas por medio de la funcién de distribucién

y sus marginales de la forma

CQuy, ..., un) = F(FT1(uy),..., Fy(wy)).

El Teorema de Sklar tiene gran importancia en el estudio de la fiabilidad de sistemas.
Puede interpretarse como la descomposicion de la funcién de distribucién conjunta en
dos partes, por un lado la estructura de dependencia de un vector en términos de su copula
y por otro lado el comportamiento de las componentes en terminos de sus funciones de

distribucion marginales.

Otro concepto relevante en copulas es la copula de supervivencia la cual se define a

continuacion.

21
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Definicién 1.3.2. Dado un vector aleatorio X4, ..., X,, con sus correspondientes funciones
de supervivencia F;(x;) = Pr(X; > x;), entonces la copula de supervivencia C es la

copula que verifica
F(xl, ...,xn) = PT(Xl > X1, ...,Xn > Xn) = é (Fl(.xl),.. .,Fn(xn)), VXI, ...,xn € ]R

Si las distribuciones marginales son continuas entonces € es Unica y puede calcularse

como
C(uy, s uy) = F(FT (uy), o, Byt (uy)).

A modo de conclusidn se exponen algunos de ejemplos de familias de copulas bivariantes
muy empleadas en modelizacion y que, algunas de ellas, seran utilizadas en capitulos

posteriores.
e Copula Farlie-Gumbel-Morgenstern:
Clu,v) =uwr[l1+0(1—-uw)(1—-v)], 6€[-11].
e Copula de Clayton:

C(u,v) = [max(u®+v?®— 1,0)]_%, 0 >-1,0 = 0.
e Copula cota superior de Frechet-Hoeffding:
C(w,v) = min(u,v).
e (Copula cota inferior Frechet-Hoeffding:
C(u,v) =max(u + v — 1,0).

22
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Capitulo 2: Fiabilidad de sistemas

En este capitulo se introduciran las propiedades y teoremas principales empleados para el
estudio de la fiabilidad de sistemas. Tal y como indican Dai y Wang [5] se entiende
formalmente la fiabilidad de sistemas como el estudio que tiene como objetivo, dado un
sistema, analizar la probabilidad de que el sistema en conjunto, o alguna de sus
componentes, funcione bajo las condiciones establecidas para un periodo especifico de
tiempo.

2.1. Estructura de los sistemas

En primer lugar es necesario definir formalmente el concepto de sistema.
Definicion 2.1.1. Un sistema de orden n es una funcién Booleana
¢ : {0,1}* - {0,1},

donde @(x4,...,x,) € {0,1} representa el estado del sistema y los estados de las
componentes quedan representadas por xi,...,X, € {0,1} respectivamente. Una

componente tendra asociado 1 si funciona y 0 si no funciona.

Definicion 2.1.2. Un sistema de orden n semi-coherente es una funcion Booleana
e+ {0,1}" - {0,1},

que cumple las siguientes propiedades:

1. Lafuncion ¢ es creciente.
2. Lafuncién satisface ¢ (0,...,0) = 0y o (1,...,1) = 1.

Definicion 2.1.3. Un sistema de orden 2 coherente es una funciéon Booleana
e : {0,13" - {0,13},
que cumple las siguientes propiedades:

1. Lafuncion ¢ es creciente.

2. Lafuncion ¢ es estrictamente creciente en cada variable en al menos un punto.
Proposicion 2.1.1. Todo sistema coherente es un sistema semi-coherente.

Demostracién. Si se cumple la propiedad (2) de los sistemas coherentes, entonces en

particular la funcién ¢ es estrictamente creciente en x; en al menos un punto.
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0 = ¢0(0,x3,...,%,) < (L, x5,...,x,) = 1.
Utilizando la propiedad (1) de los sistema coherentes se obtiene que
0 < ¢(0,...,0) < ¢0,x3,...,x,) =0,
1 =09¢0x....x5) < 9(1,...,1) < 1.
De donde se deduce que ¢(0,...,0) = 0y ¢(1,...,1) = 1.

Una vez definido lo que es un sistema es relevante introducir los conceptos de caminos y

cortes. Estos caminos y cortes permiten representar como es la estructura del sistema.

Definicion 2.1.4. Un conjunto no vacio

sera un camino para el sistema ¢ si
@(xq,...,x,) = 1,cuandox; =1 Vi €P,
siendo camino minimal si no contiene a otros caminos.

Definicion 2.1.5. Un conjunto no vacio

seré un corte para el sistema ¢ si
@(xq,...,x,) = 0,cuando x; =0 Vi €C,
siendo corte minimal si no contiene otros cortes.

Los sistemas tendran un determinado nimero de caminos y cortes minimales segln su
estructura. Principalmente, existen dos tipos de estructuras, los sistemas en series y los
sistemas en paralelo. El resto de estructuras seran combinaciones de estos dos tipos de

sistemas.

Definicidn 2.1.6. Un sistema de orden n en serie viene dado por

P10 (X1, .-, %) = min(xq, ..., X,)-

Analogamente, un sistema de orden n en paralelo viene dado por

Onn (X1, ..., Xp) 1= max(xq,...,%Xy).
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Ejemplo 2.1.1. Supongamos que se esta trabajando con un sistema de orden 6 que viene

dado por la expresion
(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = min(xy, max(min(x,, max(xy, x5)) , min(xs, x;)).

Este sistema esta representado en la Figura 4 y sus correspondientes caminos y cortes

minimales vendran dados respectivamente por:

e Cortes minimales —» ¢, = {1}, ¢, = {2,3}, C3 = {2,6}, C, = {4,5,6}, Cs = {3,4,5}.
e Caminos minimales —» P, = {1,2,4}, P, = {1,2,5}, P; = {1,3,6}.

O O—

Figura 4: Representacion del sistema de orden 6 del Ejemplo 2.1.1. Fuente: Elaboracion

propia.

Una estructura bastante empleada son los sistemas k-out-of-n los cuales son sistemas
donde al menos & de sus n componentes deben funcionar para que el sistema funcione

correctamente.
Definicion 2.1.7. Un sistema k-out-of-n viene dado por
On-k+1m(X,c0xy) =1, sixg +-- +x, =k
0 en caso contrario por
On-k+1n(X1, .., %) =0, sixg +--+ +x, < k.

En éste tipo de sistema los conjuntos de caminos minimales vienen dados por todos los
conjuntos con exactamente k componentes, es decir, los sistemas k-out-of-n tienen (7)
caminos minimales. Se puede observar por la definicién dada que el sistema 7-out-of-n
corresponde al sistema en paralelo ¢,,.,, y el sistema n-out-of-n es equivalente al sistema
en serie @q.,. Si (X1.n, ---, Xn.) representa el vector en orden creciente obtenido de
(X1, o) Xp), €S deCir, xq., = min(xq,...,X,), X2., €S el segundo valor mas pequefio y asi

sucesivamente hasta llegar a x,,.,, = max(x4, ... , x,,), entonces

(pn—k+1:n(x1: . -:xn) = xn—k+1:n ' k = 1' e
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Esta representacion es equivalente a emplear la representacion de los estadisticos

ordenados los cuales se definen formalmente a continuacion.

Definicion 2.1.8. Dada un vector de variables aleatorias continuas (Xy,...,X;) y sea
considerado la ordenacion de estas variables de forma creciente, denotadas por
X1 o Xnem, €NtONCES la v.a. Xj., que toma el valor k-enésimo es conocido como el

estadistico de orden k y (X;.n, ... , Xn.:n) €S €l conjunto de estadisticos ordenados.

Ejemplo 2.1.2. Un ejemplo de sistema k-out-of-n es el sistema 2-out-of-3, en el cual

deben funcionar dos de sus tres componentes. Viene dado por la expresion
®2:3(%1, X2, X3) = X3 = max(min(xl,xz),min(xl,x3),min(x2,x3)).

Este sistema no podria graficarse de manera andloga al Ejemplo 4.1.1 ya que tienen

que repetirse componentes (ver Figura 5).

e
O—0o——

Figura 5: Representacion del sistema 2-out-of-3 del Ejemplo 2.1.2. Fuente: Elaboracion

propia.

Para concluir la seccién en la Tabla 2.1.1 se resumen los caminos y cortes minimales de

todos los sistemas semi-coherentes de orden 3.

N Pn(x1,X2,X3) Caminos Cortes

1 X1:3=min (X1, X2, X3) {1.2.3} {13{2}.{3}

2 min(xz, x3) {2.3} {2343}

3 min(x, xz) {1.2} {1342}

4 min(xy, x3) {13} {1}.{43}

5 min(x,, max(x,, x3)) {1,2}{1,3} {1}.{2,3}

6 min(x,, max(xy, x3)) {1,2}{2,3} {2}.{1,3}

7 min(x3, max(xq, x,)) {3,2}{1,3} {3}{2,1}

8 X3 {3} {3}

9 X2 {2} {2}

10 X1 {1} {1}

11 Xo:3 {1,2},{1,3},{2,3} {1,2},{1,3},{2,3}

12 max(xz, min(x,, x1)) {3}.{1.2} {1,3}{2,3}
(]



13 max(x,, min(xq, x3)) {2}.{1,3} {1,2}{2,3}

14 max(x,, min(x,, x3)) {1}.{3.2} {1,3}{2,1}
15 max(xy, x3) {2}.{3} {2,3}

16 max(xq,x3) {1}.{3} {1,3}

17 max(xq,x;) {1}.{2} {1,2}

18 X33 = max(xy, Xz, X3) {134{2}{3} {1,.2,3}

Tabla 2.1.1. Cortes y caminos minimales de los sistemas semi-coherentes de orden 3.

Fuente: Navarro y Del Aguila [8].
2.2. Vida util de un sistema.

Sean X,, ..., X,, variables aleatorias positivas en una terna (Q, S, Pr) que representan la
vida atil de las componentes de un sistema, entonces la vida util del sistema T se obtiene

en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1. Sea ¢ un sistema semi-coherene de orden n con caminos minimales

y cortes minimales
P, Py, ..., P,
Cy,Cy, ..., Cs,
entonces la vida util de sistema T viene dada por

T = max min X;
1<jsr LEP;

o de forma analoga empleando los cortes minimales como

T = min max X;.
1<jss i€C;j

La v.a. T tendra asociada su correspondiente funcién de distribucion Fr. La funcién de
distribucion representa la probabilidad de que el sistema o una de sus componentes fallen
antes de un determinado tiempo t. A partir de la funcion de distribucion de la variable
aleatoria se define la funcién de supervivencia o fiabilidad la cual tiene en cuenta las

unidades que no fallan en un determinado tiempo t.

2.3. Representacion basada en la signatura de un sistema

En este apartado se desarrollaran los conceptos relacionados con la representacion de la
fiabilidad de un sistema a partir de las funciones de fiabilidad de sus componentes. Este
tipo de representaciones se basan en el hecho de que un sistema falla cuando una de sus

componentes falle. Es necesario asumir algunas hipotesis previas:
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1. Lostiempos de vida de las componentes deberan ser idénticamente distribuidos e
independientes entre si, es decir, i.i.d., por lo que sus distribuciones seran
representadas como F.

2. La funcion de distribucion F debe ser continua.

El primer autor que desarrollé la representacion por signaturas para estudiar la fiabilidad

de un sistema coherente fue Samaniego (ver [14] y [15]).

Teorema 2.3.1. (Samaniego, 1985). Sea T el tiempo de vida media de un sistema
coherente con tiempos de vida media de sus componentes Xj,.... X, del tipo i.i.d.,
teniendo todas una funcion de distribucion continua F, entonces la funcion de

supervivencia del sistema se puede escribir como

Fr® = ) siFin (0, M

i=1
siendo F;.,,(t) la funcion de supervivencia asociada al estadistico ordenado X;.,, y donde

los coeficientes positivos sy, ..., s, cumplen

n
S; = 1.
i=1

El vector s = (s, ..., 5;) Se denomina signatura del sistema.

Demostracién. Los eventos T = X;., con i = 1,...,n son particiones del espacio de
probabilidad debido a que F es continua y Pr(X; = X;) = 0 si se tiene i # j.

Empleando la ley de probabilidad total

FT(t) = ZPT((T > t) n (T = Xi:n)) =ZPT(T = Xi:n)Pr(T > tlT = Xi:n) =
i=1 i=1

n n
D Pr(T = Xe)Pr(Xep > €T =Xi) = ) Pr(T = Xe)Pr(Xyp > 0,
i=1 i=1

donde solo se han considerado los términos con Pr(T = X;.,) > 0 y que la ultima
igualdad tiene en cuenta la independencia de los eventos (T = X;.,,) Y (X;., > t). De la

demostracion se obtiene que Pr(T = X;.,) = s; Y

S; = ZPT'(T = Xi:n) =1.

n n
=1 =1
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La signatura se introdujo como una medida de rendimiento de un sistema presentandose
como una alternativa para indexar los tipos de sistemas coherentes. Concretamente, la
signatura se define como un vector n-dimensional cuya i-nésima coordenada representa

la probabilidad de que el sistema falle debido al fallo de la i-nésima componente.

El calculo de los coeficientes s; viene determinado completamente por la estructura del

sistema y se pueden calcular como indica Boland [4] con el uso de la expresion

1

S =

(p(xlt---rxn) (n) z <p(x1"'-vxn)- (2)

()
=1 Xj=n—i+1 =1 Xj=n-i

La signatura es empleada para el disefio y comparacion de sistemas ya que un anélisis de
las signaturas de dos sistemas podria permitir discernir qué sistema es mas optimo. Un
ejemplo de su aplicacion es que la comparacion respecto a ciertos ordenes estocasticos
podria ser establecida simplemente empleando la comparacion de las signaturas de los

sistemas como se indica en [11].

Proposicion 2.3.1. Si Xy, ..., X;, son i.i.d. sus funciones de supervivencia se obtienen a

partir de (1) y de

Fin(t) = ( )Ff (OF (D). 3)

HMH

Ejemplo 2.3.1. Dado un sistema T de orden 4 cuyas componentes son i.i.d. y viene dado
por la expresion T = min(x,, max(x,, min(xs, x,)), el célculo de sus signaturas a partir

de (2) viene dado por

1 1

1 (4) ij_ gD(xl""'xn)_F 7;=3¢(XI""'xn)=Z'
1 7

Sy = (4.) jlz . (xl,...,xn)—(;T Z_ (p(xl,___,xn):ﬁ_
1

3= (4) ]12 2<p(x1,...,xn) (4) an:lfp(xp---,xn):g-
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1 1
G Z "’(xl"'-'xn)—w Z @(x1,...,%,) = 0.
: j=1%=1 V¥ xj=0

Ademas, las funciones de supervivencia empleando (3) se calculan como

Fra(®) = X02, () FI(F*I (6) = F4(0).

Fra() = 3oy (j) FI()F4I(t) = F4(t) + 4F(OF3(t) = —3F*(t) + 4F3(¢).

F3.4(t) = Y3, (‘]‘) FI(OF*I(t) = F*(t) + 4F()F3(t) + 6F?(t)F?(t) = 3F*(¢t) +
6F2(t) — 8F3(t).

Por lo que la funcion de supervivencia del sistema T a partir de (1) se obtiene finalmente
como

Fr(t) = Bhy siFia = 1 F4(E) + S (=3F4 (1) + 4F3 (D) + £ (3F4(6) + 6F%(t) —
8F3(t)) = —F*(t) + F3(0) + F2 (D).

En la Tabla 2.4.1 se recogen las signaturas de los sistemas coherentes de orden 1-4 con

componentes i.i.d.. Esta tabla permite verificar que el sistema del Ejemplo 2.3.1, que
corresponde al sistema 12 de la tabla, ha sido calculado de la forma correcta.

i T; Signatura
1 X111 = X4 @
2 X1, = min(Xq, X3) (1,0)
3 Xy = max(Xy,X3) (0,1)
4 X1z = min(Xqy, X3, X3) (1,0,0)
5 min(Xy, max(Xz, X3)) 12
(_'_'0)
3’3
6 X33 (2 —out —of —3) (0,1,0)
7 max(Xy, min(X,, X3)) 21
(0!_!_)
3’3
8 X3:3 = max(Xy,X,, X3) (0,0,1)
9 X4 = min(Xy, X3, X3, X4) (1,0,0,0)
i 11
10 max(min(Xy, X5, X3), (E'E'O'O)
min(X,, X3, X4))
11 min(Xz.3, Xs) 11
(4,3,0.0)
12 min(X,, max(X,, X3), max(Xs, X,)) (1 71 0)
4’12’6’
13 min(Xy, max (X, X3, X4)) (1 11 0)
4’4’2’
14 X34 (3—out —of —4) (0,1,0,0)
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15 max(min(Xy, X,), min(Xy, X3, X,), (0'5'1' 0)
min(Xy, X3, X,)) 5%
16 max(min(Xy, X,), min(X3,X,)) (0'3'1' 0)
3'3
17 max(min(Xy, X;), min(Xy, X3), (0'3'1’ 0)
min(Xy, X3, X4)) &8
18 max(min(Xy, X), min(X,, X3), 0,=,=,0)
min(Xs;, X,))
19 max(min(X;, max(X,, X3,X,)), 0,=,=,0)
min(Xy, X3, X4)) 22
20 min(max(Xy, X3), max(Xy, X3), 0,=,2,0)
max(X,, X3,X4))
21 min(max(Xy,X,), max(Xs, Xs)) (0’1’3' 0)
3'3
22 min(max(Xy, X,), max(Xy, X3, X4), (0’1'5' 0)
max(X,, X3, X)) 6°6
23 X3.4 (2 —out — of — 4) (0,0,1,0)
24 max(X,, min(Xy, X3, X)) (0'1'1'1)
2°4° 4
25 max(X,, min(X,, X3), min(Xs, X)) (0’1'1,1)
6°12 4
26 max(Xz.3, X4) (0'0%&)
27 min(max(X,, X5, X3), (0,0,l,l)
max(X,, X3, X)) Zz
28 X4.0 = max(Xq, X5, X3, X4) (0,0,0,1)

Tabla 2.3.1. Signaturas de los sistemas de orden 4 con componentes i.i.d.. Fuente:
Navarro, Samaniego, Balakrishnan y Bhattacharya [11].

Algo a tener en cuenta es que la representacion de Samaniego no es valida cuando se
estudia el caso general. Por este motivo es necesario aplicar otros tipos de representacion
para estudiar la fiabilidad de un sistema. Esta generalizacién viene dada por la
representacion basada en los caminos minimales como se indica en el articulo de Navarro
y Del Aguila [8]. El teorema en el cual se sustenta esta representacion de caminos es el

siguiente.

Teorema 2.3.2. (Representacion basada en los caminos minimales). Sea T la vida de
un determinado sistema con caminos minimales Py, ..., B- y vida de sus componentes

X4, ..., Xy, lafuncion de supervivencia del sistema viene dada por

Fr (t) = Z () - Z Z Fp) @+ + OB @, @)

i=1j=i+1
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Vtcon Fp(t) = Pr(X, = min X; > t), paraP c{1,..,n}.
i

Demostracidn. Partiendo de la representacion de la vida util de sistema en funcién de los

caminos minimales T = max min X;, entonces
l<jsr i€Pj

Fr () =Pr(T>¢t) = Pr(max min X; > t) = Pr (u{=1 (Xp, > t))

1<j<r iEPj

Finalmente, usando la formula de exclusion e inclusién para la union de eventos se

obtiene la expresion (4) teniendo en cuenta que
PT((XPi > t) n (XP] > t)) = PT (XPiUPj > t)

Para concluir esta seccion de representaciones se enuncia el teorema de representacion

minimal de la signatura introducido por Navarro, Ruiz y Sandoval [10].
Teorema 2.3.3. Sea T la vida de un sistema coherente (0 semicoherente) con tiempo de
vida util de los componentes X, X5, ... X;, intercambiables, entonces

n

Fr(®) = ) aiFi(®) (5)

i=1

es la representacion de la signatura minimal (a4, ..., a,) donde
aq, ... an
son coeficientes enteros que cumplen las condiciones
a; +--+a, =1,
y donde
F..;(t) = Pr(min(Xy, ..., X;) > t), Vi=1,...n.

Demostracion. De la expresion (4) se obtiene que la funcion de supervivencia del
sistema es una combinacion lineal de las funciones de supervivencia Fp de sistemas en
serie. Si las variables aleatorias son intercambiables, entonces Fp puede ser remplazada
por F,.; con i = |P|. Por tanto, el teorema es valido para ciertos coeficientes ay, ..., a,, €
Z. Ademas, dichos coeficientes deben presentar la caracteristica de que a; + -+ a,, =
1 (basta tomar t = 0).
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A continuacién se expone un ejemplo de un sistema de orden 4 en el cual se calcula su
funcion de supervivencia y su correspondiente signatura minimal haciendo uso de los

teoremas vistos a lo largo de la seccion.

Ejemplo 2.3.2. Dado un sistema T = min(x;, max(min(x,, x3), x,)) CUyos caminos
minimales son P; = {1,2,3} y P, = {1,4} (ver Figura 6). Si se emplea (4), la funcion de

supervivencia del sistema viene dada por
Fr(t) = Fy3(t) + Fi1.4y(t) = Fu23() = F(t,t,¢,0) + F(£,0,0,t) — F(¢t, t, t, t).

Si las componentes son intercambiables entonces la funcidn de supervivencia del sistema

viene dada empleando (5) por
Fr(t) = Fi2(t) + Fi5(t) — Fp.4(t)
de donde se puede obtener la signatura minimal del sistema como
a=(0,11,-1).

Si las componentes son i.i.d. entonces la funcidn de supervivencia del sistema se obtiene

como

Fr(t) = F2(t) + F3(t) — F4(¢).

Figura 6: Sistema de orden 4 del ejemplo 2.3.2. Fuente: Elaboracion propia.
2.4 Representacion de la distorsion de un sistema

El concepto de distribuciones distorsionadas fue introducido en la teoria de eleccion de
bajo riesgo por Yaari [20] y Wang [19]. La idea era estudiar la distorsion o cambio del
riesgo de una funcién de distribucién. Posteriormente, se extendieron a distorsiones de n

distribuciones por Navarro et al. [9]. La definicion formal de distorsion es la siguiente.
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Definicion 2.4.1. Dadas unas funciones de distribucién Fi, ..., E,, la distribucion

distorsionada viene definida por
Fo(t) = Q(F,(t), .., F,(v)), V',
donde
Q: [0,1]" - [0,1]

es una funcién que cumple @Q(0,...,0) =0,Q(1,..,1) =1, siendo Q creciente y

continua.

Analogamente, para las funciones de supervivencia se tiene
con Q(uy, ..., up) =1 —Q(1 —uy, ...,1 — u,) denominada funcién de distorsion dual.

El objetivo de emplear distribuciones distorsionadas es poder reescribir la funcién de
distribucion de un sistema como una distorsién de las funciones de distribuciones de sus
componentes. El siguiente teorema nos permite obtener dicha relacién gracias a la ayuda

del concepto de copula desarrollado en el Capitulo 1.

Teorema 2.4.1. Sea T la vida til de un sistema semi-coherente y las vidas Utiles de sus
componentes vienen dadas por (X, ...,X,) Y tiene una copula de supervivencia C, la

funcién de supervivencia de T viene dada por

Fr(®) = Q(R @), ... R(), V¢, (6)

siendo Q la funcion de distorsion dual la cual depende del sistema ¢ y de C.
Demostracién. Teniendo en cuenta que
Fo(®) = Pr(Xp > t) = Pr(njep (X; > ) = Cp (F1(D), ..., (1)),

con Cp (Uy,...,up):= Cp (uf,...,ul). Siendo uf =u, sii € Pyuf =1siino
pertenece a P. Empleando la expresion basada en camino minimales (4) se obtiene (6)

con

Q) = iépi (w) - rz_l i éPinPj(u) +ee (=D CPIU...UPT (w),

i=1 j=i+1

conu = (uq,...,u,) € [0,1]™
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Las representaciones de un sistema en serie X;.;, vienen dadas por
F (o) = Gl:k(ﬁl(t): ---:Fn(t))
con
QU ooy uy) = Cluy, o, up, 1, ...,1), Vk=1,..,n
Las representaciones de un sistema en paralelo X,., vienen dadas por
Frx(t) = Qk:k(ﬁl(t): ---:Fn(t))
con
Qur(uy, ) =1—C(A —uy, ...,1 —uy,1,...,1), Vk=1,..,n

Si las componentes de los sistemas son independientes el Teorema 2.4.1 se puede

simplificar obteniendo los siguientes resultados.

Teorema 2.4.2. Sea T la vida Gtil de un sistema semi-coherente y las vidas Utiles de sus
componentes vienen dadas por (Xi,..,X,) Yy son independientes, la funcién de

supervivencia de T viene dada por
siendo Q un polinomio el cual depende solamente de ¢.

Demostracidon. La prueba es analoga a la demostracion del Teorema 2.4.2 empleando la
condicion de que (X, ..., X,) son independientes y que por tanto empleando (4) se

obtiene (7) con
r r-1 r
dw= Y Tu-3 ¥ [T wrerev [T u
i=1 k€eP; i=1j=i+1 kEPiUPj k€EP,U...UP;

Teorema 2.4.3. Sea T la vida util de un sistema semi-coherente y las vidas util de sus
componentes viene dada por (X, ...,X,) son idénticamente distribuidas y tiene una

copula de supervivencia C, la funcion de supervivencia de T viene dada por

FF)=q(F®), V¢, (8)

siendo g la funcion de distorsion dual la cual depende de ¢ y de C.
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Demostracion. Es inmediata a partir (6) teniendo en cuenta que

qw) = Q(u, ..., u), v u € [0,1].

Teorema 2.4.4. Si T la vida Util de un sistema semi-coherente y las vidas atil de sus

componentes (X, ..., X;,) son i.i.d., entonces la funcion de fiabilidad de T viene dada por
Fr()=q(F®), vt (9

donde gq(u) = Y™ ,a;u‘ es una funcion de distorsion y los coeficientes a; son la

signatura minimal del sistema.

Demostracion. Es inmediata a partir de los anteriores teoremas o empleando (5) en el

caso de componentes i.i.d. teniendo en cuenta de que Fy.;(t) = Fi(¢).

Antes de concluir la seccién se exponen algunos ejemplos aplicando los teoremas y

conceptos desarrollados a lo largo de esta seccion.

Ejemplo 2.4.1. Dado un sistema T = max(X;,X,), su funcion de fiabilidad y su

correspondiente distorsién vienen dadas a partir de (4) y (6) respectivamente por
Fr(t) = F (1) + F,(t) = Fp.2(0) = @2:2(F1(t):ﬁz(t)),
Qz:z(upuz) =u; +u; — é(u1:u2)-
Si las componentes son independientes la distorsion viene dada a partir de (7) por
Qz:z(upuz) =Up + U — U Us.

Si las componentes son idénticamente distribuidas la distorsion se obtiene a partir de (8)

como
Gr2(u) = 2u — é(u, u).
Si las componentes son i.i.d. la distorsion aplicando (9) es
G2:2(W) = 2u — u?,
de donde se obtiene la signatura minimal a = (2, —1).

Ejemplo 2.4.2. Dado un sistema T = min(x;, max(min(x,, x3),x,)), su funcion de
fiabilidad y su correspondiente distorsion vienen dadas a partir de (4) y (6)

respectivamente,
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Fr(t) = F{1,2,3}(t) + F{1,4}(t) - F{1,2,3,4}(t) = QT(Fl(t)' ---;F4(t)),
Qr(uy, o uy) = Clug, uy,us, 1) + C(ug, 1,1, uy) — C(uy, uy, us, uy).
Si las componentes son independientes la distorsion se obtiene a partir de (7) como
Qr(Uy, o) Ug) = UgUo U3 + U UL — U U Uz Uy,

Si las componentes son idénticamente distribuidas la distorsion viene dada a partir de (8)

por
grw) = C(w,u,u, 1) + C(u,1,1,u) — C(u, u,u, u).
Si las componentes son i.i.d. la distorsion viene dada a partir de (9) por
gu) = u? + ud —ut,

de donde se obtiene la signatura minimal a = (0,1,1, —1).
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Capitulo 3: Entropia residual acumulada

En este tercer capitulo se abarca el trabajo desarrollado por Rao et al. [18].
Concretamente, se introduce una medicion empleada para la medicion de la incertidumbre

de una v.a., la entropia residual acumulada, y se estudian sus principales propiedades.
3.1. Entropia residual como alternativa a la entropia de Shannon

En primer lugar es necesario definir el concepto de entropia de Shannon para comprender
el concepto de entropia residual acumulada, ya que esta entropia se presenta como una
alternativa a la entropia de Shannon que mide la dispersion o incertidumbre a la hora de
medir unav.a. y que es muy empleada en diversos campos como la estadistica, ingenieria,

etc.

Definicion 3.1.1. Sea X una v.a. no negativa y absolutamente continua con funcion de

funcion de densidad f, la entropia de Shannon viene dada por la expresion

HOO = = [ 100 tog ) d. (10)
0
La funcion log hace referencia al logaritmo neperiano y por convencion se define
0log0 = 0.

La entropia de Shannon presenta varias propiedades (ver paginas 1-2 de [18] y paginas

35-38 de [16]), de las que destacan, entre otras:

1. HX,Y) = —fooof(x,y) log f(x,y)dxdy < H(X) + H(Y).

2. Laentropia de Shannon de una variable continua puede tomar cualquier valor en
la recta real.

3. Es imposible, de manera general, aproximar la entropia de Shannon de una
variable continua empleando la entropia de la distribucidén empirica.

4. Dadaunav.a. X limitada por un conjunto con medida S la entropia es maxima, es
decir, presenta mayor incertidumbre cuando X tiene una distribucion uniforme en

el intervalo [0, S]. Se obtiene por tanto

N

1
H(X) = —f Elog(g)dx = log(S).

0
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La entropia residual acumulada introducida en [18] es similar a la entropia de Shannon
pero emplea la funcion de supervivencia como alternativa a la funcion de densidad. La
funcion de distribucion es mas regular que la funcion de densidad, ya que la densidad se
calcula como la derivada de la distribucion y existen ciertas funciones de distribuciones

que no presenten funcion de densidad, impidiendo el calculo de la entropia de Shannon.

Definicion 3.1.2. Sea F(t) la funcion de supervivencia de una v.a. positiva T. Se define

la entropia acumulada residual como

o)

eX) =— fo F(x)log(F(x)) dx. (11)

Esta funcion conserva algunas de las propiedades de la entropia de Shannon. Sin embargo,
la entropia acumulada residual presenta un conjunto de propiedades que no posee la
entropia de Shannon y que la hace una opcién alternativa muy util. Algunas de las

propiedades recogidas en [18] son las siguientes:

1. La entropia residual acumulada es méas general que la entropia de Shannon y su
definicion es vélida tanto en dominios discretos como en dominios continuos.

2. Essiempre no negativa.

3. Es posible calcular la entropia residual acumulada empirica a partir de las
funciones de distribucién empiricas y ésta convergera a la entropia residual
acumulada casi seguramente.

4. Puede ser facilmente computable para una muestra de datos como ejemplifican

Rao et al. [18] en la Gltima seccion de su articulo.
3.2. Propiedades generales de la entropia residual acumulada

La entropia residual acumulada estd muy relacionada con otras medidas de dispersion a
parte de la entropia de Shannon como son la desviacion tipica o y la diferencia media de

Gini que viene dada por

De(X) = [J" 2F (x)(1 - F(x))dx:
ya que por ejemplo se cumplen las siguientes propiedades:

1. g(aX +b) =ae(X), Va >0y b = 0. Una propiedad muy similar a la propiedad
definida para la desviacion tipica en la Seccion 1.4..
2. Como0 <x(1—x)<—xlogx,Vx € [0,1], entonces 2e(X) = D;(X).
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A continuacion se realiza un célculo sencillo de la entropia residual acumulada de una

v.a. que sigue un modelo Weibull.
Ejemplo 3.2.1. Dada una v.a. la cual sigue un modelo Weibull, su funcion de
supervivencia viene dada por
_ _(z)“
F(x)=e \B/, vx = 0,
y su correspondiente entropia residual acumulada se obtiene empleando (11) como

o)

eX) = J;) e_(%)a (%)a dx = gfwe_tt%_ldt = Fr (1 + %)'
0 a

a—-1
donde ha sido aplicado el cambio de variable t/%f = x — dx =%(t17a3) para

resolver la integral y donde I'(x) = [;” —tzx—14¢ . Si se compara este resultado con su

desviacién tipica

o= f_o;ng (%)H o) ax <fw el (f)a_l e‘(%)adx> =

=Jﬁzr(1+§)_ﬂzrz(l+g),

se observa la mencionada relacion entre ambas medidas de incertidumbre (ver Figura 7).

B Entropia residual acumulada
- B Desviacion tipica

00 02 04 06 08 10

Figura 7: Comparacion entre la entropia residual y la desviacion tipica de una distribucion

Weibull con =1 en funcion de a. Fuente: Elaboracion propia.
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Rao et al. [18] en su articulo enuncian un teorema que permite definir un limite inferior
para los valores de la entropia residual acumulada de una determinada v.a. X. Dicho

teorema es formulado como sigue.

Teorema 3.2.1. Sea X una v.a. aleatoria absolutamente continua y positiva con funcion

de densidad f, entonces

e(X) = AeH®),

donde A = elo logillogxNdx - 2065,

Demostracion. Sean F y f las funciones de supervivencia y densidad de una v.a. X.

Empleando la desigualdad de suma logaritmica (3} a; log(Z—z) > ai)log(%) para

ai, ..., Y by, ..., b, N0 negativos) se obtiene

- fG) ) ’ o feodx 1
log( = — d 1 =1 :
fo fx)log (F(x)IIOQF(x)I ’ Zfo flaxos (ffﬁ(x)uogﬁ(x)ldx) oo

donde se ha empleado la desigualdad de la suma logaritmica en el dominio continuo y
tomado a(x) = f(x) y b(x) = F(x)|logF(x)|. Esta igualdad es equivalente a la

HOO + [ F0log (R ltogF(0))dx < log (X)
0

Aplicando el cambio de variable F(x) = y, se obtiene finalmente

H(X) — jl

que tomando exponenciales a ambos miembros de la desigualdad se llega a la expresion

0 1

log(y|logy|)dy = H(X) + fo log(y|logy|)dy < log e(X),

buscada

el < e(X),

con A = elo logillogxNdx o 2065,
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La entropia residual acumulada se puede también maximizar bajo ciertas condiciones
para obtener ciertos modelos probabilisticos de manera andloga a como sucede con la

entropia de Shannon, tal y como indican Asadi et al. [1]. Si X > 0, entonces
U =f F(x)dx
0

y se puede definir una funcién de densidad decreciente como
F(x
glx) = Q, Vx = 0.
u
Por tanto, maximizar la entropia residual fijado un determinado u es equivalente a
maximizar la entropia de Shannon de una funcion de densidad g(x) como

RSOGO N

HX) = —f 900 log g(x) dx = —f ,
0 0

Otra caracteristica importante de la entropia residual acumulada es que es especialmente
atil para describir la dispersion de la informacion en problemas relacionados con
propiedades de envejecimiento en teoria de fiabilidad, tal y como indican Asadi y
Zohrevand [2]. Por ejemplo, la entropia residual es equivalente al valor esperado de la

funcion vida media residual m(x) = E(X — x|X > 0), es decir,
e(X) = E(m(X)).

Se puede obtener una expresion similar en términos de la funcién razon de fallo

acumulada definida como R(x) = [, r(z)dz = f(f%dz = — logF (x).

s(X) = —J:o logF(x) j:of(z) dzdx = fooof(z) fOZR(x)dxdz,

que es equivalente a e(X) = E[v(X)] con v(x) = fOZR(x)dx.

Es conocido también que la entropia residual acumulada puede emplearse para obtener la
medida denominada distancia acumulativa Kullback-Leibler introducida por Baratpour y
Rad [3].

Definicion 3.2.1. Sean dos variables aleatorias X e Y no negativas con sus
correspondientes funciones de supervivencia F(x) y G (x) y medias finitas E(X) e E(Y),

entonces la distancia acumulativa Kullback-Leibler viene dada por
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CE(X,Y) = E(Y) — E(X) + f TFG loggg; dx > 0. (12)

Esta medida permite obtener la discrepancia existente entre las funciones de

supervivencia de dos v.a. distintas Yy, por tanto, de coémo discrepan sus distribuciones. A
mayor distancia mas discreparan sus funciones de supervivencia. Esta medida es siempre

positiva. La demostracion de dicha propiedad se basa en el empleo de la desigualdad de

la suma logaritmica y de que x log G) >x — y paratodo x,y > 0 como sigue,

" F 106t ars [ F b F® . ) 10gE®)
fo F(x)logG_(x) dxzfo F(x)dxlogfoooé(x) dx—E(X)logE(Y),

EQ)
E(Y)

CE(X,Y) = E(Y)—EX)+ E(X)log
Otras dos caracteristicas a tener en cuenta de esta medida son que CE(X,Y) = 0 cuando
F = G yque CE(X,Y) no es necesariamente igual a CE (Y, X).

Ejemplo 3.2.2. Dadas dos variables aleatorias X e Y cuyas funciones de supervivencia
vienen dadas respectivamente por F(x) = e 3*/* y G(x) = e 2*/*, la distancia

acumulativa Kullback-Leibler viene dada a partir de (12) por

[00]

® 3 w ax  [o7H
CE(X,Y)=j e‘zx/“dx—j e #dx+j e #log|—z | dx =0.055p,
0 0 0 e U

donde se observa que no existe mucha distancia entre ambas funciones de supervivencia
lo cual tiene sentido, debido a que se han elegidos dos supervivencias que siguen ambas

un modelo exponencial para la realizacion del ejemplo.

Si X es una v.a. no negativa y absolutamente continua con funcion de supervivencia F, si
se aplica la transformacion U = F(X), la entropia residual acumulativa expresada en (11)
se puede reescribir aplicando los cambios u = F(x) - du = —f(x)dx,x = F~(u)
como

_ [ @
S(X)_j(; mdu’ (13)

con ¢(u) = —ulog(w) y la funcion F~*(w) = sup{x: F (x) = u} denominada funcion

cuantil de F.
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Para concluir esta seccidn se introduciran el concepto de orden referente a la entropia

residual acumulada y su relacion con el orden dispersivo.

Definicion 4.1.5. Sean X e Y dos variables aleatorias, se cumplird que X es menor que Y

en orden de la entropia residual acumulada (X <.gg Y) si se cumple que
e(X) < e().

De acuerdo a (13) este orden implica que

o) <f1 o) du = ().

= _2W 4, <[ W __
e(X) fo ) du » 2061@)

Debido a que ¢(u) es igual en ambas entropias residuales se debe cumplir la condicién

de orden dispersivo vista en la Seccion 1.1.
f(F1(w) = g(G(w), O<u<l.

Por lo tanto se obtiene que el orden dispersivo implica el orden de la entropia residual

acumulada, es decir, se cumple
X<gY > X<cre?.

Hay que destacar que si se cumple la condicién de e(X) = €(Y) este hecho no implica
que las variables aleatorias X e Y sigan la misma distribucién. Ademas, si Y = w(X) para
una determinada funcion estrictamente creciente w en el domino de X se cumple la

condicién
e(Y) =— jo Fr ) log(Fy(y))dy = — ] Fy(w=t(x)) log(Fxy (w™(x))) dx
0

—f w' () Fy (w) log Fy(u) du = €(X) — f (w'(u) — 1)Fx(u) log Fy(u) du,
0 0

donde se ha aplicado el cambio de variable w=1(x) = u.

La medida de incertidumbre presentada en esta seccidn, la entropia residual acumulada,
puede emplearse para diversos casos practicos. Concretamente, esta medida es muy (til
a la hora de realizar estudios sobre las propiedades de sistemas empleando la
representacion basada en signaturas de los mismos. En el siguiente capitulo se estudiara

coémo se puede aplicar esta medida a sistemas coherentes.
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Capitulo 4: Entropia residual acumulada
aplicada a sistemas coherentes

En este ultimo capitulo se estudia la aplicacion de la entropia residual acumulada a

sistemas coherentes desarrollada por Toomaj, Sunoj y Navarro [17].
4.1. Aplicacion a sistemas coherentes

Si se trabaja con un sistema cuyos tiempos de vida de las componentes son i.i.d. y con
una funcion de distribucion comin F, de acuerdo al Teorema 3.5.1., la funcion de

supervivencia del sistema vendra dada a partir de las expresiones (1), (2) y (3).

Si se quiere calcular la correspondiente entropia residual acumulada del sistema se debe
emplear la transformacion U = F(X). Se tiene por tanto la variable aleatoria U; = F;(X;)
uniformemente distribuida en el intervalo [0,1] y W;., = F(X;,) que tiene una
distribucion beta con n — 1 + 1 e i parametros y con una funcion de distribucion

i-1

Gion (W) = Z (7) A-—w)wri,  o0<w<1. (14)

j=0
Por tanto, la transformacion V = F(T), donde T es el tiempo de vida del sistema, tiene
la funcion de distribucion

n

Gy(v) = Zsi Gin(v), O=sv<l (15)

i=1

De esta transformacion se obtiene la relacion F(t) = G, (F(t)), que permite reescribir la

expresion de la entropia a partir de la expresion (13) como

T) = l(p(GV(U)) : 16
«m = | o o (16)

con el cambio de variable F(t) = v. A continuacion, se expone el ejemplo de un sistema

al cual se le calculara su entropia residual acumulada.

Ejemplo 4.1.1. Sea T = max(X;, min(X,, X3)) un sistema coherente con componentes

. . 21 , . . -
i.i.d. y cuyasignaturaes s = (0, 3 5). Se calculara su entropia residual si las componentes

47

——
| —



siguen una funcion de supervivencia F(t) = e~*/# con u > 0y t > 0. En primer lugar

se calculan los correspondientes G;.,,(t) empleando (14) como

1
3 . .
Go.5(t) = Z <]) (1 —w) w7/ = =2w3 + 3w?,
j=0

2

3 . .
G3.3(t) = z (]) (1 —-w)w"/ = w3 —3w? + 3w,

j=0
con lo que a partir de (15) se obtiene
Gy(v) = —2173 + 2v2+§v3 —v2 +v==—v3+v?+w.
Por otro lado se necesita el calculo de la inversa de la funcion de supervivencia
Fl(v) = —un() = f(F1(v)) = v/

Finalmente, la entropia residual acumulada en este ejemplo se puede calcular empleando
(16) como

1 1,3 2 _ 1,3 2

e(T) = _'uf (—v>+v*+v)In(—v° +v° +v) dy = 0.9567.
0 \%

Una alternativa para el célculo de la entropia residual de un sistema es la posibilidad de

reescribir la funcion de distribucién de un sistema coherente cuando sus componentes son

i.d. como una distorsion tal y como indica el Teorema 3.6.3.. En particular, si las

componentes son intercambiables

n
7w = ) al®) = Gy ) (7
i=1
conv; = (Uy, e, Uy) YCON Uy =+ =U; =V Y Ujpq = = U, =1, C es la copula de

supervivencia y los a4, ..., a,, los coeficientes de la signatura minimal del sistema. Esta

alternativa de calculo se emplea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.2. Sea la signatura minimal a = (1,1,—1) de un sistema T =
max(X,, min(X,, X3)) de componentes i.d. que siguen una funcion de supervivencia

comun F(t) = et conpu > 0yt > 0.Empleando las expresiones (16) y (17)

£(X)

= —u jl ((f(v, 1,1) + f(v, v,1) — C‘(v, v, v))log(é(v, 1,1) + C‘(v, v,1)— C(v, v,v)) d
-
0 4
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Si esta cOpula sigue por ejemplo un modelo Farlie-Gumbel-Morgenstern con 8 = 1
C(ug, uz, uz) = ugupuz[1 + (1 —uy))(1 —up)(1 — u3)],
la funcién de supervivencia del sistema es
Fr(t) = Fi.1(t) 4+ Fi.,(t) — F.3(0) = Q(F(t)),

donde g(v) = C(v,1,1) + C(v,v,1) — C(v,v,v) = v + v? — v3(1 + (1 — v)3). Por

tanto la entropia residual finalmente es calculada para este ejemplo como

e(T) = —ufl (v+v?—v*A+ A -v)))n(v+v? - v’ A+ A-v)Y)
0 \Y%
= 0.9655L.

En particular, si las componentes del sistema que se estudia tienen sus componentes i.i.d.,

la distorsion puede expresarse simplificadamente y de manera alternativa a (15) como

n

W) = ) aw' =Gy () (18)

i=1

guedando la expresion de la entropia residual finalmente como

T) = — o i lvilog(2?=1aivi) ] 19
£(T) Za | G g, (19)

Ejemplo 4.1.3. Sea la signatura minimal a = (1,1,—1) de un sistema T =

max(X,, min(X,, X3)) de componentes i.i.d. que siguen una funcion de supervivencia
comin F(t) =e t# con u> 0yt > 0. Empleando las expresiones (18) y (19) se

obtiene que la entropia residual del sistema es

1 3 2 3 2
S(X) — _MJ (_v +v° + v) ln(—v + v+ 17) dv — 09567M;
0 v

que proporciona el mismo resultado del Ejemplo 4.2.1 como cabria esperar.

En la Tabla 4.1.1 se expone la entropia residual de todos los sistemas coherentes de orden
4 cuyas componentes son i.i.d. y siguen una distribucién exponencial de media uno. En
esta tabla se puede observar que los Ejemplos 4.1.1 y 4.1.3 han sido realizados de forma
correcta ya que coinciden con los resultados que obtuvieron los autores originales para su

sistema numero 7 que ha sido el escogido para realizar los ejemplos.
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£(X)
1.0000
0.5000
1.1137
0.3333

0.5758

0.5974

0.9566

1.1580
0.2500

0.3814

0.4064

0.5061

0.6255

0.4139

0.4984

0.5568

0.5568

0.5974

0.5974

0.6238

0.6238

0.6385

0.6431

0.9607

0.9446

0.9255

1.0793

1.1815

a(T)
1.0000
0.5000
1.1180
0.3333

0.5773

0.6009

0.9574

1.1667
0.2500

0.3818

0.4082

0.5069

0.6291

0.4166

0.5000

0.5590

0.5590

0.6009

0.6009

0.6291

0.6291

0.6455

0.6508

0.9610

0.9465

0.9279

1.0833

1.1932
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Tabla 4.1.1. Signatura, signatura minimal, distorsion y entropia residual de todos los
sistemas de orden 4 con componentes i.i.d. y distribucion exponencial. Fuente: Toomaj,

Sunoj y Navarro [17].

Para concluir esta seccion se enuncia un teorema en relacion a la expresion de la entropia
residual acumulada en funcion de la dispersion g(v) cuando el sistema tiene componentes
i.d.. Concretamente, el teorema permite comparar la entropia residual acumulada de dos

sistemas con la misma estructura pero con diferentes componentes i.d..

Teorema 4.1.1. Sean T, y T, la vida util de dos sistemas coherentes con la misma
estructura, con componentes i.d. de vidas utiles Xy, ..., X,, Yy Y3, ..., Y5, CON una misma

copula C, funciones de distribucién F y G y sus correspondientes funciones de densidad
fyg.
1. SiX <;Yentonces T; <cgrg T».
2. SiX SCRE Y Yy
q(v q(v
@) (@)

VEA; (P(U) VEA, (p(‘l)) ,
A = we[01]: fF(F1) > g(67' ()},
4, ={ve01]: f(F') < g(6* )},

entonces Ty <cgg T

Demostracidn. Para probar (1) como los dos sistemas tienen la misma estructura e igual

copula, presentan ambos la misma distorsion. Como se cumple X <, Y, entonces

e@W) _ o(a»)
f(F-1(v)) ™~ g(G1(w)’

Voi<rv< 1,<p(c7(v)) >0,
lo que implica que

s = | ) [Py,

o f(F1) ™ Jo 8(G* ()
Para probar 2 partiendo de X < zg Y se tiene

Ho@®) _e@®)\, o
<g(é‘1(v)) B f(ﬁ—1(v))> dv = 0.

eY)—e(X) = f

0

: : _ o) oW iy : o
Si se define A(u) = OGO la expresion anterior se puede reescribir como
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£(Y) — £(X) =f %A(mdv =f %A@)dw] %A(v)dv
0 Aq Ay
) (@)
> vl&fl —(p(v) N A(u)dv + 3;1})2 —(p(v) N A(u)dv

> sup p(qa(v)

A(w)dv = 0.
VEA, (,0(17) Ay
Por tanto la entropia residual del sistema T, es mayor que la entropia residual de T; lo

que implica por definicion que Ty <crg Ty Que era lo que se buscaba demostrar.
4.2. Limites para la entropia residual acumulada de sistemas coherentes

En esta seccidn se estudian los limites de la entropia residual acumulada aplicadas a
sistemas coherentes. En la préctica cuando se estudian sistemas con un gran namero de
componentes 0 éstos tienen una estructura compleja, el célculo de la entropia residual
acumulada no resulta un célculo trivial. Cuando se presentan estos problemas es
importante conocer de forma aproximada el comportamiento de los limites de la entropia

residual acumulada de la vida util del sistema.

Algunos de los resultados principales en relacion a estos limites de la entropia residual

vienen recogidos en las siguientes proposiciones.

Proposicion 4.2.1. Sea T la vida Gtil de un sistema coherente con componentes i.d. cuyas

vidas utiles son X3, ..., X,, y sea q la funcion de distorsion asociada, entonces se cumple

p1e(X1) < &(T) < Bre(Xq), (20)
con
_ 0(G())
b= vE(O.fl) o)
(@)

B v€(0,1) o)

y p(v) = —vlog(v).

Demostracion: El limite inferior puede obtenerse a partir de las expresiones (16) y
(17):
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o [ e@®) | _(Te@®) oW
e(D) fof(ﬁ‘l(v)) dv —];) p() f(F1(v))

e(@) [t o) B
= vel(r(l)g) ) J, m dv = Bre(X1).

La demostracion para el limite superior es analoga.

Proposicion 4.2.2. Sea T la vida util de un sistema coherente con componentes i.d. con

una funcion de densidad f y una funcion de distorsion q. Si S es el soporte de f,

= nff @
M = sup f(x),
XES
entonces se verifica la condicion
1 1
27 la <&M <—I,, (21)
con
1
I, = —f q(v)log(q(v))dv. (22)
0

Demostracion: A partir de la expresion (16), teniendo en cuenta que
m<f(F'(v))<M0<v<1,

se obtiene

_ [ el@w»)
e(T) = j o <mJ o(7())dv.

De forma analoga se puede obtener el limite inferior.

Se debe tener en cuenta que la expresion (21) depende de los extremos de la funcion de
densidad f por lo que no existira limite inferior si M = oo y no existira limite superior si

m = 0.

A continuacion, empleando el sistema del Ejemplo 4.1.3., se calcularan los limites de un

sistema con componentes i.i.d..
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Ejemplo 4.2.1. Sea la signatura minimal a = (1,1,—1) de un sistema T =

max (X, min(X,, X3)) de componentes i.i.d. a partir de la expresion (22) se obtiene
1
I, = —f (—v3+v2+v)In(—v3 +v? + v)dv ~ 0.2075.
0

A partir de este valor de I, se van a estudiar los limites para ciertos modelos de la funcion

de distribucion.

Si se emplea un modelo con funcion de densidad exponencial

X

1 _x
f(x)=;e K ¥Yx>0,

los valores obtenidos sonm =0y M = i por lo que a partir de (21) se obtiene

0.2075u < &(T) < oo,

A partir de la Proposicion 4.2.1. B, y 8, se calculan como

p(@gw)) . . (v +v?+v)log(—v® +v? +v)
By = inf Lo g =0,
ve(0,1) (V) ve(0,1) vlogv
q(v —v3+v2 +v)log(—v3+v?+v
B, = sup #(a) = su ( ) log ) . 1.05.
v€(0,1) ) v€(0,1) viogv

_ [T e R
sOﬁ)—Lmdv— ufologv—,u.

Por lo que finalmente la expresién de los limites para este sistema de ejemplo resulta

como
0< &T) <105

Proposicion 4.2.3. El limite inferior de £; es nulo para todo sistema mezclado con
componentes i.i.d. y signatura (s, ..., S, ) siempre que se cumpla la condicion de que s; =
0 0 s, = 0. En particular el limite inferior es nulo para todo sistema coherente con n > 1

componentes del tipo i.i.d..

La demostracion puede verse en [17] (Proposicion 3).
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La siguiente proposicion proporciona los limites generales de la entropia residual
acumulada de un sistema T a partir de la signatura del sistema y la entropia residual de

un sistema k-out-of-n.

Proposicion 4.2.4. Sea T la vida util de un sistema coherente con signatura (sy, ..., S)

cuyas componentes son del tipo i.i.d., entonces

e (T) < &(T) < gy(T), (23)
donde &, (T) y &, (T) vienen dadas por

n

a1 = ) si eXin), 24

i=1

ey(T) = 1gljisnn(g(r, Xin) + E(X;n) — E(T)),

con e(X,Y) = — fomF(t)logG(t)dt, siendo F(t) la funcién de supervivencia de la v.a.
X y G(t) la funcion de supervivencia de lav.a. Y.
Demostracion: A partir de la representacion de Samaniego se tiene § = Yi~; SiGi:n-

Donde g;., = G;., €S la distorsion correspondiente asociada a X;.,. A partir de (16) y

teniendo en cuenta la convexidad de ¢ se obtiene

0= [ 2@ L3 s 0(@n®) N oy
g( ) -I;) f(ﬁ_l(v)) dVZj; f(ﬁ_l(v)) dV—;Sl S(Xl:n)-

Para obtener el limite superior se debe emplear la expresion (12)
CE(T,X;n) = E(Xjn) —E(M) + &(T,X;.n) —e(T) =0, 1<j<n,
tal que Fr(t) = 0si F;,(t) = 0. Se debe encontrar el minimo en términosde 1 < j < n.

A partir de (1) se puede reescribir el limite superior como

e, ) +B) - BT = 0+ min Y siBtn)) 29

i=1
El indice 6ptimo j* debe satisfacer
(T, Xjon) + E(Xjon) — E(T) = £,(T) + 1r£1jisnn( (T, Xjn) + E(X.) — E(T)).

Por lo tanto, el indice j* se obtiene a partir de
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n n
crGY) = z SiCE(Xim, Xjo) = 1@}21 (2 siCE(Xi:n,Xj:n)) (26)
i=1 i=1

Ejemplo 4.2.2. Dado el sistema T = max(X,,min(X,,X3)) de componentes i.i.d. y
funcion de distribucidon una exponencial, se van a calcular sus correspondientes ¢, (T),

ey(T) y j*. En primer lugar se calcula el limite inferior empleando (24) como

2t ‘P(‘72-3(v)) (P(qs 3(17))
T) = — :
) =3 f f(F—l(v)) f f(F () 1(17))
_ ok ! (3v? — 2v3)log(3v? — 2v3)
3 _l(; > dv

_ E.fl (Bv — 3v2 + v3)log(3v — 3v? + v3) q
v
v

2p 2
= ?(0.5973) + §(1.1580) = 0.7842u.

Por otro lado para calcular el j éptimo empleando (26) se tiene

cr(G*) = 1r£jisnn <z SiCE(Xi:n'Xj:n))>

i=1

2 1 2
= min <§ CE(X3.3,X13) + 3 CE(X3:3:X1:3);§ CE(X3:3,X2.3)

1 2 1
+ 3 CE(X3:3,X2:3):§ CE(X3.3,X3.3) + 3 CE(X3:3,X3:3)> =
= min(1.7990p, 0.4011y, 0.37384) = 0.3738u — j* = 3.

Una vez obtenido el j* de (25) se puede calcular el limite superior para concluir el

ejemplo como
ey(T) = 0.7842u + 0.3738u = 1.158.

Para concluir la seccién en la Tabla 4.2.1 se recogen para todos los sistemas de orden 4
con componentes i.i.d. y funcion de distribucion exponencial los correspondientes
B1, B2, 14, €1 Y &y, Esta tabla sirve como confirmacion que los calculos realizados en los
Ejemplos 4.2.1 y 4.2.2 se han realizado de forma correcta ya que coinciden con los

resultados de los autores originales para el sistema nimero 7.
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I B1 B I, (T gy(T) J

1 1 1.0000 0.2500 1.0000 1.0000 1
2 0 2.0000 0.2222 0.5000 0.5000 1
S 0 2.0000 0.1869 1.1137 1.1137 2
4 0 3.0000 0.1875 0.3333 0.3333 1
& 0 1.1509 0.2216 0.5094 0.5974 2
6 0 1.0121 0.1980 0.5974 0.5974 2
7 0 1.0564 0.2075 0.7843 1.1579 3
8 0 3.0000 0.1464 1.1580 1.1580 3
9 0 4.0000 0.1600 0.2500 0.2500 1
10 0 2.0000 0.1976 0.3320 0.4139 2
11 0 1.3437 0.1957 0.3729 0.4139 2
12 0 1.2493 0.2128 0.4111 0.5177 2
13 0 1.0572 0.2245 0.4876 0.6963 3
14 0 1.1591 0.1845 0.4139 0.4139 2
15 0 1.0967 0.1954 0.4521 0.5177 2
16 0 1.0543 0.1993 0.4903 0.6216 2
17 0 1.0543 0.1993 0.4903 0.6216 2
18 0 1.0121 0.1980 0.5285 0.6431 3
19 0 1.0121 0.1980 0.5285 0.6431 3
20 0 1.0002 0.1924 0.5667 0.6431 3
21 0 1.0002 0.1924 0.5667 0.6431 3
22 0 1.0052 0.1830 0.6049 0.6431 3
23 0 1.0202 0.1703 0.6431 0.6431 3
24 0 1.0125 0.2196 0.6631 1.0609 3
25 0 1.0982 0.1924 0.7395 1.0609 3
26 0 1.1367 0.1746 0.7777 1.0609 3
27 0 2.0000 0.1653 0.9123 1.1815 4
28 0 4.0000 0.1198 1.1815 1.1815 4

Tabla 4.2.1. Cotas 1, 82,14, €, Y €, de todos los sistemas de orden 4 con componentes

i.i.d. y distribucion exponencial de media uno. Fuente: Toomaj, Sunoj y Navarro [17].
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4.3. Ordenacion de sistemas basada en la entropia residual acumulada

La naturaleza fisica de la estructura de ciertos sistemas algunas veces llega a complicar
la comparacidn de los mismos por medio de comparaciones estocasticas usuales. También
es conocido que la funcion de supervivencia de un sistema T estara localizada entre la de
los sistemas en series y paralelo, es decir, X;.,, <s: T < X,,.,. Por tanto, Toomaj, Sunoj y
Navarro [17] proponen comparar los sistemas acorde a cdmo se parecen éstos en
estructura (o funcién de distribucion) a sistemas en serie o sistemas en paralelo,
considerando que un sistema serd mejor cuanto mas cercano al sistema en paralelo se
encuentre. Para esta nueva propuesta de comparacion de sistemas los autores hacen uso

de la entropia residual acumulada.

En primer lugar es necesario definir una nueva distancia entre dos distribuciones basada
en la distancia acumulativa Kullback-Leibler expresada en (12), siendo esta nueva

medida una version simétrica de la distancia Kullback-Leibler.

Definicidn 4.3.1. Sean dos variables aleatorias X e Y positivas y con sus correspondientes
funciones de supervivencia F(x) y G(x), entonces la distancia acumulativa Kullback-
Leibler simétrica viene dada por
° _ F(x)
SCE(X,Y) =CEX,Y)+CE(Y,X) = f [F(x) —G(x)]log C) dx. (27)
0 x

Esta medida es positiva ya que empleando la desigualdad de la suma logaritmica y la

propiedad de x log G) >x — y paratodo x,y > 0, se obtiene que
SCE(X,Y) fool‘:()l FOO 4 +fooc?()1 GO
,Y) = X)log=—— dx X) log=—— dx
e 0 "

0

“_ N6 - 2600
EX) E(Y)

=E(X) logm + E(Y) logm > 0.

Ademas, esta medida es simétrica y solo sera nula si se da la condicion F(x) = G(x).
Las siguientes proposiciones recogen una serie de propiedades de interés de esta nueva

medida.
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Proposicion 4.3.1. Sean X,Y, Z variables aleatorias con correspondientes funciones de
distribucion F, Gy H. Si X < Y <:Z, entonces se cumple que SCE(X,Y) < SCE(X,Z)
y que SCE(Y,Z) < SCE(X, 2).

Demostracion. Como la funcion (x — 1)logx es decreciente en el intervalo (0,1) y es

creciente en el intervalo (1, o), entonces la condicion F(t) < G(t) < H(t) parat >0

implica que
_ _ Gx) _ H(x)
[G(x) — F(x)] logﬁ(x) < [H(x) — F(x)] logm , t>0,
G(x) F(x)

0 <[G(x) — H(x)]log < [F(x) — H(x)]log

TG0 i 70

Que integrando a ambos lados demuestra la expresion deseada.

Como Xi., <¢ T <5 Xn.n €S valido para cualquier sistema, se obtiene la siguiente

proposicion.

Proposicion 4.3.2. Sea T la vida til de un sistema coherente con vidas Utiles de sus

componentes X;, ..., X,,, entonces
SCE(T,X;.p) < SCE(X1., Xpm), Vi=1,.,n
Puede definirse la medida de distancia simétrica para T como

SCE(T; Xl:n) - SCE(T; Xn:n)
SCE(Xl:n: Xn:n)

DSM(T) = (28)

A partir de esta ultima proposicion se tiene que —1 < DSM < 1. DSM sera igual a 1 si
solosi T = X,., Y DSM serd igual a —1 si solo si T =, X;.,,. Este hecho indica que si
la medida esta proxima a —1 la distribucion de T es préxima a la del sistema en serie y si

la medida es préximaa 1 la distribucién de T es préxima a la del sistema en paralelo.

Definicion 4.3.2. Sean T, y T, las vidas Utiles de dos sistemas coherentes, T, serd
preferible en el orden DSM (T; <psy T»), Si DMS(T;) < DMS(T,).

Si las componentes de un sistema T son i.d. a partir de la combinacion de (27) vy las

transformaciones realizadas a lo largo del capitulo anterior se obtiene
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(I - qw) -
SCE(T’XL””)‘L FE ) g W S (29

Finalmente, la expresion para la nueva distancia es

SCE(T, X1.) — SCE(T, Xnin)

DSM(T) = SCEX 1. Xnin)

(30)

SCE(Tr Xl:n) - SCE(T; X‘n:n)

_ flam—alm(v) (O N O Lk S OB ()
o ((F®) 8 1 w) 8O )

_ ' nn (V) = G1(v) qnin(V)
SCE Gt Xo) = || 27 Gz (509 20

Ejemplo 4.3.1. Si se consideran dos sistemas coherentes dados por los nimeros 13y 17
de la Tabla 4.1.1, estos sistemas no son comparables con el orden estocastico usual [7].
El calculo de DSM(T) si sus componentes son i.i.d. y siguen una distribucion exponencial

vienen dadas por

®@Bv2-3v3)_  (Bv?-3v3+v?
log

SCE(Ty3, X1) = “Jo - = dv = 1.11154,
®@Br2-3v3+vH—-1+0-v)* (Bv?-3v3+v?
SCE(T13tXn:n) = H-I;) v log 1— (1 _ 17)4 dv
= 2.6314y,
®1—-(1-v)*—-v* 1-(1-v)*
SCE (X1, X ) J ( . ) log (v4 " v = 10.1016p,
0
DSM(T) < LIS = 26314
137 10.1016u - '
®2v?% —2v* 202 —pt
SCE(T17,X1:n) = ﬂf lOg 2 dV == 1.0000#,
0 v v
2 —vt—1+ (1 —-v)* 2v?% —pt
SCE(T17,Xn:n)/,LJ;) - log1 gy dv = 2.9373y,
1.000u — 2.9373u
DSM(T17) = = _0.1917.

10.1016u
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Con los célculos realizados resulta que T;; <psy Ty3, asi que el sistema T;; es mas

cercano a la distribucion de un sistema en paralelo y por tanto preferible al sistema T;.

En la Tabla 4.3.1 se recogen los calculos de DSM para todos los sistemas de orden 4 con
componentes i.i.d. y que siguen una distribucion exponencial. Los resultados de esta tabla
elaborada por los autores originales sirve como verificacion de que el Ejemplo 4.3.1 ha
sido realizado de manera correcta ya que el resultado para el sistema 17, que es el que he

escogido para realizar los ejemplos, es practicamente idéntico al que he obtenido.

| a DSM(T)
1 €))

2 0,1) —1.0000
3 2,-1) 1.0000
4 0,0,1) —1.0000
5 0,2,—1) -0.3333
6 0,3,-2) —0.1807
7 1,1,-1) 0.3079
8 (3,-3,1) 1.0000
9 (0,0,0,1) —1.0000
10 0,0,2,—1 —0.5923
11 0,0,3,—2) —0.5147
12 0,1,1,—1) -0.3256
13 0,3,-3,1) -0.1505
14 (0,0,4,—3) —0.4522
15 0,1,2—2) —0.2840
16 (0,2,0,—1) -0.1918
17 (0,2,0,—1) -0.1918
18 (0,3,—2,0) ~0.1171
19 (0,3,—2,0) —0.1171
20 0,4,—4,1) -0.0515
21 0,4,—4,1) -0.0515
22 (0,5,—6,2) 0.0084

(o]



23 (0,6,—8,3) 0.0645

24 (1,0,1,-1) 0.2042
25 (1,2,-3,1) 0.3011
26 (1,3,-5,2) 0.3476
27 (2,0,—2,1) 0.5763
28 (4,—6,4,—1) 1.0000

Tabla 4.3.1. Signatura minimal y DSM de todos los sistemas de orden 4 con componentes

i.i.d. y distribucion exponencial. Fuente: Toomaj, Sunoj y Navarro [17].

Para concluir la seccion se enuncia un teorema que relaciona el orden estocastico de las

signaturas de un sistema con el orden DMS de las vidas Utiles de dos sistemas coherentes.

Teorema 4.3. Sean T, y T, las vidas Utiles de dos sistemas coherentes con signaturas s,
y s, con componentes i.i.d. (o intercambiables) y funcion de distribucién comun F (con

copula comun C), entonces si se cumple s; <g; s, se cumple que Ty <psy T>.

Demostracion. Si se cumple que s; < s, entonces X;., <q¢t T1 <5t T2 <t Xn.r, POr €l
Teorema 2.1 de Navarro et al. [11]. Debido a esta condicion, a partir de la Proposicion

4.3.1 se tiene que
SCE(TDXl:n) < SCE(TZ'Xl:n)'
SCE(TDXn:n) = SCE(TZ'Xn:n)'

de donde se deduce el resultado deseado debido a que

SCE(Tllxl:n) - SCE(TltXn:n) < SCE(Tlel:n) - SCE(TZan:n)
SCE(Xl:ann:n) - SCE(Xl:n'Xn:n)

DSM(T,) = = DSM(T,).
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Apéndice

En este apéndice se adjunta el codigo en R empleado para la creacion de las gréficas y

calculos incorporados a lo largo de la memoria.

Graficas de la seccion 1.2.

1.

Figura 1: curve(dnorm(x, mean = 0,sd=1l), from=-3, to=3, main =

"Funcién de densidad normal", ylab="f(x)",col=4)

Figura 2: curve (dexp(x, rate =1), from=0, to=3, main = "Funcidn

de densidad exponencial", ylab="f(x)",col=4)

Figura 3: curve(dWEI (x, mu =1,sigma=2), from=0, to=2.5, main =

"Funcién de densidad exponencial", ylab="f(x)",col=4)

Graficas de la seccion 3.1

Figura 7: curve (gamma (1+1/x)/x,from=1, to=30,col="red",type="1",

ylab="" ,xlab =expression (alpha))

curve (sqgrt (gamma (1+2/x) - (gamma (1+1/x)) ~2), from=1,

to=30, col="blue", type="1", ylab="" ,xlab = "alpha",add=TRUE)
legend (x ="topright", legend = c("Entropia residual acumulada",
"Desviacién tipica"), fill = c("red", "blue"))

Integrales de la seccién 4.2.

Ejemplo 4.2.1.

integrate (function (x) (3*exp (-2*x) -2*exp (-3*x) ) *1log ( (3*exp (-
2*x)=2*exp (-3*x) )/ (3*exp (-x) -3*exp (-2*x) +exp (-3*x))), lower = 0,
upper = inf)

integrate (function (x) 3*exp(-2*x)-2*exp (-3*x), lower = 0, upper
= Inf)

integrate (function (x) 3*exp (-x)-3*exp(-2*x)+texp(-3*x), lower = 0,

upper = Inf)

integrate (function (x) (3*exp (-x) -3*exp (-2*x) texp (-3*x) ) *1log(
(3*exp (-x) -3*exp (-2*x) +texp (-3*x) ) / (3*exp (-2*x) -2*exp (-3*x))),
lower = 0, upper = inf)
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integrate (function (x) exp(-3*x), lower = 0, upper = Inf)

integrate (function (x) 3*exp(-2*x)-2*exp(-3*x), lower = 0, upper
= Inf)

integrate (function (x) (3*exp (-2*x) -2*exp (-3*x) ) *log ( (3*exp (-
2*x)-2*exp (-3*x) )/ (exp(-3*x) )), lower = 0, upper = inf)
integrate (function (x) (3*exp (-x) -3*exp (-2*x) texp (-3*x) ) *1og (
(3*exp (-x) -3*exp (-2*x) texp (-3*x) ) / (exp (-3*x))), lower = O,
upper = inf)

integrate (function (x) 3*exp(-2*x), lower = 0, upper = Inf)
integrate (function (x) 2*exp(-x), lower = 0, upper = Inf)
integrate (function(x) (2*exp(-x))*1log (2*exp (-x)) / (3*exp (-
2*x))), lower = 0, upper = inf)

Integrales de la seccion 4.3.
Ejemplo 4.3.1.

integrate( function (x) ((1-(1-x)"4-x"4) /x)*1log( (1-(1-x)"4)/x"4

), lower=0, upper=1l)

integrate ( function (x) ((3*x7"2-3*x"3) /x) *log ((3*x"2-3*x"3+x"4

) /x"4), lower=0, upper=1)

integrate ( function (x) ((3*x"2-3*x"3+x"4-1+(1-

x) M) /x) *1log ( (3*x"2=-3*x"3+x"4 )/ (1-(1-x)"4) ), lower=0, upper=1l)

integrate( function(x) ((2*x"2-2*x"4)/x)*log((2*x"2-x"4 ) /x"4),

lower=0, upper=1l)

integrate( function(x) ((2*x*2-x"4-1+(1-x)"4)/x)*log((2*x"2-x"4

)/ (1-(1-x)"~4)), lower=0, upper=1)
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