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Introduccion

La teoria descriptiva de conjuntos es una rama relativamente nueva de las matematicas
que nace a comienzos del siglo XX asociada a matematicos tan relevantes como Baire,
Borel o Lebesgue.

Como su nombre indica, esta teoria consiste en el estudio de cierto tipo de conjuntos, pero
se diferencia de la teoria de conjuntos clasica en dos importantes matices. El primero de
ellos es que los objetos a estudiar tendran cierta estructura, concretamente se estudian
subconjuntos de ciertos espacios topoldgicos con muy buenas propiedades conocidos como
espacios polacos. La segunda diferencia, y es la que le da el sobrenombre de “descriptiva”,
es que estos subconjuntos no seran arbitrarios, sino que se describen a partir de conjun-
tos mas sencillos (por ejemplo, los abiertos del espacio topolédgico) y ciertas operaciones
conjuntistas basicas.

Desde su nacimiento importantes matematicos y légicos tales como Lusin, Alexandroff,
Sierpinski, Tarski o Gddel, se interesaron por esta teoria en alza e hicieron importantes
aportaciones a ella, de tal modo que para la segunda mitad de siglo ya era una teoria con-
solidada y con nombre propio. Mas atn, desde los anos 50 comenzaron a surgir numerosas
aplicaciones, demostrando no solo su fuerza como una teoria matematica en si misma,
sino por su aplicacién en areas tan diversas como teoria de la probabilidad, estadistica,
analisis funcional, economia, programacion dinamica o teoria de representacion de grupos.

Una de sus aplicaciones al anélisis funcional es la clasificacién y el estudio de complejidad
de familias y estructuras entre espacios de Banach separables, que seran los temas que se
desarrollaran en el texto.

Los primeros estudios en esta linea se remontan a la tesis de Bossard de 1994 [8], don-
de considera un espacio de Banach separable Z universalmente isométrico', y plantea
codificar cada espacio de Banach separable como un subespacio cerrado de Z.

Esta familia de todos los subespacios cerrados de Z, que denotaremos por SB(Z), admite
una topologia polaca a través de la conocida estructura de Effros-Borel. Esto nos permite
ver cada espacio de Banach separable como un punto en un espacio polaco, y utilizar
herramientas de la teoria descriptiva de conjuntos para resolver problemas de clasificacion
y complejidad en espacios de Banach.

Aunque los trabajos de Bossard arrojan luz sobre numerosas cuestiones, resulta que no
hay una forma canénica de dotar a SB(Z) de una topologia polaca. Por tanto, las he-
rramientas y resultados que desarrolla permiten discernir si ciertas familias y estructuras
entre espacios de Banach pertenecen a dos grandes tipos de conjuntos dentro de la teoria
descriptiva (conjuntos de Borel y analiticos), proveyendo ya de una valiosa informacién

! Es decir, tal que dado X un espacio de Banach separable, existe una isometria lineal .J : X — Z.
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respecto a la complejidad de las mismas, pero no permiten dar un mayor detalle de cla-
sificacion que si existe dentro de esta teoria de conjuntos.

Con estas ideas en mente, Godefroy y Saint-Raymond dieron en su articulo de 2018 [15]
con una forma de extender las ideas de Bossard para poder abordar estos problemas.
Consideran cierta familia de topologias polacas sobre SB(Z) que denominan admisibles,
mediante las cuales todos los resultados desarrollados con las ideas de Bossard siguen
siendo validos, pero con la cualidad de ser muy parecidas entre si, lo que si permite
estudiar los detalles que en los trabajos anteriores no era posible.

Inspirados por estas ideas de Godefroy y Saint-Raymond, en 2019 los matematicos checos
Cith, Dolezal, Doucha y Kurka desarrollaron en [12] otra codificacién en apariencia muy
distinta a la anterior, pues no utiliza un espacio universal sino que codifica los espacios
de Banach separables como pseudonormas en ciertos espacios de sucesiones.

A pesar de la pérdida de intuicién en la codificacién, los autores prueban que sus nuevos
métodos arrojan resultados muy similares a la de Godefroy y Saint-Raymond y ademas,
demuestran una gran cantidad de resultados sobre la complejidad de numerosas familias
y estructuras de espacios de Banach separables, probando ser una codificacién realmente
util en la practica.

Este trabajo tendra pues un doble objetivo. Por una parte, pretende ser una introduccion
a los aspectos mas basicos de la teoria descriptiva de conjuntos, mientras que por otra,
busca mostrar las aplicaciones de esta estudiando las codificaciones para los espacios de
Banach separables descritas anteriormente.

El texto se ha estructurado en cuatro capitulos, procurando que al menos cualquier estu-
diante finalizando un grado en matematicas sea capaz de leerlo comodamente. En general,
se pueden distinguir dos bloques principales en el texto. Los dos primeros capitulos sientan
las bases en topologia, analisis funcional y teoria descriptiva de conjuntos, necesarios para
la comprension del texto; mientras que los dos tltimos explican en detalle las codificacio-
nes de los espacios de Banach separables planteadas en [15] y [12], la relacion entre ambas
y ciertos ejemplos practicos de clasificacion de espacios de Banach. Ademas, al final del
trabajo se incluyen numerosos anexos con informacién relevante y complementaria para el
texto, con el fin de conseguir un trabajo autocontenido y completo, pero sin sobrecargar
las secciones importantes.

El Capitulo 1 se titula Espacios metrizables y normados, y en él se introducen conceptos
basicos sobre estos dos temas.

En la Seccion 1.1 se trata con espacios metrizables, introduciendo el concepto de comple-
ciéon, cierta caracterizacion para subespacios completamente metrizables y recordando las
propiedades mas importantes de la separabilidad en espacios metrizables.

La Seccion 1.2 se centra en los espacios normados, en particular en la complecion de estos.
Por un lado, se enuncian y demuestran varios resultados que permiten pasar de un espacio
pseudonormado a un espacio de Banach, preservando en medida de lo posible la estructura
original. Por otra parte, el final de la seccién se dedica a introducir algunas definiciones y
lemas sobre densidad y representabilidad finita en espacios de Banach que serdn necesarios
para el Capitulo 3.

El Capitulo 2 se titula Teoria descriptiva de conjuntos, y pretende ser una introduccion
lo méas autocontenida posible a esta teoria.



La Seccion 2.1 introduce el concepto de espacio polaco, que no es mas que un espacio
completamente metrizable y separable, y se subdivide a su vez en dos subsecciones.

En la primera de ellas se dan resultados generales y de universalidad sobre este tipo de
espacios, mientras que en la segunda se estudia el espacio de Baire y se introducen los
esquemas de Suslin que seran necesarios en la Secciéon 2.3.

La Seccion 2.2 es la mas importante de cara a la segunda parte del texto pues se introduce
la jerarquia de Borel en un espacio metrizable, una clasificacién de los conjuntos que
pueden obtenerse a partir de concatenar las operaciones de union e interseccién de abiertos
y cerrados. Esta clasificacion es precisamente la que permitird distinguir distintas clases
de espacios de Banach en funcién de la “complejidad” de los conceptos que las definen.

La seccion se divide a su vez en tres subsecciones donde se estudian respectivamente las
propiedades basicas de la jerarquia; las aplicaciones que, en cierto modo, la preservan
entre espacios metrizables distintos; y por tultimo, se estudian ciertas propiedades de los
espacios polacos que nos muestran la gran flexibilidad que tiene trabajar con ellos.

En la Seccién 2.3 se estudian los conjuntos analiticos. Se parte de una sencilla definicion
que muestra que, esencialmente, son las imagenes continuas de los conjuntos de Borel, y
se dan varias caracterizaciones hasta llegar a la definicién original planteada por Suslin.
La seccién concluye con el teorema de separacion de Lusin, y como corolario de este se
prueba un importante teorema de Suslin que caracteriza los conjuntos de Borel en funcion
de los analiticos.

La ultima seccién del capitulo, la Seccion 2.4, trata sobre los espacios de Borel estandar
que son el nexo de unién entre la estructura medible y topolégica de un espacio medible.
En particular, por tratarse de un ejemplo candnico y relevante para el Capitulo 3, se
estudia con mas detalle la estructura de Effros-Borel.

En el Capitulo 3, titulado Codificaciones de los espacios de Banach separables, se ponen
en practica los conocimientos de teoria descriptiva de conjuntos y se aplican al andlisis
funcional, estudidandose dos posibles codificaciones para los espacios de Banach separables
asi como la relaciéon entre ambas.

Concretamente, en la Seccion 3.1 se estudia la codificacion de Godefroy y Saint-Raymond
descrita en [15], la cual consiste en considerar un espacio de Banach separable univer-
salmente isométrico y codificar los espacios de Banach separables como sus subespacios
cerrados.

La Seccién 3.2 se divide en cuatros subsecciones y se estudia la codificacién propues-
ta por Cuth, Dolezal, Doucha y Kurka en [12]. En la primera subseccién se presenta
su codificacién, la cual consiste en codificar los espacios de Banach separables mediante
pseudonormas sobre V', el espacio de sucesiones en Q de soporte finito. Las dos siguientes
subsecciones presentan propiedades importantes sobre estos espacios de pseudonormas,
introducen ciertos subespacios importantes y relacionan la representabilidad finita de es-
pacios de Banach con ciertos subconjuntos cerrados de pseudonormas. Por tltimo, en la
cuarta subseccion se presenta un ejemplo de aplicacion para estos espacios de pseudonor-
mas, demostrando que la aplicacién que asigna a cada espacio metrizable y compacto K,
su espacio de funciones reales continuas C(K), es continua.

La ultima seccién del capitulo, la Seccion 3.3, es la mas técnica del texto y en ella se mues-
tra como las dos codificaciones presentadas en las secciones anteriores son esencialmente
equivalentes. Es decir, la complejidad que establece una de ellas para cualquier clase de
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espacios de Banach separables es practicamente la misma que la que establece la otra.
Como se ha dicho, esta seccion es la mas exigente del trabajo a nivel técnico e incluye
demostraciones bastante largas. Por tanto, se ha procurado esquematizarlas de modo que
se pueda hacer una lectura comoda de ellas tanto si tnicamente se desea entender las
ideas principales, como si se busca profundizar en los detalles. Los detalles que requieren
explicaciones mas largas y que podrian distraer de la idea general de estas demostraciones
se han relegado al Anexo F.

Por ultimo, en el Capitulo 4, de titulo Ejemplos: El espacio {5, se presentan algunos
ejemplos practicos utilizando la codificaciéon por pseudonormas.

En la Seccion 4.1 se estudia en detalle las clases de isometria e isomorfia del espacio de
Hilbert separable ¢5, obteniendo dos caracterizaciones de dicho espacio. En concreto, se
muestra que f, se caracteriza por ser el Unico espacio de Banach separable con clase de
isometria cerrada y clase de isomorfia F, en la codificacién por pseudonormas.

La Seccion 4.2 concluye el texto exponiendo la clasificacién, dentro de los espacios de
pseudonormas, de las familias més conocidas de espacios de Banach separables.

Tras el ultimo capitulo, el texto concluye con una serie de anexos donde se incluye material
adicional que ayuda a la compresion del texto, asi como ciertas demostraciones necesarias
para su desarrollo pero que no son lo suficiente relevantes para incluirlas en el texto
principal.

Como se observa, el texto se sitiia en la frontera entre dos grandes ramas de las mate-
maticas, el analisis funcional y la teoria descriptiva de conjuntos. Por tanto, es necesario
introducir una gran cantidad de conceptos y resultados tanto de cada rama como de la
conexion entre ambas, resultando en un texto de considerable longitud.

Con esto en mente, se ha puesto especial cuidado tanto en esta introduccién como en el
desarrollo del trabajo en guiar al lector de la mejor forma posible. De este modo, aquellos
lectores con conocimientos mas avanzados en alguna de las partes, puedan saltarse los
capitulos correspondientes a estas y leer el resto del texto comodamente; mientras que al
mismo tiempo, el lector no especializado deberia ser capaz de entender todos los conceptos
y demostraciones sin necesidad de consultar fuentes externas.

Asi, la aportacion principal del autor ha sido:

Por una parte, seleccionar y recopilar informacion de diversos libros y articulos especiali-
zados, y exponerlos juntos de forma coherente y conexa para dar una base tedrica solida
con la que poder abordar los articulos mas avanzados [15] y [12].

Y, por otra parte, entender las demostraciones de los articulos anteriores y demostrar
aquellos detalles omitidos en las mismas o dejados a cargo del lector, con el fin de expli-
carlas de forma muy detallada y dar una visién general y profunda de ambos articulos.

Cabe destacar, que gracias a este estudio detallado de los articulos se detecté un error en
la demostracién de [12, Thm. 4.13], el cual tras contactar con las autores y gracias a sus
respuestas queda subsanado en este trabajo.

También, en el Lema 3.3.9 (Lemma 2.18 en [12]) se definen ciertas aplicaciones [ y
se relega al lector a demostrar el Lema F.3 de los anexos, donde se prueba que dichas
aplicaciones estan bien definidas y son continuas. La razén de poner este lema en los
anexos no es caprichosa, si no mas bien forzosa, pues su demostracion es tan larga y
técnica que llevaria al lector a perder completamente el hilo de la demostracién principal.
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Pues bien, la demostracién de este Lema F.3 es cosecha propia del autor (con ayuda de
sus muy buenos tutores), pues como hemos dicho es uno de esos detalles dejados a cargo
del lector en [12].

Al observar la longitud y dificultad técnica de los argumentos, consideré que seria buena
idea ponerse en contacto con alguno de los autores del articulo y preguntarles por dicha
demostracion, con el fin de saber si los argumentos que ellos tenian en mente eran mas
sencillos. Muy amablemente, obtuve una respuesta por parte de Doucha el cual, aun-
que no habia escrito dicha parte del articulo, me exponia algunas ideas generales que
corroboraban que efectivamente, la demostracién escrita en detalle era tan larga como
sospechabamos.

Estos hechos ponen de manifiesto el esfuerzo realizado a la hora de demostrar detalles no
incluidos en los articulos trabajados y en general, en el especial cuidado en que el trabajo
sea completo y riguroso.






Indice

1. Espacios metrizables y normados
1.1. Espacios metrizables . . . . . . . . .. L

1.2. Espacios normados . . . . . . . ...

2. Teoria descriptiva de conjuntos
2.1. Espacios polacos . . . . . . ...
2.1.1. Conceptos generales . . . . . . . .. ... L.
2.1.2. Elespaciode Baire . . . . . .. .. ... ... L.
2.2. Lajerarquiade Borel . . . . . . . . ... ...
2.2.1. Definicién y propiedades basicas . . . . . . . ... ... ...
2.2.2. Aplicaciones medibles . . . . . . .. ... o0
2.2.3. Cambios en la topologia polaca . . . . . . ... ... .. .. ....
2.3. Conjuntos analiticos . . . . . . . . .. o

2.4. Espacios de Borel estandar . . . . . . . . .. ... ... .. L.

3. Codificaciones de los espacios de Banach separables
3.1. Codificaciéon de Godefroy y Saint-Raymond . . . . . . . ... .. ... ...
3.1.1. Topologias admisibles . . . . . . .. ... . o000
3.1.2. Topologia de Wijsman . . . . . .. ... .. .. ... ... .. ...
3.2. Codificacién de Cuth, Dolezal, Doucha y Kurka . . . . .. ... ... ...
3.2.1. Codificacion mediante pseudonormas . . . . . . . . . . . ... ...
3.2.2. Losespacios Poo Y B . . . o . . L
3.2.3. Relacion entre P y la representabilidad finita . . . . . . . .. .. ..
3.2.4. Un ejemplo de uso de las topologias anteriores . . . . . . .. .. ..

3.3. Comparacion entre las codificaciones . . . . . . ... ... ... ... ...

4. Ejemplos: El espacio /s
4.1. Espacios de Hilbert separables de dimension infinita . . . . . . . . . . . ..

4.2. Otros ejemplos relevantes . . . . . . . . . ...

19
20
20
30
38
39
47
20
95
70

75
76
7
89
97
97
101
111
116
119



Anexos

A.  Axiomas de separacién en espacios topologicos . . . . . ...

TH O QW

Detalles de algunas demostraciones
Indice alfabético

Bibliogafia

La topologia de Vietoris . . . . ..

Resultados en espacios métricos y normados . . . . . . . ... .. .. ...

Teoremas de induccién y recursion transfinita . . . . .. .. ... 0.

Resultados sobre bases en espacios topolégicos . . . . . . .. ... .. ...

181
181
183
199
208
213
215

227

229



Capitulo 1

Espacios metrizables y normados

Dedicaremos este primer capitulo a recordar los conceptos mas basicos sobre espacios
métricos y normados, asi como ciertos resultados y definiciones que necesitaremos a lo
largo del texto.

El capitulo no pretende ser una exposicion detallada sobre los temas que abarca, pero si se
pondra énfasis en demostrar aquellos resultados que se utilicen con frecuencia en el texto
o tengan una relevancia mayor de cara a otros conceptos que se desarrollen més adelante.

Mas informacién sobre los temas tratados en el capitulo pueden encontrarse en cualquier
buen texto de topologia y analisis funcional. En particular, destacamos para la Seccion
1.1 los libros de topologia general [27] o [37], pues enfocan los temas desde el punto de
vista del andlisis matematico; o en castellano, [23]. Respecto a la Seccién 1.2, destacamos
por su completitud [11] y [34] o, para una visién mds resumida y desde un contexto més
amplio del andlisis real, también se puede consultar [14, Chps. 5, 6].

1.1. Espacios metrizables

Comencemos recordando los conceptos de pseudométrica y métrica.

Definicién 1.1.1. Si X es un conjunto no vacio, una aplicacion p : X x X — R se dice
que es una pseudométrica en X si cumple las siqguientes condiciones:

(i) p(x,z) =0, Vz € X;
(i) p(z,y) = py, @), Yo,y € X;
(iii) p(z,y) < p(x, 2) + p(z,y), Vo,y,2 € X.
Si ademas la aplicacion satisface la siguiente condicion:
(iv) Dados x,y € X, si p(x,y) = 0 entonces x = y;

se dice que p es una métrica en X.

El par (X, p) se denominard espacio pseudométrico, respectivamente métrico si se cumple
la ultima condicion.



2 Espacios metrizables

Observemos que las condiciones en la definiciéon implican que una pseudométrica p en un
conjunto X sera siempre una funcién positiva, pues dados =,y € X

1 1
En un espacio métrico se puede definir el concepto de conjunto abierto de forma que
A C X es abierto, si para cada x € A existe un € > 0 tal que B(x,¢) C A.
Es un resultado basico comprobar que el conjunto de todos los abiertos en un espacio

métrico constituye una topologia, la cual diremos que es inducida por la métrica.

Otro concepto también muy importante es el de complecién de un espacio métrico.

Definicién 1.1.2. Si (X, p) un espacio métrico, decimos que una sucesion {x,}>°, de
elementos de X es de Cauchy en (X, p) si dado € > 0 existe un ng € N tal que para todo
m,n > ng se cumple que

(T, ) < €.

Si toda sucesion de Cauchy en (X, p) es convergente se dice que el espacio es completo.

Las definiciones anteriores motivan la siguiente definiciéon que usaremos muy a menudo
durante el texto.

Definicién 1.1.3. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, diremos que X es metrizable si
existe una métrica p sobre X tal que la topologia inducida por p es justamente 7. Diremos
en este caso que p es una métrica compatible para el espacio topologico X .

Mas aiun, diremos que X es completamente metrizable si p es una métrica completa,
y en este caso se dird que p es una métrica completamente compatible para X .

Teniendo en cuenta la definicién anterior, diremos que dos métricas p, p’ sobre un conjunto
X son equivalentes si la topologia inducida por ambas es la misma.

Observemos que el concepto de convergencia es un concepto puramente topolégico, por
lo que si es X un espacio metrizable y {z,}22; una sucesién convergente a cierto z € X,
para cualquier métrica p compatible con X, se cumplird que p(z,,z) — 0.

En contra, el concepto de sucesion de Cauchy es puramente métrico y por tanto para
métricas distintas, aunque equivalentes, una misma sucesién puede ser de Cauchy para
una de ellas y no para la otra'. Ahora bien, si ambas métricas son completas, entonces las
sucesiones de Cauchy coinciden con las sucesiones convergentes, y por ser equivalentes y
lo mencionado para la convergencia, tendremos que en este caso ambas métricas si tienen
las mismas sucesiones de Cauchy.

L El ejemplo cldsico consiste en considerar en R la métrica usual p(x,y) = |x — y| y la métrica dada

por p(z,y) = [atan(x) — atan(y)|.

Puesto que atan : R — (—m/2,7/2) es un homeomorfismo (con la topologia usual de R), la definicién
de continuidad para espacios métricos y la propia definicién de p’ nos dan que ambas métricas son
equivalentes. Sin embargo, la sucesién {n}32; es de Cauchy en (R, p’) (pues la funcién arcotangente
converge a un valor finito cuando z tiende a infinito), pero claramente no es de Cauchy en (R, p).
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La complecion es pues una propiedad muy deseable de los espacios métricos pues permite
la identificaciéon biunivoca entre un concepto puramente métrico como son las sucesiones
de Cauchy, con un concepto topologico como es la convergencia de sucesiones.

Asi, si un espacio métrico (X, p) no es completo, seria deseable encontrar algin espacio
métrico completo (X, p) que en cierto modo extienda a X y de modo que la distancia
entre los puntos de X, visto dentro de X, se preserve.

Esta nocion es la que se conoce como complecién de un espacio métrico y queda recogida
en la siguiente definicion.

Definicién 1.1.4. Si (X, p) un espacio métrico, una complecién de X es un par
(X.0).5: (X, p) — (X,9)]

donde X es un espacio métrico completo y j es una isometria* de modo que j(X) es denso
en X.

Como enuncia el siguiente teorema, cuya demostracién puede consultarse en [37, Thm.
24.4], todo espacio métrico admite una complecion y, en cierto sentido, esta es tnica.

Teorema 1.1.1. Todo espacio métrico (X, p) admite una complecion y ademds si [ X, 5] y
[X h] son dos compleciones de X se cumple que X y X son isométricamente isomorfos.

Una idea que se debe tener clara es que aunque la completitud es una propiedad de
los espacios métricos, ser completamente metrizable es una propiedad topologica y por
tanto, es preservada por homeomorfismos. Es decir, pueden existir espacios métricos no
completos que sean completamente metrizables al verlos como espacios topoldgicos.

Un resultado siguiendo esta linea de la metrizabilidad y la completitud es el siguiente teo-
rema, que resulta sumamente util a la hora de construir nuevos espacios (completamente)
metrizables a partir de otros ya conocidos.

Teorema 1.1.2. Si {X,,}men es una familia a lo sumo numerable de espacios (completa-
mente) metrizables, entonces su producto cartesiano X =[] X,, con la topologia producto
es (completamente) metrizable.

La demostracion para el caso finito consiste simplemente en observar que si es
M = {mq,--- ,my,} y son py,---,p, métricas (completamente) compatibles para los es-
pacios X,,,, -+, X, respectivamente, entonces la aplicacion p: X — R dada por

p(z,y) = max{pi(z1,y1), ", pu(Tn, Yn)}

es una métrica (completamente) compatible con X.

Por otra parte, la demostracién para el caso infinito puede hallarse en [37, Thm. 22.3,
Thm. 24.11], aunque si cabe destacar las ideas principales de la prueba.

2 Recordemos que una isometria f : (X,p) — (Y,p’) es una aplicacién entre espacios métricos que
preserva la métrica, es decir, tal que dados z,y € X se tiene que p'(f(z), f(y)) = p(z,y).



4 Espacios metrizables

Sies M = {m,}, y p, una métrica (completamente) compatible con X,, para cada
n € N, las ideas principales en la demostracion son:

= Comprobar que dados z,y € X,,,,,

Pu(,y) = min{1, pn(z, y)}
es una métrica (completamente) compatible con X,, acotada por 1.

= Comprobar que la aplicaciéon p: X x X — R dada por

N o Ty Yn)
n=1

donde z, = x(m,),y, = y(m,), es una métrica (completamente) compatible en X
que induce la topologia producto.

Nuestro siguiente objetivo serd caracterizar los subespacios de espacios completamente
metrizables que también son completamente metrizables.

Para ello, precisamos en primer lugar de la caracterizacion en el caso de espacios métricos
y de una serie de resultados técnicos que demostramos a continuacién.

Proposicién 1.1.3. Si (X, p) es un espacio métrico completo e Y un subespacio de X,
entonces Y con la métrica restringida es completo si, y solo si, Y es cerrado.

Demostracién:

Supongamos en primer lugar que Y es cerrado y consideremos py la restriccion de la
métrica a Y.

Dada pues {y, }22 ; una sucesién de Cauchy en (Y, py ), claramente es también una sucesién

de Cauchy en (X, p) y como p es una métrica completa, tenemos que existe x € X tal
que y, — .

Ahora bien, al ser Y cerrado y cada y, € Y se tiene que z € Y, luego {y,}52; es
convergente en Y y efectivamente (Y, py) es completo.

Reciprocamente si (Y, py) es completo, entonces dada una sucesion {y,}°, contenida
en Y y convergente a cierto y € X, tenemos que esta serd de Cauchy en Y (por ser
convergente) y de la completitud de Y, concluimos que converge a cierto punto de Y.

Puesto que X es un espacio métrico, en particular es Hausdorff, con lo que el limite de
sucesiones es Unico y tenemos pues que y € Y, probando pues que Y es cerrado. B

Lema 1.1.4. Sean {X;}icr, {Yi}ier dos familias de espacios topolégicos indexadas por un
conjunto arbitrario I y de modo que X; es homeomorfo a Y; para cada @ € I. Entonces,
sus productos cartesianos con la topologia producto son homeomorfos.

Demostracion:

Sean X =[[X;,Y =11Y; v f; : X; — Y; homeomorfismos entre los correspondientes
espacios para cada i € I.
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Definamos entonces F' : X — Y tal que

F(x)(@) = filz(2)),

y veamos que es el homeomorfismo buscado.

En primer lugar, F' es una biyecciéon pues G : Y — X dada por

es claramente su inversa.
Veamos ahora que F' es continua.

Por la propiedad universal de la topologia producto para ver su continuidad basta ver
que 7¥ o F son continuas para cada i € I, donde 7} son las proyecciones i-ésimas en Y.
Ahora bien, esto es claro pues ¥ o F' = f; o mX, ya que dado » € X

(m} o F)(x) = m (F()) = F(2)(i) = fi(x(i)) = fil(m" () = (fiom}" )(w).

Luego con todo, F' es continua y como de forma totalmente analoga se prueba la conti-
nuidad de G, concluimos que efectivamente es el homeomorfismo buscado. B

Antes de enunciar los siguientes resultados que seran muy ttiles cuando tratemos con
espacios polacos, recordemos cierta notacion que emplearemos de forma habitual a lo
largo del trabajo.

Si es X un espacio topologico, diremos que un conjunto Y C X es G si es interseccién
numerable de conjuntos abiertos de X; y diremos que es F, si es unién numerable de
conjuntos cerrados.

Teorema 1.1.5. Si X es un espacio metrizable e Y C X un Gy, entonces Y es homeo-
morfo a un conjunto cerrado de X x RN,

Demostracion:

Si Y = X entonces el teorema es claro pues este es homeomorfo al conjunto cerrado
X X {Ogn}, luego supongamos que Y es un subconjunto propio de X.

Como Y es un G distinto de X, tenemos que existe una sucesiéon {4, }°°, de abiertos
propiamente contenidos en X tal que

Y = FiAn:X\ ©1<X\An).

Sean pues F,, = X \ A,,, que serdn cerrados no vacios en X, p una métrica compatible en
X y consideremos la aplicacion f : X — RN dada por f,(x) = p(z, F},) para cada n € N.

Como la funcién distancia de un punto a un cerrado en un espacio metrizable es continua,
tenemos que cada coordenada de f es continua y, por la propiedad universal de la topologia
producto, f es continua.

Ahora, como en virtud del Teorema 1.1.2 el espacio RY es metrizable, en particular es
Hausdorff. Por tanto, al ser f continua el grafo de f es cerrado en X x RN,
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Si denotamos por G el grafo de f, la aplicaciéon ¢ : X — G dada por

i(z) = (z, f(2))
es continua, pues cada componente lo es.

Ademas, su inversa es simplemente 7 : G — X la proyeccion en la primera componente,
que es claramente continua, con lo que 7 es un homeomorfismo.

Observemos ahora que

i(Y)=Gn (X x(0,4+00)").
Efectivamente, si es y € Y, entonces y ¢ F,, para cada n € N, luego f,(y) = p(y, F,,) > 0
y ast, i(y) = (y, f(y)) € X x (0, +00)".

Reciprocamente, si es (z, f(z)) € GN (X x (0, +oo)N) entonces tenemos que

fo(z) = p(z, F,) > 0, Vn € N.
Por tanto, x ¢ F,, para cadan € N, y asi # € Y cumpliendose que (z, f(z)) =i(z) € i(Y).
Con todo, al ser G cerrado en X x RN, de lo anterior se deduce que i(Y) es cerrado en
X x (0, +00)N.
Por otra parte, observemos que, como (0, +00) es claramente homeomorfo a R, el Lema
1.1.4 nos garantiza que X x (0, +00)" es homeomorfo a X x RY.

Por tanto, si es h un homeomorfismo entre X x (0, +00)Y y X x RN, tendremos que h(i(Y"))
es cerrado en X x RY y homeomorfo a Y, con lo que finalizamos la prueba. B

Enunciaremos a continuacién el teorema de Lavrentieff cuya demostracién puede encon-
trarse en [37, Thm. 24.9] o [26, Thm. 3.9] y, como consecuencia de este y los resultados
anteriores, obtendremos ya el teorema de caracterizacién de subespacios completamente
metrizables buscado.

Teorema 1.1.6. (Lavrentieff) Si X e Y son espacios métricos completos, A C X,
BCY yh:A— B un homeomorfismo, entonces h puede extenderse a un homeomor-
fismo h* : A* — B* donde A*, B* son conjuntos Gs en X e Y respectivamente y que
cumplen que AC A* C Ay B C B* C B.

Teorema 1.1.7. Si X es un espacio metrizable e Y un subconjunto de X se cumplen:

(i) St X es completamente metrizable e Y es un Gs en X, entonces Y con la topologia
relativa es completamente metrizable.

(ii) SiY es completamente metrizable con la topologia relativa a X, entonces Y es un
Gs en X.

Demostracion:

Comencemos demostrando ().

Observemos que como R es completamente metrizable, por el Teorema 1.1.2 el espacio
RN también lo es y, por el mismo teorema, también lo serd X x RN,

Ahora, por el teorema 1.1.5, Y es homeomorfo a un subconjunto cerrado F de X x RY el
cual, por la Proposicién 1.1.3, serd completamente metrizable®.

3 Observemos que si p una métrica completamente compatible en X x RY, entonces pr es una métrica
compatible en F' y, por la Proposicién 1.1.3, (F, pr) es un espacio métrico completo.
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Por tanto, Y es homeomorfo a un espacio completamente metrizable y efectivamente es
completamente metrizable.

Pasemos ahora a demostrar (ii).

Sea p una métrica compatible en X, [X, j] una complecién de X y p’ una métrica com-
pletamente compatible en Y.

Observemos en primer lugar que la aplicacién j : X — j(X) serd un homeomorfismo
por ser j una isometria, luego si denotamos por Z = j(Y), tendremos que f : Y — Z
dada por f = j|y serd también un homeomorfismo.

Si consideramos entonces a Y como un subconjunto de (Y, p’), por el teorema de Lavrentieff
podemos extender f a un homeomorfismo f*: Y™ — Z* siendo Z*, Y™ conjuntos G; en
X e Y respectivamente, cumpliendo que Z C Z* C ZeY CY*CY.

Ahora, como Y =Y se tiene que Y* =Y vy, al ser f* una extensién de f, serd f* = f.
Por tanto, Z* = f*(Y) = f(Y) = j(Y) y obtenemos que j(Y) es G5 en X.

Con todo, existe una sucesién de abiertos {4, }°°, en X tal que
i) = A
n=1
y asi,
Y =560 =i (ﬂ An> = 177 (An).
n=1 n=1

Como por la continuidad de j cada j~1(A,,) es abierto en X, concluimos que efectivamente
Yesun Gsen X. R

Todos los espacios que trabajaremos en el texto seran métricos y separables, por lo tanto
dedicaremos el final de la seccién a recordar el concepto de separabilidad y su relacion
con los espacios métricos.

Definicién 1.1.5. Se dice que un espacio topologico X es separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

La separabilidad es también una propiedad muy deseable pues en numerosas ocasiones
resulta mucho mas sencillo demostrar cierta propiedad en un subconjunto denso y luego
extenderla al espacio total, con lo que si ademés el subconjunto denso es numerable, las
demostraciones pueden acortarse enormemente.

En el caso de los espacios metrizables la separabilidad conlleva ademas una propiedad
topoldgica muy buena tal como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Un espacio metrizable es separable si, y solo si, tiene una base topologica
numerable.

Demostracion:

En general cualquier espacio topoldgico X con base numerable {U,,}°°; serd separable’.

4 Destacamos que esta afirmacién es equivalente al axioma de eleccién numerable en R, como puede
verse en [19, Thm. 4.54].
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Efectivamente, basta tomar D = {u,, }22 , siendo cada u,, € U, y es claro que este conjunto
es denso en X pues su interseccion con cualquier abierto de la base dada es no vacia.

Para el reciproco, supongamos que X es un espacio metrizable, siendo p una métrica
compatible, y D un subconjunto numerable y denso.

Veamos que
1
B:{@(¢»depmeN}
n
es una base numerable de X.

La numerabilidad es clara por ser D y N numerables, y para ver que es base basta
demostrar que dado U un abierto cualquiera de X y x € U, existen ciertod € D yn € N
tales que x € B,(d,1/n) C U.

Como U es abierto en X y z € U, tenemos que existe cierto € > 0 tal que B,(z,e) C U.
Consideremos pues un n € N tal que 1/n < e y observemos que por la densidad de D
existira cierto d € D tal que p(d,z) < 1/2n.

Con todo ] ]
xr € B, (d, 2n> C B, (:L‘, n) C B,(z,e) CU,
lo que concluye la demostracion. Il

Otro importante resultado respecto a la separabilidad en espacios métricos que también
emplearemos es el siguiente.

Teorema 1.1.9. 57 X es un espacio metrizable y compacto entonces X es separable.

Demostracion:

Sea p una métrica compatible en X, entonces por la compacidad de X para cada n € N

tenemos que existe un conjunto finito de puntos de X, X,, = {a},--- , 27 } tales que
kn 1
X:UB@$> (1.1)
i=1 n
Definiendo entonces -
D= U X,
n=1

tenemos que es numerable y basta ver que es denso para probar la separabilidad de X.
Sin mas, dados * € X y € > 0, tomando n € N tal que 1/n < £ se cumple por (1.1) que
existe un 2 € X, C D tal que
(x,27) < ! <
x, X! —<e.
P ] n

Esto prueba que D es denso en X y que efectivamente el espacio es separable. Bl

En general, la separabilidad no se comporta bien con la topologia relativa a subconjuntos
de un espacio, es decir, un espacio topoldgico X puede ser separable y un subconjunto
Y C X con la topologia relativa no serlo.

Sin embargo, para el caso de espacios metrizables este no es el caso tal como recogen las
siguientes proposiciones con las que finalizamos la seccién.



Espacios metrizables y normados 9

Proposicion 1.1.10. Sea X un espacio metrizable e Y un subconjunto denso de X.
Entonces, si Y con la topologia relativa a X es separable se cumple que X es separable.

Demostracion:

Como Y es separable, existe D un subconjunto numerable y denso de Y y basta ver que
clx(D) = X para concluir que efectivamente X es separable.

Si es p una métrica compatible en X, basta demostrar pues que dados x € X y ¢ > 0
existe un d € D tal que p(z,d) < e.

Ahora, por ser Y es denso en X, tenemos que existe un y € Y tal que p(z,y) < /2y
como D es denso en Y, existe d € D tal que p(y,d) < /2, luego

p(z,d) < p(z,y) + ply,d) <e,
y finalizamos la demostracién. B

Proposicién 1.1.11. 5i X un espacio metrizable y separable e Y un subconjunto de X,
entonces Y con la topologia relativa a X es también separable.

Demostracién:

Puesto que X es metrizable, por el Teorema 1.1.8 tendra una base numerable B.

Ahora, es claro que Y con la topologia relativa es también metrizable, y que ademas
By ={BNY :B e B}

es una base numerable de Y, luego aplicando nuevamente el Teorema 1.1.8, concluimos
que Y es separable. W

1.2. Espacios normados

Tal como hemos hecho con los espacios métricos, comencemos por la definicion de pseu-
donorma y norma.

Definicién 1.2.1. 57 X es un espacio vectorial sobre un cuerpo K con valor absoluto, una
aplicacion p : X — K se dice que es una pseudonorma en X si cumple las siguientes
condiciones:

(i) p(Ax) = |A p(x), Ve e X, X € K;

(i) p(z+y) < ple) +uy), Yo,y € X.
Si ademdas, la aplicacion satisface la siguiente condicion:
(iii) Dado x € X, si u(x) =0 entonces x = Ox;

se dice que p es una norma en X.

El par (X, p) se denominara espacio pseudonormado, respectivamente normado si se cum-
ple la ultima condicion.



10 Espacios normados

A lo largo del texto consideraremos que el cuerpo K de la definicion es Q o R. Ademas,
cuando hablemos en general de un espacio normado X, siempre pensaremos que es un
espacio vectorial sobre R y si no se especifica lo contrario denotaremos su norma por ||-.

Observemos que tal como ocurria con las pseudométricas, las condiciones en la definicién
implican que una pseudonorma g sobre un espacio vectorial X serd siempre una funcion
positiva, pues dado z € X

1 1 1
w(x) = 5(#(@ + p(—z)) = St 1(0x) = 2#(0 -x) = 0.
Todo espacio normado X tiene una estructura candnica como espacio métrico al considerar
la métrica inducida por la norma

p(r,y) = |z —y|.

Esta métrica nos permite pues considerar sobre un espacio normado la estructura topo-
logica inducida por la métrica. Por tanto, cuando hablemos sobre conceptos topolégicos
en un espacio normado, a no ser que se indique lo contrario, siempre sera pensando en la
topologia inducida por esta métrica.

Con todo, el tipo de espacios normados que nos interesara principalmente en este tra-
bajo son los espacios de Banach, es decir, los espacios normados completos siendo la
completitud respecto a la métrica inducida por la norma.

Tal como ocurre en cualquier rama de las matematicas solo hemos definido la mitad de
la estructura sobre la que queremos trabajar, es decir, ya hemos definido los objetos a
estudiar pero atin debemos definir los morfismos entre ellos. Puesto que estamos tratando
con espacios vectoriales a los que hemos dotado de una estructura topologica, tiene sen-
tido considerar como morfismos las aplicaciones lineales continuas las cuales en este caso
admiten la siguiente caracterizacion.

Proposicién 1.2.1. Sean (X, |-|x) e (Y,|-|y) dos espacios normados y T : X — Y
una aplicacion lineal, son equivalentes:

(i) T es continua.

(ii) T es continua en Ox.

)
)

(iii) T es uniformemente continua.

(iv) Existe un C' > 0 tal que para todo x € X se cumple que |T(z)|, < C|z| -
)

(v

T'(Bx) estd acotada en'Y', es decir, sup |T'(z)[y < oo.
rEBx

La proposicion anterior nos permite definir la norma de una aplicacion lineal
T : X — Y de cualquiera de las siguientes formas equivalentes

1Tl = sup [T(x)]y = sup [T(x)]y = sup [T(x)]y, =
r€EBx CﬂGSX

r€Bx

—inf{C'>0:||T@)|, <C ||y, Vz e X}.
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Teniendo ya bien definidos y caracterizados los objetos y morfismos, el iltimo paso antes
de definir conceptos mas complicados es discernir cuando consideraremos que dos espacios
normados constituyen la misma estructura, que en nuestro caso admite de dos posibles
definiciones.

Definicién 1.2.2. Si (X, ||-|y) e (Y, ||y) son dos espacios normados y T : X — Y
una aplicacion lineal, decimos que T es un isomorfismo si es biyectiva, continua y con
mversa continua.

En caso de existir una aplicacion de este tipo diremos que X e Y son isomorfos, lo que
representaremos por X ~ Y.

Por otra parte, diremos que T es una tsometria si se verifica que
IT@)ly = llzly , Vo e X.

Si ademds T es sobreyectiva, diremos que es un tsomorfismo isométrico y en este caso
se dice que X e Y son tsométricamente isomorfos, lo que denotaremos por X =Y.

Es muy sencillo ver que toda isometria lineal es inyectiva y continua, y que si ademas es
sobreyectiva, entonces su inversa es también una isometria con lo que todo isomorfismo
isométrico es un isomorfismo.

Observamos pues que si dos espacios son isomorfos, la linealidad y la continuidad del
isomorfismo nos garantizan que la estructura vectorial y topolégica se preservan. Ademas,
es un ejercicio sencillo comprobar que también se preserva la completitud, por lo que
dos espacios de Banach isomorfos son esencialmente la misma estructura desde el punto
de vista vectorial y topologico. Si ademas precisamos conservar la estuctura normada,
debemos exigir que los espacios sean isométricamente isomorfos, lo cual a efectos practicos
nos dice que los dos espacios son “idénticos”.

Tal como ocurria con las métricas existe también el concepto de normas equivalentes
el cual se define del mismo modo, es decir, dos normas sobre un espacio vectorial seran
equivalentes si inducen la misma topologia. Nuevamente, en el caso de espacios normados
existe una caracterizaciéon muy tutil que enunciamos a continuacion.

Proposicién 1.2.2. Sea X un espacio vectorial real y ||, , |||, dos normas sobre X, son
equivalentes:

1) I-Il; v Il son equivalentes.
(ii) La aplicacion identidad I : (X, |-||;) — (X, ||-ly) es un isomorfismo.
(iii) Ewxisten constantes positivas o, 5 tales que

allzlly < lzl, < Bz, Vo e X,

Es un resultado muy conocido y que emplearemos a menudo el hecho de que para un
espacio vectorial X de dimension finita todas sus normas son equivalentes.

Mas atn, esto permite probar dos hechos muy relevantes sobre los espacios normados de
dimensién finita.
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El primero de los resultados es que toda aplicacién lineal de un espacio de dimension
finita en cualquier otro espacio normado es continua y el segundo que todos los espacios
de dimensioén finita n son isomorfos entre si.

Estos dos hechos sobre los espacios de dimension finita hacen que el analisis funcional
se centre principalmente en el estudio de los espacios de dimensién infinita que es donde
aparece una mayor variedad de espacios.

Para finalizar con las nociones basicas recordaremos brevemente el concepto de espacio
dual y bidual.

Definiciéon 1.2.3. 57 X es un espacio normado, se define su espacio dual que deno-
taremos por X* como el espacio vectorial formado por todas las aplicaciones lineales y
continuas de X en R.

Definiendo sobre X* la norma
Il = sup |f(z)], Vf€ X"

se obtiene que X* es siempre un espacio de Banach.

Definimos ademdas el espacio bidual de X como el espacio dual de X* y lo denotamos
por X**.

Respecto a notacion, en ocasiones trabajaremos sobre el espacio formado por todas las
aplicaciones lineales de X en R, sean o no continuas, y lo denotaremos por X7 .

Existe una relacién candnica entre un espacio de Banach y su bidual a través de la inyec-
cién canodnica, que se define como la aplicacion J : X — X** tal que para cada z € X
se define J(z) : X* — R como

Empleando el Corolario 1.2.9 se ve facilmente que J es una isometria lineal, con lo que de
ser sobreyectiva nos indica que X y su bidual serian isométricamente isomorfos. En este
caso, si J es sobreyectiva, se dirda que el espacio X es reflexivo.

Tras esta breve introducciéon en los conceptos mas basicos del analisis funcional, pasaremos
ahora a ver dos resultados que nos permitan pasar de un espacio pseudonormado a un
espacio de Banach de forma que preservemos todo lo posible la estructura original de la
pseudonorma.

El primer paso serd pues pasar de una pseudonorma a una norma, y la forma tipica de
hacerlo es mediante el uso del espacio cociente.

Teorema 1.2.3. Sea (X, ) un espacio pseudonormado y definamos
N ={x e X : u(z) = 0}.
Entonces N es un subespacio vectorial de X y si definimos i : X/N — R como
iz + N) = p(x),

se tiene que (X/N, i) es un espacio normado.
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Demostracion:

Veamos en primer lugar que N es un subespacio vectorial de X.

Sin mas, dados x,y € N tenemos que

0 < p(r+y) < p(r)+ply) =0,

conlo que pu(r+y) =0y asi, z+y € N.
También, dado A € R se tiene que

p(Az) = Al p(z) =0,

con lo que Az € N y efectivamente N es un subespacio vectorial de X.

Podemos pues formar el espacio vectorial cociente X/N con las operaciones canénicas y
observemos en primer lugar que fi esta bien definida.

Siz+ N =y-+ N entonces xt —y € N y con ello
|u(z) — p(y)| < plz —y) =0.
Asi, p(z) = p(y) y efectivamente, fi(z + N) = iy + N).

Resta tinicamente ver que es una norma, pero esto es claro pues si son z,y € X y A € R
se cumplen:

" z+N)=0& pu(z)=02e NS+ N=N;
= i((z+N)+(y+N)) = a((z+y)+N) = ple+y) < p(r)+u(y) = plz+N)+a(y+N);
= i(Mz+ N)) = i((Ar) + N) = p(Az) = [M p(z) = |\ @iz + N).

Es decir, i satisface las tres condiciones que definen una norma y efectivamente (X /N, fi)
es un espacio normado. l

El segundo paso sera el de complecién, es decir, pasar de un espacio normado a un espacio
de Banach nuevamente intentando que se preserve la norma original en la medida de
lo posible. Como la completitud es un concepto métrico, el proceso y la definicion es
realmente analogo al mencionado para los espacios métricos, pero la estructura de espacio
normado y el uso del bidual facilita enormemente las cosas como veremos en el siguiente
teorema.

Definicion 1.2.4. Si (X, ) es un espacio normado, decimos que un par
(X ),5: X — X]

es una complecion de X si (X, i) es un espacio de Banach, j es una isometria lineal y
J(X) es denso en X.

Teorema 1.2.4. Todo espacio normado admite una complecion.

Demostracion:

Sea (X, p) un espacio normado, entonces su bidual (X**, 4**) es un espacio de Banach y
la inyeccion canodnica i : X — X™* es una isometria lineal.
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Si consideramos pues X = clx (i(X)) y fi = 1 |i(x), tenemos que por ser X cerrado en
X** la Proposicion 1.1.3 nos garantiza que (X , ft) es un espacio de Banach. Si definimos
ademés j = ’LJX , entonces j : X — X sigue siendo una isometria lineal y ademas j(X)
es denso en X pues

A

g (X)) = X Nelye (X)) = X Nelye (i(X)) = X

Por tanto, el par [(X, a),j: X — )A(} es una complecién de X tal como buscabamos. B

Ademas, tal como ocurria con los espacios métricos, la completitud de un espacio normado
es en cierto modo tUnica, resultado que emplearemos en numerosas ocasiones en la segunda
codificacion que veremos para los espacios de Banach separables.

Teorema 1.2.5. Si (X, ) es un espacio normado y
(X,),h: X — X]
dos compleciones de X, entonces X y X son isométricamente isomorfos.

Demostracion:

Por definicién tenemos que j y h son isometrias lineales siendo j(X), h(X) densos en X
y X respectivamente, luego tenemos los isomorfismos isométricos

j_l j(X> —>X7
Rt ih(X) — X

a partir de los cuales podemos formar los isomorfismos isométricos

f=hoj™:j(X) — MX),
g=joh ™' :h(X)— j(X).

Ahora, f: j(X) — X es una aplicacién lineal isométrica vy, como j (X) es denso en X,
por el Teorema B.6, existe una tnica isometria lineal F': X — X tal que F|;x) = f.

Anélogamente, existe también una tnica isometria lineal G : X — X tal que Glpx) = 9.

Por tanto, para ver que X y X son isométricamente isomorfos basta ver que F oG = Id ¢
y G o F' =1dy pues de este modo, estos son los isomorfismos isométricos buscados.

Sin mds sea © € X y observemos que, como h(X) es denso en X, existe una sucesién
{z,}22, en h(X) tal que z,, — z, luego por la continuidad de F' y G tenemos que

n—o0

(FoG)w) = F (G Jim a) ) = F (Jim Glan)) = lim F(G(z,)) =

oo L Flg(m)) = lim f(g(en) = lim =

Puesto que el z € X era arbitrario, hemos demostrado que efectivamente F o G = Id %-

El caso con G o F' se ve de forma completamente andloga utilizando la densidad de j(X)
en X, con lo que queda demostrado el teorema. M
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Adn mas, si es (X, 1) un espacio normado, por el Lema B.1 existe un par
(Y,v),t: X — Y]

que es una compleciéon de X de modo que X C Y como subespacio denso, ¢ es la inclusion
y vlx = p

Esto nos permite fijar los conceptos, con lo que cuando hablemos de una complecién de
un espacio normado X nos referiremos siempre a un espacio de Banach X que contiene a
X como subespacio denso y tal que su norma restringida a X es precisamente la norma
original de X.

Recordemos que nuestro objetivo principal es codificar los espacios de Banach separables
como puntos de un cierto espacio topoldgico. Sin embargo, como mencionaremos méas
adelante, el hecho de que no exista el conjunto de todos los espacios de Banach impide
que dicha tarea pueda realizarse de forma directa y se precisan pues de unos espacios muy
especiales que denominaremos universalmente isométricos y que definimos a continuacion.

Definicién 1.2.5. Un espacio de Banach separable X se dice que es universalmente
tsométrico si dado cualquier otro espacio de Banach separable Y existe una isometria
jY — X.

Observemos que en la definicién anterior j(Y) es siempre cerrado en X pues, como Y es
un espacio de Banach j(Y') también lo serd, luego es completo y por la Proposicién 1.1.3
serd cerrado.

El ejemplo clasico de espacio de Banach separable universalmente isométrico es el espacio
C([0,1]) es decir, el espacio de funciones continuas de [0, 1] en R dotado de la norma del
supremo’. Este es un resultado cldsico demostrado por Banach y Mazur en su articulo [3]
de 1933 y una demostracién mas moderna del mismo puede hallarse en [5, Thm. 4].

Recordemos ahora uno de los teoremas centrales del analisis funcional, el teorema de
Hahn-Banach, asi como algunos corolarios que se desprenden de este que resultaran utiles
para ciertas demostraciones.

Teorema 1.2.6. (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial real,
p: X — R un funcional sublineal, Y C X un subespacio vectorial de X y f : Y — R
una aplicacion lineal dominada por p, es decir tal que

|f(W)] <ply), Yy eY.

Entonces, existe una aplicacion lineal F : X — R que extiende a f y que ademds también
esta dominada por p, es decir tal que

Fly) = f(y), Yy €Y;
|F(x)] < p(z), Vo eX.
Antes de pasar a enunciar los corolarios, puesto que en este texto se utilizara teoria de

conjuntos para estudiar aspectos del andlisis funcional, cabe mencionar la relaciéon de este
importante teorema con los axiomas clasicos de Zermelo-Fraenkel.

5 Como veremos por el Teorema 2.1.7 se tiene que efectivamente es un espacio de Banach separable.
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La demostracion clasica del teorema utiliza el lema de Zorn, el cual se sabe que es equi-
valente al axioma de eleccién, y aunque puede probarse a partir de otros axiomas mas
débiles, si que esta demostrado que es independiente de los axiomas de Zermelo-Fraenkel
sin el axioma de eleccién, es decir, no puede probarse ni refutarse su veracidad iinicamente
a partir de estos.

Para mas detalles acerca de este fascinante tema pueden consultarse [25] o los surveys
sobre este teorema [10] o [32].

Corolario 1.2.7. 5i X es un espacio vectorial real, i una pseudonorma en X y xg € X,
entonces existe un funcional lineal f: X — R tal que f(xo) = pu(xo) y

|f(z)] < p(z), Vo € X.

Corolario 1.2.8. 57 X es un espacio normado, Y un subespacio vectorial de X 1y
f:Y — R una aplicacion lineal y continua, entonces existe F' : X — R una aplicacion
lineal y continua que extiende a f y tiene la misma norma que ella.

Corolario 1.2.9. 57 X un espacio normado, entonces para cada v € X se cumple que

lzll = sup [f(x)].

GBX*

Para concluir la secciéon daremos algunas definiciones y resultados que resultaran de mucha
utilidad en la Seccién 3.2.

Definicién 1.2.6. Si X,Y son espacios normados y K > 1, un K-isomorfismo entre
X eY es una aplicacion lineal T : X — Y tal que

1
7 el < IT(@)] < Kja], Vo € X.

Diremos ademds que X eY son K-tsomorfos si existe un K-isomorfismo sobreyectivo
entre ambos.

Veamos que un K-isomorfismo T entre dos espacios normados X e Y es un isomorfismo
en su imagen, luego si X e Y son dos espacios K-isomorfos, en particular son isomorfos®.

En primer lugar tenemos que si 7'(z) = Oy entonces
1
0< — < ||T =0
< — lall < IT@)] =0,

con lo que x = Ox y por tanto, T es inyectiva.

Por otra parte, por la propia definiciéon de K-isomorfimo, T es acotada y al ser lineal, es
continua. Ademés, respecto a T~! : T(X) — X tenemos que serd lineal por serlo Ty
continua pues

|77 )| < K |0 )| = Kyl -

La siguiente definicién nos permite establecer una relacion entre cierta nocion de densidad
en espacios métricos y los K-isomorfismos entre espacios de Banach.

6 Ademés, esto muestra que la definicién de espacios K-isomorfos no es ambigua puessi T: X — Y
es un K-isomorfismo sobreyectivo, entonces 7-! : Y — X también lo es.
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Definiciéon 1.2.7. Si (X, p) es un espacio métrico, € > 0 e Y, S subconjuntos de X, se
dice que Y es e-denso en S si para cada x € S existe uny € Y tal que p(z,y) < €.

Lema 1.2.10. Eziste una funcion ¢y : [0,1/3[— R continua en cero y con ¢1(0) =0
con la siquiente propiedad:

SiT: E — X es una aplicacion lineal entre espacios de Banach, ¢ € (0,1/3) y existe
M C FE e-denso en Sg, la esfera de F, tal que

[T(m)] =1 <&, Ym € M,
entonces T es un (1 + ¢1(€))-isomorfismo entre E y X.

Demostracion:

Bajo las condiciones del enunciado, si e € Sg entonces, como M es e-denso en Sg, existe
m € M tal que |le —m| < ey por tanto

IT(e)l < [T(e) = Tm)[| + [T(m)]| < [T(e =m)ll + (1 +¢&) <[T[]le —m[ +(1+¢) <
<|T|e+ (1+¢).

Asi
1T = sup [T'(e)]| < [T e+ (1+¢),
e€Sg
y con ello
1+¢
)< 1< (1.2
Por otro lado,
1T ()]l = 1T(m) = (T(m) = T ()| = [ T(m)[| = |T(m) = T(e)| > (1 —e)—
1+¢
—Tm—e) =2 (1 =€) = |T[|Jm —e| > (A —e) = |Tlle =2 (1-¢e)———e=
(i2) —¢
1 =3¢
T 1-¢’
con lo que dado =z € F/, no nulo,
x 1-—3e
T = T — ||| > . 1.3
il = lal |7 (5] = T2 (13)
Definamos pues f : [0, 1[— R como f(t) = }—j, entonces f'(t) = ﬁ y por el teorema
del valor medio, dado t € (0,1) existe & € (0,t) tal que
2t 2t
t) = f(0)+tf =14+ —=<14+ - ——=.
f() f()+ f(ft) +(1_&>2— +(1—t)2
Definiendo también g : [0,1/3[— R como g(t) = 1=, entonces ¢'(t) = ﬁ y por el
teorema del valor medio, dado ¢ € (0,1/3) existe & € (0,¢) tal que
2t 2t

g(t) = g(0> +tg/(§t) =1+ m <1+ m
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Con todo, si definimos ¢; : [0,1/3[— R como

2t

) = ——
“1(t) (1—3t)2

es claro que ¢1(0) = 0 y que es continua en todo el intervalo.

Ademaés dado € € (0,1/3) de modo que se cumplan las condiciones del enunciado se tiene
por lo visto que

T@I < 2= el = ) ol < (1 + (12_)) ol < (1+ 61(0)) ]
y 1— 3¢
|17'()] Iz = (g(e) ™" 1l > (L + du(e) ™" [l

(r3) 1—e¢
con lo que T es un (1 + ¢;(g))-isomorfismo entre £y X y ¢ es la funcién buscada. B

La definicién que se presenta a continuacién también probara ser de mucha utilidad en la
codificacion mediante pseudonormas.

Definicién 1.2.8. Si X,Y son dos espacios de Banach, {x1,--- ,x,} C X linealmente
independientes, {y1, -+ ,yn} CY y K >0, escribiremos que

(}/Jy17”' ayn)’I\(’ (X,Jfl,"' an)

si la aplicacion lineal T : span{xy,- -+, x,} — span{yy, -+ ,yn} tal que T(x;) = y; es un
isomorfismo satisfaciendo que

maX{HT

TW}<K.

Y

Observemos que la relacién anterior es simétrica pues si es

(Kylf“ 7yn)’l\€ (X’Q}17~~~ wxn)

entonces, como T es un isomorfismo lineal, tenemos que los yy,--- , ¥, son linealmente
independientes en Y y como la aplicaciéon T : span{yy,- - ,y,} — span{zy,--- ,x,} tal
que T(y;) = z; no es mas que T, se tiene que

max {|T

T} = max {|T

: JTﬂH<K.

Aunque como ya hemos mencionado el interés principal del anélisis funcional se centra
en los espacios de dimensién infinita, resulta que ciertas propiedades de estos pueden
estudiarse a través de sus subespacios de dimension finita. La rama del analisis funcional
que estudia estos fendémenos se conoce como teoria local en espacios de Banach y aunque
no entraremos en detalles”, daremos una definicién general sobre representabilidad finita,
que si emplearemos mas adelante.

Definicién 1.2.9. Si F es una clase de espacios de Banach, se dice que un espacio de
Banach X es finitamente representable en F si dado cualquier subespacio de dimen-
sion finita E de X ye > 0, existe un subespacio de dimension finita F' de algin Y € F
que es (1 + e)-isomorfo a E.

Si F ={Y} decimos que X es finitamente representable en'Y .

7 Para méas informacién se pueden consultar los capitulos 12 y 13 de [1].



Capitulo 2

Teoria descriptiva de conjuntos

Los origenes de la teoria descriptiva de conjuntos podrian situarse a comienzos del siglo
XX con los trabajos de Baire sobre funciones reales. La nocién de funciéon habia sido
introducida a mediados del siglo anterior por Dirichlet y Riemann como una correspon-
dencia entre objetos, sin importar ni dar ningiin método sobre como podria construirse
esta correspondencia. Sin embargo, la mayoria de funciones que se estudiaban estaban de-
terminadas por reglas analiticas concretas, por lo que Baire plantea partir de las funciones
continuas y construir el resto a partir de iterar la convergencia puntual de sucesiones de
funciones, dando lugar a lo que hoy conocemos como funciones de Baire.

Los trabajos de Baire continuaron de la mano de Borel, quien unos afios después introdujo
el concepto de conjunto de Borel; y por Lebesgue, quien realizd un minucioso estudio sobre
las funciones de Baire, demostrando por ejemplo que tipo de funciones de Baire coinciden
con las funciones de Borel.

Paradéjicamente el estudio de los conjuntos de Borel vive su climax a partir de un error
en un trabajo de Lebesgue.

Lebesgue supuso sin dudarlo que un conjunto de niimeros reales que sea la proyeccion de
un conjunto de Borel en el plano, es también un conjunto de Borel. Suslin llamé a este
tipo de conjuntos, es decir las proyecciones de los conjuntos de Borel, conjuntos analiticos
(pues podian construirse utilizando las operaciones analiticas de unién e intersecciéon de
intervalos) y demostr6 que existen conjuntos analiticos que no son de Borel.

Tras este resultado Suslin, junto a su maestro Lusin, hicieron un profundo estudio de los
conjuntos analiticos y demostraron su importancia y potencia en el estudio de los propios
conjuntos de Borel.

El siguiente paso consistié en ir mas alld, introduciendo Lusin y Sierpinski (de forma in-
dependiente) otro tipo nuevo de conjuntos, los conjuntos proyectivos, cuyo primer escalén
son los conjuntos analiticos. Estos se forman a partir de los conjuntos de Borel e iteran-
do ciertas operaciones conjuntistas simples, luego tanto los conjuntos de Borel como los
proyectivos pueden describirse a partir de conjuntos simples e iteraciones de operaciones
conjuntistas basicas, por lo que esta rama de las matematicas terminé denominandose
teoria descriptiva de conjuntos.

Tanto la escuela soviética de la mano de Lusin, como la polaca de la mano de Sierpinski,
hicieron grandes desarrollos en la teoria pero no fue hasta 1959 que llegd una segunda
revolucion de la mano de Addison, quien demostré una profunda conexion entre la teoria
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descriptiva de conjuntos y la teoria de las funciones recursivas. Esto dio pie al desarrollo
de una teoria mas general conocida como teoria efectiva dentro de la teoria descriptiva
de conjuntos, pasando a llamarse teoria clasica a las ideas desarrolladas por Lusin y sus
colaboradores.

Esta introduccién de conceptos 16gicos y conceptos mas profundos de la teoria de conjuntos
permitio a la teoria descriptiva brillar con luz propia e incluso aportar resultados novedosos
e importantes a ramas tan distantes de las matematicas como son la estadistica, el analisis
funcional o la teoria de representacion de grupos.

Esta seccion pretende ser una breve introduccion a la teoria descriptiva de conjuntos
clasica donde presentaremos los conjuntos de Borel y analiticos, junto a las herramien-
tas necesarias para su aplicacién posterior a la clasificacién de los espacios de Banach
separables.

Para un estudio pormenorizado del tema pueden consultarse los libros de Kechris [26]
o Srivastava [35], dos grandes mateméticos que aportaron resultados importantes a la
teorfa; o en castellano el libro de Carlos Ivorra [22] que se caracteriza por ser, junto al
resto de sus libros, completamente autocontenido.

2.1. Espacios polacos

La teoria clasica que comenzd6 con Suslin y Lusin se basaba en los conjuntos de niimeros
reales o de sus extensiones a mas dimensiones. Sin embargo, con el desarrollo paralelo
de la topologia se vi6 que la teoria descriptiva alcanzaba mayor potencia al trabajar con
espacios mas generales, los denominamos espacios polacos. El uso de este tipo de espacios
no es una mera generalizacion, pues se emplean en parte por la fuerte conexiéon que tienen
con los espacios de sucesiones y la relacién de estos con la teoria de funciones recursivas.

Esta primera seccion servira pues como una introduccién a los espacios polacos y sus
principales propiedades, asi como un estudio en particular del espacio de Baire que nos
permitird también introducir la operacion mediante la cual Suslin definié los conjuntos
analiticos.

2.1.1. Conceptos generales

Definiciéon 2.1.1. Un espacio polaco es un espacio topologico completamente metrizable
y separable.

Observemos que por el Teorema 1.1.8 podemos enunciar de forma equivalente que un
espacio polaco sera un espacio topolégico completamente metrizable y con base numerable.

Como ya hemos mencionado en la seccién sobre espacios métricos, la completitud es una
nocién métrica pero es importante entender que a los espacios polacos no les imponemos
una métrica completa concreta, sino que les exigimos que sean completamente metrizables,
es decir, que exista al menos una métrica completa que induzca la topologia. Esto permite
una mayor generalidad en los resultados como puede apreciarse, por ejemplo, al comparar
el siguiente teorema con el Teorema 1.1.3 para espacios métricos completos.
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Teorema 2.1.1. Sea X un espacio polaco e Y un subconjunto de X. Se cumple que Y
con la topologia relativa es un espacio polaco si, y solo si, Y es un G5 en X.

Demostracion:

Si Y es un espacio polaco entonces es completamente metrizable y al ser X también
metrizable, por el Teorema 1.1.7 (ii), se tiene que efectivamente Y es un G5 en X.

Reciprocamente, si Y es un G5 en X, por ser X completamente metrizable podemos
aplicar el Teorema 1.1.7 (i) y obtener que Y es completamente metrizable. Ademés, por
la Proposicion 1.1.11, Y serd también separable y efectivamente es polaco. B

Con el siguiente teorema podremos construir una gran cantidad de espacios polacos, al-
gunos de ellos muy importantes por sus propiedades universales.

Teorema 2.1.2. Todo producto a lo sumo numerable de espacios polacos es un espacio
polaco.

Demostracion:

Si es { X, }22; una familia numerable de espacios polacos, en particular cada uno de ellos es
completamente metrizable y por el Teorema 1.1.2 tenemos que su producto X es también
completamente metrizable.

Ademas, como cada X, es también separable, para cada natural n existe D, C X,
numerable y denso.

Definamos pues
D = H D,
n=1
y sea x = {x,}22, € D fijo.

Ahora, consideremos para cada m > 1 los conjuntos
E,={y€D:y,=x,Yn>m}.

Claramente cada E,, es numerable! y por tanto también lo es
o
E= U E,,.
m=1

Si vemos que F es ademas denso en X, entonces quedara probado que el espacio es
separable y por lo anterior, que es polaco.

Para ver la separabilidad basta pues considerar A un abierto basico cualquiera de X, y
ver que ENA # @.

Sea pues A un abierto basico propio, es decir, A = [[>2; A, donde cada A, es abierto en
X, y existe un m € N tal que A, = X,, para cada n > m.

Como cada D,, es denso en X, tenemos que para cada n < m, D, N A, # @ y existe
pues d,, € D, N A,,. Definamos pues e € E,, tal que ¢; = d; sit < mye =ux; sii>m,
entonces es claro que e € EN A y efectivamente £ N A # &.

L Si es {dnk}72, una enumeracién cualquiera de D,, basta definir f : N™ — E,, tal que

f(na,---,mm) =ycony, =dip, sii < mey = x; sii>m,y se observa ficilmente que es
sobreyectiva.
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Por 1ultimo, la prueba para un producto finito es andloga.

Si es {X,})_, una familia finita de espacios polacos, de nuevo por el Teorema 1.1.2
tenemos que su producto X es completamente metrizable. Ademés, si definimos D de
forma analoga a lo anterior, tenemos en este caso que D es numerable y se comprueba de
modo muy similar a lo visto para E que es denso en X, lo que prueba que efectivamente
X es un espacio polaco. B

Como hemos dicho, estos dos teorema nos permiten dar algunos ejemplos importantes:
(i) R™ es un espacio polaco para todo n € N.
(ii) R donde X es un conjunto numerable serd un espacio polaco.

(iii) w con la topologia discreta’ es un espacio polaco pues la métrica discreta es siempre
completa, y una base para la topologia viene dada por los conjuntos unipuntuales
que en este caso es claramente numerable.

(iv) R\ Q es un espacio polaco pues Q es un F, en R, luego R\ Q serd un Gy y por el
Teorema 2.1.1 es un espacio polaco®.

(v) El espacio de Baire se define* como N = “w y es polaco por (iii) y el Teorema 2.1.2.

(vi) El cubo de Cantor se define como C = {0,1}* y es polaco por la misma razén que
el anterior.

(vii) El cubo de Hilbert se define como H = [0,1]“ y por el Teorema 2.1.2 y el teorema
de Tychonoff es un espacio polaco compacto.

Como hemos mencionado previamente algunos de los espacios anteriores son de especial
importancia por sus propiedades universales dentro de la clase de espacios polacos, y un
primer resultado en dicha linea es el siguiente.

Teorema 2.1.3. Un espacio topologico X es polaco si, y solo si, es homeomorfo a un Gy
del cubo de Hilbert.

Demostracion:

Si Y es un subconjunto de tipo G5 de H entonces, por el Teorema 2.1.1, Y es un espacio
polaco.

Asi, si X es homeomorfo a algin conjunto Gs de H, lo anterior nos garantiza que es
homeomorfo a un espacio polaco y por tanto X es polaco.

2 Por w entenderemos el conjunto de los naturales (incluyendo el cero), y usaremos esta notaciéon cuando

lo tratemos como un ordinal o como un espacio con estructura topoldgica. En contraste, emplearemos
la notacién N cuando tratemos los naturales meramente como un conjunto de indices (que no incluye
el cero), pero a nivel conjuntista remarcamos que son el mismo conjunto (salvo el cero).

Es interesante destacar que, aunque a simple vista este ejemplo y el siguiente son completamente
distintos, realmente podrian considerarse como parte de un tnico ejemplo ya que ambos espacios son
homeomorfos (ver [26, Thm. 7.7]).

Para no llevar a confusién con el ordinal 5%, cuando nos refiramos a espacios de funciones entre
ordinales o y 8 denotaremos .
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Reciprocamente, si X es un espacio polaco entonces es metrizable y con ello completamen-
te regular’. Como ademas tiene una base numerable, por el Teorema E.2 es homeomorfo
a un subespacio Y de H.

Ahora, por ser homeomorfo a X, Y es un espacio polaco y como H también lo es, de
nuevo por el Teorema 2.1.1 concluimos que efectivamente Y es un G5 de H. B

Veremos en la siguiente subseccion que el espacio de Baire también tiene una propiedad
universal parecida a la del cubo de Hilbert, pero antes veamos algunos ejemplos de familias
de espacios topoldgicos muy comunes que estan incluidas en la clase de los espacios polacos.

Para entender el primer ejemplo, recordemos previamente la nocién de espacio localmente
compacto.

Definicién 2.1.2. Un espacio topologico X es localmente compacto si para cada punto
x € X, existe una base de entornos compactos de x.

Teorema 2.1.4. Todo espacio topologico Hausdorff, localmente compacto y con base nu-
merable es polaco.

Demostracién:

Comencemos viendo que el teorema es cierto si consideramos un espacio X que sea Haus-
dorff, compacto y con base numerable.

Por ser Hausdorff y compacto, tenemos que es un espacio normal® y con ello completa-
mente regular. Ademads, al tener una base numerable, el Teorema E.2 nos garantiza que
sera homeomorfo a un subespacio Y de H.

Ahora, como H es polaco, es en particular Hausdorff y como Y es compacto (por ser
homeomorfo a X) concluimos que Y es cerrado.

Si es pues p una métrica completamente compatible en H entonces py, la métrica restrin-
gida a Y, sera compatible en Y pero, como Y es cerrado, la Proposicién 1.1.3 garantiza
que py serd completamente compatible, luego Y es completamente metrizable.

Al ser pues X homeomorfo a Y, obtenemos que X es también completamente metrizable
y como tiene una base numerable, es un espacio polaco.

Supongamos ahora que X es Hausdorff, localmente compacto y B es una base numerable
de X.

Veamos en primer lugar que
Be ={U € B: U es compacto}

es también base numerable de X.

Observemos primero que, como Be C B, el conjunto serd numerable y cada uno de sus
elementos sera abierto.

Por tanto, basta ver que dado V abiertoen X y x € V', existe U, € Bo talquez € U, C V.

Como X es localmente compacto existe una base de entornos compactos de = y, por
definicion de base de entornos, existe pues K, un entorno compacto de x tal que K, C V.

5 Ver el Anexo A si no se conoce el concepto de completamente regular.

6 La demostracién a este hecho puede hallarse en [37, Thm. 17.10].



24 Espacios polacos

Ahora, como B es base de X, existe U, € B tal que
reU, Cint(K,) CV,
y como X es Hausdorff, K, es cerrado y se cumple que
U, cint(K,) C K, = K,.
Con todo, U, es un cerrado contenido en un compacto, luego sera compacto y obtenemos
pues que U, € B¢ y cumple lo deseado, demostrando que B¢ es una base de X.

Sea ahora X la compactificaciéon de Alexandroff” de X.

Como X es localmente compacto tenemos que X es Hausdorff y compacto, con lo que
si vemos que tiene una base numerable, por lo visto al comienzo serd un espacio polaco.

Observemos que esto ultimo concluiria la demostracion pues al ser X abierto en X°°,
por el Teorema 2.1.1 obtendriamos que efectivamente X es polaco tal como buscamos
demostrar.

Asi, basta demostrar que el conjunto

Bm:BCU{<X\CJUi>U{oo}:UieBc,keN}

i—1
es base numerable de X°.

En primer lugar, como Bs es numerable y la unién numerable de conjuntos numerables
es numerable, se tiene que B, es numerable.

Por otra parte, la topologia de X es
Too =T U {(X \ K)U {0} : K es cerrado y compacto en X} =
=7 U {(X\ K)U{oo}: K es compacto en X}
donde 7 es la topologia de X y la tltima igualdad se da porque al ser X Hausdorff todo
compacto es cerrado.
Por tanto, los elementos de B, son abiertos en X°.

Con esto, para obtener que B, es base de X basta ver que dado V' un abierto cualquiera
de X®yx eV, existeun U € By, tal que x € U C V.

SiV €7, como B¢ es base de X y Bo C By, se cumple lo deseado.

Supongamos pues que V ¢ 7, es decir
V= (X'\ K) U {oo}

con K compacto en X, y distingamos dos posibles situaciones:

T Si (X, 7) es un espacio topoldgico y oo un punto cualquiera que no pertenece a X, se define la com-
pactificacion de Alexandroff o compactificacion por un punto como el espacio topoldgico
X = X U{oo} dotado de la topologia

Too =7 U {U €P(X*): X*®°\U es cerrado y compacto en X} =
=7 U {UeP(X®):U=(X\K)U{x} con K cerrado y compacto en X }.
Se demuestra entonces (ver [27, Chp. 5, Thm. 21]) que efectivamente X es un espacio topoldgico,

es compacto y X es un subespacio del mismo.
Ademas, se prueba que X*° es Hausdorff si, y solo si, X es Hausdorff y localmente compacto.
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» Six # oo entonces x € X \ K que es abierto en X, luego por ser B¢ base de X,
existe U € Bo C B talquex e U C K\ X C V.

= Si z = oo entonces como K es compacto y Be base de X, existen Uy, --- , Uy € Be

tales que
k k

KclyuclU.

i=1 i=1
Luego

mE(X\U(L)U{oo}C(X\K)U{oo}:V

=1
y como (X \UE, 71) U {0} € Bw, concluimos.
En cualquier caso existe pues el conjunto U buscado y el teorema queda demostrado. B

Corolario 2.1.5. 57 X es un espacio metrizable y compacto, entonces es polaco.

Demostracién:

Como X es metrizable y compacto, por el Teorema 1.1.9 tenemos que es separable y por
el Teorema 1.1.8 que tiene una base numerable.

Ademas, por ser metrizable tenemos también que es un espacio de Hausdorff.

Es decir, X que es Hausdorff, compacto y con base numerable y por lo visto al comienzo
de la demostraciéon en el teorema anterior concluimos que efectivamente es polaco. B

El siguiente ejemplo consistird en probar que si X es un espacio métrico compacto e Y
un espacio polaco, entonces C(X,Y) con la topologia inducida por la métrica del supremo
sera un espacio polaco, por lo que comencemos recordando como se define exactamente
esta métrica.

Definicién 2.1.3. Si X es un espacio compacto e Y un espacio metrizable con py una
métrica compatible en Y, se define la métrica del supremo en C(X,Y) como

p(f,g9) = sup py (f(x), g(z)).

Es sencillo comprobar, teniendo en cuenta que py es una métrica y X es compacto, que
la descripcién anterior define efectivamente una métrica en C(X,Y).

De cara a ver que es un espacio polaco, es importante también ver que la topologia
inducida por la métrica anterior es independiente de la métrica py, es decir, que se cumple
el siguiente lema.

Lema 2.1.6. S7 X es un espacio compacto e Y un espacio metrizable, entonces dadas
dos métricas compatibles en'Y', py y py, las métricas en C(X,Y)

p(f,g9) = sup py (f(x),g(x))

P(f.g9) = sup py (f(z),9(z))

son equivalentes.
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Demostracion:

Dadas B,(f,e), By(f,6) dos bolas en las correspondientes métricas , debemos ver que

existen €, > 0 tales que
BP/(f> 5_) - Bp<f7 5)

Bp(f7 5) - Bp/(f7 6)

Lo veremos unicamente para el caso de la primera inclusion pues el segundo es completa-
mente analogo.

Dado = € X, como py y p{ son métricas equivalentes en Y, tenemos que existe £, > 0
tal que

By, (£(@),2:) C Byy (f(2),2/3). (2.1)

Ahora si definimos
Uw = fil (Bply (f(‘r)a gx/2)) )

tenemos que es un entorno abierto de x y ademas, como dado z € U,

f(2) € By, (f(2),€:/2),

se tiene que
Py(f(@), f(2) < 5. vz € U (2.2

Es claro que {U,}.cx es un cubrimiento abierto de X y como es compacto, existiran
X1, , T, € X tales que

Definamos pues
€= min {&,,/2
min {e.,/2)
y veamos que satisface lo deseado.

Observemos que si es g € By/(f, &) entonces dado z € X fijo serd

py(f(2), 9(z)) <&, (2.3)
y como ademés x € U,, para algin i = 1,--- ,n, por (2.2) tenemos que
Ex;
o (o), () < 2 (2.4)
Con esto, tenemos que para algin i = 1,--- ;n se cumple que
f(:L’) € Bp’y (f<x74>7€337,)7
y por (2.1)
€
o (@), f ) < = (25)



Teoria descriptiva de conjuntos 27

Por otro lado, utilizando (2.3) y (2.4)

Ex;

Py (9(@), f(2:)) < py(9(2). [ (@) + py (f(2), [(2:)) <&+ 5 < eas
con lo que
9(x) € By, (f(2:), €a;)
y de nuevo por (2.1)
prlg(@), f(z)) < . (2.6)
Finalmente, por (2.5) y (2.6) concluimos que
2e

py (f(x),9(x)) < py (f(2), f(7:)) + py (f(2i), 9(7)) < 3

Por la arbitrariedad de z € X se tiene pues que

2e
p(fvg) S ? < g,

y asi
g € BP(fa E)
tal como queriamos ver. B

Por el lema anterior, podemos definir el espacio C(X,Y’) con la topologia del supremo
como el espacio topologico cuya topologia es la inducida por la métrica del supremo, y
ahora si demostrar el teorema ya enunciado.

Teorema 2.1.7. §i X es un espacio metrizable compacto e Y un espacio polaco, entonces
C(X,Y) con la topologia del supremo es un espacio polaco.

Demostracion:

Por la propia definicién de la topologia del supremo es claro que C(X,Y") es metrizable,
y para ver que es completamente metrizable basta demostrar que la métrica definida en
2.1.3 al considerar en Y una métrica completamente compatible es completa.

Sea pues py una métrica completamente compatible en Y y {f,}>°, una sucesién de
Cauchy en C(X,Y).

Entonces dado € > 0 existe ng € N tal que si m,n > ng
ol £) = $p py (f(a). Fo(a) <
Te

Luego, en particular para cada z € X

pY(fm<x)? fn(x» <g,

con lo que {f,(x)}22, es de Cauchy en (Y, py) para cada z € X.

Como (Y, py) es completo podemos entonces definir f : X — Y como

f(z) = lim f,(x).

n—oo
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Nuevamente dado € > 0 y por ser {f,}>2, de Cauchy, existe ng € N tal que para cada
m,n > ng

€
SuppY(fm(w)7fn($)) < 5 (27)
zeX
Ademas, dado z € X como f,(z) — f(z) tenemos que existe n, > ng tal que
€
@), £(2)) < & (28)

Por tanto, si n > ng por (2.7) y (2.8)

py (fu(x), f(2)) < py (fa(@), fr, (2)) + py (. (2), f(2)) <e.

Es decir, hemos demostrado que dado ¢ > 0, existe cierto ng € N tal que si n > nyg
entonces para cualquier x € X arbitrario

py (fu(z), f(2)) <e,

luego tal que
p(fu, [) < &, Vn > nyg.

Lo anterior prueba en particular que f,, converge uniformemente a f en X, y como cada
fn es continua al ser f,, € C(X,Y"), concluimos que f es continua y por tanto f € C(X,Y).

Ast, {fn}22, converge en C(X,Y) a f y queda demostrado que (C(X,Y), p) es completo.

Para ver ahora la separabilidad sea px una métrica compatible en X, de nuevo py una
métrica completamente compatible en Y y definamos para cada n,m € N

n

1 1
Com = {1 €CONY) ¥y (o) < = = prl(F(@), f@) < 2 )}
Ademas, como X es compacto tenemos que para cada m € N existe

X = {0 2

Y Nm

un conjunto finito tal que
Nm, 1
X=\)B (xm, ) .
zL:J1 m

Definamos también para cada n,m € N los conjuntos

Apen =L (f@), - F@)) €Y™ : f € Com}-

Como Y es un espacio polaco, por el Teorema 2.1.2, Y™ también sera polaco, luego
metrizable y separable, y por la Proposicién 1.1.11, A, ,, también serd separable con la
topologia relativa.

Por tanto, para cada par (n,m) € N? existe E,,, C A, numerable y denso.



Teoria descriptiva de conjuntos 29

Asi, enumerando E, ,, podemos escribir

B = { (@) f0 @) 2 7 € Crun)

o0

)

k=1

y definir
Dy = {fz?m}iL

Con todo, es claro que D,,,,, C C,,, y dado f € C,,,, v € > 0, tenemos que al ser E,, ,,
denso en A, ,, existe un f;"" € D,,,, tal que®

max {py (F), S (@), oy (P ) R )} < e. (2.9

Veamos finalmente que
D = U Dn,mv

(n,m)€EN?
el cual es claramente numerable, es denso en C(X,Y") lo que concluird la demostracion.
Para ello, basta ver que dados f € C(X,Y) y € > 0, existe g € D tal que p(f,g) < ¢.

Como f es continua y X compacto, f serd uniformemente continua y tomando n € N tal
que 1/n < €/3, existe pues un m € N tal que si px(z,y) < 1/m entonces

py (f(@), f(y)) < L (2.10)

n
Con esto, f € Cpm v por (2.9) existe g € D, ., tal que

max {py (F(2), g()) : 2 € X} < i (2.11)

Dado ahora z € X cualquiera sabemos que existe z € X, tal que px(z,2) < 1/m y asi

py (f(z),9(x)) < py(f(2), [(2)) + py (f(2), 9(2)) + py(9(2), 9(x)) <
<l
n py (9(2), g(x)),
donde la tltima desigualdad se da por (2.10) y (2.11).
Asi, como g € D,, ,,, C C,,,, concluimos que
(F(2).g(@)) < ++ — + py(g(=).9(2)) <
Py y g n n Py \g » g n'
Por la arbitrariedad de z € X se tiene finalmente que

(f.9) = sup pr(f(x), g(w) < - < e

zeX

y concluimos la demostracion. B

8 Consideramos en Y™ la métrica compatible descrita tras el Teorema 1.1.2.
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2.1.2. El espacio de Baire

Como ya hemos mencionado, el espacio de Baire tiene una propiedad universal parecida
a la del cubo de Hilbert, pero para estudiarla necesitamos previamente algo de notacion.

Recordemos que el espacio de Baire N' = “w no es mds que el espacio de sucesiones de
numeros naturales dotado de la topologia producto, y de forma analoga denotaremos el
espacio de sucesiones finitas de niimeros naturales como w<¥.

Un elemento = € w<“ podemos verlo pues como una n-tupla x = (zg, 21, * ,Zn_1) ¥
definimos la longitud de x como su dominio, es decir, en este caso lon(x) = n.

Dados dos elementos x,y € w<¥ diremos que = esta contenido en y o que y contiene
a x, representado por z C vy, si lon(x) < lon(y) y x; = y; para cada i < lon(z).

Por tltimo, sison z = (z9, 1, ,Tn_1) €y = (Yo, , Ym—1) definimos la concatenacién
de x e y, como la operacién en w<* dada por
r y= (ZI}'(], oy Tp—15Y0, 7ym71)-

En el caso particular en el que lon(y) = 1, es decir y = (m) para algiin natural, denota-
remos simplemente z ™ m.

La forma natural de relacionar N'y w=<“ es mediante la operacién de restriccién.

Dados x € Ny n € w, definimos la restriccién de z = {z;}ic, a n como el elemento
x|, € w<¥ de longitud n dado por

x’n = ($0,‘ o 7'777171)'

Cabe destacar que la tnica sucesion de longitud nula es la sucesién vacia, luego z|y = @.

Con la notacién anterior podemos dar una base muy 1til para trabajar con N.
Lema 2.1.8. Dado s € w<* tal que lon(s) = n definimos

By ={x e N : x|, = s}.
Con esta notacion se cumple que

B={B,:secw"}

es base de N .
Demostracion:
En primer lugar, dado s = (sg, -, s,_1), cada Bj es abierto en N pues podemos expresar
B.=T[U:
1€w

siendo U; =wsii>ny U = {s;} sii<n.

Ahora, como {{k} : k € w} es base de w con la topologia discreta, tenemos que

B:{HUiﬂ[:{io,”',ik}thalqueUi:wsii€I

1€W
y UZ7 = {nij}anij € w para j = 07 . 7k}

es base de N.
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Por tanto, para ver que B es base, basta demostrar que dado U € B e y € U, existe cierto
s€ewYtal quey € B, C U.

Sin més, como U € B serd de la forma

U={zeN zjy=ni, -,z =n;}
para ciertos n;,, - -+ ,n;, € wy veamos que definiendo n = max{ip+1,- - ,ir+1} entonces
s = yl, es la sucesién buscada.
Observemos que dado = € By, como y € U y para cada j = 0,--- ,k es i, < n, tenemos
que
l‘ij :Sij :yi]. :ni]., VJ: ]_, ,k}.

Por tanto concluimos que x € U y con ello que y € By C U tal como queriamos ver. B

Precisaremos ademas en las demostraciones del concepto de esquema de Suslin y puesto
que también sera un concepto importante al definir los conjuntos analiticos, lo introduci-
remos ahora con cierto nivel de detalle.

Definicién 2.1.4. Un esquema de Suslin en un conjunto X es una aplicacion A de
w<¥ en P(X), el conjunto potencia de X.

La operacion de Suslin es la aplicacion S que a cada esquema de Suslin A en X le
asigna el siguiente conjunto de X

S(A) = U N Alzl).

zeN new

Si Y es un subconjunto de P(X), diremos que un esquema de Suslin A estd en Y si
A(s) € Y para cada s € w<¥. En particular, si X es un espacio topoldgico, diremos que
un esquema de Suslin A es abierto, cerrado, compacto, etc. si cada conjunto A(s) lo es.
Si ademds X es un espacio (completamente) metrizable, diremos que un esquema de
Suslin A cumple la condicion de los didmetros si existe una métrica (completamente)
compatible en X tal que para todo x € N se cumple que

lim d (A(zl],)) = 0,

n—o0

siendo d el diametro de los conjuntos y tomando por convenio que d(&) = 0.

Observemos que si un esquema de Suslin A en un espacio metrizable X cumple la condicién
de los didmetros para cierta métrica compatible p, entonces dado x € N se tiene que

ﬂ Alzln)

new

<1

Efectivamente, si fueran x,y dos elementos distintos en la interseccion seria
d(A(x|,)) =sup{p(z1,22) : 21,22 € A(x|n)} > p(z,9), Vn € w,

y asi
lim d (A(zl],)) > p(x,y) >0

n—oo

teniendo una contradiccién.
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Esta observacién nos permite pues definir para cada esquema de Suslin A una aplicacion
asociada ¢ : Z(A) — X donde

2(4)={r e N ) Alel) £ 0.

new

y para cada x € Z(A) es

{o(@)} = (] Alxln)-

necw

Esta aplicacion tiene dos propiedades muy importantes:

= 9(2(A)) = 5(A).

Efectivamente se tiene que

ze@(Z(A) e TreZ(A): d(x) =z v e Z(A): {z} = [ Alz],) & =z € S(A)
new
= ¢ es continua.
Debemos ver que dado U C X abierto se tiene que ¢~*(U) es abierto en Z(A).

Sea pues x € ¢~ (U) cualquiera, y observemos que como U es abierto existe ¢ > 0
tal que B(¢(x),e) C U.

Ademas, como A cumple la condicién de los didmetros para p, existe también un
n € w tal que d (A(x|,)) < e.

Entonces, como por definicion ¢(x) € A(z|,), dado y € A(z|,) se tiene que

p(y, d(x)) < d(A(z,)) <e,

y asi
A(z|,) C B(é(z),e) C U.

Asi, hemos demostrado que
x € By, NZ(A) C ¢~ '(U),
pues dado y € By, N Z(A) serd y|,, = x|, y con ello
¢(y) € Alyln) = Alz]n) C U,

es decir, y € ¢~ 1(U).

En definitiva, hemos visto que ¢~!(U) es entorno de todos sus puntos y por tanto
abierto en Z(A).

Con todo lo visto, estamos ya en condiciones de establecer los dos teoremas de universa-
lidad para el espacio de Baire, los cuales precisan para demostrarlos de un par de lemas
técnicos.
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Lema 2.1.9. Sea X un espacio polaco, p una métrica compatible y U C X un abierto no
vacio. Entonces, dado € > 0 existen abiertos no vacios {U, }new, de didmetro menor que

€ y tales que
U= U, = U.

new new

Demostracién:

Como X es polaco, en particular es separable, y existe pues D C X un subconjunto
numerable y denso a partir del cual podemos definir

Tz{B(:E,l) ::UED/\nEN/\n>2/\B(:U,1>CU}.
n £ n

Entonces, T # @ (pues D NU # & al ser D denso, con lo que si es x € D N U existe n
suficiente grande para que B(x,1/n) C U) y es numerable por serlo D, luego sea {U, }ncw
una enumeraciéon cualquiera de 7'

Es claro que cada U, es un abierto no vacio de didmetro menor que € y por definicién se
cumple que

Uu.c U, cU.

new new

Reciprocamente, si es y un elemento de U, por ser U abierto, existe un n € N tal que

I/n<ey
1
B(y,) cU.
n

Ademés, como D es denso en X, existe cierto € DN B(y,1/2n) y asi

— 1 1
yGB(x,) cB<y,> cu.
2n n
Como 1/2n < €/2, concluimos que B(x,1/2n) € Ty asi

ye | JU,Cc | Un.
new new
De la arbitrariedad del punto y € U obtenemos finalmente que
v=UU.=UT,
new new

y existe pues la sucesion de abiertos buscada. B

Lema 2.1.10. Sea X un espacio polaco, p una métrica compatible y F' un conjunto F,
de X. Entonces, dado € > 0 existe una sucesion {F,}ne. de conjuntos F, disjuntos, de
didmetro menor a €, que cumplen que F,, C F y tales que

F=JF.

new

Demostracion:

Como F' es un conjunto F, tenemos que existe {C), } e, una sucesién de cerrados en X
tal que

F={JC.

new
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Ahora, como X es polaco, el Teorema 1.1.8 nos garantiza que tiene una base numerable.

Ademas, observemos que
B={B(z,0):x€X,0<d<¢e/2}

es base de X y por el Teorema E.1 podemos obtener un subconjunto numerable de B que
sea también base de X.

Sea pues { By, }mew una enumeracion cualquiera de las clausuras de los elementos de dicho
subconjunto, es decir, cada B,, es una bola cerrada de didmetro menor a € y de modo que
la union de todas ellas es justo X.

Entonces, tenemos que

FeC=UCnx) = (Onm U Bm> ~ U (CnBw).
(

new new new mew n,m)Ewxw

donde cada conjunto C,, N B,, es claramente un cerrado de didmetro menor a .

Es decir, podemos expresar F' como unién numerable de una sucesién de cerrados {C? },.c.
todos ellos con didmetro menor a €.

Definamos ahora
Gn =G\ U Cr.
k<n
Es claro entonces que F' es union disjunta de los G, y como ademaés cada G,, C C),, todos
ellos tienen diametro menor a .
Aun més, observemos que
Gn:c';m ﬂ(X\C;Q),
k<n
luego es interseccién de un cerrado y un abierto (que serdn dos conjuntos F, en virtud
del Teorema 2.2.1), y por la Proposicién 2.2.4 es un conjunto F.

Con todo, sera pues

G,= | Dn,

mew
para ciertos DI cerrados en X, y definamos para cada par (n,m) € w X w los conjuntos
n __ n
E = U Dy
k<m

n n n 3 n —
Entonces, cada E), es cerrado, £, C EJ ., para cada m € w y, considerando E";, = &,
se cumple que

G = U (Em \ Ep1).

mew
De forma andloga a lo dicho para los G, se tiene que cada E \ E" | es un conjunto
F, en X. Ademés, son disjuntos dos a dos (para m,n)? y como estdn contenidos en G,
tienen didmetro menor a ¢.

9 : n n n n s n
Observemos que para un mismo n, E? \ E _, y E? \ E? _, son disjuntos pues los E, forman una
sucesién creciente para m; y para el caso en el que n # 7,

(En\NEn )N(EL\E} ) CGuNGr=a.
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Atn maés, como E' \ E | C E, siendo EI" cerrado, tenemos que
Er\E'_ ,CEl CG,CF
Como también se cumple que

F=UG.=U UENE

new nEw mew
basta considerar {F}, },e, como cualquier enumeracién de {E] \ E' _; :m.,n € w}. A

Teorema 2.1.11. Todo espacio polaco es imagen continua del espacio de Baire, es decir,
si X es un espacio polaco, existe una aplicacion continua y sobreyectiva f: N — X.

Demostracion:

Sea p una métrica completamente compatible para X y definamos de forma recursiva el
siguiente esquema de Suslin abierto en X:

» A(2) = X.

» Dado s € w<¥ tal que lon(s) = k > 1, definimos para cada n € w

A(s™n) =1U,
siendo {U,, }ne, una sucesién de abiertos resultado de aplicar el Lema 2.1.9 a A(s)
con € = .

Tenemos entonces que por el Lema 2.1.9 el esquema A cumple:
(i) A(2) = X;

(i) Sies s € w<¥ tal que lon(s) =k > 1 entonces d(A(s)) < 1/k;
)
) A

(iii) Si s C t, entonces A(t) C A(s);

= |J A(s™n) = | A(s™n).

new new

1V

Dado ahora x € N, como A(z|,) # @ para cada n € w, podemos formar una sucesion
{Pn}new tal que p, € A(x|,).
Observemos que si son m > n, se tiene que x|, C x|, y por (iii)

A(zlm) C A(z]n),

de donde p,,, pm € A(zl,).
Por tanto, dado € > 0 si es ng € N tal que 1/ny < € se cumple que para todo m > n > ny

1
p(pnalhn)fg d(/4(lﬂn)) 85 ;{ < €.

Por tanto, la sucesion {p,}ne. es de Cauchy en (X, p) y como el espacio es completo,
converge a cierto punto p € X.
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Adn mas, dado n € w se tiene por (iii) que para m > n

Pm € A(z]m) C A(z]m) C A(z]n) C Alzln)-

Tomando limites obtenemos que p € A(z|,,) para cada n € w y asi

pe ﬂ A(zl,) I ﬂ A(z]y).

new new

Es decir, hemos visto que dado x € N es
m A(xyn) #* 9,

y por tanto que Z(A) = N.

Aun més, dado = € N tenemos por (ii) que para cada n > 1
1
d(A(z],)) < —,
(Alal)) <+

con lo que A cumple la condiciéon de los didmetros para p.

Por lo visto antes del teorema podemos definir entonces f : N' — X como f = ¢, la cual
ya sabemos que es continua y resta inicamente ver que sea sobreyectiva.

Sea pues p € X y sg = &, entonces
peX =Also) = U Asgn),
V) new
con lo que existe un ny € w tal que so C $1 =551y p € A(s1).

De nuevo

peA(sy) = U A(syn),

(V) new
y existe pues un ny € w tal que s C 51 C s9 =8 N2y D E A(sg).

Mediante este proceso podemos construir (utilizando alguna forma del axioma de eleccion,
por ejemplo el axioma de elecciéon dependiente) un z € N tal que

pE ﬂ A<$‘n)

new

y por lo visto para la funciéon ¢ sera

{p} = N Alzls) = {o(2)} = {f(x)}.
new
Con todo f(z) = p y, por la arbitrariedad de p € X, queda demostrado que es f es
sobreyectiva. H

El teorema anterior nos dice entonces que todo espacio polaco es imagen continua del
espacio de Baire, pero la aplicacion dada no tiene porque ser inyectiva. Sin embargo,
si nos restringimos a subconjuntos cerrados en lugar de considerar todo el espacio N,
entonces si podemos obtener una biyeccion tal como se ve en el siguiente teorema.

10° Al ser A(z|,) C A(z|,—1) para cada n > 1y A(z|g) = A(9) = X, se cumple que

() Aln) c X0 () Axln) = () Alxln)-

new new new
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Teorema 2.1.12. Si X un espacio polaco, entonces existe un cerrado C C N y una
aplicacion f : C' — X tal que f es continua y biyectiva.

Demostracion:

Sea p una métrica completamente compatible para X y definamos de forma recursiva el
siguiente esquema de Suslin en X:

» A(2) = X.
» Dado s € w<¥ tal que lon(s) = k > 1, definimos para cada n € w
A(s™n) =F,

siendo {F,, } e, una sucesién de conjuntos F, resultado de aplicar el Lema 2.1.10 a
A(s) con € = 5.

Tenemos entonces que por el Lema 2.1.10 el esquema A cumple:

(i) A@) = X;
(ii) Sies s € w<¥ tal que lon(s) =k > 1 entonces d(A(s)) < 1/k;
(iii) Si s C ¢, entonces A(t) C A(s) siendo A(s) un conjunto F;

)

(iv) A(s) = |J A(s"n) siendo la unién disjunta.

necw
Veamos ahora que la aplicaciéon ¢ : Z(A) — X cumple!! lo deseado.

Sabemos ya que es continua y, de forma completamente analoga a lo visto en el teorema
anterior, se comprueba que es sobreyectiva.
Veamos que en este caso ¢ es también inyectiva.

Si x,y son puntos distintos de Z(A) y es n el primer natural tal que x,, # y,, entonces
s =x|p, =yln y asi

z) € () Alz|m) C A(s"zy)

y) € () AWylm) C A(s™yn).

Como por (iv), A(s™x,) v A(s"y,) son disjuntos tenemos efectivamente que ¢(z) # ¢(y),
demostrando que ¢ es inyectiva.

Para concluir la demostracién basta entonces ver que Z(A) es cerrado en N, o equivalen-
temente, que N\ Z(A) es abierto.

Sea pues € N'\ Z(A) y observemos que por definicién

ﬂ A(w|n) =

new

11 Observemos que tal como se ha visto en el teorema anterior, por (ii) A cumple la condicién de los
diametros y ¢ estd bien definida.
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Ahora, si vemos que existe un m > 1 tal que A(z|,,) = @ entonces

x € By, %N\Z(A)

y obtendriamos que z es un punto interior de N\ Z(A).

Por la arbitrariedad de este punto x, concluiriamos que efectivamente N\ Z(A) es abierto
y el teorema quedaria demostrado.

Supongamos pues por reduccién al absurdo que A(zl,) # & para cada n € w.

Entonces, para cada n € w tenemos por (ii) que
- 1
d(A(zl|,)) = d(A(z|, —
(Alela)) = d(A(a]n) < ~

y por (iii) que

Alalorr) € Alal,) € AQl).

En definitiva, {A(x\n)} es una sucesion decreciente de conjuntos cerrados, no vacios y

cuyos didmetros tienden a cero y, como (X, p) es completo, el teorema de intersecciéon de
Cantor nos permite concluir que

) Alz]a) # 2.

new
Sin embargo,
N All.) = N Alzl.) ¢ ) Alz]a) = 2
nE€w W) =i (i) pew

y tenemos pues la contradiccién buscada. W

2.2. La jerarquia de Borel

Dado un espacio topoldgico cualquiera X existe una o-algebra canodnica asociada a él
conocida como la o-algebra de Borel y que se define como la o-dlgebra generada por la
topologia de X, es decir, es la menor o-algebra que contiene a la topologia. Denotaremos
esta o-dlgebra por B(X).

A los conjuntos en dicha o-algebra se les denomina conjuntos de Borel, y por la propia
definicion observamos que contiene a todos los abiertos de X. Pero atin mas, por ser cerra-
da al tomar complementos y uniones e intersecciones numerables, observamos que también
contiene a los conjuntos cerrados, a los G5 y F,,, a uniones numerables de conjuntos Gy,
a intersecciones numerables de conjuntos Fy, ...

Es decir, la cantidad de conjuntos de Borel es enorme y cabe pensar que aquellos subcon-
juntos de X que no sean de Borel seran conjuntos muy “raros” y poco relacionados con la

12 Sies y € By, seré y|m = z|m con lo que A(y|m) = A(z|m) = @ y asi

ﬂ A(y|n) =,

new

con lo que efectivamente y € N\ Z(A).
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estructura topolédgica de X, por lo que en cierto modo los conjuntos de Borel nos permiten
determinar la complejidad de un subconjunto de X. Ahora bien, podemos ser aiin mas
finos y observar que la complejidad de los conjuntos Gy serd mayor que la de los abiertos,
al ser los primeros intersecciones numerables de estos, con lo que parece deseable estable-
cer dentro de los propios conjuntos de Borel una jerarquia que nos permita clasificarlos
con mayor detalle. Ese sera el objetivo de esta seccion, pero antes de ello profundicemos
un poco mas en la idea intuitiva de por qué una clasificaciéon de este tipo puede servirnos
para estudiar la complejidad de ciertas propiedades matematicas.

Supongamos que hemos sido capaces de codificar un tipo de estructura matemética me-
diante puntos de un espacio topoldgico, por ejemplo como veremos en este texto, los
espacios de Banach separables como puntos en un espacio polaco. Entonces, dada una
propiedad que hable sobre estas estructuras podemos verla en términos de los puntos del
espacio que cumplan la propiedad traducida, es decir, como un subconjunto de nuestro
espacio topolégico codificador. Ahora, a nivel logico dicha propiedad se escribird como una
concatenacion de cuantificadores “existe” y “para todo”, que a nivel conjuntista podemos
ver como uniones e intersecciones respectivamente. Por tanto, si la propiedad involucra
una gran concatenacion de estos simbolos logicos, su traduccion como conjunto es de
esperar que sea una concatenaciéon parecida de intersecciones y uniones, con lo que el
numero de estas ultimas en el espacio topolédgico codificador nos indicara en cierto modo
la complejidad de la propiedad. Clasificar pues los subconjuntos de un espacio topologico
en funcion de estas cadenas de uniones e intersecciones es justo lo que vamos a definir en
esta seccion.

Lo anterior son tnicamente ideas intuitivas pero como veremos para las codificaciones
de los espacios de Banach separables, estas son las ideas subyacentes de cara a medir la
complejidad de distintas familias de espacios de Banach.

Antes de pasar a definir dicha jerarquia de forma precisa, se recomienda al lector que
no tenga ningiin conocimiento sobre niimeros ordinales que realice una lectura previa del
Anexo D, pues aunque no se hace un uso extensivo de los mismos, si es recomendable tener
unos conocimientos minimos sobre ordinales para poder entender plenamente la seccion.

2.2.1. Definicién y propiedades basicas

Definicion 2.2.1. 57 X es un espacio metrizable, definimos los conjuntos
Y(X) ={A C X : Aes abierto en X},
M(X)={AC X :Aescerradoen X} = {X\A tAe E?(X)};
y, para cada ordinal o > 1, definimos por recursion transfinita

YW(X) = { UA.:vneN 4, € |J H%(X)},

neN 0<p<a
Mo(X) = {X\A: Aex(X)} = {nDNA" :VneN, A, € 0<L3J<a zg(X)} .

Se define también para cada o > 0

A2 (X) = £9(X) NII(X).
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Cuando el espacio X esté claro, a veces representaremos los conjuntos anteriores prescin-

diendo de la referencia a X, es decir, como X2 112 y Al.

Observamos que esta jerarquia es justo lo que buscdbamos pues ¥9(X) es la familia de
abiertos de X, I19(X) es la familia de cerrados de X, AY(X) ser4 la familia de subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados, X9(X) serdn la familia de conjuntos F,, TI3(X) la familia
de conjuntos Gis y para mayores indices obtenemos familias de mayor complejidad.

El punto interesante de trabajar con espacios metrizables es que la definicién anterior,
que es la que se conoce como jerarquia de Borel, es realmente una jerarquia pues al ir
aumentando en complejidad siempre vamos incluyendo a los conjuntos anteriores.

Teorema 2.2.1. 57 X es un espacio metrizable se cumplen

Z1(X) Z5(X) Z5(X)
¢ o ¢ o ¢ e ¢
AY(X) AS(X) AS(X) A(X)
cC ¢ o ¢ o ¢
I (X) M3 (X) IT3(X)

Es decir, si 0 < a < 8 entonces
S0 (X) UTIL(X) © AY(X).

Demostracion:

Veamos en primer lugar que I1{ C TI9, es decir, que todo cerrado en X es un conjunto Gj.

Sea pues p un métrica compatible en X, F' cerrado en X y definamos
1
An:{xeX:p(x,F)<}.
n

Entonces, cada A,, es abierto en X por la continuidad de la funcién distancia de un cerrado
a un punto, y basta ver que

= A,.

i

Efectivamente, si z € F' entonces p(z, F') = 0 con lo que = € A,, para cada n > 1 y asi
oo
T € ﬂ A,.
n=1
Reciprocamente, si es x € N A, y € > 0 entonces tomando n € N tal que 1/n < ¢ serd

plr, F) <1/n<e¢,

y existe pues un y € F' tal que p(z,y) < e.

Con esto, queda demostrado que para cualquier € > 0 sera
FNB(z,e) # @

yasi,z€ F=F.
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Observemos ahora que si A € X entonces, por lo visto, X \ A € TIY C IIY y asi

A=X\(X\4) X

Por tanto, X9 C 39.

Veamos ahora que para cada 1 < o < 3 se cumple que
S0(X) C ZH(X). (2.12)

Si es = 2 queda probado por lo anterior y si es § > 2 observemos que podemos suponer
que a > 1, ya que si es cierto en este caso, entonces

0 0 0
¥ C ¥, C X
Asi,sison 1 <a <y AeX? por definicion A es unién numerable de elementos de

U mic U It

0<i<a 0<o<p

con lo que apelando nuevamente a la definiciéon A € E%.

A partir de lo anterior es también claro que si 1 < o < 3 entonces

I2(X) C Ij(X), (2.13)
pues si B € II, entonces B = X \ A con A € ¥, C X9, luego efectivamente B € IIj.
Por otra parte, si 1 < a < 3y A € X2 podemos expresar

Ai=Aexlc | ¥

0<d<a+1

y para cada n > 1
A, =Xexic | =

0<d<a+1

obteniendo que

A= ﬁ A, €0 4 (X) C I(X). (2.14)

el (2.13)

De igual modo, si 1 < a < B8y B € 1Y podemos expresar
Bi=Bell,c |J I
0<6<atl

y para cada n > 1
0 0
B,=oelllc |J I,
0<d<a+1

13" Observemos que si F' € 112 entonces F' = X \ A para algtiin A € £2, y con ello

X\F=X\(X\A4)=A4ex".



42 La jerarquia de Borel

obteniendo que

B=|]B,eXx° »o. 2.1
U n € a+1 (2§2 B ( 5)

n=1 )

Con todo, concluimos que si 1 < o < [ entonces por (2.12) y (2.14)
0 0 0 _ AO.
20 cxynng =AY

y por (2.13) y (2.15)
0 0 0 _ AO
I, C XNl = Ap
lo que concluye la demostracion. Il

El siguiente teorema nos muestra que la jerarquia que hemos considerado tiene un final y
dicho final se alcanza en el primer ordinal no numerable wy, coincidiendo ademas con la
o-algebra de Borel y dando también sentido al nombre de la jerarquia.

Teorema 2.2.2. Si X es un espacio metrizable y o un ordinal mayor o igual a wy entonces

Ta(X) =TI (X) = AL (X) = AL (X) =X, (X) =1, (X) = [J Aj=B(X).

0<d<wi

Demostracion:

Sea
B= |J Al

0<d<wy
y observemos que por el Teorema 2.2.1 y al ser wy; un ordinal limite se tiene que
B= {J %= U 1. (2.16)
0<d<wi 0<d<wi
Ademas, observemos que si {A,,}°°, C B entonces su union esta en B.

Efectivamente por (2.16) para cada n € N existe cierto 4, < wy tal que A, € II3 y si
definimos
o
§ =sup{d, : n e N} = | d,,
n=1
tendremos que al ser cada d,, numerable (pues J,, < wy) serd 6 numerable.

Asi, 0 < w; y obtenemos que

U4,exy,, Cc B
n=1

(2.16)

Observemos también que si A € B entonces por (2.16) se tiene que A € X para algtin
0 <0 < wp luego
X\Aelly c B
(2.16)
Es decir, B es un subconjunto de P(X) tal que @ € B y es cerrado para complementos y
uniones numerables, luego es una o-algebra en X.

Como ademas claramente contiene a todos los abiertos de X, hemos demostrado que
B(X) C B.
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Reciprocamente, tenemos en primer lugar que
Yul c B(X)
y supongamos por induccién transfinita que para cada o < 8 < wy es
0 0
Yo UIl, C B(X).

Entonces, si A € E% serd por definicién

A=) A,

P

con A, € Hgn para algin 0 < é,, < 3, pero por hipotesis de induccion
Iy C B(X), Vn > 1,

obteniendo que cada A,, € B(X) y al ser B(X) una o-dlgebra

A= ] 4, € B(X).
n=1
Por tanto, se cumple que £j C B(X).

Por otra parte, si B € IIj entonces B = X \ A para algin A € ¥} C B(X) y de nuevo,
por ser B(X) una o-dlgebra, se tiene que B € B(X) y en definitiva que II% C B(X).

Con todo, hemos visto que
0 0
Yz Ul C B(X)
y por induccion transfinita concluimos que

Y UI c B(X) (2.17)

para cada 0 < a < wy.

En definitiva, tenemos que si A € B entonces A € 30 para algiin 0 < a < w; y por (2.17),
A C B(X), de donde B C B(X).

Todo lo visto nos permite concluir que efectivamente
B =B(X).

Veamos ahora que 3! =1I7, = Al = B(X).
Por definicién y por (2.16), si A € X entonces es unién numerable de elementos de
B = B(X) y al ser una o-dlgebra, tenemos que A € B(X) de donde X2, C B(X).

Reciprocamente, si es A € B(X) = B entonces A € X para algiin 0 < § < w; y por el
Teorema 2.2.1 serd A € ¥ C X2, , con lo que B(X) C ¥ .

wi?
Asi queda visto que B(X) = X | y como B(X) es cerrado por complementarios tenemos
que

), ={X\A:AeX }={X\A: A€ B(X)}=B(X),

de donde claramente
AY =3 NIL, = B(X).



44 La jerarquia de Borel

Por tltimo, resta ver que para cada o > wy sera X0 =112 = AY = B(X).

Observemos que por el Teorema 2.2.1 y puesto que X% =1II2, = A? = B(X), es claro

1
que B(X) estd contenido en cada uno de estos conjuntos X0, ITY y AY.

Resta pues ver la otra inclusion, la cual sabemos por lo anterior que es cierta si @ = wy.

Podemos entonces proceder por induccién transfinita, demostrando que si para cada
w; < a < 3 se cumple que los conjuntos XY y IT estdn contenidos en B(X), entonces E%
y 11§ también lo estan.

Este ultimo paso inductivo se demuestra de forma andloga al visto para demostrar (2.17),
por lo que los detalles se omitiran y se da la demostracion por concluida. H

Observemos ahora que la jerarquia de Borel es trivial para espacios numerables.

En efecto, si es X es un espacio métrico numerable entonces podemos distinguir dos
posibilidades:

» X es discreto en cuyo caso AY(X) = P(X) y por tanto todas las clases de Borel son
iguales.

= X no es discreto, luego no todo punto es abierto y existe x € X tal que
{z} € M(X)\ Z)(X)

y asi
X\ {z} € (X)) \ I(X).

Con esto, AY(X) & ¥Y(X) y AY(X) G IIY(X) pero al ser X numerable y todo punto
cerrado se cumple que ¥9(X) = P(X), luego la jerarquia de Borel en este caso es

Z1(X)
%
AY(X) Aj(X) =P(X)

N
I (X)

En particular lo anterior muestra que si X es un espacio polaco numerable entonces
B(X) = P(X) pero el siguiente teorema, cuya demostracién puede consultarse en

[22, Tma. 1.15] o [26, Thm. 22.4], nos dice que la situacién es completamente distinta si
X es no numerable.

Teorema 2.2.3. 57 X es un espacio polaco no numerable, entonces para cada 1 < o < wy
se cumple que X0 (X) # (X)) y por consiguiente
A(X) G B (X) G Mg (X)),

a+1

ALX) ST (X) G Ag (X)),

Observemos que aunque para a < wq las distintas clases de Borel en la jerarquia no son
en general o-algebras, si cumplen ciertas propiedades de estas que resultaran muy utiles
y que enunciamos en la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2.4. Si X es un espacio metrizable y 0 < a < wy, entonces X9 (X) es
cerrado por uniones numerables e intersecciones finitas y 112 (X) es cerrado por intersec-
ciones numerables y uniones finitas.

En particular, A%(X) es un dlgebra sobre X .

Demostracién:

Es claro por las definiciones de 3% y II° que son cerrados para uniones e intersecciones
numerables respectivamente, luego resta ver inicamente la segunda parte del teorema.

Observemos en primer lugar que basta probar que la interseccién o unién, en cada caso,
de dos elementos pertenece al conjunto correspondiente, pues el caso finito se desprende
de este por un sencillo razonamiento por induccion.

Ahora, si & = 1 es claro pues la interseccion finita de abiertos es un abierto y toda unién
finita de cerrados es un cerrado.

Por tanto, supongamos que es cierto para todo 1 < a < f < wy y veamos que entonces lo
es para (3.

Sin més, sean A, B € Y%, es decir

Ay

s
Il
3

1

3
Il

3

B = By,

n=1
siendo A, € 11§ , B, € 11 para ciertos 1 < d,,7, < f.

Entonces,

ANB = <nflen>m<mGle> = fj <Anm G Bm> = G fj (A,NBy) = | 4.NBy.

n=1 m=1 n=1m=1 (n,m)6N2
Ahora, como para cada par (n,m) € N2 por el Teorema 2.2.1, se tiene que

An, Bn, € Iy UTI) C 1T

max{dn,yn }

siendo max{d,,v,} < /3, concluimos por hipétesis de induccion que

A,NB,, € 1"

max{dn,¥n}

0
y con ello que AN B € 3.

Por otra parte, dados By, By € I} tenemos que existen Ay, Ay € ¥j tales que B; = X'\ 4;
para i = 1,2 y asi

BiUBy = (X\A)U(X\ Ay) =X\ (A NA).

Como por lo anterior A; N A, € E%, concluimos que B; U By € H%.

Con todo, hemos visto que el teorema es cierto para a = 1 y que si lo suponemos cierto
para cada 1 < a < [ < w; entonces es cierto para /3, con lo que por induccién transfinita
queda demostrado.
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Para finalizar la subseccion veamos las relaciones de las clases de Borel con los subespacios.
Teorema 2.2.5. 57 X es un espacio metrizable, Y un subespacio de X y o > 1 entonces
WY)={ANnY :Aec X (X)},
MYy)={AnY :: AcX)}

Si ademas X e'Y son espacios polacos, entonces para o > 3 se cumple también que
SO(Y) = {A€x(X): AC V),
My)={Acl®(X): AcCY}.

Demostracién:

En primer lugar, observemos que el teorema es cierto para o = 1 por la forma en la que
se construye la topologia relativa en Y, luego supongamos que es cierto para 1 < a < (8
y veamos que entonces lo es para f3.

Sies ANY con A € ¥j(X), tenemos que
A= 4,
n=1

para ciertos A, € II% (X) siendo 1 < 3, < f3.
Entonces, por hipétesis de induccién, A, NY € H%n (Y) y con ello

ANY = G(Aan)ezg(Y).

n=1
Reciprocamente, si es B € X3(Y") tenemos que
o0
B=|J B,
n=1

para ciertos B,, € H%ﬂ(Y) siendo 1 < 3, < .

Asi, por hipétesis de induccién, para cada n € N existe cierto A, € H%n(X ) tal que
B,=A,NY y con ello

3

B=B.=JA.nY)=Yn ] A4,
1 n=1 n=1

n

Denotando

A= Ul A, € $Y(X),

concluimos que efectivamente B = ANY como queriamos ver.
Por otra parte, si es ANY con A € II3(X) entonces X \ A € X%(X) y por lo visto

(X\A)NY € 2j(Y),
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de donde
AﬂY:Y\(Y\(AﬂY)):Y\((X\A)HY)EH%(Y).

Y reciprocamente, si es B € II3(Y) entonces Y \ B € ¥3(Y) y por lo visto, existe un
A € X%(X) tal que
Y\B=ANY.

Por tanto,
B=Y\(Y\B)=Y\(ANY)=(X\A)nNnY
siendo X \ A € IIj(X) .
Con todo, la primera parte del teorema queda pues demostrada por induccién transfinita.

Para la segunda parte, solo debemos ver que si X e Y son polacos y o > 3 entonces
{ANY :AeX(X)}={4eX2(X): ACY},

{ANY :AcTl2(X)} ={AcTl’(X): ACY}.

La inclusion de derecha a izquierda es trivial en cualquiera de los dos casos y cierta
independientemente de si los espacios son polacos o del valor de o, con lo que basta ver
la otra inclusién.

Observemos que como X e Y son espacios polacos, por el Teorema 2.1.1, se tiene que Y
serd un G5 en X, y por el Teorema 2.2.1

Y e IIH(X) c A2(X).

Asi,sies B=ANY con A € 3%(X) o A € IY(X), entonces por la Proposiciéon 2.2.4
B e X%(X) o B € II’(X) respectivamente, y como es claro que B C Y se da la inclusién
deseada. l

2.2.2. Aplicaciones medibles

Estudiaremos en esta subseccién los morfismos que relacionan distintas clases de Borel
entre si, para lo cual daremos una definiciéon general que luego particularizaremos en tres
resultados que nos daran las propiedades mas importantes sobre estos morfismos.

Definicién 2.2.2. Una clase de conjuntos en una clase X de espacios topologicos
es una aplicacion T tal que a cada espacio topologico X € X le asigna un conjunto

I'X) e P(X).

Llamaremos clase dual de T" a la clase =1 dada por
-I'(X)={X\A: AeT(X)}.

La clase ambigua de T es la clase A =T N-I.

Definicién 2.2.3. SiT" es una clase de conjuntos en una clase X de espacios topoldgicos,
una aplicacion f : X — Y entre dos espacios de X se dice que es I'-medible si para
todo abierto A en'Y se cumple que f~1(A) € T(X).
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Asi en nuestro contexto consideraremos que X es la clase de los espacios metrizables y
nuestras clases de conjuntos seran las distintas clases de la jerarquia de Borel. Por tanto,
los morfismos importantes en este contexto serdn las aplicaciones X2-medibles.

Observemos de hecho que dados dos espacios metrizables X,Y las aplicaciones ¥{-medi-
bles no son mds que las aplicaciones continuas, luego las aplicaciones ¥.0-medibles no son
mas que generalizaciones de las aplicaciones continuas.

Por definicién, las aplicaciones 3%-medibles entre dos espacios metrizables X e Y tnica-
mente nos relacionan los abiertos Y con los conjuntos de % (X), pero como muestra el
siguiente teorema realmente nos dan mucha mas informacién.

Teorema 2.2.6. Si f : X — Y es una aplicacién 3° -medible entre dos espacios metri-
zables, entonces para cada ordinal B y cada A € X9, 5(Y), B € IIY, 4(Y) se cumple que

fﬁl(A) S 23+5(X) ) fﬁl(B) S Hgﬂ%(x)'

Demostracion:

Veamos en primer lugar, por induccion transfinita sobre 3, que el teorema es cierto para
cada A € X, 5(Y).

Si 3 = 0 entonces A es abierto en Yy por definicién f~'(A) € ¥2(X) = X0 5(X).
Supongamos ahora que es cierto para cada § < 3y sea A € X{ (Y.
Por definicién, sera

A=) A,

P

con'* A, e I, ; (Y') para ciertos 4, < 3.
Entonces, como a + 6, < a+ f paracadan > 1y

FHA) = X\ SV AL) € T, (0,

concluimos que efectivamente
P =1 (0 ) = U ) € 2,50,
n=1 n=1

Por induccién transfinita el resultado serd cierto para cada § y cada A € X9, 5(Y), con lo
que tinicamente queda verlo para B € I17, 5(Y).

Sin més, tenemos que B =Y \ A para algin A € E(I)Jrﬂ(Y) y por lo visto anteriormente

FHUB) = (YN A) = X\ fH(A) € Ty p(X)

concluyendo la demostracion. B

Observemos que si en el teorema anterior S > w, por el Lema D.4, podemos decir que si

AeX(Y)y B ell(Y) entonces f1(A) € X0, 5(X) y f1(B) € I} 4(X).

14 Ver Lema D.5.



Teoria descriptiva de conjuntos 49

Aun maés, el teorema anterior nos dice en particular que si f : X — Y es una aplicacion
continua entre espacios metrizables, entonces dado A € E%(Y) 0Ac¢€ H%(Y), se tiene que
f7H(A) € 25(X) o f7H(A) € ITY(X) respectivamente.

Efectivamente, si 1 < f < w entonces J es un numero natural y podemos expresar que
AeXV s (Y)oAelly, 4 ,)(Y),y por el teorema anterior es claro.

Por otra parte, si f > w entonces por el Lema D.4 se da que f = 1+ 3 y nuevamente por
el teorema es claro el resultado buscado.

Por esta propiedad de las funciones continuas, diremos entonces que las clases de Borel
son cerradas por sustituciones continuas.

El siguiente corolario nos da una caracterizacién de las aplicaciones XY-medibles para
espacios con base numerable, luego por ejemplo para espacios polacos, por lo que resulta
ciertamente util.

Corolario 2.2.7. Sea f: X — Y wuna aplicacion entre espacios metrizables tales que Y
tiene una base numerable By y 1 < a < w;. Entonces f es X0 -medible si, y solo si, para
todo A € By se cumple que f~'(A) € X2(X).

Demostracion:

Por definicién, para ver la implicacion reciproca, basta ver que dado A C Y abierto es
fH(A) € B (X).

Esto es inmediato pues como By es base numerable sera A = |72 | A,, para ciertos A,, € By

y como
(AR € Zo(X), v > 1,

aplicando la Proposiciéon 2.2.4

Fa) = @ An) - U ) 200

La implicacion directa es trivial pues todo elemento de By es abierto, luego el coralario
queda demostrado. B

Por tltimo daremos también una caracterizacion para las aplicaciones 3° -medibles, las
cuales denominaremos aplicaciones medibles Borel.

Teorema 2.2.8. Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios metrizables tales que Y es
separable. Entonces f es medible Borel si, y solo si, es X0 -medible para algin 1 < a < w.

Demostracion:

Si f es X2-medible para algiin 1 < o < w; entonces dado A abierto en Y sera
F7HA) € B0(X) € B(X)

con lo que efectivamente es medible Borel.
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Reciprocamente, sea f medible Borel y {U,,}°°, una base numerable de Y, la cual existe
por el Teorema 1.1.8.

Entonces para cada n € N tenemos por el Teorema 2.2.2 que

) eBX)= (J Ea(X),

0<a<wi

con lo que existe «,, < w; tal que
f7HU) € 5q,(X).

Definiendo ahora .
a=sup{a, :neN} =],

n=1
tendremos que al ser cada «,, numerable (pues a,, < w;) serd o numerable y asi a < wy.

Por el Teorema 2.2.1 es entonces
fHU,) €2 (X) CB0(X), V> 1

y aplicando el corolario anterior, f es ¥2-medible y concluimos la prueba. B

2.2.3. Cambios en la topologia polaca

Para finalizar la seccién, enunciaremos dos teoremas que muestran lo flexibles que son los
espacios polacos respecto a la o-algebra de Borel. Concretamente veremos que es posible
extender su topologia sin que dejen de ser polacos y sin variar sus conjuntos de Borel pero
obteniendo propiedades adicionales para ciertos subconjuntos del espacio.

Antes, veamos un lema que nos permite “unir” espacios polacos, y que nos servira para
probar los teoremas citados.

Lema 2.2.9. Si X e Y son dos espacios polacos disjuntos, entonces X UY admite una
topologia de espacio polaco que restringida a cada uno de los dos conjuntos es su topologia
ortginal y en la que ambos son abiertos y cerrados.

Demostracion:

Fijemos métricas completamente compatibles px y py para X e Y respectivamente las
cuales, por lo visto tras el Teorema 1.1.2, podemos considerar ademas acotadas por 1.

Definamos pues p: (X UY) x (X UY) — R como

pX<:U7y) si T,y € X
p(‘ray) = /)Y<5U73/) si x7y€Y
2 en otro caso

Observemos que, puesto que X e Y son disjuntos, la aplicacién esta bien definida y veamos
en primer lugar que p es una métrica.

Como px y py son métricas, p es claramente simétrica y ademas

plz,y) =06 (z,y € X Apx(z,y) =0)V ((z,y) €Y Apy(z,y) =0) ez =y.
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Por tanto, resta tinicamente ver la desigualdad triangular.

Siz,y e X yze X ladesigualdad triangular no es més que la de px, ysi z €Y

p(z,z) =2 < px(z,y) + 2 = p(z,y) + p(y, 2).
De forma analoga se cumple la desigualdad si z,y € Y, luego resta el caso en el que x € X
ey € Y, o viceversa, pero este es analogo por la simetria de p.

Sies z € X entonces

p(fli,Z) = pX(ﬂf,Z) <4d=2+2= p(‘ruy) +10<y72)7

y si es z € Y entonces

plz,z) =2 <24 py(y,2) = p(z,y) + ply, 2).
En cualquier caso se da la desigualdad triangular y es p es efectivamente una métrica.

Denotemos ahora por 7 la topologia de X UY inducida por p y por ox, oy las topologias
de X e Y respectivamente.

Entonces, si es 7x la topologia relativa a X en X UY, sabemos que 7x esta inducida por
la métrica p restringida a X la cual, por definicién, serd px. Asi, tanto 7x como ox estdn
inducidas por px y podemos concluir que 7x = ox.

De forma analoga se ve para Y y efectivamente tenemos que al restringir la topologia en
X UY a XY recuperamos las topologias originales.

Veamos ahora que X e Y son abiertos y cerrados en X UY.

Observemos que dado x € X cualquiera, por la definicion de p y la acotacién de px se

tiene que
3 — 3
X:Bp (.I',2> :Bp ($,2>,
lo cual prueba que X es abierto y cerrado en X UY, y andlogamente se ve para Y.

Resta tnicamente ver que X U Y con la topologia inducida por p es efectivamente un
espacio polaco.

En primer lugar, como X e Y son separables existen A C X, B C Y numerables y densos
en X e Y respectivamente.

Veamos pues que A U B, que es claramente numerable, es denso en X UY.
Observemos que como X e Y son cerrados en X UY v A C X, B C Y tenemos que
cl, (A) Cc X ycl.(B)CY, con lo que
cl, (AUB)=cl. (A)Ucl, (B)=(XnNcl. (A)U(Yncl. (B)) =cl, (A)Ucl, (B) =
=cl,, (A)Ucl,, (B) =X UY.
Esto prueba que efectivamente A U B es denso en X UY y con ello que el espacio es
separable.

Para finalizar, debemos ver que (X UY, 7) es completamente metrizable y, por la definicién
de 7, basta entonces ver que p es una métrica completa.

Si {z,}2°, es una sucesién de Cauchy en (X UY), p) entonces existe un ny € N tal que si
m,n > ngy se cumple que
P(2n, 2m) < 2.
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Asi, se tiene que {z,}52,, C X o {z,}72,, C Y.

Por tanto, {z,};2,, serd de Cauchy en (X,px) o en (Y,py), y por ser estos espacios
completos, converge a cierto z en X oen Y.

Puesto que (X, 0x) e (Y, 0y) son subespacios de (X UY, 7), tenemos que {z,}>°, converge
azen X UY y el espacio es efectivamente completo. B

Teorema 2.2.10. Si X es un espacio polaco y F' C X un conjunto cerrado, entonces
existe una topologia en X mds fina que la dada con la que X es polaco, sus conjuntos de
Borel son los mismos y F' es abierto y cerrado.

Demostracién:

Como F es cerrado tenemos que X \ F' es abierto y, por el Teorema 2.2.1, tenemos que
ambos son conjuntos G5 en X. Asi, por el Teorema 2.1.1 son espacios polacos con la
topologia relativa.

Denotemos pues por
X*"=FU(X\F)
al conjunto X con la topologia dada por el lema anterior.
Por dicho lema tenemos que X* es polaco y F, X \ F son abiertos y cerrados en X*.

Ademas, si U es abierto en X entonces UNF y UN (X \ F') son abiertos en F'y X \ F' con
las topologias relativas a X pero, por el lema anterior, dichas topologias son las mismas
que las inducidas en F'y X \ F' por X*, con lo que UNF y UN (X \ F) son abiertos en
Fy X\ F con las topologias relativas a X*.

Como F'y X \ F son abiertos en X*, tenemos que UNF y U N (X \ F') seran entonces
abiertos en X* y asi

U=UnNF)UUN(X\F))
es abierto en X*.

Esto prueba que la topologia en X* es mas fina que la de X y en particular que
B(X) C B(X™),
con lo que basta demostrar la inclusiéon contraria para concluir la prueba.
Sea pues U abierto en X* y expresemos
U=UnNF)UUN(X\F)). (2.18)

Por la misma razén que antes, resulta que UNF y UN(X \ F') son abiertos respectivamente
en F'y X\ F al dotarlos de la topologia inducida por X, con lo que existen V;, V5 abiertos
en X tales que

UNF=ViNnF e B(X),

UNX\F)=VnN(X\F)eB(X).
Por (2.18) tenemos entonces que U € B(X), y por la arbitrariedad de U, que todo abierto
de X* estd en B(X).
Por definicion de la o-algebra de Borel queda demostrado que

B(X*) € B(X)

y concluimos la demostracién. B
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Teorema 2.2.11. Si X un espacio polaco y B C X un conjunto de Borel, entonces existe
una topologia en X mds fina que la dada con la que X es polaco, sus conjuntos de Borel
son los mismos y B es abierto y cerrado.

Demostracion:

Sea B la familia de todos los subconjuntos de X que cumplen el teorema, es decir, B € B
si, vy solo si, existe una topologia en X maés fina que la dada con la que X es polaco, sus
conjuntos de Borel son los mismos y B es abierto y cerrado.

Por el teorema anterior tenemos que B contiene a los cerrados, luego en particular contiene
a X y es no vacio.

Ademas, si C' € B entonces X \ C € B.

Efectivamente, si es X* el conjunto X dotado de la topologia tal que C' satisface las
condiciones dichas, entonces para esa misma topologia X \ C' también lo satisface pues al
ser C' cerrado y abierto X \ C' también lo es.

En particular, tenemos que los abiertos también estdn en By si vemos que es una o-algebra
sobre X entonces B(X) C By el teorema quedaria demostrado.

Como ya hemos visto que X € B y que es cerrado para complementos, para concluir la
demostracion basta ver que es cerrado para intersecciones numerables.

Sea pues {A,,}°2; una sucesién en B, A = A, y denotemos por X,, el mismo conjunto
X pero dotado de la topologia en las condiciones del enunciado para cada A,,.

El resto de la demostracion consistird pues en probar que A € B.

Por el Teorema 2.1.2 tenemos entonces que P = []>2; X,, es también un espacio polaco y
denotemos por j : X — P la aplicacién diagonal, es decir, j(z) = {z}2,.

Veamos en primer lugar que j(X) es cerrado en P, demostrando para ello que P\ j(X)
es abierto.

Siesxz € P\ j(X) existen indices 7,7 > 1 tales que z; # x; y como X es Hausdorff (pues
es metrizable) existen abiertos disjuntos U;, U; en X tales que x; € U; y z; € Uj.

Ahora, como las topologias en X;, X; son més finas que la de X, tenemos que U;, U; son
abiertos en X;, X; respectivamente y ademas se cumple que

z e '(U) Ny '(U)).

Por la continuidad de las proyecciones tenemos que m; ' (U;) Nw; ' (U;) es abierto en Py
ademas esté contenido en P\ j(X) pues si z € m; '(U;) N, ' (U;), entonces z; € U;, z; € U
y como son disjuntos z; # z;.

Con todo, m; *(U;) Nw; '(U;) es un entorno abierto de = contenido en P\ j(X) y por ser
x un punto arbitrario, concluimos que efectivamente P\ j(X) es abierto.

Asi j(X) es cerrado en P, con lo que por el Teorema 2.2.1 serd un Gs en Py del Teorema
2.1.1 obtenemos que es un espacio polaco.

Sea ahora X™ el conjunto X con la topologia incial en X inducida por j.

Como j es claramente inyectiva y X* estda dotado de la topologia incial en X inducida
por j, tenemos que j : X* — j(X) es un homeomorfismo.

Es decir, X* y j(X) son homeomorfos y como este ultimo es polaco, concluimos que X*
es polaco.
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Por otra parte, observemos que una base de P la forman las intersecciones finitas de
abiertos 7; ' (U;) con U; abierto en X; e i € N, con lo que una base de j(X) estd dada por
las intersecciones finitas de abiertos de la forma 7; ' (U;) N j(X).

Como j es un homeomorfismo, lo anterior muestra que una base de X* la forman las
intersecciones finitas de abiertos de la forma

J (U N G(0) =57 () N X = UL

con U; abierto en X; e7 € N.

En particular, como todo abierto de X es abierto en cualquier X;, tenemos que todo
abierto de X es abierto en X* y asi topologia de X* es mas fina que la de X.

Esto ultimo también prueba que B(X) C B(X*) y basta pues ver la otra inclusién.

Sin més, como para cada U; abierto en X; se cumple que
U; € B(X;) = B(X),

tenemos que'® cualquier abierto de X* estd en B(X), lo que prueba que B(X*) C B(X)
y en definitiva que B(X*) = B(X).

Observemos ahora que cada A; es abierto y cerrado en X; con lo que por lo visto también
lo son en X* y, como A es interseccién numerable de estos, A serd cerrado en X*.

Por tanto, tenemos que X* es un espacio polaco y A un cerrado en él, con lo que aplicando
el Teorema 2.2.10 existe una topologia polaca en X, que podemos denotar por X** y que
cumple:

= La topologia en X** es mas fina que la de X™*, y por tanto que la de X.
» B(X*) =B(X*) =B(X).
= A es abierto y cerrado en X**.

Con esto, concluimos que efectivamente A € B y con ello la demostraciéon. Il

15 La ltima igualdad se obtiene de observar que

zej (a7 () BreXNj@)emU) oreXnr=m(jlz)el;ereXNU;=U,.
16 Por ser X* polaco serd metrizable y separable y del Teorema 1.1.8 concluimos que tiene una base
numerable. Como ademas {U;, N---NU;, : k €N, Ui, es abierto en Xij} es base de X*, el Teorema
E.1 nos garantiza la existencia de una base numerable contenida en esta.
Asi, como todos los elementos de dicha base son de Borel en X y todo abierto de X* es unién
numerable de estos, tenemos que efectivamente todo abierto en X™* es de Borel en X.
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2.3. Conjuntos analiticos

Los conjuntos analiticos fueron descritos por primera vez en 1917 de la mano de los mate-
maticos soviéticos Nikolai Lusin y su alumno Mikhail Suslin en los articulos [30] y [36].
El enfoque original de dichos matematicos consiste en construir los conjuntos analiticos
como aquellos que pueden obtenerse a partir de los conjuntos de Borel mediante la ope-
racion de Suslin descrita en 2.1.4. Sin embargo, existe una definicién mucho mas practica
y sencilla de manejar la cual daremos a continuacion, y relegaremos la equivalencia con
la definiciéon original al Teorema 2.3.6.

Definicién 2.3.1. 57 X es un espacio polaco, un subconjunto A C X es analitico si
existe un espacio polaco Y , una aplicacion continua f:Y — X y un conjunto de Borel

B € B(Y) tales que A = f(B).

La familia de los conjuntos analiticos de X la denotaremos por ¥1(X) y la de sus com-
plementarios, que denominaremos conjuntos coanaliticos, la denotaremos por ITj (X).

Por ultimo, denotaremos por
AY(X) = Z}(X) NI (X).

En esencia, la definicion anterior nos dice que los conjuntos analiticos son las iméagenes
continuas de los conjuntos de Borel, con lo que en primer lugar es facil ver que todo
conjunto de Borel es analitico pues basta tomar en la definiciéon anterior Y = X y f como
la identidad en X.

Ademas, observemos que los conjuntos analiticos se comportan respecto a los subespacios
del mismo modo que vimos en el Teorema 2.2.5 para los conjuntos de Borel.

Proposicion 2.3.1. 57 X es un espacio polaco e Y un subespacio polaco de X, entonces
SIY)={AeSi(X):ACY}={ANY A T{(X)}.

Demostracion:

Comencemos viendo la primera igualdad.

Si A C Y es analitico entonces existe Z un espacio polaco, f : Z — Y continua y
B € B(Z) tal que A = f(B).
Si ahora definimos f : Z — X tal que f(z) = f(z) tenemos que dado U C X abierto,

O ={z€Z : f()eUt={z€Z: f(z)eUNY}=fHUNY).

Por tanto, como U NY es abierto en Y, obtenemos que f “H(U) es abierto en Z y con ello
que f es continua.

Asi, A = f(B) y efectivamente A es analitico en X y estd contenido en Y.

Reciprocamente, si es A C Y un conjunto analitico en X, tenemos que existe Z un espacio
polaco, f: Z — X continua y B € B(Z) tal que A = f(B).
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Asi, definimos Z = f~(Y') que sera un espacio polaco'” y f : Z — Y como f = (f|) |,
que sera claramente continua.

Ademés, como f(B) = A C Y tenemos que
BcCcf'W)=Z

y por el Teorema 2.2.5, B € B(Z).

Con todo, f:Z — Y es una aplicacién continua entre espacios polacos, B € B(Z)y
f(B) = f(B) = A, obteniendo que efectivamente A es un subconjunto analitico de Y.

Respecto a la segunda igualdad, la inclusién de izquierda a derecha es trivial con lo que
resta Unicamente ver la otra inclusion.

Como Y es polaco sabemos que serd un conjunto Gs de X, luego un conjunto de Borel y
por lo dicho antes de la proposicion, un conjunto analitico en X.

Asi, sies B=ANY con A analitico en X, como la intersecciéon de conjuntos analiticos
es un conjunto analitico (ver Teorema 2.3.3), tenemos que B es un conjunto analitico
contenido en Y tal como desedbamos demostrar. Bl

La notaciéon ¥1(X) y IT}(X) para los conjuntos analiticos y coanaliticos no es caprichosa
sino que son el primer eslabon en una jerarquia similar en forma a la jerarquia de Borel
que se conoce como jerarquia proyectiva o jerarquia de Lusin. No entraremos en mas
detalles sobre estos conceptos los cuales se pueden consultar en cualquiera de los libros
ya citados en la introducciéon del capitulo.

Veamos ahora una serie de equivalencias que seran tutiles para probar distintos teoremas
sobre conjuntos analiticos.

Teorema 2.3.2. Sea X un espacio polaco y A C X, son equivalentes:

(i) A es analitico;

)
(i) A # @ o existe una funcion continua f: N — X tal que f(N) = A;
(iii) Ewiste un cerrado C C N x X tal que A = nx(C);

)

(iv) Eziste un espacio polacoY y un subconjunto de Borel B C' Y x X tal que A = wx(DB).

Demostracion:

(i) = (ii)

Supongamos que A # &, entonces como es analitico existe un espacio polaco Y, una
funcién continua h: Y — X y B € B(Y) tal que A = h(B).

Ahora, por el Teorema 2.2.11 podemos considerar una topologia mas fina sobre Y (de-

notemos por Y* al conjunto Y dotado de esta topologia) de modo que B sea abierto y
cerrado en Y.

17 Como Y C X es polaco, por el Teorema 2.1.1, se tiene que Y es un G5 en X, con lo que por la
continuidad de f y el Teorema 2.2.6 tenemos que

Z=17)

esun G5 en Z.
De nuevo, por el Teorema 2.1.1 concluimos que Z es un espacio polaco.
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En particular, tenemos por el Teorema 2.1.1 que B sera un espacio polaco al considerarlo
con la topologia relativa a Y* y por el Teorema 2.1.11 que existe g : N' — B continua y
sobreyectiva.

Observemos que g sera continua al considerar en B la topologia relativa a Y* pero, como
esta es mas fina que la topologia de Y, tenemos que g es también continua considerando
en B la topologia relativa a Y.

Definiendo entonces f : NN — X como f = hoiog (siendo ¢t : B — Y la inclusién, que
es claramente continua) tenemos que es continua y

(i) = (iii)
Sea f: N — X dada por (ii) y definamos h : N’ x X — X x X tal que para cada par
(x,2) e N x X sea h(z,z) = (f(x), 2).

Observemos entonces que h es continua, pues cada componente lo es.

Ademads, como X es Hausdorff tenemos por el Teorema A.1 (iii) que la diagonal
A={(z,z) ze X}

es un conjunto cerrado en X x X.
Con todo, definiendo

C=h1A)={(z,2) E N x X :h(z,2) € A} ={(z,2) EN x X : f(x) =2} =
={(z, f(z)) : x e N}

se tiene que es cerrado en N’ x X y

mx(C)={z€ X :J(z, f(z)) € C tal que mx(x, f(x))
={z€ X :3r e N tal que f(z) =2z} = f(N)

Il
»
Il

(iii) = (iv)

Basta tomar Y =Ny B =C.

(iv) = (i)

Por el Teorema 2.1.2 tenemos que Y x X es un espacio polaco, mx : ¥ x X — X es
continua, B € B(Y x X)y A =7nx(B) con lo que, por definicién, A es analitico en X. B

Una primera consecuencia de las caracterizaciones anteriores es el siguiente teorema que
nos dice que los conjuntos analiticos se comportan bien para uniones e intersecciones
numerables.

Teorema 2.3.3. Si X es un espacio polaco y { Ay }new una familia numerable de conjuntos
analiticos en X, entonces la union e interseccion de dicha familia es también un conjunto
analitico.
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Demostracion:

Por el Teorema 2.3.2 (ii), para cada n € w existe f, : N'— X una funcién continua tal
que f,(N) = A,.

Definamos pues [ : w x N — X dada por f(n,z) = f,(z), que serd continua ya que
dado U abierto en X es

f*ﬂﬂz{mﬂjEMXNTﬁmweU}:EJGMX{xGN\ﬁ@ﬂEUD:
= U ({n} x £;1())

new
siendo {n} x f,}(U) abierto en w x N.
Ahora, por el Teorema 2.1.2, w X N es polaco, f es continua, w X N' € B(w x N) y
flwxN)={fu(z): (n,z) cwx N} = fuN) = U An,

new new

con lo que efectivamente |J A,, es analitico en X.
Definamos ahora
Z={r e N*:¥n,m € w, fu(zn) = fulza)}
y veamos que es cerrado en N'¥, observando que su complementario es abierto.

Sea pues © € N* \ Z, entonces existen m,n € w tales que f,,(z,,) # fo(x,) y como X es
Hausdorff, existen abiertos disjuntos Uy, U, tales que fp,(xy) € Uy v fu(zyn) € U,.

U=11Vv

1EW
siendo V; = N'sii #m,n, Vi, = [, 1(Uy) y Vi = £, (U,), tendremos que U es un entorno
abierto de x en N tal que U C N\ Z.

Es claro que U es abierto y que x € U, pero ademés si es y € U entonces f,,(ym) € Up v
fn(yn) € U,, v al ser estos conjuntos disjuntos f,,(ym) # fu(yn), con lo que y & Z.

Si definimos pues

Por tanto, z es un punto interior de N*\ Z y por ser arbitrario se tiene que efectivamente
es un abierto en N'¥.

Con todo Z es cerrado en N'“. que es un espacio polaco por el Teorema 2.1.2, y por los
Teoremas 2.2.1 y 2.1.1 se tiene que Z es un espacio polaco.

Definamos ahora g : Z — X tal que g(z) = fo(zo) y observemos que g es continua.

Efectivamente, dado U abierto en X

V) ={reZ:gla) Uy ={a € Z: fo(wy) €U = {w € Z:ay € f'(U)} =
—{reN e fUNNZ=2n]]Y,

necw

siendo Yy = f5'(U) e Y,, = N paran > 1, con lo que g~} (U) es abierto en Z.
En definitiva, tenemos que Z es polaco, g : Z — X es continua y Z € B(Z) con lo que

si vemos que
9(Z) =[] Ax

new
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por definicion, la interseccion serd un conjunto analitico tal como queriamos ver.

Sin més, observemos que si z € g(Z) entonces existe un z € Z tal que

z=g(z) = fo(wo) € Ao

y como z € Z tenemos que
z = fo(zo) = fulzn) € Ay, VN € w,

con lo que efectivamente z € N A,,.

Reciprocamente, si es z un elemento de N A, como f,(N) = A,, para cada n € w existe
r, € N tal que f,(z,) = z.

Por tanto, definiendo x = {x, },ecw. se tiene que z € Z y

2= fo(zo) = g(2) € 9(2),

con lo que concluimos la demostracion. Wl

Observemos que del resultado anterior se desprende claramente que las uniones e intersec-
ciones finitas de conjuntos analiticos es también un conjunto analitico, pues para el caso
de la unién bastaria considerar la cola de la sucesiéon formada por el conjunto vacio, que
es analitico al ser de Borel; y para el de la intersecciéon considerar la cola de la sucesion
formada por el propio espacio X, que de nuevo es también analitico al ser de Borel.

Otro resultado importante que nos permiten probar las caracterizaciones anteriores es
el buen comportamiento de los conjuntos analiticos respecto a las aplicaciones medibles
Borel.

Teorema 2.3.4. Sea f : X — Y wuna aplicacion medible Borel entre dos espacios
polacos, se cumplen:

(i) Si AC X es analitico, entonces f(A) es analitico en Y.

(i) Si B CY es analitico, entonces f~1(B) es analitico en X.

Demostracion:

Como A C X es analitico, existe un espacio polaco Z, g : Z — X continua y B € B(Z)
tal que g(B) = A.

Observemos entonces que si f fuese continua el teorema es cierto pues tendriamos que
fog:Z —Y es continua y

(f o g)(B) = f(A),
con lo que por definicién seria f(A) analitico en Y.
Es decir, hemos visto que (i) es cierto para cualquier funcién continua.
Definamos pues
F={(z,y) e XxY:x e Arny= f(x)},

y observemos que
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Luego, como my : X XY — Y es una aplicacién continua entre espacios polacos, si vemos
) )

que F' es analitico en X x Y, por lo visto anteriormente concluimos que efectivamente

f(A) sera analitico en Y.

Para ver esto ultimo, observemos que
F=G;Nn(AxY)

donde G es la gréfica de f, y por el Teorema 2.3.3 basta comprobar que Gy y A x Y son
analiticos en X x Y.

En primer lugar, veamos que Gy es de Borel y por tanto, analitico.

Definamos h : X x Y — Y x Y dada por h(z,y) = (f(x),y) y veamos para comenzar
que h es medible Borel.

Si es U x V un abierto basico de Y x Y se tiene que
iU XxV)=fYU)xV

que serd de Borel'® en X x Y al ser f medible Borel.

Ahora, como Y X Y es polaco tiene una base numerable, y al ser el conjunto de abiertos
basicos una base del espacio, por el Teorema E.1 existe una base numerable formada
por abiertos basicos. Aplicando pues el Corolario 2.2.7 junto a lo anterior obtenemos que
efectivamente h es medible Borel.

Con esto, si denotamos por A = {(y,y) : y € Y} sabemos por el Teorema A.1 (iii)
que es cerrado y como Gy = h™'(A), concluimos por el Teorema 2.2.6 que efectivamente
Gf € B(X X Y)

Por otro lado, como A es analitico en X por el Teorema 2.3.2 (ii) existe h : N' — X
continua tal que h(N) = A.

Definiendo entonces g : N x Y — X x Y tal que g(z,y) = (h(z),y) tenemos que g es
continua (pues cada componente lo es), N’ x Y es polaco y N x Y € B(N x Y), con lo
que por definicién

AXY =gWN xY)
sera analitico en X x Y.

Por todo lo dicho, queda demostrado en cualquier caso que f(A) es analitico en Y.

Ahora, para el caso con f~(B) se procede de forma completamente anéloga considerando
en este caso el conjunto

F={(z,y) e XxY:ye BAy= f(x)}

y observando que f~}(B) = mx(F'). R

18 Es conocido que si es X el producto finito de espacios metrizables y separables X1, - -- , X,,, se cumple
que B(X) = @ 1B(X;) donde @7, B(X;) es la o-dlgebra generada por el conjunto

i=1

Demostraciones de estos resultados pueden consultarse en [14, Props. 1.3, 1.5].
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El teorema anterior nos dice en particular que un isomorfismo de Borel entre dos espacios
polacos, es decir una aplicaciéon medible Borel y biyectiva, hace corresponder de forma
biunivoca los conjuntos analiticos de ambos espacios.

Pasemos ahora a demostrar la equivalencia entre la definiciéon dada para los conjuntos
analiticos y la original de Lusin y Suslin.

Recordamos que la definiciéon original de conjunto analitico se basa en la operacion de
Suslin descrita en 2.1.4, luego remitimos al lector a dicha secciéon para refrescar, si es
necesario, dicha definicién y la notacién empleada en torno a ella.

Resulta 1util definir previamente una notacion adecuada que facilitara las demostraciones.
Definicién 2.3.2. Si X es un conjunto no vacio y I' C P(X), definimos
S(I) ={A e P(X): A= S(F) para algun esquema de Suslin F' con imagen en I'} .

Es decir, A € S(I') si, y solo si, existe un esquema de Suslin F : w<* — T tal que
A = S(F) siendo S la operacion de Suslin.

Teorema 2.3.5. Si X es un conjunto no vacio y I' C P(X), entonces S(S(I')) = S(I').

Demostracion:

Si A € S(I') consideremos el esquema de Suslin constante F' : w<¥ — S(I') tal que

F(s) = A, entonces
S(F)= U N Flaln) = A

reN new
y por definiciéon A € S(S(I")).

Reciprocamente, si es A € S(S(I')) entonces existe un esquema de Suslin
F:ws — S(T)

tal que A = S(F).

Ademaés, para cada s € w<“ tenemos que F(s) € S(I') con lo que existird otro esquema,
de Suslin G, : w<¥ — T tal que F(s) = S(Gy).

Asi,
rceAsrzeSF)eyeN :VnewzeFyl,) ©IyeN :Vnew,xzecSGy,) <

@EIyGN:VnGw(EIzEN:Vme,zGGy‘n(zM)) &

SyeN,ze N :¥n,mew,z € Gy, (2p]m)- (2.19)
Fijemos ahora una biyeccién ¢ : w X w — w tal que ¢(0,0) = 0 y cuya inversa represen-
taremos por g~ (k) = (ko, k1).

Definamos entonces f : N — N x N* como f(u) = (u', u?) siendo

u'(n) = u(2n + 1);
u(2g(n, m)).

Uy, (1)

Veamos en primer lugar que f es una biyeccion.



62 Conjuntos analiticos

Si son f(u) = f(v) entonces u’ = v® para i = 1,2 y asi
u2n+1)=v(2n+1), Vn € w;
u(29(n,m)) = v(29(n, m)), ¥n,m € w.

Como g es sobreyectiva, tenemos pues que u(n) = v(n) para cada n € w con lo que u = v
y es pues f inyectiva.

Para ver que es sobreyectiva, observemos que si es (r,2) € N x N basta definir v € N/
tal que dado n € w, si n = 2k entonces

u(n) = ’LL(2I{‘) = Zko(kl)a

ysin=2k+1
u(n) = u(2k + 1) = z(k).

Pues asi

u'(n) = u(2n + 1) = 2(n), Vn € w,

u?(m) = u(2g(n,m)) = z,(m), ¥n,m € w

y efectivamente f(u) = (x, 2).

Con esta nueva definicion, tenemos que se cumple que

xEA%)EIuEN:VkEW,.?cEGu1|k0(u,2§0|k1). (2.20)

Ademas, de la definicién de f observamos que para cada k € w se cumple que si tomamos
r > max{2ky — 1, max{2¢g(ko,?) : 0 <1i < ky}} (2.21)

entonces dado u € N, para todo v € By, se cumple que v'|i, = u' |k, v V7 [k, = Uj, 5, -

Efectivamente, dados n < kg y m < k; se tiene que

2n+1<2ky—1<r

2g(kg,m) <r
con lo que
v'(n) =v2n+1) = u2n + 1) = u'(n),
v(29(ko, m)) = u(29(ko, m)) = ui, (m).

Vi (M)

19 Siz € A, por (2.19) existen y € N, z € N“ tales que para cada n, m € w se cumple que z € Gy, (znlm)-
Por tanto, tomando el tinico v € N tal que f(u) = (y, 2), se tiene que dado k € w como ko, k1 € w
serd @ € Gy, (uj [k, )-

Reciprocamente, sea u € N tal que para cada k € w se cumple que x € Gul‘ko (u%0|k1)
Entonces, tomando (y,z) = f(u) se observa que dados n,m € w basta definir k£ = g(n,m), es decir
(n,m) = (ko, k1), y tenemos que = € Gy, (2n|m), con lo que por (2.19) x € A.
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Definamos pues {r }rew una sucesién estrictamente creciente tal que ry satisface (2.21)
para cada k y ro = 0, lo cual es posible pues si k = 0 entonces (ko, k1) = (0,0) y el maximo
correspondiente en (2.21) vale —1.

Definamos también dos aplicaciones ¢, 1) : w<* — w=<%“ tales que dado s € w<* sean®

¢(S) = U’1|k‘07
’QD(S) = ui0|k’1

siendo k € w el mayor natural tal que ry < lon(s) y u cualquier elemento de By,

Podemos definir entonces el esquema de Suslin H : w<* — T' como H(s) = Gy (¥ (s)),
y obtenemos finalmente que

xEAﬁHuEN:VnEw,xEH(Mn). (2.22)

Es decir, hemos obtenido que
reAsxeSH),

con lo que A = S(H) y concluimos que A € S(I'). B

20 Las aplicaciones ¢ y 9 estdn bien definidas.

Dado s € w<% y k € w es el mayor natural tal que r; < lon(s), definimos w € A como w, = s, si
n <rpy w, =0sin>r;. Entonces, BSl"k = Bwlrk y por (2.21) tenemos que para todo u € BSM se
cumple que

u1|ko = w1|7<70

2 2
uk:()|k71 = wk}()|kl7
lo que prueba que ¢(s) y ¥(s) son independientes de la eleccién de u € By, .

2L Si x € A, por (2.20) existe cierto u € A tal que para cada k € w se cumple que x € Gy, (uﬁO Ik, )-

Por tanto, dado n € w fijo observemos que si es k € w el mayor natural tal que r, < n se tiene que

(¢(u|n)71r/)(u|n)) = (U1|kmui0|k1) ’

con lo que
UAES Gul\ko (Ui0|k1) = H(u|n)

Reciprocamente, supongamos que existe un v € N tal que para cada n € w se cumple que z € H (ul,,).
Entonces, dado k € w basta tomar n = r; y tenemos que

T E H(u|n) = Gu1|k0 (uio‘kl)'

Por tanto, de (2.20) concluimos que efectivamente = € A.
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Teorema 2.3.6. Sea X un espacio polaco y A C X, son equivalentes:

(i)
(i)

(iii)
(iv)

A es analitico;

A = S(F) donde F es un esquema de Suslin cerrado que cumple la condicion de
los didmetros, es decreciente (es decir, si s C t entonces F(t) C F(s)) y tal que, si
A # @ entonces F(s) # & para todo s € w<¥;

Lo mismo que (ii) pero con F abierto en lugar de cerrado;

A = S(F) donde F es un esquema de Suslin analitico.

Demostracion:

(i) = (ii)

Si A

= @ entonces basta considerar el esquema de Suslin constante F(s) = &, el cual es

cerrado, claramente cumple la condicién de los didmetros y es decreciente.

Por tanto, consideremos que A es no vacio.

Por el Teorema 2.3.2 (ii) existe f : N' — X continua tal que f(N) = A y definamos
F:wsY — P(X) como

F(s) = f(B.),

siendo cada B; los conjuntos dados en el Lema 2.1.8.

Se cumplen entonces:

F es cerrado.

F es decreciente, pues si es s C t entonces B, C By y asi f(B;) C f(Bs), concluyendo
que F(t) = f(By) C f(Bs) = F(s).

Para cada s € w<“ es claro que Bs; # @ y con ello lo es f(Bs) = F(s).

F' cumple la condicion de los diametros.
Sea p una métrica completamente compatible en X y x € N.

Entonces, dado ¢ > 0 por la continuidad de f serd f~!'(B(f(z),£/2)) un entorno
abierto de z en A y por el Lema 2.1.8 existe pues s € w<% tal que

r€B,Cft <B (f(x),é)) :

Asi, si es lon(s) = ng tenemos que s = x|, y para cada n > ng

£ (Bun) € (Ba,) = £(B) < B(f(2).5).
con lo que
Flal) € B (f(2). )
v asi

d(F(z|n)) < e, Yn > ny.
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Por tanto, F' cumple todas las condiciones en (ii) y resta tnicamente ver que A = S(F)).

Sin més, si x € N por definicién tenemos que

flz) € () F(zl)

new

y con ello A= f(N) C S(F).
Reciprocamente, si y € S(F') existe un x € N tal que

ye ﬂ F(z],)

necw

y entonces, para cada n € w tenemos que y € f(By,).

Por definicion de clausura se tiene entonces que para cada n € w

B (y, i) N f(Bay,) # 2,

de donde obtenemos que existe cierto " € By, tal que

1

pUf(a"),y) < - (2.23)

Como cada 2™ € By, se tiene que*” 2™ — x en NV, y por (2.23) y la continuidad de f

y = lim f(z") = f(2).

n—oo
Con todo, tenemos finalmente que y € f(N) = A.
(i) = (iii)
Sea p una métrica completamente compatible en X para la cual F' cumpla la condicion
de los didmetros y definamos para cada s € w<* con lon(s) =n

F'(s) = {x € X :p(x,F(s)) < 1}.

n

Entonces F’ es un esquema de Suslin abierto que ademads cumple:

s ' es decreciente.

Si es s C t entonces por (ii) tenemos que F'(t) C F(s) y asi dado x € X sera

plz, F(s)) < plz, F(1)).

Por tanto, si son m = lon(t), n = lon(s) y € F'(t) se tiene que

ple, F(s)) < pz, F(t) < — <

S|

1
m

y efectivamente x € F'(s).

22 Basta observar que si es V un entorno cualquiera de = en N entonces existe cierto s € w<“ tal que
x € Bs C V, por lo que si es lon(s) = m, se tiene que s = z|,, y para cada n > m

" EBZM CBJE|m =B, CV.
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= Si A es no vacio tenemos que dado s € w<¥ es F(s) # @, y como F(s) C F'(s)
concluimos que F'(s) # @.
» [’ cumple la condicién de los didmetros.

Observemos que dado s € w<* con lon(s) =ny z,y € F'(s) se tiene que

p(r, F(s)), ply, F(s)) < 1/n,

con lo que existen z1, 2o € F(s) tales que p(x, z1), p(y, 22) < 1/n y asi

2
p('r?y) < p(CE, Zl) + p(zlsz) + p(227y) < g + ,0<21, Z2>'

Por tanto, dado x € N tenemos que

A(F'(sla) = sup{p(e, ) 2,y € Fel)} < sup {4 p(e,0) 0,y € el =
2

=~ +d(F(ala)) =2 0.

Asi, F' cumple todo lo pedido por (iii) y resta inicamente ver que S(F') = A, para lo

cual basta ver que S(F’) = S(F).

Sin mas, observemos que dado x € N como F(z|,) es cerrado v no vacio para cada n € w
)
y se cumple que {F(x|,)}necw s decreciente, por el teorema de intersecciéon de Cantor?

existe cierto p € X tal que
m F<x|n) = {p}
new
Ahora, como para cada n € w es F(z|,) C F'(z|,) se tiene que

JURS ﬂ F/(:E|n),

new

y por la observaciéon tras la Definicion 2.1.4 obtenemos que

N F'(z]) = {p} = () Fzla).

new new

Con todo,

SF)=U N F@l)=U N Fl) = SF).

TEN nEw zEN NEwW
(iii) = (iv)
Dado que todo conjunto de Borel es analitico, en particular todo abierto es analitico luego
el esquema de Suslin F' de (iii) es analitico y cumple que A = S(F).

23 Podemos aplicarlo pues (X, p) es completo y d(F(z|,)) — 0.
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(iv) = (i)
Si vemos que

SHX) = S (X))

por el Teorema 2.3.5 tendriamos que
S (BHX)) = 8 (s (M(X))) = S (M(X)) = £1(X),
y como por (iv) sabemos que
A=S(F) € S (X)),

de lo anterior concluiriamos que A € $1(X), es decir, que A es analitico.

Por (i) = (ii) ya sabemos que
SHX) € 8 (X))

con lo que resta inicamente demostrar la otra inclusion.

Sea pues B € S(II%(X)), es decir B = S(G) con G un esquema de Suslin cerrado, y
consideremos el conjunto cerrado?*

C={(r,y) e N xX:VnewyeGz|,)}.

Si vemos entonces que B = 7x(C'), por el Teorema 2.3.2 (iii) concluimos que B € ¥1(X)
lo que finalizaria la prueba.

Sin més, si es y € S(G) entonces existe un = € N tal que

y e ﬂ G(l‘|n)a

new

luego (z,y) € C'y con ello y € mx(C).
Reciprocamente, si es y € mx(C) entonces existe un x € N tal que (z,y) € C, y por
definicion,
y€ Gzl c U N Gl) =S(G)
new 2EN NEw

lo que concluye la demostracion. B

24 Veamos que (N x X) \ C es abierto.

Dado (z,y) € (N x X)\ C existe un n € w tal que y ¢ G(x|,) y como G(zl|,) es cerrado en X,
podemos definir el abierto U = X \ G(x|,,).

Asi, tenemos que
(z,y) € By, xU C (N x X)\C,

pues si (¢',y') € By, x U entonces 2’|, = |, e
y eU=X\G(z|],) =X\ G@|n),

de donde (2',y’) & C.
Esto prueba que (N x X) \ C es entorno de cualquiera de sus puntos y por tanto, que es abierto.
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Observemos que los apartados (ii) y (iii) del teorema anterior nos muestran que

SHX) € 8 (I1(X))

Z1HX) € S (29(X)).

mientras que por (iv) tenemos que, como todo esquema de Suslin cerrado o abierto es
analitico, se cumplen

S (I§(X)) € SH(X)

S (20(X)) € BHX).

En definitiva, tenemos que
SHX) = S (M9(X)) = S (39(X)).
Aun més, como todo esquema Suslin que sea de Borel es analitico, de nuevo por (iv) sera
S (B(X)) € B(X),
y como IIY(X) C B(X) también se tiene que
$1(X) =S (T§(X)) € S (B(X))

de donde
21(X) = S(B(X)).

Es decir, los conjuntos analiticos son aquellos que pueden obtenerse a partir aplicar la
operacién de Suslin a los conjuntos de Borel, que como hemos mencionado al comienzo
de la seccion fue la definicién original dada por Suslin.

Observemos también que por (iv) en el teorema anterior tenemos que

por lo que la operacion de Suslin no proporciona nuevos conjuntos mas alla de los conjuntos
analiticos.

Hasta ahora, hemos dado varias caracterizaciones de los conjuntos analiticos y hemos visto
que todo conjunto de Borel es analitico. Sin embargo, no parece obvio que haya conjuntos
analiticos que no sean de Borel.

Como hemos mencionado en la introduccién de este segundo capitulo, Suslin demostro
que efectivamente existen conjuntos analiticos que no son de Borel y aiin mas, esto es
cierto para cualquier espacio polaco no numerable como muestra el siguiente teorema
cuya demostracién puede consultarse en [26, Thm. 14.2].

Teorema 2.3.7. (Suslin) Si X es un espacio polaco no numerable, entonces

B(X) & 2i(X).

=
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Para finalizar la seccién veremos dos resultados muy importantes sobre conjuntos analiti-
cos, el teorema de separacion de Lusin y la caracterizacion de Suslin de los conjuntos de
Borel.

Definicion 2.3.3. Si X es un espacio polaco y P,Q) dos subconjuntos disjuntos de X,
diremos entonces que P y Q) son separables si existe un conjunto de Borel B C X tal
que PCByQNB=a.

Teorema 2.3.8. (Teorema de separaciéon de Lusin) Si X un espacio polaco y P, Q
dos subconjuntos analiticos de X disjuntos entre si, entonces P y () son separables.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que si A = U,e, Am ¥V B = Upew, Br son disjuntos y cada
par A,,, B, es separable por un conjunto de Borel (), ,,, entonces A y B son separables

por
c=U N Cun.

meEw new

Efectivamente se cumplen:

s ACC

Si z € A entonces z € A,, para algin m € w y como A4,, C Cy,,, para todo n € w,
efectivamente z € C.

s BNC =g
Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe v € BN C.

Entonces existen ciertos n,m € w tales que x € B,, y = € e, Cmk, luego
x € B, NChyp.

Sin embargo, como C,,, separa A,, y B, se tiene que B, N C,,, = & y tenemos
una contradiccién.

Por otra parte, como P, @ son analiticos por el Teorema 2.3.2 (ii) existen f,g : N — X
continuas tales que f(N) =Py gN)=Q.

Definamos ahora para cada s € w<* los conjuntos P; = f(Bs) y Qs = g(Bs) con lo que

P = [(B) =] ( U BM) — U fBew)= U P

mew mew mew

(2.24)
Qs = g(Bs) =g < U Bs“m) = U g(Bs“m) = U Qsﬁm

mew mew mew

Supongamos pues por reduccion al absurdo que P y () no son separables, entonces como

P:f<N):f(B@):P®

Q= Q(N) = 9(Bg) = Qg,
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por (2.24) y lo visto al comienzo de la demostracién tenemos que existen s', ¢! € w< de
longitud 1 tales que P, y Q41 no son separables.

De igual modo, como P, y Qu no son separables existen s2,t? € w<* de longitud 2 que
extienden a s! y t! respectivamente y tales que P,z y Q2 no son separables.

Procediendo de este modo (y por medio del axioma de eleccién dependiente) podemos
construir z,y € N tales que Py, y @y, no son separables para ningin n € w.

Ahora, como f(z) € Py g(y) € Q siendo P y @ disjuntos, tenemos que f(z) # g(y)
y como X es Hausdorff existen abiertos disjuntos U y V de X tales que f(x) € Uy

g(y) € V.

Entonces, como por el Lema 2.1.8 tenemos que {B, : s € w<“} es base de Ny f, g son
continuas, existiran s,t € w< tales que « € By, f(Bs) CU ey € By, g(B) C V.

Por tanto, si son n, m las longitudes de s y t respectivamente, s = z|,, t = y|,, y tomando
k > max{n,m} tenemos que

Py, = f(By,) C f(Bs) CcU

lek = g(Bw\k) Cg(Bs) CV,
con lo que U separa P, y @y, v obtenemos la contradiccién buscada. B

Veamos ahora como se puede emplear el teorema de separaciéon que acabamos de probar,
para demostrar que los conjuntos de Borel son precisamente aquellos subconjuntos de X
que son a la vez analiticos y coanaliticos.

Teorema 2.3.9. (Suslin) Si X es un espacio polaco, entonces Aj(X) = B(X).

Demostracion:

Sies A € A{(X) entonces tanto A como X \ A son analiticos y por el teorema de separacién
anterior existe B € B(X) talque AC By BN (X \ A4) =@.

Por tanto, de la segunda igualdad obtenemos que B C Ay asi A = B € B(X).
Reciprocamente, si es A € B(X) entonces es claro que A € %} (X).

Ademas, como B(X) es una o-algebra tenemos que X \ A € B(X) y por tanto X \ A
también es analitico.

Con todo,
A= X\ (X\4)elI(X)

y concluimos que efectivamente A € A}(X). B

2.4. Espacios de Borel estandar

Finalizaremos esta introduccion a la teoria descriptiva de conjuntos definiendo el concepto
de espacio de Borel estandar y la estructura de Effros-Borel, la cual aparecera en la
codificacién de Godefroy y Saint-Raymond.

Definicién 2.4.1. Un espacio medible (X, S) se dice que es un espacio de Borel es-
tandar si eziste una topologia polaca sobre X tal que S = B(X).
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Observemos que si (X, S) es un espacio de Borel estandar, entonces para cualquier B € S
se tiene que (B, Sp) es también un espacio de Borel estdndar, donde

Sy={ANB:AcS)}

la o-algebra relativa a B.

Efectivamente, si es (X, 7) un espacio polaco tal que B(X,7) = S entonces por el Teorema,
2.2.11 existe 7" una topologia polaca sobre X mas fina tal que B es abierto y cerrado para
dicha topologia, pero tal que también B(X,7') = S. Por tanto, por el Teorema 2.1.1, B
con la topologia relativa a 7' serd un espacio polaco y por el Teorema 2.2.5

B(B)={ANB:AeB(X,7)} ={ANB:AecS} =Sz

La observacion anterior muestra también que la topologia polaca que hace que un espa-
cio de medida sea un espacio de Borel estandar no es tnica, y puesto que la jerarquia
de Borel depende de la topologia, no tiene sentido considerarla para espacios de Borel
estandar. Sin embargo, puesto que los conjuntos de Borel si seran independientes de la
topologia, también lo seran los conjuntos analiticos y en general la jerarquia proyectiva
que mencionamos en la seccién anterior.

El ejemplo canodnico sobre espacios de Borel estandar es la estuctura de Effros-Borel que
se define como sigue.

Definicién 2.4.2. Si X es un espacio topoldgico y denotamos por F(X) la familia de sus
subconjuntos cerrados, se define la estructura de Effros-Borel de X como el espacio
medible (F(X),S) donde S es la o-dlgebra generada por el conjunto

{E*(U) : U es abierto en X},

stendo

EY(U)={F e F(X): FnU % o}.

En general, la estuctura de Effros-Borel no es un espacio de Borel estdndar pero el siguiente
teorema garantiza que esto si ocurre para espacios polacos.

Teorema 2.4.1. Si X un espacio polaco, entonces la estructura de Effros-Borel de X es
un espacio de Borel estandar.

La demostracion al teorema es bastante técnica y emplea algunas herramientas que se
explican en los anexos, con lo que previamente a presentar la prueba en todo rigor veamos
las ideas principales de la misma.

Si Z es un espacio topolégico y denotamos por K(Z) la familia de sus subconjuntos
compactos, es posible dotar a esta familia de una topologia canoénica, conocida como la
topologia de Vietoris.

Dicha topologia no es mas que la generada por la subbase
S ={Cy : U es abierto en X} U {[y : U es abierto en X},
donde
Cy={K eK(X): KU},
Iy ={KeK(X): KNU # &}.
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Ademas, es posible demostrar que si Z es un espacio polaco entonces K(Z) con esta
topologia es también polaco?.

La idea de la demostracién consiste entonces en tomar un espacio X, metrizable y com-
pacto, que contenga de forma densa a X (ver Teorema B.5) y considerar la aplicacién
natural entre F(X) y K(X) dada por

p(F) = clx (F).
Se prueba entonces que ¢ es inyectiva y que su imagen es un conjunto G5 de K(X), luego

por lo dicho anteriormente, un espacio polaco.

Al dotar entonces a F(X) de la topologia inducida por ¢ obtenemos que es homeomorfo
©(F (X)), luego es polaco.

La demostracion concluye pues mostrando que, aunque la topologia en F (X) depende del
embedimiento de X en el compacto X, la o-algebra de Borel es independiente y coincide
con la estructura de Effros-Borel en X.

Demostracion del Teorema 2.4.1:

Por el Teorema B.5 existe X un espacio metrizable y compacto tal que contiene a X como
subespacio denso.

Consideremos ahora K(X) la familia de conjuntos compactos de X y definamos la apli-
cacién ¢ : F(X) — K(X) dada por

Dicha aplicacion esta bien definida pues todo cerrado en un espacio compacto es compacto,
y ademads es inyectiva pues si ¢(F1) = ¢(F,) entonces

F1 = ClX (Fl) = CIY (Fl) N X = QD(F1> N X = gO(FQ) N X = CIY (FQ) N X = ClX (FQ) = FQ.

Sabemos por el Corolario 2.1.5 que X es un espacio polaco y por el Teorema C.7 también
lo serd KC(X) al dotarlo de la topologia de Vietoris, con lo que si denotamos por

G =Im(p) ={clx (F): F e F(X)}
y vemos que es un G5 en K(X), concluimos que es un espacio polaco.

Afirmacién 1: G es un conjunto G; de K(X).

Demostracién de la Afirmacién 1:

En primer lugar, veamos que dado K € IC(X) se tiene que
KeG< KNX esdensoen K. (2.25)
Efectivamente, si K € G entonces existe F' € F(X) tal que K = cly (F) y asi
g (KNX)=clx(KNX)NK =clx (g (F)NX)NK =clx (F)NK =K.
Reciprocamente, si es clg (K N X) = K entonces

K=cg(KNX)=cg(KNX)NK

25 Ver Anexo C para més informacién.
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con lo que K C cly (K N X).

Ahora, como X es Hausdorff y K compacto, tenemos que K es cerrado en X y definiendo
F=KnX sedaque F € F(X).

Con todo, como F' C K tenemos que
KCcdg(KNX)=cx(F) Ccy(K)=K

y tenemos pues que K = ¢(F) € G.

Observemos ahora que como X es metrizable y X completamente metrizable, por el
Teorema 1.1.7 (ii) se tiene que X es un G5 en X y existe pues una sucesién de abiertos
{U,}55, en X tales que

X = U..
n=1

Ademas, puesto que X es serparable, por el Teorema 1.1.8 existe también {V},}°°_, una
base numerable de X.

Con todo, tenemos por (2.25) que dado K € K(X),

KeG& KNXesdensoen K < ((KNU,) es denso en K. (2.26)

n=1
Demostremos a continuacion que

(N (K NU,) es denso en K < K NU, es denso en K para cada n € N. (2.27)

n=1
Sin mas, observemos que dado n € N

o

k=1

con lo que efectivamente K N U, es denso en K.

Y reciprocamente, como K es completamente metrizable (pues es cerrado en X y podemos
aplicar el Teorema 2.1.1) y {K N U,}>°, una sucesién de abiertos densos en K, por el
teorema de categorias de Baire tendremos que efectivamente

N(KENU,)
n=1
es denso en K.

Aun maés, veamos que

K NU, es denso en K para cadan € N &
sVnmeN (KNV,, #2=KnV,NU,) # 9). (2.28)

Efectivamente, dados n, m € N tales que V,, N K # & tenemos que V,, N K es un abierto
no vacio en K y por ser K N U, denso en K serd

KN VanU,) =(KNU,)N(KNV,)#@.
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Reciprocamente, tenemos que dado n € N fijo para cada m tal que V,, N K # & se cumple
que
(KNU,)N(KNV,) # 9.

Entonces, como {V,, N K}2°_, base de K, obtenemos que efectivamente K N U, es denso
en K.

Con todo, si denotamos por
I={(n,m)eN*: KNV, +#o},
de (2.26), (2.27) y (2.28) obtenemos que
G= () {KeK(X):Kn(V,,NnU,) # 2}

(n,m)el
y queda pues demostrado que es un G5 en (X). B

Asi, ¢ : F(X) — G es una biyeccién siendo G un espacio polaco, con lo que si conside-
ramos la topologia incial inducida por ¢ en F(X), se cumple que F(X) es homeomorfo a
G y con ello un espacio polaco.

Resta pues tinicamente ver que la o-dlgebra de Borel en F(X) dada por esta topologia es
precisamente la estructura de Effros-Borel en el espacio X.

Por el Teorema C.8 sabemos que B(K(X)) esta generada por los conjuntos
{KeKX): KnU # o}
para cada abierto U de X y que por el Teorema 2.2.5 es
B(G)={GnA:AcB(KX))}.
Por tanto, B(G) esta generado por los conjuntos
{KeG:KnU # o}

para cada abierto U de X.
Como ¢ es un homeomorfismo entre F(X) y G, B(F(X)) esta generado por

o '{KeG:KNU#@})={FcF(X): p(F)NU # @}
para cada abierto U de X.

Ahora bien, dado U abierto en X observemos que precisamente por el hecho de ser abierto
sera,

{FeF(X):p(F)NU #2}={FeF(X):FNU # 2} =
={FeFX): Fn(UNX) #a}.

Ademsés, como la topologia original de X es la misma que la relativa a X al verlo como
subespacio tenemos que

{U N X : U es abierto en Y} ={V C X :V es abierto en X},

con lo que concluimos que B(F(X)) esta generado por
{FeF(X): FnV # o}

para cada V' abierto en X, que es precisamente la estructura de Effros-Borel en X.



Capitulo 3

Codificaciones de los espacios de
Banach separables

La idea tras este capitulo es codificar los espacios de Banach separables como puntos de
un espacio polaco para estudiar la complejidad de sus estructuras basicas asi como para
arrojar luz sobre cuestiones acerca de clasificaciéon o problemas de universalidad.

Puesto que la clase de todos los espacios de Banach separables no es un conjunto, no es
posible imponer directamente una topologia polaca y resulta necesario parametrizar de
alguna forma esta clase.

La primera idea sobre dicha parametrizacion puede encontrarse en el articulo de Bossard
[7], o con mayor detalle en su tesis [8] o la traduccion y expansién del articulo original al
inglés [9].

Bossard toma el espacio universalmente isométrico Z = C(A), donde A es el conjunto de
Cantor, y considera la familia de todos sus subconjuntos cerrados F(Z). Como Z es polaco,
su estructura de Effros-Borel asociada sera un espacio de Borel estandar y demuestra
que SB(Z), la familia de todos los subespacios cerrados de Z, también es polaco con la
topologia relativa. Por la universalidad de Z, codifica entonces los espacios de Banach
separables como los elementos de SB(Z), es decir, como los subespacios cerrados de Z.

Bajo este marco Bossard demuestra resultados muy interesantes entre los que, por la
finalidad de este trabajo, destacamos dos de ellos.

Demuestra en primer lugar que las relaciones! de isomorfismo, ser isomorfo a un subes-
pacio, cociente o suma directa son analiticas no borelianas, lo cual arroja cierta luz sobre
la complejidad en problemas de clasificacién de espacios de Banach.

Por otra parte, demuestra también que ciertas familias de espacios de Banach como son
los espacios reflexivos o espacios que no contienen copias isomorfas de ¢; son igualmente
coanaliticas no borelianas.

1 Decir que una relacién es de Borel o analitica significa que la relacién vista como subconjunto de

SB(Z) x SB(Z) es de Borel o analitica.

Por ejemplo, que la relacién de isomorfismo sea analitica significa que el conjunto
{(X,)Y)eSB(Z)xSB(Z): X ~Y}

es analitico en SB(Z) x SB(Z).
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Mas detalles sobre todos estos resultados pueden consultarse en los articulos de Bossard
mencionados o en el libro de Dodos sobre espacios de Banach y teoria descriptiva de
conjuntos [13], donde se hace una recopilacién de todos los resultados relevantes en los
trabajos de Bossard y de otros mateméaticos que continuaron esta linea de investigacion.

Aunque los trabajos de Bossard arrojan luz sobre numerosas cuestiones, presentan dos
problemas principales.

El primero de ellos subyace en la propia relaciéon de isometria entre espacios de Banach
separables, pues resulta que no es posible asignar cada espacio de Banach separable a un
punto en un espacio polaco de forma que espacios isométricamente isomorfos resulten en
el mismo punto?.

El otro problema fundamental es que no hay una forma natural de dotar al espacio SB(Z)
de una topologia polaca candnica y por tanto no es posible distinguir entre diferentes
niveles de complejidad dentro de los conjuntos de Borel, pues como ya hemos visto la
jerarquia de Borel depende de la topologia.

Aunque el primer problema parece insalvable, en 2018 Godefroy y Saint-Raymond dieron
en su articulo [15] con una forma de extender las ideas de Bossard para poder atacar el
segundo problema.

Ellos consideran cierta familia de topologias que denominan admisibles (ver Seccién 3.1)
las cuales inducen la estructura de Effros-Borel en F(Z) y con la propiedad de que entre
distintas topologias admisibles la jerarquia de Borel varia relativamente poco, lo que
permite estudiarla y dar mayor detalle sobre la complejidad en las estructuras en espacios
de Banach.

Inspirados por estas ideas de Godefroy y Saint-Raymond, en 2019 los mateméaticos checos
Cith, Dolezal, Doucha y Kurka desarrollaron en [12] otra codificaciéon en apariencia muy
distinta a la anterior, pues no utiliza un espacio universal sino que codifica los espacios de
Banach separables como pseudonormas de ciertos espacio de sucesiones (ver Seccién 3.2).

A pesar de la pérdida de intuicién en la codificacién, los autores prueban que esta codifica-
ci6én arroja resultados muy similares a la de Godefroy y Saint-Raymond (ver Seccién 3.3)
y ademas demuestran una gran cantidad de resultados sobre la complejidad de numerosas
familias y estructuras de espacios de Banach separables, probando ser una codificacion
realmente 1til en la préactica.

3.1. Codificacién de Godefroy y Saint-Raymond

Como ya hemos mencionado en la introduccion, la idea de Godefroy y Saint-Raymond
también consiste en codificar los espacios de Banach separables como los subconjuntos
cerrados de un espacio de Banach universal, pero introduciendo el concepto de topologia
admisible para poder distinguir entre las distintas clases de Borel.

Es decir, si X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico y denotamos
por SB(X) el conjunto de sus subespacios cerrados dotado de lo que en breve definiremos
como una topologia admisible, entonces cualquier otro espacio de Banach separable Y
serd isométricamente isomorfo a un elemento ' € SB(X).

2 Ver [31] para més informacion.
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Como SB(X) sera un espacio polaco con esta topologia, podemos discernir para familias
cerradas por isometria de espacios de Banach la clase de Borel a las que estas pertenecen
sin mas que considerar en SB(X) el conjunto formado por todos los elementos que estén
en dicha familia.

3.1.1. Topologias admisibles

Comencemos pues viendo la definicién de topologia admisible introducida en [15].

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio polaco, denotemos por F(X) la familia de todos sus
subconjuntos cerrados y dado U C X un abierto denotemos por

E*(U)={F e F(X):UNF # &}.

Decimos entonces que una topologia polaca T en el conjunto F(X) es admisible en X si
satisface:

(i) Para cada abierto U de X, E*(U) es T-abierto;

(ii) FEziste una subbase de T tal que todo conjunto de esta subbase es una union numerable
de conjuntos de la forma ET(U)\ ET(V) con U,V abiertos de X.

Si X es un espacio de Banach separable denotaremos por SB(X) C F(X) el conjunto
de los subespacios vectoriales cerrados de X y por SBy(X) el subconjunto de SB(X)
formado por los subespacios cerrados de dimension infinita.

Una topologia en SB(X) 0 SBw(X) se dice que es admisible si estd inducida por una
topologia admisible en F(X).

Observemos en primer lugar que la o-algebra de Borel para cualquier topologia admisible
T sera la estructura de Effros-Borel sobre X.

Basta ver que si 7 es una topologia admisible en X, entonces B(F (X)) estd generada
precisamente por los conjuntos E+(U) para cada abierto U de X.

Sin més, si denotamos por o(E™) la o-dlgebra generada por dichos conjuntos, es decir la
estructura de Effros-Borel en X, por (i) en la definicién de topologia admisible es claro
que o(ET) C B(F(X)).

Reciprocamente, como 7 es una topologia admisible en X, por la condicién (ii) de la
definicién, tenemos que existe S una subbase de F(X) tal que si A € S existen {U,},{V,.}
sucesiones de abiertos en X tales que

A= fj ET(U)\ E*(V,).

n=1
Ahora como (F(X),7) es polaco tiene una base numerable y si es Bs la base asociada a
S, por el Teorema E.1 existe B C Bs numerable que es también base de (F(X), 7).

Asi, dado B € 7 podemos expresar

oo kn oo

B=U N U [EWM\E VM)

n=1i=1m=1
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para ciertos U™ V" abiertos en X, luego es claro que B € o(E") y con ello que

B(F(X)) C o(ET) tal como desedbamos ver.

Lo anterior demuestra que los conjuntos de Borel para cualquier topologia admisible en
F(X) son precisamente aquellos que resultan de considerar la estructura de Effros-Borel
en X.

En particular, todos los resultados establecidos por Bossard seguiran siendo validos para
esta codificacion y es por tanto una extensiéon de dichos trabajos.

A continuacién veremos que la aplicacion identidad entre dos topologias admisibles es
¥9-medible, con lo que por el Teorema 2.2.6 y el Lema D.4, tenemos que si 3 > w, entonces
los conjuntos X3(F(X)) y H}(F(X)) son los mismos para cualquier par de topologias
admisibles distintas 7y 7’.

Si 1 < 8 < w, entonces cualquier subconjunto Y que pertenezca a la clase E% para T,
estara en la clase Z% 41 para 7'y viceversa, luego las variaciones por la eleccién de la
topologia admisible son minimas.

Proposicién 3.1.1. Si T y 7’ son dos topologias admisibles en un espacio polaco F(X),
entonces la identidad

I (F(X),7) — (F(X),T)

es una aplicacion L9-medible.

Demostracion:

Como 7’ es una topologia admisible en X, tal como hemos visto anteriormente se tiene
)
que dado B € 7/ podemos expresar

oo kn o0

B=UNU [EWUmM\E V)]

n=1i=1m=1
para ciertos U:", V=" abiertos en X.
Como
EX UM\ B (V") = EXU) 0 [FON EX (V)]
tenemos que es la interseccién de un abierto con un cerrado tanto en 7’ como en 7, luego
es un conjunto X9 de F(X) para cualquiera de las dos topologias y asi

I"(B) = B € 5Y(F(X))

demostrando que efectivamente I es ¥9-medible. W
Para finalizar con la definicién, observemos que la relacién z € F es IT5 en X x F(X).
Efectivamente, si es {U,}22; una base numerable de X tenemos que dado F' € F(X) se
cumple que
reFsrecdx(F)eVneNzel,=U,NF#0| &
eV eN, |[(z,F) € Uy x EXU,) V (x,F) € (X \ Uy,) x F(X)],

y por tanto,

{(z,F)e X x F(X):z € F} = ﬁ [(Un x EX(U,)) U (X \U,) x F(X))].

n=1
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Aunque no sera estrictamente necesario que lo satisfagan, puesto que la mayoria de ejem-
plos de topologias admisibles lo hacen y en base a lo anterior, es natural imponer a las
topologias admisibles también la siguiente condiciéon:

(iii) El conjunto {(x,F) € X x F(x) : x € F} es cerrado en X x F(x) para cada cerrado
F de X.

Veamos a continuacién que el espacio real de trabajo respecto a la codificacién de espacios
de Banach separables SB(X) es también polaco con la topologia heredada.

Lema 3.1.2. Si X es un espacio normado y H € F(X) se cumplen:

(i) H € SB(X) si, y solo si, 0x € H yp—q/2 € H para cada p,q € H.

(i) Sies{x,}>2, una sucesion densa en X, entonces H € SB(X) si, y solo si, 0x € H
y para cada p,q,n € N se cumple una de las tres condiciones siguientes:

1
L] HmB([lfp,zn) :@"

1
. HﬂB(xq,Qn_l> — o

_ 9 1
2’2n—1

-HﬂB(a:p )7&@.

Demostracion:

Demostremos en primer lugar (i).

Si H € SB(X) es claro que por ser un subespacio vectorial entonces 0y € H y dados
p,q € H se tiene que p — q/2 € H, luego basta demostrar el reciproco.

Supongamos pues que Oy € H y p— q/2 € H para cada p,q € H.

En primer lugar, sabemos que H # & y si vemos que es un subespacio vectorial, puesto
que H € F(X), concluimos que efectivamente H € SB(X).

Sin mas, basta ver que dados p,g € H y A € R se cumple que p —q € H y que \p € H.
Lo primero es claro pues como por hipdtesis p—¢q/2 € H tenemos que utilizando de nuevo
dicha hipétesis
p—q=< —q)—qu.
2 2
Para ver la segunda condiciéon comencemos demostrando que es cierta si A =n € Z.

Sin =1 es claro pues 1p = p € H; y si es cierto para n entonces como ya hemos visto
con lo anterior que H es un grupo para la suma se tiene que

(n+1)p=np+peH.

Por inducciéon, queda entonces demostrado para cada n € N.

Ademas, si n = 0 es claro pues Op = 0x € H y si n < 0 entonces
np = (=|nf)p = In| (0x —p) € H,

con lo que queda demostrado para todo n € Z.
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Observemos ademas, que esta propiedad también es cierta para A = 27" con n > 1.

Efectivamente, si n = 1 entonces por la primera condicién

1 —p
“p=0x— 2L eH,
P =X Ty

y de nuevo, si es cierta para n entonces 27 "p € H y por el caso para n = 1,

1 1/1
_ - 1.
gntiP T 5 <2n > <

Nuevamente este caso queda demostrado por inducciéon para todo n > 1.

Por otra parte, como dado A € R podemos expresarlo como
A=A+ (= [A])
donde A — | A] € [0, 1), obtenemos que
A= [Ap+A=[A)p

y como ya sabemos que |\|p € H, basta ver que ap € H para cualquier o € (0, 1).

Dado pues « € (0, 1), sabemos por la representacién en base 2 de los niimeros reales que
existe una sucesion {a, 22, C {0,1} tal que

w\g

Representando entonces por {s,}> ; la sucesién de sumas parciales, tenemos por lo visto
para las potencias negativas de 2 que

swz(%iﬁ)p—zzweﬂ

y como H es cerrado

ap = nh_)rgo snp € H
lo que concluye la demostracion de (i).
Pasemos ahora a demostrar (ii).

En primer lugar, si H € SB(X) y dados p, g,n se camplen que

HﬁB(xp,>7£®

1
HQB($q’W) ;é@,

entonces existen hy, hy € H tales que |hy — 2| < 27"y [|ha — 4] < 27" con lo que

)63

111
< =zl + 5 ke - | < o+ 50 = gat
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Como hy — hy/2 € H concluimos que

CcOo1mo queriamos ver.

Reciprocamente, si son hy, he € H entonces, como {z;}72; es denso en X, tenemos que
para cada n € N existen xz,,,, z,, tales que

1
z, € B <h1, 2n> ,

1
Lqp, € B <h2, 277,—1) .

Por tanto para cada n € N tenemos que

1

1
HOB(I'qn,Qn_l) #@,

con lo que por hipdtesis serd entonces

1
HNB (xpn — %, =

)%@.

Asi, para cada n € N existe f,, € H tal que

T 1
fn_ <J7pn_ 9 )H < Fa

y con ello
T, Tq, ha
S I (O SRICEE )

hoe (1)) <
1

1 1
< o1 + zp, — b + 5 [ 74, — ha| < o2

<

Con esto, obtenemos que f, converge a hy — hy/2 y al ser H cerrado, se tiene que
ho
hy — 5 e H.

Al ser hy, hy € H arbitrarios por (i) concluimos que efectivamente H € SB(X). B
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Proposicion 3.1.3. 57 X es un espacio de Banach separable y T una topologia admisible
en X, entonces SB(X) es un conjunto Gs en (F(X),T) y con ello un espacio polaco con
la topologia heredada.

Demostracién:

Como X es separable existe {z;}72, una sucesién densa en X y denotemos

1
Bg:B(OX,TJ,

n 1
l%):3lg($p,2n>,
n—1 __ $q 1
Bqu = B <.’L'p — 5, 2n_1> .

Por (ii) en el lema anterior tenemos que dado H € F(X) se cumple que

H e SB(X) < 0y € HAVp,q,n €N, [HmBg:@v
n—1 n—1
VHNB} '=oVHNB,'#0| <

|
@HHB<0X,2n) £ & YneNA

AVp,gn €N, [H ¢ E* (By)vH ¢ E* (B ') vHeE" (B')].

Por tanto, si denotamos la expresién (p, ¢, n) € N® por (x), se tiene que

SB(X) = |E" (Bp,") U(FX)\E* (Bp))U(FX)\E* (B 1)) n ﬁ E* (B,
) »0c11y mocrg 9 Iy ELHG—’

y efectivamente concluimos que
SB(X) € IY(F(X))

tal como queriamos demostrar. Il

Es conocido que para la estructura de Effros-Borel existe un teorema de seleccién demos-
trado por Kuratowski, Ryll y Nardzewski [26, Thm. 12.13] el cual asegura que dado un
espacio polaco X existe una sucesion de funciones de Borel {f, : F(X) — X}>2, tales
que para cada F' € F(X) no vacio, {f,(F)}72; es denso en F.

La estructura topolégica que da a SB(X) las topologias admisibles permiten refinar dicho
teorema y obtener funciones continuas en lugar de funciones de Borel, como vemos en el
siguiente teorema.

Teorema 3.1.4. Si X es un espacio de Banach universalmente isométrico y T una topo-
logia admisible en X, entonces existe una sucesion de funciones continuas

{f, : SB(X) — X};i1
tal que dado F € SB(X) se cumple que

F={f,(F):peN}
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Demostracion:

Como X es separable existe {xj}7, una sucesion densa en X y denotemos por
1

Qpn =D (x ,) ,

k, ko

Vin ={F € SB(X): FNQy, # &}
y definamos ¢y, : Vi, — F(X) tal que
Grn(F)=FN Q.
Entonces se cumplen:
» Vi, es abierto en SB(X) pues Vi, = SB(X) N ET(Q.).

" ¢pn(F) es cerrado, convexo y no vacio.

Efectivamente, es no vacio pues si F' € Vj,, entonces F' N Qy, # @ y es cerrado
por ser la clausura de un conjunto. Ademas, como F' es un subespacio vectorial es
convexo y como {2, también lo es, tenemos que F' N €Y, es convexo y con ello lo
serd también su clausura, es decir, ¢y, (F).

" ¢ es inferiormente hemicontinua?.

Sea F' € Vi, y U un abierto de X tal que ¢, (F) NU # @, entonces
FAQ,NU 4o

y como U es abierto tenemos que F'N (U N, k) # 2.
Definiendo
V=Vin NEY(UNQ,)
tenemos que V' es un entorno abierto de F'y si es F' € V, entonces F' € Vi, y
F'nUnNQ, k) # 2 luego
Oen(FYNU =F NQpyNU #£ @

tal como queriamos ver.

» Como Vi, es abierto en SB(X) por el Teorema 2.2.1 tenemos que es un Gy en
SB(X) y asi, el Teorema 2.1.1 nos asegura que es polaco con la topologia relativa.
En particular, Vj,, serd metrizable y por el teorema de Stone* concluimos que serd
paracompacto.

3 Si X,Y son espacios topoldgicos, una aplicacion f : X — P(Y) se dice que es inferiormente
hemicontinua en un punto x € X si para todo abierto U de Y tal que U N f(x) # @ existe V un
entorno de x tal que

fe)NU#o,VzeV.
Diremos que f es inferiormente hemicontinua si lo es para cada punto de X.

Si X es un espacio topologico y U una familia de subconjuntos de X, decimos que U es localmente
finita si dado x € X existe un entorno del punto que intersecta unicamente una cantidad finita de
conjuntos U € U. Decimos que X es paracompacto si es Hausdorff y cualquier cubrimiento abierto
de X admite un subcubrimiento localmente finito.

Teorema (A. H. Stone): Todo espacio metrizable es paracompacto.

La demostracién al teorema puede consultarse en [37, Thm. 20.9].
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Por todo lo anterior, el teorema de seleccién de Michael® nos asegura que existe
Yin * Vi — X continua tal que

wk,n(F) S ¢k,n(F), VF € sz,n- (31)

Ahora, como Vi, es abierto en SB(X) por el Teorema 2.2.1 sabemos que serd un F, y
por tanto existe una sucesién creciente® {F,, }>°_; de cerrados en SB(X) tales que

‘/k,n = U F.
m=1
Asi, para cada m € N tenemos que F,,, y SB(X) \ Vi, son cerrados disjuntos con lo que

por el lema de Uryshon existe xgn.m : SB(X) — [0, 1] continua tal que

Xknm(F)=1 si FeF,

Xienm(F) =0 si FeSB(X)\ Vin

Observemos ademas que

XViy = 10 X -

Efectivamente, si ' € V}, entonces existe un my € N tal que F' € F,,, y por tanto
Xknm(F) =1 para todo m > my, obteniendo que

lm Xgnm(F)=1= XVk,n(F)-

m— 00

Por otra parte, si F' € Vj,, entonces Xgn.m(F) = 0 para cada m € N y asi
Jm g m(F) =0 = xv,, (F).
Definamos ahora f , ., : SB(X) — X como

fk,n,m(F) = Xk,n,m(F)¢k,n<F)

En primer lugar, observemos que fj . estd bien definida pues si F' ¢ Vj, entonces
Xknm(F) =0y asi tomamos fk,n,m(F) =0y.

Ademas, como X, es continua en SB(X) y vy, es continua en Vi, que es abierto,
tenemos que fjnm, es continua en Vj,. Como también hemos visto que fi,, = 0 en
SB(X) \ Vi tenemos que también es claramente continua en SB(X) \ Vi .

5 Teorema de seleccién de Michael: Si ¢ : X — P(Y) es una aplicacién inferiormente hemicon-

tinua entre X un espacio paracompacto e Y un espacio de Banach de modo que ¢(x) es no vacio,
cerrado y convexo para cada v € X, entonces existe f : X — Y continua tal que f(x) € ¢(x) para
cada x € X.

La demostraciéon puede consultarse en [2, Thm. 17.66].

Si no fuera creciente consideremos F,,, = U;”:l F; y entonces cada Fy, es cerrado en SB(X), forman
una sucesion creciente y es claro que

Vk,n = G F\’I;L

m=1
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Ahora, si es F' € OVj,, y {Fp}52, una sucesion en SB(X) convergente a I tenemos que

al ser Xk, continua sera

lim ka,m(Fp) = Xk,n,m(F) b

P00 F@Vin
y asi tenemos que:
» Si F, & Vi, es claro que || fenm(Ep)|| = 0.
» Si F, € V., entonces como por (3.1)

wk,n(Fp) € (bk,n(Fp) = Fp N ka C ka =B (xk, 2_”)

tendremos que

i (E = It (o (Fy) | = Xt (Fy) [ ) <
1
< Xen(F) [l + 5] 2.0

p—o0

Luego, en cualquier caso tenemos que
plgglo fk,n,m(Fp) = OX = fk,n,m(F)
y tenemos pues que f ,,, €s continua en F.
Ademas, observemos que fi,m(F) € F pues si F' € V,, por (3.1) es
wk,n(F) € ¢k,n(F> =FnNn ka C F=F
y como Xgnm(F) € [0,1], al ser F' un espacio vectorial es claro que
fk,n,m(F) = Xk,n,m(F)wk,n<F) c L

Si F ¢ Vi como finm(F)=0x es claro que estd en F'.

Con todo, al ser F' cerrado tenemos que

{fenm(F):k,m,n e N} CF,

y si vemos que se da la igualdad, entonces basta tomar { ]‘;D}goz1 como cualquier enumera-

cion de { frnm : (k,m,n) € N*}.

Sin més, sean a € F fijo, ¢ > 0 y tomemos ng € N tal que 27 < ¢.

Por la densidad de {z3}3°, en X sabemos que existe ky € N tal que x, € B(a,27™ 1)y

asi @ € F' N Qpyno+1, con lo que F € Vi o1 v

¢k07no+1(F) € ¢k0,no+1(F) =FnN Qkomo-l—l CFnN Qkomo-&-l g B(avE)'

Con esto, si denotamos por V' = Vj, n,+1 tenemos que

1= XV(F> = 77%1—{%0 Xko,n0+1,m<F)7

T Siy € B(xg,,2 "01) entonces

1 1

+ = < e.

la =yl < lla — x| + |z, —yl < STl — gm0

2n0+1

(3.2)
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y asi

lim fko,no+1,m(F) = nlblgnw Xkoﬂo-&-l,m(F)djko,no-l-l(F) = wkoyno-&-l(F) (362) B(aae)'

=500
Por tanto, para m suficiente grande tenemos que
fromor1,m(F) € Bla, €).
Como € > 0 era arbitrario hemos probado que para cualquier entorno V' de a se tiene que
VO {fenm(F):k,m,n e N} # o,

y asi

a < {fk,n,m(F) : k,m,n S N}
lo que concluye la demostracion. Il

Este teorema nos permite, entre otras cosas, demostrar que SBy(X) también serd un
espacio polaco al dotarlo de cualquier topologia admisible.

Corolario 3.1.5. 57 X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico, T
una topologia admisible en X y Fin la familia de subespacios de dimension finita de X,
entonces

Fin € ¥5(SB(X)).

Ademdas, SBoo(X) es un Gs de SB(X) y por tanto un espacio polaco con la topologia
inducida.

Demostracion:

[e.9]

Por el teorema anterior existe una sucesion { f, : SB(X) — X}>2

tales que para cada F' € SB(X) se cumple que

F={f(F):peN}

, de funciones continuas

Ahora, si es F C X un subespacio de dimension finita tenemos que serd cerrado y por
tanto, F' € SB(X).

Ademas, como f,(F) € F para cada p € N se tiene que
V = span{f,(F):p e N} C F,

con lo V' es un subespacio de dimension finita de X, luego cerrado, y se cumple que

V=VCF={f(F):peN} Cspan{f,(F):peN} =V =V.

Por tanto, tenemos que
F = span{f,(F) : p € N},

y por ser de dimension finita existe un g € N tal que

F =span{f,(F): 1 <p<gq}.
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Con todo, veamos que

FeFine FeSB(X)N3qe N:VEe N {fi(F),---, f,(F), fe(F)} es lin. dep. en X.
(3.3)

En primer lugar, si F' € Fin por lo visto tenemos que existe un ¢ € N tal que
F =span{f,(F):1<p <gq}.
Asi, dado k € N sabemos que
Ji(F) € span{f,(F) : 1 < p < q}

y efectivamente { fi(F),--- , f(F), fu(F)} es linealmente dependiente en X.
Reciprocamente, supongamos que F' € SB(X) y existe un ¢ € N tal que

fiu(F) € span{f,(F):1<p<q}, Vk e N.

Entonces definiendo
se tiene que

y por tanto que V € Fin y es cerrado.

Con esto,

F={f(F):peN}CcV=V=span{f,(F):1<p<q}CF

y obtenemos que F' =V, es decir, que F' € Fin.

Con todo, de (3.3) concluimos que

Fin = G {FeSB(X):Vke N, {fi(F), -, fo(F), fe(F)} es lin. dep. en X'}

g=1

Mq
y basta ver que cada M, es cerrado en SB(X), o equivalentemente que
SB(X)\ M, ={F € SB(X) : 3k e N, {f1(F),---, fo(F), fu(F)} es lin. indep. en X} =

= D {F e SB(X) :{fi(F), -, fo(F), fu(F)} es lin. indep. en X}
k=1

Lqk

es abierto en SB(X), lo cual sera cierto si cada L, es abierto.

Definamos para ver esto tltimo ¢, : SB(X) — X9 dada por

Gr(F) = (fr(EF), -, fo(F), fu(F)).

Entonces, como cada f; es continua, al considerar en X%+ la topologia producto tendremos
que ¢g ) es continua y si denotamos por

U={(z1," ,24,7q11) € X : {zy,--+ 2,41} es lin. indep. en X},
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observamos que

Oni(U) ={F € SB(X) : (fu(F), -+, fo(F), fi(F)) € U} = Lyu

y como por el Lema B.8 sabemos que U es abierto en X9, obtenemos que efectivamente
cada L, es abierto.

Para finalizar, respecto a S By (X) observemos que
SBw(X) =SB(X) \ Fin

y como acabamos de ver que Fin € ¥9(X), obtenemos que efectivamente SBy,(X) es un

Gs de SB(X). B

Ya hemos visto que dado X un espacio de Banach separable universalmente isométrico
tanto SB(X) como S B (X) son espacios polacos al dotarlos de una topologia admisible y
que la diferencia entre las clases de Borel para dos topologias admisibles es minima, luego
el ultimo paso para sentar las bases de la codificacién serda comprobar que la eleccion del
espacio universalmente isométrico es también irrelevante, y eso lo pone de manifiesto la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.6. Si X e Y son dos espacios de Banach separables universalmente
isométricos y T, 7o topologias admisibles en X e Y respectivamente, entonces existe una
aplicacion X9-medible f : (SB(X),71) — (SB(Y),7) tal que para cada F € SB(X) se
tiene que F' y f(F') son isométricos.

Mads atn, es posible tomar f de modo que para cada abierto V de Y existe un abierto U
de X tal que

[ ER(V)) = Edp(U).

Demostracién:

Como Y es universalmente isométrico, tenemos que existe j : X — Y una isometria
lineal y ademas, por ser X es un espacio de Banach j(X) es cerrado en Y.

Definamos pues f : SB(X) — SB(Y) tal que f(F) = j(F) para cada F € SB(X) y
observemos que entonces se cumplen:

» [ estd bien definida pues al ser j : X — j(X) un isomorfismo lineal isométrico,
dado F' € SB(X) se tiene que j(F') es un subespacio vectorial cerrado de j(X), y
como j(X) es cerrado en Y, concluimos que j(F) € SB(Y).

» Dado V C Y abierto si definimos U = j~1(V) serd un abierto en X y tenemos que
U EGp(V)={F € SB(X): [(F) € E¥(V)}={F € SB(X) : j(F) € E*(V)}=
={FeSBX):j(F)NV #£2}={FeSB(X): Fnj ' (V)#a}=
= EE*FB(U)-

» [ es X9-medible.

Como 75 es admisible en Y sabemos que SB(Y') con la topologia relativa es polaco,
y por lo visto al comienzo de la seccién, dado B abierto en SB(Y) podemos expresar

o
3

3
T Ce

B = 1 [E&p(Ui\ Edp(Vim)]

1i=1

<.
Il

n
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para ciertos U™, V%" abiertos en Y, con lo que

oo kn

~UN U [ B\ (BG0)].

n=1i=1m=1

Ahora, por el punto anterior tenemos que para cada U%", V2™ abiertos de Y existiran
Win Zin abiertos de X de modo que

I (B&WUL) = ES(Wir)

7 (EgB(V;’Ln)) = Egp(Zy0),

por lo que
oo kn

~ U A U [Baim \ Bip(zi)

n=1i=1m=1

que es claramente un conjunto X9 de SB(X).

» Dado F' € SB(X) se cumple que

f(F)=j(F)=F

al ser j : X — j(X) una isometria lineal.

Por tanto, f es la aplicacién buscada y la proposicion queda demostrada. H

3.1.2. Topologia de Wijsman

Para finalizar la seccién veremos un ejemplo de topologia admisible conocida como topo-
logia de Wijsman.

Sea X un espacio polaco, p una métrica completamente compatible en X y consideremos
{a;}°, una sucesién densa en X.

Definamos entonces la aplicacion T : F(X) — RY tal que para cada cerrado F' de X es
T(F) = {p(anaF)}fLO:I'

Se define pues la topologia de Wijsman como la topologia inicial en F(X) inducida
por T al considerar la topologia producto en RY.

Veremos en el Teorema 3.1.8 que una subbase para la topologia de Wijsman esta formada
por los subconjuntos de F(X) de la forma

Ulan,r) ={F € F(X): plan, F) <r},
V(o) ={F € F(X) : plan, F) > r}
para cadan € Ny r > 0.
Mas atn, veremos a continuacion que dados x € X y r > 0, los conjuntos
Uz,r)={F € F(X) :p(z, F) <r},
V(z,r)={F e F(X):p(z,F)>r}
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son abiertos, lo que junto a lo anterior prueba que
S={U(z,r),V(z,r):xz € X,r >0}

es una subbase de F(X) con la topologia de Wijsman.

Esto ultimo muestra que la topologia no depende de la sucesiéon densa escogida para
definir 7', aunque si depende fuertemente de la métrica p.

Veamos, como hemos dicho, que dados x € X y r > 0 los conjuntos U(z,r),V(x,r) son
efectivamente abiertos.

Realizaremos la prueba para U(z, r) notando que la demostracién para V' (z,r) es andloga.

Sin més, dado Fy € U(x,r) tenemos que tomando n € N tal que

pl,an) < 3 (= pl, Fy)
se cumplen:
= plan, Fo) < p(x, om) + p(x, Fo) <7 = p(z, on);
» Si F € U(ay,r — p(z,a,)) entonces p(z, F) < p(x,ap) + play, F) <.
Por tanto, tenemos que
Fo € U(an,r —p(x,ap)) C U(x,r)

lo que prueba que Fy es un punto interior de U(x,r).
Por la arbitrariedad de Fp, concluimos que efectivamente U(z,7) es abierto.

Para demostrar que la topologia de Wijsman es admisible, necesitamos en primer lugar
ver que es una topologia polaca sobre F(X) para lo cual precisamos del siguiente lema.

Lema 3.1.7. Sea X un espacio polaco, p una métrica completamente compatible en X,
{a;}5° una sucesion densa en X yT : F(X) — RN la aplicacion que induce la topologia
de Wigsman en F(X). Entonces, se cumple que T es un homeomorfismo en su imagen
siendo ademds T(F (X)) = Z con

7= {{tj}?il ERY: V) k €N, |t; — ti| < play, an) A
un conjunto G5 de RY.

Demostracion:

Puesto que la topologia en F(X) es la inducida por T', para ver que es un homeomorfismo
en su imagen basta ver que 7T es inyectiva.

Sean pues Fi, F, dos cerrados distintos en X y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que existe x € Fy \ Fb.

Como Fj es cerrado, se tiene que

e=p(x, Fy) >0
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y por la densidad de la sucesién {a;}5°, existe cierto jo € N tal que

€
p(a:?ajo) < 5
Asi,
€
p(aj07F1> S ,O(Oéjo,l') < 5
' £ €
p(ey, F2) > p(x, Fp) — p(ay, ) > € — 5=5

En definitiva, hemos probado que

p(ajov FI) 7£ p(a]'m F2>

obteniendo pues que T'(F}) # T(F,) y demostrando que T es inyectiva.
Veamos ahora que T'(F (X)) C Z demostrando que si F' € F(X) entonces T'(F) € Z.

Por comodidad, definamos para cada j € N

ti=(T(F)); = play, F).
Entonces, tenemos en primer lugar que dados 7,k € N

[t; = tel = lplay, F) = plow, F)| < play, o),

con lo que resta comprobar la segunda condicién de pertenencia en Z.

Dados n,j € N, puesto que t; + 277! no es cota inferior de {p(;,z) : x € F}, existe
cierto z € F' tal que p(ay,z) <t; +27" L.

Por otra parte, de la densidad de {«;} en X, tenemos que existe k € N tal que
p(ag,x) < 27" 1y con ello

te = plag, F) < plag,z) < 27"t <27,
Como ademés se tiene que
plag, aw) < ploy, @) + pla, o) < t;+27" 427" =1, 4277,

obtenemos que se cumple la segunda condicién y que efectivamente T'(F') € Z.

8 Fijado F € F(X), la aplicacién g : (X, p) — R dada por g(x) = p(z, F) es lipschitziana de constante
1, es decir, para cada x,y € X se cumple que

lg(z) — g9(y)| < p(z,9).

Efectivamente, tenemos que
p(z, F) < p(z,y) + p(y, F)

py, F) < p(y,z) + p(z, F),
con lo que
l9(x) — g(W)| = |p(z, F) — p(y, F)| < p(z,y).
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Para demostrar ahora que Z C T'(F (X)), consideremos {t;}22, € Z y veamos que existe
un cerrado F' en X tal que t; = p(ay, F') para cada j € N.

. L . o .
Comencemos pues definiendo f una aplicacién sobre el conjunto {Ozj}j:1 que asigna a
cada a; el correspondiente ;.

Afirmacién 1: Existe una tnica funcién f : X — R lipschitziana de constante 1 que
extiende a f.

Demostracién de la Afirmacién 1:

Veamos en primer lugar que f es uniformemente continua.

Efectivamente, dado € > 0 si es p(aj, a;) < € entonces

|f(aj) = flaw)| = [t; — ti] < play,on) < e

donde la primera desigualdad se da por ser {t;} € Z.

Con todo, por el Teorema B.6 existe una tnica funcién continua f : X — R que extiende
a [ y basta ver que es lipschitziana de constante 1.

. 7 : e e} 0 1
Sin més, dados z,y € X consideremos {x;}32; e {y;}32; dos sucesiones de {a;} conver-
gentes a x e y respectivamente.

Entonces, por lo visto anteriormente para f se cumple para cada j € N que
F(x3) = Fi)| = () = Fup)] < pla,y5)-

Como f y p son continuas tomando limites en la expresion anterior obtenemos efectiva-
mente que

f(@) = )| < pla,y)
tal como queriamos demostrar. Il

Definamos pues F' = f~({0}), que seré cerrado en X por la continuidad de f, y veamos
que es el cerrado buscado.

Por un lado, dado j € N tenemos que para todo z € F se cumplird que f () =0, con lo
que

tj = flay) = flay) = flz) < play, ).
Por la arbitrariedad del punto x € F', tenemos entonces que t; < p(a;, F).

Para ver la otra desigualdad comencemos con la siguiente afirmacién.

Afirmacién 2: Dado j € N fijo y ¢ > 0 existe una sucesion de naturales {k,}>2, tal que
ki =7, ty, <27y

p(ozkp, Oékp+1) < tkp + e27P,
Ademds, la sucesion {ay, }2; es de Cauchy en (X, p).

Demostraciéon de la Afirmacién 2:

Consideremos k; = j y supongamos que tenemos la sucesion construida hasta k.

Entonces, tomando n € N tal que 27" < £2=®*1 y por ser {t;} € Z, sabemos que existe
cierto kyy 1 tal que £, <27" < £2-+1) v de modo que

p(Oékp, Oékp_H) < tkp +27" < tkp + 62_(p+1) < tkp + 277,
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Lo anterior nos permite, utilizando el axioma de elecciéon dependiente, construir la sucesion
buscada.

Para ver ahora que dicha sucesién de de Cauchy observemos en primer lugar que dados
q > p se cumple que

qg—p—1 q—p—1 A g—p—1 A
p(Oék:p, &kq) < Z p(ozkpﬂ., OzkaH) < (tkpﬂ- + 52—(p+J)> < % Z 9—(p+i) —
j=0 =0 =0
q—1 q
=2 27 <2 27, (3.4)
Jj=p Jj=p

Por tanto, dado § > 0 basta tomar py € N tal que

q . 5
d 279 < —, Vg =p>po,
2e

J=p

lo cual siempre es posible por la convergencia de la serie 3272 277,y por lo anterior se
cumple la condiciéon de Cauchy para 6. B

Por la Afirmacién 2, tenemos entonces que dado j € N fijo y € > 0 arbitrario existe cierto
r € X tal que o, — & y como

flx) = lim f(ax,) = lim ty, =0,
tenemos ademas que x € f~1({0}) = F.

Finalmente, se cumple para todo p > 1 que

£
p(Oéj, F) < IO<O‘j’$) < p(akual@) + p<ak27akp) + p(akmx) < tk1 + 5 + p(akgaakp)+

€ <
+plow,, @) <t + 5 20D 27+ pla, @),

=2

con lo cual tomando limites para p tendiendo a infinito obtenemos que

€ 3
p(aj,F)gtk1+§+€:tj+§e.

Por la arbitrariedad de € > 0, obtenemos finalmente que p(«;, F') < t;.

Con todo lo visto, hemos demostrado que T'(F) = {t;}32, y en definitiva que
Z =T(F(X)).

Resta tnicamente ver que Z es un G5 en RY.

Comencemos definiendo para cada j, k € N las aplicaciones ;; : RN — R? dadas por

i ({te2) = (5 (Lt ) e ({63524)) = (8, t).

Por la continuidad de las proyecciones en RY cada una de estas aplicaciones es continua

y como el conjunto
Djr ={(t,s) € R?: |t — 5| < p(a, o)}
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es cerrado en R?, se tiene que
_ -1
Cik = (mjr)” (Djx)
es cerrado en RY,

Definiendo ahora para cada j, k,n € N los abiertos de RY

A=t (027

y
Bj,k,n = ﬂ-j_l ((p((l{j, ak) - 2—717 +OO)) )
obtenemos finalmente que

(4,k)EN? (n,j)EN? keN
demostrando que Z es un G5 de RY. W

Teorema 3.1.8. Si X es un espacio polaco la topologia de Wijsman para cualquier métrica
completamente compatible en X es admisible.

Demostracion:

Sea p una métrica completamente compatible en X, {a;}52, una sucesién densa en X y
T : F(X) — RN la aplicacién que induce la topologia de Wijsman en F(X).

Por el lema anterior sabemos que F(X) es homeomorfo a un conjunto Gs de RY y como
RY es polaco, por el Teorema 2.1.1 concluimos que F(X) es polaco con la topologia de
Wijsman.

Para ver entonces que la topologia de Wijsman es admisible debemos comprobar que se
cumplen las condiciones (i) y (ii) de la Definicién 3.1.1.

Dado pues U abierto en X, por la densidad de la sucesion {a;}32, existird cierto conjunto
J C Ny una sucesion {r;};c; tal que’

U= Blay,ry).

jeJ

9 Sabemos que para cada z € U existe un 0 < &, < 1 tal que B(z,e,) C U y ademas, por la densidad
de la sucesion {a;}52,, existe cierto j, > 1 tal que p(z,;,) < /2.
Definamos entonces
J={j. eN:zeU}
y para cada j € J
r; = sup{e;/2: 3z € U tal que j, = j}.
Veamos en primer lugar que dado j € J se tiene que B(a;,7;) C U.
Siy € B(aj,r;) entonces p(y, ;) < r; y por la definicién de supremo existe cierto z € U tal que
j = Jz y p(y7aj) < 5:10/2'
Asi
ply,x) < py, ;) + plag, x) < x
y con ello
y € B(z,e,) CU

como queriamos ver.

Por otra parte, dado dado = € U tenemos que j, € J y p(z, 0, ) < €,/2 < r;j, con lo que
x € B(wy,,7j,) v en definitiva

U= U B(aj,rj).

jeJ
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Con esto, observemos que podemos expresar
EtU)={FeF(X): FNU #@}={F € F(X):3j € J tal que F N B(aj,r;) # D} =
= U{F e F(X) : FN Blay, 1) # 2} = J{F € F(X) : play, F) <7} =

jedJ jeJ

= U 7! (7'(';1 ((—oo,'r’j))) .

jeJ

Por tanto, por la definicion de la topologia de Wijsman, se cumple que efectivamente
E*T(U) es abierto para dicha topologia.

Para probar (ii) observemos en primer lugar que una base para RY es

neN

:{HYnCRN:EIACNﬁnitotalqueYn:RsingAe

Y, es un intervalo abierto si n € A},

y por la definicién de topologia inicial, una base para la topologia de Wijsman serd

B= {T—l (nl;[NYn) :gyn € 5}.

Ahora, dado ITY,, € S existe A C N finito tal que Y, = Rsin & A e Y, = (a,, b,) para
ciertos a,,b, € Rsin € A, con lo que

][ Y] ={F € F(X):plan,F) €Y,,Vn e N} = ({F € F(X) : p(an, F) € Yy }.
neN neA
Empleando entonces la notaciéon dada al comienzo de la subseccion, concluimos que
I ) = N (Ul ba) NV (an, an)) (3.5)
neN neA

siendo U(a,, by,), V(an, a,) abiertos en la topologia de Wijsman pues

U(am, bn) = {F € F(X) : plan, F) < b} = T (m," (=00, b))

V(an, an) = {F € F(X) : plan, F) > an} = T (1, ((an, +00))) .
Con todo, tenemos que el conjunto
T ={U(a;,r), V(ey,7) : j € N;r > 0}

es una subbase de F(X) con la topologia de Wijsman, pues por (3.5) el conjunto de todas
sus intersecciones finitas contiene a B y es pues una base.

Por lo visto al comienzo de la demostracion es claro que

Ulay,r) = E¥(B(ay, 1)) = ET(B(ay,m)) \ E(2).
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Por tanto, si vemos que dados j € N y r > 0 se puede expresar
Vi, Uf )\ ET(U. UE+ )\ ET(Un)

para ciertos abiertos U,, de X, habremos demostrado entonces (ii) y con ello que la topo-
logia de Wijsman es efectivamente admisible.

Sin mas, fijados 7 € Ny r > 0 definamos para cada n € N
Un =B (Cl{j, r 4+ 2—71)
y observemos que

FeV(aj,r)epla;, F)>redneN:plo, F)>r+2"edneN: FNU, =0 &
SIneN:F¢gENU,) < FelJFX)\E"U,).

neN

Es decir, la sucesion {U, } cumple lo deseado y nos permite concluir la demostracion. B
Para finalizar la seccion veamos que la topologia de Wijsman satisface también la condicion
(iii) para las topologias admisibles, es decir, que el conjunto

{(z,F) e X x F(X):xz € F}

es cerrado.
Observemos que si definimos f : X x F(X) — R tal que f(x, F) = p(x, F) y vemos que
es continua, se tiene entonces que

{(z,F)eXxF(X):x € F}={(2,F) € X x F(X): f(z, F) =0} = f1({0})

con lo que efectivamente es cerrado, tal como queremos ver.

Para ver la continuidad, observemos en primer lugar que dados F,G € F, z,y € X y
n € N se cumple que

|f(x, F) — f(y, G)| = |p(x, F) — p(y, G)| < |p(x, F) — plan, F)| + |p(an, F) — plan, G)| +
+ [p(an, G) — p(y, G)| < p(z, ) + |plan, F) — plan, G)| + p(y, o) <
< 2p(an, @) + p(z,y) + |plan, F) = plan, G)| (3.6)

donde la segunda desigualdad es consecuencia de lo visto en la nota al pie 8, es decir, que
fijado G € F(X) la funcién p(z, G) es lipschitziana de constante 1.

Sean pues x € X y F € F(X) fijos y € > 0 cualquiera.

En primer lugar, observemos que por la densidad de la sucesién {a,}22; tenemos que
existe cierto ng € N tal que p(ay,, z) < €/6.

Por otra parte, definamos Y,, = R si n # ng e

£ 15
Yno - (p(anan> - §7p<an07F> + 3> :

Con esto, definamos el entorno abierto de (x, F') en X x F(X)

V=8B (x g) « T (f[lyn)
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y observemos que si (y,G) € V entonces

[f(y, &) = f(z, F)| 5 2p(amg, ) + p(x,y) + |plamg, F) = plomy, G)| < e

Esto tdltimo prueba la continuidad de f y con ello concluimos que efectivamente la topo-
logia de Wijsman es una topologia admisible que ademads satisface la condicion (iii).

3.2. Codificacién de Cuth, Dolezal, Doucha y Kurka

En esta seccion estudiaremos la codificacion para los espacios de Banach separables pro-
puesta por los matematicos checos Marek Cuth, Martin Dolezal, Michal Doucha y Ondrej
Kurka en su articulo [12].

3.2.1. Codificacion mediante pseudonormas

A diferencia del enfoque de Godefroy y Saint-Raymond la codificacion que veremos a
continuacion dista considerablemente de la idea original de Bossard y se pierde la intuicion
tan fuerte de esta idea, pero a cambio se obtiene un marco de trabajo y unas herramientas
muy potentes que permiten estudiar un gran nimero familias de espacios de Banach
separables y obtener sus mejores cotas de complejidad.

Partiremos de V' el espacio de sucesiones en Q con soporte finito, es decir,
V ={veQ":3I CN finito tal que v; = 0sii & I}

dotado de la estructura vectorial tipica de los espacios de sucesiones sobre un cuerpo.

Es facil comprobar que una una base numerable canénica para V serd {e;}2,, donde
(€i)n = 0;p siendo
1 si n=1

5in:

)

0 si n#1

Por tanto, dado v € V' existen coeficientes a;,,--- ,a;, € Q no nulos y tnicos tales que
n
v = Z aij €Z'j .
=1
Habitualmente expresaremos también
m
V= Z a;€;,
i=1
entendiendo que pueden existir coeficientes a; nulos; o incluso expresaremos
[e.9]
v = Z a;e;,
i=1

donde se entiende que uUnicamente una cantidad finita de coeficientes a; es no nula y
realmente la suma es finita.
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Observemos que en las dos tultimas expresiones vistas los coeficientes a; también estan
determinados de forma tnica, por lo que cualquiera de estas representaciones determina
v de forma univoca.

Una tltima nota importante sobre este espacio es que es numerable, lo cual como veremos
es importante a lo hora de establecer una topologia en el espacio sobre el que trabajaremos.
Esta es ademas la razon por la que partimos de V' como espacio base y no directamente
de cqp el espacio de sucesiones en R con soporte finito.

Para ver la cardinalidad de V' observemos que si definimos para cada n > 1
Vn:{UGV:v:Zaiei,aiEQ},
i=1

tenemos que V,, es equipotente a Q", luego es numerable, y como
oo
V= U Vi
n=1

concluimos que efectivamente es numerable.

El espacio principal sobre el que trabajaremos sera P el conjunto de todas las pseudonor-
mas sobre V dotado de la topologfa producto heredada de RY.

El siguiente lema muestra la importancia de la numerabilidad de V.

Lema 3.2.1. P es un subconjunto cerrado de RY y por tanto es un espacio polaco.

Demostracion:

Puesto que V es numerable, el Teorema 2.1.2 nos garantiza que R" serd un espacio polaco,
luego en particular metrizable, y para ver que P es cerrado bastara demostrar que dada
una sucesion cualquiera {u, }°°, C P convergente a cierto u € RY se tiene que yu € P, es
decir, basta ver que p es una pseudonorma sobre V.

Sean pues v € V y A € QQ, entonces como cada p,, es una pseudonorma tenemos que
fn(Av) = |A| pn(v), Yn > 1. (3.7)
Ahora, por la convergencia punto a punto en la topologia producto se cumple que

pin(Av) — p(Av)

Al i (v) — A u(v),

con lo que por (3.7) y la unicidad de los limites de sucesiones en espacios de Hausdorff
concluimos que

p(Av) = [A] p(v).

Por otra parte, dados v, w € V de nuevo por ser cada u, una pseudonorma se cumple que

pn(V + W) < pin (0) + pn (W), V> 1. (3:8)
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Por la convergencia puntual en la topologia producto tenemos entonces que

(v 4+ w) — p(v + w)

(V) + pin(w) — p(v) + p(w),

con lo que por (3.8) se concluye que

v +w) < p(v) + p(w)

obteniendo que efectivamente p es una pseudonorma.

Asi, P es cerrado en RV y por el Teorema 2.2.1 serd un Gy, con lo que aplicando el
Teorema 2.1.1 concluimos finalmente que P es un espacio polaco. B

Una subbase para la topologia producto en RY viene dada por
S = {7@71([) :v € V, I es un intervalo abierto en R} :
donde 7, son las proyecciones canénicas en el producto cartesiano, es decir,

i) ={z eRY i1 (x) €I} ={x e RV : 2(v) € I}.

v

Por tanto, una subbase de P vendra dada por
Sp ={U[v,I] : v € V,I es un intervalo abierto en R}

siendo
U, I =7, (NP ={pneP:pul)el}

Dado i € P denotaremos por [ la inica pseudonorma sobre cyy que la extiende (ver Lema
B.2) y definimos

N, ={z € coo : i(z) = 0}.

Denotaremos ahora por fi : ¢po/N, — R la aplicacién dada por
f(z+ N,) = p(x), Vo + N, € coo/N,,.

Por el Teorema 1.2.3, obtenemos entonces que (coo/N,,, ft) serd un espacio normado.
Cuando sea claro por el contexto denotaremos los elementos de cyo/N,, como x + N, = .
Denotaremos también

V={v+N,:veV}
Ademds, si i ya es una norma sobre cyy como N, = {0q0} v (co0, 1) = (coo/Ny, 1),
consideraremos directamente el espacio (cog, ft) en lugar de (coo/Ny, ft)-

Por tltimo, el Teorema 1.2.4 nos garantiza que existe una complecion'® (X, i) de
(coo/Ny, fit) de modo que cyo/N,, es un subespacio denso de X, y con fi|cy,/n, = fi-

10 Si (coo/Ny, i) ya es completo definimos simplemente X,, = coo/N, y fi = fi.
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Antes de continuar, remarcamos que a lo largo del texto se mantendra la notacién descrita,
es decir, si p es una pseudonorma cualquiera en P denotaremos por:

= /i la Unica pseudonorma sobre ¢oo que extiende a py N, = {x € co : fi(z) = 0}.
» /i la norma definida sobre cqo/N,, como fi(x + N,) = fi, para cada x + N, € coo/N,,.

» Sino hay lugar a confusién los elementos de coo/N, se denotaran por T = = + N,
siendo V ={v:v eV}

» (X, ) es cualquier complecién del espacio (coo/Ny, ft) cumpliendo que cgo/N, es
un subespacio denso de X, y fi[c/n, = fi

Con toda la notacién clara, pasemos ahora a ver que este proceso de extensién de pseu-
donormas proporciona una caracterizacion de la clase de espacios de Banach separables.

Si (Y,|]) es un espacio de Banach separable por definicién existe una sucesién densa
{yn}>2, C Y y podemos construir a partir de ella una aplicacién p : V. — R tal que
dado
[e.9]
v = Z apne, €V
n=1

es

Entonces, tenemos que p € P pues dados v,w € V, con v =3 0" ane, y w =02, bye,,
y A € Q se cumplen:

wv):u(z (Aane ) " :szanyn = I\ o).
n=1 n=1 n=1
plv +w) = (Zan—i—b ) Zan—i-b Zanyn—f—anyn <

wUn|| = p(v) + p(w).

Ademas, es claro que por la unicidad de j esta viene dada por

siendo

xr = Z an€yn € Coo-
n=1
Veamos ahora que (Y, ||-||) es una complecién de (coo/Ny, ft)-
Sea pues j : coo/N, — Y tal que para cada z = Y 5°

n=1 an€n € Coo €8

j(z+ N,) Zanyn
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Entonces, en primer lugar j estd bien definida pues si son  + N, = 2’ + N, tenemos que
r —x' € N, con lo que

(=) =0

n=1

y por definicién

=0.

Z (an — a;z)yn
n=1

Asi,
00 0o
/
Z AnYn = Z AnYn
n=1 n=1

y efectivamente j(z + N,) = j(@’ + N,).
Por otra parte, j es claramente lineal y la definicién de 1 nos garantiza que es una isometria
ya que

> any,

n=1

I3z + N = = ju(x) = iz + Ny).

Resta tnicamente ver que j(coo/N,) es denso en Y, para lo cual basta observar que por
la linealidad de j

Jj(coo/N,) = j(span{e, : n € N}) = span{j(e,) : n € N} = span{y, : n € N},
y asi
Y =cly {yn:n € N}) Ccly (span{y, : n € N}) = cly (j(coo/N,)) C Y-

Con todo, [Y, j] es efectivamente una complecion de (coo/N,, ft).

Hemos visto pues que dado un espacio de Banach separable Y, existe u € P tal que Y es
una complecion de coo/N,, con lo que, por el Teorema 1.2.5, tenemos que ¥V = X,.

Es decir, dado Y cualquier espacio de Banach separable existe u € P tal que Y es
isométricamente isomorfo a X,. De forma reciproca veremos mas adelante que para cada
i € P se tiene que X, es separable, con lo que P supone efectivamente una codificacion
de los espacios de Banach separables.

La estructura de espacio polaco de P nos permite entonces preguntarnos por la compleji-
dad de cualquier familia de espacios de Banach separables dentro de la codificacion, donde
la complejidad la establecemos en funcién de la clase de Borel a la que pertenezca dicha
familia.

3.2.2. Los espacios P y B

Puesto que los espacios de Banach de dimensién finita se comportan relativamente bien, es
util introducir dos subconjuntos de P que nos permitan trabajar inicamente con espacios
de dimensién infinita

Poo = {p € P : dim(X,) = oo},
B = {[L € Py : NM = {0000}}‘

El segundo de estos espacios admite una caracterizacion que resultara muy util.
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Lema 3.2.2. Son equivalentes:

(i) ueB;
(ii) (coo,f2) es un espacio normado;

(ili) {e, + N, :n € N} es linealmente independiente en coo/N,,.

Demostracion:

(i) = (ii)

Si N, = {0, } tenemos entonces que fi(x) = 0 si, y solo si, z = 0, luego efectivamente
[ €s una norma en cog.

(i) = (iii)
Si i es una norma en cyy entonces N, = {0, } y con ello co/N,, es isomorfo a coy como
espacio vectorial, pues basta considerar f : coo — coo/N, dada por f(z) =2 + N,,.

Como {e, + N, : n € N} es la imagen por f de {e,}2, y este ultimo conjunto es lineal-
mente independiente en ¢y, concluimos que efectivamente el conjunto dicho es linealmente
independiente en cyy/N,,.

(iii) = (i)

Dado x € ¢oy con

n
r = Z a;e;
i=1

tenemos que x € N, si, y solo si,

z+ N, =) ai(e; + Ny) = Ny,

=1

y por la independencia lineal de los e; + N, tenemos que esto tltimo se da si, y solo si,
a; =0 paracadat=1,--- ,n.

Por tanto, hemos visto que x € N, si, y solo si, © = 0, es decir, N, = {0, }-

Ademés, como {e, + N, : n € N} C X, tenemos que también son linealmente indepen-
dientes en este espacio y por tanto debe tener dimension infinita, con lo que efectivamente
queda probado que € B. B

Antes de comprobar que los tultimos espacios definidos son polacos observemos que estos
también proporcionan una codificacién de los espacios de Banach separables, en este caso
de dimensién infinita, bajo el mismo proceso que lo hace P.

Es decir, queremos ver que dado Y un espacio de Banach separable de dimensién infinita
existen 4 € P y v € Btales que Y = X, = X,

Para el caso de P, la misma pseudonorma obtenida al final de la subseccion anterior es
valida pues la dimension del espacio no afecta en nada al proceso por el cual la obtenemos.

Sin embargo, para el caso de B tenemos por el lema anterior que debemos obtener una
norma. Esto es posible sin méas que modificar ligeramente el argumento dado para P,
exigiendo que la sucesion {y, }22, densa en Y tomada al principio sea ademas linealmente
independiente, lo cual es posible por el Lema B.10.
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Efectivamente, en este caso tendriamos que para la pseudonorma obtenida

o0
>
n=1

plr) =

se cumple que, si ji(x) = 0 entonces

=0

oo
> anyn
n=1

luego
Z AnlYn = 06007
n=1

y por la independencia lineal de los ¥, tenemos que a,, = 0 para cada n > 1.

Es decir, si ji(z) = 0 entonces x = 0
concluimos p € B.

o0, €ON 1o que 1 es una norma y por el lema anterior

Como ya hemos dicho, nuestro siguiente objetivo serd demostrar que P, y B son conjuntos

Gs de P y asi, por el Teorema 2.1.1, seran espacios polacos.

Para verlo introduciremos una proposiciéon mas fuerte a partir de la cual obtendremos el
resultado como corolario, pero antes veamos algunos de lemas que relacionan cog con V' y

que necesitaremos en la prueba.

Lema 3.2.3. Sean yu € P, vy, -+ ,v, €V, E =span{vy,--- ,v,} Ccoo y e > 0.
Entonces, dado y € E existe x € spang{vi, -+, vy} tal que fi(y — ) < e.

Demostracion:

Puesto que y € E sera

Y= i
=1

para ciertos y; € R y, por la densidad de Q en R, existirdn ciertas sucesiones de niimeros

racionales {y"}°_, tales que y* — y; para cada i =1,--- ,n.

Asi, existe mg € N tal que si m > mg entonces

€
i m<77v‘:17”'7
[y =yl < e, Vi n

donde K = max{u(v;) : 1 <i <n}.

Definiendo entonces x; = y;"° paracadai=1,--- ,ny
n
Q?:Zlﬂﬂji EEOV,
i=1
se tiene que

= 0) = (30— ) < Xl o) < K- o] <<

=1 i=1 i=1

que es justo lo que buscabamos. B
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Lema 3.2.4. Sean 1 € P, vy,--- ,v, € V, E = span{vy,--- , U} C coo/N, y e > 0.
Entonces, dado y € E eriste algin x* € spang{vi,--- ,v,} tal que fi(y — x) < € siendo
xr=a"+ N,

Demostracion:

Puesto que y € I serd

por el lema anterior existe

n
¥ = invi eV

i=1
tal que u(y* —2*) < e.
Por tanto, definiendo « = 2* + N, € ENV tendremos que

iy — ) = il(y" — 2%) + N) = fily” — %) < e
tal como buscabamos. B

Lema 3.2.5. Sean p € P, vy,--- ,v, € V, E =span{vy,--- ,0,} C X, ye > 0.
Entonces, existe un conjunto finito N contenido en spang{vy,--- ,0,} de modo que es
e-denso en Sg la esfera de E y tal que para cada v € N se cumple que

a(v) € (1—e,1+¢).

Demostracion:

Como (FE, i) es un espacio normado de dimension finita el teorema de Riesz nos dice que
Sg serda compacto.

Asi, como
€
Sg C U B <33, ) ,
TESE 2
por compacidad tenemos que existen y,--- , ¥y, € Sg tales que
" €
Sg C UB<.%,>
i=1 2
Por el Lema 3.2.4 sabemos que existen z1,--- , 2, € spang{vy,--- ,v,} tales que
iy — zi) < /2
paracadat=1,--- ,n.
Asi, dado i = 1,--- ,n se cumple que

B (yi, ;) C B(z;,¢)
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pues si z € B (y;,€/2) entonces
i(z = z) < iz —yi) + iy — z) <e.

Por tanto, tenemos que

Se C | B (z,¢) (3.9)
i=1
donde podemos considerar que Sg N B (2;,¢) # @ paracadai=1,--- ,n.
Definamos pues N = {z1,- -+, z,} y observemos que por (3.9) es e-denso para Sg.

Ademas, dado z; € N tenemos que tomando e € Sg N B (z;,€) se cumple que
1= e < file) — file — =) < (=) < file) + il — ¢) < 1+e,
con lo que N es el conjunto buscado. B

Proposicion 3.2.6. Si X un espacio de Banach, {1, ,x,} C X linealmente indepen-
dientes y vy,--- ,v, € V, entonces para cada K > 1 el conjunto

N({wi}?:DK? {Ui ?:1) = {/’L eP: (X/u@b e 71_)71) rl\(/ (Xaxla e axn)}
es abierto en P.

Demostracion:

Sea u € N({z;}y, K, {v;},), entonces la aplicacién lineal T" que manda cada x; en
v; con i = 1,--- ,m es un isomorfismo lineal (luego en particular {v;}? , es linealmente
independiente en X,) tal que

max {HT

T} <L (3.10)

Y

para algin 0 < L < K.

Si consideramos ahora ¢; la aplicacién del Lema 1.2.10, como es ¢1(0) = 0 y es continua,
existe un 0 < § < 1/3 tal que si t € [0,0) entonces

K—-L
¢1 (t) < L ?
luego tomando 0 < € < 6/2 se tiene que
K—-1L
¢1(25) < I
es decir,
L(1+ ¢1(20)) < K. (3.11)
Definamos ahora E' = span{vy,--- , 9, } C X, con la norma inducida y observemos que por
el Lema 3.2.5 existe N = {21,--- , z,}, un conjunto finito contenido en spang{vy,--- ,0,}

de modo que es e-denso en Sg la esfera de E y tal que para cada z; € N se cumple que

i(z) € (1—g,1+¢). (3.12)
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Ahora, como cada z; pertenece al espacio spang{vy, - - - , U}, existirdn ciertos wy,--- , wy,
en spang{vi, -+, v, } tales que z; = w; + N,,.

Definamos entonces

U={veP:|viw)—puw) <ei=1---,n}= ﬁ Ulw;, (fi(z;) — g, i(z) + €)].

=1

El conjunto U es entonces un entorno abierto de p y basta ver que
UcCN({ziisy, K {vitisy)

para concluir que efectivamente este tultimo es abierto.

Dado v € U consideremos el espacio £’ = span{v; + N,,--- ,v, + N, } y la aplicacién
lineal!
I: (Eaﬂ) — (E/,I;)

tal que
I(’UZ—FNM) :Ui—f-Ny.

Entonces, como N es 2e-denso en Sg y como para cada i = 1,--- ,n se cumple que
[D(I(z:)) — 1| = [P(L(wi + Nyu)) — 1| = [P(wi + Ny) = 1| < [p(wi) — pw;)| + [(z;) — 1] <
< i(z;) —1| < 2e,
vev ©  17(z:) | (3.12) ©

por el Lema 1.2.10 obtenemos que I es un (14 ¢;(2¢))-isomorfismo entre (E, i) y (E', D).

Por tanto, dado z € E se cumple que

(1+¢1(20) "' fi(x) < 7(I(2)) < (1+ ¢1(2€))t (),

y como ademas [ es sobreyectiva, por lo observado tras la Definicién 1.2.6 concluimos que
I es un isomorfismo y

max { | 7

Y} <14 (2e). (3.13)

Y

Asi, si es ahora
F (Span{xla U 7xn}7 ””X) — (Elaﬁ)

1 Si son p,v € P yuvy, -+ v, €V tales que {vi + Ny, -+ ,v, + N,} es linealmente independiente en
X,., entonces la aplicacion lineal I : span{vy + N, -+ ,v, + N,} — span{vi + N, - ,v, + N, } tal
que I(v; + N,) = v; + N, estd bien definida.

Si Y ai(vi+N,) =1 bi(vi+ N,) entonces a; = b; para cada i = 1,--- ,n y tenemos pues que

I (iai(vi +NM)) = iail(vi +NM) = zn:ai(vi —l—Nl,) = zn:bi(vi —‘y—Nl,) = ibil(vi +NM) =

i=1 =1
i=1

concluyendo que I esta bien definida.
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dada por F(z;) =v; + N,, es claro que F'=10T y de (3.10) y (3.13) obtenemos que
[FN =TI < [T < LA + ¢1(2)) < K

|77 = e < ) < cav ereen 5,

Con todo, hemos probado que
(Xy, 01,5 0p) (X, 21, 2)
y por tanto, v € N'({z;}1,, K, {v;}";) demostrando que es abierto en P. B
Corolario 3.2.7. Sivy,--- ,v, € V, entonces el conjunto
{peP:{vy, -+ ,0,} es linealmente independiente en X, }

es abierto en P.

Demostracion:

Observemos que si {1, ,0,} es linealmente independiente en X, entonces
E = span{vy,--- ,0,}

es un espacio de dimensién n y, por la equivalencia de normas en espacios de dimension
finita, tenemos que existen M, N > 0 tal que para todo z1,--- ,x, € R es

=1 =1 i=1

Por tanto, si consideramos la aplicacién
T ) — (B, )

dada por T'(e;) = T;, esta serda un isomorfismo lineal.

Ahora, en primer lugar si es x = (z1,- - ,x,) entonces

con lo que

M) =i () < 3ol a0 < g 50 3 bl = o 1) el

<< <<
i1 1<i<n i1 1<i<n

y asi
I} < n max A(v:).

Por otra parte, si es

U= 2

i=1
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entonces
T 1(1)) = (xlv e 7xn)
y n
[T @), = S el < M (Z x) — Ma(v),
i= i=1
con lo que

Con todo, tomando
K = max {M,n max ﬂ(vi)} +1

1<i<n
se tiene que
(X, 01, Op) N (0 €1, ).
Reciprocamente, si es (X, 01, ,0p) K (07, e1,--- ,e,) para algin K > 1 entonces por
definicién la aplicacion
T (0 [1ly) — (B i)

dada por T'(e;) = v; es un isomorfismo lineal, con lo que debe ser {vy, -+ ,v,} linealmente
independiente en X,.

En definitiva, hemos demostrado que {vy,-- -, v,} es linealmente independiente en X, si,
y solo si, existe un K > 1 tal que (X, 01, ,Uy) K (07, e1, -+ ,e,) y por tanto

Y ={pueP: {1, ,0,} eslin. indep. en X,,} = | J N({e;}, K, {v;}),

K>1

que por la proposicion anterior es abierto. ll

Corolario 3.2.8. Los conjuntos Ps, y B son G5 en P y con ello espacios polacos con la
topologia relativa.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que dado p € P se tiene que X, tiene dimension infinita si, y
solo si, cgo/N, tiene dimension infinita ya que todo espacio normado de dimensién finita
es completo.

Asi si X, tiene dimensién infinita, coo/N, tiene dimensién infinita y como
{e,:neN}CV

es un sistema generador, existe una base de cardinal numerable contenida en este conjunto.

Por tanto, para cada n € N existe un conjunto {vy, -+ ,9,} C V linealmente independiente
en coo/N,, y por tanto en X,,.

Reciprocamente, si para cada n € N existe un conjunto {v;,---,9,} C V linealmente
independiente en X, es claro que debe tener dimension infinita.

Con esto, si dados vy, - -+ , v, denotamos por

Yo own ={p € P : {01, -+ ,0,} es linealmente independiente en X, }
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obtenemos que

pEPowepuePAVREN,Hovy, -+ ,0,} CV lin. indep. en X, &
eVneN,Hu, v, CVipeYy -

Por tanto, si denotamos por V,, la familia de subconjuntos de n elementos de V' y para
cada z € V,, denotamos sus elementos por z; tenemos que

Poo = [ (U Yzl,...%) :

neN \zeV,

Como por el Corolario 3.2.7 cada conjunto Y, ... .. es abierto en P concluimos que efec-

tivamente P, es un conjunto Gs de P.

n

Por otra parte, para B por el Lema 3.2.2 sabemos que
B={peP:{e},~; eslin. indep. en X},
con lo que denotando
Y, ={peP:{e}, eslin. indep. en X, }
tenemos que

B= () Y
m=1

Como por el Corolario 3.2.7 cada Y,,, es abierto en P concluimos que efectivamente B es
un conjunto Gs en P. B

Con todo lo visto, es ficil ya demostrar que X, es un espacio separable para cada ;1 € P,
lo que cierra completamente la codificacién por pseudonormas.

Teorema 3.2.9. Si u € P entonces V es un conjunto denso y numerable en X, y con
ello X, es separable.

Demostracion:

Como ¢go/N,, es denso en X, por la Proposicion 1.1.10 basta ver que coo/N,, es separable.

Atn mas, por la demostracién de dicha proposicién tenemos que si vemos que V' es denso
en coo/N,, puesto que claramente es numerable por serlo V', tendremos que V' es también
un conjunto numerable y denso en X,.

Sin més, dado x € coo/N,, y € > 0 tenemos que existe un n € N tal que
x € span{er, -+ , &},
con lo que por el Lema 3.2.4 existe pues v € V tal que
f(z —v) <e

y efectivamente V es denso en co/NN, .- 1

Para finalizar la subseccion introduciremos también otros dos tipos de familias que en
cierto sentido son complementarias de P, v B y que seran tutiles en la siguiente seccion.
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Dado d € N definimos
Py={peP:dim(X,)=d},
Bi={pe€P: e -, €4 esbase de X, y ule;) =0,Vi > d}.
Tal como con todos los espacios que hemos definido, estos tltimos también son polacos.

Corolario 3.2.10. Para cada d € N se tiene que el conjunto Py es un G5 de P y By es
un AY de Py.

En particular, ambos espacios con la topologia heredada de P son polacos.

Demostracion:

Como ya hemos visto en la demostracion del Corolario 3.2.8, dado p € P se tiene que X,
tiene dimensién finita si, y solo si, cyo/N,, tiene dimension finita.

Ademds, en este caso como c¢og/N, tiene dimensién finita es un espacio de Banach y por
tanto X, = coo/N,.

Asi dado d € N como {e; : ¢ € N} es siempre un conjunto generador de coo/N,, tenemos
que dim(X,,) = d si, y solo si, existe z = (z1,- -+ ,z4) € N? tal que {€,,,--- ,&,,} es base
de X,,.

Obtenemos entonces que'?
Pa = U {neP: e, -, e, sonlin. indep. en X,} N
reNd

N{ne€P ey, - e, e son lin. dep. en X, }|.
k=1

Por el Corolario 3.2.7 tenemos entonces que el primer conjunto dentro de la unién es
abierto y que la interseccién numerable sera un cerrado, luego por el Teorema 2.2.1 ambos
pertenecen a Y9(P) y efectivamente Py € 39(P).

Por otra parte, observemos que dado p € P se tiene que
ple;)) =0 e =N, < {&} es lin. dep. en X,
con lo que dado d € N es
Bi=PsN{peP: e, ,egson lin. indep. en X, } N

N () {re€P:{&} eslin. dep. en X,}.
i=d+1

De nuevo, por el el Corolario 3.2.7 y teniendo en cuenta la interseccién con Py, tenemos
) )

que By es interseccién de un abierto y un cerrado en Py, con lo que por el Teorema 2.2.1

es efectivamente un AJ de P;. B

12" Estamos empleando de forma implicita en la igualdad un conocido resultado en dlgebra lineal (puede
consultarse en [29, Thm. 5.1, Chap. 3.5]) que establece que dado un espacio vectorial V' # {0}, un
conjunto generador G y un conjunto linealmente independiente L C G, existe una base B de V tal
que LC BCV.
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3.2.3. Relacion entre P y la representabilidad finita

En esta subseccion estudiaremos la relacion entre los espacios de pseudonormas descritos y
la representabilidad finita. En concreto veremos que dado un espacio de Banach separable
X de dimensién infinita, el conjunto de pseudonormas p en cualquiera de estos espacios
tales que X, es finitamente representable en X es cerrado.

Para comenzar, precisamos de cierta notacion.

Dado Z un espacio de Banach separable e Z C P denotaremos
(VL ={pel:X, =2},
(Z2VE={ueT:X,~Z}.

Si tomamos Z = P prescindiremos del superindice en la notacién anterior.

Por otra parte, relacionamos la representabilidad finita con el espacio P de modo que
dado F C P y X un espacio de Banach separable, decimos que X es finitamente
representable en F si es finitamente representable en {X,, : p € F}.

Antes de pasar a ver el resultado principal de la subseccion precisamos del siguiente lema
cuya demostracion es directa'® a partir de [1, Lemma 12.1.7].

Lema 3.2.11. Sea F una familia de espacios de Banach, i € P y{k(n)}>>, una sucesion
tal que {€xm) : 1 <n < dim(X,)} es linealmente independiente en X, y

X, =cdl (Span {%: 1<n< dim(XM)}) :

Entonces, X, es finitamente representable en F si, y solo si, para cada natural n menor
0 igual a la dimension de X,, y € > 0 existe un subespacio de dimension finita I de algin
Y € F tal que es (1 + ¢)-isomorfo a

(Spaﬂ {eku), e 7€k(n)} 7/1) :
Proposicién 3.2.12. Sea F C T tal que (X,)L C F para cada p € F, entonces

clz (F) ={pn € I:X, es finitamente representable en F}
donde I € {P,Ps,B}.

En particular, si X es un espacio de Banach separable de dimension infinita entonces

clr ((X)é) ={pu € :X, es finitamente representable en X}.

Demostracion:

Comencemos demostrando la primera igualdad en la proposicién, viendo primero la in-
clusion de derecha a izquierda apoyandonos en la siguiente afirmacion.

Afirmacién 1: Sean v € T tal que X, es finitamente representable en F, vy, -+ ,v, € V
y € > 0. Entonces, existe y € F tal que

lp(v;) —v(v)| <e, Vi=1,--- n. (3.14)

13 Realmente en [1, Lemma 12.1.7] se trata tinicamente el caso en el que F esta formado por un espacio
de Banach, pero la generalizacion a una familia arbitraria de estos es directa.



112 Codificacion de Ctth, Dolezal, Doucha y Kurka

Entonces, dado v € 7 tal que X, es finitamente representable en F y un abierto basico
cualquiera en Z que contenga a v

tenemos que v(v;) € I; para cada i =1,--- ,n.

Ademas, existe para cada i =1,--- ,n un g; > 0 tal que
() —ei,v(vi) +&) C I

con lo que definiendo € = min{g; : 1 <1i < m} tenemos que

W = ﬁ Ulvi, (v(v;) —e,v(v) +€)|NZ C U.

=1

Ahora, por la Afirmacién 1 sabemos que existe p € F tal que
lp(v;) —v(v)| <e, Vi=1,---,n

lo que nos permite concluir que p € W C U.

Hemos visto pues que dado cualquier abierto basico U que contenga a v se cumple que
UNF # &, lo que prueba que efectivamente v € clz (F) como queriamos ver.

Basta entonces demostrar la Afirmacién 1.

Demostracién de la Afirmacién 1:

Consideremos m € N tal que
{vr,--- ,vn} Cspang{e; : 1 < j <m},

y definamos
C' = max v(v;)

1<i<n
7 =span{er, - ,&n} C X,.

Como X, es finitamente representable en F existe n € F y un subespacio de dimensién
finita F' C X, tal que Z y F son (1 + ¢/2C)-isomorfos, es decir, existe T': Z — F un
(14 ¢/2C)-isomorfismo sobreyectivo.

Denotemos ahora por z; = T (€;) para cada i = 1,--- ,m y observemos que por el Lema
B.9 existe una sucesion {x;};°; C X, que extiende a la anterior y tal que

clx, (span{z; : i € N}) = X,,.

Para el caso en el que Z = B como {x;}"; es linealmente independiente exigimos ademas
que {z;}°, sea linealmente independiente en X,.

Definamos ahora p tal que dado v = Y272, a;e; € V es

p(v) =1 (i_o: aixi> :
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Es directo por la definicion dada comprobar que p es una pseudonorma en V' y ademés
en el caso en el que Z = B, por la independencia lineal de los {z;}2,, tenemos que su
extension a cgg serd una norma pues

M(ZCLZBZ) :0<:>’I7<ZCLZZEZ> :O@Z(IiZEiZOXW @ai:O, Vi > 1.
=1

i=1 i=1

Veamos que ademas X, = X,,.
Por el Teorema 1.2.5 basta ver que existe una isometria lineal j : coo/N, — X, tal que
su imagen es densa en X,,.
Sin més, definamos
¥ (i a;e; + Nu) = io: a;T;
i=1 i=1

y observemos en primer lugar que estd bien definida pues si son

Zai€¢+Nu = szel—i—NH

i=1 i=1

entonces 0=z <§:(a¢ _ b¢)€i> =1 (gmi - bi)xi) 7

de donde obtenemos que
(o)

> (a; — b)z; = 0y,

i=1
y asi que
i=1 i=1 i=1 i=1
Ademas, es claro por la definicién que j es lineal y, por como hemos definido p, serda una
isometria pues

1o (G ) =0(Fen) (G = (S )

i=1
Por 1ultimo, observemos que por la linealidad de j

J (coo/N,) = j (span{e; + N, : i € N}) = span{j(e; + N,) : i € N} =
= span{z; : i € N}
y como por la eleccién de los z; el tltimo conjunto es denso en X, tenemos que j es
precisamente la isometria lineal buscada.

En resumen, tenemos que en cualquier caso u € Z 'y que p € (X)L, luego como n € F
por hipétesis tendremos que p € F.

Para demostrar la Afirmacion 1 resta tinicamente ver que p satisface (3.14).
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Sin mas, si es cada

v = Z aer,
k=1
entonces
R m ; . m i e . m .
p(v;) =1 Zakxk =0T Zakek < <1—|—>1/ Zakek =
k=1 k=1 2¢ k=1
5 _ £
I O
y asi
(0) — v(v;) < —v() < S ¥i=1,---,n (3.15)
/,L 4 7 20 1) = 27 - y 1O .

Vi=1,---,n. (3.16)
Con todo, de (3.15) y (3.16) obtenemos que
) —v(@)| S S <e Vi=1--n

con lo que p satisface (3.14) y la afirmacion queda demostrada. B

Para ver ahora la otra inclusion, supongamos que es v € clz (F) y veamos que X, es
finitamente representable en F.

Como {ex+ N, : k € N} es un sistema generador de cyo/N,, y este tltimo espacio es denso
en X, existe una sucesién {k()}32, tal que {ey;) + N, : 1 < i < dim(X,)} es linealmente
independiente en X, y

X, =cl (span {ek(i) +N,:1<:i< dim(Xl,)D .

Por el Lema 3.2.11 basta ver entonces que fijados n < dim(X,) y € > 0 existe p € F y
un subespacio F' de X, tal que es (1 + ¢)-isomorfo a (£,,7), donde

E, = Span {6k(1) + Nw Tty Ck(n) + Ny} .

Consideremos en primer lugar ¢, la aplicacién dada por el Lema 1.2.10, la cual por ser
continua y cumplir que ¢;(0) = 0 nos garantiza que existe un 0 < § < 1/6 tal que

¢1(25) < €.

Ademas, por el Lema 3.2.5 tenemos que existe N un conjunto finito contenido en

spangiera)y + Ny, s exm) + No}
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de modo que es d-denso en Sg, y tal que para cada v € N se cumple que
v(v) € (1—=46,1+0). (3.17)

Por otra parte, como v € clz (F) si para cada v € N fijamos un representante v € V
entonces

F () Ul (v(v) — 6,v(0) +8)] # 2,
veN
con lo que tomando g un elemento de dicha interseccion se tiene que para todo v € N
lu(v) —v(v)] < 4. (3.18)
Definamos pues
F= Span{ek(l) + N;u T Cr(n) + N,u} - Xp,

y veamos que es el subespacio buscado.
Consideremos pues la aplicacién [ : (E,,v) — (F, 1) dada por

Iexiy + No) = epey + Ny, Vi=1,--- |n
y observemos que se cumplen:

= Por la nota al pie 11 y la independencia lineal de ey1) + N,, -+, exn) + IV, en X,
tenemos que [ esta bien definida.

» [ es una aplicacion lineal sobreyectiva entre espacios de Banach.
» N CE, es 20-denso en Sg, .
» Dado v € N se cumple por (3.17) y (3.18) que

A (1(v) = 1] = [a(v + N,) — 1] < |fa(v + N,) — 0(0)| + |[9(v) — 1 =
= |u(v) — v(v)| + |9(v) — 1] < 26.

Aplicando pues el Lema 1.2.10 tenemos que I es un (1 + ¢1(24))-isomorfismo y al ser
$1(29) < g, serd en particular un (1 + €)-isomorfismo sobreyectivo.

En definitiva, hemos demostrado que F' es (1 + ¢)-isomorfo a E,, lo que finaliza la demos-
tracion de la primera igualdad.

Para demostrar la segunda parte de la proposicién, dado X un espacio de Banach separable

de dimensién infinita definamos F = (X)Z.

Observemos entonces que F C Z y que si es u € F entonces (X)L C F.

Efectivamente, si v € (X)L entonces v es un elemento de Z tal que X, = X, y, como
X, = X, obtenemos que X, = X y efectivamente v € F.

Por tanto, podemos aplicar lo visto anteriormente obteniendo que
clr ((X);) = {§ € T: X, es finitamente representable en (X)L},
y por el Lema B.13
cly ((X);) = {u € Z: X, es finitamente representable en X'}

con lo que la proposicién queda demostrada. Bl
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La proposiciéon anterior nos da de forma inmediata el resultado que buscabamos.

Corolario 3.2.13. 57 X es un espacio de Banach separable de dimension infinita, enton-
ces el conjunto
{peZ: X, es finitamente representable en X}

es cerrado en I, siendo I € {P, Ps, B}.

3.2.4. Un ejemplo de uso de las topologias anteriores

Concluiremos la introduccion a los espacios de pseudonormas con un bonito ejemplo que
nos muestra su potencia como codificacién de los espacios de Banach asi como algunas
de sus propiedades. En particular, los emplearemos para demostrar que la aplicacion que
asigna a cada espacio metrizable y compacto K, su espacio de funciones reales continuas
C(K), es continua.

De forma maés precisa, como por el Teorema 1.1.9 sabemos que todo espacio metrizable y
compacto es separable, el Teorema 1.1.8 nos asegura que tendran una base numerable y
asi el Teorema E.2 nos permite considerar como codificacién para los espacios metrizables
y compactos el espacio K ([0,1]*), al cual dotaremos de la topologia de Vietoris'* ya
introducida en la Seccién 2.4.

Entonces, como para cada K € K ([0,1]*) tenemos que C(K) es un espacio de Banach
separable, demostremos que existe una aplicacién continua p : K ([0, 1]*) — P tal que
X p(K) =C (K )

Como [0, 1]“ es metrizable y compacto tenemos que C ([0, 1]*) serd un espacio normado
y separable con la norma del supremo, con lo que por el Lema B.10 existe una sucesién
{fr}32, en C(]0,1]*) que es linealmente independiente y densa.

Asi, para cada K € K (]0,1]%) definimos p(K) tal que dado v = 372 ager, € V es

o0

Z ar fr(z)

k=1

p(K)(v) = sup

zeK

Por ser K compacto y >3, axfr continua, tenemos que p(K) es una aplicacién bien
definida de V' en R. Ademas, es sencillo ver que por definicién es una pseudonorma en V'
con lo que p(K) € P.

Ahora, para ver que X, k) = C(K), como ya hemos hecho anteriormente, basta demostrar
que C(K) es una complecion de coo/N,(k). Es decir, basta ver que existe una isometria
lineal j : coo/N,yxy — C(K) tal que su imagen es densa en C(K).

Sin maés, definamos para cada & = 332 | arer € coo/Ny(x)
j(@) =" arfi,
k=1

donde fi = filk-
Es claro entonces que j(z) € C(K) y veamos que j estd bien definida.

14 Para més informacién puede consultarse el Anexo C.
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Si son
o0 o
T = Zak?k: Zbk@:y
k=1 k=1

entonces por definicion de N, tenemos que

0= Tz =) = T (3 (ox = e ) = sup 3w = b))

Por tanto, para cada x € K se tiene que
> (ak — bi) fr(x) =
k=1
y asi
) =Y apfi =) bifr =jy)
k=1 k=1

Ademas, se ve facilmente a partir de la definicién que j es lineal, pero atin mas es también
una isometria pues

i akﬁ(ﬂﬁ)

k=1

= sup
rzeK

17 (x

= p(K) (g:l ak€k> = p(K)(x).

Por 1ultimo, como por el Lema B.4 tenemos que {fk ke N} es denso en C(K) y

{Fe:k e N} = {j(@) : k € N} C j(con/Npixc)),

concluimos que efectivamente j(coo/Ny(k)) es denso en C(K).

Resta pues ver la continuidad de p, para lo cual basta ver que dado v € V' e I un intervalo
abierto en R se cumple que p~!(U[v, I]) es abierto en K ([0, 1]*).

Es decir, demostraremos que dado Ky € p~'(Ulv, I]) se cumple que es un punto interior.

Supongamos pues que v = o4 aixex y observemos que como K es compacto y > po; ax fx
continua tenemos que existe un zy € Ky tal que

Z ar fr(x

k=1

= sup = p(Ko)(v).

z€Ko

Ahora como p(Kj) € Ulv, I] se tiene que p(Ky)(v) € I y existird pues cierto € > 0 tal que
< > arfi(wo)
k=1 k=1

Veamos ahora que la siguiente afirmacién, junto a todo lo visto anteriormente, nos permite
ya concluir la demostracion.

)| —&

+ 8) = (p(Ko)(v) — e, p(Kp)(v) +¢) C I. (3.19)
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Afirmacién 1: Existen abiertos U,V en [0, 1]* tales que zy € U, Ky C V y ademés

;Ielg kz::lakfk(x) > (3.20)
y
sup (3.21)

Por la afirmacién anterior, definiendo
A={KeK([0,1]*): KCVAKNU # @}

se tiene que A es un entorno abierto de Kj y si ademds vemos que A C p~'(Ulv, I]),
obtenemos que efectivamente Ky es un punto interior de p=(U[v, I]).

Basta ver entonces que p(A) C Ulv, I].
Sin maés, si es u € p(A) entonces existe un K € A tal que p = p(K) y tomandoy € KNU

p(v) = p(K)(v) = sup E apfr(x S, sup E akfk(w E ay fr(xo)
rxeK KC Vin_ 3 1)
v) = su > inf a
p(v) mg}g yaf inf § kfx(

Por (3.19) concluimos que p(v) € Iy conello i € Ulv, I] tal como buscdbamos demostrar.
Para finalizar la prueba resta tinicamente ver la veracidad de la Afirmacion 1.
Demostracion de la Afirmacién 1:

Definamos f € C ([0, 1]*) como

Entonces, por ser f continua en zy € K existe un abierto U de [0, 1] tal que zp € U y

$W) (o) = 5, flaw)+3)

Por tanto, tenemos que para cada x € U se cumple que f(z) > f(xg) —e/2 y asi

iakfk(x) iakfk(wo) -

inf
zelU

= inf f(x) 2 flao) = 5 > flao) == =

Por otra parte, definamos ahora

vt (g{ (F@) = 5 f @)+ 2))

que serd abierto en [0, 1] por la continuidad de f y cumple claramente que Ky C V.
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Entonces, si es x € V' se tiene que

para algin z € Kj y, por la definiciéon de xg,

fl2) < f(2)+ 5 < flao) + 2.

Con todo,
sup iakfk:(x) = sup f(z) < f(xo) +g < f(wo) +e= iakfk(xo) +e
eV k=1 eV k=1

y efectivamente U y V' son los abiertos buscados. Bl

3.3. Comparacion entre las codificaciones

Dedicaremos esta ultima seccién a demostrar que no hay una gran diferencia entre las
clases de Borel obtenidas por la codificacién mediante topologias admisibles y cualquiera
de las codificaciones por pseudonormas.

Es decir, veremos que existen aplicaciones %0-medibles entre los distintos espacios SB(X),
SBoo(X) y P, Ps, B con «a relativamente pequeno y que preservan la codificacién, con lo
que gracias al Teorema 2.2.6 podemos garantizar que la diferencia entre clases es minima.

El primer resultado en esta linea nos muestra que cualquier cualquier clase de complejidad
obtenida en P serd la misma para SB(X).

Teorema 3.3.1. S7 X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico y T
una topologia admisible en X, entonces existe una aplicacion continua

¢:(SB(X), 1) — P
tal que para cada F € SB(X) se cumple que F = Xyr).

Demostracion:

Por el Teorema 3.1.4 existe una familia {f,}22, de funciones continuas de SB(X) en X
tal que dado F' € SB(X) se cumple que

F={f.(F):n¢eN}

Dado F' € SB(X) definimos entonces ¢(F') : V.— R tal que para cada i, a;e; € V es

o (ge)-

$ aifo)H .

=1

Entonces, por la definicién de ¢ es claro que ¢(F) € P y para ver que F' = Xypy, en
virtud del Teorema 1.2.5, basta ver que F' es una complecion de Y = coo/Ny(r).

Es decir, basta encontrar una isometria lineal j : Y — F tal que j(Y') es denso en F.
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Sin més, denotaremos por comodidad = ¢(F") y definimos
i=1 i=1

Observemos primero que j esta bien definida pues si son

Zaiei+Nu = Zblel +NN

i=1 =1

entonces - -
0= (Slar =) = St b))
con lo que B h
>-(a ~ b)) = Ox
y asi h

j (i aie; + N#> S afi(F) = f:lbifi(F) —j (f: bie; + N#> .

i=1 i=1 i=1
Ademas, la imagen de j estd contenida en F' pues 2% a;f;(F) € F dado que F' es un
subespacio vectorial y cada f;(F) € F.

Por otro lado, es claro por la definiciéon que j es lineal y atin mas, una isometria pues

(S ) [ () (Enn)
=1 i=1 i=1 i=1
Por 1ultimo, observemos que como j es lineal

clr (7(Y)) = clp (5 (span{e, : n € N})) = clp (span{j (€,) : n € N}) =
=clp ({fu(F):neN}) ={fu(F):neN}NF =F

Con todo j es la isometria lineal buscada y queda demostrado que F' = Xypy.
Resta pues ver que ¢ es continua.

Veamos para ello que dados v € V e I un intervalo abierto en R se tiene que ¢~ (Ulv, I])
es abierto en SB(X).

Supongamos pues que v = ».2°; a;e; v definamos f : SB(X) — X como f = >, a;f;
y, por comodidad, g : X — R por g(z) = ||z].

Entonces

¢ (Ulv, 1)) ={F € SB(X) : ¢(F) € Ulv, I} ={F € SB(X) : p(F)(v) € I} =

Zaz‘fi(F)

=1

= {F € SB(X):

=(go /)7'(I),

y como g o f es continua e I abierto en R, concluimos que efectivamente ¢~ (U[v, I]) es
abierto en SB(X) y finalizamos la demostracion. l

GI} ={FeSB(X):g(f(F))el}=
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Observemos que si consideramos la restricciéon de la aplicacién dada por el teorema anterior
a SBoo(X) tenemos entonces el resultado andlogo para SBa(X) y Peo.

Una cuestion que podia plantearse al introducir la codificaciéon por pseudonormas es si
trabajar con B tiene alguna ventaja sobre trabajar con Po..

Mostraremos a continuacion que la diferencia entre trabajar con uno y otro es minima,
aunque en ocasiones es 1util estudiar ciertos resultados sobre B por la propiedad de inde-
pendencia lineal de los generadores que este espacio posee.

Proposicion 3.3.2. Eziste una aplicacion X5-medible ¢ : Poe — B tal que para cada
i € P se cumple que X, = Xy). Mds atin, se puede tomar ¢ tal que

¢~ (Ulv, 1] N B) € AY(P)
para cada v € V y para cada intervalo abierto I de R.

Demostracion:

Definamos de forma recursiva para cada j € P, las sucesiones!”

ni(p) = min{n € N: a(e,) # 0};

N1 (p) = min{n € N : €, 70, -, €np(n), € son lin. indep. en X, }.

Con ello, dado pt € Poo ¥ >o52, ase; € V' definimos

Entonces, es claro que ¢(u) es una pseudonorma en V siendo ademds su extensién tunica
a coo dada por

Aun mas, observemos que si es

entonces
(0.)
Iz <Z aieni(#)) =0,
i=1
con lo que
o0
Zaiem(u) e N,
i=1
y asi

Z @i€ni(u) = Ny
i—1

15 Observemos que el conjunto sobre el que se toma el minimo para nyy1 () nunca es vacio pues al ser
it € Poo, €l espacio coo/N,, tiene dimensién infinita y por tanto en {€,}52; hay una cantidad infinita
de vectores linealmente independientes.
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Pero, como por definicion {€,,(.), -+ ,€n,(w } son linealmente independientes (siendo k el
menor natural tal que a; = 0 para cada i > k) tenemos que a; = 0 para cada i > 1y con
ello, >>72, a;e; = O, -

Por tanto, ¢(u) es una norma y es pues ¢(u) € B.
Veamos ahora que ademds para cada p € Py se cumple que X, = Xy(,,).

Como ya hemos hecho en otras demostraciones basta ver que la aplicacion
J: <000,¢(M)> — Xy
dada por

j (Z ) =) i€
=1 =1

es una isometria lineal de modo que j(cgp) es denso en X,.

Es claro de la definicién que j es lineal y ademés es isométrica pues

o () = (Bgesmm) = (Smncn) =50 ()

=1

Veamos ahora que {€,,,) : i € N} es base de cypo/N,, para lo cual basta ver que es
un conjunto generador pues por definicién es linealmente independiente. Es decir, basta
comprobar que cada €; es combinacion lineal de estos tltimos.

Sin maés, si es ¢ < ny(p) entonces & = N, y no hay nada que demostrar por lo que
supongamos que i > nq(u).

En este caso, como {n;(11)}32, es estrictamente creciente, existe un j € N tal que

n;(p) <@ < mnjpa(p)-

Por tanto, si i = n;(u) es claro y si es nj(p) < i < n;41(p) entonces tenemos que

{Enit >y () B}

no es linealmente independiente y como €, (), " ,€n,(x) Si lo son, concluimos pues que
€; es combinacion lineal de estos tltimos tal como queriamos ver.

Con lo visto y teniendo en cuenta que j es lineal se tiene que
J(coo) = j (span{e; : i € N})) = span{j(e;) : i € N} = span{ey,(u) : i € N} = coo/Ny,

y como coo/N,, es denso en X, concluimos esta parte de la prueba.

Demostraremos a continuacion que dados naturales N; < --- < N, el conjunto

Ny, = {1 € Poo i na(p) = Ny, - oo (i) = Ny}

es un A de P,..

Procederemos por induccion sobre k.
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Asi, si k = 1 tenemos que

Ny, ={p€Po:ni(p) =N} ={p€Px:er=-=en_1=N,} =
Ni—1
= ﬂ {1 € Py : & es lin. dep. en X, } =
i=1
Ni—1
=P\ U {1 € P : & es lin. indep. en X}

i=1
Por tanto, como por el Corolario 3.2.7 el tltimo conjunto es cerrado en P, el Teorema
2.2.1 nos asegura que Ny, € II%(P,,) C AY(PL).

Ahora, si suponemos el resultado cierto para k tenemos entonces que

NN17"'7Nk+1 = {:u € POO : nl(/v‘) = Nivi = 17 T 7k + 1} =
Ngy1—1

= Nn,.o.n, N ﬂ {1 €Px:eny, - ,en,, & son lin. dep. en X,} N
—_———

i=Nk+1
AY(Po) (HI)

H9(Poo) CAY(Pos) (Lema 3.2.7 y Teo. 2.2.1)

N{p € P : €Ny, " , €Ny, ENyy, sOD lin. indep. en X, },

29 (Poo) CAY(Poo) (Lema 3.2.7 y Teo. 2.2.1)

y como por el Teorema 2.2.4 AY(Py) es un édlgebra, concluimos que Ny, ... n,,, € AY(Pu)
como queriamos ver.

Ahora, dado v = Y%, a;e; € V e I un intervalo abierto de R observemos que
¢ N (U, I1NB) = {p € Ps : d(p) € U, 1]} = {u € Poo: 1 (Zaiem(u)> € ]} :
i=1

Asi, si denotamos por
N={(Ny,--,Np) eN": Ny <--- < Ny}

y para cada z € N es z; € N su coordenada i-ésima, entonces

¢ (U, I)NB) = | (/\/m NP NU liaemlb . (3.22)

zeN i=1

Por tanto, como
N, € AY)(P) C 25(Ps)

P NU € X (Ps) C 25(Pao),

m
Z aiey,, I

i=1

concluimos que
¢ (Ulv, 11N B) € 9(Ps). (3.23)
Por otra parte, si para cada [ € N denotamos

Nl:{(Nl,,Nm)ENmN1<<Nm§l}7
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entonces a partir de (3.22) podemos reescribir

¢ (U, I]NB) = ﬂ

(7300\ U /\/z) Uy (/\/mPOmU [EmjaemID] :

TEN; TEN] =1

Como las uniones que aparecen en la expresion anterior son finitas tenemos que

Poo \ U Ne € AY(Po) € TI(Pu)

zEN;
y m
U (./\fx NPeNU lz iy, I ) € I5(Ps),
zEN; =1

concluyendo pues que

¢ (U, 11N B) € TT5(Ps). (3.24)
Por tanto, de (3.23) y (3.24) se tiene que

¢ (Ulv, I N B) € AY(Ps) (3.25)

tal como deseabamos ver.

Esto nos permite ya finalizar la demostracién pues dado U abierto en B podemos expre-

sarlo como

U= BﬂUﬂUvm, zn Uﬂ Uzn7 i,n ﬂB)

n=1i=1 n=1i=1

para ciertos v; , € V' e I;,, intervalos abiertos en R, con lo que

oo kn

= U Ne" Olvin, Linl 0 B)

n=1i=1
y por (3.25)

¢~ 1(U) € B5(Px),
concluyendo que efectivamente ¢ es ¥.9-medible. B

El reciproco a esta ultima proposicion puede establecerse considerando la composicion
de la aplicacién continua ¢y : SBs(X) — Ps garantizada por el Teorema 3.3.1 y la
aplicacién Y9-medible ¢ : B — SB,(X) dada por el Teorema 3.3.5 que veremos m4s
adelante.

Efectivamente, ¢, 0 ¢ : B — P, cumplird que dado p € B

Xy = 0(1) = X(puod) ()

y serd Y9-medible pues si es U abierto en P., entonces ¢ (U) serd abierto en SB,,(X)
y con ello

(poo 0 0) 7 (U) = 67" (92 (U)) € BY(B).
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Observacion 3.3.1. Se puede ver que para cada d € N existe también una aplicacién
Y9-medible ¢ : Py — By tal que para cada pu € Py se cumple que X, = Xo()-

La demostracién sigue las lineas de la anterior definiendo para cada p € P, los naturales
ni(p), -+ ,ng(p) de igual modo y considerando ahora

() ()

Resta pues tinicamente ver reciprocos para el Teorema 3.3.1 tanto al considerar P como B
pues asi, junto a los resultados anteriores, tendremos todas las relaciones entre las posibles
codificaciones.

Al contrario que los teoremas previos las demostraciones son bastante mas complejas, con
lo que comenzaremos con un par de lemas que nos ayudaran a demostrar lo deseado.

Lema 3.3.3. 57 X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico, T una
topologia admisible en X, Y un espacio polaco y f : Y — SB(X) una aplicacion tal que
existe un n € N de modo que f~Y(Eig(U)) pertenece a A°(Y) para cada abierto U de X,
entonces f es X0 -medible.

Demostracion:

Como 7 es una topologia admisible sabemos que existe una subbase de SB(X) tal que
todos sus elementos son uniones numerables de conjuntos de la forma Edg(U) \ Edg(V)
con U,V abiertos en X. Asi, una base para la topologia de SB(X) vendra formada por
intersecciones finitas de uniones numerables de estos elementos. Como ademés dicha to-
pologia es polaca, sabemos que existe una base numerable y por el Teorema E.1 tenemos
pues que de la base descrita anteriormente podemos extraer una base numerable.

En definitiva, tenemos que dado A abierto en SB(X) podemos expresarlo como

oo ki oo

=UN U [E&UD\ E&GV)]

I=1i=1m=1
para Ubl Vil ciertos abiertos de X y por tanto

oo ki oo

=UN U [FH(BGOH)\ 7 (ESWD)]-

I=1i=1m=1
Como por hip6tesis [~ (E;’B(U,f,;l)) St (E;B(VTQZD € A%(Y) tenemos que'® la diferen-
cia entre ambos también pertenece a AY(Y).

Como A2(Y) C X2(Y) y por la Proposicién 2.2.4 este ultimo conjunto es cerrado para
intersecciones finitas y uniones numerables, concluimos que f~1(A) € X2(Y) y efectiva-
mente f es X2-medible. B

16 Gi A,B € A%(Y) entonces A\ B € A%(Y) pues
A\B=An (Y \B)

v A, Y\ B e ALY).
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Lema 3.3.4. Sean € N, X un espacio de Banach separable universalmente isométrico y T
una topologia admisible en X . Supongamos ademds que existen aplicaciones xy : B — X
0 _medibles para cada k € N y tales que

X, = span{xx(p) : k € N}

para cada |1 € B.

Entonces existe una aplicacién X0 -medible ¢ : B — (SBo(X),T) tal que para cada
€ B se cumple que X, = ¢().

Demostracion:

Sea ¢ : B — (SBwo(X), ) definida como
¢(p) = span{xx(p) : k € N}.
Asi, por hipétesis es claro que dado p € B se tiene que

6(1) = span{e() : k € N} = X,.

Ademés, lo anterior muestra también que ¢(u) tiene dimension infinita y es por tanto un
elemento de SB.o(X), luego resta Ginicamente ver que es X9, ;-medible.

Basta probar que al considerar la aplicacién ¢ con imagen en SB(X) esta es ©.0 41-medible,
pues si esto es cierto entonces dado A abierto en SB.(X) tenemos que existe A" abierto
en SB(X) tal que A = SB(X)NA"y asi

¢ A) = ¢ H(SBo(X)NN)=Bn¢ ' (N)=¢'(N) € Z0.,(B).
Sea pues U C X abierto y observemos que

¢~ (Edp(U)) = {p € B: ¢(p) € Edp(U)} = {p € B:span{x(p) - k N} NU # @}

Entonces si p € ¢~ (Ed5(U)), por ser U abierto en X, serd
span{xi(n) : k e N}NU # @,

y existen pues m € N y ciertos aq,--- , a,, € R tales que
y=> wxi(p) €U
i=1

Adn mas, por ser U es abierto existe un € > 0 tal que B(y,e) C U y si definimos
C =max{||x;()]| : 1 <i<m}y f € Q tal que para cadai=1,--- ,m es

£
la; — Bi] < et

entonces considerando el punto

?J’ = Z @‘Xi(/i)
i=1
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se cumple que

m

Z(Oéi - @)Xz’(/i)

=1

ly =y =

<D lai = Bl Ixa(w) < €Y lai — i < e
i=1 i=1

yasiy € B(y,e) C U.
Reciprocamente, es claro que dado p € B si existe un m € N y escalares ay, -+, € Q
tales que

> aixi(p) €U,
i=1

entonces

span{xx(p) : k e N} NU # @

y p€ ¢ (Egp(U)).
Por tanto, hemos visto que

{MEB:EImEN,al,--- , i, € Q tales que D a;xi(p) EU} =

i=1

¢~ (Egp(U))

(3.26)

m=1 aeQm

= G U [(i%xi>_l((f)

Con todo, si vemos que para cada m € Ny a € Q™ la funciéon f7' : B — X dada por
fal () = > aixi(w)
i=1
es Y0-medible, de (3.26) tendremos que

¢~ (Egp(U)) € Z(B) € A, 44(B)

y por el Lema 3.3.3 concluiremos que efectivamente ¢ es ¥9 _-medible.

Sin méas, observemos que definiendo f,, : B — X™ tal que

S (1) = (i), -+ 5 Xom (12))

se tiene que dado un abierto bésico U; X - -+ x U,,, como cada x; es 3%-medible, sera
[ (Ui x oo x Up) ={pn € B: fru(p) € Uy x -+ x Up} = [ x5 (Ui) € Zy(B).
i=1

Por tanto, como por el Teorema E.1 existe una base numerable del X™ formada por
abiertos basicos, el Corolario 2.2.7 nos asegura que f,, es ¥X%-medible.

Como ademas, la aplicacién ¢! : X™ — X dada por
m
g?(ml, T ,-fm) = ZOéiIi
i=1
es continua, finalmente tenemos que dado U abierto en X es

(f)HU) = (g0 f) N U) = £ (g (V) € S5(B).

Con todo, f™ es X%-medible y podemos concluir la demostracion. B
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Observacion 3.3.2. Tal como ocurria con la Proposicién 3.3.2, una demostracién com-
pletamentemente analoga a la del lema anterior prueba el siguiente resultado.

Sean d,n € N, X un espacio de Banach separable universalmente isométrico y 7 una
topologia admisible en X. Supongamos ademdas que existen aplicaciones xj : By — X
¥:%_medibles para cada k < d y tales que

X, =span{xi(p) : 1 <k < d}

para cada u € B,.

Entonces existe una aplicacién X9 -medible ¢q : By — (SB(X),7) tal que para cada
p € By se cumple que X, = ¢q(p).

El prometido teorema sobre la relacién entre By SB(X) serd el siguiente.

Teorema 3.3.5. Si X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico y T
una topologia admisible en X, entonces existe una aplicacion ¥9-medible

¢:B— (SBxo(X), )
tal que para cada p € B se cumple que X, = ¢(p).

El ingrediente principal en la demostracion es la siguiente proposicion, cuya demostracion
posponemos al final de la seccion.

Proposicién 3.3.6. Para todo espacio de Banach separable universalmente isométrico X
existen aplicaciones continuas xi : B — X con k € N, tales que dados Y ;2 arer, € coo

y € B se cumple que
of-s(Ene)
k=1

Observacién 3.3.3. A partir de la proposicion anterior se puede obtener un resultado
andlogo para B, con d € N.

Dado p € By definamos para cada Y72, ager € V

(Z akek> =4 (Z ak€k> + Z |ax| -

k=d+1

Entonces p* es una pseudonorma en V' pues si son v = Y 02 aker vy W = Y 724 breg
elementos de V' y A € Q se cumplen

() = *(fjuak ) (f Aag)e >+ S ] =

k=d+1

k=d+1

u(Z DS |ak|] = A" (0);

pe(v+w) =

(;i (ar +bi)e ) = <zd:(ak+bk)ek> + i g, + bi| <

k=1 k=d+1

(Zbkek>—|— > |bk] = u* (v) + p* (w).

k=d+1

i
d

< [,u (Zakek + Z |ax|| +
k=1

k=d+1
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Ademas, si p* (352, arer) = 0 entonces
d oo
ﬂ <Z akek> + Z |ak| =0
k=1 k=d+1

y dado que ambos sumandos son no negativos, se tiene que ambos deben ser nulos.

Del segundo obtenemos pues que a, = 0 para cada k > d 4 1 y del primero, puesto que'”
i € By, se tiene también que a; = 0 para cada k < d.

En definitiva obtenemos que Y72, axer, = 0., probando que p* es una norma en co.

Con todo, se tiene que p* € B y podemos definir xj : By — X para k < d como
Xe() = xk (°), Y € By.

Asi, en primer lugar es claro que para cualesquiera p € By y Zg=1 arer € Coo

z_: ax Xk (M*)H = p* <z_: akzek> =[ <z_: ak%) :

d
> akxzw)H _
k=1

Y por otra parte, si definimos f : By — B dada por f(u) = u* se tiene que f es continua!®
Y X% = Xk © f, luego xj es continua por ser composiciéon de aplicaciones continuas.

Suponiendo la veracidad de la Proposicion 3.3.6 podemos ahora si demostrar el Teorema
3.3.5 y un reciproco al Teorema 3.3.1 cerrando, tal como buscabamos, las relaciones entre
las distintas codificaciones.

Demostracién del Teorema 3.3.5:

Por la Proposicion 3.3.6 sabemos que para cada k € N existen y; : B — X continuas y
tales que dados Y 722, arer € coo ¥ p € B se cumple que

> a/ch(N)H =/ (Z akﬁk) ‘
k=1 k=1
Asi, fijado p € B podemos definir

E,, = span{xx(p) : k € N},

17 Como j € By tenemos que €7, - - - , €4 es base de X u (siendo X, = coo/N, al ser de dimension finita).

. d . .
Asi, dado = = >, _, arey, tenemos que x € N, si, y solo si,

d d
Nuzx—FNu: E akek—FNH: E arer
k=1 k=1
pero como ey, - - - , eq son lin. indep., concluimos que x € N, si, y solo si, a; = 0 para k < d.

Por tanto, f(x) = 0 si, y solo si, a; = 0 para cada k < d.
18 Sean v = Y27 arex € V e I = (a,b) un intervalo abierto de R y denotemos por w = Y ¢_, apey,

t= Ziozd-u lak| v J = (a — t,b —t) entonces

AU INB)={peBy:p*(v) eI} ={pe€By:pw)+te (a,b)}={uecBy:pw)eJ}=
=B;NUw,J]

que es abierto en By.
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que por ser cerrado sera un espacio de Banach con la norma de X,y J : coo — E, dada
por

(5 ) - St

Entonces, es claro de la definicion que J es lineal y ademas es una isometria por la
propiedad que cumplen los xy.

Si vemos entonces que J(co) es denso en E,,, por el Teorema 1.2.5 tendremos que

X, = span{xx(p) : k € N}

y aplicando el Lema 3.3.4 se concluye la existencia de la aplicacién ¢ buscada.

Sin mas, observemos que por la linealidad de J
J(coo) = J (span{ey : k € N}) = span{J(ex) : k € N} = span{xx(u) : k € N},
y con esto, claramente

clg, (J(coo)) = clx (J(coo)) N E, = span{xi(p) : k € N} N E, = E,

lo que finaliza la demostracién. B

Observacion 3.3.4. Siguiendo la demostracion anterior empleando las Observaciones
3.3.3 y 3.3.2 en lugar de la Proposicién 3.3.6 y el Lema 3.3.4 respectivamente, se prueba
que el Teorema 3.3.5 también es cierto si sustituimos B por B, y SBo(X) por SB(X).

El tinico detalle a tener en cuenta en esta demostracién seria observar que se debe definir
ahora J : ¢oo/N, — E,, como

00 d
J (Z ager + NM) = Z akxk(,u),
k=1

k=1

y para probar lo deseado sobre la funcién observar que si es u € By entonces

&
Il
—

k=d+1

I (i ak€k> > [ (i ak€k> — i (ki (—ak)€k> > p (i “kek) - i |ak| plex) =

Il
—

u(i) §u<§:akek>+u(ki ) 3u(2)+ S ol ifer) =

k=d+1
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Teorema 3.3.7. Si X es un espacio de Banach separable universalmente isométrico y T
una topologia admisible en X, entonces existe una aplicacién 33-medible

¢:P— (SB(X),7)
tal que para cada p € P se cumple que X, = ¢(p).

Demostracion:

Observemos que para cada d € N U {oco} por la Observacién 3.3.4 y el Teorema 3.3.5
existen 14 : By — (SB(X), 7) aplicaciones X9-medibles (denotando B., = B) tales que
X,, = 1Yq(p) para cada p € By.

También, por la Observacion 3.3.1 y la Proposicion 3.3.2 existen ¢y : Py — By aplica-
ciones Y9-medibles tales que X, = X, () para cada p € Py.

Definamos entonces ¢ : P — (SB(X), 7) de forma que dado 1 € P con d = dim(X,,) es
o) = (Ya © @a)(p)-

Asi, es claro que para cualquier ;1 € P con d = dim(X,) serd

X, = Xy, = Yalea(p)) = o),

y resta tinicamente ver que ¢ es Y.9-medible.

Sin més, dado U abierto en SB(X) como ¢4 es ¥p-medible tendremos que
g (U) € B5(Ba),
y como g también es Yo-medible, por el Teorema 2.2.6 serd

ea (¥a'(U)) € ZY(Pa).

Aun mas, como P, es un subespacio polaco de P por el Teorema 2.2.5 concluimos que
ea (va'(U)) € TY(P).

Con todo, denotando N = N U {co} es

¢ (U)={neP:¢(p) €Ut =U{nePi:d(u) €U} =
deN
= Ujﬂ € Pa: (Yaowa)(p) €U} = UJPCf (?/JJI(U)) ;
deN deN
y por lo visto anteriormente

¢~(U) € Z5(P)

demostrando que efectivamente ¢ es X3-medible. B
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Podemos resumir en la siguiente tabla las relaciones entre las distintas codificaciones,
donde cada aplicacién tiene dominio en la columna y rango en la fila.

SB(X) | SB.(X) P P B
SB(X) - c(X9) o (X5) - -
SBw(X) - - - [P0 (X5 | ¢ (X))
P p (X)) - - L (X9) L (29)
Pw - Poo (Z(l)) - - Yoo © gb (Eg)
B - ops (X9 | - v (39 -

Siendo ¢ la inclusién correspondiente en cada caso (que claramente es continua) y

¢ : SB(X) — P la aplicacién continua dada por el Teorema 3.3.1.

Voo : SBoo(X) — P la restriccion de ¢ a SBoo(X).

Y : Po — B la aplicaciéon X9-medible dada por la Proposicion 3.3.2.

¢ : B — SB(X) la aplicacién 39-medible dada por el Teorema 3.3.5.

0:P — SB(X) la aplicacién X9-medible dada por 3.3.7.

Dedicaremos el resto de la seccion a demostrar una serie de equivalencias y un lema que
nos permitan concluir con la demostracién de la Proposicién 3.3.6 dando validez al resto
de demostraciones que dependian de ella.

Proposicién 3.3.8. Dado A C P son equivalentes:

(i) Eziste un espacio de Banach separable U y aplicaciones continuas xy : A — U con

k € N tales que

para cada (1 € A y > 32, arer € Cop-

i aka(M)H = [ (i ak%)
k=1 k=1

(ii) FEwisten aplicaciones continuas oy, : A> — [0, +00) con k € N tales que

O‘k(”)l’b) 207 VMGAa keN

y que ademds satisfacen la siguiente propiedad.

SiveAyzecd

entonces existe una aplicacion T : A — ¢y tal que T(v) = z

cumplen que

|z*(x)] < v(x), Yo € coo,

ID(p) ()| < A(x), Vo € coo, pu € A,

*
)

IT(w)(er) = T(A)(ex)| < ar(p, A), VE €N, p, A € A
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Ademds, si A estd formado unicamente por pseudonormas j cumpliendo que p(eg) < 1
para cada k € N, las condiciones anteriores también son equivalentes a la siguiente:

(ii*) Para cada n € [0,1) existen aplicaciones continuas By, : A> — [0, +00) con k € N
tales que

Be(p, u) =0, Vue A, ke N
y que ademds satisfacen la siguiente propiedad.

Sive Ay z* e cgg cumplen que
|2"(x)] < v(x), Vo € co,
entonces existe una aplicacion I' : A — c#o tal que I'(v) = nz*,

IT(p)(2)| < (), Vo € coo, p € A,

[T () (ex) = T(A)(ex)| < Br(p, A), VE €N, pu, A € A

Demostracién:
(i) = (i)

Definamos para cada k € N las aplicaciones ay, : A% — [0, +00) como

(v, 1) = [Ixe(v) — xa ()|l

para cada v, u € A.

Entonces, es claro que cada ay, es continua, pues es composicion de funciones continuas,
y obviamente cumplen que

o, i) = lIxe(p) — xe ()| = 0,

con lo que tinicamente falta por ver que satisfacen la tltima condicién de (ii).

Dado p € A denotaremos por I, : (coo, 1) — U la aplicacion lineal dada por
Li(ex) = xn(1)-

Por (i) se tiene entonces que I,, es una isometria pues dado >.7° . arer € coo se tiene que
I k=1

()| =[] = ()

Sean pues v € Ay z* € ¢l tales que |2*(z)| < v(z) para cada = € cg.

Observemos en primer lugar que dados x,y € g tales que I,(z) = I,(y) se cumple que

|2"(z) =2 (y)| = 2" (¢ — )| < v(z —y) = [L(z —y)| = [L(z) = L(y)ll = 0,
con lo que z*(z) = z*(y) y podemos por tanto definir u* : I,,(co9) —> R como

u (L (x)) = 2" (x).
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Por la linealidad de I, y z* es claro que u* es lineal y ademéas cumple que

(1, ()] = |27(2)] < v(z) = [[L,(2)] -

Es decir, u* : I,(cp0) — R es un funcional lineal sobre un subespacio vectorial de U y
dominado por una norma, con lo que por el teorema de Hanh-Banach existe v : U — R
lineal tal que

u(l,(z)) = u*(I,(x)), Yz € coo

lu(®)] < [It], vt € U.

Definamos con todo I' : A — c(’fg tal que dado p € A sea

P(u)(x) = u(l,(x)), Yz € coo.

Resta tinicamente ver que I' cumple lo deseado:

' estd bien definida, es decir, para cada u € A se tiene que I'(1) es lineal ya que
dados z,y € coo y A € R son

P(p)(Ar) = u(l,(Ar)) = u(M(2)) = Au(Lu(2)) = AT (1) (x);
F(u)(x+y)=uuu( +y)) = wlu(z) + 1u(y)) = u(lu(2) + u(lu(y)) =
L) (@) + T(p)(y)-

» ['(v) = 2* pues dado x € ¢y se tiene que

PW)(z) = u(l,(x)) = u*(L,(x)) = 2" (2).

Dados € Ay x € ¢y se cumple que

IP(w)(@)] = [u(lu(2)] < ()] = A(2).

Para cada k € Ny u, A € A se cumple que

[T(p)(er) — DA (ex)| = |u(Zu(ex)) — u(Inler))] = lulxn(p) — ulxi(N)| =
= lu(xr() = Xe(A)] < lIxw(p) = xe (V)| = ar(p, A).

(ii) = (i)
Sea ay : A2 — [0, +00) la familia de funciones continuas dada por (ii) y definamos para

coo(A X N) = {x € RN : 2(u, k) = 0 salvo en una cantidad finita de (i, k) € A x N}

el subconjunto

Q:conV(U{ZakeukGCOO (A xN): (Zakek><1} U

neA (k=1

U {c(emk —exg) el ar(p, A) < 1})

(A k)eAX AXN
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Denotaremos por A el conjunto sobre el que se toma la envoltura convexa, es decir,
Q) = conv(A).
Afirmacién 1: El conjunto € contiene al origen, es convexo, absorbente y simétrico.'?

Demostracién de la Afirmacién 1:

Es claro que por definicién 2 es convexo y ademas contiene el origen pues dado u € Ay
a > 0 se tiene que
lafar(p, p) =0<1

y asi
Ocoo(AxN) = a1 — €u1) € {c(eu,l —eu1) e aa(p, p) < 1} C Q.
Observemos ahora que dado = € 2 existen n € N, ¢y,--- ¢, > 0 talesque 3. ;t;, =1y
1, , T, € A de modo que
i=1
Por tanto, para ver que —x € () basta ver que —x; € A para cadai=1,--- ,n.

Asi, en primer lugar si es
[e.@]
Ly = Z Kk
k=1

para algin pu € A de modo que ji (372, agex) < 1, entonces

[e.9]

—z; =) (—ar)eur

k=1
y como

(o] [o.¢] oo

0 (Z<_ak>ek> =p <— > ak€k> = [ <Z akek> <1,

k=1 k=1 k=1
se concluye que efectivamente —x; € A.
Por otra parte, si

x; = cle r — exk)

para ciertos k € Ny u, A € A de modo que |c| oy (i, \) < 1, entonces como

—z; = (—=c)(epr — exk)

|_C| ak(:uv )‘) = |C| O‘k(:u7)‘) <1,

nuevamente obtenemos que —x; € A y con ello, que 2 es simétrico.

19°8i X es un espacio vectorial y A C X, se dice que:
(i) A es equilibrado si «A C A para cada |o < 1.
(ii) A es absorbente si para cada x € X existe un 6, > 0 tal que dx € A para todo § € [—d,,0,]\{0}.
(iii) A es simétrico si A= —A, es decir, si x € A si, y solo si —x € A.
(iv) A es absolutamente convexo si A es convexo y equilibrado.

A partir de las definiciones anteriores es sencillo ver que si A contiene al origen, es convexo y simétrico,
entonces es absolutamente convexo.
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Para ver que es absorbente observemos que dado € ¢yo(A x N) existen ciertos
ay, - anp € R ky, -k, €Ny py, -+ p, € A tales que

n
€T = Z @iy k-
=1

Asi, si tomamos
t > max < max f;(aey,),0
1<i<n

se tiene que para cadai=1,---,n

a; 17
i <t6kl) = g:ul(a'iekz) <1,

con lo que %e,, x, € Ay por ser ) convexo
1 Ly a;
—r =) —|—eukr| €

Tomando pues d, = 1/nt se tiene que si es 0 € [0,1/nt] entonces 0 < dnt < 1y como {2
contiene el origen y es convexo

dx = ont (1tx) =ont (ix) + (1 = 0nt)0ch0(axn) € Q.

n n

Si fuera § € [—1/nt,0] entonces por ser {2 simétrico y —dz € 2, tenemos que dz € Q y
con todo que (2 es absorbente. B

Definiendo ahora el funcional de Minkowski asociado a €2, p : ¢go(A x N) — R dado por
p(z) =inf{t > 0: x € tQ},

se tiene por [11, Prop. 3.5.9] que es una pseudonorma.

Por el Teorema 1.2.3 tenemos entonces que el cociente (X/N, p) con X = coo(A x N) y
N ={z € cpo(A X N) : p(x) =0}

es un espacio normado cuya complecién denotaremos por (U, p).

Definamos pues xj : A — U como

Xk(1) = €,

siendo como hemos estado utilizando de forma habitual €, = e, + N.
Afirmacion 2: Las aplicaciones yi : A — U son continuas para cada k € N.

Demostraciéon de la Afirmacién 2:

Puesto que A es metrizable, basta ver que son secuencialmente continuas.
Sea k € N fijo y consideremos {1, }22 ; una sucesién en A convergente a cierto p € A.

Como c(ey, x — €ur) € Qs |e| ag(pn, 1) <1 tenemos que si ay(fiy, i) # 0 entonces

1

7(6 mk—e k EQ
g (fins 1) " k)
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y asi
plep, e —epr) =inf{t > 0:e, 1 — e n € Q) < ou(fin, 1)

Si fuera ay(pn, ) = 0 entonces c(e,,, x — eur) € € para cada ¢ € R por lo que
Cunk — Cuk € tQ, Vit 7é 0,

y con ello
plepnk — eur) = 0= ag(fin, 1t).

En cualquier caso, tenemos que

0 <P (xn(pn) — X (1)) = P(epp ke — €uk) + N) = plepn e — €u) < n(fin, 1)

Como por la continuidad de oy se tiene que
Jim ay (i, p) = an(p, p) =0,

concluimos que
lim p(xx(pn) — xx(p)) =0

n—oo
y en definitiva que
lim ek (pin) = xk(1)

n—oo

tal como queriamos ver. B
Afirmacién 3: El espacio (U, p) es separable.

Demostracién de la Afirmacién 3:

Como P es separable y metrizable, por el Teorema 1.1.11 tenemos que A con la topologia
inducida también lo es, con lo que por la continuidad de los xj se tiene que yx(A) C U
es separable para cada k > 1.

Definamos pues

S = UXk ={er:pneAkeN}

que sera separable?’ como subespacio de U y observemos que por el Lema B.7 el subespacio
span(.S) es también separable.

Como ademads este ltimo es denso en U pues
cl (span(S)) = cl (coo(A x N)/N) =

siendo la ultima igualdad consecuencia de que U sea una complecién de cgo(A x N)/N,
concluimos por la Proposicién 1.1.10 que efectivamente U es separable. B

20 Basta observar que si Dy, C xj(A) son numerables y densos, entonces | J;—, Dy C S es numerable y

S = () = | cluca (Dr) = | (A nely (D) € | (Snely (D) =
k=1 k=1 k=1 k=1

= G clg (Dk) C clg (G Dk> .

k=1 k=1
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Para finalizar esta parte de la demostracion resta ver que fijados z = Y72 arer € coo y
v € A se cumple que

(Zam >=V( )-

Es decir, que

oz) = b (i wal)) =7 (i i) =0 (f: o) = (0

habiendo representado por = Y272, axe, k.

Observemos en primer lugar que dado € > 0 tenemos que

con lo que

Por tanto,

1 1
— 7| =1 [ — <
p<y(x)+5x> 1nf{t>0 V(x)+sx€tﬂ}_1

y al ser una pseudonorma obtenemos que p(z) < v(x) + «.

Por la arbitrariedad de € > 0 concluimos entonces que p(z) < v(z) y resta Gnicamente
ver que v(z) < p(Z).

Como 7 una pseudonorma en cqg, por el Corolario 1.2.7 existe z* € ¢ffy tal que 2*(z) = ()
y |2*(y)| < v(y) para cada y € cqo.

Sea pues ' : A — ¢l la aplicacién dada por (i) para z* y v, y definamos u* € coo(AxN)#
como

u(epr) =T(n)(er), Vue A keN.

Entonces

N <§: @keu,k> _ i apu (ey,) = Z arl (v Z arz"(er)
(Z Wk) = 2(z) = (a),

y si vemos que

[u*(y)| < p(y), Yy € coo(A x N) (3.27)

concluimos en particular que

finalizando pues la prueba de esta implicacion.
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Afirmacidén 4: Si para cualesquiera > ;2 bge € coo ¥ i, A € A se cumplen

i (Z bkek> <l= | (Z bkeu,k> <1 (3.28)
k=1 k=1
y
o] au (1, A) < 1= |u” (clepr —exp))| <1 (3.29)

entonces (3.27) es cierto.
Por la afirmacién anterior basta demostrar la veracidad de (3.28) y (3.29), pero esto es
directo ya que si i1 (372 brer) < 1 entonces
= ’F(M) (Z bk6k> <
k=1

u* (Z bk%k) =D e (eun)| = [D_ bal(1) (ex
k=1 k=1 k=1
< [ (Z bk€k> <1

(il) k=1

y si es |c| ag(p, A) < 1 entonces

" (e = exw))| = lel [u” (epr = exn)| = lel [T(w)(ex) — T'(A)(ex)] = el ap, A) < 1.

Con todo, la implicacién queda demostrada sin mas que probar la Afirmacion 4.

Demostracién de la Afirmacién 4:

Observemos que dado y € ¢oo(A x N) se tiene que

[ (y)| < ply) < |u*(y)] <t, V&> 0tal quey €t <

1
& (u” (ty>‘ <1, Vt >0 tal que y € 1,

con lo que (3.27) es equivalente a
lu*(y)] <1, Yy € Q. (3.30)

Ahora, dado y € 2 este sera de la forma
Yy = Z Biyi
i=1

para ciertos yi, -+ , Yy, € Ay S, , B, > 0 tales que 3.7, B; = 1.
Como cada y; es de la forma dada para (3.28) o (3.29), tenemos que
y)| = <Zﬁz\u Yi) SZ
i=1 i=1

yz

lo que prueba (3.30) y con ello (3.27). B
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(i) = (ii*)
Dado n € [0,1) tomar [y = oy, para cada k € Ny dados v € Ay z* € cgg tales que

|2*(x)] < v(x), Vo € coo,

definir I : A — ¢y como T'(y1) = nI'(1) siendo I' : A — ¢l la aplicacién dada por (ii)
para vy z*.

Efectivamente, T'(v) = nI'(v) = nz* y dados i, A € A, & € coo y k € N se cumplen

L(p)(x)] = | () ()] = 0|0 () (@)] < nii(e) < flx)

D () (ex) = D) (ex)| = n10()(ex) = T (en)] < maw(ps, A) < o, A) = Bilp, ).

(ii*) = (ii)

Para cada n € N sean 37 : A2 — [0, +00) con k > 1 las aplicaciones dadas por (ii*) al
considerar n =1 —1/2".

Ahora, para n € N fijo y k£ > 1 consideremos 5,? la pseudométrica dada por el Lema F.1.
Mas atin, si es p una métrica compatible en P definamos (' = S + p| 42.

Es directo comprobar entonces que cada (;' es una métrica en A y veamos que ademas
estas aplicaciones cumplen todas las condiciones de (ii*).

Efectivamente, fijada (;' tenemos que es continua al ser suma de aplicaciones continuas y
es claro que

G, p) =0,V e A
por ser una métrica.

Aun maés, dados v € Ay z* € cf)% tales que |z*| < 7, tomemos I' : 4 — cgf) la aplicacién
dada por (ii*) para [ y veamos que también satisface las condiciones necesarias para (.

Las condiciones que no involucran a ;' son claras y como para cada k > 1

(1, A) = [T(p)(ex) — T(A)(ex)]

es una pseudométrica en A menor que 3, por el Lema F.1 se cumple que
T () (er) = T (ew)] < B A) < B A) + plin, A) = G, A), Y, A € A.

Por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada una de las aplicaciones
B es una métrica continua sobre A.

Definamos ahora para cada p, A € A la aplicacion

a(p, A) = max min {ﬁ,?(,u, A), 2_ma"{"’k}} . (3.31)

n,keN
Por el Lema F.2 tenemos que a(u, A) es finita para cada pu, A € Ay que ademéds es una
métrica continua.

El resto de la prueba consistird pues en demostrar la existencia de una sucesién {cj}22
de nimeros reales no negativos tales que definiendo o = ¢ se cumpla (ii).
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Por ser a una métrica continua es claro que para cualquier sucesion {c}32, se cumple
que las aplicaciones «ay son continuas y tales que oy (p, 1) = 0 para cualquier p € A, con
lo que basta encontrar una sucesion que ademas garantice la existencia de las aplicaciones
I' descritas en el enunciado de la proposicion.

Seapues v € Ay z* € ca% satisfaciendo que |z*| < v, entonces para cada n € N sabemos

que existe una aplicacion I' : A — cé’g tal que dados i, A € A, x € cpo y k € N cumplen

T (v) = (1 — 277)2"
0" () ()] < ()
T () (er) = T (M) (ex)| < BE (1, A)
Denotemos ahora (1) = (1) (ex) y observemos que para todo u € A serd
e ()] = 1T () (ex)| < filex) < 1. (3.32)

Con todo, tenemos los ingredientes necesarios para definir un candidato a la aplicacién I’
buscada que nos permitird hallar una sucesién {cg }72, valida.

Por razones practicas comencemos definiendo para cada pu € A
Ye(w) =0, Vrn <0.

Ahora, para cada n € Z definamos la funcién tienda para el intervalo [27773 27"71] es
decir,
0 si tg[23, 27

fr) =2 2"t —1  si te[27"3 277

o2 49 i te 272 27

Observemos entonces que para cada t € (0, 4+00) se cumple que®!

Z fn(t) =1

neL

pues:
» Sit=2"""2 para algiin m € Z entonces f,,(t) =1y f,(t) =0 para cada n # m.
» Sit# 272 para cada m € Z entonces existe un tinico m € Z tal que
te(27m 2 27,

Por tanto, tenemos que si n # m o n # m — 1 entonces t ¢ [27"73, 27" 1] y
serd fn(t) = 0, si n = m entonces es f,,(t) = —2™"2t +2 y sin = m — 1 serd
frno1(t) = 20m=DF3¢ 1 = om+2p 1,

21 Como veremos, para cada t € (0, 4+00) inicamente un nimero finito de las funciones f,,(¢) toma valores
no nulos. Por tanto, podemos considerar la serie infinita sin entrar a discutir ninguna cuestiéon sobre
el tipo de convergencia, pues en la practica no es mas que una suma finita.
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Definamos también para cada k > 1 funciones 7; : A — R como

() = = (ex)

y si p # v entonces??

Ye(p) = D o, )7 (1)

neL

Con todo, pasamos ya a definir I' : A — cgg tal que dado p € A es I'(u) la aplicacién
lineal definida por

[(p)(er) = y(p), Vk > 1.

Con esto, tenemos que

Pw)(er) = mv) = z%(ex), Yk > 1
y asi I'(v) = z*.

Ademas, observemos que si p # v entonces

L) (er) = > fala(p, v)7i () = ilfn(a(% v))I™ () (ex), VE =1

nez

con lo que
D(u) =Y fula(p, v))I"(w).
n=1
Asi, dados x € ¢og y 1 # v se cumple que

TW)@)| = |"(2)] < o(2),
|mmm=inwwwwmmsinwwwwmmm
giMWWW@S%hMWMMFM@

Por tanto, falta demostrar que existe una sucesion {cy}32; de nliimeros reales no negativos,
independiente de v y z* y tal que para cualquier ¥ € Ny u, A € A se cumple que

[P(u)(er) = DM (en)| < cuar(p, A)-

Para demostrar la existencia de dicha sucesién precisamos de las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 5: Para cualesquiera pu, A € A se cumple
2a(p,v) < a(\,v) = |ye(p) —1N)] < 328 +16)a (i, \), Vk > 1. (3.33)
Afirmacion 6: Para cada k > 1y u, A € A se cumple que

a(p,v) < a(\v) < 20(p,v) = () — wA)] < [12257 +16) + 257 a(p, A). (3.34)

22 Observemos que por lo visto anteriormente v, estd bien definida pues como « es una métrica, si pu # v
entonces a(p, v) > 0 y Ginicamente una cantidad finita de términos f, (a(u,v)) son no nulos.
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Considerando ciertas estas afirmaciones podemos concluir la demostraciéon tomando
cr = 12(27 4 16) + 2F

Efectivamente esta sucesién es de términos positivos, no depende de v ni de z* y ob-
servamos que dados p, A € Ay k € N, suponiendo sin pérdida de generalidad®® que
alp,v) < a(A, v), se tiene que:

» Si2a(p,v) < a(v) por (3.33)
[T (i) (er) = TN (en)| = Iw(p) — wN)] < 325 +16)a(p, A) < cralp, A).
» Sia(Av) < 2a(u,v) por (3.34)

IT(r)(er) = TA)(er)] = (p) = mA)] < crarlps, A).

En cualquier caso queda demostrado lo que buscabamos.

La demostracion de la implicacion estara completa sin mas que demostrar la veracidad
de las Afirmaciones 5 y 6, para lo cual precisamos previamente de tres afirmaciones adi-
cionales.

Afirmacion 7: Para cadan € Z y u, A € A se cumple que
a(p,A) < 27" = () — (V)] < 25 a(p, A), VE > 1. (3.35)

Demostracion de la Afirmacién 7:

Sin <0, entonces V1 () — v (A) = 0y es claro, luego supongamos que n > 1.
Supongamos pues que a(u, \) < 27" y sea k € N fijo pero arbitrario.

Entonces, si a(u, ) > 27% se tiene que

() — V)| < ()| =+ (V)] (3§32> 2 < 2Mla(p, A).

Por otra parte, si a(u, \) < 27% se cumple que
min {321 2709} < a2, 3) < 276,

por lo que
/Bg(lu? )‘) = min {52‘(#7 )\)’ 2—max{n,k}}
y asi

Vi (1) = 3 V)] = 1" () (ex) = TN (en)] < B (ks A) < alp, A) < 25 lau, N).

En cualquier caso obtenemos el resultado buscado y la afirmacién queda demostrada. B

23 §i fuera a(\,v) < a(p,v) denotando A = py i = A se tiene que a(fi, v) < a(A,v).
Entonces, todo lo que sigue es cierto cambiando A\ y p por A y p respectivamente y, por la simetria
de a y del valor absoluto, obtenemos igualmente el resultado deseado.
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Afirmacion 8: Para cadan € Z y p € A se cumple que
271 < () < 27 = () — wW)] < (2 £ 16)a(nv), VE= 1. (3.36)

Demostracion de la Afirmacién 8:

Sin > 1 entonces

(V) =7 (V)| =

2 e) = (1=27")2"(en)| = 27" 2" (en)]
ysin<0es
e (V) = W) = @) = [z%(ex)| < 277" [2"(ex)]
luego en cualquier caso como 274 > a(u, v) tenemos que
(V) = v (W) < 27" 2% (en)| < 270 (er) < 27" < 2%a(p,v).

Con todo, como a(p,v) < 27"

e (1) — @) < b () =@+ b)) —w(@)| < 2" a(p,v) + 16a(u,v) =

(3:35)
— (2 4 16)a(,v)
concluyendo la demostracion. ll
Afirmacion 9: Para cada u € A se cumple que
(i) = ()] < (2" +16)a(p, v), Yk > 1. (3.37)

Demostraciéon de la Afirmacién 9:

Observemos en primer lugar que para cada n € Z se cumple que

Falo(p, 1)) Iyi(p) = (V)] < fulap, ) (25 + 16)a(p, v). (3.38)

Efectivamente, si 27" < a(u,v) < 27" es claro a partir de (3.36).

Por el contrario, si a(p,v) > 27 o a(u,v) < 27" entonces f,(a(u,v)) = 0y la
desigualdad es trivialmente cierta.

ASia €o1mo ZnEZ fn(a(l’[ﬁ V)) =1

k(i) = @) = |3 falolp, v) v (1) = w(w) Y fulalp, V))‘ =

— szn(a(m V) (v (1) — < Z‘%fn ) e (1) = ()] <
o5 2 e )@ +16)anv) = (2 + 16)a(uv)

como buscdbamos demostrar. B
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Demostraciéon de la Afirmacién 5:

Observemos que como 2a(u, v) < aA, V) se tiene que

a(uv’/) ZQQ(/L?V)_O‘(M’V) SO‘()‘?V)_CY(MJ/) SCM(,&,)\)

y
2a(\, v) < 2a(\ p) + 2a(p, v) < 2a(\, 1) + a(\ v),
con lo que
alp,v) + a(v, ) < 3a(A, pw).
Con esto,
(1) = ] < F() = @)+ @) =] < @ +16)(a(p, v) + a(v, A) <

(3.37)
< 3251+ 16)a(), 1)

como habiamos afirmado. B

Demostracién de la Afirmacién 6:

En primer lugar, observemos que si a(u, v) < a(\,v) < 2a(p,v)y p = v o A = v entonces,
por ser o un métrica, obtenemos que 4 = A = v y la desigualdad a demostrar es trivial.

Asi, supongamos que u, A # v observemos en primer lugar que

(1) = ) = 3 (Fulal ))v?(u)—fda(%”))ﬁ@)):

—g(fn — falaQ\ ) )it () + > falalh ) (V) =) =
—nzejz(fn — fala(A\, 1)) w;;(m—nwm
+ z Fala(X, V))(%?(u) — M),
con lo que
(1) = ] < 32 ful(i, ) = FalaOh )| g () — ww)] +
+gfn ) v () = (M) - (3.39)

Ahora, observemos que:
» fula(p,v)) #0si, y solo si, 27773 < a(p,v) < 271
» fula(\ ) #0si, ysolosi, 27773 < a(\,v) <271

» f, es Lipschitz de constante 2”3 pues es derivable a trozos y

|(i [2n 5t — 1}| — o3,

|§t (-2 + 2}| — Q2 < gt



146 Comparacioén entre las codificaciones

Por tanto, si a(u, ) > 27" entonces (X, v) > a(u,v) > 271 y con ello
fulalp,v)) = fala(Av)) = 0;
y si a(p,v) < 27"* entonces a(\, v) < 2a(p,v) < 273 y también
fala(p,v)) = fula(A,v)) = 0.
Con esto si denotamos por
T={necZ:27"*<a(uv)<2"

y el primer sumatorio de (3.39) por S, se cumple que

=2 |fala = fula\ ) e (1) = ne(v)] <
nel
= 2 2 alpv) —aQ) i) = w)] < 3 27l 1) g () = wv)] <
PS: neT neT
< Z 2n+3 )\ M)(2k+1 + 16) ( 71/) S Z 2n+3a(>\’u>(2kz+1 + 16)2—71—1 _
(3:36) per neT
= 3" 2%a(\, @) (25 4 16) | |§ 12025 4 16)a (N, p). (3.40)
neT T|<3

Para la segunda suma, observamos que si f,,(a(X,v)) # 0 entonces
a\p) <a(\v)+a(v,p) <2a(Av) <27
con lo que podemos aplicar (3.35) y obtenemos que

S fala ) 1) = O] < S fulah )2 a(u, A) = 26 a(n, A). (3.41)

nez nez

Por (3.39), (3.40) y (3.41) concluimos finalmente que
() = V)] < 12025+ 16)a(A, ) + 28 e, A) = [12(2 4 16) + 2871 (s, A)

lo que prueba (3.34) y concluye la demostraciéon. B

Lema 3.3.9. La condicion (ii*) en la Proposicion 3.3.8 se cumple si A = By, donde
By ={peB:pule) =1, Vk € N}.

Demostracion:

Sea n € [0,1) y fijemos una sucesion estrictamente creciente {xx}7>, de nimeros reales
tales que k1 > 1y Kk < 1 para cada k € N.

Definamos ahora de forma recursiva para cada p, A € By

k k k
Brs1(p, A) = sup { |ﬁ <6k+1 + Zaiei> - A (ek+1 + Zaiei) + Z lax| Bi(p, A) -
=1 =1 1=1

k k
- 2K
a1, Qg E]R/\min{,u (Zaiez) J A (ZaieZ)} LA
i=1 i=1 Fk+1 — Rk




Codificaciones de los espacios de Banach separables 147

Es muy sencillo ver por induccién sobre k que S (u, 1) = 0 para todo k € Ny p € By).

Ademaés, por el Lema F.3 tenemos que cada fj es una aplicaciéon con valores en [0, +00)
y continua.

Resta pues ver que estas aplicaciones efectivamente satisfacen la segunda condicion en la
Proposicién 3.3.8 (ii*).

Sean pues v € By y 2* € cﬁ% tales que |z*| < 1.

Fijados 11 € Buy y p = {pr}32, una sucesién contenida en el intervalo [0, 1] definimos
gk : Seq(R?*) — R* como

95 (@) = (p1n2"(e1),0,0) ;

’ ; (Comnte s Sta o Tiwate,) 81 St T, existen
Ip ({(xiayhzi)}i:l)) =

(0,0,0) en otro caso

donde

Cloyr, = PeSaye T (1= pe)lage

k k
S{xi k= sup [—HHLU <—€k+1 + Zaiez’) + Zaixz’} )

a€Rk i=1 i=1

k k
Tpyh = aiélﬂgk [%kﬂﬂ (em +> ai6i> - ; ai:vi] :

i=1
Por el teorema de recursion existe pues una tnica sucesion fJ' : N — R3 tal que

(1) = gh(2)

k) = gb ({0 ¥
para cada k > 1.
Fijada entonces p = {px}32, contenida en [0, 1] definimos para cada k > 1y pu € By

() wn (), v () ) = £ ().

Afirmacién 1: Fijada {px}32, C [0,1], para todo pp € By, k € Ny ar,--- ,a, € R se
cumple que

Z:az‘%(ﬂ) < Kgf (Z ai€i> : (3.42)

Ademas, para todo k > 1 se tiene que ugyq1(p), ver1(pt) v Ye+1(p) estardan definidas por
Sty Loy, ¥ Oy, respectivamente.
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Demostraciéon de la Afirmacién 1:

Demostraremos el resultado por induccion sobre k.

En primer lugar, (3.42) es cierto para k = 1 pues dado a; € R como pu, v € By seréd
a1 (p) = aipinz(er) < lar] k127 (e1) < |ar| kiv(er) = |ar| kapler) = kiji(arer).
Ademas, observamos que dado a; € R se cumple que

—hgji(—ez + arer) + aryi(p) < —roji(—ez + arer) + Kifi(arer) <
< kg [ji(arer) — fi(—ez + arer)] < rojfi(e) = ko,

de donde obtenemos que
Sty < Ko

Y también,

Kofi(eg + arer) — aryi(p) = Kaji(ea + arer) — kypi(arer) >
>k [iarer — (—e2)) — filarer)] > —kofi(—e2) = —ha,

demostrando que
Loy 2~k
Con esto, demostramos que efectivamente los valores de ua(p), ve(p) v 72(p) estaran
definidos por Sy, (1, Ly ¥ Cry(u)y Tespectivamente.
Supongamos pues la afirmacién es cierta para k y veamos que entonces lo es para k + 1.

Veamos pues que bajo esta hipdtesis se tiene que S (v () el (e}, existen.

k
i=1
Efectivamente, tenemos que para cualesquiera aq,--- ,a; € R se cumple que

k k k
— Kiy1fb <—€k+1 +> aiez') + > ayi(p) (1?1) —Kgp1 [ <—€k+1 +>° ai6i> +

i=1 1=1 i=1

k k k
+E (Z ai€i> < Kyt [ﬁ (Z ai€i> — i <—€k+1 +> ai€i>
i=1

i=1 =1

< Kr1jt(€rt1) = K1,

lo que prueba que
Sty < Fel-

Por otra parte, también se cumple que

k k k k
K1 [l <6k+1 +) ai€i> = aiyi(p) (1%) Kkl <€k+l +) ai€i> — Kyl (Z aiei> >
i=1 =1

i—1 i=1
k k

>Rl [M (Z a;e; — (—€k+1)> — i (Z aﬂi)] > — k1 fi(—€rt1) = —Kit1,
=1 i=1

demostrando que
Ty, = ~ Kkt

Con esto, tenemos que los valores de wuyy1(1), vkr1(p) v Year1(p) estardan definidos por
S{%(u) i1’ I{%(M)}f:l y C{Wc(u)}f:l respectivamente.
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Finalizaremos pues la demostracién si vemos que (3.42) se satisface también para k + 1.
Veamos primero que
W1 (1) < Ve (1) < v (1),
para lo cual basta ver que
U1 (1) < Vg (p)
pues +1(p) es combinacién convexa de estos dos.

Sin més, dados by, -+, b, c1, -, cx € R basta ver que
k k k k
—Kt1f <—€k+1 + Z bi€i> + Z bivi(p) < K1t <6k+1 + Z Ci€i> - Z civi()
i=1 i=1 i=1 i=1

y esto es cierto pues

k k k
S o) + () = X0+ () € s (300 ) <

=1 (HI) =1
k k
< Kky1 [M <—€k+1 +> bi€i> + i <€k+1 + ZQ@)] :
i=1 i=1
Asi, tenemos que para cualesquiera aq,--- ,a, € R se cumple que
k k
Ver1(1) < vpsa(p) < Kppafl <€k+1 +>, aiez') — > aivi(p)
i=1 i=1

k k
2011 2 ) > st (e + Vi) + 3wt

=1 =1

y por tanto:

= Siagyq > 0 entonces

k+1 k
_ a;
3" () = e [7 )+ 3 )] < @ ( iy ) _
i=1 i=1 Ak+1 im1 Qk+1
k+1
= Kpt1fL (ak+1ek+1 + Zm@) = K1l <Z azez> :
=1 =1

= Si a1 = 0 es claro por hipétesis de induccion y teniendo en cuenta que kp < Kiy1.

= Siagiq < 0 entonces

k+1

Q;
Z az’Yz |ak+1| [_7k+1 (M) + Z 1.
k k
a; _
< |@kt1] Kt [t <_€k+1 + Z an 1| ) = Kk+1/4 (ak+1€k+1 + Z CLH%) =
+

=1
k1
= Kiy1/4 (Z ai6i> :

=1

En cualquier caso tenemos que (3.42) es cierto para k+ 1 y por induccién queda probada
la afirmacion.
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Nuestro objetivo ahora es demostrar que existe una sucesion {p;}2, C [0,1] tal que
ve(v) = nz*(ex) para cada k > 1.

Afirmacién 2: Dado k € N, si existen pq,--- ,pr € [0, 1] tales que v;(v) = nz*(e;) para
i < k, entonces existe piy1 € [0, 1] de modo que y11(v) = nz*(exr1)-

Demostracién de la Afirmacién 2:

Dados aq, - -- ,a; € R se cumple que

k k k
72" (epy1) + Z a;ivi(v) = £n2"(ex41) + Z ainz*(e;) = nz"* <i€k+1 + Z aiei> <

=1 i=1 i=1

k k
<nv <i€k+1 + Z a¢€i> < Kg+1V (:l:ek+1 + Z aiei> ,

i=1 i=1
luego
k k k k
—Kp1V <—ek+1 + Z aiel) +Z a;yi(v) < nz*(exs1) < Krp1V <€k+1 + Z aiei) —Z a7y (V).
i=1 i—1 i=1 i—1

Por la arbitrariedad de los ay,--- ,ar € R obtenemos que

w1 (v) < n2"(er1) < v (v).
Asi, si ugy1(v) < vg41(v) tenemos que

Vpy1(V) — 02" (€ry1)

0<
T O (V) — upa (v)

<1

— )

y definiendo
_ e () — 2" (ext)
Uk41(v) — wpsa (V)

es claro que

Y1 (V) = nz"(ert1).
Por otra parte, si vgy1(v) = ukr1(v) = nz*(exs1) basta tomar entonces pri1 = 0 para
obtener el resultado deseado. B

Observemos que si k = 1 basta tomar p; = 1 para obtener que 7v;(r) = nz*(e1), luego la
Afirmacién 2 nos permite construir?® la sucesién {p;}2, C [0, 1] buscada.

A partir de los 7; asociados a la sucesién {p;}32, construida definamos I' : B(1y — CZ?E

tal que
T'(p)(ex) = vx(p), Yk € N.

Para dicho I' se cumplen:
» ['(v) = nz* pues para cada k > 1

Pw)(ex) = (V) =nz"(ex).

24 La sucesién se puede construir, por ejemplo, empleando el axioma de elecciones dependientes de forma
similar a lo visto en la demostraciéon del Lema B.10.
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» Dado p € By y x = 2232, arer, € coo se tiene que

pues

(3%2) K (kzl akek> < (x),
~T)) = 100 (Sa)en ), = S L Gex) = 3 bl <
i (kzl bkek) < B}

Por tanto, para concluir la demostracién basta ver que dados u,A € By y k € N se
cumple que

() = (M| < Br(ps A), (3.43)

pues entonces por definicion

IP(k)(ex) = T(A)(ew)| < Bl A)

y efectivamente la sucesion [y satisface 3.3.8 (ii*).
Como hemos hecho a lo largo de la prueba, demostraremos (3.43) por induccién sobre k.
Si £ =1 tenemos que
71(1) = 1A = 0= Bi(p, A),
luego supongamos que (3.43) es cierto para i < k y veamos que entonces lo es para k + 1.

Observemos que si vemos que

1 (1) = W (V)] < Bt (11, )

|Vkt1 (1) = Ukt ()] < Bresa (1, A)

entonces

Ver1 (1) = Y1 (M| = [prgr (urga (1) — urg1(A) + (1 = prga) (Vga (1) — v (A))] <
< Prert [k (1) — Wit (A)| 4 (1 = pregr) [onr1 (1) — v (A)] <
< i1 Bor1 (16, A) + (1 = prg1) B (1, A) = Bresa (s, A)

tal como queriamos ver.

Demostremos lo anunciado anteriormente tnicamente para vi.; pues observese que la
demostracion para ug,q es completamente analoga.



152 Comparacioén entre las codificaciones

En primer lugar, observemos que por la definicion de vg.1(u) es posible tomar el infimo
Uunicamente sobre

k 3 k 9
AZ{(al,-..,CLk)G]Rk:min{u<2aiei>7)\<zai€i>}<K’k’-‘rl}'
=1 i=1 Kig+1 — K

Efectivamente, si (a1, ,a;) € A entonces
k
_ 2K k41
1% (Z ai€i> > —
i=1 Kk+1 — Kk
y asi

k k k
Fhy1 [l <€k+1 +> ai€i> — > anip) (3242)/fk+1 [ <Z alez> — f(ers ] — Kl (Z ai€i> =
i=1 i=1 : i=1
k
= (Kk1 — Kk QL (Z azez> — K1 >

=1
2K
> (’fkﬂ - Hk)¢ — Rk4+1 = Rg+1 =
Rk+1 — Rk
k k
= /ﬁkﬂﬁ <6k+1 + ZO : ei) - ZO ’ 71(:“)
i=1 i=1

donde la k-tupla nula si esta en A.

Claramente lo anterior es también cierto para \ y asi

mf {szﬂu <6k+1 + Z a/ze7,> Z aﬂ/z }

=1

Vg1 (1) — V1 (A)] =

=1

— mf {Hk+1)\ <€k+1 + Z azel> Z az% } ‘
mf {lik+1u <6k+1 + Z a7,62> Z aﬂ/z } +

=1

<

+ sup {_/fk+1>\ (ekJrl + Z azez> + Z al% }

acA i=1 =1

< sup
25 acA

k - k
K11 [/i <€k+1 +> ai&;) - A <€k+1 +> az‘ei)] +

i=1 i=1

k

+ ; ai(7:(N) = %(m)
< Sup{ |ﬁ <€k+1 + Xk: ai€i> - A (ekﬂ + zkj aiei> | +

Ket1<1 a€A i=1 i=1

k
3 a5 — 0] } <
=1
k B k
< sup {‘ﬁ <€k+1 +> aiei> —A <€k+1 +> aiei>

(HI) acA i=1 i=1

= Bk+1(ﬂv )‘) o

<

k
DALY S
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Estamos ahora si en disposiciéon de demostrar por fin la Proposicion 3.3.6.

Demostraciéon de la Proposicion 3.3.6:

Por el Lema 3.3.9 y la Proposicién 3.3.8 sabemos que existe U un espacio de Banach
separable y aplicaciones continuas X : B1y — U tales que

o(ge)

i ap X (1)
k=1

U

para cada 1 € By y Y2, axer € Coo.

Como X es universalmente isométrico existe J : U — X una isometria lineal, con lo que
definiendo para cada k € N las aplicaciones J; : B1y — X como J; = J o X} tenemos
que seran continuas y ademas cumplen que

>t ()| = |7 (S awatn)| -

g: arXr (1)

i (2 akek> .

U

Consideremos ahora 1 : B — By tal que para cada p € By >;2, arer, € V es

o () (5 )

=1 M

En primer lugar como p € B se tiene que fi es una norma sobre cgg y por tanto p(eg) # 0,
con lo que estd bien definida.

Ademas, es sencillo de la definicion comprobar que es una pseudonorma sobre V' y su
extension a cpg s una norma pues si

o) (kil ak€k> =p (i ak)ek> =0

k=1 M(ek

25 Sea ACRF y f,g:RF — R entonces

inf £ (x) + sup o(x)| < sup £(2) + g()].
T T€A T€A

Basta observar que dado n € N existen x,,y, € A tales que

~ ik f@) + - < ()

1
sup g(y) — — < 9(Yn),
yreA n

con lo que

ziggf(w) + sup g(x) — % < gﬁiggf(x) +9Wn) < f(yn) + 9(yn) < sup |f(z) + g(x)],

— inf f(z) - sup g(z) + 1o —f(an) —sup g(z) < —f(zn) — g(zn) < sup |f(z) + g(z)].
z TEA n €A TEA
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entonces, de nuevo por ser f una norma, tenemos que

o0

ay
Z (@c) €k = 0600

=1 M

y por tanto a; = 0 para cada k € N, es decir, > 37 axer = Oy, -

Maés aun, observemos que

e e

pilex

con lo cual ¢(u) € B

Veamos ademas que v es continua, para lo cual basta ver que es secuencialmente continua
al ser ambos espacios metrizables.

Sea pues {u,}5°, una sucesién en B convergente a cierto p € B y observemos que dado

v =12, arer € V se tiene que
0 = 500 = 1 (32 %) = (X e )| <
= [ (Z mewe’“) e ( u(ewe’f) ‘ ’
m (Siege) - H (S it

Ahora, como por el Lema B.3 dado w € ¢y se cumple que 7i,,(w) — ji(w), el segundo
sumando en la expresiéon anterior converge a cero.

+

También, para el primer sumando tenemos que

) i) (e )

o0

jn(e) = (el
< 2l e 2 “n@k)'@oo

Con todo, tenemos que ¥ (uy,)(v) — ¥ (u)(v) y por la propiedad universal de la topologia
producto que 9 (u,) — (1) en By tal como queriamos ver.

Definiendo ahora xj : B — X como

Xk(p) = pler) Je(¥(p)),

se cumple que dados > 32 axer € coo y 1t € B es

M)H = i aku(ek)Jk(@Z)(u))H = () (g:l akﬂ(ek)€k> =i (}i akﬁk) :

k=1
Por tanto, si demostramos que son continuas estas seran las aplicaciones buscadas.

Nuevamente basta ver que son secuencialmente continuas, luego sea k € N fijo y {p, 22,
una sucesion en B convergente a cierto u € B.
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Entonces,

I (1) = X ()N = Ml (en) Ju (@ (1)) — pler) (o ()| <
< [ (nen) = paler) ) (@ (an)) | + |aen) (Ju () = Je((w)) | =
= |un(ex) = pler) [ Je (@ ()l + peen) [Tk (¢ (pin )) Jr(o ()] =
= | (er) — pler) [ ¥ () (ex) + pler) [ k(¥ (1)) = Je(@ ()] =
= lpn(er) — plen)| + pler) [ Je(¥(pn)) — Je(@ ()]l -
Por la convergencia de p, a g en B y la continuidad de Ji y ¢ tenemos que la tltima

suma tiende a cero, con lo que efectivamente concluimos que (i, ) converge a xi(u) en
X y con ello finalizamos la demostracién. B







Capitulo 4
Ejemplos: El espacio /o

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, las codificaciones que hemos dado
nos permiten establecer la complejidad de las clases de isometria o isomorfia de cualquier
espacio de Banach separable estudiando, dentro de la codificacién, la clasificacién en la
jerarquia de Borel de dichas clases.

Debido a la complejidad y el nivel de conocimiento necesario tan solo para entender
algunos de estos ejemplos, nos centraremos principalmente en estudiar los espacios de
Hilbert separables de dimensién infinita dentro de la codificacién de Cuath, Dolezal, Doucha
y Kurka. A pesar de ello, concluiremos el texto exponiendo, sin demostracion, algunos
otros ejemplos cuyos enunciados son asequibles al nivel de este texto.

El lector experto que quiera profundizar més en el tema y encontrar una mayor cantidad
de ejemplos relevantes puede consultar, entre muchos otros, [9], [12] y [15].

4.1. Espacios de Hilbert separables de dimension
infinita

Recordemos brevemente el concepto de producto escalar y espacio de Hilbert.

Definicion 4.1.1. Sea X un espacio vectorial' sobre R, una aplicacion (-,-) : XxX — R
se dice que es un producto escalar en X si verifica:

(i)
(i)
(iii)
(iv)

El par (X, (-,-)) se denominard espacio prehilbertiano.

z,x) > 0 para todo x € X no nulo;
Ax,y) = Mz, y), Ve,y € X, A € R;
z _'_y? > <x7 Z> + <y7 z)? vx? y?’z G X;

{
{
{
(z,y) = (y,7), Yo,y € X.

I La definicién puede darse también para espacios vectoriales sobre C, pero entonces es necesario cambiar

la condicién (iv) por
(x,y) = (y,z), Yo,y € X,

donde Z denota el conjugado de z € C.
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Observemos que si (X, (-, -)) es un espacio prehilbertiano y definimos la aplicacién

h: X — R tal que h(z) = (z,z), por las condiciones (i) y (ii) en la definicién podemos
asegurar que h es una funciéon no negativa y que se anula tnicamente si x es el vector
nulo en X.

Esto nos permite definir una norma asociada a un espacio prehilbertiano (X, (-,-)) como

ol = /(@,2), ¥z € X.

Un espacio de Hilbert es entonces un espacio prehilbertiano tal que al considerarlo con
su norma asociada es un espacio de Banach.

La teoria sobre espacios de Hilbert es muy extensa y tiene numerosas aplicaciones, por
lo que instamos al lector interesado a consultar los libros [11] o [34] para obtener més
informacion. Por nuestra parte no entraremos en méas detalle, pues suponemos que el
lector de este texto tiene un conocimiento previo de estos conceptos, aunque si se pone
esfuerzo en el resto de la seccion en dar enunciados y referencias para los resultados
clasicos sobre espacios de Hilbert, con el fin de que pueda seguirse el texto aunque los
conocimientos sobre el tema son minimos.

El teorema de Riesz-Fischer? nos dice que cualquier espacio de Hilbert separable y de
dimensién infinita es isométricamente isomorfo al espacio de Hilbert

EzZ{xGRN:ZIZ<oo}

n=1

dotado del producto escalar

<$,y> = Z TnlYn-
n=1

Asi pues, estudiar la complejidad de la clase de los espacios de Hilbert separables de
dimension infinita equivale a estudiar la complejidad de las clases de isometria e isomorfia
de 62.

Comencemos pues por la clase de isometria, donde la pregunta a priori mas sencilla de
responder serd, ;jes la clase de isometria de ¢ abierta para P, Py o B?
Desafortunadamente la respuesta es negativa, de hecho vamos a probar algo méas fuerte y
es que ninguna clase de isometria, ni de isomorfia puede ser abierta en ninguno de estos
espacios.

Proposicion 4.1.1. Si X es un espacio de Banach separable e I € {P,Pu,, B}, se cumple
que (X)L, (X)L tienen interior vacio.

=)

En particular, si cualquiera de estos conjuntos es no vacio entonces no puede ser abierto.

Demostracion:

En primer lugar, observemos que si Y un espacio de Banach separable universalmente
isométrico, por la Proposicién 3.2.12 se cumple que

Z ={peZ: X, es finitamente representable en Y} = clz ((Y)i) Cclz ((Y)i) :

2 Se puede consultar en [11, Prop. 1.12.27], donde podemos observar que en virtud del Corolario 1.12.24

y la Proposicién 1.12.25, se puede sustituir en la Proposicién 1.12.27 la palabra “isomorfo” por “iso-
métricamente isomorfo”.



Ejemplos: El espacio £ 159

Asi, obtenemos que (Y)Z,(Y)Z son densos en Z.

Denotemos ahora por < cualquiera de los simbolos = o ~ y supongamos por reduccion
al absurdo que existe p € (X)Z un punto interior.

En este caso, tenemos entonces que existe U un abierto de Z tal que u € U C (X)L,

Ahora, si son Y,Z dos espacios de Banach separables universalmente isométricos®, no
isomorfos entre si, puesto que hemos visto que (Y)Z,(Z)L son densos en Z, tenemos que
existen

V] € <Y)£ NU

vy €(Z2VENU.

Asi, por una parte tenemos que X,, <Y y X,, < Z, pero por otra, como
vi, v €U C (X)L,

tenemos que X,, < X < X,,, con lo que Y < Z.
En cualquier caso tenemos pues que Y ~ Z y obtenemos la contradiccion buscada. B

El siguiente paso logico es preguntarse si la clase de isometria de /5 es cerrada y en este
caso, la respuesta depende del espacio sobre el que trabajemos. Si consideramos la clase de
isometria en los espacios P,, o B entonces la respuesta es afirmativa, pero si trabajamos
sobre P se tiene que (f5)L no es cerrada. Atin mas, en el espacio P no existen clases
de isometria cerradas salvo la clase del espacio trivial tal y como se ve en la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.1.2. En P la unica clase de isometria cerrada es la del espacio trivial.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que si es X = {0} el espacio trivial, entonces
pe(X)=e X, ={0} © cpo/N,={N,} & p(v) =0, YveV.

Por tanto, si denotamos por po la norma nula en P, se tiene que (X)= = {uo} que es
cerrado en P por ser éste ultimo un espacio de Hausdorff.

Supongamos ahora que existe X un espacio de Banach no trivial tal que (X)= es cerrado.

Como X no es el espacio trivial tenemos que X # X, y por tanto gy € P\ (X)=.

3 Tras la Definicién 1.2.5 vimos que Y = C([0,1]) es un espacio de Banach separable universalmente
isométrico, luego definiendo Z = C([0,1]) x ¢1, es claro que también tendrd esta propiedad universal
y resta unicamente ver que no son isomorfos.

Si suponemos pues que ambos espacios son isomorfos, por la definicién de Z tenemos entonces que
existe W un subespacio complementado (ver nota al pie 5) de C([0,1]) tal que W ~ ¢;.
Con esto, W* ~ (] ~ ¢, y obtenemos pues que el dual de W no es separable.

En [33], Rosenthal demuestra que cualquier subespacio complementado de C([0,1]) con dual no
separable, es isomorfo a C(]0, 1]).

Por tanto, obtenemos que ¢; ~ W ~ C([0, 1]) lo cual es la contradiccién buscada (ver [1, Prop. 2.2.2]).
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Ahora, como P \ (X)= es abierto existe un abierto basico

W = ﬁ U[UZ‘7 (ai, bz)]

i=1

tal que pp € W C P\ (X)=.
Ademaés, como g € W tenemos que 0 = po(v;) € (a;,b;) v asi

ai<0<bi, VZ:L,??,

Denotando entonces b = min{b; : i =1,--- ,n}y

se cumple que py € U C W C P\ (X)=.

Sea {x;}5°, una sucesiéon densa en X y definamos la aplicacién p: V' — R tal que dado

Yooiae; €Voes
(o] o
2 <Z ai€i> = Z Am+iTi
i=1 i=1

donde m € N es tal que vy, -+ ,v, € spang{e; : 1 <i < m}.

De forma analoga a lo visto en muchas demostraciones del Capitulo 3 se obtiene que
pePyX,=X, luego pn € (X)=.

Sin embargo, observemos que por la forma de elegir m se tiene que pu(v;) = 0 para cada
i=1,---,n,luego p € U C P\ (X)= y obtenemos la contradiccion buscada.

Proposicién 4.1.3. La clase de isometria de {5 es cerrada en Py y B.

Demostracién:

Los espacios de Hilbert se caracterizan entre los espacios de Banach por cumplir la ley
del paralelogramo (ver [11, Teo. 1.4.6]).

Es decir, dado un espacio de Banach (X, |-||) existe un producto escalar en X que induce
la norma si, y solo si, para cada par de puntos x,y € X se satisface

lz+yl* + lz = yl® =2 [l + |y]*] - (4.1)

La relacién dada en (4.1) se conoce como la ley del paralelogramo y veamos en primer
lugar que una norma en X satisface dicha ley si, y solo si, la satisface en un conjunto
denso.

Efectivamente, sea Y C X denso y tal que se satisface (4.1) para cada par de puntos de
Y. Entonces, dados z,y € X, por la densidad de Y, existen sucesiones {,,}7° 1, {yn}r,
contenidas en Y que convergen a x e y respectivamente y por la continuidad de la norma

lz 4yl + llz = yl* = lim (2 + yol® + |20 — yal®) = lim (2 [l|za]® + yal*]) =

n—o0 n—o0

=2z + lyl*]
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Supongamos ahora que es p € Py, o u € B tal que
(v +w)? + p(v — w)? =2 {,u(v)2 + u(w)ﬂ , Yo,we V.

Como V es denso en X,, y dado v € V es i(v) = p(v), tenemos por lo anterior que fi
satisface la ley del paralelogramo y con ello que X, es un espacio de Hilbert.

En definitiva, dado it € Py 0 it € B tenemos que X, es de Hilbert si, y solo si, u satisface
la ley del paralelogramo en V.

Por otra parte, como X, es de dimensién infinita y separable, tenemos de nuevo por el
teorema de Riesz-Fischer que X, es un espacio de Hilbert si, y solo si, es isométricamente
isomorfo a /5.

Con todo, si denotamos por (f»)L la clase de isometria de £y en Z con Z € {P., B},

tenemos que
(t)Z= (1 Fow
(v,w)ev?2

siendo
Fow={p €T p(v+w)+ plv—w)?=2[u@)?+ pw)?|}.

Para finalizar la demostracién bastara ver que F, ,, es cerrado en Z para cada (v,w) € V2.

oo

Sin més, como Z es un espacio metrizable basta demostrar que si es {1, }°°; una sucesion

en F,,, convergente a cierto u € Z, entonces p € F, .

Por las propiedades de la topologia producto, sabemos que pu,(x) — p(z) para cada
xr €V ycomo

pn (0 + )2 + g (0 = w)? = 2 | (v)? + pan(w)?], Y1 €N,
tomando limites se tiene que

o+ w)* + (o = w)* = 2 [u(v)* + pu(w)’]

y efectivamente p € F),,, lo que concluye la demostracion. B

Continuando con el estudio de la clase de isometria de /5, podemos preguntarnos ahora si
la propiedad de ser cerrada en P, o en B la caracteriza. Es decir, buscamos ver si dado
un espacio de Banach separable X tal que su clase de isomorfia es cerrada, se cumple que
X es isométricamente isomorfo a /5.

Como veremos en el Teorema 4.1.7 la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa, pero
para demostrarlo precisamos previamente de los siguientes resultados.

Teorema 4.1.4. (Teorema de Dvoretzky) FEziste una constante ¢ > 0 que satisface la
stquiente propiedad.

Sea X un espacio normado de dimension finitan, 0 < e < 1/3 y k € N cumpliendo

62

llog(e)|

Entonces, eriste Xo un subespacio de X de dimensién k y un isomorfismo T : Xo — (5
tal que |T|| <1+ey|T7Y =1.

k < clog(n)
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La demostraciéon a este teorema es altamente no trivial pero una demostracion del mismo
puede hallarse en [1, Thm. 13.3.7].

Corolario 4.1.5. El espacio de Hilbert {5 es finitamente representable en cualquier espa-
cio de Banach X de dimension infinita.

Demostracion:

Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita cualquiera, F' un subespacio de dimen-
sion k de o y € > 0.

Debemos ver que existe X, un subespacio de X que es (1 + ¢)-isomorfo a F.

Como F' es un subespacio de dimension finita de /5 tenemos que es un espacio de Hilbert,
y por tanto existe un isomorfismo isométrico S : 5 — F (ver [11, Cor. 1.12.24]).

Ahora, tomemos 0 < § < min{e,1/3} y n € N tal que
52

kE<c log(n)m

siendo ¢ > 0 la constante dada por el teorema de Dvoretzky.

Entonces, por dicho teorema? existe X, un subespacio de X de dimensién ky T : Xg — (%
un isomorfismo tal que ||| <1+ y [T = 1.

Con todo, definiendo L = S oT : Xy — F tenemos que es un isomorfismo entre ambos
espacios y ademas, dado = € X

IL@)p < IS o Tzl x < ISHITH =] x < T+ 0) llzlx < (T +e) |zl x

HSCHX Hx”X 1 1
IL(z)|p > > =|z|x > A+ z]lx > A1 +e) |zl
PSS o) Y = T S * * *

Con todo, queda demostrado que Xy y F son (1 + ¢)-isomorfos y concluimos la demos-
tracion. @

Lema 4.1.6. 57 X es un espacio de Banach separable de dimension infinita e Z cualquiera
de los espacios P 0 B, entonces se cumple que

()L C clg ((Xé) .

Demostracion:

Por el Corolario 4.1.5 sabemos que cualquier espacio isométricamente isomorfo a f5 es
finitamente representable en X y por la Proposiciéon 3.2.12

()L C {p € T: X, es finitamente representable en X} = clz (<X)I)

tal como queriamos demostrar. ll

Podemos ahora si demostrar la caracterizacion del espacio /5 deseada.

4 Basta aplicarlo a Y un subespacio cualquiera de X de dimensién n.
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Teorema 4.1.7. FEl espacio de Hilbert {5 se caracteriza como el unico espacio de Ba-
nach separable de dimension infinita cuya clase de isometria es cerrada en I, siendo T
cualquiera de los espacios P 0 B.

Demostracion:

Por la Proposicién 4.1.3 sabemos que (f5)L es cerrado en Z, con lo que resta ver que si es
X un espacio de Banach separable de dimensién infinita tal que (X)Z es cerrado, entonces
X es isométricamente isomorfo a 5.

Sin més, si (X)L = clg ((X)é) por el Lema 4.1.6 tenemos que ((3)L C (X)L, luego
tomando p € (£3)Z se cumple que p € (X)L y conello, lr =X, = X. R
Pasemos ahora a estudiar la clase de isomorfia de /5 para lo cual, tal como hemos hecho

con las clases de isometria, veamos primero un resultado general en cierto modo analogo
a la Proposicién 4.1.1.

Proposicion 4.1.8. 5i X es un espacio de Banach separable de dimension infinita e
T € {P, Pu, B}, entonces (X)L no es cerrada en T.

Demostracion:

Observemos que basta demostrar que (X)L es denso en Z.

Efectivamente, si esto es cierto y fuera la clase de isomorfia cerrada entonces se cumple
que
(X)L = Iz (X)) = .

Por tanto, tomando Y un espacio de Banach separable de dimension infinita cualquiera
no isomorfo a X tenemos que (Y)L C (X)L, pero esto implica que Y ~ X y tenemos
pues una contradiccion.

Por otra parte, para probar la densidad de la clase de isomorfia basta ver que todo
espacio de Banach separable es finitamente representable en (X)L, pues en este caso por
la Proposicién 3.2.12 tendriamos que

clr ((X)i) = {u € 7 : X, es finitamente representable en (X)i} =7

lo que prueba la densidad.

Realmente vamos a demostrar algo mas fuerte que implica la representabilidad finita, pues
veremos que dado W un espacio de Banach separable y F' un subespacio de dimensiéon
finita de W, existe u € (X)L y F un subespacio de X, tal que F'y F son isométricamente
isomorfos.

Sin mas, como X tiene dimension infinita y F' tiene dimensién finita, el Corolario B.12
nos asegura la existencia de dos subespacios cerrados F,Y de X tales que E es isomorfo
a Iy X es suma directa topolégica® de E e Y.

5 Recordemos que si X es un espacio vectorial e Y, Z son dos subespacios de X, se dice que X es suma

directa algebraica deY y Z, lo cual se representa por X =Y @ Z si se cumplen:
(i) Cada elemento x € X se puede expresar como x =y + z para ciertosy € Y,z € Z;
(i) YNZ={0x}.

Las condiciones anteriores garantizan ademaéas que la expresién de un elemento de X como suma de
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Asi, si definimos el espacio de Banach Z = F' x Y con la norma usual, tenemos que
Z/=FXY~FExY~X.

Ademés, si definimos F' = F x {0y}, es claro que este subespacio cerrado de Z es isomé-
tricamente isomorfo a F'.

Con todo, se cumple que
(Z)L C(Z)L = (X)L

con lo que tomando p € (Z)L cualquiera se tiene que p € (X)L.

Ahora, siesT': Z — X, un isomorfismo isométrico entre ambos, basta definir £/ = T’ (F)

y observamos que u € (X)L y F es un subespacio de X, tal que F = F = F, justo como
queriamos demostrar. l

La proposicién anterior puede generalizarse (ver [12, Prop. 4.6]) mostrando que, salvo
quizd para la clase de isomorfia (G)L donde G es un espacio de Banach conocido como

espacio de Gurarii, ninguna clase de isomorfia puede ser tampoco G5 en Z.

En particular tenemos pues que la clase de isomorfia de ¢ no puede ser Gy, con lo que el
siguiente paso légico es preguntarse si sera entonces un conjunto Fy, lo cual es precisamente
lo que demostraremos a continuacion.

Para abordar la prometida demostraciéon debemos introducir antes la nociéon de tipo y
cotipo de un espacio de Banach, y un famoso resultado al respecto conocido como teorema
de Kwapién.

Definicién 4.1.2. Dado X un espacio de Banach decimos que tiene tipo p para algin
1 < p <2, siexiste una constante C' > 0 tal que para cualquier conjunto finito {x;}?, de
elementos de X se cumple que

p\ /P

1
Y

ee{-1,1}n

n n 1/p
i=1

i=1

elementos de Y y Z es tnica.

St ademds X es un espacio normado, se dice que X es suma directa topoldgica de Y y Z si es
suma directa algebraica de dichos subespacios y la aplicacion

p: YxZID) — X ]x)
(y,2) — Ytz

es un isomorfismo.
Diremos que un subespacio cerrado Y C X estd complementado si existe otro subespacio cerrado
Z de X tal que X es suma directa topoldgica de Y y Z.

La norma ||| - ||| es la norma estdndar para el producto cartesiano de dos espacios normados.
Es decir, si X e Y son dos espacios normados, se define la norma en X x Y

)l = lzlx +lyly , Ve e X,y e Y.

Con dicha norma X X Y es un espacio normado (el cual ademés es de Banach si ambos espacios lo
son) cuya topologia asociada es la topologfa producto.
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De igual modo, decimos que X tiene cotipo q para algin 2 < g < 00, si existe una
constante C > 0 tal que para cualquier conjunto finito {x;}"_, de elementos de X se

cumple que
q) 1/q

Teorema 4.1.9. (Kwapién) Un espacio de Banach X tiene tipo y cotipo 2 si, y solo si,
X es isomorfo a algun espacio de Hilbert.

n
Z&mi

i=1

() < (zn >

ee{-1,1}n

Como ocurria con el teorema de Dvoretzky, la demostracion del teorema de Kwapién es

demasiado compleja para incluirla en el texto pero su demostracion puede consultarse en
[1, Thm. 7.4.1].

Con esta poderosa herramienta, podemos ya demostrar que la clase de isomorfia de /5 es
un conjunto Fy.

Proposicion 4.1.10. La clase de isomorfia de {5 es un conjunto F, en P y B.

Demostracion:

Como hasta ahora, denotemos por Z cualquiera de los espacios Py, 0 B.

Observemos que p1 € (l2)% si, y solo si, X, es isomorfo a {5 y veamos que esto es equivalente
a que X, tenga tipo y cotipo 2.

Efectivamente, si X, tiene tipo y cotipo 2 por el teorema de Kwapién serd isomorfo a un
espacio de Hilbert, y puesto que es separable concluimos que serd isomorfo a /.

Reciprocamente si X, es isomorfo a ¢5, dado que el tipo y cotipo son invariantes por
isomorfismos (ver [1, Remark 6.2.11]) y nuevamente por el teorema de Kwapién (5 tiene
tipo y cotipo 2, concluimos que X, también tiene tipo y cotipo 2.

Asi, tenemos que p € (€2)Z si, y solo si, X, tiene tipo y cotipo 2, luego si, y solo si, existen
constantes C, D > 0 tales que para cualqmer conjunto finito {I,}Z:1 C X, se cumple que

n ~ 1 ~ n 2 n .
Zu ;) 27 Z /L(ZQ%) <C Z,u ;)2 (4.2)

ce{-1,1}n  \i=1

3 = \

Veamos ahora como simplificar (4.2).

En primer lugar, es claro que (4.2) es equivalente a la existencia de cierto M € N tal que
para cualquier conjunto finito {z;}}., C X, se cumple que

G ¥ i(San) < MYa (1)

i=1 ce{-1,1}n

Por otra parte, gracias a la densidad de V en X,,, veamos que (4.3) es equivalente a la
existencia de cierto M € N tal que para cualquier conjunto finito {v;}.; C V se cumple
que

HONTUEFCID VY DS RERTH oL (4.9

ee{-11}n  \i=1 i=1
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Efectivamente, como V' C X, y para cada v € V se tiene que u(v) = fi(v+ N,) la
implicacién de (4.3) en (4.4) es clara.

Reciprocamente, si es {x;}j_; un subconjunto finito cualquiera de X, como V es denso
en X, existen sucesiones {v] 152, C V tales que v} + N, — x; para cada i = 1,--- ,n.
j-)OO

Por tanto, si (4.4) es cierta, considerando nuevamente que u(v) = fi (v + N,) para cada
v € V, tenemos entonces que

]\Ziﬂ(v + N, < 21 > u((Z& >+N> 2:: (v} + N,)?, VjeN.

1=1 ee{-1,1}»

Por la continuidad de fi en X, tomando limites cuando j tiende a infinito obtenemos
finalmente que

con lo que (4.3) es cierto.

En definitiva, si denotamos por W la familia de subconjuntos finitos no vacios de V' y
definimos para cada M € Ny v = {v;}?_, € W los conjuntos

Fyz{uez&éuwg; > u(ieiw) gMiu(m?},

ee{—1,1}n i=1 i=1

hemos obtenido que
L=U N F"
MeN veWw
Ahora, de forma completamente andloga a la demostracion de que los conjuntos F), ,, eran
cerrados en la Proposicién 4.1.3, se ve que para cada M € Ny v € W los conjuntos FM

son cerrados en Z, con lo que efectivamente podemos concluir que (f3)Z es un conjunto
F,enZ 1

Para finalizar la secciéon veremos que, de forma andloga a lo visto para las clases de
isometria, ¢, se caracteriza por ser el unico espacio de Banach separable de dimension
infinita cuya clase de isomorfia es F,, en Py, v B.

Para demostrarlo precisamos de un nuevo concepto como es el de bases de Markushe-
vich y de ciertos resultados de existencia asociados a ellos que exponemos brevemente a
continuacion.

Definiciéon 4.1.3. Sea X un espacio de Banach e I un conjunto no vacio.

Una familia {(z;, ) }ier de pares de X x X* se dice que es un sistema biortogonal en
X x X* si para cada par de indices 1,7 € I se cumple que x}(x;) = 6;; siendo 0;; la delta
de Kronecker.

Una familia {x;};c; de elementos de X se denomina sistema fundamental en X si
X =span{x; :i € I}

Un sistema biortogonal {(x;,xf)}ier en X x X* se dice fundamental si {z;};c; es un
sistema fundamental en X.
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Un sistema biortogonal {(x;, x})}ier en X x X* se dice que es total si al considerar en
X* la topologia débil-* se cumple que

X* =span{z; :i € I}.

Por ultimo, una base de Markushevich o M-base de X es un sistema biortogonal,
fundamental y total en X x X*.

Aunque en la demostracion sobre la caracterizaciéon de la clase de isomorfia de ¢y em-
plearemos el concepto de M-base, la propiedad de ser total no serd necesaria en ningtin
momento. Por tanto, no entraremos en detalles sobre recordar qué es la topologia débil-*
y simplemente relegamos al lector interesado a la Seccién 3.2 y al Capitulo 4 de [34].

Para la demostraciéon mencionada necesitaremos los siguientes resultados, cuyas demos-
traciones pueden consultarse en [18, Fact 1.5, Thm. 1.22, Thm. 1.45] respectivamente.

Proposicién 4.1.11. Sea X un espacio de Banach, I un conjunto no vacio y {(x;, x})}ier
un sistema biortogonal fundamental de X x X*. Entonces, dado A C I finito y B=1\A,
se cumple que

X =span{x; : i € A} @ span{z; : i € B}

donde la suma es directa topoldgica.

Teorema 4.1.12. (Markushevich) Todo espacio de Banach separable tiene una M -base
numerable.

Teorema 4.1.13. (Gurarii, Kadets) Sea X un espacio de Banach separable, Y un
subespacio cerrado de X y {(x;, fi)}32, una M-base de Y. Entonces, existen sucesiones
{71321 € X, {g;}321 C X* y eatensiones de cada f; (que por abuso de notacion denota-
mos nuevamente por f;) a funcionales continuos en X, de modo que

{(@i, fi) 2, U {(zﬁgj)};o:l
es una M-base de X.

Una ultima observacién importante es que si {(x;, ) };er s una M-base de un espacio
y g €
de Banach X, entonces el conjunto {z;};c; es linealmente independiente en X.

Efectivamente, sea {x1, -+ , x,} cualquier subconjunto finito de {z;};c; y supongamos que
existen ciertos escalares oy, - - - , «,, tales que

a1y + -+ o, = Ox.
Aplicando entonces a la igualdad anterior cada x} asociado obtenemos que
a; =z (qxy + -+ apx,) =0, Vi=1,--- 'n

lo que prueba la independencia lineal.

Con todo, podemos ya demostrar el otro teorema de caracterizacién de ¢y prometido.
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Teorema 4.1.14. FEl espacio de Hilbert {5 se caracteriza como el unico espacio de Banach
separable de dimension infinita cuya clase de isomorfia es un conjunto F, en I, siendo

7 € {P, B}.

Demostracion:

Ya vimos en la Proposicion 4.1.10 que la clase de isomorfia de ¢5 es un conjunto F, en Z,
con lo que resta ver que si es X un espacio de Banach separable de dimensién infinita no
isomorfo a /5, entonces su clase de isomorfia no es un conjunto F, en Z.

Antes de comenzar con la demostracién, introduzcamos cierta notacion.

Denotaremos por 7, el subconjunto de N™ formado por todas las n-tuplas cuyas coorde-
nadas son todas distintas y por 7T la unién de todos estos conjuntos, es decir,

T=UTx
n=0

donde Ty = {@}.
Dado ahora v € T denotaremos la longitud de la tupla por |y| y su rango por rng(7).

Ademés, si 7 es otro elemento de T diremos que v C 7' si |y| < || y 7/(¢) = v(¢) para
cada 1 <1 < ||

Por ultimo, definiremos para cada v € T y u € Z el conjunto

5l ol
M) = {V €cl:v (Z aiei) =W (i: aiey(i)) 5 v(ai)gl € QM} :

i=1 i=1

Supongamos pues, por reduccion al absurdo, que existe X un espacio de Banach separable
de dimensién infinita tal que X % (5 pero existe una sucesién de cerrados {F,}22, en 7
tales que

(X)L = 61 F,.

Comencemos viendo la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1: Para cada p € 7 tal que
x)Lc UF,
n=1
existe un vy € T y cierto m € N tal que
M) NF, +@

para todo v € T tal que v C 7.

Demostraciéon de la Afirmacién 1:

Supongamos por reduccién que la afirmacion no es cierta, es decir, que existe cierto u € 7
tal que

(X)L c U F,
n=1
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pero dados v € T y m € N existe cierto v/ € T tal que y C vy Ml]/ Nk, =4a.

En particular, si v = @ y m = 1, se tiene que existe cierto v’ € T tal que Ml’ NF,=a.
Ahora, si 1 € rng(v’) definimos v; = ' y si no es asf definimos® vy, =/ "1.

Observamos entonces que M" C M,’]’ luego M' N Fy = @y que || > 1.

Si ahora es v = 71 y m = 2, de nuevo existe cierto v € T tal que vy C +' y MZ’ Nk =0.
Nuevamente, si 2 € rng(y’) definimos 75 = v’ y si no es asi definimos v = 7'~2.
Observamos ahora que M)? C Ml' luego M* N Fy = &, que 71 C 72 y que |72| > 2.

Continuando este proceso (rigurosamente, usando el axioma de elecciéon dependiente)
podemos construir una sucesion {7, }°°; C 7 cumpliendo:

= |y >n, Vn €N;
" Y C Yns1, VR EN;
» n €rng(y,), Vn € N;

u MJ"ﬂFnZQ, Vn € N.

Definamos ahora la biyeccién” 7 : N — N dada por 7(j) = 7;(4), la cual cumple que
Yo, C m para cada n € N.

Definamos también la aplicacion pg : V' — R tal que para cada Y ;°, a;e; € V es
Ho <Z aiei> =p (Z Clz'%(z’)) .
i=1 i=1

Es claro por la definicién que py es una pseudonorma en V' y ademas, si consideramos la
aplicacion J : coo/N,, — X, dada por

J ((Z am) + N,m) = (Z aieﬂ(i)> + Ny,
i=1 i=1

6 Recordemos que con el simbolo —~ denotamos la concatenacién de sucesiones finitas definida al co-
mienzo de la Subseccién 2.1.2.

Veamos que 7 es efectivamente una biyeccién que cumple lo deseado.

En primer lugar, observemos que estd bien definida pues sabemos que |vy;| > j.
Ademés, dado n € N si tomamos m € N tal que m > |y,| > n, como v; C v, para cada i < m, se
tiene que

M (J) = 1m(i) =) = 7(4), Vi < |l
lo que prueba que v, C 7.
Por otra parte, si ¢ < j entonces sabemos que y; C y; y como v; (i) # ;(j) pues ; € T, se tiene que

(i) = 7i (1) = ;i) # 7;(4) = 7 (5)

obteniendo que 7 es inyectiva.
Por dltimo dado j € N, como j € rng(vy;) y v; C 7, tenemos que existe ¢ € N tal que

J =) =m(i)

lo que prueba la sobreyectividad de 7.
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se ve de forma andloga a lo visto en varias demostraciones del Capitulo 3 que esta bien
definida, que es una isometria lineal y que J(coo/N,,,) es denso en X, conlo que X,,, = X,.

En particular, esto muestra que g € Pyo.

Ademas, si Z = B tendriamos que p € B luego

0 =To (Z ai€i> = [ (Z Clz'@r(i)) A Z aien(iy = Ocyy < a; = 0,Vi €N,
i=1 i=1 i=1

demostrando que pg € B.
En cualquier caso tenemos pues que py € Z.

[vn

Atln més, g € M para cada n € N pues dado (ai)lzl‘ € Qh=l se cumple que

[n | [ [n

Ho Z ;€ | = W Z AQi€r@) | = U Z @€+, (i)
i=1 i=1 i=1
Con todo, como M) N F, = & para cada n € N, lo anterior prueba que

n=1

Por otra parte, como X,,; = X, tenemos que
o
po € (X)Z c U Fa
n=1

y obtenemos finalmente la contradiccién buscada. W

Como estamos suponiendo que X 2 5, por el problema del espacio homogéneo® tenemos
que debe existir Y, un subespacio cerrado de dimensién infinita de X, tal que Y no es
isomorfo a X.

Ahora, como por la Proposiciéon 1.1.11 Y es un espacio de Banach separable, el Teorema
4.1.12 asegura la existencia de una M-base numerable de Y y por el Teorema 4.1.13
sabemos que esta puede extenderse a una M-base numerable de X.

Es decir, podemos suponer que existe una M-base numerable {(z;,z})}ien de X y un
subconjunto infinito I C N tal que {(z;, z}|y)}ier es una M-base de Y.

Definamos ahora ;o : V' — R tal que dado >>7°; a;e; € V es

H (Z ai@) = Z ;T
i=1 i=1

X

8 Un espacio de Banach de dimensién infinita se dice que es homogéneo si es isomorfo a todos sus

subespacios cerrados de dimension infinita.

Es un resultado bésico de andlisis funcional que cualquier espacio isomorfo a f5 es homogéneo (ver
[11, Cor. 1.12.28]) y Banach se pregunté en su obra [4] de 1932 si el reciproco también era cierto, es
decir, si cualquier espacio homogéneo es isomorfo a f5. Este enunciado se conoce como el problema
del espacio homogéneo y aunque su respuesta resulto ser afirmativa, tuvieron que pasar casi 70 afios
hasta que Gowers lo demostré6 en sus articulos de 1996 y 2002, [16] y [17].
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De la propia definicién se obtiene facilmente que p es una pseudonorma en V' y, teniendo
en cuenta que el conjunto {z;}°, es linealmente independiente, se comprueba como ya
hemos visto en varias demostraciones del Capitulo 3 que & es una norma en cq, es decir,
que p € B.

Ademas, utilizando de nuevo las técnicas vistas en el Capitulo 3 se obtiene que X, = X.

Por tanto, en cualquier caso tenemos que p € Z'y
(XZ=(XLc(X)i= F.

Por la Afirmacién 1 tenemos entonces que existen v € 7 y m € N tales que Ml]/ NE, #9
para cada 7y € T con vy C 7.

Puesto que I es infinito y rng(~y) es finito, podemos tomar un subconjunto infinito? I de
I tal que ’I\]N‘ = |rng(y) \ I] e (I \ 1) Ng(y) = 2.

Observemos ademés que con esta eleccion se tiene que rng(y) \ I = rng(y) \ I y as
mg(y) \ 1| = |1\ 1]. (4.5)
Definamos ahora los espacios

Z = span{ei ielu (rng(w)\f)} C Xy,

W = span{xi ielu (rng(*y)\f)} Cc X.

Afirmacién 2: Si denotamos por Z = clx, (Z) y W = clx (W) se cumple que

(Z.) = (W, | ]1x)-

Demostracion de la Afirmacién 2:

Denotemos por J = I U (rng(v) \ f) y sea f : Z — W la aplicacién lineal dada por
f(e;) = x; para cada i € J.

Observemos en primer lugar que f es una isometria pues dado Y ,c;a;e; € Z, siendo
unicamente una cantidad finita de a; no nulos, se tiene que

Hf (Z ai€i> Z ;5 = /_L (Z a,-ei) .
ieJ X 1eJ

icJ
Por el Teorema B.6 tenemos entonces que existe una tnica extensién F : Z — W de
f tal que sigue siendo una isometria lineal y por tanto, basta ver que F' es sobreyectiva
para concluir que Z = W.

X

En primer lugar, observemos que por la linealidad de f tenemos que f(Z) = W.

Por tanto, sies x € Wy {2"}°°, C W tal que 2" LLEY z, existe {z"}>°, C Z una sucesién
tal que f(2") = ™.

9 Siesl=|rng(y)\ I|, basta tomar iy,--- ,i; € I\ rng(y) y definir [ = I\ {iy,--- ,i}.
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Ahora, para cada n,m € N se cumple que

p(z" = 2") = [l (2" = 2l = lle™ = 2™k
y como {z"}>°, es de Cauchy (por ser convergente) en X, tendremos que {2"}7°, es de
Cauchy en Z.

e . : . . - i
Como este ultimo espacio es completo, concluimos que existe cierto z € Z tal que 2" — z.

Con todo, se cumple por la continuidad de F' que

F(z) = lim F(z") = lim f(z") = lim 2" ==z

n—oo n—o0 n—oo

y con ello, que efectivamente I’ es sobreyectiva tal como queriamos ver. l
Observemos ahora que si denotamos por J = I U (rng(’y) \ T ) se tiene que {(x;, 2} |37) bies

es un sistema biortogonal fundamental en W x W' pues:
" C(,’ﬂw(x]) - 51}]" Vlaj € Ja
» spanf{w; : i € J} = cly (span{z; : i € J}) = clx (span{ax; ;i € J}) NW = W.

Por tanto, aplicando a este espacio la Proposicién 4.1.11 con A = rng(y) \ I obtenemos
que

W:span{:ci:ierng(y)\f}@spﬁ{xi:iEf}. (4.6)

De igual modo, puesto que {(z;, ¥}|y)}icr es un sistema biortogonal fundamental de Y,
aplicando la Proposicién 4.1.11 con A = I \ I obtenemos que

Y:Span{xi:ie[\f}@spﬁ{xi:ief}. (4.7)

Con todo, tenemos pues que

ZEW(Z%) span{xi:iErng(v)\f}XSpﬁ{xi:iEf} :R|mg(7)\i’><span{xi:i€]~}:

(;)R‘I\i’xspﬁ{xi:ief}ZSpan{Ii3i€]\j}xm{xi:ief} (fﬂy'

Es decir, hemos probado que Z ~ Y con lo que, en particular, Z % X.

Sea ahora h : N\ |y[ — I\ rng(7) una biyeccién cualquiera y definamos la biyeccién
¢ : N — I Urng(y) dada por

V(i) st i <yl
(i) =
h(i) si i> |y

Definiendo ahora la aplicacién v : V' — R tal que para cada > ;°, a;e; € V

v (Z ai€i> =M <Z ai€¢(i)> )
i=1 i=1
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se observa facilmente que v € B, luego en cualquier caso, v € Z.

Ademaés, tal como ya se ha visto en otras demostraciones se prueba que X, = Z, con lo
que en particular obtenemos que X, % X.

Afirmacion 3: v € F,,.

Observemos que tras demostrar la Afirmacién 3 el teorema quedara demostrado pues,
como F,, C (X)L, si v € F,, entonces X, ~ X obteniendo la contradiccién buscada.

Demostracién de la Afirmacién 3:

Como F,, es cerrado en Z basta ver que v € clz (F,,), es decir, que dado cualquier abierto
bésico que contiene a v su interseccion con F), es no vacia.

Sin més, supongamos que

ve () U, (a,b)NI)

-

=1

para ciertos v; € V', a;,b; € R.

Denotando por € = min{v(v;) — a;,b; —v(v;) :i=1,--- ,n}y

U= ﬁ (Ulvi, (v(vi) —e,v(v;) +€)]NT)

=1

se tiene que

velUC ﬁ (Ulvi, (a;,0,)] N T),

i=1
con lo que basta ver que U N F,,, # .

Es decir, basta ver que existe cierto y' € F,, tal que
I (vs) —v(v)| <e, Vi=1,--- n.

Sea pues L € N tal que L > || y de modo que vy, -+ ,v, € spang{e; : i < L}.

Si denotamos por ¢ = (¢(1),--+ ,¢(L)), como v C ¢ v ¢ € T (por ser ¢ inyectiva), se
tiene que

M7 NF, #2.
Sea pues p' un elemento de dicha interseccion.

Entonces, por un lado es claro que y’ € F,, y por otro, como ' € M7, tenemos que para
cualquier elemento Y-/, ase; € spang{e; : i < L} se cumple que

L L L L
W (Z aﬁz‘) = <Z az‘%(i)) = 1 (Z az‘%(i)) =v (Z aﬂz’) -
i=1 i=1 i=1 i=1
En particular tenemos que p/(v;) = v(v;) para cada i = 1,--- ;n, con lo que i’ es efecti-

vamente la pseudonorma buscada y podemos concluir la demostracién. B

4.2. Otros ejemplos relevantes

Comencemos la secciéon con un resultado que nos garantiza que, por muy complicada que
sea la descripcién de un espacio de Banach separable, su clase de isomorfia e isometria
siempre podremos clasificarlas dentro de la jerarquia que hemos establecido.
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Proposicion 4.2.1. Si Z un espacio de Banach separable entonces su clase de isomorfia
e isometria es analitica para cualquiera de las codificaciones estudiadas.

Demostracion:

Sea X un espacio de Banach separable universalmente isométrico y 7 cualquier topologia
admisible sobre X.

Observemos en primer lugar que basta ver que el conjunto
(Z)SBX) —[F e SB(X): F~ Z}

es analitico en SB(X).

Efectivamente, teniendo en cuenta el Teorema 2.3.4 y las Proposiciones 3.1.1 y 3.1.6, la
topologia admisible y el espacio universal X son irrelevantes. Ademas, si dicho conjunto
es analitico en SB(X), por la Proposicion 2.3.1 también sera analitico

(Z)5B=X) — [F € SB(X): F ~ Z}

en SBo(X).

Por otra parte, si es ¢ : P — SB(X) la aplicacién dada en el Teorema 3.3.7 observemos
que

<Z>z ={peP: X, ~7}= {,u eP:o(n) e <Z>iB(X)} _ ¢—1 (<Z>iB(X))‘

El Teorema 2.3.4 nos garantiza entonces que si (Z >iB(X)

bién lo es.

es analitico, entonces (Z)Z tam-

Por tltimo, la Proposicién 2.3.1 nos permite concluir, tal como en el caso para SB.(X),
que el resultado es también cierto sustituyendo P por P, o B.

Para probar lo deseado, consideremos {z,}5°; una sucesién de vectores linealmente inde-
pendientes en Z tales que
7 =span{z, : n € N}

y definamos el conjunto'’

B ={({za};21 F) € X" x SB(X) : @, € F,Yn € NA{w,} ~ {z,} Aspan{z,} = F}.

10 Dadas dos sucesiones {1,521, {2, 52, en X y Z respectivamente, diremos que son equivalentes, lo
que representamos por {x,} ~ {2z, }, si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) Eziste un isomorfismo f :span{x,} — Span{z,} tal que f(x,) = z, para cada n € N;
(ii) Existe C > 0 tal que para cada k € N yr € QF se cumple que

k
E TiZg
i=1

k

§ TiZ;

i=1

k

§ TiZ;

=1

1

— <
c <

<C
z

X X
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Afirmacién 1: El conjunto B pertenece a la clase 11 en XN x SB(X), luego es un
conjunto de Borel.

Demostracién de la Afirmacién 1:

Observemos que B es la interseccion de los conjuntos
By ={({za};21, F) € X" x SB(X) : 2, € F,¥n € N},
By = {({za};2i, F) € XN x SB(X) : {wn} ~ {zn}},
By = {({za}i21, F) € X" x SB(X) : F C span{z,} } .

Por tanto, basta ver que cada uno de ellos pertenece a una clase igual o inferior a II3.
Comencemos viendo que B; pertenece a la clase Hg.
Si denotamos por

C={(z,F)e X xSB(X) :z € F},
sabemos por el Teorema 2.2.5 y lo dicho tras la Proposicién 3.1.1 que es un conjunto IT9
en X x SB(X).
Observemos ademas que

{z.}, F)eB &, € F,¥YneN& (2,,F) € C, Vn e N& {(z,, F)};2, € [] C.

neN

Por tanto, definiendo

f: XY x SB(X) — [[(X x SB(X))

neN

dada por
f({xn}7F) = {(l‘m F)}zo:h
tenemos que
By =f" (1‘[ (J) .
neN

Si vemos entonces que f es continua, puesto que []C' es un conjunto'* I en
[1(X xSB(X)), podemos concluir que efectivamente B; es un conjunto I19 en XNx SB(X).

1 Como C € (X x SB(X)) tenemos que serd la interseccién de una sucesion {4,,}°_; de abiertos

en X x SB(X), y asf
e-T0( N 4] - A (T

neN neN \m= m=1 \neN

Para cada m € N, el producto [] 4,, es un conjunto I19 en J[J(X x SB(X)) pues
T 4n (Hpk,n),
neN k=1 \neN

donde Dy, es Ay, sin =k y X x SB(X) en otro caso.
Asf, [T C es interseccién numerable de conjuntos I19 y por tanto, un conjunto I19.
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Para ver pues que f es continua, por las propiedades de la topologia producto, basta ver
que 7, o f es continua para cada proyeccion m,, de [T(X x SB(X)).

Observemos que dado ({z,}, F) € XN x SB(X), si denotamos por §; las proyecciones para
XN x SB(X), por py la proyecciones en XM y por I la identidad en SB(X), se cumple
que

(mmof)({wn}, F) = mm ({ (20, F)1521) = (@m, F) = ((pm © 01)({zn}, F), (I 0 02)({2n}, F)) -

Por tanto, como p,, o d; e I o §; son continuas, obtenemos que efectivamente m,, o f es
continua y con ello lo es f como queriamos ver.

A continuacién, veamos que By pertenece a la clase Eg.

Continuando con la notacién de d; para las proyecciones de X x SB(X) comencemos

observando que
By = 67" ({{wn} € XM {a} ~ {zn}}).

Entonces, como d; es continua, basta ver que el conjunto
By = {{zn} € XV : {wn} ~ {zn}}

pertenece a la clase X9 de X

Observemos que, por la definicién de equivalencia de sucesiones, {z,} € B} si, y solo si,
existe un C' € Q7 tal que para cualquier natural k y cualquier vector r = (ry,--- ;) € QF
se cumple que

<
b

<C
z

k
DTt
i=1

k
> riz
i=1

k
> Tii
i=1

1
¢ X

Por tanto, definiendo para cada C € Qt, k € Ny r € Q* los conjuntos cerrados

g

k
Z T35

=1

<
b

<C

1
EC,k,r = {{xn} - XN D=
C Z

k
Z r,T;
=1

k
Z T Z;
=1

tenemos que

By= U N N Eckr

CeQt keN reQk
y efectivamente pertenece a la clase ¥9 de XV,
Para terminar, veremos que Bg pertenece a la clase Hg.

Sea {fp}52, la sucesién de funciones continuas del Teorema 3.1.4 y observemos que

({zn}, F) € By & F C span{z, : n € N} & clx ({f,(F) : p € N}) C span{z,, : n € N} &
& f,(F) € spanf{z, : n € N}, ¥p € N.

Ademas, por la definicién de clausura, la ultima expresiéon es equivalente a que para cada
peNyeeQT, existan ciertos m € Ny ¢ = (q1, -+, qm) € Q™ tales que

<e.

L) =S g
=1

X
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Denotemos pues para cada p € N, e € QF, m € Ny ¢ € Q™ los conjuntos

Ss}.
X

Entonces, por la continuidad de las funciones f,, y de la norma en X, se ve facilmente que
los conjuntos Ej, . 4 son cerrados y con ello, para cada p € Ny ¢ € Q7 los conjuntos

Ep,a: U U E,e,m,q

meN geQ™m

L) =S g,
=1

Epemq = {({xn};'fl, F) e X" x SB(X):

son X9 en XN x SB(X).
Por las equivalencias vistas al comienzo tenemos finalmente que

B3:m ﬂ E,E7

pEN ecQt
con lo que efectivamente
Bs € Y (XN x SB(X))
y podemos concluir la demostracion. Il

Si denotamos entonces la proyeccién sobre SB(X) por 7 y vemos que

m(B) = (Z)Z"%,

B(X)

por el Teorema 2.3.2 concluimos que efectivamente (Z)2 es analitico en SB(X).

Comencemos viendo que
(Z)3BX) c n(B).

Si F € (Z)iB(X), entonces existe f : Z — [ un isomorfismo y podemos definir la

sucesion {x,}5°, como

xn, = f(zn), ¥n € N.
Esta sucesion cumple:
= 1, € I' para cada n € N.
= Como f es lineal se tiene que
span{z, : n € N} =span{f(z,) : n € N} = f (span{z, : n € N}),
y como también es un homeomorfismo entre los espacios Z y F,

span{z, : n € N} =clp (f (span{z, : n € N})) = f (span{z, : n € N}) = f(Z) = F.

» Las sucesiones {z,,} y {z,} son equivalentes pues la restriccién de f a la envoltura
lineal cerrada de los z, es un isomorfismo en su imagen, y por el punto anterior
dicha imagen es precisamente la envoltura lineal cerrada de los z,,.
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Lo anterior prueba pues que
({za}p2i F) € B
y con ello que
F=n({z.}i2), F) € n(B).
Esto prueba la inclusion y para finalizar resta tinicamente ver la inclusion contraria.

Sin mas, si F' € w(B) entonces existe una sucesion {z,}°°, de elementos de X tal que
({z,}, F) € B, y por tanto cumpliendo que

F =span{z, : n € N}.
Ademés, por ser {z,} ~ {z,} también se cumple que
span{z, : n € N} ~ span{z, : n € N},

con lo que en definitiva
F ~span{z,:ne N} =7
SB(X)

y concluimos que efectivamente F' € (Z)
Esto finaliza la demostracién para las clases de isomorfia.
Consideremos la siguiente definicion:

Dadas dos sucesiones {x, o2 ,,{zn}02 en X y Z respectivamente, diremos que son iso-
métricamente equivalentes, lo que representamos por {x,} = {z,}, si se cumple cualquiera
de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) Existe un isomorfismo isométrico f : span{x,} — span{z,} tal que f(z,) = z,
para cada n € N;

(ii) Para cada k € N yr € QF se cumple que

k
Z Tizi
i=1

k
Z T34
i=1

X Z

Cambiando entonces la condicion {x,} ~ {z,} de B por {z,} = {z,}, se demuestra de
forma completamente andloga que las clases de isometria también son analiticas. B

Con el resultado anterior en mente, pasamos ahora a enunciar los resultados de clasifica-
cién conocidos para los espacios de Banach separables mas importantes:

1. Espacios de sucesiones £,

En la seccion anterior hemos estudiado en detalle el espacio de sucesiones /5, mostrando
no tan solo sus clases de isomorfia e isometria, si no caracterizandolo a través de ellas.

La siguiente pregunta logica seria pues:
s Qué ocurre con el resto de espacios de sucesiones £, para p € [1,2) U (2, 00)?

Una primera respuesta a esta pregunta la hallamos en [12, Thm. 6.1] donde los autores
prueban que, para 1 < p < oo con p # 2, se tiene que la clase de isometria de los espacios
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¢, es un conjunto II3 tanto en P, como en B, y que ademds no pertenece a ninguna clase
de Borel inferior.

Si nos fijamos ahora en lo visto en la seccién anterior para el caso de £y, podriamos pensar
que la la clase de isomorfia de estos espacios de sucesiones estard un escalén por encima
de la de la clase de isometria, es decir, serd un conjunto X3, IT} o cercano a este orden.

Sin embargo, en [15, Thm. 4.11] se demuestra que la clase de isomorfia de los espacios ¢,
para para 1 < p < 0o con p # 2 es un conjunto’® IIY | (SB(X)).

Se tiene entonces por los Teoremas 2.2.5, 2.2.6 y los resultados vistos en la Secciéon 3.3,
que la clase de isomorfia de £, para 1 < p < oo con p # 2 es también un conjunto 1% 41
tanto para P,, como para B.

Ahora bien, a diferencia de los resultados para las clases de isometria, este resultado en
[15] no se sabe si es éptimo. Es decir, podria ocurrir que (f,)~ tenga clase de Borel de
ordinal finito, aunque los autores conjeturan que este no es el caso.

Més misterioso ain es el caso para ¢, donde se desconoce tan si quiera si su clase de
isomorfia es un conjunto de Borel.

2. El espacio ¢g

Otra espacio de Banach separable muy conocido es el espacio ¢y de las sucesiones de
numeros reales convergentes a cero con la norma infinito.

A pesar de sus claras diferencias con los espacios ¢, resulta que en [12, Thm. 6.1] se
demuestra también que la clase de isometria de ¢y es un conjunto I3 en P, y B, y que
no pertenece a una clase de Borel inferior.

Este resultado nos muestra pues que si bien las normas que definen estos espacios de
sucesiones son muy distintas, la complejidad para describirlas resulta ser la misma.

Ahora bien, para el caso de su clase de isomorfia tenemos un escenario muy distinto al de
los espacios £, pues en [28] se demuestra que la clase de isomorfia de ¢y es un conjunto
analitico, no Borel, con respecto a la estructura de Effros-Borel.

Como los conjuntos de Borel para cualquier topologia admisible son precisamente los que
resultan de considerar la estructura de Effros-Borel en X, tenemos pues que (¢p)~ es un
conjunto analitico, no Borel, en SB,(X). También, por lo visto en la Seccién 3.3 y el
Teorema 2.3.4, concluimos que (cy)~ es un conjunto analitico, no Borel, en P, y B.

3. Los espacios L,[0, 1]

Como ultimo ejemplo, consideraremos los espacios de funciones integrables

7P < oo}

donde dos funciones medibles en [0, 1], iguales en casi todo punto, se identifican como un
mismo elemento.

Lp[O,l]:{f:[O,l]—>R:

[0,1]

Observemos que puesto que Ls[0, 1] es un espacio de Hilbert separable, serd isométrica-
mente isomorfo a ¢, por lo que consideraremos que p # 2.

Respecto a la clase de isometria de estos espacios, se prueba en [12, Thm. 5.4] que es un
conjunto Gs en P, y B, y no pertenece a ninguna clase de Borel inferior.

12 Recordemos que por el Teorema 2.2.6 y las Proposiciones 3.1.1 y 3.1.6, se obtiene esta clase de Borel
independientemente de la topologia admisible y el espacio universalmente isométrico X considerado.
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Paraddjicamente, aunque a simple vista la descripcion de estos espacios parece mas com-
plicada que la de los espacios ¢, resulta que al medir su complejidad de forma precisa
bajo las codificaciones que hemos visto a lo largo del texto obtenemos que, bajo estas, los
espacios L, son realmente mas simples de describir.

Por otra parte, esto no ocurre si nos fijamos en su clase de isomorfia pues en [9, p. 130]
se demuestra que dicha clase no es Borel respecto de la estructura de Effros-Borel, y tal
como hemos discutido para el espacio ¢y, obtenemos pues que no es un conjunto de Borel
para ninguna de las codificaciones tratadas en el texto.



Anexos

A. Axiomas de separacion en espacios topoldgicos

A lo largo del texto se usan diversos resultados que precisan considerar ciertos axiomas
de separacion sobre los espacios topolégicos con los que se trabaja. Por tanto dedicaremos
esta seccion a recopilar los axiomas de separaciéon mas comunes, las relaciones entre estos
y los resultados mas importantes relativos a ellos.

Puesto que no es el objetivo del texto se omitiran las demostraciones. Para un tratamiento
en detalle puede consultarse [23, Cap. 5] donde se hallan todas los resultados de la seccién
salvo que se indique una referencia especifica.

Definicién A.1. Se dice que un espacio topologico X es:

(i) To (o espacio de Kolmogorov) si dados dos puntos distintos x,y € X existe un
abierto U en X tal que x € U ey € U, o viceversa.

(ii) T1 (o espacio de Fréchet) si dados dos puntos x,y € X existe un abierto U en X
tal quex €U ey & U.

(iii) Ty (o0 espacio de Hausdorff) si dados dos puntos x,y € X existen abiertos disjuntos
UV en X tales que x € U ey € V.

(iv) Ts (o espacio regular) si es Ty y dados un cerrado C C X y un punto x € X \ C
existen abiertos disjuntos U,V en X tales que x € U y C' C V.

(v) Ts1 (o espacio deTychonoff o completamente regular) si es T\ y dados un
cerrado C' C X y un punto x € X \ C existe una funcion continua f: X — [0, 1]

tal que fle =0y f(z) =1.

(vi) Ty (o espacio normal) si es Ty y dados dos cerrados disjuntos C, D C X existen
abiertos disjuntos U,V en X tales que C CU y D C V.

(vil) Ts (o espacio completamente normal) si es Ty y dados dos subconjuntos A, B
de X cumpliendo que ANB = ANB = @ existen abiertos disjuntos U,V en X tales
que ACU yBCV.

(viii) Tg (o espacio perfectamente mormal) si es normal y todos sus cerrados son
conjuntos Gj.
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La notacién T; proviene de la palabra alemana Trennung, que significa separacion, y los
subindices indican que todo espacio T; es un espacio T;  parat=1,--- ,6.

El espacio 151 se introdujo posteriormente pero su notacién también es coherente con la
vista pues todo espacio T} es también 751, y todo espacio 751 es un espacio Ts.
2 2

De hecho, salvo las implicaciones de T}y a T} 1y de Tg a Tj el resto son inmediatas.

Daremos a continuacién algunas caracterizaciones ttiles de todos estos tipos de espacios.

Teorema A.1. Si X es un espacio topoldgico, se cumplen':

(i) X es Ty si, y solo si, para cualquier par de puntos x,y € X tales que sus conjuntos
de entornos son iguales se cumple que x =y.

(ii) X es Ty si, y solo si, todo conjunto unipuntual {x} con x € X es cerrado.

(iii) X es Ty si, y solo si, toda red convergente en X tiene limite unico si, y solo si, la
diagonal A = {(x,z) : x € X} es cerrada en X x X.

(iv) X es Ty si, y solo si, X esTy y todo punto tiene una base de entornos cerrados.

Para los espacios normales existe una caracterizacion muy util y empleada en andlisis
matematico conocida como el lema de Uryshon.

Teorema A.2. Si X es un espacio topologico T son equivalentes:

(i) X es normal;

(ii) Si C,U son un cerrado y un abierto, respectivamente, en X tales que C C U existe
otro abierto V tal que C CV CV C U;

(iii) (Lema de Uryshon) Dados C, D cerrados disjuntos en X existe una funcién con-
tinua f: X — [0,1] tal que fIC =0y fID = 1.

La caracterizacion anterior nos permite, entre otras cosas, demostrar que efectivamente
los espacios normales son espacios de Tychonoff.

Teorema A.3. Sea X un espacio topologico Ty. Entonces, X es completamente normal
si, y solo si, todo subespacio de X es normal.

Muy relacionado también con los espacios normales y el lema de Uryshon se tiene el
siguiente teorema de extension debido a Tietze.

Teorema A.4. (Teorema de extensién de Tietze) Si X es un espacio normal, C' un
cerrado de X y f: C — R una funcion continua, entonces existe g : X — R continua

tal que glc = f.
Ademds, si f estd acotada entonces se puede tomar g de forma que también esté acotada.

Para introducir las caracterizaciones restantes se precisa de un par de definiciones extra.

! La demostracién de (iii) puede encontrarse en [37, Thm. 13.7].
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Definicién A.2. Si X es un espacio topologico y A, B C X, se dice que A y B estdn
perfectamente separados si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que

o) =Ay ({1} = B.

Definicion A.3. Si X es un espacio topologico y f : X — R una funcion continua, se
define el cero de f como el conjunto

Z(f)={r € X: f(x) =0} = f({0}).
Un subconjunto A C X es un cero de X si es el cero de alguna funcion continua.

Los complementarios de los ceros se denominan coceros.

Se puede demostrar que si A es un cero de un espacio topolégico X entonces existe una
funcién f : X — [0,1] continua tal que A = Z(f), luego en la definicién anterior se
puede considerar siempre que el rango de las funciones estd contenido en [0, 1].

Con estas definiciones podemos caracterizar ya a los espacios completamente regulares y
perfectamente normales.

Teorema A.5. Si X es un espacio topologico T, entonces son equivalentes:
(i) X es perfectamente normal;
(i)
(iii) Todo abierto de X es un cocero;
(iv)
Esta ultima caracterizacion permite ya demostrar que efectivamente los espacios Ty son
espacios Ts, completando la jerarquia.

Todo cerrado de X es un cero;

Todo par de cerrados disjuntos en X estdn perfectamente separados.

Como se ve en el Teorema 2.2.1 todo cerrado de un espacio metrizable es un G y ademas,
es facil ver que todo espacio metrizable es normal?.

Por tanto, los espacios metrizables son perfectamente normales y con ello, cumplen cual-
quiera de los axiomas de separacion.

Para finalizar, veamos una caracterizacién de los espacios completamente regulares que
sera util en la demostracion de algunos teoremas subsiguientes.

Teorema A.6. Sea X un espacio topologico Ty. Entonces, X es completamente reqular
st, y solo si, la familia de sus coceros es una base de X.

B. Resultados en espacios métricos y normados

Dedicaremos esta seccién a enunciar y demostrar resultados especificos sobre espacios
metrizables y normados que se utilizan a lo largo del texto, pero son demasiado especificos
para incluirlos en el capitulo principal dedicado a estos espacios.

Comencemos viendo la construccion de una compleciéon de un espacio normado que con-
tenga al propio espacio como subespacio denso.

2 Una demostracién sencilla aparece en [27, Chp. 4, Thm. 10].
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Lema B.1. Si (X, u) es un espacio normado, entonces existe un par [(Y,v),t: X — Y]
que es una complecion de X de modo que X es un subespacio denso de Y, v es la inclusion

yvlx = p.

Demostracién:

Sea [(X ), X — X| una complecién cualquiera, que sea disjunta® con X, y defina-
mos

Y =X U(X\j(X))
yf:Y—>Xdadap0r

j(x) si reX

fla) = A
x sioxe X\ Jj(X)

Puesto que X N X = & tenemos que f esta bien definida y ademas, es facil ver que es
una biyeccion.

Ahora, definamos en Y las operaciones:

z+y=ff(@)+ f(y), Yo,y €Y;
» Az = f1(\f(2)), Ve e Y, A e R.
Es un ejercicio rutinario demostrar que Y junto a estas operaciones es un espacio vectorial

donde el elemento neutro es el de X y los elementos opuestos son simplemente los opuestos
en X o X \ j(X) segtn sea el caso.

Aun mas, con estas operaciones se tiene que al restringirlas a X obtenemos las operaciones
originales en X y asi X es un subespacio vectorial de Y.

Efectivamente, si son z,y € X y A € R tenemos que

@)+ ) =0 +iw) =f0+y)=i"@E@+y)=x+y

FHOMf (@) = 71 (N(@) = [T (M) = 7 (M) = Aw

Observemos también que bajo estas operaciones f es una aplicacion lineal y podemos
definir entonces v : Y — R tal que dado z € Y

v(z) = p(f(x)).

3 Sea (X, i),j: X — X | una complecién cualquiera de X y consideremos Z = X x {X?} dotado de

las operaciones siguientes:
= (2, X)+ (4, X) = (¢ +y,X), Yo,y € X;
Az, X) = (\z, X), Ve e X, A eR.

Es sencillo comprobar que Z dotado de estas operaciones es un espacio vectorial y que (Z,v) con

v:Z — R dada por v(z, X) = fi(x), es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a X donde
la isometria viene dada por f: X — Z con f(z) = (z, X).

Con esto, tenemos que el par [(Z,v), foj: X — Z] es una complecién de X siendo ZNX = y en
definitiva, hemos demostrado que existe una complecién disjunta con X.
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Es muy sencillo comprobar que v es una norma sobre Y y observemos que si z € X
entonces

v(z) = p(f(z)) = ali(x) = px).

Con todo, se tiene que (Y, v) es isométricamente isomorfo a (X, /i) pues ya hemos visto
que f:Y — X es lineal, biyectiva y por la definicién de v es claramente una isometria.

Concluimos entonces que (Y, v) es un espacio de Banach.

Ahora, tomando la inclusién ¢ : X — Y es claro que es lineal y ademés es isométrica

pues dado x € X
v(u()) = v(x) = u(a).

Para finalizar observemos que como f~' : X — Y es un homomorfismo y [X, j] una
complecién se tiene que

cly (X) = cly (£1G(X) = £ (ele GO ) = 17 (%) =7,

con lo que X es denso en Y y concluimos la demostracion. ll

Continuemos viendo la extension tinica de una pseudonorma en V', el espacio de sucesiones
de soporte finito en Q, al espacio cqg.

Lema B.2. Si u € P entonces existe una unica pseudonorma ji sobre cog que extiende a
w, es decir, tal que fily = p.

Demostracion:

Sea x € cyy dado por
o0
r = Zwiei,
i=1

donde sabemos que tinicamente una cantidad finita de los x; es no nula.
Tomemos ahora una familia de sucesiones {¢¥}2, C Q tales que ¢F 2Ty de modo
que existe un n € N tal que ¢¥ = 0si i > n.

Con todo, definamos para cada k > 1

o0
k k
T = E :qiei
i=1

— — 1. k )

plz) = lim p(z")
En primer lugar, debemos comprobar que f estd bien definida, es decir, que siempre existe
el limite y que es independiente de las sucesiones {¢¥}°, consideradas.
Observemos en primer lugar que

n

) = ™| < e =07 = (0 - ) < 3o

i=1

_qz )S

g —a|, (B.1)

siendo K = max{u(e;) : 1 <i < n}.
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Por tanto, como cada {q¥}3°, es de Cauchy en R para i =1,--- ,n, dado € > 0 tenemos
que existe un ky € N tal que si m, k > ky entonces

k

q —q" <—‘v’z-1 n,

y por (B.1) concluimos que si m, k > ko entonces

() - G —a"

Esto demuestra que {u(z*)}22, es de Cauchy en R y por tanto que existe su limite.
F=0

Ademés, si son {pF}22 | otras sucesiones de racionales convergentes a x; tales que p}

para cada ¢ mayor que cierto natural m, denotando entonces N = max{n,m} e
o
k
= sz' €
i=1
se cumple que

_pz )S

||Mz

() — ()| < (et — o) = (Zw ~#)e) <3

=1

< max{pu(e;) :

con lo que efectivamente
lim pi(2") = lim p(y").

k—o00 k—o00

Lo anterior prueba que p esta bien definida, luego veamos que es una pseudonorma.

En primer lugar, dados x,y € cop con z = 372, x,e; e y = >, y;e; definamos
n=max{i € N:z; A0V y; #0}.

Asi, para cada i > 1 consideremos las sucesiones de racionales {¢F}2°, v {pF}2, tales
que convergen a x; € y; respectivamente, y de modo que son la sucesién nula si ¢ > n.

Definamos también para cada k > 1
o0 o0
=Y qleiey" =3 ple.
i=1 i=1

Observemos entonces que las sucesiones de racionales {qF + pF}?2, convergen a z; + y;,
siendo nulas si @ > n.

Por tanto, como
oo

r+y = (z;+ e

i=1

o0

rry)y = q; TP; )i =X Y
( + )k Z( k+ k) k:+ k
i=1
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tenemos que
(e +y) = lim p((z+y)") = lim p® +y*) < lim (u(2*) + py") =
ERT k . k\ - _
= lim p(2") + lim p(y®) = () + p(y).

Ahora, dado A € R consideremos {\*}22 | C Q tal que \* — Xy observemos que {\*¢¥}22,
es una sucesion de racionales convergente a Ax;, la cual es nula si ¢ > n.

Entonces, como

Ar = i()\xi)ei

=1

(Ax)F =" (Ngf)e; = Arat

i=1
concluimos que

pm(Ax) :klggou((/\x) )= hrgou()\k z*) = hm ‘)\k‘,u = lim ‘/\ ‘ hm w(z®) = |\ ix).

k—o0

Por lo anterior, queda demostrado que i1 es una pseudonorma sobre cqg.
Ademas, i1 extiende a p pues si es
o
T = Z rie; €V
i=1

podemos definir para cada x; € Q las sucesiones {¢¥}$2, tales que ¢f = x;, obteniendo
pues que

ill'k = quez = inei =X
i=1 i=1
y efectivamente
— _ . k _ . _
plr) = lim p(2") = lim p(z) = p(e).
Por dltimo, resta comprobar la unicidad de j.

Supongamos pues que es v una pseudonorma en cog tal que v|y = p.
Dado

00
xr = Zwiei € Coo
=1

definamos n = max{i € N: z; # 0} y para cada k > 1

o
k k
r = Zqi €;
i=1

como hasta ahora.

Entonces
p(at) = )] < ote — ) = (St~ e ) < 3o <
i=1 i=1
< max v(e;) b ay — 0
1<i<n k—o0

=1
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y asi

v(x) = lim v(@®) = lim p@@") = ().

Es decir, hemos visto que para un = € cqy arbitrario se cumple que que v(z) = (), con
lo que efectivamente v = 1 y concluimos la prueba. B

Lema B.3. Si {1, }52, es una sucesion en P convergente a cierta p € P, entonces para
cada w € cop se cumple que fi, (w) — f(w).

Demostracion:

Como {1, }22; converge a p en P, en particular converge en RY.

Por tanto, de la convergencia puntual en la topologia producto y el hecho de que j es una
extension de p obtenemos que i, (v) — fi(v) para todo v € V.

Sea ahora w = Y% |, wse; € cop y definamos C' = max{pu(e;) : 1 <i < k}.

Comencemos observando que por lo dicho al principio existe cierto n; € N tal que si
n > n, entonces
\pn(e;) — ple)| <1, Vi=1,--- k.

Asi, para cualquier v = %, v;e; € V' tenemos que si n > n; se cumple que
[ (w) — p(w)| < [fn(w) — ()] + [ (v) —*( )|+ [1(v) = (w)| < i (w —v)+

+ [ (0) = p(v) | + A(w — <Z|wz vil Fin(e:) + [pm(v) — m(v)| +

Ed

+Z!wz—vz|uez Z i — vil (14 ples)) + [pa(v) — p(v)| +

=1 i=1

k
+ D lwi — v ple) < 2(1+C) Z lwi — vl + | (v) = p(v)] -
i=1 i=1
Entonces, dado £ > 0 si tomamos cada v; € Q de modo que

£
ak(1+C)

|Ui — ’UJ1| <
de lo anterior obtenemos que si n > n;
_ _ €
[n(w) = (w)] < 5 + |pa(v) = p(v)]-

Por otra parte, como v € V sabemos que u,(v) — p(v) y existe pues cierto ng > n; tal
que si n > ng entonces

€
n(0) = ()] < 2.
Con todo, si n > ng tenemos que
[fin(w) — fi(w)| < e

y queda probada la convergencia de i, (w) a fi(w). B

A continuacién daremos algunos resultados sobre densidad y universalidad de espacios
compactos y metrizables.
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Lema B.4. Si X es un espacio compacto y metrizable, K C X compacto y S C C(X)
denso, entonces

S*={flk €C(K): f €5}

es denso en C(K).

Demostracion:

Sabemos por el Teorema 2.1.7 que C(X) y C(K) seran espacios completamente metrizables
por la métrica del supremo que denotaremos por px, px en cada caso.

Para probar entonces la densidad de S* basta ver que dados g € C(K) y € > 0 fijos, se
cumple que existe cierta funcién j € S* tal que pk(g,j) < €.

Ahora, como X es metrizable serda Hausdorff y al ser K compacto serd cerrado en X.
Entonces, por el teorema de extensién de Tietze, existe f € C(X) tal que f|x = g.
Ademés, como S es denso en C(X), existira cierto h € S tal que px(f,h) < e.

Con todo, podemos finalmente tomar j = h|x € S* y obtenemos que
p(9,5) = sup |g(x) — j(x)| = sup |f(x) — h(z)| < sup|f(z) — h(z)| = px(f, h) <&
zeK zeK rzeX

tal como buscabamos. B

Proposiciéon B.5. 57 X es un espacio metrizable y separable, entonces existe Y un espacio
metrizable y compacto tal que X CY como subespacio denso.

Demostracién:

Puesto que X es metrizable y separable tenemos que es completamente regular y que
tiene una base numerable, con lo que el Teorema E.2 garantiza la existencia de un ho-
meomorfismo f : X — C, siendo C' un subespacio de H el cubo de Hilbert.

Observemos que como C = clg (C) es cerrado en H y H es compacto, se tiene que C es
compacto y claramente metrizable.

Sea ahora Z un espacio topolégico homeomorfo a cly (C) y disjunto? con X, siendo
g : C — Z un homeomorfismo. Entonces Z también es compacto y metrizable.

Consideremos ahora
Y =(Z\(go X)) UX
y definamos h : Y — Z tal que
v si xeZ\ (g0 f)(X)
h(z) =
(go f)(x) si reX

Entonces, como Z y X son disjuntos h estd bien definida y ademas es claramente biyectiva.

Asi, dotando a Y de la topologia inicial inducida por h obtenemos h serd un homeomor-
fismo entre Y y Z, de donde concluimos que Y es compacto y metrizable.

Para ver pues que Y es el espacio buscado resta inicamente ver que la topologia relativa
a X en Y es precisamente su topologia original y que X es denso en Y.

4 Basta considerar Z = C' x {X} con la topologia producto.
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Dado pues U abierto en X tenemos que f(U) es abierto en C, con lo que existe A C H
abierto tal que f(U) = ANC'y asi

(s (4n0)

es abierto en Y.

Ahora observemos que
g(AnT)=g(AnC)ug(An(C\C))
siendo

g(An(C\C))N(go f)(X)=g(An(C\C)Nf(X))=g(AN(C\C)NC) =2.
Por tanto

Xnh(g(AnT)) ?Xﬂh‘l(g(AﬂC)) =XNh((go HU))=XNU=U

y asi, U es abierto en X con la topologia relativa a Y.

Reciprocamente, si es U abierto en X con la topologia relativa a Y entonces existe A
abierto en Y tal que U = AN X.

Ahora bien, como los abiertos de Y son de la forma A = h™'(B) con B abierto en Z,
tenemos que

U=AnX=n"(B)nh " ((go f)(X) = b~ (BN (g0 f)(X)) =
— (g0 /) BN(go H)(X)) = (g0 )HHB)NX = FHg™(B)) N F7(C) =
— (¢ (B)NC).

Como g~ }(B)NC es abierto en C, concluimos que efectivamente U es abierto en X y por
tanto que las topologias de X y la relativa a X por Y coinciden.

Por ltimo, tenemos que

cly (X) =cly (b7 ((go £)(X))) =cly (h(9(C))) = b (clz (9(C)) ) =
=hg(dda(C)))=h"(g(C)) =h"(2) =Y

por lo que X es denso en Y y concluimos la demostracion. Bl

5 Observemos que como B
g(AN(C\C))N(go H(X) =2,
entonces
g(An(C\C)) C Z\ (go f)(X)
y asi
R (g(ANC))=h" (g(ANC) UL (g(AN(C\C)))=h(g(ANC))Ug (AN (C\C)).

Por tanto, como X N Z = & obtenemos que

Xnh' (g(ANC))=XNnh"'(g(ANC)).
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Teorema B.6. Sean (X, p), (Y, p') dos espacios métricos siendo Y completo, Z un subes-
pacio de X y f : Z — Y wuna aplicacion uniformemente continua. Entonces, si denota-
mos por Z la clausura de Z en X, existe una tnica aplicacion F : Z — Y continua que
extiende a f. Ademads, F es también uniformemente continua.

En particular, si X eY son espacios normados siendo Y un espacio de Banach, Z un
subespacio de X y f : Z — Y es lineal y continua (y una isometria), entonces existe
una unica aplicacion F : Z — Y lineal y continua (y una isometria) que extiende a f.

Demostracion:

Como dado z € Z existe una sucesién {z,}, C Z tal que 2z, 2+ 2, la idea principal es
definir F': Z — Y tal que
F(z) = lim f(z,).

n—oo

Debemos demostrar en primer lugar que la sucesién {f(z,)}>2, converge en Y, para lo
cual basta ver que la sucesién es de Cauchy al ser Y completo.

Sea pues € > 0 y observemos en primer lugar que, como f es uniformemente continua,
existe cierto 0 > 0 para el cual es cierta la implicacion

v,y € ZNAp(x,y) <o=p'(f(x), fy) <e. (B.2)

Ahora, como {z,}5%, es convergente en X serd de Cauchy, y tenemos pues que existe
cierto ng € N tal que si n,m > ngy entonces

P(2ny 2m) < 0. (B.3)
Con todo, tenemos que si n,m > ng por (B.2) y (B.3)

P (f(zn), f(zm)) <,

lo que prueba que efectivamente la sucesién {f(z,)}52, es de Cauchy en Y.

Debemos ver ahora que la definicién de F'(z) no depende de la sucesién {z,}°° ; escogida,
es decir, que si son son {z,}22,, {w,}32, dos sucesiones distintas en Z convergentes a z,
entonces las sucesiones { f(z,)}o2,, {f(w,)}o2, convergen al mismo punto.

Sea de nuevo € > 0 cualquiera y tomemos 0 > 0 tal que
€
2.y € ZNpe,y) <= p'(f(2), [(y) < 3 (B.4)

Observemos también que como las sucesiones {z,}°°, v {w,}>2, convergen al mismo
punto, existe un ng € N tal que si n > ny entonces

p(zn, wy) < 0. (B.5)

Ademés, si es L € Y el limite de {f(z,)}52,, tenemos que existe cierto n; € N tal que si

n > ny entonces
€

p’(f(zn),L) < 5 (B6)

Con todo, por (B.4), (B.5) y (B.6) se tiene que si n > max{ng,n;} entonces
p(f(wn), L) < p'(f(wn), f(zn)) + 0'(f(20), L) <&
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Por tanto, hemos demostrado que {f(w,)}52, converge a L y con ello que efectivamente
{f(zn)}ooy v {f(wy)}22, tienen el mismo limite.

Con todo lo anterior es claro también que F' es una extension de f, pues dado z € Z basta
tomar la sucesién constante z, = z y tendremos que

F(z) = lim f(z,) = lim f(2) = f(2).

n—oo n—oo

Pasemos a ver la continuidad uniforme de F'.

Sea € > 0 y consideremos nuevamente § > 0 tal que

(B.7)

Wl M

r,y € ZNplx,y) <o = p'(f(x), f(y) <

Basta entonces ver que dados z,w € Z tales que p(z,w) < §/3 se cumple que
p(F(2), F(w)) <e.

Sean pues z,w € Z de esta forma y consideremos {z,}°°, v {w, }>2, dos sucesiones en Z
convergentes a z y w respectivamente.

Tenemos entonces que existe cierto ng € N tal que si n > ng sera

)
p(Zn, Z) < g
' 1)
p(wy, w) < 3
con lo que
Pz W) < Pl 2) + p(z,w) + plw, w,) < 6. (B3)

Por otra parte, como {f(2,)}5%; v {f(w,)}22, convergen a F(z) y F(w) respectivamente,
existira cierto m > ng tal que

P (f(m), F(2) < 3, (B.9)

P (f(wm), F(w)) < (B.10)

Wl M Wl M

Con todo, por (B.7), (B.8), (B.9) y (B.10) tenemos que
p(F(2), F(w) < p'(F(2), f(zm) + 0'(f (zm), [ (wm)) + 0/ (f (wi), F(w)) <e.

Supongamos por tltimo que H : Z7 — Y es otra funcién continua que extiende a f.

Entonces, dado z € Z y {2,}52, C Z una sucesién cualquiera convergente a z, tenemos
de la continuidad de F'y H que

F(z) = lim F(z,) = lim f(z,) = lim H(z,) = H(2).

n—oo n—0o0 n—oo

Por tanto, concluimos que efectivamente F' es la Unica extensién continua de f a la
clausura de Z.
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Si suponemos ahora que X e Y son espacios normados y f es lineal y continua, entonces
sabemos que f es uniformemente continua y por lo anterior existe una tnica funciéon
uniformemente continua F': Z — Y que extiende a f.

Resta pues tinicamente ver que F' es también lineal.

Sean pues z,w € Z, o, f € Ry {2,}22, v {w,}5°, dos sucesiones en Z convergentes a z
y w respectivamente.

Entonces, como
az, + pw, — az + fw,

por la continuidad de F' tenemos que efectivamente
Flaz + fw) = lim Flaz, + fw,) = lim f(az, + fw,) = lim [af (z,) + B (w,)] =
— o lim f(z) + 8 lim f(w,) = aF(z) + BF(w).

Por tltimo, si fuera f una isometria entonces dado z € Z y {2,}2°, una sucesiéon en Z
convergente a z, se tiene que de la continuidad de F'y de las normas en X e Y

IFE)ly = |

Por tanto, F' es también una isometria y esto concluye la demostracién. B

lim )| = lim 17y = Jim = ol

Veamos ahora algunos resultados sobre independencia lineal en espacios normados.

Lema B.7. Si (X, |||) es un espacio normado y S C X un subespacio separable de X,
entonces span(S) es también separable.

Demostracion:

Sea D C S un subconjunto numerable y denso en S, entonces spang(D) es también
numerable® y basta ver que es denso en span(S), es decir, basta ver que dado v € span(S)
y € > 0 existe cierto w € spang(D) tal que [lv —w| <e.

Como v € span(S) existen a1, - ,a, € Ry s1,---,s, €S tales que v =31, a;5;.
Ademas, como D es denso en S existiran también dy,--- ,d,, € D tales que
€ .
la;| ||s; — di]| < 2 Vi=1,---,n.
Tomando entonces by, --- , b, € Q tales que
€
Idill lai = bif < o~

se cumple que denotando w = Yi; bid; € spang(D) serd

n

Z(aisi - bidi)

i=1

lv = wl|| =

<3 flagsi = bidl| <3 [lail s — dill + la; — bil [1di] | < e
=1 =1

Concluimos pues que efectivamente spang(D) es denso en span(S) y con ello, que este
ultimo es separable tal como queriamos demostrar. l

6 Basta observar que

k
Span@(D) = U {Z a;d; € X :a; €Q,d; € D}.

keN \i=1
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Lema B.8. Si X es un espacio normado yn € N, entonces el conjunto
U={(x1, - ,z,) € X" : {x1, - ,2,} es lin. indep. en X'}
es abierto en X" al considerar la topologia producto.

Demostracion:

Consideremos en X" la norma
n
Iz, )] =D Il
i=1

que induce la topologia producto y en R™*™ la norma

1<i<n

n
IAll = max > |ag| .
j=1

Ahora, dado (uy, -+ ,u,) € U definimos las aplicaciones lineales
frooo s fuvspan{ug, - up b — R
tales que fi(u;) = d;; para cada i,j =1,--- ,n.
Como span{uy, - -- ,u,} tiene dimensién finita cada f; es lineal y continua, por lo que por

el Corolario 1.2.8 garantiza la existencia de aplicaciones lineales y continuas
- F,: X —R

tales que Fj(u;) = d;; para cada i,j =1, -+ ,n.

Definamos ahora T : X™ — R™ " dada por
T(xlv e ,l’n) = (E('TJ>>ZJ :
Entonces, por la linealidad de cada F; se ve facilmente que T es también lineal y ademés

serd continua pues

1<i<n

n n
I o)l = o S RG] < oo 31 il = [ I Do, )l

Ahora, como GL,(R) es abierto” en R™" y T(uy, -+ ,u,) = I, € GL,(R) tenemos que
(ur, -+ ,up,) €V =T (GL,(R))

siendo V abierto.

" GL,(R) es el conjunto de las matrices invertibles en R™"*", es decir, el conjunto de matrices con
determinante no nulo. Entonces, como la funcién determinante es continua, obtenemos que GL,,(R)

es abierto pues
GL,(R) =det™" (R\ {0})

siendo R\ {0} claramente abierto en R.
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Con todo, si vemos que V' C U entonces concluimos por la arbitrariedad del vector
(ug, - ,u,) € U que efectivamente U es abierto.

Sin mas, si es (x1,--- ,x,) € V entonces T'(z1,- - ,x,) € GL,(R), con lo que (F;(z;))
es invertible y por tanto

{(Fi@0), - Fulan)), -, (Fu(aa), -, Fu(aa)) } (B.11)

son linealmente independientes en R".

ij

Con esto, si existen aq,--- ,a, € R tales que
oy + -+ o, = 0x
entonces para cada i = 1,--- ,n seran
Fi(anxy + -+ - apxy,) =0,
y por la linealidad de las F;
@1(}71(951)7 e ,Fn(:vl)) 4t Ozn(Fl(:vn), e ,Fn(xn)) —
= (Fl(alxl +apmy), e, Fulogz + -+ anxn)) =(0,---,0).

Por (B.11) obtenemos entonces que a; = - +- = o, = 0y es pues {z1, -, x,} linealmente
independiente en X, es decir, concluimos que (z1,--- ,x,) € U demostrando la inclusién
buscada y con ello el lema. Il

Lema B.9. Sip € P yxy, - ,x, son elementos de X, entonces existe una sucesion
{z;}2, C X,, que extiende a la anterior y tal que

clx, (span{z; : i € N}) = X,,.

Si ademds 1 € Poo y {m;}1, es linealmente independiente la sucesion {x;}2, se puede
obtener también de forma que sea linealmente independiente en X,,.

Demostracion:

Como X, es separable existe A un conjunto numerable y denso contenido en X, y defi-
namos

B=AU{x, - ,x,}

D = span(B).

Como A C D tenemos que D es denso en X, y como B es numerable basta tomar cualquier
enumeracion de modo que B = {z;}°, y obtenemos que

clx, (span{z; : i € N}) = clx, (D) = X,..

Ahora, si p € Po v {x;}}, es linealmente independiente, entonces sabemos que existe
una base L de D tal que
{z1,-+- ,2z,} C L C B.
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COHIO D €S denSO en X este liene dimensién lnﬁnll a ObtenemOS ue L debe Ser inﬁnito
o )
pues si fuera finito entonces

X, = dx, (D) = clx, (span(L)) = span(L)

y tendriamos que X, tiene dimensién finita, luego una contradiccion.

Como ademas L C B tenemos que es numerable y basta en este caso tomar cualquier
enumeracion tal que L = {z;}2,. B

El dltimo lema que introduciremos sobre independencia lineal tiene importancia en si
mismo, pero por la sencillez de su demostraciéon y dado el cardcter conjuntista de este
texto aprovecharemos también para realizar una demostracion detallada en la que se
especifique el uso de una variante muy comun y mas débil del axioma de eleccion, el
axioma de elecciones dependientes. Dicho axioma se emplea en numerosas demostraciones
de andlisis mateméatico® pero raramente se ve una alusién alguna a él en ningin texto,
hasta el punto que es desconocido incluso para matematicos profesionales.

Lema B.10. Si X es un espacio normado separable y de dimension infinita, entonces
existe un subconjunto denso, numerable y linealmente independiente en X.

Demostracion:

Como X es separable y metrizable por el Teorema 1.1.8 tenemos que existe {U, },en una
base numerable de X.

Diremos que una sucesion finita, no vacia, {z;}?.;, C X cumple (*) si es linealmente
independiente y cada x; € U;.

Observemos ahora que dada una sucesion finita {x;}!" ; que cumple (*) tendremos que
E, =span{xy,--- ,z,}
sera un subespacio de dimension finita de X, luego es un subespacio propio y con ello

tiene interior vacio.

En particular, U, ¢ E, y existe pues 2,41 € Upy1 \ Ep, con lo que la sucesién {; }74}!
también cumple (*).

Sea pues T el conjunto de todas las sucesiones finitas, no vacias, en X que cumplen (*) y
definamos en T la relacién R dada por

sRt < lon(t) =lon(s) + 1 As Ct.

Entonces, por lo visto en el parrafo anterior R es una relaciéon entera en Ty por el
axioma de eleccion dependiente existe una sucesion {s,}°, en T tal que s, Rs,+1 para
cada n > 1.

Definiendo ahora’ f: N — X como f(n) = s,(n) veamos que {f(n)}nen es la sucesién
buscada.

8 Un ejemplo claro de su importancia es el hecho de que este axioma es equivalente al conocido teorema

de categorias de Baire tal como demostré Blair en [6].

Observemos que f estd bien definida pues lon(s,) > n.

Efectivamente como s; # @ serd lon(sy) > 1y si lo suponemos cierto para n, entonces como s, Rsy, 11
obtenemos que lon(s,+1) =lon(s,) +1>mn+ 1.



Anexos 197

En primer lugar, observemos que tomando cualquier conjunto finito {f(n1),---, f(ng)}
de la sucesién, si es N = max{ny,--- ,ng} y m = lon(sy) tenemos que

{f<n1)7 7f(nk)} - {f(l)v 7f(N)} % {SN(l)v"' 75N<m>}'

Por tanto, como sy € T el conjunto {sy(1), -+ ,sy(m)} es linealmente independiente y
de lo anterior concluimos que {f(n1),---, f(nx)} también lo es.

Esto prueba que {f(n)},en es linealmente independiente.
Por ultimo, observemos que
{f<n)}n€N N Uk 7é a, VkeN
pues f(k) = sg(k) € U, y como {Ug}ren es una base de X, efectivamente se tiene que

{£(n)}nen es denso. W

Demostraremos a continuacion que todo espacio normado de dimension finita esta com-
plementado en cualquier espacio normado de dimensién infinita.

Proposiciéon B.11. Si X es un espacio normado y F C X un espacio de dimension
finita, entonces existe Y un subespacio cerrado de X tal que X es suma directa topologica
de FFeY.

Demostracion:
Sea Bp = {1, ,x,} una base de F'y consideremos para cada ¢ = 1,--- ,n las aplica-
ciones «; : ' — R tales que dado =z € F', ay(x),- -, ay,(z) son los coeficientes de = en

la base B, es decir,
n
T =Y o(z)z;
i=1

La unicidad de los coeficientes en una base nos permite garantizar que las aplicaciones
a; estan bien definidas y que ademas son lineales. Mas atin, como cualquier aplicacion
lineal de un espacio normado de dimensién finita en cualquier otro espacio normado es
continua, tenemos entonces que cada aplicacién «; es lineal y continua.

Con todo, por el Corolario 1.2.8 existen o] : X — R aplicaciones lineales y continuas
extendiendo a cada ;.

Definamos ahora P : X — F como

Observemos que P es una proyeccién de X en F' pues claramente P(x) € F para cada
x € X,y ademas dado z € F

T = ilaz(x)xl = Zaf(w)xl = P(z).

10 Observemos que {f(i)}7_, C {sn(i)}", donde k, = lon(s,).

Para n = 1 es claro pues {f(1)} = {s1(1)} C {s1(i)}},, y si es cierto para n entonces como s, Rsn 1

{Fy € {8 (@)} C {501 ()}in1,
kni1

y alser f(n+ 1) = spy1(n + 1) efectivamente tenemos que {f (i)} C {sns1(i) )it
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Es claro entonces que P es sobreyectiva, y por la linealidad de los «;, que es lineal.

Ademas, se tiene también que es continua pues
n n n
1Pl < Y- lag (@) il < Y- o | ] ]l = <Z lo7 | Hf@ll) ]| -
i=1 i=1 i=1

Definamos ahora Y = Ker(P) y veamos que es el subespacio buscado.

Por un lado, es un subespacio de X al ser el nticleo de una aplicacion lineal, y por otro es
cerrado ya que Y = P~1({0x}) siendo P continua.

Observemos también que Y N F = {0x}.

Efectivamente, si € YN F entonces, por ser un elemento de Y, se cumple que P(z) = Ox;
pero por ser un elemento de F, tenemos que P(z) = z, luego efectivamente z = Oy.

Por otra parte, observemos que dado z € X se tiene que x — P(z) € Y pues como
P(x) € F es
P(x — P(x)) = P(z) — P(P(z)) = P(z) — P(z) = 0x.

Con esto, tenemos que dado = € X se puede expresar como
r = P(x)+ (x — P(x))

siendo P(z) € F y x — P(x) € Y, con lo que X es suma directa algebraica de F' e Y.

Resta ver tinicamente que la aplicacion ¢ : F' x Y — X tal que ¢(z,y) = = + y es un
isomorfismo, donde consideramos en ' X Y la norma

G I =zl + Tyl V(z,y) € F < Y.

En primer lugar, por la propia definicién es claro que ¢ es lineal, y ademas por ser X
suma directa algebraica de F' e Y se ve claramente que es una biyeccion.

Respecto a la continuidad, observemos que dados (x,y) € F' X Y se tiene que

lp(, ) =z +yll < llll + Nyl = {1z, )],

con lo que ¢ es continua y resta inicamente ver que su inversa también lo es.

Sin mas, como dado z € X es
z=P(z)+(z— P(2)) € F+Y,

tenemos que
v~ (2) = (P(2),2 = P(2))

y con ello
e = 1PE] + 112 = P < [PI=]+ Nz + 1Pl = 2 1P] + 1) 2]

lo que prueba la continuidad de ¢! y concluye la demostracién. Bl
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Corolario B.12. Si X es un espacio normado de dimension infinita y F' un espacio
normado de dimension finita, entonces existen E,Y subespacios cerrados de X tales que
E es isomorfo a F' y X es suma directa topoldgica de F e Y .

Demostracion:
Supongamos que F tiene dimensién n y sea {x1,---,x,} C X un conjunto linealmente
independiente.
Definiendo entonces E = span{zy,--- ,z,} se tiene que es un subespacio de X el cual es

isomorfo a F' pues ambos son espacios normados de dimensién finita n.
Basta pues aplicar la proposicién anterior con X y F, y el corolario queda demostrado. B

Para finalizar, demostraremos un sencillo lema sobre representabilidad finita.

Lema B.13. Sea F una clase de espacios de Banach de modo que existe un espacio de
Banach Z tal que para cada Y € F se cumple que Y = Z. Entonces, un espacio de Banach
X es finitamente representable en F si, y solo si, es finitamente representable en Z.

Demostracion:

En primer lugar, supongamos que X es finitamente representable en F y sean £ C X un
subespacio de dimensién finita y € > 0.

Por hipétesis tenemos que existe Y € F y F' C Y un subespacio de dimension finita tal
que es (1 + e)-isomorfo a E.

Seapues T': E — F dicho (1+¢)-isomorfismo sobreyectivoy S : Y — Z un isomorfismo
isométrico, entonces S(F') C Z es un subespacio de dimensién finita y

SlpoT:E — S(F)

es un (1 + €)-isomorfismo pues dado e € F

152 el < 1T = 1(Slr o T)(e)| = IT(e) < (1 +£) le]
Por tanto, de la arbitrariedad de £ C X y ¢ > 0 concluimos que efectivamente X es
representable en Z.

El reciproco se ve de forma analoga, con lo que el lema queda demostrado. B

C. La topologia de Vietoris

A principios del siglo XX habia un interés creciente en dotar a familias de subconjun-
tos de espacios topoldgicos de una topologia, en particular a la familia formada por los
subconjuntos compactos.

Fue Hausdorff en su libro de 1914, Grundziige der Mengenlehre, quien introdujo por pri-
mera vez una nocion de distancia entre dos conjuntos de un espacio métrico. Su idea
fue considerar que dos conjuntos estan “cerca” si tomado cualquier punto de uno de los
conjuntos existe un punto en el otro conjunto cercano a este.



200 La topologia de Vietoris

De forma maés precisa, si es (X, p) un espacio métrico se define la métrica de Hausdorff
entre dos subconjuntos A, B C X como

pi(A, B) = max {supp<x, B).sup ol A)} |
ye

TEA

Es un ejercicio relativamente sencillo demostrar que si (X, p) es un espacio métrico y
K(X) denota la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios de X, entonces
(K(X), pr) serd un espacio métrico.

Asi la cuestion quedaba en cierto modo resuelta por la métrica de Hausdorff para el caso de
espacios métricos, y algunos anos mas tarde Vietoris introdujo una nocién méas profunda
valida para cualquier espacio topoldgico cerrando completamente la cuestion inicial.

Dado un espacio topoldgico X, la idea de Vietoris fue considerar en K(X) la topologia
generada por la subbase!!

S ={Cp : U es abierto en X} U {Iy : U es abierto en X}
donde
Cy={KeK(X): KCU},
Iy ={K eK(X): KnU # o}.
La topologia generada por & en K(X) se conoce como topologia de Vietoris en X
y la razén por la que hemos mencionado en el parrafo anterior que es mas profunda
que la métrica de Hausdorff es porque, como veremos en la Proposicion C.4, si X es un

espacio métrico entonces la topologia inducida en K(X) por la métrica de Hausdorff es
precisamente la topologia de Vietoris.

El resto de la seccion la dedicaremos pues a estudiar algunas propiedades de la topologia de
Vietoris, principalmente a demostrar que si X es un espacio polaco entonces la topologia
de Vietoris es también polaca.

Comencemos pues dando una base para esta topologia.

Lema C.1. Si X es un espacio topologico y Uy, Uy, - -- , U, abiertos en X definimos
Ug; Uy, U ={K e K(X): K CUANKNU; # @, Yi=1,--- ,n}.
Entonces
B ={[Uy; Uy, - ,U,] : n € NAU; es abierto en X para cadai=0,1,--- ,n}
es una base de IKC(X) dotado de la topologia de Vietoris.

Demostracién:

En primer lugar observemos que dados Uy, Uy, - - - , U, abiertos en X se tiene que
[Uo; Uy, -+ ,U,] es abierto en K(X) pues

[Uo; Uy, -+ Up) = Cuy 0 () L.

i=1

11 Observemos que efectivamente S es subbase de una topologia en K(X) pues como Cx = K(X) es

claro que JS = K(X).
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Asi, para ver que B es base basta demostrar que dado V' abierto en K(X) y K € V existen
Uo, Uy, -, U, abiertos en X tales que

KG[UO;Ul,"' ,Un]CV

Sin més, como S es subbase de K(X) tendremos que existen U, -+, Uy, Uy, -, U, abier-
tos en X tales que'?

Ke(Cyon( Iy, CV.
i=1 i=1
Con esto, denotando

UO = Ui7

s

i=1

que sera abierto en X, se tiene que
m
Cuy =) Cy,

y con todo

KGOUom m[Uz = [UO;Ul,"' ,Un] cV
i=1
lo que concluye la demostracion. B

El primer paso para demostrar que si X es polaco entonces también lo es K(X) serd ver
que esto es cierto para la separabilidad.

Proposiciéon C.2. Si X es un espacio separable, entonces K(X) con la topologia de
Vietoris es separable.

Demostracion:

Sea D un subconjunto numerable y denso de X y definamos F' como el conjunto de todos
los subconjuntos finitos, no vacios, de D.

Entonces es claro que F estd contenido en K(X) (pues todo conjunto finito es compac-
to) y puesto que D es numerable F' también lo serd, con lo que si vemos que es denso
efectivamente tendremos que K(X) es separable.

Por el lema anterior basta ver que dados Uy, Uy, --- , U, abiertos en X se cumple que
[UO;Ul,"' ,Un]ﬂF#Q

siempre que [Ug; Uy, -+ ,U,| # @.

Observemos que dado K € [Uy; Uy, - -+, U, se tiene que K C Uy y K NU; # @ para cada
t=1,---,n, conlo que Uy NU; # @.

12 Observemos que como Cx = Iy = K(X) siempre podemos asegurar que m,n > 1 sin méds que tomar
U,=0,=X.

13 Efectivamente, si K € Cy, entonces K C Uy C U, para cada i =1,--- ,m con lo que K € ﬂ;ll Cg,-

Reciprocamente, si K € ﬂ;’;l Cp, entonces K C U; para cada i = 1,--- ,m con lo que K C Uy y asi
K e CUO'
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Entonces, como para cada i = 1,--- ,n es Uy N U; un conjunto abierto no vacio y D es
denso en X tenemos que

Si tomamos entonces z; € D N (Uy N U;) para cada i = 1, -+, n observamos que
{xlv"' 7xn} € [U(J?Ula"' 7Un] ara

y concluimos la demostracion. B

Nuestro siguiente objetivo sera ver la relaciéon dicha al comienzo entre la métrica de
Hausdorff y la topologia de Vietoris, lo cual probara trivialmente que si X es metrizable
entonces IC(X) también lo es.

Lema C.3. Si (X, p) es un espacio métrico, K, L subconjuntos compactos de X ye >0,
entonces

pu(K,L) <e< K C B(L,e) NL C B(K,¢)
siendo para cada A C X

B(Aye)={x € X :p(z,A) <e}.

Demostracion:

En primer lugar, si py (K, L) < € entonces dado x € K tenemos que

p(l‘,L) < supp(:v,L) < pH<K7 L) <g,
zeK

luego x € B(L,¢) y efectivamente
K C B(L,¢).

Analogamente se ve que L C B(K,¢).
Reciprocamente si es K C B(L,e) y L C B(K,¢), entonces tenemos que dados z € K e
y € L se tiene que p(z, L) < ey p(y, K) < e.

Por tanto, como K y L son compactos y las funciones distancia de un punto a un conjunto
son continuas,
sup p(x, L) = max p(z,L) < e
zeK

zeEK

y
sup p(y, K) = max p(y, K) <e,
yeL yeL

con lo que

pr (K, L) = max {sup p(x, L),sup p(y, K)} <e

zeEK yeL

tal como queriamos demostrar. ll



Anexos 203

Proposiciéon C.4. Si (X, p) es un espacio métrico, entonces la topologia inducida en
K(X) por la métrica de Hausdorff es la topologia de Vietoris en X .

Demostracion:

Veamos en primer lugar que dado cualquier abierto V en ((X), pg) es también un abierto
para la topologia de Vietoris.

Dado K, € V existe cierto € > 0 tal que
B,,(Kp,e)CV
y si vemos que existen Uy, Uy, - -- , U, abiertos en X tales
Koy € [Up; Uy, -+, U, C B, (Ko, €),

entonces concluimos que K es un punto interior de V' en la topologia de Vietoris, y por
su arbitrariedad, que V es abierto para dicha topologia.

Sin mas, como K, es compacto en X sabemos que existen x1,--- ,x, € X tales que

Ko C Z-QB (1’ ;) (C.1)

siendo Ko N B(x;,£/2) # @, y definiendo
Up = B(Ky,e) ={z € X : p(z, Ky) < ¢},
Ui:B(:pi,;>,Vi:1,--- N

es claro entonces que son abiertos en X y Ky € [Uy; Uy, -+, U,].

Ademés, dado K € [Uy; Uy, - - ,U,] tenemos que K C B(Ky,¢) y si vemos que ademas
Ky C B(K,¢), por el Lema C.3 tendremos que py (K, Ky) < € y asi que

K € BpH(Ko, E)

que es justo lo que queremos demostrar.

Sin més, dado x € Kj por (C.1) existe un x; tal que p(z,z;) < €/2 y como K NU; # O,
existe cierto y € K tal que p(y,z;) < /2, con lo que

p(xvy) < p<x7x2) +p(xlvy> <E&.

Asi

p(z, K) < p(z,y) <e,
obteniendo pues que x € B(K,¢), y por la arbitrariedad de x € Ky, que Ky C B(K,¢)
tal como queriamos demostrar.

Debemos ahora ver que cualquier abierto para la topologia de Vietoris es también abierto
en (K(X), pr), para lo cual basta ver que cada elemento de la subbase S es abierto en
dicho espacio métrico.
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Sea pues U abierto en X y Ky € Cy, entonces como Ky C U, es compacto y X \ U cerrado
tenemos que'?
e =inf{p(z,Koy) : x € X\ U} > 0.
Por la definicién de € es entonces claro que B(Ky,e) C U.
Ahora, si K € B,,, (Ko, €) entonces py (K, Kj) < ey por el Lema C.3

K C B(Ky,e) C U,

con lo que K € Cy.
Hemos probado pues que
B,,(Koy,c) C Cy
y asi, por la arbitrariedad de Ky, que Cy es abierto en (K(X), py).

Para ver ahora que I;; también es abierto con la métrica de Hausdorff, observemos que si
es Ky € Iy entonces existe v € Ko NU y como U es abierto en X, existira cierto € > 0
tal que B(x,e) C U.

Como en el caso anterior, finalizaremos la demostracion si demostramos que
B,, (Ko,¢e) C Iy.

Sies K € B, (K, ¢) tenemos que py (K, Ky) < ¢y por el Lema C.3 que K, C B(K,¢),
con lo que p(z, K) < ¢.

Como K es compacto existe cierto y € K tal que p(z,y) = p(z, K) y asi
y € B(z,e) C U,

conloquey € KNU y con ello, K € Iy tal como buscdbamos demostrar. Bl

Sabemos ya que si X es metrizable y separable entonces (X)) también lo serd, por lo que
resta ver la completitud de dicha métrica.

Lema C.5. Si (X, p) es un espacio métrico completo y { K}, una sucesion de Cauchy
en (K(X), pg), entonces

a(9)

es compacto.

14 Gi fuera ¢ = 0 entonces existe una sucesién {x,}>°; contenida en X \ U tal que p(z,, Ko) — 0.
Ademaés, como K es compacto para cada n € N existe y, € Ky tal que p(z,, Ko) = p(zn,yn), vy al
estar {y, } C Ky existird una subsucesién {y,, }7°, convergente a cierto y € K.

Con todo

p(xmwy) < p(%k7ynk) + p(ynmy) = p(xnkaO) + p(y’rlmy) —0
por lo que z,, — y.
Ahora, como {z,, } C X\U que es cerrado, concluimos que y € KoN(X\U) teniendo una contradiccién
pues Ko C U.
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Demostracion:

Como K es cerrado en X, por la Proposicién 1.1.3 tenemos que (K, p|x) serd un espacio
métrico completo y si vemos que esta totalmente acotado, entonces efectivamente serd
compacto.

Ademds, basta ver que L = |J22, K,, estd totalmente acotado, pues de ser asi entonces'
también lo estara su clausura, es decir, K.

Sea pues € > 0 fijoy N € N tal que si n,m > N entonces py (K, K,,) < €/2.

Entonces, como JY, K; es compacto, estara totalmente acotado y existen pues
N
{1, 2} C UKi
i=1

tales que para cualquier x € K; con ¢ < N existe un j =1,--- , k tal que p(z, ;) < /2.

Veamos sin mas que el conjunto {z1,---,x,} C L nos sirve para probar que L estd
totalmente acotado, es decir, basta ver que para cualquier x € K; con ¢ > N se cumple
que existe un j = 1,--- , k tal que p(z,z;) < e.

Como

p(z, Kn) < Sup ply, Kn) < pu(K;, Kn) <¢€/2,
yen;

tenemos que existe cierto y € Ky tal que p(x,y) < €/2.

Por tanto, si es x; tal que p(y, z;) < £/2 entonces

p(x,x;) < p(x,y) + ply, ;) <€
lo que finaliza la demostracion. H

Proposicion C.6. Si (X, p) es un espacio métrico completo entonces (K(X), py) también
es completo.

Demostracion:

Sea { K, }52, una sucesion de Cauchy en (K(X), py) v definamos
K:ﬂd(U&)
n=1 i=n

Por el lema anterior F; = cl (U2, K;) es compacto y la familia de cerrados en Fy, {F,}>2
dados por

a:a(UKJ,

tiene claramente la propiedad de interseccién finita, con lo que su interseccion es no vacia,
es decir, K # @.

15 Si L est4 totalmente acotado, entonces dado € > 0 existen {x1,--- ,x,} C L tales que para cualquier
x € L existe un i, € {1,--- ,n} de modo que p(x,z;,) < &/2.
Ahora, si es y € cl (L) tenemos que existe cierto x € L tal que p(z,y) < £/2 y con ello

p(y, i) < ply,z) + p(z,z5,) <,

lo que prueba que cl (L) estd totalmente acotado.



206 La topologia de Vietoris

Ademas, es claro que K es cerrado en F); y nuevamente por ser este ultimo compacto,
tenemos que K es compacto.

Con todo tenemos que K € K(X) y si vemos que pg(K,, K) — 0, entonces efectivamente
concluimos que (K(X), py) es completo.

Sea pues € > 0 fijo y consideremos N € N tal que para cada m,n > N se cumple que

3

Sea ahora n > N fijo.

En primer lugar, observemos que si x € K entonces x € F,, y por tanto
€ (o)
=n

Asi, existe cierto i > ny x; € K; tal que p(x,z;) < €/2.
Por otra parte, como

P(xh Kn) < sup ,0(2:, Kn) < pH(Kn’ Kz) < 5/27
zeK;

tenemos que existe cierto y € K, tal que p(x;,y) < £/2 y asi
p(z, Ky,) < p(z,y) < p(x, z;) + p(zi,y) <e.
Puesto que x € K era arbitrario hemos demostrado que
K C B(K,,e¢). (C.2)
Sea ahora x € K, y observemos que, como para cada i > n se tiene que

p(z, K;) < sup p(z, K;) < pu(K,, K;) <€/2,

ZGKn

obtenemos para cada i > n existe z; € K; tal que p(z, z;) < /2.

o0
=n

Como F,, es compacto (pues es cerrado en Fy) tenemos que {z; C F,, tendrd una

subsucesion convergente {z;, }32, a cierto y € F,.
Aun mas, veamos que y € K.
Si @ < n entonces es claro que y € F,, C Fj;, con lo que basta comprobarlo para i > n.

En este caso, basta observar que tomando ¢ > 1 tal que 4; > i, la sucesién {z;, }32, esta
contenida en Fj;, y como Fj es cerrado su limite, que es y, también pertenece a Fj.

Con todo, de la convergencia de la sucesion {z;, }32, existe cierto ko > 1 tal que

p(@i,,y) <€/2,

y asi
p(ZE,K) S p(mvy) S P(5E7$ik0) +p(mik07y) <e.

Por la arbitrariedad del punto z € K,, concluimos que

K, C B(K,e¢). (C.3)
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Asi, por (C.2) y (C.3) podemos aplicar el Lema C.3 y concluir que
pu (K, K,) < e.

Es decir, hemos visto que si n > N entonces py (K, K,,) < €, lo que prueba que
pu(K, K,) — 0

y finaliza la demostracion. l

Teorema C.7. Si X es un espacio polaco, entonces IKC(X) con la topologia de Vietoris es
un espacio polaco.

Demostracion:

Sea T la topologia de Vietoris en K(X) y p una métrica completamente compatible en X.

Por la Proposicién C.6 sabemos que (K(X), pg) serd un espacio métrico completo y por
la Proposicion C.4 tenemos entonces que py serd una métrica completamente compatible
en (K(X),7).

Como ademéas X es separable, por la Proposicion C.2 tenemos que (K(X), 7) es también
separable y con todo, es polaco. B

Finalizamos la seccién dando un conjunto de generadores para la o-algebra de Borel de
K(X) cuando X es un espacio metrizable y compacto.

Teorema C.8. Si X es un espacio metrizable y compacto entonces B(IC(X)) estd gene-
rada por el conjunto
A =A{ly : U es abierto en X}.

Demostracion:

En primer lugar, como dado U abierto en X se tiene que Iy es abierto en (X)), es claro
que Iy € B(K(X)) v asi

o(A) C B(K(X)).
Para ver la inclusion reciproca observemos que basta ver que dado U un abierto en X se
cumple que Cy € o(A).

Efectivamente, como todo abierto de K(X) es unién numerable'® de intersecciones finitas
de conjuntos de la forma Cy o Iy para V abierto en X, tendriamos que al ser o(A) una
o-algebra cualquier abierto de K(X) estd en o(A) y con ello

B(K(X)) C o(A).

Asf pues consideremos {U, }° | una base numerable de X cerrada por uniones finitas'” y
observemos que

KeCheKNnX\U)=29<IneN: [(X\U)CcU,ANKNU, =2]. (C4)

16 Al ser X compacto y metrizable, de la Proposicién 1.1.9 tenemos que X es separable y metrizable, y
por las Proposiciones C.2 y C.4 también lo es I(X). Por el Teorema 1.1.8, K(X) tiene entonces una
base numerable y por el Teorema E.1 podemos extraer una base numerable de la base dada por la
subbase S de K(X).

17 Dada cualquier base numerable B de X, basta tomar el dlgebra generada por B como la base buscada.
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La primera equivalencia es clara por la definicién de Cp y la implicacién de derecha a
izquierda de la segunda es también directa, con lo que basta tinicamente ver la implicacion
de izquierda a derecha en la segunda equivalencia.

Como X es metrizable serd normal, en particular Hausdorff, y al ser K compacto tenemos
que es cerrado. Asi K, X \ U son cerrados disjuntos y existen pues abiertos disjuntos V, W
talesque K CVy X\UCW.

Ahora, como W es abierto podemos expresarlo como

W = U Un,
k=1
para alguna subsucesién {U,, } de {U,}.

Por tanto, {U,, }?2, serd un cubrimiento abierto de X \ U y como este es compacto
(pues es cerrado en X que es compacto) tenemos que existe un subcubrimiento finito

{Unk:17 e ’Unkm}7 €S decir,
X\Uc U,
=1

Como la base {U, }5°, es cerrada por uniones finitas existe cierto n € N tal que

yasi X \U C U, y claramente K NU, =@ pues U, CW, K CVyVnNW=2.

Con esto, queda demostrado (C.4) y tenemos que si es
M={neN: X\UcCU,},

entonces

Cu= U (K(X)\I,) € o(A)

neM

y concluimos la demostracion. B

D. Teoremas de induccién y recursion transfinita

En el capitulo sobre teoria descriptiva de conjuntos se trata de forma habitual con ordi-
nales y con los teoremas de induccién y recursion transfinita, resultados que no son de
uso comun en la mayoria de ramas de las matematicas.

Por la intencién autocontenida del texto daremos una muy breve introduccion intuitiva a
los nimeros ordinales y enunciaremos dichos importantes teoremas. Ademas, daremos un
breve ejemplo del teorema de recursion de modo que, aunque generalmente es omitido en
las demostraciones, pueda entenderse su uso subyacente en las mismas.

Para obtener mas informacién sobre el tema se recomienda consultar los excelentes li-
bros [20], [24], o en castellano [21], aunque una fantdstica introduccién también puede
consultarse en el primer capitulo de [35].
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La idea de los nuimeros ordinales es poder contar mas alld de los niimeros naturales,
es decir “imaginamos” un nimero infinito w que viene después de todos los naturales y
continuamos el proceso de conteo como w,w + 1, (w+ 1) +1,...

Recordemos que en la definicién conjuntista de los nimeros naturales identificamos el cero
con el conjunto vacio y cada n € N como

n={meN:m<n},

siendo
n+1=nU{n}

y la relacién de orden usual dada por
n<m-<<nem.

Definimos entonces el menor ordinal infinito w como los niimeros naturales y el sucesor
de este de forma andloga como
w+1l=wU{w}

En general, decimos que un ntimero ordinal o es un conjunto transitivo'® y bien orde-
nado por la relaciéon de pertenencia.

Bajo esta definicion todo niimero natural asi como w son numeros ordinales y ademas, si
es o un numero ordinal entonces su sucesor

a+1l=aU{a}

también es un niimero ordinal.

Se tiene ademas que los nimeros ordinales finitos son precisamente los niimeros naturales y
aunque la clase de todos los nimeros ordinales no es un conjunto, si se tiene que cualquier
conjunto de ntimeros ordinales esta bien ordenado por la relacion de pertenencia, lo que
formaliza la idea intuitiva de la construccion por conteo mas alla de los naturales.

Otro concepto importante es el de ordinal limite que se define como cualquier ordinal
a tal que no existe ningin otro ordinal S de modo que @ = 3 + 1.

Los ordinales limite méas importantes que tratamos en el texto son w, el primer ordinal
infinito; y wy, el primer ordinal de cardinal no numerable.

Destaquemos también que cualquier conjunto de nimeros ordinales tiene un supremo
pues se puede demostrar que si X es un conjunto de ordinales, entonces |J X es un ordinal
que cumple ser el menor ordinal mayor o igual a cualquier elemento de X.

Para finalizar esta breve introducciéon y antes de pasar ya a tratar con los dos teoremas més
importantes de los niimeros ordinales, destacamos que estos juegan un papel fundamental
en el estudio de los conjuntos bien ordenados, pues todo conjunto bien ordenado serd
isomorfo a un tnico ordinal; y también son importantes en la definicién de los cardinales,
que no seran mas que ciertos ordinales con propiedades concretas.

18 Un conjunto T se dice que es transitivo si cualquier elemento de T es también un subconjunto de T.
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Teorema D.1. (Teorema de induccién transfinita) Sea P(x) una propiedad (posi-
blemente con mds pardmetros) y supongamos que para cualquier ordinal o se cumple:

Si P() es cierta para todo < «, entonces P(a) es cierto.

Entonces, P(«a) es cierta para todo ordinal c.

Una segunda versién ttil cuando debemos distinguir ordinales limite es la siguiente.

Teorema D.2. (Teorema de induccién transfinita, segunda versién) Sea P(z)
una propiedad (posiblemente con mds pardmetros), oy un ordinal y supongamos que se
cumplen:

(i) P(aw) es cierto;
(ii) P(a) implica P(a+ 1) para todo ordinal o > av;

(iii) Para todo ordinal limite no nulo o > g, si P([3) es cierto para todo ag < < «
entonces P(«a) es cierto.

Entonces P(«) es cierto para todo ordinal oo > cy.

Como vemos en forma es muy similar al teorema de induccién sobre los nimeros naturales
y su uso en las demostraciones del segundo capitulo es realmente muy similar.

El teorema de recursion transfinita presenta por otra parte una mayor dificultad y aunque
se usa en muchas definiciones y demostraciones, simplemente se menciona su uso pero no
se dan en detalle las caracteristicas y elementos que permiten utilizarlo. Esto suele deberse
a que dichos detalles pueden llegar a ser muy engorrosos y en la mayoria de ocasiones
se ve clara su aplicacién. Cabe también mencionar que en muchos textos se enuncian
construcciones y definiciones “inductivas” donde realmente se estda haciendo uso de este
teorema y puesto que no se dan mas detalles se debe estar atento para discernir cual de
los dos conceptos se esta utilizando.

Teorema D.3. (Teorema de recursién transfinita) Si G es una aplicacion sobre V
la clase de todos los conjuntos, entonces existe una unica aplicacion sobre Q) la clase de
todos los nimeros ordinales tal que

F(a) = G(Fla),
siendo F|, la restriccion de F al ordinal «, es decir, la sucesion transfinita

(F(B):p < a).

En esencia, el teorema de recursion transfinita nos garantiza que teniendo una operacion
G que a cada conjunto le asigna otro de forma tnica, podemos construir también de forma
Unica una sucesion transfinita F', tal que el valor de F' sobre cualquier ordinal depende
unicamente de Gy de todos los valores anteriores.
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La suma de ordinales se define de forma recursiva tal que para cada ordinal 3 es:

(i) 6+0=5;
(i) B+ (a+1) = (f + a) + 1 para cada ordinal a;

(iii) S+ o =sup{f + v :v < a} para cada ordinal limite o > 0.

Asi el primer uso que se da en la mayoria de textos de teoria de conjuntos al teorema de
recursion transfinita, es demostrar que efectivamente existe una tinica aplicacion sobre la
clase de todos los ordinales que satisface dichas propiedades (véase [21, Defn. 3.33]).

Observemos que la definicién para la suma justifica la notacién « + 1 para el sucesor de
«, pues si denotamos por 1 el sucesor del 0 (para distinguirlo de la notacién de sucesor)
tenemos que

a+l=a+0+1)=(a+0)+1=a+1.

Como ejemplo para demostrar su uso y por la gran relacién con el texto, nosotros veremos
que las clases de Borel estan correctamente definidas y de forma tnica.

Sea pues X un espacio metrizable y definamos G una funcion sobre V' la clase de todos
los conjuntos como:

» Si f es una aplicaciéon con dominio 1 = {0}, entonces

G(f) ={A C X : A es abierto en X}.

= Si f es una aplicacion con dominio un ordinal o > 1, entonces

G(f):{UAn:VnEw(AnCX/\X\Ane U f(ﬁ))}.

new 0<fB<a
» G(z) = @ si x es cualquier conjunto distinto a los descritos anteriormente.

Por el teorema de recursién transfinita tenemos entonces que existe una tinica aplicacion
F : Q) — V tal que para cada «a € €) es

F(a) = G(Fla)-
Definamos pues para o > 1
Sa(X) = F(a),
my(x)={Acx:x\4ex(X)}

y veamos que efectivamente se corresponden con las definiciones de la jerarquia de Borel.

Sin maés, si es & = 1 entonces F|, es una aplicaciéon con dominio 1 luego

Y(X)=F(1) =G(F|;) = {A C X : A es abierto en X}.
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Por otra parte, si & > 1 tenemos que F'|, es una aplicacién con dominio un ordinal mayor
que uno y asi

Zg(X):F(a):G(F|a):{UAn:Vn€w<AnCX/\X\Ane U F(ﬁ))}

new 0<f<a

:{UAn:VnEw(AnCX/\X\Ane U E%(X))}:

new 0<f<a

new 0<B<a

:{UAn:VnEw,AnE U H%(X)}-

Con esto, tenemos ademas que
M(X)={AcX: X\Adex)(X)} ={X\4: A€ X)}

luego efectivamente las definiciones coinciden y tenemos que la jerarquia esta bien definida
para cada ordinal a > 1.

Para finalizar la seccién daremos dos pequenos lemas sobre ordinales que se utilizan bre-
vemente en los Capitulos 2 y 3.

Lema D.4. Si a es un ordinal mayor o igual a w, entonces para cualquier natural m se
tiene que m + a = a.

Demostracion:

Observemos en primer lugar que el resultado es cierto para w.

Efectivamente, como w es un ordinal limite y dado 7 < w se tiene que m + v € w,
obtenemos que

m+w=sup{m+y:y<w}=sup{y:m<y<w}=sup{y:y<w}=w.

Supongamos ahora que el lema es cierto para a > w y veamos que entonces también lo es
para a + 1.

Sin mas, como la suma de ordinales es asociativa dado m € w

m+(a+1):(m+a)+1(gl)a+1.

Por 1ltimo, si es @ > w un ordinal limite tal que para cada w < § < « se cumple el lema,
entonces tenemos que por definicion de la suma de ordinales dado m € w

m+a=sup{m+y:v<a}l=sup{m+vy:w<7y<a} (;)Sup{7:w§7<a}:a.

Los tres casos vistos prueban pues el resultado por induccién transfinita. ll
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Lema D.5. Dados (3,7 ordinales no nulos, se cumple que v < 14 si, y solo si, v = 1+«
para cierto o < 3.

Demostracion:

La implicacién reciproca es clara por las propiedades de los ordinales, se puede consultar
[20, Chp. 6, Lemma 5.4 (a)].

Para la implicacién directa, observemos que si § < w y v < 1 4 3, como en este caso 3y
~ son ntimeros naturales no nulos, basta expresar vy =1+ (7 — 1) siendo v — 1 < 3.
Sies §>wyy <1+, como por el lema anterior 5 =1+ 3, tenemos que v < 5.

Asi, si v € w basta como antes considerar y =1+ (y—1) puesy—1 <w < f;ysiy > w
entonces por el lema anterior es también v = 1 + v siendo como hemos visto v < 3, lo
que concluye la demostracién. B

E. Resultados sobre bases en espacios topolégicos

Daremos en esta seccion un resultado muy 1til sobre la cardinalidad de las bases de
espacios topoldgicos, que se utiliza a lo largo del texto para justificar que en un espacio
con base numerable los abiertos siempre pueden expresarse como unién numerable de
elementos de cualquier base. Veremos también un teorema de universalidad del cubo de
Hilbert que permite demostrar facilmente algunos resultados en el texto principal.

Teorema E.1. Si X es un espacio topologico que tiene una base infinita con cardinal K,
entonces toda base infinita de X contiene una base de cardinal menor o igual a K.

Demostracion:

Sea B una base de X de cardinal x y B’ otra base infinita cualquiera.

Como By B’ son bases de X, para cada B € By cada z € B podemos tomar B, € By
B, € B de modo que

r€ B, CB,CB. (E.1)
Definamos pues para cada B € B el conjunto
Bg ={B, : z € B},

el cual es un subconjunto de B y por tanto tiene cardinal menor o igual a k.
Ahora, por (E.1) dado U € Bp existe By, € B’ tal que U C B}, C B y podemos definir

BIB :{Bb : UGBB},

que sera un subconjunto de B’ de cardinal menor o igual a k.

Definamos ahora

A= | B,

BeB

y veamos que es la base buscada.
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En primer lugar, es claro que esta contenida en B’ pues cada B lo esta.

Ademas, como tanto el cardinal de B como el de B’ son menores o iguales a k, tenemos
que el cardinal'® de A es menor o igual a k.

Por tanto resta tinicamente ver que es base de X, para lo cual veamos que dado A abierto
en X y z € A existe cierto U € A tal que x € U C A.

Sin maés, por ser B una base existe B € B tal que x € B C A y por definicién, tenemos
que By € By CAy
r€B, CBy CBCA

con lo que efectivamente A es base de X. B

Teorema E.2. Si X es un espacio topologico completamente reqular con una base infinita
de cardinal k, entonces X es homeomorfo a un subespacio del espacio producto [0, 1]".

Demostracion:

Como X es completamente regular, por el Teorema A.6 tenemos que tiene una base
formada por coceros y del teorema anterior obtenemos que tiene una base formada por
coceros de cardinal menor o igual a k.

Supongamos pues que dicha base es de la forma?’

B ={X\ Z(fa)}a<n;

donde cada f, : X — [0, 1] es continua.

Consideremos pues f : X — [0, 1]" dada por f(z)(a) = f.(x) para cada ordinal o < k.
Entonces f es continua pues si es 7, : [0, 1] — [0, 1] una proyeccién, observamos que
T © f = fa que es continua.

Ademas, veamos que es también inyectiva.

Siz,y € X son dos puntos distintos, entonces como X es en particular Hausdorff existen

abiertos disjuntos U,V tales que v € U e y € V. Ademas, como B es base de X, existe
a<ktalquex € X\ Z(f,) CU y como V es disjunto a U, y € Z(f,).

Con esto, fo(y) =0 # fo(x) y efectivamente f(z) # f(y).

Veamos ain més que f: X — f(X) es un homeomorfismo para lo cual, como sabemos
que f es biyectiva (en su imagen) y continua, basta ver que es cerrada.

Basta probar pues que dado C' C X cerrado es f(C) = f(C) N f(X).

Es claro que f(C) C f(C) N f(X) y supongamos por reduccién al absurdo que no se da
la otra inclusion, es decir, que existe cierto = € X tal que f(z) € f(C)\ f(C).

19 Es un resultado conocido en teorfa de conjuntos que, suponiendo cierto el axioma de eleccién, dada
una familia de conjuntos {A4;};cr tal que |I| < k y |A;| < k para cada i € I, entonces

U

i€l

<K

La demostracién no es complicada pero precisa resultados y definiciones de teoria de conjuntos que
alargarfan demasiado el texto, por lo que se remite al lector a los capitulos 6, 7 y 8 de [20].

20" Consideramos que habran repeticiones en los conjuntos si el cardinal de la base es menor a .
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Entonces = € X \ C, que es abierto, y existe pues un « <  tal que
reX\Z(fo) CX\C

y con ello tal que C' C Z(fa).
Asi pues tenemos que

U:{yE [Oal]n:ya>0}
es un entorno abierto de f(z).

Efectivamente f(x) € U pues f(z)(a) = fo(x) > 0 al ser z € X \ Z(f,), y para ver que
es abierto basta observar que

U= 1] Ys
B<k
donde Y3 =1[0,1] si 8 # a e Y, = (0,1].
Ademas, tenemos que
UnfC)=9o

pues si es y = f(z) con x € C entonces y, = f(x)(a) = fo(z) = 0 por estar C C Z(f,).

Por tanto, tenemos que U es un entorno abierto de f(z) cuya interseccién con f(C') es

vacia y esto supone una contradiccién con que f(x) € f(C).

Asi, queda demostrado que f: X — f(X) es un homeomorfismo y con ello que efecti-
vamente X es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]*. B

F. Detalles de algunas demostraciones

Dedicamos esta ultima seccién a las pruebas de ciertos detalles en algunas demostracio-
nes del texto principal, que por su caracter técnico desviarian la atencién de las ideas
principales de dichas demostraciones.

Lema F.1. S5 X es un conjunto no vacio y a : X x X — [0,+00) una aplicacion tal
que para todo v € X es a(x,x) = 0, entonces eziste una pseudométrica a sobre X que
cumple:

(i) a(z,y) < alz,y), Yo,y € X;

ii) Si p es cualquier otra pseudométrica sobre X que cumple la condicion anterior,
P
entonces p(x,y) < a(x,y) para cada x,y € X.

Si ademds X es un espacio topologico y a es una aplicacion continua en X X X, entonces
a es también continua.

Demostracion:

Definamos en primer lugar para cada x,y € X
a(z,y) = min{a(z,y), a(y, )},
y a partir de esta sea

a(x,y) = inf{a(z,y),a(x,x1) + a(xy,x2) + - -+ a(zp,y) :n € Nyay, -+, € X}



216 Detalles de algunas demostraciones

Comprobemos que efectivamente esta es la aplicacién buscada.

En primer lugar, es claro que estd bien definida pues al ser a una aplicaciéon con valores
en [0, 400) el conjunto sobre el que se toma el infimo estd acotado inferiormente por cero.

Ademas, por la propia definicién, se ve que dados =,y € X

a(r,y) < alz,y) < alz,y).

Observemos también que si es 5 una pseudométrica por debajo de a, entonces dados dos
puntos x,y € X se tiene que

B(z,y) < a(z,y)

y
Bz, y) = Bly,x) < aly,x),
con lo que
Bl y) < alz,y).
Con esto, dados x4, -+ ,x, € X cualesquiera, por ser $ una pseudométrica se cumple que

B(l',y) < 6($ax1) +B(l’1,l‘2) +eee 5($n,y) < (_Z($,ZE1) + a(x17$2) +oe +d(xn7y)

y por la definicién de infimo concluimos que f(z,y) < a(z,y).
Resta pues ver que @ es una pseudométrica.

En primer lugar dado x € X tenemos que
0 <a(z,x) <a(z,z) =0,

con lo que a(z,x) = 0.
Respecto a la simetria, observemos que dados x,y € X y xy,--- ,x, € X cualesquiera se
tiene que

a(y,z1) + a(xy, x2) + - + a(xy, ) = a(z, x,) + a(Tp, Tno1) + -+ + a(xy, y).

Por tanto, el conjunto sobre el que se toma el infimo para a(z,y) y a(y, x) es el mismo y
efectivamente es

a(z,y) = aly, x).
Por 1ultimo, veamos que se cumple la desigualdad triangular.

Dados x,y,2z € X, por la definiciéon de infimo, para cada k € N existen ng,m; € N y

k koo k k
T, T YTy Y, € X tales que

1
EL(:L’, 2) + % > &(JZ, xlf) + EL<5('Jl€7 JZ’;) +oeeet EL(J;Z}C, Z)

. I _ _
CL(Z,y) + % > a(x,yf) + a(yf7y§) toot a(yﬁwy)

Por tanto, para cada k € N

1
&(:L‘, Z) + d(z>y) + % > C_L(m, xllc) a(xllcal'g) mal Ez(acﬁk, Z)+

_|_
+alz, yf) + a(yt, vs) + - +alys ,y)
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y con ello

a(x,z) +alz,y) = ]inf{ (x,2) +alz,y) + llg} >

> inf {a(e,o}) + - +alef,, 2) +ale,yf) + - a9 | > ay).

Para finalizar, veamos que si X un espacio topolégico y a es continua entonces @ también
es continua.

Dada una red {(x4, y4) taep en X x X convergente a (z,y), por la propiedad universal de
. deD deD o
la topologia producto, tenemos que x4 — = e y; — vy, luego por la continuidad de a

a(rg, x) L5 a(z, ) =0

deD
a(ya, y) == al(y,y) = 0.

Con esto
la(wa,yq) — a(z,y)| < |a(xq, ya) — a(wa, y)| + |a(zq, y) — alz,y)| < a(ya,y) + a(rq, v) <
< (yd> )—FCL(iEd,Z‘),

y como el dltimo término en la desigualdad hemos visto que converge a cero, concluimos
que

~ deD,  ~
a(xduyd) €—> G(ZE,y).

Por la arbitrariedad de la red y del punto (x,y), queda probada la continuidad de a. B

Lema F.2. La aplicacion « definida (3.31) estd bien definida y ademds es una métrica
continua.

Demostracion:

Sean 1, A € A fijos y definamos f : N> — R dada por

f(n, k) = min {5;;@, ), Q—max{"vk}} .

Observemos en primer lugar que

f(n, k) < 27max{n,k} < 271’

con lo que

K = sup f(n,k) <
n,keN

N | —

y si vemos que dicho supremo se alcanza en algin punto (n, k) € N2, entonces tenemos
que efectivamente « esta bien definida.

Sin maés, si K = 0, puesto que f es no negativa, tendriamos que f(n,k) = 0 para cada
n,k € Ny efectivamente el supremo se alcanza en cualquier punto de N2.

Ahora, si es K > 0y tomamos m € N tal que 27 < K/2 entonces

F= {(n, k) e N*: f(n, k) > —;(} C {(n, k) € N? : max{n, k} < m} (F.1)
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pues si fuera f(n, k) > K/2 y max{n, k} > m se obtiene que
K/2 < f(?’L, k,’) < 2—max{n,k} < 9—m

teniendo una contradiccién.

Por tanto,
fn,k) < K[2,¥(n, k) & F
lo que implica que
K= swp fnk)= sup fnk),

(n,k)EN? (n,k)eF

y como por (F.1) tenemos que F' es finito, dicho supremo se alcanza en F' tal como
queriamos ver.

Veamos ahora que « es continua en (pg, Ag) € A%

Observemos en primer lugar que como dados a,b € R se cumple que
, 1
min{a,b} = 5[(@ +b)—|b— a”
entonces
jmin {87 (41, ), 2708} — min {5 (10, Ag), 27 ™ }| =
Br (1, A) = B (10, o) + |BR (0, Ao) — 27 ™M — [ gy, A) — 27 max{nhl| \ <

< ;[wzw, A) = B (o, Mo)| + 185 (10; Xo) — By (1, A)@ = 187(11, A) — B (10, Mo)| . (F.2)

_1
2

Sea pues £ > 0 fijo y distingamos dos casos en funcién de si a(jg, A\g) es 0 no nula.

En primer lugar, si a(ug, Ag) = 0 tomemos m € N tal que 27" < ey F = {1,--- ,m}*.

Asi, si (n, k) € F se cumple que 2~ ™{mk}b < ¢ v por tanto dados p, A € A cualesquiera
es

: n A). 2~ max{n,k} < 2—max{n,k} ) F.
Jnax_ min {Br ), } < max <e (F.3)

Por otra parte, si (n, k) € F entonces de la continuidad de [} existe U}’ un entorno abierto
de (f10, No) en A? tal que?! dado (u, \) € Ul es B2(u, \) < €.

Por tanto, si definimos

v= () U
(n,k)eF

tenemos que, al ser F finito, es un entorno abierto de (ug, Ao) en A% y si (u,\) € U

entonces

: n — max{n,k} < k
[Dax_min {Bru N, 2 b < ax_ B, A) <e. (F.4)

21 Observemos que puesto que a(fo, \g) = 0 entonces B (i, A\o) = 0 para cada n,k € N.
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Con todo si es (u, A) € U, por (F.3) y (F.4) tenemos que

_ : n — max{n,k} : n — max{n,k}
Oé(:“a )‘) = max {(ﬁ??}? min {Bk (:U> )‘)7 2 } ) (TILI,}C?;(F min {ﬁk (H? )‘)7 2 }} <e.

Es decir, hemos demostrado que existe U un entorno de (pg, Ag) en A? tal que si (u, \) € U
entonces

|oz(,u, )‘> - a(:u(b /\0)| = Oé(#% /\) <ég,
con lo que queda probada la continuidad de « en (pg, Ao).

Por otra parte, si es a(ug, \g) = do > 0 consideremos ahora m € N tal que 27™ < §y/4 y
de nuevo denotemos por F' = {1,--- ,m}>.

Entonces
S = o) = : n Aa). 2~ max{n,k}
0 = (ko Ao) = max min {Bi (10, 20), b

pues si (n, k) € F se tiene que
0,
min {6}?(“07 )\0)> 92— max{n,k}} <92 max{n,k} < m < ZO
Definamos también para cada par (n, k) € N? las aplicaciones

fit(, A) = min {B7 (1, A), 27 x4

F'={(nk) € F: f{(10.20) = boff

Tomemos también 0 < v < §y — M siendo?

M:max{ff(po,)\o) t(n,k) € F\F’}

. Y
0<d< {,}
min 816

Como antes, si (n,k) € F entonces de la continuidad de [ existe U}’ un entorno abierto
de (f0, No) en A? tal que dado (i, A) € U se cumple que

|8k (ks A) = B (b0, Ao)| < 6. (F.5)
Definiendo pues
U= () Uy
(n,k)EF

tenemos que si (u, A) € U entonces para cualquier (n, k) € F

L (s A) = [ (o, M)l < 1B (1, A) — By (1o, Ao)| < 0. (F.6)
(F.2) F.5)

(

22 Consideramos que max @ = 0.
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Con todo, si vemos que dado (u,A) € U existe (n,k) € F' tal que a(u, \) = (i, A)
entonces

[ A) = alpto; Aol = £ (s A) = fii (o, M)l <0 <

(F.6
y concluimos que efectivamente « es continua en (pg, Ag).

Sean pues (i, \) € Uy (n,k) € F', entonces

: T S NN DR SIS L
fk(ﬂaA)(F?ﬁ)fk(M(),)\o) d=100—0 >0 16>50 (16 16M>_1650+16M

(F.7)

Por tanto, si (n, k) € F entonces para cualquier (n', k') € F’ se tiene que

0 15 '
n(, \) < 2 maxtnk} o gem 0 2Ts ) ) < \).
fk (/1“7 ) = (n k)& F 4 16 0 (F7) fk (,LL, ) = a(,u, )

Aun mas, si (n, k) € F'\ F’ entonces dado (n', k') € F’

Jit (s, A) (;6) Te (1o, M) + 8 < fiH(pos Ao) + = (£ (10, Ao) + ) — TS
15 15 ¥ /

< (M - — - = - L " < .

S (M+9) =367 <0 =157 <d =15 < fir (i A) < ol A)

Con todo, tenemos que

a(p, A) > Jax fy (1, A)

y concluimos pues que

a(p, A) = (max fii (1 A)

obteniendo justamente lo deseado.
Para finalizar, veamos que « es también una métrica en A.

La simetria es directa por la simetria de los 3} y observemos que como 27" > ( para
cualquier m € Ny 8(u, A) > 0 para todo u, A € A, entonces

a(p,A) =0« B (p,A) =0, Vn,k e N& p=A

donde en la ultima equivalencia usamos el hecho de que cada 3} es una métrica.

Falta inicamente ver que « satisface la desigualdad triangular para lo cual veamos primero
que dados pu, A\, v € A se cumple que para cualesquiera n, k € N

min {87 (1, A), 27" < min {8 (1, v), 27 min { B (v, ), 27 (AL
(F.8)

Efectivamente, si es 8 (u, A) < 27 ™@{"*} entonces si cualquiera de los otros dos minimos
es 27 max{nk} 15 desigualdad es clara y si no es asi, sigue siendo cierta por la desigualdad
triangular de ;.

Por otro lado, si 2~ ™@{nk} < 82(; \) nuevamente la desigualdad es clara si cualquiera
de los otros dos minimos es 27 ™™k} v §i no es asi, como estamos considerando que
2~ max{nk} — gn(;; \) basta nuevamente aplicar la desigualdad triangular de 57
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Por tanto, queda demostrado (F.8) y con ello si es (n, k) € N? tal que

a(, A) = min {ﬁ,’;(u, A), 2*max{”’k}} ,

entonces
(a, A) = min {5 (u, X), 27}

+min { B (v, A), 270 < o) + a(v, \)

< min {ﬂ,’;‘(,u, v), Z*max{”’k}} +
F.8)

y el lema queda probado. B

Lema F.3. Cada aplicacion By, : By — [0, +00] definida en el Lema 3.3.9 es finita para
todo p € By y ademds es continua.

Demostracién:

Veamos en primer lugar que fijado (1, ) € By se tiene que S (1, A) € R.
Lo haremos por induccién sobre k.

Para k = 1 es trivialmente cierto con lo que supongamos que es cierto para ¢ < k 'y veamos
entonces que Byy1(p, A) € R.

Como p, A € By C B tenemos que i, A son normas en ¢y vy con ello los espacios

Xy = (span{e; : 1 < i <k}, p)

X, = (span{ei (1 <i <k}, 5\>
son espacios de Banach de dimension finita.
Ademas, por la equivalencia entre normas para los espacios de dimensién finita tenemos

que existen constantes C7, Cy > 0 tales que para cualesquiera aq,--- ,ar € R son

k
C; max |a;| < /i (Z ai€i> < C) max ||

=1

y
ok
Cy max |a;| < A a;e; | < C1 max |a,l .
21§i§k’l‘_ ; )= 11§i§k‘2’
Por tanto, si son aq,--- ,a; € R tales que
k k 2
. _ 3 KEk+1
min {u (Z aiei> ,)\ (Z ai€i>} < —
i=1 i=1 Kr+1 — Rk
tenemos que
2 REk+1
max Ja;| < ——
1<i<k Co K1 — ki

y teniendo en cuenta que pi(ex11) = A(eg+1) = 1 por ser u, A € By se cumple que
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k k k
[i/i <€k+1 + Z ai€i> F A <€k+1 + Z aiez‘)] + Z la;| Bi(p, A) < £pulers1) F Megr1)+

=1

+ it (Z a,e,) + A <Z azel> + Z |ai| Bi (e, A (Z ale,> + A <Z azel>

=1
k
+ ; ] i, A) < 2C1 max Jag| + max |a izzlgi(ﬂ, 2 <

2

< —= [201+ZB1 ,ua ]

Ca Kiy1 — K
Ahora, por hipétesis de induccion

2 Ki+1 i
K=—"—"M_ 10 +3 8w \)| eR
i=1

Ch Kg1 — Ki

y como por definicién es
0 < BkJrl(,u?)\) < K:
concluimos que efectivamente Gy1(p, A) € R.

Por induccién y la arbitrariedad de u, A € B(1) queda demostrado que para cada k > 1

Para ver la continuidad, definamos en primer lugar para cada d >0, p € By y k> 1

U (1) = {ueBm:erwmﬂqf~@m%ﬁ}\meUAwrl<;g;<1+5}

Observemos entonces que se cumple la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1: Dados d > 0, u € By y k > 1, se tiene que
UF () = Ny, ({e} 146, {e 1) 0 By

con lo que por la Proposicion 3.2.6 es abierto en By

Demostracion de la Afirmacién 1:

Si denotamos por E = span{er,- - , ey, ex41}, entonces dado v € UFt () y
T:(E,v) — (B Q)
la aplicacién lineal dada por T'(e;) = e; se cumple que para cada € E
T (x)) = plx) < (1+0)v(x),
v (T () = v(x) > (1+ 0)l).

Ahora, como (F, ) es un espacio de dimension finita tenemos que Sg es compacto y con
ello, existe un xy € Sg tal que

Il = sup p(T(x)) = p(T(x0)) < (1+0)w(wo) =1+,
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De forma completamente analoga se obtiene que
HT*H<1+&

y asi
1
(XI/) €1, 76k+1) i_} (X,LM €1, 76k+1)

concluyendo que efectivamente
Ve qu ({62'}?;11, 1+ 5, {ei fill) N B(l).

La otra inclusion se obtiene directamente de la definicion de los dos espacios que estamos
considerando con lo que damos por probada la igualdad.

Ahora si, veamos que (3 es continua en (i, Ag) € By para cada k € N.

Observemos en primer lugar que si 1 € U™ (110) entonces dado = € span{ey, -« , €k, €xp1}

(1+6) 'Ti(x) < filx) < (1 + 0)ig(a),

con lo que

—0fo(x) < == o(w) < filz) = Tio(x) < dpio(z)

y asi
() = io(x)] < Opio (). (F.9)

Ademas, si son (g, A) € UF™ (o) x UFT™(No) v a1, - -+, ai, € R tales que

. _ k (& 2Kp41
min < ft Z a;e; |, A Z a;€; < —
i=1 i=1 Rk+1 — Rk

entonces como

se cumple que

k k
i=1

i=1 Rk+1 — Rk

Por tanto, si son (u,\) € U™ (uo) x UFt()\y) entonces para cada n € N existen
at,--- ,ap € R con

. (& n N~ n 2Kk41
min{ i (Y ale; | A (D afe ] < ———
i=1 i=1 Rk+1 — Rk

tales que
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+

k
: I <€k+1 + Za el> - A <6k+1 + Z a?ei>
=1 =1

<

F.10

k n L k a?
€k+1 + >—)\o <€k 1 7’61‘) -
(e 2 Ee) - (o 2
<ek+1+za€z> N<k+1+21+5>

1
Brr1(pt, A) — n} 6k+1(ﬂ07)\0)(

k
+ 321l 5 Y) ~

+

Z1+6 (10, Ao) <

k am
+ A <€k+1 + Za?ez) Ao <€k+1 + Z 1 + 6 Z (\Gn\ Bi(pt, A 1| i @(,uo, 0)) <
i=1 =
Ap
k k
< <ek+1 + Z a?ei> — To (ek+1 + Z a?ei> ’ +
i=1 i=1
k n
+ |fo <€k+1 + Za?ez) Ho <€k+1 + Z np ) +
i=1
~ k
+ (A <ek+1 + Za?ei> W <ek+1 + Za e; |
i=1 i=1
+ Ao <€k+1+za 61) - o <€k+1+z —iié ) + A, <
=1
k n
< ¢ €1+ are; | +Xo|ewr1 + ) ale; || + o < ) +
9) No( k+1 ; > o( k+1 Z )] Ho (g 1+5
L k a® k 5
X (ﬂ— ) A, < 251 42— S an 4 A, F.11
30 (3 (a0 - %5) ) £ 40 [+izlra@r]+ S+ (F.11)
De forma analoga se tiene que existen b},--- ,b} € R con
k k
— 2
min {uo (Z b?el) o (Z b?e,) } s .
i=1 i=1 Ri+1 — Rk
tales que
1 Tl 5 TL
=1
siendo
Bo =3 (17181000, 30) — 1L 51,0
n — 7 i \M0y NO 1 + 5 7 ) .
Ahora, si denotamos por X = span{ey,--- , e}, por la equivalencia de normas en espacios
de dimensién finita existen Dq, Dy > 0 tales que para todo aq,--- ,a € R se tiene que

k k k
0.3 Jail <o (z) < DY fad
=1 =1 =1

siendo 7y cualquiera de las normas g 0 Ag.



Anexos 225

Asi, si denotamos por 7 aquella de las dos normas p o A tal que al evaluarla en 3 ale;
es minima, se tiene que

k k k

1 146 2
S jat] < =y [ Sate; ) < 2 ln (S ate; ) < (14 8) = tH
i=1 Dy i=1 D, i—1

Dy(Kgs1 — ki)
K

Y de igual modo, denotando ahora por vy aquella de las dos normas pg o Ag tal que al
evaluarla en Zle bl'e; es minima, se tiene que

k

1 k
>l < D0 (Zb?q) < K.
2 i=1

=1

Con esto, considerando d < 1 se tiene que

1
=201+ K(2+40))+A, <20(14+3K)+ A,; (F.13)

1
[Br+1(#0; Ao) = Braa(p, A)] — — 119

<
n (F.12)

249
— 2 (1 4 K@) v By < 28(1+3K) + By, (F.14)
Con todo lo visto, tenemos ya las herramientas necesarias para probar por induccién sobre
k la continuidad de Sy en (uo, Ao)-

Es claro que f; es continua en (ug, Ag), luego supongamos que [3; es continua en (19, Ag)
para cada ¢ < k y si vemos entonces que ;1 también lo es, por induccién concluimos la
prueba.

Sea pues € > 0 fijo y observemos que como por hipdtesis de induccién cada (; es continua
en (po, \o), tenemos que para cada ¢ = 1,--- | k existen U; entornos abiertos de (19, Ao)
tales que si (p, A) € U; entonces

|BZ(/’I’7 )‘) - /Bi(/“L07)\0>| < Ks

para cierta constante K, por determinar.

Definamos pues
k

Us = ( 5 (o) x U§+1(/\0)) N U,

=1

y observemos que si (i, \) € Us entonces
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k am
=Z@WM "mmm%

= 1+0

|7

a’
<|an|ﬁz o, Ao) + |ai| K. — 1;(5@(110,)\0)) =

M= I

<

1

<.
Il

= Ke; |ag'| + 145 ; |ai'| Bi(to, Ao) < KK (1+46) +0K %%ﬁ{ﬁi(ﬂoa o)} <

B =3 (157100 20) — L 5 n)) <
n pt 7 05 A0 1+5 7 )
<5 (1671 Bu(rt0, 20) — W‘WMHELQZ
P ’ ’ 14+6
K. k|"|+ 0 waa N € KL + 81 s o o)} <
1+5 1+5 i\H0y A0 max i\H0y A0
<2KK.+0K lrgagi{ﬂi(/io, Ao)}- (F.16)

Con todo, definiendo 0 < K. < /8K y 6 > 0 tal que

. £
5 < mln{174(1_'_3[(>}

€
0 1H<1a<}§€{61(,u07 )\o)} E?

concluimos que si (p, A) € Us entonces

1
[Br+1(11, A) = Brt1 (k0 Ao)] — " (F§3) 20(1+3K) + A, <

< 20(1+3K)+0K Ei}ﬁ{ﬁi(uo, M)} +2KK, <¢

(F.15)

1
Brs1(to, o) = Beaa (i A)] = o < 20(1+3K) + By <
Sy 2001+ 3K) + 0K max {50, o)} + 2K K. <e.

Por tanto, si (u, \) € Us entonces

1
| B (1, A) = Braa(po, Xo)| < €+ e
y por la arbitrariedad de n € N concluimos finalmente que

| B (16s A) = Breg1(po, Ao)| < €

lo que prueba la continuidad de Sy1 en (1o, Ao) y finaliza la demostracion. B
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