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Introducción

El origen de la Teorı́a de Integración se remonta a más de 2000 años, cuando los
griegos intentaban resolver el problema del área ideando el procedimiento que llamaron
método de exhaución. Desde sus orı́genes, la Teorı́a de la Integración ha constituido
una de las ramas más destacadas de las matemáticas y sus aplicaciones en otros campos
son múltiples y de enorme importancia. Nuestro trabajo se enmarca dentro de lo que se
conoce como Integración Vectorial, que podemos definir, sucintamente, como el estudio
de técnicas de integración de funciones f : Ω→ X , donde Ω es un espacio de medida
y X es un espacio vectorial topológico, en general un espacio de Banach. Desde los
trabajos iniciales de G. Birkhoff, S. Bochner, N. Dunford y B.J.Pettis en los años 30
(véase [16]), un gran número de matemáticos ha puesto toda su energı́a en el desarrollo
de técnicas de integración vectorial como medio para estudiar propiedades topológicas
y geométricas de los espacios de Banach. Nuestro objetivo en este trabajo se centra,
básicamente, en las integrales de McShane y Henstock-Kurzweil, tanto para funciones
reales como para funciones vectoriales, relacionándolas con la integral de Lebesgue (en
el caso de funciones reales) y con las integrales de Bochner y Pettis (en el caso de
funciones vectoriales). La integral de Henstock-Kurzweil debe su existencia a una ligera
modificación de la clásica definición de la integral de Riemann y fue iniciada alrededor
de 1960 por Jaroslav Kurzweil y, de manera independiente, por Ralph Henstock. Un
aspecto muy interesante en relación a dicha integral es que, para funciones reales de una
variable real, ella no necesita de la Teorı́a de Medida para su existencia. Además, esta
integral resuelve el problema de las primitivas propuesto por Newton-Leibniz (Teorema
1.1.2), es decir, la validez del Teorema Fundamental del Cálculo en toda su generalidad
y contiene en su interior a la integral de Lebesgue (Teorema 1.4.6). Sin embargo, una
ingeniosa modificación de la definición de la integral de Henstock-Kurzweil, ideada por
Edward J. Mcshane, da origen a una nueva integral que, a la postre, resulta ser equivalente
a la integral de Lebesgue para funciones reales de una variable real (Teorema 2.2.2).
Lo interesante de esta versión modificada de la integral de Henstock-Kurzweil es que
la integral de Lebesgue puede ser pensada como lı́mite de sumas de Riemann. Estas
nuevas nociones, relativamente nuevas, de integrales tipo-Riemann, es decir, las integrales
de Henstock-Kurzweil y McShane también juegan unos papeles muy importantes en
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la Integración Vectorial. Las investigaciones comenzaron alrededor de 1990 por el
trabajo de R. A. Gordon y desde entonces una especial atención se ha prestado a este
campo. Uno de los problemas cruciales es la comparación de estos nuevos conceptos
de integrales tipo-Riemann con las integrales más analizadas y de mayor impacto en
la teorı́a de espacios de Banach hasta hoy en dı́a, es decir, las integrales de Bochner y
Pettis. Con estas cuatro integrales puestas a nuestra disposición, se pueden hacer muchas
cuestiones interesantes. Sin embargo, la situación se complica por el hecho de que ciertas
restricciones naturales que se pueden poner en el espacio de Banach X y las funciones
f : [0,1] → X cambian las respuestas. En efecto, consideremos, en primer lugar, la
situación en la que no imponemos ninguna restricción ni en el espacio de Banach X ni en
la función f : [0,1]→ X . En este contexto:

Si f es Bochner integrable, entonces, es McShane integrable (Teorema 3.5.7).
Si f es McShane integrable, entonces, es Pettis integrable (Teorema 4.2.2).

Además, ninguno de los recı́procos de las implicaciones anteriores es cierta (ver la
Proposición 3.7.6 y la Sección 4.5). Ahora si añadimos la condición que f es fuertemente
medible (Definición 3.4.1), entonces, las integrales de McShane y Pettis coinciden
(Teoremas 3.5.7 y 4.3.2). Sin embargo, durante mucho tiempo la única condición
suficiente para obtener la coincidencia entre las integrales de McShane y Pettis es exigir
que X sea un espacio de Banach separable y no imponer ninguna restricción adicional
sobre la función f (Teorema 4.3.4). Nosotros, en esta memoria, damos prioridad a este
elegante resultado: f es McShane integrable si, y solamente si, es Henstock-Kurzweil
integrable y Pettis integrable (Teorema 4.4.3). Lo interesante del resultado anterior es que
si f es Pettis integrable y Henstock-Kurzweil integrable, entonces, es McShane. Ahora
detallaremos brevemente cómo hemos organizado el contenido de este trabajo.
En el primer capı́tulo, hemos empezado demostrando el Teorema Fundamental del
Cálculo que nos ha servido como una motivación para introducir la integral de
Henstock-Kurzweil. Después, hemos presentado algunas propiedades básicas de la
integral de Henstock-Kurzweil. Luego, hemos demostrado el lema de Saks-Henstock que
es de capital importancia en la teorı́a. El resto del capı́tulo se centra en la prueba de
los siguientes interesantes resultados: la integral de Henstock-Kurzweil es una extensión
propia de la integral de Lebesgue; la clase de las funciones Henstock-Kurzweil integrables
como sus valores absolutos es idéntica a la de las funciones Lebesgue integrables; una
condición suficiente para que una función sea Henstock-Kurzweil integrable sobre [0,1]
es que sea Lebesgue integrable sobre cualquier subconjunto medible de [0,1].
Respecto al segundo capı́tulo, hemos introducido la integral de McShane y algunas de sus
propiedades básicas. También, hemos probado la inclusión de la clase de las funciones
McShane integrables en la de las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Sin embargo,
el resultado más importante de este capı́tulo es la equivalencia de la integral de Lebesgue
y la de McShane. Además, en este capı́tulo hemos analizado una condición suficiente para
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que una función sea McShane integrable: que tenga la propiedad S∗M. Dicha condición
es muy importante, ya que, caracteriza a las funciones reales de una variable real que
son McShane integrables. Finalmente, hemos acabado este capı́tulo demostrando que una
función es McShane integrable sobre [0,1] si, y solamente si, es McShane integrable sobre
cualquier subconjunto medible de [0,1].
En cuanto al tercer capı́tulo, en primer lugar, hemos empezado introduciendo algunos
resultados elementales de las funciones simples y la integral de funciones simples.
A continuación, hemos presentado la construcción de la integral de Bochner que, en
realidad, es una extensión de la integral de Lebesgue a funciones que toman valores en
un espacio Banach arbitrario, como el lı́mite de integrales de funciones simples. Luego,
hemos demostrado algunas propiedades básicas de la integral de Bochner. Después,
hemos introducido las nociones de una función débilmente medible o fuertemente
medible y hemos probado algunos resultados importantes sobre estos conceptos (el
teorema de Pettis y algunas de sus consecuencias). Inmediatamente después, hemos
iniciado nuestro análisis sobre la relación existente entre la integral de McShane y la de
Bochner. En efecto, hemos probado que toda función Bochner integrable es McShane
integrable. Sin embargo, el recı́proco no es cierto en general. Esto último lo hemos
demostrado en la última sección de este capı́tulo. Además, hemos caracterizado a las
funciones Bochner integrables mediante funciones que tienen la propiedad S∗M. Esta
forma de caracterizar a las funciones Bochner integrables resulta ser muy interesante, ya
que, nos ha permitido deducir, fácilmente, la equivalencia de la integral de Lebesgue y la
de Bochner para funciones reales de una variable real.
En lo que concierne al último capı́tulo, hemos introducido al lector sobre la integral
de Pettis y hemos probado algunas de sus propiedades básicas. Justo después, hemos
empezado a investigar sobre la relación que existe entre la integral de Pettis y las dos
integrales tipo-Riemann que hemos introducido en esta memoria, es decir, las integrales
McShane y Henstock-Kurzweil. En primer lugar, hemos probado que toda función
McShane integrable es Pettis integrable y ambas integrales coinciden sobre el intervalo de
integración considerado. No obstante, el recı́proco no es verdadero en general. De hecho,
hemos redactado la última sección de este capı́tulo para convencer al lector de esto último,
pero sin entrar mucho en detalles técnicos. El resto de este capı́tulo, está dedicado a las
pruebas de unos resultados muy elegantes sobre la relación que existe entre las integrales
de Pettis, McShane y Henstock-Kurzweil por una parte y, por otra parte, sobre las integral
de McShane y Henstock-Kurzweil. En concreto, hemos probado:

Una función f : [0,1] :→ X es McShane integrable si, y solamente si, es Pettis
integrable y Henstock-Kurzweil integrable.

Una función f : [0,1] :→ X es McShane integrable si, y solamente si, es
Henstock-Kurzweil integrable sobre cualquier subconjunto medible de [0,1].
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Para terminar, señalamos que este trabajo se sitúa en la frontera entre dos grandes ramas
de las matemáticas, el Análisis Funcional y la Teorı́a de Integración. Por esta razón,
hemos confeccionado un apéndice que contiene una serie de definiciones y resultados
complementarios utilizados en el resto de la memoria, desglosado en una serie de
apartados. La mayorı́a son sobradamente conocidos y nos limitamos a dar el enunciado
y una referencia bibliográfica. Sin embargo, se incluye la demostración de otros menos
difundidos o para los que no hemos podido dar una referencia concreta.

Además, a lo largo de esta memoria, hemos trabajado con funciones f : I = [0,1]→ X ,
donde X es un espacio de Banach (en algunos casos X = R), pero todos los resultados
que se obtienen se pueden generalizar sin ninguna dificultad a funciones f : I→ X , donde
I ⊂ Rn, n ≥ 1, es un intervalo compacto n-dimensional y X es un espacio de Banach
(en algunos casos, X = Rn, n ≥ 1). Sin embargo, hemos decidido limitarnos al caso de
funciones definidas en [0,1] y que toman valores en un espacio de Banach X y fijar n = 1
cuando X = Rn solamente para una mejor claridad de la exposición.

Asimismo, en cuanto a las numerosas referencias empleadas, destacamos [12],
[13] y [14] para las integrales de Henstock-Kurzweil, McShane y Pettis y, [19] y [24] en
lo que se refiere a la integral de Bochner. No obstante, a lo largo de la memoria indicamos
con precisión la fuente de cada resultado y proporcionamos al inicio de cada capı́tulo las
referencias elementales relativas al mismo.

Finalmente, subrayamos que el presente trabajo no es una mera recopilación del
material de los artı́culos y libros citados anteriormente o el resto de los que aparecen
en la bibliografı́a y exponerlos juntos de forma coherente y conexa para dar una base
teórica solida con la que poder abordar otros artı́culos más avanzados: [5] y [13]. Por
el contrario, hemos completado los conocimientos adquiridos en los artı́culos y libros
mencionados en la bibliografı́a (destacamos los Teoremas A.1.1, 3.4.6, 3.5.2 y 4.4.2).
En algunos casos, hemos conseguido demostraciones alternativas más elementales o
transparentes, como pueden ser las Proposiciones 3.7.6 y 4.1.3. En otros casos, hemos
corregido algunas de las demostraciones originales (destacamos la Proposición 3.7.3).



Notación

A lo largo de este trabajo utilizamos la siguiente notación básica:
I representa el intervalo compacto [0,1].
Si J = [a,b] o (a,b), entonces, denotemos por `(J) = |a−b|. Además, si el conjunto
A⊆R, entonces, µ∗(A) es la medida exterior de Lebesgue del conjunto A, es decir,

µ
∗(A)=

{
∞

∑
n=1

`(In) : (In)n≥1 es una sucesión de intervalos abiertos y A⊆
∞⋃

n=1

In

}
.

Asimismo, si A⊆ R es un conjunto medible, entonces, designamos por

µ(A) := µ
∗(A)

a la medida de Lebesgue de A.
Si A⊆ R, denotamos por int(A) al interior de A y cl(A) a su clausura.
Si un conjunto E ⊆ I, entonces, designamos por χE a la función caracterı́stica de E.
X es un espacio de Banach con norma ||.||. El dual de X lo representamos por X∗

y B(X) = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} designa la bola unidad en el espacio de Banach X .
Además, denotamos por ||.||∗ a la norma de X∗.
Dado un funcional x∗ ∈ X∗, su valor en un x ∈ X lo denotamos por x∗(x).
El sı́mbolo L1([0,1]) será utilizado para representar el conjunto de todas las
funciones Lebesgue integrables sobre I. También, definimos

f+ = máx( f ,0) y f− =−mı́n( f ,0).
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Henstock-Kurzweil

En este capı́tulo hemos desarrollado brevemente la integral de Henstock-Kurzweil.
En primer lugar, hemos abordado el problema de la validez del Teorema Fundamental
del Cálculo en toda su generalidad que nos ha servido como una motivación para
introducir la integral de Henstock-Kurzweil. Luego, hemos presentado las propiedades
básicas de la integral de Henstock-Kurzweil que utilizaremos a lo largo de esta memoria.
Después, hemos demostrado el lema de Saks-Henstock que es de especial importancia
en la teorı́a como afirma Gordon en su libro [15], pág. 144: “un lema simple, pero
potente que se utiliza con frecuencia en la teorı́a de la integral de Henstock-Kurzweil”.
A continuación, hemos probado que la integral de Henstock-Kurzweil es una extensión
propia de la integral de Lebesgue. Aun más, hemos demostrado que la clase de las
funciones Henstock-Kurzweil integrables como sus valores absolutos es idéntica a la de
las funciones Lebesgue integrables y las dos integrales coinciden sobre los elementos
de dichas clases. Finalmente, hemos probado que una función es Lebesgue integrable
sobre I si, y sólo si, es Henstock-Kurzweil integrable sobre cada subconjunto medible de I.

Estas son las referencias elementales que hemos consultado a la hora de redactar
este capı́tulo: [1], [2], [3], [4], [11], [15], [18], [22], [24], [25], [26] y [27].

1.1. El Teorema Fundamental del Cálculo
El objetivo principal de esta sección es demostrar el Teorema Fundamental del

Cálculo en toda su generalidad que nos sirve como una motivación para presentar la
integral de Henstock-Kurzweil. Además, hemos aprovechado la situación para introducir,
paulatinamente, la integral de Henstock-Kurzweil a partir de la integral de Riemann con la
intención de convencer al lector de que la definición de la integral de Henstock-Kurzweil
es una ligera modificación de la clásica definición de la integral de Riemann. Pero, tiene
un efecto muy profundo, dando lugar a una integral más general que la de Lebesgue.



••2 La integral de Henstock-Kurzweil

Para empezar, supongamos que f : I → R es una función que tiene derivada f ′

sobre I. Entonces, la conclusión deseada del Teorema Fundamental del Cálculo es∫
I

f ′ = f (1)− f (0).

Sin embargo, Vito Volterra (1860-1940) construyó un ejemplo de función que tiene una
derivada acotada sobre I, pero no es Riemann integrable (ver [3] en la sección 1.18 y
ejercicio 5 : 5.5), es decir, el Teorema Fundamental del Cálculo no se cumple en toda
generalidad para la integral de Riemann. Más aun, al igual que la integral de Riemann,
la integral de Lebesgue tampoco es capaz de integrar a todas las derivadas (ver [27] en
el capı́tulo 4, ejemplo 4.1). Ahora veamos cómo podrı́amos mejorar la definición de la
integral de Riemann para conseguir la validez del Teorema Fundamental del Cálculo sin
ningún requerimiento adicional sobre f ′. El siguiente razonamiento, aunque no es una
demostración, indica algunos de los trucos que se podrı́an ensayar, ası́ como algunas de
las dificultades que se encuentran. Empezamos, por supuesto, suponiendo que

P = {0 = x0 < x1 < .. . < xn−1 < xn = 1}

es una partición del intervalo I. Primeramente, observemos que si pudiésemos elegir en
cada subintervalo [xi−1,xi] un punto ti−1 de tal forma que el término f ′(ti−1)(xi− xi−1)
esté tan cerca como queramos de f (xi)− f (xi−1), entonces, la suma de Riemann

f ′(t0)(x1− x0)+ f ′(t1)(x2− x1)+ · · ·+ f ′(tn−1)(xn− xn−1)

nos proveerı́a una buena aproximación del valor de la integral de f ′ sobre el intervalo I,
ya que, f ′(t0)(x1−x0)+ f ′(t1)(x2−x1)+ · · ·+ f ′(tn−1)(xn−xn−1) estarı́a tan cerca como
queramos de [ f (x1)− f (x0)] + [ f (x2)− f (x1)] + · · ·+ [ f (xn)− f (xn−1] = f (1)− f (0).
Por consiguiente, se cumplirı́a el Teorema Fundamental del Cálculo. Luego, la primera
cuestión que nos podrı́amos plantear es si esa elección de puntos intermedios es siempre
posible. El siguiente lema muestra que, en cierto sentido, este es el caso.

Lema 1.1.1 (Definición alternativa de Derivada). Sea f : I→R una función derivable en
un punto t ∈ I y sea ε > 0. Entonces, existe un δ (t)> 0 tal que si u,v ∈ I satisfacen

t−δ (t)< u≤ t ≤ v < t +δ (t), (1.1)

se cumple que
| f (v)− f (u)− f ′(t)(v−u)| ≤ ε(v−u).

Demostración. Puesto que, por definición,

f ′(t) = lı́m
x→t

f (x)− f (t)
x− t

,
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entonces, para cada ε > 0, existe un δ (t)> 0 tal que, para todo x ∈ I,

0 < |x− t|< δ (t)⇒
∣∣∣∣ f (x)− f (t)

x− t
− f ′(t)

∣∣∣∣< ε,

o de forma equivalente, para todo x ∈ I,

|x− t|< δ (t)⇒ | f (x)− f (t)− f ′(t)(x− t)| ≤ ε|x− t|. (1.2)

Ahora sean u,v elementos de I que verifiquen la condición (1.1). Entonces, tenemos que
|u− t|= t−u, |v− t|= v− t y teniendo en cuenta (1.2), resulta que

| f (v)− f (u)− f ′(t)(v−u)|= | f (v)− f (t)+ f (t)− f (u)− f ′(t)(v− t + t−u)|
≤ | f (v)− f (t)− f ′(t)(v− t)|+ | f (u)− f (t)− f ′(t)(u− t)|
≤ ε|v− t|+ ε|u− t|= ε(v− t)+ ε(t−u) = ε(v−u)

que es lo que querı́amos probar.

Ası́ pues, si pudiésemos particionar el intervalo I de tal manera que ti−1 sea elemento
de [xi−1,xi] y los subintervalos [xi−1,xi] satisfacen la conclusión del Lema 1.1.1, entonces,∣∣∣∣ n

∑
i=1

f ′(ti−1)(xi− xi−1)− [ f (1)− f (0)]
∣∣∣∣= ∣∣∣∣ n

∑
i=1

{
f ′(ti−1)(xi− xi−1)− [ f (xi)− f (xi−1)]

}∣∣∣∣
≤

n

∑
i=1

∣∣ f (xi)− f (xi−1)− f ′(ti−1)(xi− xi−1)
∣∣

≤
n

∑
i=1

ε(xi− xi−1)≤ ε.

para cada ε > 0. Por esta razón, podemos concluir que∣∣∣∣ n

∑
i=1

f ′(ti−1)(xi− xi−1)− [ f (1)− f (0)]
∣∣∣∣≤ ε para todo ε > 0. (1.3)

Ahora consideremos la integrabilidad en el sentido de Riemann de la función f ′ sobre I.
Recordemos que una función g : I→ R es Riemann integrable sobre I si, y sólo si, existe
un número real A ∈ R con la siguiente propiedad: para cada ε > 0, existe una constante
δ > 0 tal que

∣∣[g(t0)(x1− x0)+ g(t1)(x2 + x1)+ · · ·+ g(tn−1)(xn− xn−1)]−A
∣∣ < ε para

cualquier partición P = {0 = x0 < x1 < .. . < xn = 1} del intervalo I siempre que

máx{xi− xi−1 : i = 1,2, . . . ,n}< δ y ti−1 ∈ [xi−1,xi]. (1.4)
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Notemos que cuando estudiamos la integral de Riemann, elegimos una partición del
intervalo considerado en función de la longitud de su subintervalo más grande. Esta
condición no tiene en cuenta ninguna propiedad de la función que se está integrando.
En cambio, el Lema 1.1.1, el ingrediente principal de la demostración del Teorema
Fundamental del Cálculo, asigna un δ (t) > 0 a cada punto t del intervalo considerado
donde la función es derivable dependiendo del comportamiento local de dicha función.
Por ejemplo, si la función es, suficientemente, suave cerca de un punto t, entonces,
esperarı́amos que el δ (t) asociado fuera grande y si oscila de una manera violenta es
de esperar que δ (t) sea pequeño. Este simple cambio de variar el valor de δ (t) de un
punto a otro es la idea clave de la integral de Henstock-Kurzweil. En efecto, supongamos
que reescribimos la condición (1.4) de la siguiente manera:

ti−δ < xi−1 ≤ ti ≤ xi < ti +δ . (1.5)

Observemos que, aunque no podamos garantizar la existencia de una constante δ > 0
que cumpla (1.5) y la conclusión del Lema 1.1.1, puesto que f ′(t) existe para todo t
perteneciente a I, entonces, podemos encontrar un δ (t) > 0 que satisfaga la conclusión
del Lema 1.1.1. Por lo tanto, si reemplazamos la constante δ de (1.5) por δ (ti), es decir,

ti−δ (ti)< xi−1 ≤ ti ≤ xi < ti +δ (ti), (1.6)

entonces, la desigualdad dada en (1.3) demuestra que la suma de Riemann de cualquier
partición del intervalo I y elección de puntos que satisfacen (1.6) nos proporciona una
muy buena estimación al valor deseado de la integral de f ′ que es f (1)− f (0). Como
consecuencia, cambiando la constante δ en la definición de la integral de Riemann por una
función positiva δ : I→ (0,+∞), se obtiene una “nueva integral” que posee el privilegio de
la validez del Teorema Fundamental del Cálculo en toda su generalidad y que llamaremos
la integral de Henstock-Kurzweil. A continuación damos la definición de dicha integral
que fue construida, de manera independiente, por los matemáticos Jaroslav Kurzweil
(nacido el 7 de Mayo en Praga en el año 1926) y el inglés, Ralph Henstock (1923-2007).

Un intervalo etiquetado es un par (τ,J), donde τ ∈ R recibe el nombre de etiqueta
asociada a J y J ⊂ R es un intervalo compacto.
Decimos que dos intervalos compactos J,L⊂R no se solapan si int(J)∩ int(L) = /0.
Una colección finita {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . , p} de intervalos etiquetados que no se
solapan dos a dos se llama K-sistema en I si I j ⊆ I y τ j ∈ I j, para cada j = 1,2, . . . , p.
Un K-sistema {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . , p} en I se llama K-partición del intervalo I si

I =
p⋃

j=1

I j.
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Si δ : I→ (0,+∞) es una función, entonces, la nueva función γ : I→O definida mediante

γ(t) = (t−δ (t), t +δ (t))

se llama calibre. Además, un intervalo etiquetado (τ,J) se dice subordinado a γ si
J ⊆ γ(τ). Asimismo, un K-sistema {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . , p} en I se dice subordinado
a γ si cada uno los intervalos etiquetados (τ j, I j), j = 1,2, . . . , p está subordinado a
γ . Análogamente, una K-partición {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . , p} del intervalo I se dice
subordinada a γ si cada uno los intervalos etiquetados (τ j, I j), j = 1,2, . . . , p está
subordinado a γ . Ahora supongamos f : I → X una función. Entonces, la suma de
Riemann de f asociada a la partición P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} se define como

f (P) =
n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii).

Definición 1.1.1. Una función f : I → X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I si, y
solamente si, existe un A∈ X de manera que: para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→O
tal que si P es una K-partición de I subordinada a γ , entonces,

|| f (P)−A||< ε.

Si X = R, usamos la función valor absoluto |.| de R en lugar de la norma ||.|| de X.

El elemento A de la definición anterior, si existe, es un único y se llama la integral de
Henstock-Kurzweil de f el cual será representado por uno de los dos siguientes sı́mbolos:

A = (HK)
∫

I
f o A = (HK)

∫ 1

0
f .

Además, denotaremos porHK([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I→ X que
son Henstock-Kurzweil integrables sobre I. Asimismo, en general, si E es un subconjunto
medible de I, entonces, decimos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre E si, y
solamente si, f ·χE es Henstock-Kurweil integrable sobre I y escribimos

(HK)
∫

E
f = (HK)

∫
I

f ·χE .

Para que la definición 1.1.1 tenga sentido, sólo, queda un asunto que necesitamos abordar:
tenemos que probar que, para cada calibre γ sobre I, existe al menos una K-partición de I
subordinada a γ . Esto es, precisamente, lo que viene a decirnos el siguiente lema.

Lema 1.1.2 (Cousin). Supongamos que γ : I → O es un calibre. Entonces, existe una
K-partición P del intervalo I subordinada a γ .
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Demostración. Consideremos el conjunto E ⊆ I dado mediante

E = {t ∈ I : existe una K-partición del intervalo [0, t] subordinada a γ}.

Evidentemente, E 6= /0, ya que si t ∈ γ(0)∩ I, entonces, {(0, [0, t])} es una K-partición del
intervalo [0, t] subordinada a γ . Además, como E ⊆ I, entonces, es acotado superiormente.
Luego, sea α = sup(E). Afirmamos que α ∈ E. En efecto, sea t ∈ E tal que t ∈ γ(α) y
t < α . Entonces, existe una K-partición P del intervalo [0, t] subordinada a γ . Por lo tanto,
el conjunto de pares ordenados P ∪{(α, [t,α])} es una K-partición del intervalo [0,α]
subordinada a γ , es decir, α ∈ E. Puesto que α ∈ I, entonces, podemos distinguir dos
casos: α = 1 o α < 1. Nosotros afirmamos que α = 1, o sea, no puede darse el caso α < 1.
En efecto, por reducción al absurdo, supongamos que α < 1 y sea w∈ γ(α)∩(α,1). Dado
que α ∈ E, entonces, existe una K-partición P del intervalo [0,α] subordinada a γ y, por
consiguiente, P ′ = P ∪{([α, [α,w])} serı́a una K-partición de [0,w] subordinada a γ . Ası́
que, w ∈ E con α < w, lo cual es una contradicción. Luego, α = 1 y, como consecuencia,
existe una K-partición del intervalo I subordinada a γ . Esto termina la prueba.

El Lema 1.1.2 fue descubierto por P. Cousin (1867-1933) y publicado en 1895 en
Acta Matematica para el caso de un intervalo 2-dimensional en el plano (véase [4]).
Nosotros, en este trabajo, hemos seguido la prueba de Charles Swartz que encontramos
en el libro [26]. Para otras pruebas, el lector puede consultar los textos: [2], [22].

Tal y como lo hemos mencionado justo arriba, si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
I, entonces, su integral es única. En efecto, supongamos que A1 y A2 son dos elementos
de X que satisfacen la definición 1.1.1. Entonces, para cada ε > 0, existe un calibre
γ1 : I →O tal que ||A1− f (P1)|| < ε para cualquier K-partición P1 de I subordinada a
γ1. Similarmente, existe un calibre γ2 : I →O tal que || f (P2)−A2|| < ε para cualquier
K-partición P2 de I subordinada a γ2. Ahora sea γ : I → O el calibre definido por
γ(t) = γ1(t)∩ γ2(t) y, por el Lema 1.1.2, sea P una K-partición de I subordinada a γ .
Observemos que P está subordinada tanto a γ1 ası́ como a γ2 . Por consiguiente,

||A1−A2|| ≤ ||A1− f (P1)||+ || f (P2)−A2||< 2ε.

Puesto que ε > 0 es arbitrario, entonces, se concluye que A1 = A2.

Además, por el razonamiento que hemos hecho al principio del capı́tulo, podemos
probar de manera rigurosa el Teorema Fundamental del Cálculo en toda su generalidad.

Teorema 1.1.2 (El Teorema Fundamental del Cálculo Infinitesimal). Supongamos que
f ∈HK([0,1],R) y f ′(t) existe para cada t ∈ I. Entonces, f ′ ∈HK([0,1],R) y

(HK)
∫

I
f ′ = f (1)− f (0).



1.1 El Teorema Fundamental del Cálculo ••7

Demostración. Fijemos un ε > 0. Además, para cada t ∈ I, sea el δ (t) > 0 dado por el
Lema 1.1.1 y definimos el calibre γ(t) = (t− δ (t), t + δ (t)). Sea P una K-partición del
intervalo I subordinada a γ . Por la desigualdad dada en (1.3), f ′ ∈HK([0,1],R) y

(HK)
∫

I
f ′ = f (1)− f (0).

La prueba es completa.

Una consecuencia inmediata del Teorema Fundamental del Cálculo para la integral
de Henstock-Kurzweil es que nos permite probar, sin mucha dificultad, la existencia de
funciones que son Henstock-Kurzweil integrables, pero no son ni Riemann integrables ni
Lebesgue integrables. A continuación ofrecemos un ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. Sea f : I→ R la función definida mediante

f (t) =

{
t2 cos(π/t2) si 0 < t ≤ 1,
0 si t = 0.

Entonces, f ′ es Henstock-Kurzweil integrable sobre el intervalo I, pero no es ni Riemann
integrable ni Lebesgue integrable sobre dicho intervalo.

Demostración. Empezamos observando, en primer lugar, que f ′ viene dada por

f ′(t) =

{
2t cos(π/t2)+2π/t sin(π/t2) si 0 < t ≤ 1,
0 si t = 0

que no es acotada sobre I y, por lo tanto, no es Riemann integrable sobre I. Ahora veamos
que f ′ tampoco es Lebesgue integrable sobre I. Observemos que si a,b ∈ R tales que

0 < a < b < 1,

entonces, f ′ es continua en [a,b]. Luego, es Riemann integrable sobre [a,b] y

(R)
∫ b

a
f ′ = b2 cos

π

b2 −a2 cos
π

a2 = (L)
∫ b

a
f ′.

Ahora si ponemos an =
√

2/(4n+1) y bn = 1/
√

2n, entonces, claramente,

(L)
∫ bn

an

f ′ = f (bn)− f (an) =
1

2n
para cada n≥ 1.

Además, [an,bn]∩ [am,bm] es el conjunto vacı́o o un conjunto unitario si n 6= m, ya que,
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Si n > m, entonces, n≥ m+1. Por esta razón, resulta que√
2/(4n+1)<

√
2/4n≤

√
2/4(m+1)<

√
2/(4m+1)<

√
2/4m.

De manera similar, si n < m, entonces, n+1≤ m. Luego, deducimos que√
2/(4m+1)<

√
2/4m≤

√
2/4(n+1)<

√
2/(4n+1)<

√
2/4n.

Por esto, si f ′ fuese Lebesgue integrable sobre I, entonces, las siguientes desigualdades:

(L)
∫

I
| f ′| ≥ (L)

∫
A
| f ′|=

n

∑
k=1

(L)
∫ bk

ak

| f ′| ≥
n

∑
k=1

(L)
∫ bk

ak

f ′ =
n

∑
k=1

1
2k

, con A =
n⋃

k=1

[ak,bk],

serı́an válidas para todo n∈N, de donde se deduce que la serie ∑
∞
n=1 1/2n es convergente.

Esta contradicción establece que f ′ no puede ser Lebesgue integrable sobre I. Sin
embargo, por el Teorema 1.1.2, f ′ si que es Henstock-Kurzweil integral sobre I y

(HK)
∫

I
f ′ = f (1)− f (0) =−1.

Lo importante del Teorema 1.1.2 es que cualquier derivada es Henstock-Kurzweil
integrable. La versión del Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de Riemann o
la de Lebesgue requiere la suposición de que la derivada es Riemann integrable, Lebesgue
integrable, respectivamente (consultar [27] en secciones 2.5 y 4.8).

1.2. Propiedades básicas
En esta sección presentamos las propiedades elementales de la integral de

Henstock-Kurzweil que vamos a utilizar en este trabajo. Empezamos, en primer
lugar, probando el Criterio de Cauchy que nos permite garantizar la existencia de la
integral de Henstock-Kurzweil de una función sin necesidad de pasar por la definición.
Luego, vemos que el conjunto HK([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Henstock-Kurzweil es un funcional lineal sobreHK([0,1],X). También, demostramos
la monotonı́a de la integral de Henstock-Kurzweil con respecto al integrando y algunas
de sus propiedades como función de conjuntos.

Antes de probar el Criterio de Cauchy para la integral de Henstock-Kurzweil es
conveniente recordar las siguientes nociones: base de filtro, convergencia de base de filtro
y base de filtro de Cauchy, ya que, van a ser unos ingredientes esenciales en la prueba.
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Recordemos que si (S,d) es un espacio métrico, entonces, una familia B de subconjuntos
de S se llama base de filtro sobre S si, y sólo si, cumple las siguientes dos propiedades:

B 6= /0 y /0 6∈B.
Si B1,B2 ∈B, entonces, existe un B3 ∈B tal que B3 ⊆ B1∩B2.

Asimismo, decimos que una base de filtro B sobre S converge hacia x ∈ S si, y solamente
si, para todo entorno N(x) de x, existe un F ∈ B tal que F ⊆ N(x). También, dicho base
de filtro se llama de Cauchy si, y solamente si, para cada ε > 0, existe un F ∈B tal que

F×F ⊆ {(u,v) ∈ S×S : d(u,v)< ε}.

Ya poseemos las definiciones necesarias para demostrar el Criterio de Cauchy.

Proposición 1.2.1 (Criterio de Cauchy). Una función f : I → X es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I si, y solamente si, para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→ tal que

|| f (P1)− f (P2)||< ε

para cualquier par de K-particiones P1 y P2 del intervalo I subordinadas a γ .

Demostración. Supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Entonces,
para cada ε > 0 , existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2

para cualquier K-partición P de I subordinada a γ . Por consiguiente, si P1 y P2 son dos
K-particiones de I subordinadas a γ , entonces, se cumplen las siguientes desigualdades:

|| f (P1)− f (P2)|| ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P1)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P2)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Recı́procamente, supongamos que, para todo ε > 0, existe un calibre γ : I→O tal que

|| f (P1)− f (P2)||< ε

para cualquier par de K-particiones P1 y P2 de I subordinadas a γ . Ahora definimos

S(γ) = { f (P) : P es una K-partición de I subordinada a γ} ⊆ X

y denotemos por B la colección de todos los S(γ). Entonces, observemos que:
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Por el Lema 1.1.2, sabemos que, para cada calibre γ sobre I, existe una K-partición
P de I subordinada a γ y, por lo tanto, S(γ) 6= /0. Además, dado que todo elemento
de B es de la forma S(γ) para algún calibre γ sobre I, entonces, /0 6∈B.
Sean S(γ1),S(γ2) ∈ B. Entonces, γ1 y γ2 son dos calibres sobre I y, por lo tanto, la
función γ ′ : I→O definida por γ ′(t) = γ1(t)∩ γ2(t) también es un calibre sobre I.
Más aun, cualquier K-partición del intervalo I subordinada a γ ′ está subordinada
tanto a γ1 ası́ como a γ2. De esto se sigue, S(γ ′)⊆ S(γ1)∩S(γ2).

Por consiguiente, B es una base de filtro sobre X . Pero, por nuestra hipótesis, sabemos
que, para cada ε > 0, existe un S(γ) ∈B con la siguiente propiedad:

S(γ)×S(γ)⊆ {(u,v) ∈ X×X : ||u− v||< ε}.

Luego, la base de filtro B es de Cauchy sobre X . Como X es un espacio de Banach,
entonces, por el Teorema A.1.1, la base de filtro B converge hacia algún punto A ∈ X . Por
esta razón, para cada ε > 0, existe un S(γ) ∈ B tal que S(γ) ⊆ B(A,ε). Evidentemente,
esto es otra manera de frasear la Definición 1.1.1. Esto concluye la prueba.

La siguiente proposición viene a decirnos que HK([0,1],X) es un espacio vectorial
sobre R y la integral de Henstock-Kurzweil es un funcional lineal sobreHK([0,1],X).

Proposición 1.2.2. Supongamos que f ,g ∈HK([0,1],X). Entonces, para todo α,β ∈R,
α f +βg también es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

(HK)
∫

I
(α f +βg) = α(HK)

∫
I

f +β (HK)
∫

I
g.

Demostración. Fijemos ε > 0. Además, sea γ f : I→O un calibre sobre I tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P f )− (HK)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2(1+ |α|)
para cualquier K-partición P f de I subordinada a γ f . Análogamente, sea γg : I →O un
calibre sobre I de manera que si Pg es una K-partición de I subordinada a γg, entonces,∣∣∣∣∣∣∣∣g(Pg)− (HK)

∫
I
g
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2(1+ |β |)
.

Ahora sea el calibre γ : I→O dado por γ(t) = γ f (t)∩ γg(t) y, por el Lema 1.1.2, sea P
una K-partición de I subordinada a γ . Entonces, P está subordinada a γ f ası́ como a γg.
Además, observemos que (α f +βg)(P) = α f (P)+βg(P). Por consiguiente,∣∣∣∣∣∣∣∣(α f +βg)(P)−

(
α(HK)

∫
I

f +β (HK)
∫

I
g
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ |α|∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

+ |β |
∣∣∣∣∣∣∣∣S(g,P)− (HK)

∫
I
g
∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Por esto último y teniendo en cuenta que

|α|
∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣+ |β |∣∣∣∣∣∣∣∣S(g,P)− (HK)

∫
I
g
∣∣∣∣∣∣∣∣< |α|ε

2(1+ |α|)
+

|β |ε
2(1+ |β |)

,

entonces, podemos concluir que∣∣∣∣∣∣∣∣(α f +βg)(P)−
(

α(HK)
∫

I
f +β (HK)

∫
I
g
)∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Puesto que ε > 0 y P eran arbitrarios, se sigue que α f +βg ∈HK([0,1],X) y

(HK)
∫

I
(α f +βg) = α(HK)

∫
I

f +β (HK)
∫

I
g.

Esto completa la prueba.

A continuación probamos la monotonı́a de la integral de Henstock-Kurzweil con
respecto al integrando. Para ello, empezamos con el caso más sencillo.

Proposición 1.2.3. Supongamos f ∈HK([0,1],R) y f ≥ 0 sobre I. Entonces,

(HK)
∫

I
f ≥ 0.

Demostración. Fijemos un ε > 0. Puesto que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I,
entonces, por definición, existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣< ε

para cualquier K-partición P de I subordinada a γ . Además, como f ≥ 0, entonces,

0≤ f (P)< ε +(HK)
∫

I
f

para cada ε > 0. Esto nos permite concluir que

(HK)
∫

I
f ≥ 0

y la prueba es completa.

Corolario 1.2.1. Supongamos que f ,g ∈HK([0,1],R) y f ≤ g sobre I. Entonces,

(HK)
∫

I
f ≤ (HK)

∫
I
g.
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Demostración. Por la proposición 1.2.2, sabemos que g − f es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Además, como g− f ≥ 0 sobre I, entonces, la conclusión deseada
se sigue de las Proposiciones 1.2.3 y 1.2.2.

Una primera aplicación del Criterio de Cauchy es el siguiente resultado.

Proposición 1.2.4. Supongamos que f ∈HK([0,1],X) y sea J⊆ I un intervalo compacto.
Entonces, f ·χJ ∈HK([0,1],X), es decir, f es Henstock-Kurzweil integrable sobre J.

Demostración. Fijemos un ε > 0. Puesto que f ∈ HK([0,1],X), por el Criterio de
Cauchy, Proposición 1.2.1, existe un calibre γ : I→O de manera que

|| f (P)− f (P ′)||< ε

siempre queP yP ′ sean dos K-particiones del intervalo I subordinadas a γ . Consideremos
el calibre γJ = γ

∣∣
J y supongamos P1,P2 dos K-particiones del intervalo J subordinadas a

γJ . Es claro que cl(I \J) es unión de uno (si un extremo de J es 0 o 1) o dos subintervalos
disjuntos compactos L,H de tal modo que L,J,H no se solapan y su unión es I. En L y H
podemos encontrar, por el Lema 1.1.2, K-particiones PL y PH subordinadas a γ

∣∣
L y γ

∣∣
H ,

respectivamente. Ahora construimos dos K-particiones de I subordinadas a γ como sigue:

P = PL∪P1∪PH P ′ = PL∪P2∪PH .

Es evidente que ( f ·χJ)(P)− ( f ·χJ)(P ′) = f (P1)− f (P2) = f (P)− f (P ′). Luego,

||( f ·χJ)(P)− ( f ·χJ)(P ′)||= || f (P)− f (P ′)||< ε.

Esto termina la prueba.

Terminamos esta sección presentando y demostrando la propiedad aditiva de la
integral de Henstock-Kurzweil respecto al intervalo de integración.

Proposición 1.2.5. Sean f : I→ X una función Henstock-Kurzweil integrable sobre I y c
un elemento del intervalo (0,1). Además, denotemos por J1 = [0,c] y J2 = [c,1]. Entonces,
f es Henstock-Kurzweil integrable sobre los intervalos J1,J2 ⊆ I y

(HK)
∫

I
f = (HK)

∫
J1

+(HK)
∫

J2

f .

Demostración. La proposición anterior asegura la integrabilidad de f sobre J1,J2 ⊆ I.
Ahora fijemos ε > 0. Como f ∈HK([0,1],X), existe un calibre γ : I→O tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε (1.7)
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para cualquier K-partición P de I subordinada a γ . Además, la integrabilidad de f sobre
Ji, para i = 1,2, implica la existencia de un calibre γi sobre Ji de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (Pi)− (HK)

∫
Ji

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε (1.8)

siempre que Pi sea una K-partición de Ji subordinada a γi. Evidentemente, para cada
i = 1,2, la función γ ′i : I→O definida por γ ′i (t) = γ(t)∩γi(t) es un calibre sobre Ji. Por lo
tanto, para cada i = 1,2, por el Lema 1.1.2, existe una K-partición Pi de Ji subordinada a
γ ′i . Observemos que P = P1∪P2 es una K-partición de I subordinada a γ ′i y

f (P) = f (P1)+ f (P2).

Asimismo, teniendo en cuenta las desigualdades dadas en (1.7) y (1.8), deducimos que∣∣∣∣∣∣∣∣(HK)
∫

I
f − (HK)

∫
J

f − (HK)
∫

L
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣(HK)

∫
I

f − f (P)
∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P1)− (HK)

∫
J1

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P1)− (HK)
∫

J2

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

< 3ε.

La validez de esta desigualdad para todo ε > 0 nos da la identidad buscada.

1.3. El lema de Saks-Henstock
Esta sección está dedicada a la demostración de un lema fundamental para cualquier

teorı́a de integración de tipo-Riemann que conocemos, comúnmente, como el lema de
Saks-Henstock. Dicho lema, en cuestión, establece que las sumas de Riemann no sólo
aproximan la integral sobre el intervalo I, sino también sobre uniones de subintervalos de
I. Además, terminamos la sección probando que la integral indefinida de la integral de
Henstock-Kurzweil es una función continua utilizando el lema de Saks-Henstock.

Lema 1.3.1 (Saks-Henstock). Supongamos que f : I→ X una función Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Fijemos un ε > 0 y sea γ : I→O un calibre de tal manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

siempre que P sea una K-partición de I subordinada a γ . Entonces, para cualquier
K-sistema S = {(si,Ji) : i = 1,2 . . . ,k} en el intervalo I subordinado a γ , tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε.
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Demostración. Supongamos que S = {(si,Ji) : i = 1,2, . . . ,k} es un K-sistema en I
subordinado a γ . Evidentemente, si

⋃k
i=1 Ji = I, entonces, el resultado se sigue de la

proposición 1.2.5. Por lo tanto, supongamos que
⋃k

i=1 Ji $ I. En este caso, existen
intervalos compactos K1, . . . ,Km que no se solapan entre si de manera que

cl
(

I \
k⋃

i=1

Ji

)
=

m⋃
j=1

K j.

Una aplicación de la proposición 1.2.4 nos garantiza que f es Henstock-Kurzweil
integrable sobre K j para cada j = 1,2, . . . ,m. Fijemos un η > 0 y, para cada j = 1,2, . . . ,m,
sea γ j : K j→O un calibre sobre K j de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P j)− (HK)

∫
K j

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< η

m
(1.9)

para cada K-partición P j de K j subordinada a γ j. Puesto que, para cada j = 1,2, . . . ,m, γ

y γ j son dos calibres sobre K j, entonces, la función γ ′ : K j→O definida mediante

γ
′(t) = γ(t)∩ γ j(t)

también es un calibre sobre K j. Por consiguiente, en virtud del Lema 1.1.2, existe una
K-partición P j de K j subordinada a γ ′. Por lo tanto, claramente, P = S ∪ (P1∪·· ·∪Pm)
es una K-partición de I subordinada a γ que tiene la siguiente propiedad:

f (P) = f (S)+
m

∑
j=1

f (P j). (1.10)

Además, una aplicación de la Proposición 1.2.5 nos revela que

(HK)
∫

I
f =

k

∑
i=1

(HK)
∫

Ji

f +
m

∑
j=1

(HK)
∫

K j

f . (1.11)

Luego, por (1.10), (1.11), el hecho de que f ∈HK([0,1],X) y (1.9), tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣( f (P)−

m

∑
j=1

f (P j)

)
−
(
(HK)

∫
I

f −
m

∑
j=1

(HK)
∫

K j

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣+ m

∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P j)− (HK)
∫

K j

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

< ε +
m

∑
j=1

η

m
= ε +m

η

m
= ε +η .
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Puesto que η > 0 era arbitrario, entonces, podemos concluir que∣∣∣∣∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε.

La prueba es completa.

Si X = R, entonces, tenemos la siguiente versión del Lema de Saks-Henstock.

Corolario 1.3.1 (Saks-Henstock). Sea f : I → R una función Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Entonces, para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→O tal que

k

∑
i=1

∣∣∣∣ f (si)µ(Ji)− (HK)
∫

Ji

∣∣∣∣≤ 2ε

para cualquier K-sistema S = {(si,Ji) : i = 1,2, . . . ,k} de I subordinado a γ .

Demostración. Supongamos que f es Henstock-Kurzweil sobre I y fijemos un ε > 0.
Entonces, existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣< ε

para cualquier K-partición de I subordinada a γ . Ahora fijemos cualquier K-sistema

S = {(si,Ji) : i = 1,2 . . . ,k}

del intervalo I subordinada a γ . Entonces, por el Lema 1.3.1, tenemos∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣≤ ε.

Ahora definimos un conjunto S1 ⊆ S de la siguiente manera:

S1 =

{
(si,Ji) ∈ S : f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f ≥ 0
}
.

Por consiguiente, tomando S2 = S \S1, resulta que∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣= ∑

(si,Ji)∈S1

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)

− ∑
(si,Ji)∈S2

(
f (si)µ(Ji)− (HK)

∫
Ji

f
)
≤ 2ε.

Esto termina la prueba.
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Como primera aplicación del Lema de Saks-Henstock ofrecemos una prueba de la
continuidad de la integral indefinida de una función Henstock-Kurzweil integrable.

Definición 1.3.1. Dada una función f : I → X Henstock-Kurzweil integrable sobre I,
definimos su integral indefinida como la función F : I→ X dada mediante F(0) = 0 y

F(t) = (HK)
∫ t

0
f para cada t ∈ (0,1].

Observemos, por las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.5, que si f : I → R es una función
Henstock-Kurzweil integrable sobre I, entonces, su integral indefinida satisface:

F(b)−F(a) = (HK)
∫ b

a
f donde 0≤ a < b≤ 1.

Corolario 1.3.2. Supongamos que f : I→X es una función Henstock-Kurzweil integrable
sobre I. Entonces, su integral indefinida es continua.

Demostración. Sea ε > 0. Para demostrar que F es continua sobre I, tomamos un número
arbitrario t perteneciente a I. Puesto que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I,
entonces, por definición, existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

para cualquiera K-partición P de I subordinada a γ . Observemos que el conjunto

N(t) = γ(t)∩
(

t− ε

1+ || f (t)||
, t +

ε

1+ || f (t)||

)
es un entorno del punto t. Además, si s ∈ N(t) ∩ int(I), entonces, cada uno de los
K-sistemas {(t, [s, t]} o {(t, [t,s]} en I está subordinado a γ y, por consiguiente, por el
Lema de Saks-Henstock, Lema 1.3.1, tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ f (t)(t− s)− (HK)

∫ t

s
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε o

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (t)(s− t)− (HK)
∫ s

t
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε.

En cualquiera de los dos casos, se concluye que

||F(s)−F(t)||= ||(F(s)−F(t))− f (t)(s− t)+ f (t)(s− t)||
≤ || f (t)(s− t)− (F(s)−F(t))||+ || f (t)|| · ||s− t||

≤ ε + ε · || f (t)||
1+ || f (t)||

≤ ε + ε = 2ε

para cada ε > 0 y t elemento arbitrario de I. De esto se sigue que F es continua en I.
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1.4. Relación con la integral de Lebesgue
Uno de los objetivos principales de esta sección es demostrar que toda función

Lebesgue integrable es, también, Henstock-Kurzweil integrable y, además, ambas
integrales coinciden sobre el intervalo de integración. Más aun, hemos demostrado
que una función es Lebesgue integrable si, y solamente, tanto ella como su valor
absoluto son Henstock-Kurzweil integrables. También, hemos probado que una función
es Lebesgue integrable sobre I si, y solamente si, es Henstock-Kurzweil sobre cualquier
subconjunto medible de I. Pero, antes de nada, necesitamos demostrar un resultado que en
muchos libros de texto (ver [1] o [25]) se conoce como el Primer Teorema Fundamental
del Cálculo. Este resultado nos permite probar que toda función Henstock-Kurzweil
integrable es Lebesgue medible. Es en este resultado, es decir, el Teorema Fundamental
del Cálculo, donde el lema de Saks-Henstock encuentra su más importante aplicación.
Además, utilizaremos la noción de Cubrimiento de Vitali para su demostración. Por esta
razón, empezamos definiendo lo que entendemos por un cubrimiento de Vitali.

Definición 1.4.1 (Cubrimiento de Vitali). Sean E ⊆ I y V una colección de subintervalos
cerrados no-degenerados de R. Diremos que V es un cubrimiento de Vitali de E si, y
solamente si, para cada t ∈ E y ε > 0, existe un intervalo J ∈ V tal que: t ∈ J y µ(J)< ε .

Teorema 1.4.2 (El Primer Teorema Fundamental del Cálculo Infinitesimal). Supongamos
que f : I→ R es una función Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Si

F(t) =
∫ t

0
f para cada t ∈ I y F(0) = 0,

entonces, F es derivable en casi todo punto de I y F ′(t) = f (t) en casi todo t ∈ I.

Demostración. Consideremos el conjunto Nd ⊆ I dado mediante

Nd = {t ∈ I : la derivada de F por la derecha no existe o existe pero no es igual a f (t)}.

La idea de la prueba es demostrar que Nd es un conjunto nulo. Además, como el mismo
razonamiento se puede repetir para el conjunto Ni ⊆ I que contiene los elementos t ∈ I tal
que la derivada de F por la izquierda no existe o existe pero no es igual a f (t), entonces,
concluimos que existe un conjunto N ⊆ I de medida nula de manera que F ′(t) = f (t),
para cada t ∈ I \N, que es lo que queremos probar. Pero, antes de nada, es conveniente
realizar la siguiente observación: si t ∈ I \Nd , entonces, la derivada de F por la derecha
es f (t). Luego, para cada ε > 0, existe un h > 0 tal que si x ∈ (t, t +h)∩ I, entonces,

|F(x)−F(t)− f (t)(x− t)|< ε(x− t).
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Por consiguiente, si t ∈ Nd , entonces, existe un εt > 0 tal que para cada h > 0 existe un yt
h

que pertenece al intervalo (t, t +h)∩ I con la siguiente propiedad:

|F(yt
h)−F(t)− f (t)(yt

h− t)| ≥ εt(yt
h− t). (1.12)

Ahora bien, para cada n ∈ N, definimos un conjunto Nn ⊆ Nd de la siguiente manera:

Nn =

{
t ∈ Nd : εt ≥

1
n

}
. (1.13)

Sea t ∈Nd , entonces, existe un εt > 0 tal que para cada h > 0 existe un yt
h que pertenece al

intervalo (t, t+h)∩I y que satisface la desigualdad (1.12). Además, como εt > 0, entonces
existe un número n0 ∈ N tal que 1/n0 < εt y, por lo tanto, t ∈ En0 . Luego, Nd ⊆

⋃
∞
n=1 Nn.

De esto último y el hecho de que Nn ⊆ Nd , para todo n ∈ N, se sigue que

Nd =
∞⋃

n=1

Nn. (1.14)

Fijemos un n∈N y sea ε > 0. Como f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, entonces,
existe un calibre γ : I→O definido por γ(t) = (t−δ (t), t +δ (t)) con δ (t)> 0 tal que∣∣∣∣ f (P)− (HK)

∫
I

f
∣∣∣∣< ε

n2n+3 , n≥ 1,

para cualquier K-partición P del intervalo I subordinada a γ . Ahora definimos una
colección V de intervalos cerrados no-degenerados de R de la siguiente manera:

V = {[t,yt
h] : t ∈ Nn,0 < h < δ (t)}.

Afirmamos que V es un cubrimiento de Vitali de Nn. En efecto, sea t ∈ Nn y η > 0. Por
(1.14), se sigue que t ∈ Nd . Luego, existe un εt > 0 tal que para todo h > 0 existe un
yt

h que pertenece al intervalo (t, t + h)∩ I y que satisface la desigualdad dada en (1.12).
En particular, si h ∈ (0,δ (t)) y h < η , entonces, µ([t,yt

h]) ≤ µ((t, t + h)) = h < η . En
resumen, hemos probado que si t ∈ Nn y η > 0, entonces, existe un intervalo cerrado
no-degenerado J = [t,yt

h] ∈ V tal que t ∈ J y µ(J)< η . Por tanto, V es un cubrimiento de
Vitali de Nn. Por consiguiente, por el Corolario A.2.1, sabemos que existe una colección
finita {[tk,xk] : k = 1,2, . . . ,m} de intervalos disjuntos en V tal que

µ
∗(Nn)<

m

∑
i=1

(xk− tk)+
ε

2n+2 para cada n≥ 1. (1.15)
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Observemos que cada intervalo etiquetado (tk, [tk,xk]) está subordinado a γ y, además,

|F(xk)−F(tk)− f (tk)(xk− tk)| ≥ εtk(xk− tk). (1.16)

Ahora estamos en condiciones de invocar el lema de Saks-Henstock. En efecto, puesto
que la colección {(tk, [tk,xk]) : k = 1,2, . . . ,m} de intervalos etiquetados es un K-sistema
en I subordinada a γ , entonces, por (1.16), (1.13) y el Corolario 1.3.1, resulta que

m

∑
k=1

(xk− tk)≤
m

∑
k=1

1
εtk

∣∣F(xk)−F(tk)− f (tk)(xk− tk)
∣∣

≤ n
m

∑
k=1
|F(xk)−F(tk)− f (tk)(xk− tk)|

≤ n
2ε

n2n+3 =
ε

2n+2 .

Por consiguiente, esto último y (1.15) nos permiten escribir la siguiente desigualdad:

µ
∗(Nn)<

ε

2n+1 para cada n≥ 1.

Además, por (1.14) y el hecho de que µ∗ es numerablemente subaditiva, resulta que

µ
∗(Nd) = µ

∗
( ∞⋃

n=1

Nn

)
≤

∞

∑
n=1

µ
∗(Nn) =

∞

∑
n=1

ε

2n+1 =
1
2

∞

∑
n=1

ε

2n =
ε

2
.

Por un razonamiento similar se prueba que el conjunto Ni ⊆ I que contiene los elementos
de I en los cuales la derivada de F por la izquierda no existe o existe pero no es igual
a f (t) cumple que µ∗(Ni) < ε/2. Por consiguiente, si denotamos por N = Nd ∪Ni ⊆ I,
entonces, µ(N)< ε y t ∈ I \N⇒ F ′(t) existe y F ′(t) = f (t). La prueba es completa.

Por el Corolario 1.3.2 y el Teorema 1.4.2, tenemos es el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3. Supongamos que f ∈HK([0,1],R). Entonces, f es medible sobre I.

Demostración. La integral indefinida F de f es continua sobre I por el Corolario 1.3.2.
Por consiguiente, es medible sobre I. Ahora extendemos F de forma continua al intervalo
[0,2] definiendo F(t) = F(1) para todo t ∈ [1,2]. Elegimos una sucesión (δn)n en (0,1)
que converja hacia 0. Entonces, para cada n ∈ N, la función fn : I→ R definida mediante

fn(t) =
F(t +δn)−F(t)

δn

es continua en [0,2] y, en consecuencia, medible sobre [0,2]. Por lo tanto, ( fn)n es
una sucesión de funciones medibles sobre I. Pero, por el Teorema 1.4.2, dicha sucesión
converge puntualmente hacia f en casi todo punto sobre el intervalo I. De esto se sigue
que f es medible sobre I. La prueba es completa.
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Antes de probar que la integral de Henstock-Kurzweil es, realmente, una extensión
propia de la integral de Lebesgue, hay que advertir que, a diferencia de lo que ocurre
con las integrales de Riemann y de Lebesgue, la siguiente desigualdad no es válida, en
general, para la integral de Henstock-Kurzweil:∣∣∣∣(HK)

∫
I

f
∣∣∣∣≤ (HK)

∫
I
| f |.

La razón de esta deficiencia se encuentra en el hecho de que la integral de
Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, o sea, el hecho de que f ∈ HK([0,1],R)
no implica que | f | ∈ HK([0,1],R). He aquı́ un ejemplo.

Ejemplo 1.4.1. Sea f : I→ R la función definida mediante

f (t) =

{
t2 cos(π/t2) si 0 < t ≤ 1,
0 si t = 0.

Entonces, f ′ es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, pero | f ′| no lo es sobre I.

Demostración. En el Ejemplo 1.1.1, hemos probado que f ′ es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I, ası́ que sólo falta por ver que no es el caso para | f ′|. Procediendo
por reducción al absurdo, supongamos que | f ′| es Henstock-Kurzweil integrable sobre I.
Entonces, por la proposición 1.2.4, tanto f ′ como | f ′| son integrables sobre cada uno de
los términos de la sucesión ([an,bn])n donde an = 1/

√
n+1 y bn = 1/

√
n. Se sigue del

Primer Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de Henstock-Kurzweil que

(HK)
∫ bn

an

f ′ = f (bn)− f (an) =
(−1)n

n
para cada n≥ 1.

Además, puesto que f ′ ≤ | f ′|, entonces, por el Corolario 1.2.1, concluimos que

(HK)
∫ bn

an

| f ′| ≥ (HK)
∫ bn

an

f ′ =
1
n

para cada n≥ 1. (1.17)

Claramente, los términos de la sucesión ([an,bn])n no se solapan. Luego, una aplicación
de las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.3, nos permite justificar la siguiente desigualdad:

(HK)
∫

I
| f ′| ≥

n

∑
k=1

(HK)
∫ bk

ak

| f ′| para cada n≥ 1. (1.18)

Finalmente, las desigualdades dadas en (1.18) y (1.17) nos permiten concluir que

(HK)
∫

I
| f ′| ≥

n

∑
k=1

1
k

para cada n≥ 1.

Por consiguiente, la serie ∑
∞
n=1 1/n es convergente. Esta contradicción establece que | f ′|

no es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y la prueba es completa.
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Si f , | f | ∈HK([0,1],R), entonces,−| f | ∈HK([0,1],R) por la Proposición 1.2.2. Por
consiguiente, de las desigualdades −| f | ≤ f ≤ | f | y del Corolario 1.2.1, se sigue

−(HK)
∫

I
| f |= (HK)

∫
I
−| f | ≤ (HK)

∫
I

f ≤ (HK)
∫

I
| f |.

La igualdad anterior es debido a la Proposición 1.2.2. Por esta razón, tenemos:

Corolario 1.4.1. Si f , | f | : I→ R son Henstock-Kurzweil integrables sobre I, entonces∣∣∣∣(HK)
∫

I
f
∣∣∣∣≤ (HK)

∫
I
| f |.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 1.4.4. Una función f : I → R se dice que es absolutamente HK-integrable
sobre I si, y solamente si, f y | f | son Henstock-Kurzweil integrables sobre I.

Denotaremos por LHK([0,1]) el conjunto de todas las funciones f : I → R que son
absolutamente Henstock-Kurzweil integrables. En la prueba de nuestro siguiente teorema,
que es el resultado más importante de esta sección, usaremos la noción de funciones
semicontinuas y el teorema de Vitali-Carathéodory, Teorema A.2.8. Por este motivo, a
continuación, recordamos al lector el concepto de funciones semicontinuas.

Definición 1.4.5. Sea f : I→R una función. Se dice que f es semicontinua superiormente
en t0 ∈ I si, y sólo si, para cada ε > 0, existe un entorno N(t0) de t0 tal que

f (t)< f (t0)+ ε para todo t ∈ N(t0)∩ I.

De manera similar, decimos que f es semicontinua inferiormente en t0 ∈ I si, y solamente
si, para cada ε > 0, existe un entorno N(t0) de t0 tal que

f (t0)− ε < f (t) para todo t ∈ N(t0)∩ I.

La función f se dice que es semicontinua superiormente (respectivamente,
semicontinua inferiormente) sobre I, si ella es semicontinua superiormente
(respectivamente, semicontinua inferiormente) en todos los puntos de I.

Teorema 1.4.6. Si f ∈ L1([0,1]), entonces, f ∈HK([0,1],R) y, además, se cumple

(L)
∫

I
f = (HK)

∫
I

f ,

en particular, L1([0,1])⊆HK([0,1],R).
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Demostración. Supongamos que f ∈ L1([0,1]) y fijemos un ε > 0. Por el teorema de
Vitali-Carathéodory, Teorema A.2.8, existe una función u≥ f semicontinua inferiormente
y otra función v≤ f semicontinua superiormente de manera que u,v ∈ L1([0,1]) y

(L)
∫

I
(u− v)< ε.

Sea t0 un elemento arbitrario de I. Puesto que u se semicontinua inferiormente en t0, existe
un entorno N1(t0) de t0 tal que u(t0)− ε < u(t) para todo t ∈ N1(t0)∩ I. Similarmente,
como v es semicontinua superiormente en t0, resulta que existe un entorno N2(t0) de t0
de manera que que v(t) < v(t0) + ε para todo t ∈ N2(t0)∩ I. Por lo tanto, si tomamos
N(t0) = N1(t0)∩N2(t0), entonces, se cumple que u(t0)− ε < u(t) y v(t)< v(t0)+ ε para
todo t ∈ N(t0)∩ I. Como N(t0) es un entorno de t0, entonces, existe un δ (t0) > 0 tal que
(t0−δ (t0), t0+δ (t0)⊆N(t0). Por consiguiente, si t ∈ (t0−δ (t0), t0+δ (t0))∩ I, entonces,
tendrı́amos que u(t0)− ε < u(t) y v(t)< v(t0)+ ε. De esto se sigue que

v(t)− ε < v(t0)≤ f (t0)≤ u(t0)< u(t)+ ε, (1.19)

para todo t ∈ (t0−δ (t0), t0 +δ (t0))∩ I, ya que, v≤ f ≤ u. Denotemos mediante

γ(t0) = (t0−δ (t0), t0 +δ (t0)).

Por consiguiente, para cada ε > 0, teniendo en cuenta que (1.19), resulta que

v(t)≤ f (t0)≤ u(t) para todo t ∈ γ(t0)∩ I. (1.20)

Observemos que γ es un calibre sobre I. Ahora, por el Lema 1.1.2, sea

P = {(ti, [xi−1,xi] : i = 1,2, . . . ,n}

una K-partición de I subordinada a γ . Entonces, para cada i = 1,2, . . .n, poniendo t0 = ti
en (1.20), resulta que v(t)≤ f (ti)≤ u(t) para todo t ∈ γ(t0)∩ I. De esto se sigue que

(L)
∫ xi

xi−1

v≤ f (ti)(xi− xi−1)≤ (L)
∫ xi

xi−1

u.

Por un lado, de esto último, tenemos que

(L)
∫

I
v≤

n

∑
i=1

f (ti)(xi− xi−1)≤ (L)
∫

I
u.

Por otro lado, dado que v≤ f ≤ u, entonces,

(L)
∫

I
v≤ (L)

∫
I

f ≤ (L)
∫

I
u
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y, en consecuencia, ∣∣∣∣ f (P)− (L)
∫

I
f
∣∣∣∣≤ (L)

∫
I
(u− v)< ε

para todo ε > 0 y toda K-partición P de I subordinada a γ , entonces, f ∈HK([0,1],R) y

(L)
∫

I
f = (HK)

∫
I

f .

Finalmente, observemos que si f ∈ L1([0,1]), entonces, | f | ∈ L1([0,1]) y se sigue de la
primera parte que | f | ∈ HK([0,1],R). Por esta razón,

L1([0,1])⊆HK([0,1],R).

El siguiente resultado es fundamental para establecer que L1([0,1] = LHK([0,1]).

Teorema 1.4.7. Sea f ∈HK([0,1],R).
(I) Si f es acotada sobre I, entonces, f ∈ L1([0,1]).

(II) Si f es no-negativa sobre I, entonces, f ∈ L1([0,1]).

Demostración. (I) Supongamos que f ∈ HK([0,1],R) y es acotada. Puesto que f es
medible sobre I por el Teorema 1.4.3, entonces, evidentemente, f es Lebesgue integrable
sobre I. Para probar (II), supongamos que f ∈HK([0,1],R) y es no-negativa sobre I. Por
supuesto, si f es acotada, entonces, por (I), f es Lebesgue integrable sobre I. Supongamos
que f es no acotada y sea F : I→ R la integral indefinida de f , es decir, F(0) = 0 y

F(t) = (HK)
∫ t

0
f para t ∈ I.

Afirmamos que F es creciente sobre I. En efecto, sean 0 ≤ x < y ≤ 1. Entonces, por la
Proposición 1.2.4, f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [x,y]. Además,

F(y)−F(x) = (HK)
∫ y

x
f ≥ 0

por la proposición 1.2.3. La afirmación ha sido demostrada. Observemos que por ser F
creciente sobre I, entonces, es Riemann integrable sobre I. Asimismo, por el Teorema
1.4.2, sabemos que F ′(t) = f (t) ≥ 0 en casi todo t ∈ I. Ahora extendemos F de forma
continua al intervalo [0,2] poniendo F(t) = F(1) para todo t ∈ [1,2] y definimos

Fn(t) = n(F(t +1/n)−F(t)) para todo t ∈ I.
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Entonces, (Fn)n es una sucesión de funciones no-negativas Riemann integrables (en
particular, Lebesgue integrables) sobre I y lı́m

n→∞
Fn(t) = F ′(t) = f (t)) en casi todo t ∈ I.

Por consiguiente, una aplicación del Lema de Fatou nos revela que

(L)
∫

I
f = (L)

∫ 1

0
F ′ = (L)

∫ 1

0
lı́m
n→∞

Fn ≤ lı́minf
n→∞

(
n (L)

∫ 1

0
F(·+1/n)−n (L)

∫ 1

0
F
)

= lı́minf
n→∞

[
n
(
(L)

∫ 1+1/n

1/n
F− (L)

∫ 1

0
F
)]

= lı́minf
n→∞

[
n
(
(L)

∫ 1+1/n

1
F− (L)

∫ 1/n

0
F
)]
≤ F(1)−F(0) = (HK)

∫
I

f <+∞,

ya que, f ∈HK([0,1],R). Luego, f ∈L1([0,1]). Observemos que el “cambio de variable”
aplicado en el paso anterior queda justificado por el hecho de que, al ser F creciente, cada
una de las integrales que aparecen en dichas desigualdaes son Riemann integrables.

Teorema 1.4.8. Si f ∈ LHK([0,1]), entonces, f ∈ L1([0,1]). Por consiguiente,

LHK([0,1]) = L1([0,1]) y (HK)
∫

I
f = (L)

∫
I

f

para cualquier f ∈ LHK([0,1]).

Demostración. Supongamos que f ∈ LHK([0,1]). Como | f | ∈ HK([0,1],X) y | f | ≥ 0,
el Teorema 1.4.7 nos garantiza que | f | ∈ L1([0,1]). Además, por la Proposición 1.2.2,
tenemos que | f | − f ∈ HK([0,1],X). Asimismo, dado que | f | − f ≥ 0, entonces, una
nueva aplicación del Teorema 1.4.7 nos revela que | f |− f ∈L1([0,1]) y, en consecuencia,
f = | f |− (| f |− f ) ∈ L1([0,1]) porque L1([0,1]) es un espacio vectorial sobre R. Luego,

LHK([0,1])⊆ L1([0,1]).

Un llamado al Teorema 1.4.6 termina la prueba.

Del Teorema 1.4.8 y del Ejemplo 1.1.1 se sigue que L1([0,1]) está estrictamente
contenido enHK([0,1],R). En este sentido, lo mejor que podemos afirmar es:

Proposición 1.4.9. Supongamos que f : I→ R una función. Entonces, f ∈ L1([0,1]) si,
y solamente si, f ·χE ∈HK([0,1],R) para cualquier conjunto E ⊆ I medible.

Demostración. La primera implicación se sigue de la Proposición A.2.2 y el Teorema
1.4.6. Recı́procamente, supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
cualquier conjunto E ⊆ I medible. Observemos que f es medible sobre I por el Teorema
1.4.3. Por esta razón, el conjunto E = {t ∈ I : f (t)≥ 0} es medible. Puesto que f ·χE = f+,
entonces, f+ es Henstock-Lurzweil integrable sobre I y el Teorema 1.4.6 nos indica que es
Lebesgue integrable sobre I. Un argumento similar nos dice que también f− es Lebesgue
integrable sobre I. Por consiguiente, f = f+− f− es Lebesgue integrable sobre I.
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La integral de Henstock-Kurzweil, como lo hemos visto en el capı́tulo anterior, se
construyó de modo muy similar a la integral de Riemann. Existe otra manera de considerar
sumas de Riemann, muy similar a la definición de la integral de Henstock-Kurzweil,
que da origen a una nueva integral que, a la postre, resulta ser equivalente a la integral
de Lebesgue. Este enfoque fue ideado por Edward J. McShane (1904-1989) y se conoce
como la integral de McShane. El objetivo de este capı́tulo es, precisamente, introducir
la integral de McShane y probar que la clase de las funciones Lebesgue integrables y
la de la funciones McShane integrables son iguales con idénticas integrales. El capı́tulo
tiene tres secciones. En la primera sección, hemos dado la definición de la integral de
McShane y algunas de sus propiedades. También, hemos probado que la clase de las
funciones McShane integrables está incluida en la de las funciones Henstock-Kurzweil
integrables y dicha inclusión es estricta. La segunda sección está dedicada a la prueba de
la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de McShane. En la tercera sección, hemos
analizado una condición suficiente para que una función sea McShane integrable y hemos
probado que, en el caso de las funciones reales de una variable real, dicha condición
resulta ser equivalente a que la función sea McShane integrable. Esto nos ha permitido
dar una caracterización de la integral de McShane para funciones reales de una variable
real. Finalmente, para acabar la sección, hemos demostrado que toda función McShane
integrable sobre I es McShane integrable sobre cualquier subconjunto medible de I.

Para elaborar este capı́tulo, nos hemos basado en estos libros: [24], [26] y [27].

2.1. Algunas observaciones previas
Recordemos que un intervalo etiquetado es un par (τ,J), donde a τ ∈ R se le llama

etiqueta asociada a J y J ⊂ R es un intervalo compacto. Además, decimos que dos
intervalos compactos J,L⊂ R no se solapan si int(J)∩ int(L) = /0.
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Una colección finita {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . p} de intervalos etiquetados que no se
solapan dos a dos se llama M-sistema en I si I j ⊆ I y τ j ∈ I para cada j = 1,2, . . . , p.
Un M-sistema {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . p} en I se llama M-partición del intervalo I si

p⋃
j=1

I j = I.

De nuevo, recordemos que si δ : I → (0,+∞) es una función positiva, entonces, la
nueva función γ : I → O definida mediante γ(t) = (t − δ (t), t + δ (t)) se llama calibre.
Además, un intervalo etiquetado (τ,J) se dice subordinado a γ si J ⊆ γ(τ). También, un
M-sistema {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . p} en I se dice subordinado a γ si cada uno de intervalos
etiquetados (τ j, I j), j = 1,2, . . . , p está subordinado a γ . Asimismo, de manera análoga,
una M-partición {(τ j, I j) : j = 1,2, . . . p} del intervalo I se dice subordinada a γ si cada
uno de los intervalos etiquetados (τ j, I j), j = 1,2, . . . , p está subordinado a γ . Ahora sea
f : I→ X una función. La suma de Riemann de f asociada a la partición P se define como

f (P) =
n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii).

Definición 2.1.1. Una función f : I→ X es McShane integrable sobre I, si, y solamente
si, existe un A perteneciente a X con la siguiente propiedad: para cada ε > 0, existe un
calibre γ : I→O tal que si P es una M-partición de I subordinada a γ , entonces,

|| f (P)−A||< ε.

Si X = R, usamos la función valor absoluto |.| de R en lugar de la norma ||.|| de X.

El elemento A de la definición anterior, si existe, es único y se llama la integral de
McShane de f el cual será denotado por el sı́mbolo

A = (M)
∫

I
f .

Designemos por M([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I → X que son
McShane integrables sobre I. En general, si E es un subconjunto medible de I, decimos
que f es McShane integrable sobre E si, y sólo si, f ·χE es McShane integrable sobre I y

(M)
∫

E
f = (M)

∫
I

f ·χE ,

por definición. Los argumentos que hemos utilizado para demostrar que la integral de
Henstock-Kurzweil está bien definida se pueden usar para mostrar que la integral de
McShane también está bien definida. A continuación vamos a citar algunas propiedades
de la integral de McShane que vamos a utilizar en este trabajo. Las demostraciones, por
ser muy similares a las de la integral de Henstock-Kurzweil, serán omitidas.
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Lema 2.1.1 (Cousin). Supongamos que γ : I → O es un calibre. Entonces, existe una
M-partición P del intervalo I subordinada a γ .

Proposición 2.1.2 (Criterio de Cauchy). Una función f : I → X es McShane integrable
sobre I si, y solamente si, para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→O tal que

|| f (P1)− f (P2)||< ε

para cualquier par de M-particiones P1 y P2 del intervalo I subordinadas a γ .

Proposición 2.1.3. Supongamos que f ,g : I → X son McShane integrables sobre I.
Entonces, para todo α,β ∈ R, α f +βg también es McShane integrable sobre I y

(M)
∫

I
(α f +βg) = α(M)

∫
I

f +β (M)
∫

I
g.

Proposición 2.1.4. Supongamos que f : I→ X es McShane integrable sobre I y sea J ⊆ I
un intervalo compacto. Entonces, f es McShane integrable sobre J.

Proposición 2.1.5. Supongamos que f : I→ X es una función McShane integrable sobre
I y c es un elemento del intervalo (0,1). Además, denotemos por J1 = [0,c] y J2 = [c,1].
Entonces, f es McShane integrable sobre los intervalos J1,J2 ⊆ I y

(M)
∫

I
f = (M)

∫
J1

+(M)
∫

J2

f .

Lema 2.1.2 (Saks-Henstock). Supongamos que f : I → X es una función McShane
integrable sobre I. Fijemos un ε > 0 y sea γ : I→O un calibre de tal manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

siempre que P sea una M-partición de I subordinada a γ . Entonces, para cualquier
M-sistema S = {(si,Ji) : i = 1,2 . . . ,k} en intervalo I subordinado a γ , tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (si)µ(Ji)− (M)

∫
Ji

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ε.

Corolario 2.1.1. Supongamos que f ,g∈M([0,1],R) y f ≤ g en el intervalo I. Entonces,

(M)
∫

I
f ≤ (M)

∫
I
g.
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Corolario 2.1.2 (Saks-Henstock). Supongamos que f : I → R es una función McShane
integrable sobre I. Entonces, para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→O tal que

k

∑
i=1

∣∣∣∣ f (si)µ(Ji)− (M)
∫

Ji

∣∣∣∣≤ 2ε

para cualquier M-sistema S = {(si,Ji) : i = 1,2, . . . ,k} en I subordinado a γ .

En comparación con una M-partición, una K-partición impone una mayor restricción
asumiendo que la etiqueta pertenezca a cada subintervalo de la partición. Por esta razón,
cualquier K-partición del intervalo I es también una M-partición del mismo intervalo. De
las definiciones 1.1.1 y 2.1.1 se sigue el siguiente resultado.

Proposición 2.1.6. M([0,1],X) ⊆ HK([0,1],X), es decir, si una función f : I → X es
McShane integrable sobre I, entonces, es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

(HK)
∫

I
f = (M)

∫
I

f .

Demostración. Supongamos que f es McShane integrable. Entonces, para todo ε > 0,
existe un calibre γ →O tal que si P es una M-partición de I subordinada a γ , entonces,∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Ahora, por el Lema 1.1.2, sea P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} una K-partición de I
subordinada a γ . Puesto que cualquier K-partición del intervalo I es una M-partición del
mismo intervalo, entonces, P es una M-partición de I subordinada a γ y, en consecuencia,∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Dado que la desigualdad anterior se cumple para cualquier K-partición P de I y para todo
ε > 0, entonces, concluimos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

(HK)
∫

I
f = (M)

∫
I

f .

La inclusión M([0,1],X) ⊆ HK([0,1],X) dada en la proposición 2.1.6 es estricta
incluso en el caso de funciones reales de una variable real. Esto de verá de una manera
más clara cuando hayamos probado la equivalencia de la integral de McShane y la de
Lebesgue que es, precisamente, el objetivo de la siguiente sección.
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2.2. La equivalencia de Lebesgue-McShane
Lo que haremos en esta sección es demostrar que las integrales de McShane y

Lebesgue son, en realidad, equivalentes con integrales idénticas. Pero, antes de nada,
necesitamos probar que la integral de McShane es una integral absoluta, es decir, si
una función es McShane integrable, entonces, su valor absoluto también lo es. Como
ya vimos, esta propiedad de la integral de McShane no es válida para la integral de
Henstock-Kurzweil. El siguiente resultado es clave para lograr nuestro objetivo.

Lema 2.2.1. Supongamos f ∈M([0,1],R). Dado ε > 0, sea γ : I→O un calibre sobre
I tal que para cualquier M-partición P de I subordinada a γ , se cumple que∣∣∣∣ f (P)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣< ε

2
.

Entonces, si P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} son dos
M-particiones del intervalo I subordinadas a γ , resulta que

m

∑
i=1

n

∑
j=1
| f (ti)− f (s j)|µ(Ii∩ J j)< ε.

Demostración. Claramente, los intervalos no-degenerados de la siguiente colección

C = {Ii∩ J j : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n}

forman una M-partición de I. Usando estos intervalos, podemos formar dos M-particiones
P1 y P2 del intervalo I subordinada a γ como sigue:

Si f (ti)≥ f (s j), entonces, pongamos ti j = ti y si j = s j.
Si f (ti)< f (s j), entonces, pongamos ti j = s j y si j = ti.

Observemos que f (ti j)− f (si j) = | f (ti)− f (s j)|. Ahora si definimos

P1 = {(ti j, Ii∩ I j) : Ii∩ I j ∈ C} y P2 = {(si j, Ii∩ I j) : Ii∩ I j ∈ C},

entonces, podemos observar que

| f (P1)− f (P2)|=
∣∣∣∣ m

∑
i=1

n

∑
j=1

{
f (ti j)− f (si j)

}
µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣= m

∑
i=1

n

∑
j=1
| f (ti)− f (s j)|µ(Ii∩ J j).

Puesto que P1 y P2 son dos M-particiones de I subordinadas a γ , resulta que

| f (P1)− f (P2)| ≤
∣∣∣∣ f (P1)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(M)

∫
I

f − f (P2)

∣∣∣∣< ε.

La demostración es completa.
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Teorema 2.2.1. Si f ∈M([0,1],R), entonces, | f | ∈M([0,1],R).

Demostración. Sea ε > 0. Como f ∈M([0,1],R), existe un calibre γ : I→O tal que∣∣∣∣ f (P)− (M)
∫

I

∣∣∣∣< ε

2

para cualquier M-partición P de I subordinada a γ . Probamos ahora que | f | satisface el
Criterio de Cauchy para la integral de McShane, la Proposición 2.1.2. En efecto, sean

P1 = {(ti, Ii) : 1≤ i≤ m} y P2 = {(s j,J j) : 1≤ j ≤ n}

dos M-particiones de I subordinadas a γ . Sin pérdida de generalidad, podemos suponer, y
ası́ lo haremos, que la colección C = {Ii∩ J j : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n} contiene, solamente,
intervalos no-degenerados, ya que, si hubiese algún intervalo degenerado en C lo podemos
eliminar de la colección. Usando estos intervalos, formemos dos nuevas M-particiones de
I subordinadas a γ de la siguiente manera:

P ′1 = {(ti, Ii∩ J j) : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n} y P ′2 = {(s j, Ii∩ J j) : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n}.

Observemos que, en realidad, P ′1 y P ′2 son dos M-particiones de I subordinadas a γ y

| f |(P ′1) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1
| f (ti)|µ(Ii∩ J j) =

m

∑
i=1
| f (ti)|µ(Ii) = | f |(P1),

| f |(P ′2) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1
| f (s j)|µ(Ii∩ J j) =

n

∑
j=1
| f (s j)|µ(J j) = | f |(P2).

Por esto último y el Lema 2.2.1, tenemos∣∣∣∣| f |(P1)−| f |(P2)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣| f |(P ′1)−| f |(P ′2)∣∣∣∣= ∣∣∣∣ m

∑
i=1

n

∑
j=1

{
| f (ti)|− | f (s j)|

}
µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣
≤

m

∑
i=1

n

∑
j=1

∣∣∣∣| f (ti)|− | f (s j)|
∣∣∣∣µ(Ii∩ J j)≤

m

∑
i=1

n

∑
j=1
| f (ti)− f (s j)|µ(Ii∩ J j)

< ε.

Esto nos dice que | f | es McShane integrable sobre I y termina la prueba.

Ya tenemos los argumentos necesarios para probar queM([0,1],R) = L1([0,1]).

Teorema 2.2.2 (McShane-Lebesgue). Supongamos que f : I → R es una función
cualquiera. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
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(I) f ∈M([0,1],R).
(II) f ∈ L1([0,1]).

Además, para cada función f ∈M([0,1],R) = L1([0,1]),

(M)
∫

I
f = (L)

∫
I

f .

Demostración. (I)⇒ (II) Supongamos que f ∈M([0,1],R). Entonces, por el Teorema
2.2.1. | f | ∈ M([0,1],R). Como M([0,1],R) ⊆ HK([0,1],R) por la Proposición 2.1.6,
entonces, f , | f | ∈HK([0,1],R). Luego, f ∈LHK([0,1]) =L1([0,1]) por el Teorema 1.4.8.
(II)⇒ (I) Supongamos que f ∈L1([0,1]) y sea ε > 0. Puesto que f = f+− f−, podemos
asumir, y ası́ lo haremos que f ≥ 0. Por consiguiente, por la absoluta continuidad de la
integral de Lebesgue, el Teorema A.2.9, sabemos que existe un δ > 0 tal que

(L)
∫

A
f < ε

para todo conjunto A⊆ I medible con µ(A)< δ . Además, sean α = mı́n(ε,δ ) y

En = {t ∈ I : (n−1)α ≤ f (t)< nα} n≥ 1.

Observemos que si E =
⋃

∞
n=1 En, entonces:

E ⊆ I, ya que En ⊆ I para cada n ∈ N.
Ahora sea t ∈ I. Como f (t)/α ∈ [0,∞), entonces, existe un n ∈ N tal que

n−1≤ f (t)
α

< n,

es decir, (n−1)α ≤ f (t)< nα . Por lo tanto, I ⊆ E.
El razonamiento anterior prueba que I = E =

⋃
∞
n=1 En. Además, En∩Em = /0 si n 6= m. En

efecto, supongamos que n < m. Entonces, n−1 < n≤m−1 < m. Puesto α > 0, entonces
(n−1)α < nα ≤ (m−1)α < mα . Luego, [(n−1)α,nα)∩ [(m−1)α,mα) = /0 y, pues,

/0 = f−1([(n−1)α,nα)∩ [(m−1)α,mα)
)
= En∩Em.

Por un razonamiento similar se prueba que En ∩Em = /0 para el caso m < n. También,
como f ∈ L1([0,1]), en particular medible sobre I, entonces, (En)n ⊆ I es una sucesión
de conjuntos medibles disjuntos dos a dos cuya unión es I. Luego, para cada n ∈N, como
µ es una medida regular, entonces, existe un abierto Gn de I tal que En ⊆ Gn y

µ(Gn \En)< α/n2n para cada n≥ 1.
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Con esta información podemos definir un calibre γ sobre I del modo siguiente: puesto que
cada t ∈ I pertenece a un único En, entonces, sea γ : I→O un calibre sobre I de modo que
γ(t)∩ I ⊆ Gn. La condición anterior sobre el calibre γ se puede conseguir, ya que, cada
Gn es abierto en I y En ⊆ Gn. La prueba estará completa una vez que verifiquemos que∣∣∣∣ f (P)− (L)

∫
I

f
∣∣∣∣< ε

para cualquier M-partición P de I subordinada a γ . Por el Lema 2.1.1, sea

P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m}

una M-partición del intervalo I subordinada a γ . Para cada i = 1,2, . . . ,m, sea ni el único
número natural tal que ti ∈ Eni . Empezamos, en primer lugar, observando que

(L)
∫

I
f =

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii

f .

Además, notemos que cada Ii se puede expresar como unión de Ii∩Eni y Ii \Eni . Ası́ pues,∣∣∣∣ f (P)− (L)
∫

I
f
∣∣∣∣= ∣∣∣∣ m

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)−
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii

f
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ m

∑
i=1

(L)
∫

Ii

( f (ti)− f )
∣∣∣∣≤ m

∑
i=1

(L)
∫

Ii

| f (ti)− f |

=
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii∩Eni

| f (ti)− f |+
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

| f (ti)− f |

Por consiguiente, esto último nos permite concluir que∣∣∣∣ f (P)− (L)
∫

I
f
∣∣∣∣≤ m

∑
i=1

(L)
∫

Ii∩Eni

| f (ti)− f |+
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

| f (ti)− f |. (2.1)

Ahora vamos a estimar cada una de las integrales que se encuentra a la derecha de
la desigualdad anterior. Observemos que si ti, t ∈ Ii ∩ Eni ⊆ Eni , entonces, f (ti) y f (t)
pertenecen al intervalo [(ni−1)α,niα). Luego, | f (ti)− f (t)|< α , y como consecuencia,

m

∑
i=1

∫
Ii∩Eni

| f (ti)− f |< α

m

∑
i=1

µ(Ii∩Eni).

Además, teniendo en cuenta que (Ii∩Eni)∩ (I j∩En j) = /0 para todo i 6= j, tenemos

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii∩Eni

| f (ti)− f |< α

m

∑
i=1

µ(Ii∩Eni) = αµ

( m⋃
i=1

(Ii∩Eni)

)
≤ α.
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Dado que, por definición, α ≤ ε , entonces, podemos concluir que

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii∩Eni

| f (ti)− f |< ε. (2.2)

Ahora vamos a estimar la segunda integral del lado derecho de la desigualdad dada en
(2.1). Empezamos observando que como estamos asumiendo que f ≥ 0, entonces,

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

| f (ti)− f | ≤
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

f (ti)+
m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

f . (2.3)

Luego, de nuevo, nuestra tarea consiste a estimar cada una de las integrales del lado
derecho de la desigualdad anterior. Por un lado, como ti ∈ Eni ⊆ Gni y Ii ⊆ γ(ti) ⊆ Gni ,
entonces, f (ti) ∈ [(ni−1)α,niα) y Ii \Eni ⊆ Gni \Eni . Por consiguiente,

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

f (ti)≤ α

m

∑
i=1

niµ(Ii \Eni)≤ α

m

∑
i=1

niµ(Gni \Eni)≤ α

∞

∑
n=1

nµ(Gn \En).

De esto último y el hecho de que µ(Gn \En)< α/n2n se sigue

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

f (ti)<
∞

∑
n=1

α

2n = α ≤ ε. (2.4)

Finalmente, denotemos por A =
⋃m

i=1(Ii \Eni). Además, observemos que, como Eni ⊆Gni

y Ii ⊆ γ(ti)⊆ Gni , entonces, deducimos que Ii \Eni ⊆ Gni \Eni y, por lo tanto,

µ(A) =
m

∑
i=1

µ(Ii \Eni)≤
m

∑
i=1

µ(Gni \Eni)≤
∞

∑
n=1

µ(Gn \En).

De esto último y del hecho de que µ(Gn \En)< α/n2n se sigue que µ(A)< α. Dado que,
α ≤ δ , entonces, µ(A)< δ y por la elección de δ , tenemos que (L)

∫
A f < ε . Por tanto lo,

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

f (t) dt =
∫

A
f < ε. (2.5)

La igualdad anterior es debido a la Proposición A.2.5, ya que, µ((Ii\Eni)∩(I j∩En j)) = 0
si i 6= j. Reuniendo las estimaciones dadas en (2.4) y (2.5), entonces, por (2.3), se tiene

m

∑
i=1

(L)
∫

Ii\Eni

| f (ti)− f |< 2ε. (2.6)
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Finalmente, por las desigualdad dadas en (2.2), (2.6) y (2.1), se sigue que∣∣∣∣ f (P)− (L)
∫

I
f
∣∣∣∣< 3ε

probándose, de este modo, que f es McShane integrable sobre I y, además,

(M)
∫

I
f = (L)

∫
I

f .

Esto finaliza la demostración.

Observemos, por el Ejemplo 1.1.1, que existe una función Henstock-Kurzweil
integrable sobre I, pero no es Lebesgue integrable sobre el mismo intervalo. De esto se
sigue que la inclusión L1([0,1]) =M([0,1],R)⊆HK([0,1],R) es estricta.

2.3. Más propiedades sobre la integral de McShane
En este sección hemos analizado una condición suficiente para que una función sea

McShane integrable: que tenga la propiedad S∗M. Además, hemos probado que, en el
caso de las funciones reales de una variable real, dicha condición es equivalente a que la
función sea McShane integrable. Finalmente, hemos terminado la sección probando que
toda función McShane integrable sobre I es, también, McShane integrable sobre cualquier
subconjunto medible de I. Ahora definimos lo que entendemos por la propiedad S∗M.

Definición 2.3.1. Una función f : I→ X tiene la propiedad S∗M si, y solamente si, para
todo ε > 0, existe un calibre γ : I→O de manera que

n

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε

siempre que P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} sean dos
M-particiones de I subordinadas a γ .

Proposición 2.3.2. Si f : I→ X tiene la propiedad S∗M, entonces, f ∈M([0,1],X).

Demostración. Vamos a usar el Criterio de Cauchy para probar que f ∈ M([0,1],X).
Puesto que f tiene la propiedad S∗M, entonces, existe un calibre γ sobre I tal que

n

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε
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siP1 = {(ti, Ii) : i= 1,2, . . . ,m} yP2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} son dos M-particiones de
I subordinadas a γ . Supongamos que es el caso, es decir, P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y
P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} son dos M-particiones de I subordinadas a γ . Puesto que,
para cada i = 1,2, . . . ,m, Ii =

⋃n
j=1(Ii ∩ J j) y {Ii ∩ J j : j = 1,2, . . . ,n} es una colección

finita de subconjuntos medibles de I tal que µ((Ii∩ J j)∩ (Ii∩ Jl)) = 0 si j 6= l, entonces,

µ(Ii) =
n

∑
j=1

µ(Ii∩ J j)

por la Proposición A.2.1. De manera similar, para cada j = 1,2, . . . ,n, tenemos

µ(J j) =
m

∑
i=1

µ(Ii∩ J j).

Por lo tanto, estas dos igualdades y la propiedad S∗M de f nos permiten concluir que

|| f (P1)− f (P2)||=
∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j)−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
i=1

n

∑
j=1

(
f (ti)− f (s j)

)
µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

m

∑
i=1

n

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε.

Se sigue de la Proposición 2.1.2 que f ∈M([0,1],X). Esto finaliza la demostración.

Corolario 2.3.1. Supongamos f : I→ X tiene la propiedad S∗M. Entonces, la función
|| f || : I→ R es McShane integrable sobre I.

Demostración. De nuevo, vamos a usar el Criterio de Cauchy, Proposición 2.1.2, para
probar que || f || es McShane integrable sobre I. Dado f tiene la propiedad S∗M, entonces,
existe un calibre γ : I→O sobre I de manera que

n

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε

si P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} son dos M-particiones
de I subordinadas a γ . Supongamos que es el caso, o sea, P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y
P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n} son dos M-particiones de I subordinadas a γ . Puesto que∣∣∣∣|| f (ti)||− || f (s j)||

∣∣∣∣≤ || f (ti)− f (s j)||
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para cada (i, j) ∈ {(i, j) : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n}, entonces, podemos concluir que

n

∑
i=1

m

∑
j=1

∣∣∣∣|| f (ti)||− || f (s j)||
∣∣∣∣µ(Ii∩ J j)≤

n

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε.

Esto demuestra que la función t 7→ || f (t)|| tiene la propiedad S∗M. Luego, es McShane
integrable sobre I por la Proposición 2.3.2. La prueba es completa.

Del Lema 2.2.1 y de la Proposición 2.3.2, tenemos la siguiente caracterización de la
integral de McShane para funciones reales de variable real.

Teorema 2.3.3. Supongamos que f : I → R es una función cualquiera. Entonces, f es
McShane integrable sobre I si, y solamente si, tiene la propiedad S∗M.

Finalizamos la sección presentando una generalización de la Proposición 2.1.4 que
viene a decirnos que para que una función sea McShane integrable sobre cualquier
subconjunto medible de I es suficiente que sea McShane integrable sobre I.

Teorema 2.3.4. Supongamos que f : I→ X es McShane integrable sobre I. Entonces, f
es McShane integrable sobre cualquier conjunto E ⊆ I medible.

Demostración. Fijemos un ε > 0 y E un subconjunto medible de I. Puesto que f es
McShane integrable sobre I, entonces, existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ f (P)− (M)
∫

I
f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

para cualquier M-partición P de I subordinada a γ . Además, como E es un subconjunto
medible de I, entonces, por la regularidad de la medida de Lebesgue, para cada k ∈ N,
podemos encontrar un conjuntos Ck ⊆ I compacto y otro Ak ∈ O([0,1]) tal que

Ck ⊆ E ⊆ Ak y µ(Ak \Ck)<
ε

k2k . (2.7)

Empezamos, en primer lugar, definiendo un calibre γ ′ : I→O de la siguiente manera:

γ
′(t)⊆

{
γ(t)∩Ak si t ∈ E, k−1≤ || f (t)||< k
γ(t)\Ck si t 6∈ E, k−1≤ || f (t)||< k

para algún k ∈ N tal que k−1 ≤ || f (t)|| < k. El calibre γ ′ se puede conseguir, ya que, la
intersección de dos abiertos sigue siendo un abierto. Vamos a usar el Criterio de Cauchy,
Proposición 2.1.2, para probar que f es McShane integrable sobre E. Para ello, sean

P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,m} y P2 = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,n}
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dos M-particiones de I subordinadas a γ ′. Como lo hemos hecho en otra ocasión, usemos
los intervalos de C = {Ii∩J j : 1≤ i≤m,1≤ j≤ n}, suponiendo que son no-degenerados,
para formar las dos siguientes M-particiones de I subordinadas a γ ′:

P ′1 = {(ti, Ii∩ J j) : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n} y P ′2 = {(s j, Ii∩ J j) : 1≤ i≤ m,1≤ j ≤ n}.

Como, para cada i= 1,2, . . . ,m, Ii =
⋃n

j=1 Ii∩J j y {Ii∩J j : j = 1,2, . . . ,n} es una colección
finita de subconjuntos medibles de I con µ((Ii∩ Jk)∩ (Ii∩ Jl)) = 0 si k 6= l, entonces,

µ(Ii) =
n

∑
j=1

µ(Ii∩ J j)

por la Proposición A.2.1. Como consecuencia de esto último, resulta que

f (ti)µ(Ii) =
n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j).

Por consiguiente, de la definición de P ′1 y de esto último, tenemos

f (P ′1) =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j) =
m

∑
i=1

f (ti)µ(Ii) = f (P1).

Por un razonamiento similar se demuestra que f (P ′2) = f (P2) y, por lo tanto,∣∣∣∣ f ·χE(P1)− f ·χE(P2)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣ f ·χE(P ′1)− f ·χE(P ′2)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1

n

∑
j=1

( f ·χE)(ti)µ(Ii∩ J j)−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

( f ·χE)(s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j)−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

s j∈E

f (s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣. (2.8)

Ahora bien, empezamos, en primer lugar, observando que

m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j) =
m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j)+
m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j 6∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j) y

m

∑
i=1

n

∑
j=1

s j∈E

f (s j)µ(Ii∩ J j) =
m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j)+
m

∑
i=1
ti 6∈E

n

∑
j=1

s j∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j).
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Esta observación y la cadena de igualdades dada (2.8) nos permiten escribir

∣∣∣∣ f ·χE(P1)− f ·χE(P2)
∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩ J j)−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

s j∈E

f (s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

{
f (ti)µ(Ii∩ J j)− (M)

∫
Ii∩J j

f

}∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

{
(M)

∫
Ii∩J j

f − f (s j)µ(Ii∩ J j)

}∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j 6∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti 6∈E

n

∑
j=1

s j∈E

f (s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la desigualdad anterior.
Para empezar, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2, tenemos que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

{
f (ti)µ(Ii∩ J j)− (M)

∫
Ii∩J j

f

}∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣≤ ε y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j∈E

{
f (ti)µ(Ii∩ J j)− (M)

∫
Ii∩J j

f

}∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣≤ ε.

Además, para cada k ∈ N, sea σk = {(i, j) : ti ∈ E,s j 6∈ E,k− 1 ≤ || f (ti)|| < k}. Si, para
algún k ∈ N, (i, j) ∈ σk, como las particiones P ′1 y P ′2 están subordinadas a γ ′, entonces

Ii∩ J j ⊆ γ ′(ti) = Ak∩ γ(ti).
Ii∩ J j ⊆ γ ′(s j) = γ(s j)\Ck = γ(s j)∩Cc

k .

Por consiguiente, Ii∩ J j ⊆ Ak y Ii∩ J j ⊆Cc
k . Luego, Ii∩ J j ⊆ Ak∩Cc

k = Ak \Ck. Ası́ pues,

Ii∩ J j ⊆ Ak∩Cc
k = Ak \Ck.

De esto último, se deduce que
⋃
(i, j)∈σk

Ii∩ J j ⊆ Ak \Ck y, por consiguiente,

µ(∪(i, j)∈σk
Ii∩ J j)≤ µ(Ak \Ck)<

ε

k2k
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por (2.7). Como consecuencia de esto y teniendo en cuenta la definición σk, tenemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j 6∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣≤ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j 6∈E

|| f (ti)||µ(Ii∩ J j) = ∑
(i, j)∈σk

|| f (ti)||µ(Ii∩ J j)

≤
∞

∑
k=1

∑
(i, j)∈σk

|| f (ti)||X µ(Ii∩ J j)<
∞

∑
k=1

∑
(i, j)∈σk

kµ(Ii∩ J j)

=
∞

∑
k=1

kµ(∪(i, j)∈σk
Ii∩ J j)<

∞

∑
k=1

k
ε

k2k = ε por (2.8).

La penúltima igualdad es debido a que (Ii∩ J j)∩ (Ip∩ Jq) es el conjunto vacı́o o, quizás,
un conjunto unitario para todo (i, j) 6= (p,q). En resumen, hemos probado que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti∈E

n

∑
j=1

s j 6∈E

f (ti)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε.

Por un razonamiento similar se demuestra que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ m

∑
i=1
ti 6∈E

n

∑
j=1

s j∈E

f (s j)µ(Ii∩ J j)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε.

Combinando las cuatro estimaciones anteriores concluimos que∣∣∣∣ f ·χE(P1)− f ·χE(P2)
∣∣∣∣< 4ε

para cada ε > 0 y para cualquier par de M-particiones P1 y P2 de I subordinadas a γ ′. Por
el criterion de Cauchy, Proposición 2.1.2, la función f · χE es McShane integrable sobre
I. Por consiguiente, f es McShane integrable sobre E y

(M)
∫

E
f = (M)

∫
I

f ·χE .

Puesto que E era un subconjunto medible arbitrario de I, entonces, concluimos que f es
McShane integrable sobre cualquier subconjunto medible de I. Esto termina la prueba.
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En este capı́tulo hemos introducido la integral de Bochner que, en realidad, es una
extensión de la integral de Lebesgue a funciones que toman valores en un espacio de
Banach arbitrario, como el lı́mite de integrales de funciones simples. Dicha integral fue
ideado por S. Bochner (1899-1982). En la primera sección hemos analizado algunos
resultados elementales de las funciones simples y la integral de funciones simples que
vamos a necesitar en las secciones posteriores. La segunda sección está dedicada a
la construcción de la integral de Bochner, mientras que, en la tercera sección hemos
presentado algunas propiedades básicas de la integral de Bochner. En la cuarta sección
hemos introducido las nociones de una función fuertemente medible o débilmente
medible y, además, algunos resultados importantes sobre estos conceptos. En la quinta
sección hemos empezado nuestra análisis sobre la relación que existe entre la integral de
Bochner y la de McShane. En efecto, en primer lugar, hemos probado que toda función
simple es McShane integrable y su integral coincide con la de Bochner. En segundo lugar,
hemos demostrado que toda función Bochner integrable es McShane integrable. Además,
hemos caracterizado a las funciones Bochner integrables mediante funciones que tienen la
propiedad S∗M. Esto nos ha permitido deducir, fácilmente, la equivalencia de la integral
de Bochner y la de McShane y, en particular, la equivalencia de la integral de Bochner
y la de Lebesgue, para funciones reales de una variable real. En la sexta sección hemos
dado otras condiciones suficientes más convenientes para que una función sea Bochner
integrable. Mientras que, en la última sección hemos analizado algunas propiedades
interesantes de la integral de Mcshane y hemos presentado un ejemplo de función que
es McShane integrable, pero no Bochner integrable. De esto se sigue que la integral de
McShane es una extensión propia de la integral de Bochner y, de esta manera, hemos
culminado nuestro análisis sobre la relación entre la integral de McShane y la de Bochner.

Estos son los textos que hemos utilizado para escribir este capı́tulo: [2], [6], [9],
[14], [17], [19], [24] y [28]. De entre ellos, destacamos el libro [24] y el artı́culo [14].
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3.1. Funciones simples e integral de funciones simples
En esta sección se dan unas propiedades fundamentales que satisfacen las funciones

simples y la integral de una función simple que van a aparecer, frecuentemente, en
este capı́tulo. La mayorı́a de estas propiedades parecen obvias cuando se interpretan
geométricamente. Por esta razón, las demostraciones de estas propiedades no aparecen
como teoremas o proposiciones. En cuanto a las funciones simples, la primera propiedad
establece que la clase de las funciones simples ϕ : I → X es un espacio vectorial sobre
R, mientras que la segunda viene a decirnos que la norma de una función simple sigue
siendo una función simple (en este caso X = R). En lo que respecta la integral de una
función simple, hemos presentado la propiedad de linealidad, la propiedad de monotonı́a
con respecto al integrando y otras de sus propiedades como función de conjuntos.
Finalmente, hemos introducido una seminorma en la clase de las funciones simples.

Recordemos que una partición medible de I es una colección finita {E1, . . . ,En} de
subconjuntos medibles incluidos en I que son disjuntos dos a dos y tales que

I = E1∪·· ·∪En.

Definición 3.1.1. Una función ϕ : I → X se llama función simple si, y solamente si, se
puede escribir en la siguiente forma

ϕ = x1χE1 + · · ·+ xnχEn,

donde {E1, . . . ,En} es una partición medible de I y x1, . . . ,xn son elementos de X.

Denotaremos por S([0,1],X) el conjunto de todas las funciones simples ϕ : I→ X . Es
una tarea sencilla establecer que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R. En efecto,
sean ϕ,φ ∈ S([0,1],X) que tienen las siguientes representaciones:

ϕ =
n

∑
i=1

xiχEi y φ =
m

∑
j=1

y jχFj ,

donde {E1, . . . ,En} y {F1, . . . ,Fm} son particiones medibles de I y los correspondientes xi
son elementos distintos entre sı́ de X , ası́ también como los y j. Luego, evidentemente, el
conjunto {Ei∩Fj : 1≤ i≤ n,1≤ j≤m} es una partición medible de I. Ası́ pues, t ∈ I si, y
solamente si, t ∈Ei∩Fj para algún (i, j)∈ {(i, j) : 1≤ i≤ n,1≤ j≤m}. Por consiguiente,

ϕ +φ =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

(xi + y j)χEi∩Fj ∈ S([0,1],X). (3.1)
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El hecho de que α ·ϕ ∈ S([0,1],X) para cualquier α ∈ R se comprueba más fácilmente.
Esto prueba que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R. Igualmente, por un
razonamiento similar al que acabamos de hacer, si ϕ,φ ∈ S([0,1],R), entonces,

ϕ ·ψ =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

(xi · y j)χEi∩Fj ∈ S([0,1],R). (3.2)

Asimismo, si ϕ es una función simple que tiene la siguiente representación

ϕ = x1χE1 + · · ·+ xnχEn,

donde {E1, . . . ,En} es una partición medible de I y x1, . . . ,xn ∈ X . Entonces,

||ϕ||= ||x1||χE1 + · · ·+ ||xn||χEn (3.3)

también es una función simple (en este caso X = R). A continuación introducimos la
integral de funciones simples y algunas de sus propiedades que usaremos en este capı́tulo.

Definición 3.1.2. Supongamos que ϕ : I→ X es una función simple que viene dada por

ϕ =
n

∑
k=1

xkχEk ,

donde {E1, . . . ,En} es una partición medible de I y x1, . . . ,xn son elementos de X.
Entonces, su integral sobre I se define como:∫

I
ϕ =

n

∑
k=1

xkµ(Ek).

Además, si E ⊆ I es medible, entonces, ϕE := ϕ · χE = ∑
n
k=1 xkχEk∩E es también una

función simple y definimos la integral de ϕ sobre E como:∫
E

ϕ =
∫

I
ϕE .

Es un ejercicio sencillo establecer que la integral que acabamos de definir para
funciones simples está bien definida. En efecto, supongamos que ϕ ∈ S([0,1],X) tiene
dos representaciones, digamos, Φ = x1χE1 + · · ·+xnχEn y ψ = y1χF1 + · · ·+ymχFm donde
{E1, . . . ,En} y {F1, . . . ,Fm} son dos particiones medibles de I y los correspondientes
xi son elementos distintos entre si de X , ası́ como los y j. Además, podemos suponer
y, ası́ lo haremos, que los xi y y j no son nulos, ya que, en caso contrario podemos
eliminarlos de las sumas anteriores. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la
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colección {Ei ∩Fj : 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ m} no contiene el conjunto vacı́o porque, de no
ser ası́, podemos quitarlo de la colección. Ahora observemos que si t ∈ Ei∩E j para algún
(i, j)∈ {(i, j) : 1≤ i≤ n,1≤ j≤m}, entonces, xi = Φ(t) = ψ(t) = y j. También, notemos
que Ei =

⋃m
j=1(Ei∩Fj) y Fj =

⋃n
i=1(Ei∩Fj) para cada 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m. Además,

como {Ei∩Fj : 1≤ i≤ n,1≤ j ≤ m} es una partición medible de I, se sigue que∫
I
Φ =

n

∑
i=1

xiµ(Ei) =
n

∑
i=1

xiµ

( m⋃
j=1

(Ei∩Fj)

)
=

n

∑
i=1

m

∑
j=1

xiµ(Ei∩Fj)

=
n

∑
i=1

m

∑
j=1

y jµ(Ei∩Fj) =
m

∑
j=1

y jµ

( n⋃
i=1

(Ei∩Fj)

)
=

m

∑
j=1

y jµ(Fj) =
∫

I
ψ.

Asimismo, no es una tarea difı́cil ver que la integral de funciones simples que acabamos
de definir es una aplicación lineal

∫
: S([0,1],X)→ X . En efecto, puesto que S([0,1],X)

es un espacio vectorial sobre R, resulta que Φ+ψ,αΦ ∈ S([0,1],X) para todo α ∈ R y∫
I
Φ+

∫
I
ψ =

n

∑
i=1

xiµ(Ei)+
m

∑
j=1

y jµ(Fj) =
n

∑
i=1

xiµ

( m⋃
j=1

(Ei∩Fj)

)
+

m

∑
j=1

y jµ

( n⋃
i=1

(Ei∩Fj)

)
=

n

∑
i=1

m

∑
j=1

xiµ(Ei∩Fj)+
n

∑
i=1

m

∑
j=1

y jµ(Ei∩Fj) =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

(xi + y j)µ(Ei∩Fj)

=
∫

I
(Φ+ψ),

ya que, Φ+ψ = ∑
n
i=1 ∑

m
j=1(xi + y j)χEi∩Fj por (3.1). El hecho de que∫

I
αΦ = α

∫
I
Φ

es mucho muy fácil de comprobar. Igualmente, si A,B ⊆ I son conjuntos medibles y
disjuntos, entonces, χA∪B = χA +χB y de la linealidad de la integral se sigue que∫

A∪B
Φ =

∫
A

Φ+
∫

B
Φ. (3.4)

En el caso especial en que X = R, es evidente que si Φ≥ 0, entonces,∫
I
Φ =

n

∑
i=1

xiµEi ≥ 0. (3.5)

Como consecuencia de esto último y la linealidad de la integral, si ψ ≤Φ, entonces,∫
I
ψ ≤

∫
I
Φ. (3.6)
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De (3.4) y (3.5), se deduce que si A⊆ B⊆ I son conjuntos medibles y Φ≥ 0, entonces∫
A

Φ≤
∫

B
Φ. (3.7)

Ahora bien, supongamos E ⊆ I es un conjunto medible. Entonces,

ΦE := Φ ·χE = x1χE∩E1 + · · ·+ xnχE∩En.

De esto último y de la definición 3.1.2, concluimos que∣∣∣∣∣∣∣∣∫E
Φ

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ΦE

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xkµ(E ∩Ek)

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ n

∑
k=1
||xk||µ(E ∩Ek) =

∫
I
||Φ||. (3.8)

Vamos a terminar esta sección con un resultado que nos permite definir una seminorma
sobre el espacio vectorial S([0,1],X).

Proposición 3.1.3. La aplicación ||.||1 : S([0,1],X)→ [0,∞) definida mediante

||ϕ||1 =
∫

I
||ϕ||

satisface las siguientes propiedades:
(a) ||ϕ||1 ≥ 0 para todo ϕ ∈ S([0,1],X),
(b) ||αϕ||1 = |α| · ||ϕ||1 para todo ϕ ∈ S([0,1],X) y α ∈ R,
(c) ||ϕ +φ ||1 ≤ ||ϕ||1 + ||φ ||1 para todo ϕ,φ ∈ S([0,1],X).

Demostración. Dado que ||ϕ|| ≥ 0 para todo f ∈ S([0,1],X), ||ϕ||1 ≥ 0 por (3.5).
Además, por el hecho de que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y (3.3), tenemos

||αϕ||= |α| · ||ϕ||
es una función simple. Puesto que el operador

∫
es lineal sobre S([0,1],X), entonces

||αϕ||1 =
∫

I
||αϕ||=

∫
I
|α| · ||ϕ||= |α|

∫
I
||ϕ||= |α| · ||ϕ||1.

Finalmente, supongamos que ϕ,φ ∈S([0,1],X). Observemos que ||ϕ+φ || ≤ ||ϕ||+ ||φ ||.
Luego, de (3.6) y la linealidad de

∫
sobre S([0,1],X) se sigue que

||ϕ +φ ||1 =
∫

I
||ϕ +φ || ≤

∫
I
(||ϕ||+ ||φ ||) =

∫
I
||ϕ||+

∫
I
||φ ||= ||ϕ||1 + ||φ ||1.

Observemos que la aplicación ||.||1 no es una norma sobre S([0,1],X). Por ejemplo,
si ϕ = x · χ{t}, con x ∈ X y t ∈ I tal que ||x|| 6= 0. Entonces, ||ϕ||1 = x · µ({t}) = 0, sin
embargo ϕ 6= 0. Luego, ||.||1 es una seminorma que llamamos L-seminorma 1.

1Esta terminologı́a aparece en el libro [24]
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3.2. Construcción de la integral de Bochner
En la definición 3.1.2, hemos definido la integral de una manera muy natural para

funciones simples. En esta sección vamos a extender dicha definición a una clase más
amplia de funciones que llamaremos funciones Bochner integrables. En primer lugar,
hemos empezado definiendo lo que entendemos por dos sucesiones equivalentes y una
sucesión de L-Cauchy en el espacio (S([0,1],X), ||.||1). Luego, hemos probado que el
lı́mite de la integral de cualquier sucesión de L-Cauchy en (S([0,1],X), ||.||1) es un
elemento de X . Después, hemos demostrado que si dos sucesiones en (S([0,1], ||.||1)
son equivalentes, entonces, los lı́mites de sus integrales son iguales y si dos sucesiones
en (S([0,1], ||.||1) convergen puntualmente hacia alguna función, resulta que son
equivalentes. Esto nos ha permitido definir, sin ninguna ambigüedad, la integral de
Bochner. Ahora pasamos a definir estos nuevos conceptos que acabamos de mencionar.

Definición 3.2.1. Una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) se llama L-cero si, y solamente si,

lı́m
n→∞
||ϕn||1 = 0.

Además, dos sucesiones (ϕn)n,(φn)n ⊆S([0,1],X) se llaman equivalentes si, y solamente
si, su diferencia (ϕn− φn)n es L-cero. Asimismo, una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) se
llama de L-Cauchy si, y solamente si, para todo ε > 0, existe un N ∈ N tal que

||ϕn−ϕm||1 < ε para todo m,n≥ N.

Lema 3.2.1. Sea (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) una sucesión de L-Cauchy. Entonces, existe una
subsucesión (ϕnk)k de (ϕn)n que converge puntualmente en casi todo punto a una función
f : I→ X. Además, para todo ε > 0, existe un conjunto E ⊆ I medible con µ(E) < ε de
manera que (ϕnk)k converge uniformemente sobre I \E.

Demostración. Puesto que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy, entonces
para cada k ∈ N existe un nk de manera que si n,m≥ nk, entonces

||ϕn−ϕm||1 <
1

22k .

Notemos que podemos suponer, y ası́ lo haremos, que la sucesión (nk)k es estrictamente
creciente. Por consiguiente, si fijamos k ∈ N y tomamos m > k, entonces nk,nm ≥ nk y

||ϕnk−ϕnm ||1 <
1

22k .

Nuestra tarea, en primer lugar, consiste en demostrar que la serie
∞

∑
i=1

(ϕni+1(t)−ϕni(t))
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converge absolutamente en casi todo t ∈ I hacia algún elemento de X y que dicha
convergencia es uniforme salvo en un subconjunto de I de medida arbitrariamente
pequeña. Para ello, para cada k ∈ N, definimos el siguiente conjunto

Mk =

{
t ∈ I : ||ϕnk+1(t)−ϕnk(t)|| ≥

1
2k

}
= ||ϕnk+1(t)−ϕnk(t)||

−1([1/2k,∞)
)
.

Obviamente, Mk es un subconjunto medible de I, ya que, ||ϕnk+1 −ϕnk || : I → R es una
función simple y, como consecuencia, es medible Lebesgue sobre I. Por consiguiente,

1
2k µ(Mk) =

∫
Mk

1
2k ≤

∫
Mk

||ϕnk+1−ϕnk || ≤
∫

I
||ϕnk+1−ϕnk || ≤ ||ϕnk+1−ϕnk ||1 <

1
22k .

Por lo tanto, esta cadena de desigualdades nos permite concluir que

µ(Mk)<
1
2k para cada k ≥ 1. (3.9)

Ahora fijemos un k ∈ N y definimos el siguiente conjunto

Nk =
∞⋃

i=k

Mi. (3.10)

Entonces, Nk es subconjunto medible de I por ser una unión numerable de subconjuntos
medibles de I. Además, t 6∈ Nk si, y sólo si, t 6∈Mi para cada i≥ k y, como consecuencia,

||ϕni+1(t)−ϕni(t)||<
1

22i ≤
1
2i

para cada i≥ k. Luego, la serie ∑
∞
i=k
(
ϕni+1(t)−ϕni(t)

)
es absolutamente y uniformemente

convergente para todo t 6∈ Nk con k arbitrario. Además, de (3.10) y (3.9) se sigue que

µ(Nk)≤
∞

∑
i=k

µ(Mi)<
∞

∑
i=k

1
2i =

1
2k−1 , (3.11)

para cada k ∈ N. Ahora fijemos un ε > 0.
De (3.11), resulta que existe un k0 ∈ N tal que µ(Nk)< ε si k ≥ k0.
Pero, también, sabemos que la serie ∑

∞
i=k
(
ϕni+1(t)− ϕni(t)

)
es absolutamente y

uniformemente convergente para todo t 6∈ Nk con k arbitrario.
Luego, en particular, µ(Nk0) < ε y la serie ∑

∞
i=k0

(
ϕni+1(t)−ϕni(t)

)
es absolutamente y

uniformemente convergente para todo t 6∈ Nk0 . De esto se sigue que la serie

∞

∑
i=1

(
ϕni+1(t)−ϕni(t)

)
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es absolutamente y uniformemente convergente para todo t ∈ I \ Nk0 y µ(Nk0) < ε .
Esto termina la primera parte de la prueba. Tomando N = Nk0 , vamos a probar que la
subsucesión (ϕnk)k converge uniformemente hacia la función f : I→ X definida mediante

f (t) = ϕn1(t)+
∞

∑
i=1

(ϕni+1(t)−ϕni(t))

en I \N. Para ello, empezamos observando que, para cada t ∈ I, tenemos

ϕnk(t) = ϕn1(t)+
k−1

∑
i=1

(ϕni+1(t)−ϕni(t)), k ≥ 2,

ya que, la suma del lado derecho de la igualdad anterior es una suma telescópica. Luego,

|| f (t)−ϕnk(t)||=
∣∣∣∣∣∣∣∣(ϕn1(t)+

∞

∑
i=1

(ϕni+1(t)−ϕni(t))
)
−
(

ϕn1(t)+
k−1

∑
i=1

(ϕni+1(t)−ϕni(t))
)∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
i=k

ϕni+1(t)−ϕni(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∞

∑
i=k
||ϕni+1(t)−ϕni(t)||.

Además, puesto que la serie ∑
∞
i=1
(
ϕni+1(t)−ϕni(t)

)
es absolutamente y uniformemente

convergente para todo t ∈ I \N, entonces, para cada ε > 0, existe un k0 ∈ N tal que

k ≥ k0⇒
∞

∑
i=k
||ϕni+1(t)−ϕni(t)||< ε

para todo t ∈ I \N. Por consiguiente, || f (t)−ϕnk(t)||< ε para todo t ∈ I \N siempre que
k ≥ k0. La prueba es completa.

Lema 3.2.2. Sean (ϕn)n,(φn)n ⊆ S([0,1],X) dos sucesiones de L-Cauchy, entonces:

(a) Existe el lı́mite lı́m
n→∞

∫
I ϕn en X.

(b) Si (ϕn)n y (φn)n equivalentes, entonces lı́m
n→∞

∫
I ϕn = lı́m

n→∞

∫
I φn.

(c) Si (ϕn)n y (φn)n convergen en casi todo punto hacia una función f : I→ X, entonces
son equivalentes y, por lo tanto, por (b) tenemos

lı́m
n→∞

∫
I
ϕn = lı́m

n→∞

∫
I
φn.
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Demostración. (a) Como (ϕn)n ⊆ S([0,1],X), entones, para cada n,m ∈ N, tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ϕn−

∫
I
ϕm

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
(ϕn−ϕm)

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∫I
||ϕn−ϕm||= ||ϕn−ϕm||1.

Por esto último y el hecho de que (ϕn)n es una sucesión L-Cauchy, concluimos que(∫
I ϕn
)

n es una sucesión de Cauchy en X . Por consiguiente, existe el lı́mite lı́m
n→∞

∫
I ϕn,

ya que, X es un espacio de Banach y, en particular, es completo.
(b) Fijemos un ε > 0. Entonces, por el hecho de que (ϕn)n y (φn)n son equivalentes y el

apartado (a), existe un N ∈ N tal que si n≥ N, resulta que

||ϕn−φn||1 =
∫

I
||ϕn−φn||< ε,

∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ϕn− lı́m

n→∞

∫
I
ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε y
∣∣∣∣∣∣∣∣∫I

φn− lı́m
n→∞

∫
I
φn

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Estas tres estimaciones nos permiten deducir que∣∣∣∣∣∣∣∣ lı́m
n→∞

∫
I
ϕn− lı́m

n→∞

∫
I
φn

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣( lı́m
n→∞

∫
I
ϕn−

∫
I
ϕN

)
+

(∫
I
ϕN−

∫
I
φN

)
+

(∫
I
φN− lı́m

n→∞

∫
I
φn

)∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ lı́m

n→∞

∫
I
ϕn−

∫
I
ϕN

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ϕN−

∫
I
φN

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣ lı́m
n→∞

∫
I
φn−

∫
I
φN

∣∣∣∣∣∣∣∣< 3ε.

Dado que la desigualdad anterior es cierta para todo ε > 0, entonces, concluimos que

lı́m
n→∞

∫
I
ϕn = lı́m

n→∞

∫
I
φn.

(c) Para cada n ≥ 1, sea ψn = ϕn− φn. Entonces, por hipótesis, lı́m
n→∞

ψn(t) = 0 en casi

todo t ∈ I. Puesto que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R, resulta que

(ψn)n ⊆ S([0,1],X).

Además, observemos que (ψn)n es una sucesión de L-Cauchy, ya que,

||ψn−ψm||1 ≤ ||ϕn−ϕm||1 + ||φn−φm||1
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para todo n,m ∈ N y que tanto (ϕn)n como (φn)n son sucesiones de L-Cauchy. Por lo
tanto, sólo falta por probar que lı́m

n→∞
||ψn||1 = 0. Para ello, fijemos un ε > 0. Entonces,

por ser (ψn)n una sucesión de L-Cauchy, existe un N ∈ N de manera que

n,m≥ N⇒ ||ψn−ψm||1 < ε.

Por el Lema 3.2.1, existe un conjunto medible E ⊆ I y una subsucesión (ψnk)k de
(ψn)n que converge uniformemente en I \E tal que µ(E)< ε . Evidentemente, puesto
que lı́m

n→∞
ψn(t) = 0 en casi todo t ∈ I, resulta que (ψnk)k converge uniformemente

hacia 0 en I \E y µ(E)< ε . Luego, existe un k0 ∈ N de manera que

k ≥ k0⇒ nk ≥ nk0 ≥ N y ||ψnk(t)||< ε para todo t ∈ I \E.

Por consiguiente, si k ≥ k0, resulta que

||ψnk ||1 =
∫

I
||ψnk ||=

∫
I\E
||ψnk ||+

∫
E
||ψnk ||

≤
(∫

I\E
||ψnk−ψnk0

||+
∫

I\E
||ψnk0

||
)
+

(∫
E
||ψnk−ψnk0

||+
∫

E
||ψnk0

||
)

≤
(
||ψnk−ψnk0

||1 + εµ(I \E)
)
+

(
||ψnk−ψnk0

||1 + sup
t∈I
||ψnk0

(t)||µ(E)
)

< ε

(
3+ sup

t∈I
||ψnk0

(t)||
)
.

Como ε > 0 era arbitrario, entonces, lı́m
k→∞
||ψnk ||1 = 0. Luego, de nuevo, existe un k0

tal que nk0 ≥ N y ||ψnk0
||1 < ε. Por lo tanto, si n≥ N, entonces

||ψn||1 ≤ ||ψn−ψnk0
||1 + ||ψnk0

||1 < 2ε

para todo ε > 0. De esto se sigue que lı́m
n→∞
||ψn||1 = 0 y la prueba es completa.

El apartado (a) del lema 3.2.2 nos permite asignar a cada sucesión (ϕn)n⊆S([0,1],X)
de L-Cauchy un x(ϕn) ∈ X definido por x(ϕn) = lı́m

n→∞

∫
I ϕn. Más aun, por el apartado (b),

dicho elemento de X es único para todas las sucesiones de L-Cauchy que son equivalentes.
Esto nos permite presentar los siguientes conceptos.

Definición 3.2.2. Supongamos que f : I → X es una función cualquiera. Decimos que
una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) de L-Cauchy determina f si, y solamente si,

lı́m
n→∞

ϕn(t) = f (t)
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en casi todo t ∈ I, con respecto a la norma ||.||, es decir

lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0

en casi todo t ∈ I. Además, decimos que f es Bochner integrable si, y sólo si, existe una
sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) de L-Cauchy que determina f y su integral viene dada por

A = lı́m
n→∞

∫
I
ϕn.

Denotaremos por B([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I → X que son
Bochner integrables sobre I. Además, por el Lema 3.2.2, si f ∈ B([0,1],X), entonces, el
elemento A de la definición anterior es único y será representado por el sı́mbolo

A = (B)
∫

I
f .

Asimismo, en general, si E ⊆ I es un conjunto medible, decimos que f es Bochner
integrable sobre E si, y solamente si, f ·χE es Bochner integrable sobre I y, escribimos,

(B)
∫

E
f = (B)

∫
I

f ·χE .

En nuestra presentación de la integral de Bochner, hemos seguido los libros [19] y [24].
Sin embargo, la integral de Bochner puede encontrarse en muchos libros clásicos de
Análisis Funcional e Integración Vectorial como, por ejemplo, [6] o [28]. A continuación
presentamos algunas propiedades básicas de la integral de Bochner.

3.3. Algunas propiedades elementales
En esta sección hemos probado unas propiedades básicas de la integral de Bochner

que vamos a utilizar en secciones posteriores de este trabajo. En primer lugar, hemos
demostrado que el conjunto B([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Bochner es un funcional lineal sobre él. Además, hemos probado que la integral de
Bochner es una integral absoluta, es decir, la norma de una función Bochner integrable
sigue siendo Bochner integrable. En segundo lugar, hemos definido una seminorma sobre
el conjunto B([0,1],X) y hemos demostrado que el espacio (S([0,1],X), ||.||1) es denso
en (B([0,1],X), ||.||1) y este último es un espacio completo. También, hemos probado la
monotonı́a de la integral de Bochner con respecto al integrando. En tercer lugar, hemos
deducido una definición alternativa de la integral de Bochner que es la que suele aparecer
en la mayorı́a de los libros clásicos sobre Análisis Funcional e Integración Vectorial.
Finalmente, hemos acabado la sección con algunas propiedades elementales de la integral
de Bochner que necesitaremos en lo que queda de esta memoria.
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Proposición 3.3.1. El conjunto B([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Bochner es una aplicación lineal sobre B([0,1],X).

Demostración. Sean f ,g ∈ B([0,1],X) y (ϕn)n,(φn)n ⊆ S([0,1],X) dos sucesiones
cualquieras que determinan f y g, respectivamente. Sean α,β ∈ R. Notemos que

||(αϕn +βφn)(t)− (α f +βg)(t)|| ≤ |α| · ||ϕn(t)− f (t)||+ |β | · ||φn(t)−g(t)||

para cada n ∈ N y para todo t ∈ I. Además, por la Proposición 3.1.3, tenemos

||(αϕn−βφn)− (αϕm−βφm)||1 ≤ |α| · ||ϕn−ϕm||1 + |β | · ||φn−φm||1,

para cada n,m ∈ N. Por consiguiente, lı́m
n→∞
||(αϕn +βφn)(t)− (α f +βg)(t)||= 0 en casi

todo t ∈ I y lı́m
n,m→∞

||(αϕn−βφn)−(αϕm−βφm)||1 = 0, ya que, (ϕn)n y (φn)n determinan

f y g, respectivamente. Esto prueba que (αϕn+βφn)n ⊆ S([0,1],X) determina α f +βg.
Esto último nos permite concluir que α f +βg ∈ B([0,1],X) y, por definición,

lı́m
n→∞

∫
I
(αϕn−βφn) = (B)

∫
I
(α f +βg).

Asimismo, por la linealidad de la integral sobre los elementos de S([0,1],X), resulta que∫
I
(αϕn +βφn) =

∫
I
αϕn +

∫
I
βφn = α

∫
I
ϕn +β

∫
I
φn, n≥ 1.

También, puesto que lı́m
n→∞

∫
I ϕn = (B)

∫
I f y lı́m

n→∞

∫
I φn = (B)

∫
I g, entonces

(B)
∫

I
(α f +βg)= lı́m

n→∞

∫
I
(αϕn+βφn)=α lı́m

n→∞

∫
I

fn+β lı́m
n→∞

∫
I
gn =α(B)

∫
I

f +β (B)
∫

I
g.

La prueba es completa.

Lema 3.3.1. Supongamos f ∈ B([0,1],X) y (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión que
determina f , entonces, || f || : I→R es Bochner integrable sobre I y (||ϕn||)n⊆S([0,1],R)
es una sucesión que determina || f ||. Además, en este caso, tenemos

(B)
∫

I
|| f ||= lı́m

n→∞

∫
I
||ϕn||= lı́m

n→∞
||ϕn||1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣(B)∫I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ (B)

∫
I
|| f ||.

Demostración. Observemos que, para cada n ∈ N, ||ϕn|| : I → R es una función simple
por (3.3). Además, para cada n,m ∈ N,

∣∣∣||ϕn−ϕm||
∣∣∣≤ ||ϕn−ϕm|| y por (3.6), tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣||ϕn||− ||ϕm||

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
=
∫

I

∣∣∣||ϕn||− ||ϕm||
∣∣∣≤ ∫

I
||ϕn−ϕm||= ||ϕn−ϕm||1. (3.12)
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Como (ϕn)n es una sucesión de L-Cauchy, entonces, dado ε > 0, existe un N ∈ N tal que

n,m≥ N⇒ ||ϕn−ϕm||1 < ε.

Por consiguiente, teniendo en cuenta (3.12), concluimos que

n,m≥ N⇒
∣∣∣∣∣∣∣∣||ϕn||− ||ϕm||

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
< ε.

Esto demuestra que (||ϕn||)n ⊆ S([0,1],R) es una sucesión de L-Cauchy. Además, como∣∣∣∣||ϕn||− || f ||
∣∣∣∣≤ ||ϕn− f ||

para cada n ∈ N y que lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0 en casi todo t ∈ I, entonces

lı́m
n→∞
||ϕn(t)||= || f (t)||

en casi todo t ∈ I. Por lo tanto, (||ϕn||)n ⊆ S([0,1],R) determina || f || y, por definición,

(B)
∫

I
|| f ||= lı́m

n→∞

∫
I
||ϕn||= lı́m

n→∞
||ϕn||1.

Además, para cada n ∈ N, por (3.8), tenemos que∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∫I
||ϕn||.

Asimismo, puesto que lı́m
n→∞

∫
I ϕn ∈ X y lı́m

n→∞

∫
I ||ϕn|| ∈ R, por el Lema 3.2.2, resulta que

∣∣∣∣∣∣∣∣(B)∫I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ lı́m

n→∞

∫
I
ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ lı́m
n→∞

∫
I
||ϕn||= (B)

∫
I
|| f ||,

ya que, la norma ||.|| es una aplicación continua. Esto acaba la prueba.

Observemos que si f ∈B([0,1],X), entonces, existe una sucesión (ϕn)n ⊆S([0,1],X)
de L-Cauchy que determina f . Además, por el Lema 3.3.1, (||ϕn||)n ⊆ S([0,1],R) es una
sucesión de L-Cauchy que determina || f ||. Luego, por el Lema 3.2.2, lı́m

n→∞
||ϕn||1 existe y

no depende de la elección de la sucesión (ϕn)n. Asi pues, la seminorma ||.||1 definida en
la Proposición 3.1.3 sobre S([0,1],X) la podemos extender al conjunto B([0,1],X).
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Proposición 3.3.2. La aplicación ||.||1 : B([0,1],X)→ [0,∞) definida mediante

|| f ||1 = (B)
∫

I
|| f ||= lı́m

n→∞
||ϕn||1,

donde (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es cualquier sucesión de L-Cauchy que determina f , satisface
las siguientes propiedades:
(a) || f ||1 ≥ 0 para todo f ∈ B([0,1],X),
(b) ||α f ||1 = |α| · || f ||1 para todo f ∈ B([0,1],X) y α ∈ R,
(c) || f +g||1 ≤ || f ||1 + ||g||1 para todo f ,g ∈ B([0,1],X).

Demostración. Supongamos que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión que determina f .
Entonces, para cada n ∈ N, ||ϕn||1 ≥ 0 por la Proposición 3.1.3. Por lo tanto,

|| f ||1 = lı́m
n→∞
||ϕn||1 ≥ 0

y es finito por el Lema 3.2.2. De nuevo, por la Proposición 3.1.3, sabemos que

||αϕn||1 = |α| · ||ϕn||1 (3.13)

para cada n ∈ N y α ∈ R. Además, como f ∈ B([0,1],X), entonces, α f ∈ B([0,1],X)
por la Proposición 3.3.1. Asimismo, observemos que como (ϕn)n determina f , entonces
(αϕn)n determina α f y, por consiguiente, por el Lema 3.3.1, resulta que

|| f ||1 = (B)
∫

I
|| f ||= lı́m

n→∞
||ϕn||1 y ||α f ||1 = (B)

∫
I
||α f ||= lı́m

n→∞
||αϕn||1. (3.14)

Las igualdades dadas en (3.14) y (3.13) nos permiten concluir que

||α f ||1 = (B)
∫

I
||α f ||= lı́m

n→∞
||αϕn||1 = |α| · lı́m

n→∞
||ϕn||1 = |α| · (B)

∫
I
|| f ||= |α| · || f ||1.

Ahora supongamos que (ϕn)n,(φn)n ⊆ S([0,1],X) son dos sucesiones que determinan
f y g, respectivamente. Notemos, por la Proposición 3.3.1, que f + g ∈ B([0,1],X).
Asimismo, evidentemente, (ϕn+φn)n determina f +g. Luego, por el Lema 3.3.1, tenemos

|| f +g||1 = (B)
∫

I
( f +g) = lı́m

n→∞
||ϕn +φn||1.

También, observemos que los tres lı́mites lı́m
n→∞
||ϕn||1, lı́m

n→∞
||φn||1 y lı́m

n→∞
||ϕn + φn||1 son

finitos por Lema 3.2.2. Ası́ pues, teniendo en cuenta la Proposición 3.1.3, resulta que

|| f +g||1 =
∫

I
|| f +g||= lı́m

n→∞
||ϕn +φn||1 ≤ lı́m

n→∞

(
||ϕn||1 + ||φn||1

)
= lı́m

n→∞
||ϕn||1 + lı́m

n→∞
||φn||1 =

∫
I
|| f ||+

∫
I
||g||= || f ||1 + ||g||1.

Esto acaba la prueba.
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Lema 3.3.2. Sea f ∈ B y (ϕn)n ⊆S([0,1],X) es una sucesión que determina f , entonces,

lı́m
n→∞
||ϕn− f ||1 = 0.

Demostración. Puesto que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy, entonces
para cada ε > 0 existe un número natural N de manera que

n,m≥ N⇒ || fn− fm||1 < ε (3.15)

Ahora fijemos n≥ N y sea φm := fn− fm ∈ S([0,1],X), m≥ 1. Dado que

||gm−gk||1 = || fm− fk||1

para todo m,k ∈N, entonces, (φm)m ⊆S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy. Además,
como lı́m

m→∞
φm(t) = fn(t)− f (t) en casi todo t ∈ I, entonces (φm)m determina fn− f y, por

lo tanto, fn− f ∈ B([0,1],X). Por consiguiente, teniendo en cuenta que n≥ N, tenemos

|| fn− f ||1 = lı́m
m→∞
||φm||1 = lı́m

m→∞
|| fn− fm||1 < ε

por (3.15). Por consiguiente, lı́m
n→∞
|| fn− f ||1 = 0. Esto finaliza la prueba.

Corolario 3.3.1. Supongamos que f ∈B([0,1],X). Entonces, para cada ε > 0, existe una
función ϕ : I→ X perteneciente a S([0,1],X) tal que

|| f −ϕ||1 < ε.

Luego, el espacio S([0,1],X) es denso en B([0,1],X) con respecto a la seminorma ||.||1.

Demostración. Como f ∈ B([0,1],X), entonces, existe una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X)
de L-Cauchy que determina f . Se sigue del Lema 3.3.2 que existe un N ∈ N tal que

|| f −ϕN ||1 < ε.

Por lo tanto, podemos tomar ϕ := ϕN .

A continuación probamos que (B([0,1],X), ||.||1) es un espacio completo.

Proposición 3.3.3. El espacio (B([0,1],X), ||.||1) es completo.

Demostración. Sea ( fn)n una sucesión en (B, ||.||1). Entonces, para cada n elemento de
N, por el corolario 3.3.1, existe una función ϕn ∈ S([0,1],X)⊆ B([0,1],X) tal que

|| fn−ϕn||1 <
1
n
. (3.16)
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Observemos que, para cada n,m ∈ N, ϕn − fn, fn − fm, fm − ϕm ∈ B([0,1],X) por la
Proposición 3.3.1. Luego, por la Proposición 3.3.2 y la desigualdad anterior, tenemos

||ϕn−ϕm||1 = ||(ϕn− fn)+( fn− fm)+( fm−ϕm)||1
≤ ||ϕn− fn||1 + || fn− fm||1 + || fm−ϕm||1

<
1
n
+

1
m
+ || fn− fm||1.

para cada n,m ∈ N. Puesto que ( fn)n es una sucesión de L-Cauchy, entonces,

lı́m
n,m→∞

||ϕn−ϕm||1 = 0.

De esto se sigue que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy. Por consiguiente,
por el Lema 3.2.1, (ϕn)n contiene una subsucesión (ϕnk)k que converge puntualmente en
casi todo punto a una función f : I→ X . Además, notemos que existe un N ∈ N tal que

lı́m
m→∞
||ϕm−ϕN ||1 = 0.

Luego, dado que, para cada k,s∈N, tenemos ||ϕnk−ϕns||1≤ ||ϕnk−ϕN ||1+ ||ϕN−ϕns||1,
entonces, lı́m

k,s→∞
||ϕnk −ϕns||1 = 0. Por lo tanto, (ϕnk)k ⊆ S([0,1],X) es una sucesión de

L-Cauchy. Ası́ pues, (ϕnk)k determina f y, luego, f ∈ B([0,1],X). Observemos que

|| fnk− f ||1 ≤ || fnk−ϕnk ||1 + ||ϕnk− f ||1 <
1
nk

+ ||ϕnk− f ||1

para cada k ∈ N. La primera desigualdad es debido a la Proposición 3.3.2, mientras que
la segunda a (3.16). además, como (ϕnk)k es una sucesión de L-Cauchy que determina f ,
entonces, por el lema 3.3.2, concluimos que lı́m

k→∞
||ϕnk− f ||1 = 0. Como consecuencia,

lı́m
k→∞
|| fnk− f ||1 = 0.

Asimismo, puesto que ( fn)n es una sucesión de L-Cauchy, deducimos que

lı́m
n→∞
|| fn− f ||1 = 0,

ya que, || fn− f ||1 ≤ || fn− fnk ||1 + || fnk− f ||1 para cada n,k ∈ N. Esto termina la prueba.

Proposición 3.3.4. Una función f : I → X pertenece a B([0,1],X) si, y solamente si,
existe una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) tal que lı́m

n→∞
ϕn(t) = f (t) en casi todo t ∈ I y

lı́m
n→∞
||ϕn− f ||1 = 0.



3.3 Algunas propiedades elementales ••57

Demostración. Supongamos que f ∈ B([0,1],X) y (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) una sucesión que
determina f . Entonces, lı́m

n→∞
ϕn(t) = f (t) en casi todo t ∈ I y, por el Lema 3.3.2, tenemos

lı́m
n→∞
||ϕn− f ||1 = 0.

Recı́procamente, supongamos que f : I → X es una función y que existe una sucesión
(ϕn)n ⊆ S([0,1],X) tal que lı́m

n→∞
ϕn(t) = f (t) en casi todo t ∈ I y lı́m

n→∞
||ϕn− f ||1 = 0.

Para probar que f ∈ B([0,1],X), sólo queda por demostrar que la sucesión (ϕn)n es de
L-Cauchy. Para ello, notemos que, para cada n,m ∈ N, ϕn− f y f − ϕm pertenecen a
B([0,1],X) por la Proposición 3.3.1. Además, por la Proposición 3.3.2, tenemos

||ϕn−ϕm||1 ≤ ||ϕn− f ||1 + || f −ϕm||1 = ||ϕn− f ||1 + ||ϕm− f ||1

para cada n,m ∈ N. Por consiguiente, puesto que lı́m
n→∞
||ϕn− f ||1 = 0, entonces,

lı́m
n,m→∞

||ϕn−ϕm||1 = 0

y la prueba es completa.

Observemos que, en realidad, la Proposición 3.3.4 nos da una definición alternativa
de la integral de Bochner que es equivalente a la Definición 3.2.2. De hecho, dicha
definición alternativa es la que suele aparecer en la mayorı́a de los libros clásicos de
Análisis Funcional e Integración Vectorial (consultar [6] o [28]).

Proposición 3.3.5. Sea f : I→ X tal que f (t) = 0 en casi todo t ∈ I. Entonces,

f ∈ B([0,1],X) y (B)
∫

I
f = 0.

Demostración. Sea M = {t ∈ I : f (t) 6= 0}. Tomamos x0 ∈ X y definimos ϕn = x0 · χM,
para cada n ∈N. Evidentemente, lı́m

n→∞
ϕn(t) = f (t) en casi todo t ∈ I. Además, la sucesión

(ϕn)n de funciones simples es de L-Cauchy, ya que, para cada n,m ∈ N, tenemos

||ϕn−ϕm||1 = 0.

Por consiguiente, (B)
∫

I f = lı́m
n→∞

∫
I ϕn = x0 ·µ(M) = 0. La prueba es completa.

Corolario 3.3.2. Supongamos que f : I → X Bochner integrable y g : I → X es tal que
f (t) = g(t) en casi todo t ∈ I, entonces, g es Bochner integrable sobre I y

(B)
∫

I
f = (B)

∫
I
g.
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Demostración. De las proposiciones 3.3.5 y 3.3.1 se sigue que g− f ∈ B([0,1],X) y

(B)
∫

I
(g− f ) = 0. (3.17)

Además, por la Proposición 3.3.1, resulta que g = (g− f )+ f es Bochner integrable sobre
I. Luego, una nueva aplicación de la Proposición 3.3.1 y (3.17) nos permiten concluir que

(B)
∫

I
g = (B)

∫
I
(g− f )+(B)

∫
I

f = (B)
∫

I
f .

Esto termina la demostración.

Proposición 3.3.6. Supongamos que E ⊆ I es un conjunto medible y f ∈ B([0,1],X).
Entonces, f ·χE ∈ B([0,1],X), es decir, f es Bochner integrable sobre E y

lı́m
n→∞

∫
I
ϕn ·χE = (B)

∫
I

f ·χE =
∫

E
f ,

donde (ϕn)n es cualquier sucesión de L-Cauchy que determina f .

Demostración. Sea (ϕn)n es una sucesión en S([0,1],X) que determina f . Entonces,

lı́m
n→∞

(ϕn ·χE)(t) = f (t) ·χE(t)

en casi todo t ∈ I y ||(ϕn ·χE)−(ϕm ·χE)||1 = ||(ϕn−ϕm) ·χE ||1 = |χE | · ||ϕn−ϕm||1, para
todo n,m ∈N. De esto se sigue que (ϕn ·χE)n ⊆S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy
que converge puntualmente en casi todo punto hacia f · χE . Por consiguiente, (ϕn · χE)n
determina f ·χE . Por tanto, f ·χE es Bochner integrable sobre I y, por definición,

lı́m
n→∞

∫
I
ϕn ·χE = (B)

∫
I

f ·χE = (B)
∫

E
f .

Esto acaba la prueba.

Proposición 3.3.7. Supongamos que X =R y f ,g son Bochner integrables sobre I tal que
f ≤ g sobre I. Entonces, la siguiente desigualdad es válida:

(B)
∫

I
f ≤ (B)

∫
I
g.

Demostración. Observemos que g− f ≥ 0 sobre I. Además, puesto que f ,g∈B([0,1],X),
por la Proposición 3.3.1, tenemos g− f ∈ B([0,1],X) y

(B)
∫

I
(g− f ) = (B)

∫
I
g− (B)

∫
I

f .

Además, por la Proposición 3.3.2, ||g− f ||1 ≥ 0. Por consiguiente,

||g− f ||1 = (B)
∫

I
|g− f |= (B)

∫
I
(g− f ) = (B)

∫
I
g− (B)

∫
I

f ≥ 0.

Esto nos da la desigualdad deseada y la prueba es completa.
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3.4. Funciones medibles
En esta sección hemos introducido las definiciones de una función fuertemente

medible o débilmente medible y algunos resultados sobre estas nociones que volverán
a aparecer en secciones posteriores. El primero de estos resultados viene a decirnos que
el conjunto de todas las funciones fuertemente medibles es un espacio vectorial sobre
R, mientras que el segundo establece que la norma de una función fuertemente medible
sigue siendo una función fuertemente medible. El resto de los resultados está dedicado a
la demostración del teorema de Pettis y algunas de sus consecuencias.

Definición 3.4.1. Una función f : I→ X se dice que es fuertemente medible sobre I si, y
sólo si, existe una sucesión (ϕn)n de elementos de S([0,1],X) con la siguiente propiedad:

lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0

en casi todo t ∈ I.

Hecho 3.4.1. Claramente, cualquier elemento de S([0,1],X) es fuertemente medible
sobre I. Ahora supongamos que X = R. Entonces, cada ϕ ∈ S([0,1],X) es medible
Lebesgue, ya que, la función caracterı́stica de un conjunto medible es medible Lebesgue
y el espacio de las funciones f : I→ R medibles Lebesgue es un espacio vectorial sobre
R. En realidad, para funciones reales de variable real, la noción de función fuertemente
medible es equivalente a la clásica definición de una función medible Lebesgue. En efecto,
si f es fuertemente medible sobre I, entonces, existe una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) de
funciones simples que converge puntualmente hacia f en casi todo punto. Pero, en este
caso, cada uno de los términos de la sucesión (ϕn)n es medible Lebesgue. Por esta razón,
f es medible Lebesgue. Recı́procamente, si f es medible Lebesgue sobre I, pues, es un
hecho bien conocido que existe una sucesión de funciones simples que aproximan f . Por
consiguiente, f es fuertemente medible sobre I. Para más detalles sobre esta equivalencia
recomendamos al lector consultar [2], Corolario 7.2.3 y Teorema 7.2.10 .

Proposición 3.4.2. El conjunto de todas las funciones f : I → X fuertemente medibles
sobre I es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales.

Demostración. Supongamos que f ,g : I → X son dos funciones fuertemente medibles
sobre I. Entonces, existen dos sucesiones (ϕn)n,(φn)n ⊆ S([0,1],X) de manera que

lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0 y lı́m

n→∞
||φn(t)− f (t)||= 0

en casi todo t ∈ I. Puesto que, para cada n ∈ N, tenemos

||(αϕn(t)+βφn(t))− (α f (t)+βg(t))|| ≤ |α|
∣∣∣∣∣∣∣∣ϕn(t)− f (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ |β |∣∣∣∣∣∣∣∣φn(t)−g(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Entonces, lı́m
n→∞
||(αϕn(t)+βφn(t))−(α f (t)+βg(t))||= 0 en casi todo t ∈ I. Esto prueba

que α f +βg es una función fuertemente medible sobre I y la prueba es completa.

Proposición 3.4.3. Supongamos que f : I→ X es una función fuertemente medible sobre
I. Entonces, la función || f || : I→ R también es fuertemente medible sobre I.

Demostración. Puesto que f es una función fuertemente medible, entonces, existe una
sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) que converge hacia f en casi todo punto. Sin embargo, por
(3.3), para cada n∈N, ||ϕn|| : I→R es también una función simple. Por consiguiente, para
que || f || sea fuertemente medible, sólo falta por demostrar que lı́m

n→∞
||ϕn(t)||= || f (t)|| en

casi todo t ∈ I. Pero, esto no es difı́cil de ver, ya que, para cada n ∈ N, se cumple que∣∣∣∣||ϕn(t)||− || f (t)||
∣∣∣∣≤ ||ϕn(t)− f (t)||

para todo t ∈ I. Como lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0 en casi todo t ∈ I, entonces resulta que

lı́m
n→∞
||ϕn(t)||= || f (t)|| en caso todo t ∈ I.

Por consiguiente, || f || es fuertemente medible sobre I. Esto termina la prueba.

Definición 3.4.4. Una función f : I → X se llama débilmente medible sobre I si, y
solamente si, para cada x∗ ∈ X∗, la función x∗ ◦ f : I→ R es medible sobre I. 2

En lo que sigue, cuando decimos que una función es fuertemente medible (débilmente
medible) se sobreentiende que es fuertemente medible (débilmente medible) sobre I.
Además, para funciones reales de una variable real, cuando decimos que una función
es medible nos referimos a que es medible en el sentido de la Definición 3.4.1 o
en la clásica definición de una función medible, ya que, por el Hecho 3.4.1, ambas
definiciones son equivalentes. Además, la noción de función fuertemente medible que
y la de débilmente medible están estrechamente relacionadas. La relación viene dada por
el conocido teorema de Pettis que se presenta a continuación.
Las pruebas del Lema 3.4.1, la Proposición 3.4.5 y el Teorema 3.4.6 utilizan las ideas de
[6] y [17]. Otra forma de probar el teorema de Pettis se puede encontrar en [19] o [24].

Lema 3.4.1. Supongamos que f : I → X una función y x0 ∈ X. Además, supongamos
que f débilmente medible y existe un conjunto N ⊆ I de medida nula tal que f (I \N) es
separable. Entonces, la función || f − x0|| : I→ R es medible.

2En el sentido de la clásica definición de una función medible, es decir, f−1((a,+∞))= {t ∈ I : f (t)> a}
es un subconjunto medible de I para cada a perteneciente a R.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer, y ası́ lo haremos, que x0 = 0
y N = /0. Observemos que podemos suponer también que el espacio X es en sı́ mismo
separable, ya que, de lo contrario, podemos reemplazamos X por el subespacio lineal
cerrado más pequeño que contiene f (I). Por consiguiente, por hipótesis, existe una
sucesión (xn)n ⊆ X tal que el conjunto D := {xn : n ∈ N} es denso en f (I). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer, y ası́ lo haremos, que el elemento 0 de X no pertenece
a D. Luego, para cada n ∈ N, por el teorema de Hahn-Banach, existe un x∗n ∈ X∗ tal que
||x∗n||∗ = 1 y x∗n(xn) = ||xn||. Puesto que f débilmente medible, entonces, para cada n ∈N,
x∗n◦ f es una función medible. Como consecuencia, para cada n∈N, |x∗n◦ f | es una función
medible. Ası́ pues, la función supn |x∗n ◦ f | : I→ R definida mediante

sup
n
|x∗n ◦ f |(t) = sup{|x∗n( f (t))| : n ∈ N}

es también medible. Para ver que || f || es medible, vamos a probar que

sup
n
|x∗n ◦ f |(t) = || f (t)|| para cada t ∈ I. (X)

En efecto, sea t0 ∈ I. Observemos que, para cada n ∈ N, se cumple que

|x∗n( f (t0))| ≤ ||x∗n||∗ · || f (t0)||= || f (t0)||.

Por tanto, la validez de la desigualdad anterior para cada n ∈ N nos permite concluir que

sup
n
|x∗n ◦ f |(t0)≤ || f (t0)||. (3.18)

Ahora puesto que f (t0)∈ f (I) y D es denso en f (I), entonces, existe una sucesión (xk)k ⊆
D tal que lı́m

k→∞
xk = f (t0). Esto último y el hecho de que, para cada n ∈ N, x∗n es continua

nos permiten deducir que: para cualquier ε > 0, existe un K ∈ N tal que

|x∗n( f (t0))− x∗n(xK)|< ε y ||xK− f (t0)||< ε.

En particular, tomando n = K en la primera de las desigualdad anteriores, tenemos

|x∗K( f (t0))− x∗K(xK)|< ε y ||xK− f (t0)||< ε.

Por consiguiente, teniendo en cuenta que x∗K(xK) = ||xK||, resulta que∣∣∣x∗K( f (t0))−|| f (t0)||
∣∣∣≤ |x∗K( f (t0))− x∗K(xK)|+

∣∣∣x∗K(xK)−|| f (t0)||
∣∣∣

= |x∗K( f (t0))− x∗K(xK)|+
∣∣∣||xK||− || f (t0)||

∣∣∣
≤ |x∗K( f (t0))− x∗K(xK)|+ ||xK− f (t0)||< 2ε
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para cualquier ε > 0. Esto demuestra que x∗K( f (t0)) = || f (t0)||. De esto se sigue

|| f (t0)|| ≤ sup
n
|x∗n ◦ f |(t0). (3.19)

Ahora bien, teniendo en cuenta las desigualdades dadas en (3.18) y (3.19), tenemos

sup
n
|x∗n ◦ f |(t0) = || f (t0)||.

Puesto que t0 era un elemento arbitrario de I \N, entonces, concluimos

sup
n
|x∗n ◦ f |(t) = || f (t)|| para cada t ∈ I

y (X) se cumple. Por lo tanto, || f || es medible. Esto acaba la prueba.

Proposición 3.4.5. Supongamos que f : I→ X es débilmente medible y existe un conjunto
N ⊆ I de medida nula tal que f (I \N) es separable. Entonces, para cada ε > 0, existe
una función medible h : I \N→ X definida mediante

h(t) =
∞

∑
n=1

xnχEn(t)

donde para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X, En∩Em = /0 para todo
n 6= m y para cada t ∈ I \N, || f (t)−h(t)||< ε.

Demostración. Por nuestra hipótesis, existe un conjunto N ⊆ I de medida nula y una
sucesión (xn)n ⊆ X tal que el conjunto D := {xn : n ∈N} es denso en f (I \N). Luego, por
el Lema 3.4.1, para cada n ∈ N, la función fn : I→ R definida mediante

fn(t) = || f (t)− xn||

es medible. Fijemos un ε > 0 y, para cada n ∈ N, definimos el siguiente conjunto:

Fn = {t ∈ I \N : fn(t)< ε}.

Notemos que, para cada n ∈ N, Fn es medible y µ(Fn) ≤ µ(I) < +∞. Ahora vamos a
probar que I \N =

⋃
∞
n=1 Fn. En efecto, supongamos t0 ∈ I \N. Entonces, tenemos que

f (t0) ∈ f (I \N). Luego, puesto que D es denso en f (I \N), entonces existe una sucesión
(zn)n de elementos de D tal que lı́m

n→∞
zn = f (t0). Como consecuencia, existe un n0 ∈ N tal

que fn0(t) = || f (t0)− zn0|| < ε , es decir, t0 ∈ Fn0 ⊆
⋃

∞
n=1 Fn. Como t0 ∈ I era arbitrario,

resulta que I \N ⊆
⋃

∞
n=1 Fn. Pero, evidentemente,

⋃
∞
n=1 Fn ⊆ I \N y, por consiguiente,

I \N =
∞⋃

n=1

Fn.
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Ahora vamos a formar una partición del conjunto I \N definiendo los siguiente conjuntos:

E1 = F1,

E2 = F2 \F1,

... =
...

En = Fn \

(
n−1⋃
k=1

Fk

)
, n≥ 2.

Por construcción, (En)n es una sucesión de conjuntos medibles, disjuntos y

∞⋃
n=1

En =
∞⋃

n=1

Fn = I \N.

Para demostrar que f es medible, para cada n ∈ N, sea ϕn : I \N→ X definida mediante

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xkχEk(t).

Observemos que la función h : I \N→ X dada por h(t) = lı́m
n→∞

ϕn(t) es medible, ya que,

lı́m
n→∞
||ϕn(t)−h(t)||= 0 para cada t ∈ I \N y (ϕn)n ⊆ S([0,1],X).

Con esto queda establecida la prueba de la primera parte. Ahora sea t0 perteneciente al
conjunto I \N. Entonces, existe un único n0 ∈ N tal que t ∈ En0 , ya que, los En son
disjuntos. Por consiguiente, concluimos que h(t0) = xn0. Asimimos, puesto que

En0 = Fn0 \

(
n0−1⋃
k=1

Fk

)
n0 ≥ 2 y E1 = F1,

entonces, t0 ∈ Fn0 . Luego, fn0(t0) = || f (t0)− xn0||< ε. Como consecuencia, tenemos

|| f (t0)−h(t0)||= || f (t0)− xn0||< ε.

Como t0 era un elemento arbitrario de I \N, entonces, para cada t \N ∈ I,

|| f (t)−h(t)||< ε.

La prueba es completa.

Ya poseemos todos los resultados previos necesarios para probar el teorema de Pettis.
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Teorema 3.4.6 (Pettis). Una función f : I→X es medible si, y solamente si, es débilmente
medible y existe un conjunto N ⊆ I de medida nula tal que f (I \N) es separable.

Demostración. Supongamos que f es una función medible. Entonces, existe una sucesión
(ϕn)n ⊆ S([0,1],X) y un conjunto N ⊆ I de medida nula de manera que

lı́m
n→∞

ϕn(t) = f (t) para cada t ∈ I \N. (3.20)

Sea x∗ ∈ X∗.Observemos que la sucesión (x∗ ◦ϕn)n de funciones reales de una variable
real es una sucesión de funciones simples. Además, como x∗ es continua, entonces,

lı́m
n→∞

(x∗ ◦ϕn)(t) = (x∗ ◦ f )(t) para cada t ∈ I \N.

De esto se sigue que f ◦ ϕ es medible. Puesto que x∗ era un elemento arbitrario de
X∗, entonces, concluimos que f es débilmente medible. Ahora veamos que f (I \N) es
separable. Dado que, para cada n ∈ N, ϕn es una función simple, resulta que el conjunto
ϕn(I) es un subconjunto finito de X y, por lo tanto, el conjunto

⋃
∞
n=1 ϕn(I) es numerable

por ser una unión numerable de conjuntos finitos. Ahora definimos el siguiente conjunto:

M =
∞⋃

n=1

ϕn(I)

y sea d : M×M → R la métrica definida mediante d(x,y) = ||x− y||. Observemos que
(M,d) es un espacio métrico separable, ya que,

⋃
∞
n=1 ϕn(I) es denso en M. Ası́ pues, para

terminar esta parte de la prueba, sólo nos falta por demostrar que f (I \N) ⊆ M porque
un subconjunto de un espacio métrico separable es separable. Para ello, sea z ∈ f (I \N).
Entonces, existe un t ∈ I \N tal que z = f (t). De esto último y (3.20), resulta que

z = f (t) = lı́m
n→∞

ϕn(t).

Además, puesto que (ϕn(t))n ⊆
⋃

∞
n=1 ϕn(I) ⊆ M, resulta que z ∈ M, ya que, M es un

subconjunto cerrado de X . De esto se sigue que f (I \N)⊆M.
Recı́procamente, supongamos que f débilmente medible y existe un conjunto N ⊆ I de
medida nula tal que f (I \N) es separable. Fijemos un ε > 0. Entonces, por el Proposición
3.4.5, existe un función medible h : I→ X y una sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) tal que

|| f (t)−h(t)||< ε y lı́m
n→∞
||ϕn(t)−h(t)||= 0 para cada t ∈ I \N.

Por consiguiente, para cada t ∈ I \N, existe un n0 ∈ N de manera que

n≥ n0⇒ || f (t)−ϕn(t)|| ≤ || f (t)−h(t)||+ ||h(t)−ϕn(t)||< 2ε

para ε > 0 arbitrario. De esto que sigue que f es medible y la prueba es completa.
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Corolario 3.4.1. Supongamos que X es un espacio de Banach separable. Entonces, una
función f : I→ X es medible si, y solamente si, f es débilmente medible.

Demostración. Supongamos que f es medible. Entonces, por el teorema de Pettis,
Teorema 3.4.6, f es débilmente medible.
Recı́procamente, por ser X un espacio de Banach separable, es un espacio métrico
separable y, en consecuencia, es hereditariamente separable. Luego, f (I)⊆ X es también
separable. Además, como f es débilmente medible, por el Teorema 3.4.6 que f es
medible. Esto termina la prueba.

Proposición 3.4.7. Supongamos f : I→ X una función medible. Entonces, dado un ε > 0,
existe una función medible g : I → X de forma que ||g(t)|| < ε en casi todo t ∈ I y otra
función medible h : I→ X definida mediante

h(t) =
∞

∑
n=1

xnχEn(t)

donde para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X y En∩Em = /0 para cada
n 6= m de tal manera que f = g+h.

Demostración. Se sigue de la Proposición 3.4.5 y del Teorema 3.4.6.

3.5. El problema B([0,1],X)⊆M([0,1],X)

En esta sección hemos iniciado nuestro análisis sobre la relación que existe entre la
integral de McShane y la de Bochner. Para empezar, hemos demostrado que toda función
simple es McShane integrable y la integral de McShane coincide con la de Bochner sobre
la clase de las funciones simples. Después, hemos probado que toda función Bochner
integrable tiene la propiedad S∗M y, en consecuencia, es McShane integrable. Pero, el
recı́proco no es cierto en general como lo veremos en la última sección de este capı́tulo.
Finalmente, hemos establecido que el hecho de que una función sea Bochner integrable
es equivalente a que tenga la propiedad S∗M. Esta forma de caracterizar a las funciones
Bochner integrables mediante funciones que tienen la propiedad S∗M resulta ser muy útil
para nosotros, ya que, nos ha permitido deducir, fácilmente, la equivalencia de la integral
de Bochner y la de McShane y, en particular la equivalencia de la integral de Bochner y
la de Lebesgue, para funciones reales de una variable real.

Teorema 3.5.1. Sea ϕ : I→ X una función simple. Entonces, ϕ ∈M([0,1]) y

(M)
∫

I
ϕ = (B)

∫
I
ϕ.
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Demostración. Empezamos suponiendo que ϕ = χE , donde E ⊆ I es medible. Entonces,
tenemos que Ec = I \E ⊆ I también es un conjunto medible. Además, evidentemente,
I =E∪Ec. Ahora sea un ε > 0. Como la medida de Lebesgue es regular, entonces, existen
dos conjuntos abiertos relativos U ⊆ I y V ⊆ I de manera que E ⊆U , Ec ⊆V y

µ(U)< µ(E)+ ε, µ(V )< µ(Ec)+ ε. (3.21)

Ahora, si t ∈ E ⊆U , entonces t ∈U . Como U es abierto, existe un δ1(t)> 0 tal que

(t−δ1(t), t +δ1(t))∩ I ⊆U.

De manera similar, si t ∈ Ec ⊆V , entonces, existe un δ2(t)> 0 de tal manera que que

(t−δ2(t), t +δ2(t))∩ I ⊆V.

Por consiguiente, podemos definir un calibre γ →O mediante γ(t) = (t− δ (t), t + δ (t))
donde δ (t) = mı́n(δ1(t),δ2(t)) de modo que se cumplan las dos siguientes implicaciones:

t ∈ E⇒ γ(t)∩ I ⊆U y t ∈ Ec⇒ γ(t)∩ I ⊆V. (3.22)

Ahora por el lema de Cousin, Lema 2.1.1, sea P = {(tk, Ik) : k = 1,2, . . . ,n} es una
M-partición del intervalo I subordinada a γ . Por consiguiente,

ϕ(P) =
n

∑
k=1

χE(tk)µ(Ik) =
n

∑
k=1
tk∈E

µ(Ik). (3.23)

Puesto que P es una M-partición de I subordinada a γ , resulta que Ik ⊆ γ(tk) para cada
k = 1,2, . . . ,n. Sea tk ∈ E para algún k = 1,2, . . . ,n. Teniendo en cuenta (3.22), tenemos

Ik = Ik∩ I ⊆ γ(tk)∩ I ⊆U.

Como tk era un elemento arbitrario de E, entonces, concluimos que
⋃

tk∈E Ik ⊆U. Luego,

µ

( ⋃
tk∈E

Ik

)
= ∑

tk∈E
µ(Ik)≤ µ(U).

La Proposición A.2.1 justifica la igualdad anterior. Por consiguiente,

ϕ(P) =
n

∑
k=1

χE(tk)µ(Ik) =
n

∑
k=1
tk∈E

µ(Ik)≤ µ(U)< µ(E)+ ε. (3.24)
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La última desigualdad es debido a (3.21). Por un razonamiento similar, se demuestra que
n

∑
k=1

χEc(tk)µ(Ik) =
n

∑
k=1

tk∈Ec

µ(Ik)≤ µ(V )< µ(Ec)+ ε. (3.25)

Teniendo en cuenta ∑
n
k=1 χI(tk)µ(Ik) = µ(I),χI = χE +χEc y (3.25), tenemos

ϕ(P) =
n

∑
k=1

χE(tk)µ(Ik) =
n

∑
k=1

χI(tk)µ(Ik)−
n

∑
k=1

χEc(tk)µ(Ik)

= µ(I)−
n

∑
k=1

χEc(tk)µ(Ik)> µ(I)− (µ(Ec)+ ε)

= µ(I \Ec)− ε = µ(E)− ε.

De esto último y de (3.24), concluimos que ||ϕ(P)− µ(E)|| < ε para cada ε > 0 y
cualquier M-partición P de I subordinada a γ . Esto demuestra que (M)

∫
I ϕ = µ(E).

Puesto que, por definición, tenemos que (B)
∫

I ϕ = µ(E), entonces resulta que

(M)
∫

I
ϕ = (B)

∫
I
ϕ.

Ahora supongamos que ϕ = x · χE , donde x ∈ X y E ⊆ I es medible. Entonces, ϕ es una
función simple. Por consiguiente, es Bochner integrable y

(B)
∫

I
x ·χE = x ·µ(E) = x · (B)

∫
I
χE .

Luego, dado ε > 0, si elegimos el calibre γ como arriba, tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(P)− (B)
∫

I
x ·χE

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

x ·χE(tk) ·µ(Ik)− (B)
∫

I
x ·χE

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

x ·χE(tk) ·µ(Ik)− x · (B)
∫

I
χE

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣x ·( n

∑
k=1

χE(tk)µ(Ik)− (M)
∫

I
χE

)∣∣∣∣∣∣∣∣
= ||x|| ·

∣∣∣∣ n

∑
k=1

χE(tk)µ(Ik)− (M)
∫

I
χE

∣∣∣∣< ||x|| · ε
para cualquier M-partición P = {(tk, Ik) : k = 1,2, . . . ,n} de I subordinada a γ y para todo
ε > 0 arbitrario. Con esto hemos demostrado que

(M)
∫

I
ϕ = (B)

∫
I
ϕ.
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De esto último y de la linealidad de ambas integrales, si ϕ ∈ S([0,1],X), tenemos

(M)
∫

I
ϕ = (B)

∫
I
ϕ.

Esto termina la prueba.

Lema 3.5.1. Supongamos que f : I → [0,+∞) es Bochner integrable y sea ε > 0.
Entonces, existe un calibre γ : I→O y η ∈ (0,ε) tal que: si S = {(si,Ji) : i = 1,2, . . . ,k}
es un M-sistema del intervalo I subordinada a γ que satisface ∑

k
i=1 µ(Ji)< η , entonces,

f (S) =
k

∑
i=1

f (si)µ(Ji)< ε. (£)

Demostración. Para cada n = 1,2, . . ., definimos el siguiente conjunto:

En = {t ∈ I : n−1≤ f (t)< n}.

Notemos que f es una función medible, ya que, es Bochner integrable sobre I. Por
consiguiente, para cada n ∈ N, el conjunto En ⊆ I es medible. Además, observemos que
si n,m ∈ N tal que m < n, entonces, [m− 1,m)∩ [n− 1,n) = /0, ya que m ≤ n− 1. Por
lo tanto, /0 = f−1([m− 1,m)∩ [n− 1,n)

)
= Em ∩En. De manera similar, se prueba que

si n < m, entonces En∩Em = /0. Además, obviamente, para cada n ∈ N, En ⊆ I y, como
consecuencia,

⋃
∞
n=1 En⊆ I. Asimismo, si t ∈ I, entonces, f (t)≥ 0. Luego, existe un N ∈N

tal que N−1≤ f (t)<N, es decir, t ∈EN . Como EN ⊆
⋃

∞
n=1 En, entonces, concluimos que

I ⊆
⋃

∞
n=1 En. En resumen, hemos probado que (En)n≥1 es una sucesión de subconjuntos

medibles de I, disjuntos dos a dos y cuya unión es I. Ahora bien, puesto que, para cada
n ∈ N, tenemos que ∑

n
k=1(k−1) ·χEk ≤ f , entonces,

n

∑
k=1

(k−1)µ(Ek)≤ (B)
∫

I
f ,

para cada n ∈ N, por la Proposición 3.3.7. Por consiguiente, de esta desigualdad se sigue

∞

∑
n=1

(n−1)µ(En)≤ (B)
∫

I
f <+∞.

Además, como ∑
∞
n=1 nµ(En) = ∑

∞
n=1(n−1)µ(En)+∑

∞
n=1 µ(En), entonces, resulta que

∞

∑
n=1

nµ(En)≤ (B)
∫

I
f +

∞

∑
n=1

µ(En) = (B)
∫

I
f +µ(I)<+∞. (3.26)
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Por la regularidad de la medida de Lebesgue, para cada n ∈ N, existe un conjunto abierto
ralativo An ⊆ I tal que En ⊆ An y µ(An)≤ µ(En)+1/2n. De esto último y (3.26), se tiene

∞

∑
n=1

nµ(An)≤
∞

∑
n=1

nµ(En)+
∞

∑
n=1

n
2n <+∞.

Por consiguiente, dado ε > 0, existe un N ∈ N de manera que

∞

∑
n=N+1

nµ(An)<
ε

2
. (3.27)

Ahora fijemos un t0 ∈ I arbitrario. Entonces, existe exactamente un n = n(t0) ∈ N tal que
t0 ∈ En ⊆ An. Dado que t0 ∈ An que es abierto de I, resulta que existe un δ (t0)> 0 tal que

I∩ (t0−δ (t0), t0 +δ (t0))⊆ An = An(t0) para cada n≥ 1.

Puesto que t0 es un elemento arbitrario de I, entonces, la función γ : I → O definida
mediante γ(t) = (t− δ (t), t + δ (t)) es un calibre sobre I tal que I ∩ γ(t) ⊆ An(t) para un
único n(t) ∈N. Luego, si S = {(si,Ji) : m = 1,2, . . . ,k} es un M-sistema de I subordinada
a γ , entonces, para cada i = 1,2, . . . ,k, existe un único ni ∈ N tal que si ∈ Eni ⊆ Ani y

Ji = I∩ Ji ⊆ I∩ γ(ti)⊆ Ani.

Por tanto, µ(Ji)≤ µ(Ani) para cada i = 1,2, . . . ,k. Puesto que f (si)< ni, resulta que

f (S) =
k

∑
i=1

f (si)µ(Ji) =
k

∑
i=1

ni≤N

f (si)µ(Ji)+
k

∑
i=1

ni>N

f (si)µ(Ji)<
k

∑
i=1

ni≤N

niµ(Ji)+
k

∑
i=1

ni>N

niµ(Ji)

≤ N
k

∑
i=1

ni≤N

µ(Ji)+
k

∑
i=1

ni>N

niµ(Ani)≤ N
k

∑
i=1

µ(Ji)+
∞

∑
n>N

nµ(An)< Nη +
ε

2
,

ya que, ∑
k
i=1 µ(Ji)<η (por hipótesis) y ∑

∞
n>N nµ(Am)< ε/2 por (3.27). Por consiguiente,

tomando η = ε/2N, tenemos que η ∈ (0,ε) y se cumple (£). Esto finaliza la prueba.

Observemos que si f ∈B([0,1],X), entonces, existe una sucesión (ϕn)n ⊆S([0,1],X)
que determina f . Pero, por el Lema 3.2.1, (ϕn)n tiene una subsucesión (ϕnk)k ⊆
S([0,1],X) que converge uniformemente sobre I salvo en un conjunto de medida nula.
Luego, necesariamente, (ϕnk)k converge uniformemente hacia f , ya que (X ,d) con la
métrica d : X ×X → R definida por d(x,y) = ||x− y|| es un espacio métrico. Además,
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puesto que (ϕn)n es una sucesión de L-Cauchy, entonces, evidentemente, (ϕnk)k también
es una sucesión de L-Cauchy. Por consiguiente, (ϕnk)k determina f y, por definición,

lı́m
n→∞

∫
I
ϕn = (B)

∫
I

f = lı́m
k→∞

∫
I
ϕnk .

Además, siempre, podemos suponer que ||ϕnk(t)|| ≤ || f (t)||+1 para cada t ∈ I y k∈N. En
efecto, sea N = {t ∈ I : lı́m

k→∞
ϕnk(t) 6= f (t)}. Entonces, µ(N) = 0 y como (ϕnk)k determina

f , resulta lı́m
n→∞
||ϕnk(t)− f (t)||= 0 para cada t ∈ I \N. Luego, dado ε > 0, existe un k0 ∈N

tal que: k ≥ k0⇒ ||ϕnk(t)|| ≤ || f (t)||+1 para todo t ∈ I \N (∗). Ahora definimos

Ek =
{

t ∈ I \N : ||ϕnk(t)|| ≤ || f (t)||+1
}

para cada k ≥ 1.

Notemos que, para cada k ∈ N, Ek ⊆ I es un conjunto medible, ya que, ||ϕnk || : I → R
es una función simple por (3.3) y, en particular, es medible sobre I. Además, puesto que
f ∈ B([0,1],X), resulta que la función || f || : I→ R también es Bochner integrable sobre
I por el Lema 3.3.1 y, en particular, es medible. Luego, la función ||ϕnk ||− || f || : I→ R
es medible por la Proposición 3.4.2. Por esta razón, cada Ek es un conjunto medible.
Asimismo, para cada k ∈ N, sea φk : I→ X la función definida mediante φk(t) = ϕnk(t) ·
χEk(t), con t ∈ I. Resulta que la sucesión (φk)k satisface las siguiente propiedades:

(φk)k ⊆ S([0,1],X) por (3.2), ya que, es producto de dos funciones simples.
Sea t0 ∈ I \N y k≥ k0, entonces, por la implicación dada en (∗), t0 ∈ Ek. De esto se
sigue que χEk(t) = 1. Dado que t0 ∈ I \N era un elemento, concluimos que

k ≥ k0⇒ φk(t) = ϕnk(t) ·χEk(t) = ϕnk(t) para todo t ∈ I \N.

Por lo tanto, lı́m
k→∞
||φk(t)− f (t)||= lı́m

k→∞
||ϕnk(t)− f (t)||= 0 para cada t ∈ I \N. Por

un razonamiento parecido al que acabamos de hacer, se demuestra que

k, l ≥ k0⇒ φk(t) = ϕnk(t) y φl(t) = ϕnl(t) para todo t ∈ I \N.

Por esta razón, lı́m
k,l→∞

||φk−φl||1 = lı́m
k,l→∞

||ϕnk −ϕnl ||1 = 0. Por consiguiente, (φk)k

también determina f y, por definición, tenemos

lı́m
k→∞

∫
I
φk = (B)

∫
I

f = lı́m
k→∞

∫
I
ϕnk

Finalmente, supongamos que t ∈ I. Entonces, t pertenece a Ek para algún k ∈ N o t
es un elemento de I \

⋃
∞
k=1 Ek. Pero, en ambos casos, ||φk(t)|| ≤ || f (t)||+1, k ≥ 1.
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Por está razón, podemos suponer que ||ϕnk(t)|| ≤ || f (t)||+ 1 para cada t ∈ I y k ∈ N,
ya que, siempre podemos construir otra sucesión (φk)k que también determina f y que
satisface la desigualdad deseada (||φk(t)|| ≤ || f (t)||+ 1 para cada t ∈ I y k ∈ N). Estas
observaciones se utilizan de manera implı́cita en la demostración del siguiente teorema.
También, en caso de que fuera necesario, el lector puede volver a consultar la definición
del concepto de S∗M en el capı́tulo 2, Definición 2.3.1.

Teorema 3.5.2. Supongamos que f : I→ X es Bochner integrable. Entonces, f tiene la
propiedad S∗M. Además, f es McShane integrable y

(M)
∫

I
f = (B)

∫
I

f .

Demostración. Fijemos un ε > 0 y sea (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) una sucesión de L-Cauchy
que determina f . Además, sean η ∈ (0,ε) y el calibre γ : I→O dados por el Lema 3.5.1.
También, sea α ∈ (0,η/2). Entonces, por el Lema 3.2.1, existe una subsucesión (ϕnk)k de
(ϕn)n y un conjunto medible E ⊆ I tal que µ(E)< α/2 y (ϕnk)k converge uniformemente
hacia f en I \E. Por la regularidad de la medida de Lebesgue, existe abierto relativo G⊆ I
de modo que E ⊆G y µ(G)< µ(E)+α/2 = α . Ahora definimos un conjunto cerrado de
I, en particular compacto, de la siguiente manera: K = I \G⊆ I \E. Por consiguiente,

µ(I \K) = µ(G)< α. (3.28)

Pero, también, sabemos que existe un k0 con la siguiente propiedad:

||ϕnk(t)− f (t)||< α para todo k ≥ k0 y t ∈ K. (3.29)

Para cada k ∈ N, ϕnk : I→ X es una función simple, luego, puede escribirse como

ϕnk =
mk

∑
i=1

xni χEni
.

donde {En1 , . . . ,Enmk
} es una partición medible de I y x1, . . . ,xnmk

∈ X . De nuevo, por la
regularidad de la medida de Lebesgue, existe un Kni ⊆ I compacto tal que Kni ⊆ Eni y

µ(Eni \Kni)<
η

2mk
para i = 1,2, . . . ,mk.

Por consiguiente, para cada k ∈ N, la desigualdad anterior nos permite concluir que

µ

( mk⋃
i=1

(Eni \Kni)

)
≤

mk

∑
i=1

µ(Eni \Kni)<
mk

∑
i=1

η

2mk
=

η

2
. (3.30)
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Además, para cada k ∈ N, vamos a definir los siguientes conjuntos:

Ani = K∩Kni ⊆ Eni, i = 1,2, . . . ,mk y A = I \
mk⋃
i=1

Ani. (3.31)

Observemos que cada Ani es un compacto por ser intersección de dos compactos y

I \A =
mk⋃
i=1

Eni \
mk⋃
i=1

(K∩Kni)⊆
mk⋃
i=1

(
(Eni \Kni)∪ (Eni \K)

)
=

mk⋃
i=1

(Eni \Kni)∪ I \K.

De la inclusión anterior y de las desigualdades dadas en (3.30) y (3.28), resulta que

µ(I \A)≤ µ

( mk⋃
i=1

(Eni \Kni)

)
+µ(I \K)<

η

2
+α <

η

2
+

η

2
= η . (3.32)

También, notemos que Ani∩An j ⊆Eni∩En j . Luego, Ani∩An j = /0 para todo i 6= j. Además,
para cada i = 1,2, . . . ,mk, puesto que Ani es compacto, entonces, existe un ρ > 0 tal que

d(Ani,Ani) = ı́nf{|t− s| : t ∈ Ani,s ∈ Ani}> ρ siempre que i 6= j. (3.33)

Ahora elegimos un calibre γ ′ : I→O que satisface las dos siguientes condiciones:

γ
′(t)⊆ γ(t)∩

(
t− ρ

2
, t +

ρ

2

)
si t ∈ I y γ

′(t)∩ I ⊆ I \A si t ∈ I \A.

Observemos que podemos exigir la segunda condición de las condiciones anteriores
sobre el calibre γ ′, ya que, el conjunto I \

⋃mk
i=1 Ani =

⋂mk
i=1(I \ Ani) es un abierto de I

por ser una intersección finita de abiertos de I. Ahora veamos que f tiene la propiedad
S∗M. En efecto, sean P1 = {(ts, Is) : s = 1,2, . . . , p} y P2 = {(ul,Jl) : l = 1,2, . . . ,q} dos
M-particiones de I subordinadas a γ ′. Además, definimos el siguiente conjunto:

M = {(s, l) : 1≤ s≤ p,1≤ l ≤ q}.

Observemos que M puede escribirse como una unión de los siguientes dos conjuntos:

M1 =
{
(s, l) ∈M : (ts,ul) ∈ A

}
y M2 =

{
(s, l) ∈M : ts ∈ I \A o ul ∈ I \A

}
.

Afirmamos que si (s, l) ∈ M1 y Is ∩ Jl 6= /0, entonces, |ts − ul| < ρ . Para ver esto,
supongamos que (s, l) ∈M1. Entonces, por definición del calibre γ ′, tenemos

Is ⊆ γ
′(ts)⊆

(
ts−

ρ

2
, ts +

ρ

2

)
y Jl ⊆ γ

′(ul)⊆
(

ul−
ρ

2
,ul +

ρ

2

)
.
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De esto se sigue que si a ∈ Is∩ J j, entonces, |ts−a|< ρ/2 y |a−ul|< ρ/2. Luego,

|ts−ul| ≤ |ts−a|+ |a−ul|<
ρ

2
+

ρ

2
= ρ.

Nuestra afirmación ha sido demostrada. Además, si (s, l) ∈M1, entonces, existe un único
r perteneciente al conjunto {1,2, . . . ,mk} de manera que ts,ul pertenecen al conjunto Anr

y la razón es: si ts ∈ Ani y ul ∈ An j con i 6= j, resulta que |ts− ul| ≥ d(Ani,An j) > ρ, por
(3.33). Esto contradice lo que acabamos de probar y nos permite deducir que

ϕnk(ts) = ϕnk(ul) siempre que (s, l) ∈M1, (3.34)

ya que, Anr ⊆ Enr por (3.31). Además, de (3.31) y (3.29), resulta que Anr ⊆ K y, por ende,

||ϕnk(t)− f (t)||< α para todo t ∈ Anr ⊆ K con r ∈ {1,2, . . .mk} con si k ≥ k0. (3.35)

Teniendo en cuenta las desigualdades dades en (3.34) y (3.35), deducimos que

|| f (ts)− f (ul)|| ≤ || f (ts)−ϕnk0
(ts)||+ ||ϕnk0

(ts)− f (ul)||
= || f (t)−ϕnk0

(ts)||+ ||ϕnk0
(ul)− f (ul)||

< 2α.

En resumen, hemos probado que si (s, l) ∈M1, entonces || f (ts)− f (ul)||< 2α . También,
notemos que los elementos de {Is∩ Jl : (ts,ul) ∈M1} no se solapan entre si. Por lo tanto,

∑
(s,l)∈M1

|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl)< 2αµ

( ⋃
(s,l)∈M1

(Is∩ Jl)

)
≤ 2αµ(I) = 2α. (3.36)

Ahora veamos el caso cuando (s, l) ∈M2. Evidentemente, tenemos que

Is ⊆ γ
′(ts)∩ I y Jl ⊆ γ

′(ul)∩ I,

ya que P1 y P2 están subordinadas a γ ′. Por consiguiente, por la definición de γ ′, tenemos

Is∩ Jl ⊆ Is ⊆ γ
′(ts)∩ I ⊆ I \A o Is∩ Jl ⊆ Jl ⊆ γ

′(ul)∩ I ⊆ I \A

siempre que (s, l) ∈M2. En ambos casos llegamos a la misma conclusión, es decir,⋃
(s,l)∈M2

(Is∩ Jl)⊆ I \A.

Puesto que los elementos de {Is∩ Jl : (ts,ul) ∈M2} no se solapan entre si, resulta que

µ

( ⋃
(s,l)∈M2

(Is∩ Jl)

)
= ∑

(s,l)∈M2

µ(Is∩ J j)≤ µ(I \A)< η ,
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(3.32) justifica la desigualdad anterior. Ahora observemos que las dos colecciones

S1 = {(ul, Is∩ Jl) : (s, l) ∈M2} y S2 = {(ts, Is∩ Jl) : (s, l) ∈M2}

de pares ordenados son M-sistemas en I subordinados a γ , ya que, están subordinado a γ ′.
Además, Puesto γ : I→O y η ∈ (0,ε) vienen dados por el Lema 3.5.1, resulta que

∑
(s,l)∈M2

|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl)≤ || f ||(S1)+ || f ||(S2)< 2ε. (3.37)

Por consiguiente, de las estimaciones dadas en (3.36) y (3.37), se sigue que

p

∑
s=1

q

∑
l=1
|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl) = ∑

(s,l)∈M
|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl)

= ∑
(s,l)∈M1

|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl)

+ ∑
(s,l)∈M2

|| f (ts)− f (ul)||µ(Is∩ Jl)< 2α +2ε < 4ε

para ε > 0 arbitrario. Esto muestra que f tiene la propiedad S∗M. Por consiguiente,
de la Proposición 2.3.2 se sigue que f es McShane integrable sobre I y y finalizarı́a la
demostración de la primera parte del teorema. Ahora veamos que la integral de McShane
de f coincide con la de Bochner de f sobre I. En efecto, puesto que

lı́m
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∫I
ϕnk− (B)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣= 0,

entonces, podemos deducir que existe un k1 ∈ N de manera que

k ≥ k1⇒
∣∣∣∣∣∣∣∣∫I

ϕnk− (B)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε. (3.38)

Además, se sigue del Teorema 3.5.1 que, para cada k ∈ N, ϕnk ∈M([0,1]) y

(M)
∫

I
ϕnk = (B)

∫
I
ϕnk .

Por esta razón, para cada k ∈ N, existe un calibre γk : I→O tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ϕnk(P)− (B)
∫

I
ϕnk

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε (3.39)

para cualquier M-partición P de I subordinada a γk. Ahora, para cada k ∈N, sea el calibre
γ ′k : I →O definida por γ ′k(t) = γ ′(t)∩ γk. Observemos que, para cada k ∈ N, cualquier
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M-partición P de I subordinada a γ ′k está subordinada a, γk, γ ′ y, en particular, a γ . Por el
Lema 2.1.1, sea P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . , p} una M-partición cualquiera de I subordinada
a γ ′k2

y donde k2 = máx(k0,k1). Por tanto, de (3.38) y (3.39) se sigue que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (B)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ || f (P)−ϕnk2

(P)||+
∣∣∣∣∣∣∣∣ϕnk2

(P)− (B)
∫

I
ϕnk2

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣(B)∫I
ϕnk2
− (B)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

< || f (P)−ϕnk2
(P)||+2ε

Por consiguiente, la cadena de desigualdades anteriores nos permite concluir que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (B)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣< || f (P)−ϕnk2

(P)||+2ε. (3.40)

Una vez establecida la desigualdad anterior, ahora vamos a ocuparnos del primer término
del lado derecha de dicha desigualdad. Para ello, empezamos, primeramente, notando que

f (P)−ϕnk2
(P) =

p

∑
i=1

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii)

=
p

∑
i=1
ti∈A

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii)+

p

∑
i=1

ti∈I\A

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii).

Consiguientemente, las propiedades de la norma ||.|| nos permiten deducir que

|| f (P)−ϕnk2
(P)|| ≤

p

∑
i=1
ti∈A

|| f (ti)−ϕnk2
(ti)||µ(Ii)+

p

∑
i=1

ti∈I\A

|| f (ti)−ϕnk2
(ti)||µ(Ii). (3.41)

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la desigualdad anterior.
Sea ti ∈ I \A. Entonces, por definición de γ ′, Ii = Ii∩ I ⊆ γ ′(ti)∩ I ⊆ I \A. Por tanto,

p⋃
i=1

ti∈I\A

Ii ⊆ I \A.

Además, teniendo en cuenta que los Ii no se solapan entre si y (3.32), tenemos

p

∑
i=1

ti∈I\A

µ(Ii) = µ

( p⋃
i=1

ti∈I\A

Ii

)
≤ µ(I \A)< η .
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Notemos que la colección {(ti, Ii) : ti ∈ I \A} es un M-sistema en I subordinada a γ .
Luego, estamos en condiciones de invocar el Lema 3.5.1 que viene a decirnos que

p

∑
i=1

ti∈I\A

|| f (ti)||µ(Ii)< ε.

También, podemos suponer, y ası́ lo haremos, que ||ϕnk(t)|| ≤ || f (t)||+1 para cada
t perteneciente al intervalo I. Luego, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1

ti∈I\A

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii)

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ p

∑
i=1

ti∈I\A

|| f (ti)||µ(Ii)+
p

∑
i=1

ti∈I\A

||ϕnk2
(ti)||µ(Ii)

≤ 2
p

∑
i=1

ti∈I\A

|| f (ti)||µ(Ii)+
p

∑
i=1

ti∈I\A

µ(Ii)< 2ε +η

En consecuencia, la cadena de desigualdades anterior nos permite concluir que∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1

ti∈I\A

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii)

∣∣∣∣∣∣∣∣< 2ε +η . (3.42)

Ahora Sea ti ∈ A, entonces, existe un r ∈ {1,2, . . . ,mk2} tal que ti ∈ Anr . Por lo tanto,
por la desigualdad dada (3.35), resulta que ||ϕnk2

(t)− f (t)||< α . Por ende,∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1
ti∈A

( f (ti)−ϕnk2
(ti))µ(Ii)

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ α

p

∑
i=1
ti∈A

µ(Ii)≤ α

p

∑
i=1

µ(Ii) = αµ(I) = α. (3.43)

Las estimaciones obtenidas en (3.43) y (3.42) convierten (3.41) en

|| f (P)−ϕnk2
(P)|| ≤ α +(2ε +η). (3.44)

Igualmente, las estimaciones dadas en (3.44) y (3.40) hacen que (3.40) se transforme en∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (B)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣< α +(2ε +η)+2ε < 6ε

para cualquier M-partición P de I subordinada a γ ′k2
y ε > 0. Esto termina la prueba.

En resumen, hemos demostrado que si X es un espacio de Banach arbitrario, entonces,
una función f : I → X es Bochner integrable sobre I implica que tiene la propiedad
S∗M y, como consecuencia, es McShane integrable sobre I. Ahora nuestro objetivo es
probar que, en realidad, todas las funciones que tienen la propiedad S∗M son Bochner
integrables. De ahı́ la importancia del siguiente lema.
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Lema 3.5.2. Supongamos que f : I→ X tiene la propiedad S∗M. Entonces, para cada
ε > 0, existe un calibre γ : I→O tal que

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

para cualquier M-partición P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} de I subordinada a γ .

Demostración. Fijemos un ε > 0. Puesto que f tiene la propiedad S∗M, entonces, existe
un calibre γ : I→O de manera que

n

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)<

ε

2
. (3.45)

siempre que P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} y D = {(s j,J j) : j = 1,2, . . . ,m} sean dos
M-particiones de I subordinadas a γ . Por el Lema 2.1.1, sea P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n}
una M-partición de I subordinada a γ . Además, por la Proposición 2.3.2, f ∈M([0,1],X)
y, como consecuencia, f es McShane integrable sobre Ii, para cada i = 1,2, . . . ,n por la
Proposición 2.1.4. Luego, para cada i = 1,2, . . . ,n, existe un calibre γi : I→O tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (Pi)− (M)

∫
Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

para cualquier M-partición Pi = {
(
li

j,L
i
j
)

: j = 1,2, . . . ,ki} de Ii subordinada a γi. Ahora
sea γ ′ : I→O el calibre definido por γ ′(t) = γ(t)∩ γ1(t)∩ ·· ·γn(t). Asimismo, para cada
i = 1,2, . . . ,n, dado que γ ′

∣∣
J es un calibre sobre Ii, entonces, por el Lema 2.1.1, podemos

encontrar una M-partición Pi = {
(
li

j,L
i
j
)

: j = 1,2, . . . ,ki} de Ii subordinada a γ ′ tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (Pi)− (M)
∫

Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2n
para cada i = 1,2, . . . ,n.

Una aplicación de la Proposición 2.1.5 nos permite escribir la siguiente igualdad:

(M)
∫

Ii

f =
ki

∑
j=1

(M)
∫

Ii∩Li
j

f , para cada i = 1,2, . . . ,n,

ya que, Ii =
⋃ki

j=1
(
Ii∩Li

j
)
. Como consecuencia de esto, resulta que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (Pi)− (M)

∫
Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (li

j)µ(Ii∩Li
j)− (M)

∫
Ii∩Li

j

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2n
. (3.46)
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para cada i = 1,2, . . . ,n. Además, dado que Ii =
⋃ki

j=1
(
Ii∩Li

j
)
, entonces, resulta que

f (ti)µ(Ii) =
ki

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩Li
j) para cada i = 1,2, . . . ,n. (3.47)

Por consiguiente, para cada i = 1,2, . . . ,n, de (3.47) y (3.46) se sigue que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

f (ti)µ(Ii∩Li
j)−

ki

∑
j=1

(M)
∫

Ii∩Li
j

f
∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (ti)− f (li

j)
)
µ(Ii∩Li

j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (li

j))µ
(
Ii∩Li

j
)
− (M)

∫
Ii∩Li

j

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣.

Puesto que la desigualdad anterior es válida para cada i = 1,2, . . .n, entonces, tenemos

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (ti)− f (li

j)
)
µ(Ii∩Li

j)

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (li

j))µ
(
Ii∩Li

j
)
− (M)

∫
Ii∩Li

j

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣. (3.48)

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del derecho derecho de la desigualdad
anterior. Para empezar, notemos que {

(
lp

j ,L
p
j
)

: j = 1,2, . . . ,kp, p = 1,2, . . . ,n} es una
M-partición de I subordinada a γ , ya que está subordinada a γ ′. También, observemos
que, para cada j = 1,2, . . . ,kp, Ii ∩ Lp

j es el conjunto vacı́o o un conjunto unitario para
todo p 6= i. Además, teniendo en cuenta la desigualdad dada en (3.45), tenemos

n

∑
i=1

ki

∑
j=1
|| f (ti)− f (li

j)||µ(Ii∩Li
j) =

n

∑
i=1

( n

∑
p=1

kp

∑
j=1
|| f (ti)− f (lp

j )||µ(Ii∩Lp
j )

)
<

ε

2
.

La desigualdad anterior nos permite concluir que

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (ti)− f (li

j)
)
µ(Ii∩Li

j)

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ n

∑
i=1

ki

∑
j=1
|| f (ti)− f (li

j)||µ(Ii∩Li
j)<

ε

2
.

Asimismo, por la desigualdad dada en (3.46), tenemos la siguiente desigualdad

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ki

∑
j=1

(
f (li

j)µ(Ii∩Li
j)− (M)

∫
Ii∩Li

j

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ n

∑
i=1

ε

2n
=

ε

2
.
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De las dos últimas desigualdades y la desigualdad dada en (3.48) se sigue que

n

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣ f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

Ii

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε.

Esto termina la prueba, ya que ε > 0 y P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} eran arbitrarios.

Observemos que si (wn)n es una sucesión de calibres sobre I, entonces, se puede
construir a partir de ella otra sucesión (γn)n de calibre sobre el mismo intervalo de la
siguiente manera: n ∈ N , sea γn : I→O el calibre definido mediante

γn(t) = wt(t)∩w2(t)∩ . . .∩wn(t) para cada t ∈ I.

Notemos que, para cada n ∈ N,γn+1(t) ⊆ γn(t) para todo t ∈ I. Esta observación la
utilizaremos de forma implı́cita en la demostración del siguiente resultado.

Proposición 3.5.3. Si f : I→ X tiene la propiedad S∗M, entonces, f ∈ B([0,1],X).

Demostración. Puesto que f tiene la propiedad S∗M, entonces, por la Proposición 2.3.2,
f es McShane integrable sobre I. De esto se sigue que, para cada n ∈ N, existe un calibre
γn : I→O y una partición Pn de I subordinada a γn con la siguiente propiedad:∣∣∣∣∣∣∣∣ f (Pn)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< 1

2n .

Además, Puesto f tiene la propiedad S∗M, resulta que

k

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)<

1
2n (3.49)

siempre que P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,k} y P2 = {(s j,J j) : i = 1,2, . . . ,m} sean dos
M-particiones de I subordinadas a γn. Notemos que podemos suponer ,y ası́ lo haremos,
que γn+1(t)⊆ γn(t) para todo t perteneciente al intervalo I. Para cada n ∈ N y

Pn = {(tn
i , I

n
i ) : i = 1,2, . . . ,kn}

una M-partición de I subordinada a γn sea ϕn : I→ X definida mediante

ϕn(t) =

{
f (tn

i ) si t ∈ int(In
i ),

0 en caso contrario.

Evidentemente, para cada n ∈ N, la función ϕn : I → X que acabamos de definir es una
función simple. Además, para cada n ∈ N, podemos suponer y, ası́ lo haremos, que los
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intervalos de la colección C = {In
i ∩ In+1

j : 1≤ i≤ kn,1≤ j ≤ kn+1} son no-degenerados,
ya que, si hubiese algún intervalo degenerado lo podemos eliminar de de la colección.
Usando esos intervalos, podemos formar un par de M-particiones de I como sigue:

P ′n = {(tn
i , I

n
i ∩ In+1

j ) : 1≤ i≤ kn,1≤ j ≤ kn+1} y

P ′n+1 = {(tn+1
j , In

i ∩ In+1
j ) : 1≤ i≤ kn,1≤ j ≤ kn+1}

para cada n ∈ N. Observemos que, para cada n ∈ N, tanto P ′n como P ′n+1 están
subordinadas γn, ya que, γn+1(t)⊆ γn(t) para todo t perteneciente al intervalo. Por tanto,

||ϕn+1−ϕn||1 =
∫

I
||ϕn+1(t)−ϕn(t)||=

kn

∑
i=1

kn+1

∑
j=1
||ϕn+1(t)−ϕn(t)||µ

(
In
i ∩ Jn+1

j
)

=
kn

∑
i=1

kn+1

∑
j=1
|| f (tn+1

i )− f (tn
j )||µ

(
In
i ∩ Jn+1

j
)
<

1
2n , n≥ 1.

por (3.49). Sea ε > 0. Como ∑
∞
r=1 1/2r es convergente, entonces, existe un N ∈ N tal que

∞

∑
r=N

1
2r < ε. (3.50)

Ahora sean n,m ∈ N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Entonces,

||ϕn−ϕm||1 ≤ ||ϕm+1−ϕm||1 + ||ϕm+2−ϕm+1||1 + · · ·+ ||ϕn−1−ϕn−2||1 + ||ϕn−ϕn−1||1

≤
(

1
2m +

1
2m+1 + · · ·+

1
2n−2 +

1
2n−1

)
≤

∞

∑
r=N

1
2r < ε

si n > m ≥ N por (3.50). Esto demuestra que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es una sucesión
de L-Cauchy. Por lo tanto, por el Lema 3.2.1, (ϕn)n tiene una subsucesión (ϕp)p ⊆
S([0,1],X) que converge puntualmente en casi todo punto hacia una función g : I → X .
Además, (ϕp)p es una sucesión de L-Cauchy, ya que, lo es (ϕn)n. Luego, (ϕp)p determina
g y, por lo tanto, g ∈ B([0,1],X). Ahora sea J ⊆ I un intervalo compacto. Sabemos
que (ϕp · χJ)p ⊆ S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy que determina g · χJ . Por
consiguiente, g ·χJ ∈ B([0,1],X) y

(B)
∫

J
g = (B)

∫
I
g ·χJ = lı́m

p→∞
(B)

∫
I
ϕp ·χJ = lı́m

p→∞
(M)

∫
I
ϕp ·χJ = lı́m

p→∞
(M)

∫
J

ϕp.

El Teorema 3.5.1 justifica la tercera igualdad de las anteriores, mientras que el resto de
las igualdades es por definición. De esta cadena de igualdades concluimos que

(B)
∫

I
g ·χJ = lı́m

p→∞
(M)

∫
J

ϕp = (B)
∫

J
g. (3.51)



3.5 El problema B([0,1],X)⊆M([0,1],X) ••81

Además, teniendo en cuenta el Teorema 3.5.2 podemos concluir que

(B)
∫

I
g ·χJ = (M)

∫
I
g ·χJ. (3.52)

Luego, (3.52) y (3.51) justifican las dos últimas igualdades de las siguientes igualdades:

(M)
∫

J
g = (M)

∫
I
g ·χJ = (B)

∫
I
g ·χJ = lı́m

p→∞
(M)

∫
J

ϕp.

La cadenas de igualdades anterior nos permite concluir que

lı́m
p→∞

(M)
∫

J
ϕp = (M)

∫
J

g. (3.53)

Además, por Teorema 3.5.1, resulta que ϕp ·χJ es McShane integrable sobre I y

(M)
∫

J
ϕp = (M)

∫
I
ϕp ·χJ = (B)

∫
I
ϕp ·χJ =

k

∑
i=1

f (t p
i )µ(J∩ Ip

i ), p≥ 1.

Ahora puesto que, para cada p ∈N, S = {(t p
i ,J∩ Ip

i ) : i = 1,2, . . . ,k} es un M-sistema en
I subordinada a γp, entonces, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2, concluimos que∣∣∣∣∣∣∣∣(M)

∫
J

ϕp− (M)
∫

J
f
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ k

∑
i=1

(
f (t p

i )µ(J∩ Ip
i )− (M)

∫
J∩Ip

i

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣< 1

2p , p≥ 1

ya que, J =
⋃k

i=1 J∩ Ip
i y ϕpχJ ∈M([0,1]). Asimismo, como ||.|| es continua, entonces,

lı́m
p→∞

(M)
∫

J
ϕp = (M)

∫
J

f . (3.54)

De las igualdades dadas, (3.53), (3.54) y la Proposición 2.1.3 deducimos que

(M)
∫

J
( f −g) = 0. (3.55)

donde J ⊆ I es intervalo compacto arbitrario. Dado que g ∈ B([0,1],X), entonces, por
el Teorema 3.5.2, g tiene la propiedad S∗M. Luego, f y g tienen la propiedad S∗M.
Afirmamos que, f −g también tiene la propiedad S∗M. En efecto, puesto que f tiene la
propiedad S∗M, entonces, existe un calibre γ f : I→O tal que

k

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)< ε
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siempre que P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,k} y P2 = {(s j,J j) : i = 1,2, . . . ,m} sean dos
M-particiones del intervalo I subordinadas a γ f . De manera similar, dado que g tiene la
propiedad S∗M, entonces, existe un calibre γg : I→O de manera que

k

∑
i=1

m

∑
j=1
||g(ti)−g(s j)||µ(Ii∩ J j)< ε

siempre que P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,k} y P2 = {(s j,J j) : i = 1,2, . . . ,m} sean dos
M-particiones del intervalo I subordinadas a γ f . Ahora sea el calibre γ : I→O dada por

γ(t) = γ f (t)∩ γg(t).

Si P1 = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,k} y P2 = {(s j,J j) : i = 1,2, . . . ,m} son dos M-particiones
de I subordinada γ , entonces, están subordinadas tanto a γ f ası́ como γg. Por lo tanto,

k

∑
i=1

m

∑
j=1
||( f −g)(ti)− ( f −g)(s j)||µ(Ii∩ J j)≤

k

∑
i=1

m

∑
j=1
|| f (ti)− f (s j)||µ(Ii∩ J j)

+
k

∑
i=1

m

∑
j=1
||g(ti)−g(s j)||µ(Ii∩ J j)||< 2ε

para cada ε > 0. Esto prueba que f −g tiene la propiedad S∗M y nuestra afirmación ha
sido demostrada. Además, por el Corolario 2.3.1, la función || f −g|| : I→R es McShane
integrable sobre I. Por consiguiente, por el Teorema 2.2.2, la función || f −g|| es Lebesgue
integrable sobre I y, en particular, es medible sobre I. Ahora afirmamos que f = g en casi
todo punto. Para ver esto, procedemos por reducción suponiendo que existe un conjunto
medible E ⊆ I tal que µ(E) > 0 y f (t) 6= g(t) para todo t ∈ E. Puesto que la función
|| f −g|| es medible sobre I, entonces, para cada n ∈ N, el siguiente conjunto

En = {t ∈ E : n−1 < || f (t)−g(t)|| ≤ n}

es conjunto medible. Además, notemos que si n 6= m, entonces,

[n−1,n)∩ [m−1,m) = /0

y, como consecuencia, En∩Em = /0. Asimismo, si t ∈E, entonces || f (t)−g(t)|| ∈ (0,+∞).
Por esto, existe un n0 ∈N de forma que n0−1≤ || f (t)−g(t)||< n0. De esto se sigue que
t ∈ En0 . Por consiguiente, E ⊆

⋃
∞
n=1 En. También, evidentemente,

⋃
∞
n=1 En ⊆ E. Luego,

E =
∞⋃

n=1

En y µ(E) = µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

µ(En)> 0.
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Por esta razón, existe un κ ∈ N y un conjunto Eκ ⊆ E medible tal que µ(Eκ) > 0. Pero,
puesto que Eκ ⊆ E, entonces, || f (t)−g(t)||> 0 para todo t ∈ Eκ . Además, como

κ ≥ || f (t)−g(t)|| para todo t ∈ Eκ ,

entonces κ > 0. También, por la regularidad de la medida de Lebesgue existe un conjunto
compacto F ⊆ Eκ de manera que µ(F)> 0. Ahora ya estamos en condiciones de invocar
el Lema 3.5.2. En efecto, Puesto que f − g tiene la propiedad S∗M, se sigue del Lema
3.5.2 que existe un calibre γ : I→O de tal manera que

n

∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣( f (ti)−g(ti))µ(J j)− (M)
∫

Ii

f −g
∣∣∣∣∣∣∣∣< κµ(F) (3.56)

para cualquier M-partición P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} de I subordinada a γ . Sea

γ
′(t) = γ(t) si t ∈ I y γ

′(t)∩ I ⊆ γ(t)∩ I \F si t ∈ I \F.

Esta segunda condición la podemos establecer porque I \F es abierto. Ahora, por el Lema
2.1.1, seaP = {(ti, Ii) : i= 1,2, . . . ,n} una M-partición de I subordinada a γ ′. Notemos que
si ti ∈ I \F , entonces, Ii ⊆ γ ′(ti)⊆ I \F . Por esto,

⋃
ti∈I\F Ii ⊆ I \F . Como consecuencia,

F ⊆
⋃

ti∈F

Ii. (3.57)

Además, por la igualdad dada en (3.55), para cada i = 1,2, . . . ,n, tenemos

(M)
∫

Ii

f −g = 0.

Por esto último y (3.56) concluimos que || f − g||(P) < κµ(F). Además, teniendo en
cuenta que || f (t)−g(t)|| ≥ κ para cada t ∈F ⊆Eκ y la inclusión dada en (3.57), entonces,

κµ(F)≤
n

∑
i=1
ti∈F

|| f (ti)−g(ti)||µ(Ii)≤ || f −g||(P)< κµ(F)

que es una contradicción. Esta contradicción establece que f = g en casi todo punto.
Puesto que g ∈ B([0,1],X), entonces, el Corolario 3.3.2 nos dice que f ∈ B([0,1],X) y

(B)
∫

I
g = (B)

∫
I

f .

La prueba es completa.
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El siguiente resultado, que en realidad es una caracterización de las funciones Bochner
integrables, es una consecuencia inmediata del Teorema 3.5.2 y de la Proposición 3.5.3.

Teorema 3.5.4. Supongamos que f : I → X es una función cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(I) f ∈ B([0,1],X).
(II) f tiene la propiedad S∗M

Además, cuando X = R, los Teoremas 2.3.3 y 3.5.4 nos proporcionan la equivalencia
la integral de McShane y la de Bochner.

Teorema 3.5.5. Supongamos que f : I → R es una función cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(I) f ∈M([0,1],R).
(II) f ∈ B([0,1],R).

También, por el Teorema 3.5.2, para cada función f ∈M([0,1],R) = B([0,1],R),

(M)
∫

I
f = (B)

∫
I

f .

Finalmente, los Teoremas 2.2.2 y 3.5.5 se sigue el siguiente resultado.

Teorema 3.5.6. Supongamos que f : I → R es una función cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(I) f ∈ L1([0,1]).
(II) f ∈ B([0,1],R).

Además, para cada función f ∈M([0,1],R) = B([0,1],R),

(L)
∫

I
f = (B)

∫
I

f .

Sin embargo, el resultado principal de esta sección es el siguiente teorema que vamos
a enunciar a continuación y que es una consecuencia directa del Teorema 3.5.2.

Teorema 3.5.7. Supongamos que f : I→ X es Bochner integrable sobre I, entonces, f es
McShane integrable sobre I, es decir, B([0,1],X)⊆M([0,1],X) y, además,

(M)
∫

I
f = (B)

∫
I

f .

La inclusión dada en el Teorema 3.5.7, en realidad, es estricta. En la última sección
de este capı́tulo ofreceremos al lector una demostración de este hecho.
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3.6. Más propiedades sobre la integral de Bochner
El objetivo de esta sección es dar unas condiciones suficientes para que una función

definida como el lı́mite de una sucesión de funciones simples sea Bochner integrable.
También, hemos probado que el hecho de que una función sea Bochner integrable es
equivalente a que dicha función sea medible y su norma sea Bochner integrable. Esto
último es equivalente a que dicha función sea medible y su norma sea integrable Lebesgue.

Lema 3.6.1. Supongamos que la función f : I→ X viene definida mediante

f (t) =
∞

∑
n=1

xnχEn(t),

donde para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X y En∩Em = /0 para cada
n 6= m. Entonces, f es Bochner integrable sobre I si ∑

∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞. Además,

(B)
∫

I
f =

∞

∑
n=1

xnµ(En) y || f ||1 = (B)
∫

I
|| f ||=

∞

∑
n=1
||xn||µ(En).

Demostración. Para cada n ∈ N, sea ϕn : I→ X la función definida mediante

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xkχEk(t) para cada t ∈ I.

Observemos, en primer lugar, que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) y

lı́m
n→∞
||ϕn(t)− f (t)||= 0 para todo t ∈ I. (3.58)

Para que f ∈ B([0,1],X), sólo falta por probar que (ϕn)n ⊆ S([0,1],X) es de L-Cauchy.
Para ello, sean n,m ∈ N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m≤ n. Entonces,

||ϕn−ϕm||=
∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=m+1

xkχEk

∣∣∣∣∣∣∣∣= n

∑
k=m+1

||xk||χEk .

Por consiguiente, esta cadena de igualdades nos permite deducir que

||ϕn−ϕm||1 =
∫

I
||ϕn−ϕm||=

∫
I

n

∑
k=m+1

||xk||χEk =
n

∑
k=m+1

||xk||µ(Ek). (3.59)

Como ∑
∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞, dado ε > 0, existe un N ∈ N tal que si n≥ N, entonces,

∞

∑
n=N+1

||xn||χEn < ε.
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Luego, si n≥m≥ N, teniendo en cuenta la cadena de igualdades dada (3.59), resulta que

||ϕn−ϕm||1 =
n

∑
k=m+1

||xk||µ(Ek)≤
∞

∑
n=N+1

||xn||µ(En)< ε.

Por esta razón, (ϕn)n ⊆S([0,1],X) es una sucesión de L-Cauchy. De esto último y (3.58),
deducimos que (ϕn)n determina f y, por definición,

(B)
∫

I
f = lı́m

n→∞

∫
I
ϕn = lı́m

n→∞

∫
I

n

∑
k=1

xkχEk = lı́m
n→∞

n

∑
k=1

xkµ(χEk) =
∞

∑
n=1

xnµ(En).

Finalmente, del Lema 3.3.1 y de la definición de la integral de funciones simples, tenemos

|| f ||1 = (B)
∫

I
|| f ||= lı́m

n→∞

∫
I
||ϕn||= lı́m

n→∞

∫
I

∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xkχEk

∣∣∣∣∣∣∣∣= lı́m
n→∞

∫
I

n

∑
k=1
||xk||µ(Ek)

= lı́m
n→∞

n

∑
k=1
||xk||µ(Ek) =

∞

∑
n=1
||xn||µ(En).

La demostración es completa.

Corolario 3.6.1. Supongamos que una función f : I→ X viene definida mediante

f (t) =
∞

∑
n=1

xnχEn(t),

donde para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X y En ∩ Em = /0 para
cada n 6= m. Si g ∈ B([0,1],X) tal que || f (t)|| ≤ g(t) en casi todo t ∈ I, entonces,
∑

∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞ y, como consecuencia, f es Bochner integrable sobre I y

(B)
∫

I
f =

∞

∑
n=1

xnµ(En) y || f ||1 = (B)
∫

I
|| f ||=

∞

∑
n=1
||xn||µ(En).

Demostración. Para cada n ∈ N, sea ϕn : I→ X la función definida mediante

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xkχEk(t) para cada t ∈ I.

Empezamos, en primer lugar, observando que lı́m
n→∞

ϕn(t) = f (t) en X para todo t ∈ I y

||ϕn(t)||=
∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xkχEk(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣= n

∑
k=1
||xk||χEk(t) para cada t ∈ I y n≥ 1.
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Además, por la continuidad de la norma ||.||, para todo t ∈ I, tenemos

|| f ||=
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=1

xnχEn(t)
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∞

∑
n=1
||xn||χEn(t).

Por consiguiente, para cada n ∈ N, ||ϕn|| ≤ || f || ≤ g, es decir,

||ϕn|| ≤ g para cada n ∈ N. (3.60)

Por (3.3), para cada n∈N, ||ϕn|| : I→R es una función simple y, en particular, es Bochner
integrable sobre I. Por consiguiente, por la Proposición 3.3.7 y (3.60), tenemos

n

∑
k=1
||xk||µ(Ek) = (B)

∫
I
||ϕn|| ≤ (B)

∫
I
g <+∞ para cada n ∈ N.

Por tanto, ∑
∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞. Luego, una llamada al Lema 3.6.1 completa la prueba.

Proposición 3.6.1. Supongamos que f : I → X es una función. Entonces, f es Bochner
integrable si, y solamente si, f es medible y || f || : I→ R es Bochner integrable.

Demostración. Supongamos que f es Bochner integrable. Entonces, por definición, f es
medible y, por el Lema 3.3.1, || f || : I→ R es Bochner integrable.
Recı́procamente, supongamos que f es medible y || f || : I → R es Bochner integrable.
Puesto que f es medible, entonces, por la Proposición 3.4.7, para cada k ∈ N, existe una
función medible fk : I→ X definida mediante

fk(t) =
∞

∑
n=1

xk,nχEk,n(t)

donde para cada n ∈ N, En,k ⊆ I es un conjunto medible, xn,k ∈ X , En,k ∩Em,k = /0 para
cada n 6= m y existe un conjunto N ⊆ I de medida nula tal que

|| f (t)− fk(t)||<
1
2k

para cada t ∈ I \N. (3.61)

Por consiguiente, para cada k ∈N, por la desigualdad triangular de la norma ||.||, tenemos

|| fk(t)|| ≤ || f (t)||+ || f (t)− fk(t)||< || f (t)||+
1
2k

para cada t ∈ I \N.

Ahora, para cada k ∈ N, puesto que || f ||,1/2k ∈ B([0,1],X), entonces, resulta que

g := || f ||+1/2k ∈ B([0,1],X)
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por la Proposición 3.3.1. Por consiguiente, por el Corolario 3.6.1, fk ∈ B([0,1],X) y

|| fk||1 = (B)
∫

I
|| fk||=

∞

∑
n=1
||xk,n||µ(Ek,n)<+∞

para cada k ∈ N. Como consecuencia, para cada k ∈ N, existe un Nk ∈ N tal que

∞

∑
n=Nk+1

||xk,n||µ(Ek,n)<
1
2k

. (3.62)

Puesto que, para cada k ∈ N, f , fk ∈ B([0,1],X), entonces, f − fk es Bochner integrable
sobre I por la Proposición 3.3.1 y, como consecuencia, || f − fk|| : I → R también es
Bochner integrable sobre I por el Lema 3.3.1. Además, teniendo en cuenta la desigualdad
dada en (3.61) y la Proposición 3.3.7, resulta que

|| f − fk||1 = (B)
∫

I
|| f − fk||<

1
2k

µ(I) =
1
2k

para cada k ∈ N. (3.63)

Ahora, para cada k ∈ N, sea ϕk : I→ X la función definida mediante

ϕk(t) =
Nk

∑
n=1

xk,nχEk,n(t).

observemos que (ϕk)k⊆S([0,1],X) y, para cada k∈N, tenemos las siguientes igualdades:

fk = ϕk +
∞

∑
n=Nk+1

xk,nχEk,n y

∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
n=Nk+1

xk,nχEk,n

∣∣∣∣∣∣∣∣= m

∑
n=Nk+1

||xk,n||χEk,n, m≥ Nk +1. (3.64)

Por consiguiente, la continuidad de la seminorma ||.||1 y (3.62) nos permiten concluir que

|| fk−ϕk||1 =
∞

∑
n=Nk+1

||xk,n||χEk,n <
1
2k

para cada k ∈ N.

Esto último, la Proposición 3.3.2 y (3.63) justifican la siguiente cadena de desigualdades:

|| f −ϕk||1 ≤ || f − fk||1 + || fk−ϕk||1 <
1
k
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para cada k ∈N. De esto se sigue que lı́m
k→∞
|| f −ϕk||1 = 0. Además, sea t ∈ I \N. Entonces,

por la continuidad de la norma ||.||, (3.64), (3.61) y (3.62), resulta que

|| f (t)−ϕk(t)|| ≤ || f (t)− fk(t)||+ || fk(t)−ϕk(t)||

= || f (t)− fk(t)||+
∞

∑
n=Nk+1

||xk,n||χEk,n <
1
k

para cada k ∈ N. Esto demuestra que lı́m
k→∞
|| f (t)−ϕk(t)|| = 0 para cada t ∈ I \N. Por lo

tanto, de la Proposición 3.3.4 se sigue que f ∈ B([0,1],X). Esto termina la prueba.

Corolario 3.6.2. Una función f : I → X es Bochner integrable si, y solamente si, f es
medible y || f || : I→ R es Lebesgue integrable.

Demostración. Se sigue del Teorema 3.5.6, del Lema 3.3.1 y de la Proposición 3.6.1.

Corolario 3.6.3. Supongamos que f : I → X es medible y acotada por una función
Lebesgue integrable g : I → R en casi todo punto, es decir, || f (t)|| ≤ g(t) en casi todo
t ∈ I, entonces, f es Bochner integrable.

Demostración. Como || f (t)|| ≤ g(t) en casi todo t ∈ I y g es Lebesgue integrable,
entonces, || f (t)|| es Lebesgue integrable. Además, como f es medible, entonces, por el
Corolario 3.6.2, concluimos que f es Bochner integrable.

Proposición 3.6.2. Supongamos que f : I→X es una función que viene definida mediante

f (t) = g(t)+
∞

∑
n=1

xnχEn(t),

donde para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X , En∩Em = /0 si n 6= m y
g : I→ X es una función medible y acotada. Entonces, f ∈ B([0,1],X) si, y sólo si,

∞

∑
n=1

xnµ(En)

es absolutamente convergente en X y, en cuyo caso, tenemos

(B)
∫

E
f = (B)

∫
E

g+
∞

∑
n=1

xnµ(E ∩En) para cada conjunto E ⊆ I medible.

Demostración. Supongamos que f ∈ B([0,1],X). Dado que g es medible y existe un
número natural M > 0 tal que ||g(t)|| ≤ M para todo t ∈ I, entonces, por el Corolario
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3.6.3, g ∈ B([0,1],X). Por consiguiente, teniendo en cuenta que f − g ∈ B([0,1],X) por
la Proposición 3.3.1, entonces, concluimos que || f −g||1 <+∞. Ahora, puesto que En∩
Em = /0, entonces, por la continuidad de la seminorma ||.||1, resulta que

|| f −g||1 =
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=1

xnµ(E ∩En)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
=

∞

∑
n=1
||xn||µ(En)<+∞.

Recı́procamente, de nuevo, dado que Dado que g es medible y existe un M > 0 tal que
||g(t)|| ≤ M para todo t ∈ I, entonces, por el Corolario 3.6.3, g ∈ B([0,1],X). Además,
como ∑

∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞, entonces, por el Lema 3.6.1, la función h : I→ X dada por

h(t) =
∞

∑
n=1

xnχEn ∈ B([0,1],X).

Luego, f = g+h ∈ B([0,1],X) por la Proposición 3.3.1. Ahora bien, observemos que

h ·χE =
∞

∑
n=1

xnχE∩En.

Además, evidentemente, ∑
∞
n=1 ||xn||µ(E∩En)≤∑

∞
n=1 ||xn||µ(En)<+∞. Asimismo, para

cada n ∈ N, En ∩E ⊆ I es un conjunto medible y (E ∩En)∩ (E ∩Em) = /0 siempre que
n 6= m, entonces, de nuevo, por el Lema 3.6.1, h ·χE ∈ B([0,1],X) y

(B)
∫

E
h = (B)

∫
I
hχE =

∞

∑
n=1

xnµ(E ∩En).

También, notemos que el hecho de que f ,g ∈ B([0,1],X) implica que ellas son Bochner
integrables sobre cada conjunto medible E ⊆ I. Luego, de la Proposición 3.3.1 se sigue

(B)
∫

E
f = (B)

∫
E

g+(B)
∫

E
h = (B)

∫
E

g+
∞

∑
n=1

xnµ(E ∩En)

para cualquier conjunto medible E ⊆ I. La prueba es completa.

3.7. Más sobre la integral McShane y la falsedad de
M([0,1],X)⊆ B([0,1],X)

En esta sección hemos presentado algunas propiedades interesantes de la integral de
McShane. Además, tal y como lo habı́amos prometido al lector, hemos probado que el
recı́proco del Teorema 3.5.7 no es cierto en general. Esto último junto al Teorema 3.5.7
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nos permite concluir que la integral de McShane es una extensión propia de la integral
de Bochner cuando X es un espacio de Banach arbitrario. Esto culmina nuestro análisis
sobre la relación existente entre la integral de McShane y la de Bochner.

Pero, antes de nada, empezamos recordando al lector un concepto que es de importancia
fundamental en la Teorı́a de Series y donde el orden de los términos no altera la
convergencia de la serie es el siguiente.

Definición 3.7.1. Una serie ∑
∞
n=1 xn en X se dice que es incondicionalmente convergente

si, y sólo si, para cualquier permutación π : N→ N, la serie ∑
∞
n=1 xπ(n) es convergente.

Otra noción que vamos a necesitar es en esta sección es el siguiente concepto:

Definición 3.7.2. Una sucesión ( fn)n enM([0,1],X) se dice M-equi-integrable sobre I
si, y solamente si, para cada ε > 0, existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ fn(P)− (M)

∫
I

fn

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

para todo n ∈ N y cualquier M-partición P de I subordinada a γ .

La idea detrás de este nuevo concepto es que debe existir un sólo calibre que funcione
para todas las funciones de la sucesión. De entre los resultado que vamos a presentar
a continuación sobre la integral de McShane, destacamos el Teorema 3.7.5 que fue
demostrado por R. A. Gordon (consultar [14], Teorema 15). También, las demostraciones
de la Proposición 3.7.3 y del Teorema 3.7.5 utilizan las ideas de [14].

Proposición 3.7.3. Supongamos que, para cada n∈N, En es un subconjunto medible de I,
xn ∈ X y En∩Em = /0 siempre que n 6= m. Si la serie ∑

∞
n=1 xnµ(En) es incondicionalmente

convergente en X, entonces, la sucesión (ϕn)n de funciones definidas mediante

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xkχEk(t), t ∈ I, n ∈ N

es M-equi-integrable.

Demostración. Para cada n ∈ N, por el Teorema 3.5.1, la función ϕn : I→ X dada por

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xk ·χEk(t)

es McShane integrable y la integral de McShane y la de Bochner de ϕn coinciden, es decir,

(M)
∫

I
ϕn = (B)

∫
I
ϕn =

n

∑
k=1

xkµ(Ek). (3.65)
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Ahora fijemos un ε > 0. Entonces, para cada n ∈ N, existe un calibre γn→O tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ϕn(P)− (M)
∫

I
ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1

ϕn(ti)µ(Ii)−
n

∑
k=1

xkµ(Ek)

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2n+2 (3.66)

para cualquier M-partición P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . , p} de I subordinada a γn. Puesto
que la serie ∑

∞
n=1 xnµ(En) es incondicionalmente convergente. Por consiguiente, por la

Proposición A.3.5, existe un N ∈ N tal que ∑
∞
n=N+1 |x∗(xn)|µ(En)< ε para todo x∗ ∈ X∗

con ||x∗||∗ = 1. Por esta razón, podemos concluir que

sup
||x∗||=1

∞

∑
n=N+1

|x∗(xn)|µ(En)≤ ε. (3.67)

Ahora sean los conjuntos HN ,HN+1,HN+1, . . . definidos mediante

HN =
N⋃

k=1

Ek
⋃(

I \
∞⋃

k=1

Ek

)
y Hn = En, si n > N.

Puesto que En∩Em = /0 para todo n 6= m, entonces, si n > N, resulta que

HN ∩Hn =

[
N⋃

k=1

Ek∪
(

I \
∞⋃

k=1

Ek

)]
∩En =

N⋃
k=1

(Ek∩En)∪

[(
I \

∞⋃
k=1

Ek

)
∩En

]
= /0 y

HN∪
( ⋃

n>N

Hn

)
=

[
N⋃

k=1

Ek
⋃(

I \
∞⋃

k=1

Ek

)]
∪
( ⋃

n>N

En

)
=

( ∞⋃
k=1

Ek

)
∪
(

I \
∞⋃

k=1

Ek

)
= I.

Esto demuestra que la colección {Hn : n ≥ N} es una partición del intervalo I. Con esta
información, podemos definir un calibre γ →O de la siguiente manera

γ(t) =

{
γ1(t)∩ γ2(t)∩·· ·∩ γN(t)) si t ∈ HN

γ1(t)∩ γ2(t)∩·· ·∩ γn(t)) si t ∈ Hn,n > N.

Sea, por el Lema 2.1.1, P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . , p} una M-partición de I subordinada a
γ . Notemos que, si n = 1,2, . . . ,N, entonces, por la desigualdad dada en (3.66), tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ϕn(P)− (M)

∫
I
ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2n+2 < ε, (3.68)

ya que P está subordinada a γn para cada n = 1,2, . . . ,N. Luego, el problema está resuelto
para n = 1,2, . . . ,N. Por esta razón, fijemos un n0 > N. Observemos que

p

∑
i=1

(M)
∫

Ii

ϕn0 = (M)
∫

I
ϕn0
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por la Proposición 2.1.5. Además, para cada n ∈ N, sea Jn definido mediante

Jn =
{

i ∈ {1,2, . . . , p} : ti ∈ Hn

}
.

Es un ejercicio sencillo establecer que J :=
⋃

∞
n=N Jn = {1,2, . . . , p} y Jn∩Jm = /0 siempre

que n 6= m. En efecto, sea i∈ {1,2, . . . , p}. Entonces, existe un único n∈N tal que ti ∈Hn.
De esto se sigue que i ∈ Jn ⊆ J. Puesto que i era un elemento arbitrario de {1,2, . . . , p},
entonces, concluimos que {1,2, . . . , p} ⊆ J. La inclusión J ⊆ {1,2, . . . , p} es evidente, ya
que, Jn ⊆ {1,2, . . . , p} para cada n ∈ N. La primera parte de nuestra afirmación ha sido
probada. Sin embargo, la otra parte es igual de sencilla, ya que, si i ∈ Jn∩ Jm con n 6= m,
entonces, existe un i ∈ {1,2, . . . , p} tal que ti ∈ Hn∩Hm con n 6= m. Pero, evidentemente,
esto es una contradicción, ya que, la colección {Hn : n ≥ N} es una partición de I. Esta
contradicción establece que Jn∩Jm = /0. La prueba nuestra afirmación es completa. Luego,

ϕn0(P)− (M)
∫

I
ϕn0 =

p

∑
i=1

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)
= ∑

i∈J

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)
=

∞

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)

=
n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)

+
∞

∑
n=n0

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)
.

Consiguientemente, esta cadena de igualdades nos permite deducir que

ϕn0(P)− (M)
∫

I
ϕn0 =

n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)

+
∞

∑
n=n0

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)
. (3.69)

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la igualdad anterior.
Pero, en primer lugar, notemos que la colección {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . , p, ti ∈Hn,n≥ n0} es
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finita y está subordinada a γ . Luego, es un M-sistema en I subordinado a γ . Ası́ pues, está
subordinada a γn0 por definición de γ . Por tanto, por el Lema 2.1.2 y (3.66), tenemos∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=n0

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< ε

2n0+2 < ε. (3.70)

Supongamos algún ti ∈ Hn con N ≤ n < n0, entonces, ϕn0(ti) = ϕn(ti). En efecto,
Si n = N, entonces, ti ∈ HN =

⋃N
k=1 Ek. Como los Ek son disjuntos dos a dos,

entonces, existe un r∈{1,2, . . . ,N} tal que ti ∈Er. Además, como N < n0, entonces,

ϕn0(ti) =
n0

∑
k=1

xk ·χEk(ti) = xr =
N

∑
k=1

xk ·χEk(ti) = ϕN(ti) = ϕn(ti).

Si N < n < n0, entonces, Hn = En. Por lo tanto, ϕn0(ti) = xn = ϕn(ti).
En resumen, si ti ∈ Hn con N ≤ n < n0, entonces, ϕn0(ti) = ϕn(ti). Por consiguiente,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
(M)

∫
Ii

ϕn− (M)
∫

Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣.

Denotando por S1 y S2 a las dos sumas del lado derecho de esta desigualdad, es decir,

S1 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)−(M)

∫
Ii

ϕn

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣, S2 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
(M)

∫
Ii

ϕn−(M)
∫

Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣,

entonces, podemos reescribir la desigualdad anterior de la siguiente manera:∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣≤ S1 +S2. (3.71)

De nuevo, por la elección del calibre γ , para cada n = N, . . . ,n0− 1, como el M-sistema
{(ti, Ii) : i = 1,2, . . . , p, ti ∈ Hn} está subordinada a γ , entonces, está subordinada a γn.
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Nuevamente, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2 y (3.66), resulta que∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn

)∣∣∣∣∣∣∣∣< ε

2n+2 para cada n = N, . . . ,n0−1.

Por consiguiente, esto nos permite obtener una estimación de S1,ya que,

S1 ≤
n0−1

∑
n=N

∣∣∣∣∣∣∣∣ p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn

)∣∣∣∣∣∣∣∣< n0−1

∑
n=N

ε

2n+2 <
ε

2N+1

∞

∑
n=1

1
2n =

ε

2N+1 < ε.

Ahora para estimar S2, observemos que, para cada i = 1,2, . . . , p, por ser ϕn McShane
integrable sobre I, entonces, por la Proposición 2.1.4, es también es McShane sobre Ii y

(M)
∫

Ii

ϕn = (B)
∫

Ii

ϕn =
n

∑
k=1

xkµ(Ek∩ Ii) para cada n ∈ N.

La primera igualdad de las igualdades anteriores es por (3.65) y la segunda es por
definición. Por consiguiente, puesto que N ≤ n < n0, resulta que

(M)
∫

Ii

ϕn0− (M)
∫

Ii

ϕn =
n0

∑
k=n+1

xkµ(Ek∩ Ii).

Luego, teniendo en cuenta que los Ek son disjuntos dos a dos, tenemos

n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
(M)

∫
Ii

ϕn0− (M)
∫

Ii

ϕn

)
=

n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

n0

∑
k=n+1

xkµ(Ek∩ Ii)

=
n0−1

∑
n=N

n

∑
k=n+1

xkµ

(
Ek∩

p⋃
i=1

ti∈Hn

Ii

)

=
n0

∑
k=N+1

xk

k−1

∑
n=N

µ

(
Ek∩

p⋃
i=1

ti∈Hn

Ii

)
(H)

=
n0

∑
k=N+1

xkµ

(
Ek∩

k−1⋃
n=N

(
p⋃

i=1
ti∈Hn

Ii

))
.
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Podemos llegar a (H), disponemos en una tabla los términos de la suma previa y sumamos
en diagonal. Luego, por el Teorema de Hahn Banach y la monotonı́a de µ , tenemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
(M)

∫
Ii

ϕn− (M)
∫

Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n0

∑
k=N+1

xkµ

(
Ek∩

k−1⋃
n=N

(
p⋃

i=1
ti∈Hn

Ii

))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

= sup
||x∗||∗=1

∣∣∣∣∣x∗
[

n0

∑
k=N+1

xkµ

(
Ek∩

k−1⋃
n=N

(
p⋃

i=1
ti∈Hn

Ii

))]∣∣∣∣∣
≤ sup
||x∗||∗=1

n0

∑
k=N+1

|x∗(xk)|µ

(
Ek∩

k−1⋃
n=N

(
p⋃

i=1
ti∈Hn

Ii

))

≤ sup
||x∗||∗=1

∞

∑
k=N+1

|x∗(xk)|µ(Ek).

Por consiguiente, de esto último y de la desigualdad dada en (3.67), resulta que

S2 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
(M)

∫
Ii

ϕn− (M)
∫

Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣≤ ε.

Reuniendo las estimaciones obtenidas para S1 y S2 y teniendo en cuenta (3.71), tenemos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣n0−1

∑
n=N

p

∑
i=1

ti∈Hn

(
ϕn0(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

ϕn0

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< 2ε. (3.72)

Por tanto, teniendo en cuenta (3.69), (3.70) y (3.72), podemos concluir que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ϕn0(P)− (M)

∫
I
ϕn0

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< 3ε

con n0 > N. Puesto que habı́amos tomado n0 de forma arbitraria, entonces,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ϕn(P)− (M)

∫
I
ϕn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< 3ε

para todo n > N. De esto último y (3.68) se sigue que la sucesión (ϕn)n ⊆ S([0,1]) es
M-equi-integrable. Esto finaliza la demostración.



3.7 Más sobre la integral McShane y la falsedad deM([0,1],X)⊆ B([0,1],X)••97

Proposición 3.7.4 (Un teorema de convergencia). Supongamos que, para cada n ∈ N,
fn : I→ X es McShane integrable y ( fn)n es una sucesión M-equi-integrable tal que

lı́m
n→∞

fn(t) = f (t) para cada t ∈ I.

Entonces, la función f : I→ X es McShane integrable y

lı́m
n→∞

(M)
∫

I
fn =

∫
I

f .

Demostración. Puesto que ( fn)n es una sucesión M-equi-integrable, entonces, para todo
ε > 0, existe un calibre γ →O de tal manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ fn(P)− (M)

∫
I

fn

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε (3.73)

para todo n ∈ N y para cualquier M-partción P de I subordinada a γ . Por el Lema 2.1.1,
sea P = {(ti, Ii) : 1 = 1,2, . . . , p} una M-partición de I subordinada a γ . Por consiguiente,

lı́m
n→∞

fn(P) = lı́m
n→∞

p

∑
i=1

fn(ti)µ(Ii) =
p

∑
i=1

f (ti)µ(Ii) = f (P),

ya que, fn −→ f . Luego, existe un n0 ∈ N tal que si n≥ n0, entonces,∣∣∣∣∣∣∣∣ fn(P)− f (P)
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε. (3.74)

Ası́ pues, por esto último y la desigualdad dada en (3.73), si n≥ n0, tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)
∫

I
fn

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− fn(P)
∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣ fn(P)− (M)

∫
I

fn

∣∣∣∣∣∣∣∣< 2ε. (3.75)

Por esta razón, si n,m≥ n0, entonces, resulta que∣∣∣∣∣∣∣∣(M)
∫

I
fn− (M)

∫
I

fm

∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)
∫

I
fm

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(M)

∫
I

fn− f (P)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣< 4ε.

Esto demuestra que (
∫

I fn)n ⊆ X es una sucesión de Cauchy. Además, puesto que X es un
espacio de Banach, en particular completo, entonces, existe un L ∈ X tal que

lı́m
n→∞

(M)
∫

I
fn = L.
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Por consiguiente, existe un n1 ∈ N tal que si n≥ n1, entonces∣∣∣∣∣∣∣∣(M)
∫

I
fn−L

∣∣∣∣∣∣∣∣< ε. (3.76)

Como consecuencia, si tomamos N = máx(n0,n1), por (3.74), (3.75) y (3.76), entonces,∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)−L
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− fN(P)

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣ fN(P)− (M)
∫

I
fN

∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣(M)
∫

I
fN−L

∣∣∣∣∣∣∣∣< 4ε

para cualquier M-partción P de I subordinada a γ . Por consiguiente, f ∈M([0,1]) y∫
I

f = L = lı́m
n→∞

(M)
∫

I
fn.

Esto acaba la demostración.

Teorema 3.7.5. Supongamos que, para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible,
xn es un elemento X y En ∩ Em = /0 siempre que n 6= m. Si la serie ∑

∞
n=1 xnµ(En) es

incondicionalmente convergente en X, entonces, la función f : I→ X definida mediante

f (t) =
∞

∑
n=1

xn ·χEn(t) para cada t ∈ I

es McShane integrable y su integral de McShane viene dada por

(M)
∫

I
f =

∞

∑
n=1

xnµ(En).

Demostración. Por la Proposición 3.7.3, la sucesión (ϕn)n de funciones dadas por

ϕn(t) =
n

∑
k=1

xk ·χEk(t) para cada t ∈ I, n≥ 1

es M-equi-integrable y cada ϕn ∈M([0,1]) por el Teorema 3.5.1. También, es obvio que

lı́m
n→∞

ϕn(t) = f (t) para cada t ∈ I.

Por consiguiente, por la Proposición 3.7.4, f es McShane integrable y

(M)
∫

I
f = lı́m

n→∞
(M)

∫
I
ϕn = lı́m

n→∞
(B)

∫
I
ϕn = lı́m

n→∞

n

∑
k=1

xkµ(Ek) =
∞

∑
n=1

xnµ(En).

El Teorema 3.5.1 justifica la segunda igualdad, mientras que la tercera es por definición y
esto completa la demostración.
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Por el Teorema 3.5.7, sabemos que la clase de las funciones McShane integrables
está contenida en la de las funciones Bochner integrables. Ahora vamos a probar que
el recı́proco no es cierto cuando X es un espacio de Banach de dimensión infinita. En la
prueba de esto últimos, utilizaremos el conocido teorema de Dvoretzky-Rogers que afirma
que, en cada espacio de Banach de dimensión infinita, existe una serie incondicionalmente
convergente, pero no absolutamente convergente (consultar [9], Teorema 13.38).

Proposición 3.7.6. Sea X es un espacio de Banach de dimensión infinita. Entonces, existe
una función f : I→ X que es McShane integrable, pero no es Bochner integrable.

Demostración. Supongamos, por el Teorema de Dvoretzky-Rogers, que ∑
∞
n=1 zn es una

serie incondicionalmente convergente en X tal que ∑
∞
n=1 ||zn||=+∞. Para cada n∈N, sea

/0 6= En ⊆ I un conjunto abierto de I tal que En∩Em = /0 para todo n 6= m. Definimos

E =
∞⋃

n=1

En y Ec = I \E.

Observemos que E es un conjunto abierto por ser unión de conjuntos abiertos y

µ(E) =
∞

∑
n=1

µ(En) = µ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤ µ(I)<+∞.

Además, para cada n ∈ N, sea xn = zn/µ(En). Notemos que la serie
∞

∑
n=1

xnµ(En) =
∞

∑
n=1

zn

es incondicionalmente convergente. Por consiguiente, teniendo en cuenta el Teorema
3.7.5, sabemos que la función f : I→ X definida mediante

f (t) =
∞

∑
n=1

xn ·χEn(t) para cada t ∈ I

es McShane integrable y su integral de McShane viene dada por

(M)
∫

I
f =

∞

∑
n=1

xnµ(En).

En cambio, como la serie ∑
∞
n=1 xnµ(En) no es absolutamente convergente en X , ya que,
∞

∑
n=1
||xn||µ(En) =

∞

∑
n=1
||zn||=+∞,

entonces, por la Proposición 3.7.3, f 6∈ B([0,1],X). Esto finaliza la prueba.





C
a

p
ı́t

u
lo 4 Relación con la integral de PettisRelación con la integral de Pettis

Una teorı́a de integración similar a la integral de Bochner, presentada en el Capı́tulo 3,
es imposible para funciones que son solamente débilmente medibles (Definición 3.4.4).
Sin embargo, hay métodos de análisis funcional elemental que nos permiten definir un
concepto razonable de integral si para una función débilmente medible f : I → X , le
añadimos la condición de que x∗ ◦ f ∈L1([0,1]) para cada x∗ ∈ X∗. La integral resultante,
conocida comúnmente como la integral de Pettis o integral de Gelfand-Pettis llamada ası́
por Israel M. Gelfand (1913-2009) y Billy James Pettis (1913-1979), tiene una estructura
muy rica y extiende la definición de la integral de Lebesgue a funciones que toman
valores en un espacio de Banach arbitrario. Este capı́tulo tendrá pues un doble objetivo.
Por una parte, hemos presentado algunos hechos elementales sobre la integral de Pettis.
El lector interesado en más detalles sobre la integral de Pettis puede consultar [8], [20]
o [21]. Por otra parte, hemos relacionado dos las integrales tipo-Riemann que hemos
introducido en esta memoria, es decir, las integrales de Henstock-Kurzweil y McShane
con la integral de Pettis. En efecto, en la primera sección hemos presentado la definición
de la integral de Pettis y algunos resultados básicos de dicha integral que necesitaremos
en las secciones posteriores. En la segunda sección hemos probado que toda función
McShane integrable es Pettis integrale. No obstante, el recı́proco no es cierto en general.
De hecho, hemos escrito la última sección con la intención de convencer al lector de
esto último, pero sin entrar mucho en detalles técnicos. En la tercera sección hemos
dado algunas condiciones suficientes para que una función Pettis integrable sea McShane
integrable. Mientras que, en la cuarta sección, hemos empezado demostrando que toda
función Bochner integrable es Pettis y las dos integrales coinciden sobre el intervalo
de integración. la cuarta sección está dedicada a la prueba de algunos resultados muy
interesantes y elegantes sobre la relación que existe entre la integral de Pettis, la de
McShane y la de Henstock-Kurzweil por un lado y, por otro lado, sobre la relación
existente entre la integral de McShane y la Henstock-Kurzweil.

Para redactar este capı́tulo, hemos usado estos textos: [5], [8], [10], [12], [13],
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[14], [20] y [21]. Sin embargo, destacamos los siguientes artı́culos: [5], [12], [13] y [14].

Recordemos, por el Teorema 3.5.6, que B([0,1],R) = L1([0,1]) y, además,

(L)
∫

I
f = (B)

∫
I

f

para cada f ∈ B([0,1],R) = L1([0,1]). Por consiguiente, por la Proposición 3.3.2, la
aplicación ||.||1 : L1([0,1])→ [0,+∞) definida mediante

|| f ||1 = (L)
∫

I
| f |

es una seminorma sobre L1([0,1]). Asimismo, decimos que un conjunto K ⊆L1([0,1]) es
totalmente acotado con respecto a la seminorma ||.||1 si, y solamente si, para cada r > 0,
existen f1, f2, . . . , fn ∈ K tal que K ⊆ B( f1,r)∩B( f2,r)∪·· ·∪B( fn,r) donde

B( fk,r) := { f ∈ L1([0,1]) : || f − fk||1 < r} para cada k = 1,2, . . . ,n.

4.1. Integral de Pettis y algunos resultados preliminares
Esta sección contiene la definición de la integral de Pettis algunos resultados básicos.

El primero de estos resultados establece que el conjunto de todas las funciones Pettis
integrables es un espacio vectorial sobre R y la integral de Pettis es un funcional lineal
sobre él. Los dos siguientes resultados son propiedades de la integral de Pettis como
función de conjuntos. El tercer resultado nos da una condición suficiente para que una
cierta serie sea incondicionalmente convergente a partir de la integrabilidad de Pettis de
una cierta función definida como una serie cuyas sumas parciales son funciones simples.

Definición 4.1.1. Una función f : I → X es Pettis integrable sobre I si, y solamente si,
x∗ ◦ f : I → R es integrable Lebesgue sobre I para cada x∗ ∈ X∗ y para cada conjunto
medible E ⊆ I existe un ν f (E) ∈ X con la siguiente propiedad:

x∗(ν f (E)) = (L)
∫

E
x∗ ◦ f para cada x∗ ∈ X∗.

Designamos por P([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I → X Pettis
integrables sobre I. Además, si f es Pettis integrable sobre I, denotamos su integral por

ν f (E) = (P)
∫

E
f .

El vector ν f (E) ∈ X de la definición precedente, si existe es, necesariamente, único
como consecuencia del teorema de Hahn-Banach. A continuación presentamos algunas
propiedades de la integral de Pettis que vamos a usar en este capı́tulo.
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Proposición 4.1.2. El conjunto P([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R.

Demostración. Supongamos que f ,g ∈ P([0,1],X). Entonces, x∗ ◦ f ,x∗ ◦ g ∈ L1([0,1]).
Ahora sea E ⊆ I un conjunto medible. Entonces, existen ν f (E),νg(E)∈ X de manera que

x∗(ν f (E)) =
∫

E
x∗ ◦ f y x∗(νg(E)) =

∫
E

x∗ ◦g

para cada x∗ ∈ X∗. Por consiguiente, para todo x∗ ∈ X∗, si α y β son números reales,
entonces, α(x∗ ◦ f ),β (x∗ ◦ g),α(x∗ ◦ f )+β (x∗ ◦ g) ∈ L1([0,1]), ya que, L1([0,1]) es un
espacio vectorial sobre R. Además, observemos que

α(x∗ ◦ f )+β (x∗ ◦g) = x∗ ◦ (α f +βg)

es Lebesgue integrable sobre I, para cada x∗ ∈ X∗, y αν f (E)+βνg(E) ∈ X . Por tanto,

x∗(αν f (E)+βνg(E)) = αx∗(ν f (E))+ x∗(βνg(E)) = α(L)
∫

E
x∗ ◦ f +β (L)

∫
E

x∗ ◦g

= (L)
∫

E

(
α(x∗ ◦ f )+β (x∗ ◦g)

)
= (L)

∫
E

x∗(α f +βg).

Puesto que αν f (E)+βνg(E) ∈ X , por la unicidad de la integral de Pettis, resulta que

ν(α f+βg)(E) = αν f (E)+βνg(E).

Por consiguiente, α f +βg es Pettis integrable, que es lo que querı́amos probar.

Lema 4.1.1. Supongamos que f es Pettis integrable sobre I. Además, supongamos que
C es la colección de todos los subconjuntos medibles de I y {E1,E2, . . . ,En} ⊆ C tal que
µ(Ek∩Em) = 0 siempre que k 6= m. Entonces, la función ν f : C → X definida mediante

ν f (E) = (P)
∫

E
f ,

llamada la integral indefinida de Pettis, satisface la siguiente propiedad:

ν f

( n⋃
k=1

Ek

)
=

n

∑
k=1

ν f (Ek).

Demostración. Supongamos que {E1,E2, . . . ,En} un una colección finita de subconjuntos
medibles de I y sea x∗ ∈ X∗. Evidentemente, el subconjunto de I definido mediante

E =
n⋃

k=1

Ek
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es medible. Además, puesto que f es Pettis integrable sobre I, entonces, por definición, la
función x∗ ◦ f : I→ R es Lebesgue integrable sobre I y, para cada k ∈ N, tenemos

x∗(ν f (Ek)) = (B)
∫

Ek

x∗ ◦ f .

Asimismo, teniendo en cuenta la Proposición A.2.5 y la linealidad de x∗, resulta que

x∗(ν f (E)) = (B)
∫

E
x∗ ◦ f =

n

∑
k=1

(L)
∫

Ek

x∗ ◦ f =
n

∑
k=1

x∗(ν f (Ek)) = x∗
( n

∑
k=1

ν f (Ek))

)
.

Por consiguiente, una aplicación del Teorema de Hahn Banach nos permite concluir que

ν f (E) = ν f

( n⋃
k=1

Ek)

)
=

n

∑
k=1

ν f (Ek),

ya que, x∗ era un elemento arbitrario de X∗. Esto termina la prueba.

Proposición 4.1.3. Supongamos f : I→X una función Pettis integrable sobre I. Entonces,
la integral indefinida de Pettis, satisface la propiedad de aditividad numerable.

Demostración. Sea (En)n una sucesión de subconjuntos medibles de I tal que En∩Em = /0
si n 6= m. Entonces,

⋃
∞
n=1 En es un subconjunto medible de I. Queremos probar que

ν f

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

ν f (En).

Para ello, fijemos un x∗ un elemento de X∗ arbitrario. Además, sea (nk)k ⊆ N cualquier
sucesión estrictamente creciente. Puesto que f ∈ P([0,1],X), entonces, para cada k ∈ N,
existe un ν f (Enk) perteneciente a X de manera que

x∗(ν f (Enk)) = (L)
∫

Enk

x∗ ◦ f = (L)
∫

I
(x∗ ◦ f ) ·χEnk

.

Por lo tanto, por la linealidad de la integral de Lebesgue, resulta que

k

∑
i=1

x∗(ν f (Eni)) = (L)

∫
I

( k

∑
i=1

(x∗ ◦ f )
)
·χEni

para cada k ≥ 1. (4.1)

sea E el subconjunto medible de I dado por E =
⋃

∞
k=1 Enk . Puesto que los términos de la

sucesión (Enk)k son disjuntos dos a dos, tenemos

lı́m
k→∞

k

∑
i=1

(x∗◦ f )·χEni
=(x∗◦ f )·χE y

∣∣∣∣ k

∑
i=1

(x∗◦ f )·χEni

∣∣∣∣≤ |(x∗◦ f )·χE | para cada n∈N.
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Además, notemos que |(x∗ ◦ f ) · χE | ∈ L1([0,1]) porque f ∈ P([0,1],X). Por lo tanto,
tomando el lı́mite en ambos lados de (4.1), el Teorema de la Convergencia Dominada nos
permite intercambiar el sı́mbolo de integración con el de paso al lı́mite. Por consiguiente,

∞

∑
k=1

x∗(ν f (Enk)) = (L)
∫

I
= (x∗ ◦ f ) ·χE =

∫
E
(x∗ ◦ f ) = x∗(ν f (E)).

Puesto que, x∗ era un elemento arbitrario de X∗, entonces, para cada x∗ ∈ X∗,

∞

∑
k=1

x∗(ν f (Enk)) = x∗(ν f (E)) = x∗
(

ν f

( ∞⋃
k=1

Enk

))
(4.2)

es un número real, ya que, f ∈ P([0,1],X). Ası́ pues, por Corolario A.3.1, la
serie ∑

∞
k=1 ν f (Enk) es débilmente convergente. Dado que (nk)k ⊆ N es una sucesión

estrictamente creciente arbitraria, entonces, por el Teorema de Orlicz-Pettis, Teorema
A.3.3, la serie ∑

∞
n=1 ν f (En) es incondicionalmente convergente y, en particular, es

convergente en X . Por consiguiente, para cada x∗ perteneciente a X∗, tenemos

∞

∑
n=1

x∗
(
ν f (En)

)
= x∗

(
∞

∑
n=1

ν f (En)

)
. (4.3)

Tomando (nk)k = N en (4.2) y teniendo en cuenta (4.3), concluimos que

x∗
(

ν f

( ∞⋃
n=1

En

))
= x∗

(
∞

∑
n=1

ν f (En)

)
para cada x∗ ∈ X∗.

Finalmente, una aplicación del Teorema de Hahn Banach nos permite concluir que

ν f

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

ν f (En).

La prueba es completa.

Proposición 4.1.4. Sea f : I→ X una función Pettis integrable sobre I de la forma

f =
∞

∑
n=1

xn ·χEn

para cada n ∈ N, En es un subconjunto medible de I, xn ∈ X y En∩Em = /0 siempre que
n 6= m. Entonces, la serie ∑

∞
n=1 xn ·µ(En) es incondicionalmente convergente en X.
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Demostración. Observemos que E =
⋃

∞
n=1 En ⊆ I es medible y, por la Proposición 4.1.3,

la integral indefinida de Pettis ν f tiene la propiedad de aditividad numerable. Por lo tanto,

(P)
∫

E
f = ν f (E) = ν f

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞

∑
n=1

ν f (En). (4.4)

De esto se sigue que la serie ∑
∞
n=1 ν f (En) es incondicionalmente convergente. Ahora

fijemos un n0 ∈ N y notemos que si t ∈ En0 , entonces, f (t) = xn0 . Por esta razón,

x∗
(
ν f (En0)

)
= (L)

∫
En0

x∗ ◦ f = (L)
∫

En0

x∗(xn0) = x∗(xn0)µ(En0) = x∗
(
xn0 µ(En0)

)
para cada x∗ ∈ X∗. Puesto que n0 era un número natural arbitrario, entonces,

x∗
(
ν f (En)

)
= x∗

(
xnµ(En)

)
para todo n∈N y para cualquier x∗ ∈X∗. Por consiguiente, una aplicación del Teorema de
Hahn Banach nos revela que xnµ(En) = ν f (En) para cada n ∈N. Por esta razón, tenemos

∞

∑
n=1

xnµ(En) =
∞

∑
n=1

ν f (En)

que es incondicionalmente convergente. Esto finaliza la prueba.

4.2. El problemaM([0,1],X)⊆P([0,1],X)

El objetivo de esta sección es demostrar que toda función McShane integrable es Pettis
integrable y ambas integrales coinciden sobre el intervalo de integración considerado. La
siguiente proposición es clave para alcanzar nuestro objetivo.

Proposición 4.2.1. Supongamos que f : I→ X es McShane integrable sobre I. Entonces,
para cada x∗ ∈ X∗, la función x∗ ◦ f : I→ R es también McShane integrable sobre I y

x∗
(
(M)

∫
I

f
)
= (M)

∫
I
x∗ ◦ f .

Demostración. Puesto que f es McShane integrable sobre I, entonces, para cada ε > 0,
existe un calibre γ : I→O de manera que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (M)

∫
I

f
∣∣∣∣∣∣∣∣< ε



4.2 El problemaM([0,1],X)⊆P([0,1],X) ••107

para cualquier M-partición P del intervalo I subordinada a γ . Por el Lema 2.1.1, sea

P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n}

una M-partición de I subordinada a γ . Como cada x∗ ∈ X∗ es lineal, entonces,

n

∑
i=1

(x∗ ◦ f )(ti)µ(Ii) =
n

∑
i=1

x∗( f (ti)µ(Ii)) = x∗
( n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)

)
para cada x∗ ∈ X∗. Además, debido a que (M)

∫
I f es un elemento de X , se cumple que

x∗
( n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)

)
− x∗

(
(M)

∫
I

f
)
= x∗

( n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

I
f
)
.

Por consiguiente, para cada x∗ perteneciente a X∗, tenemos∣∣∣∣(x∗ ◦ f )(P)− x∗
(
(M)

∫
I

f
)∣∣∣∣= ∣∣∣∣ n

∑
i=1

(x∗ ◦ f )(ti)µ(Ii)− x∗
(
(M)

∫
I

f
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣x∗( n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)

)
− x∗

(
(M)

∫
I

f

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣x∗( n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

I
f
)∣∣∣∣

≤ ||x∗||∗ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

f (ti)µ(Ii)− (M)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣

< ||x∗||∗ · ε

para cada M-particiónP de I subordinada a γ , ε > 0 y x∗ ∈X∗. Esto termina la prueba.

Puesto que, por el Teorema 2.2.2, una función f : I→ R es McShane integrable si, y
solamente si, es Lebesgue integrable y que ambas integrales coinciden, entonces, tenemos
el siguiente corolario de la Proposición 4.2.1.

Corolario 4.2.1. Supongamos que f ∈ M([0,1],X). Entonces, para cada x∗ ∈ X∗, la
función x∗ ◦ f : I→ R es tanto McShane integrable como Lebesgue integrable sobre I y

x∗
(
(M)

∫
I

f
)
= (M)

∫
I
x∗ ◦ f = (L)

∫
I
x∗ ◦ f .

Ya poseemos estamos en condiciones para probar queM([0,1],X)⊆P([0,1],X).
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Teorema 4.2.2. Supongamos que tenemos una función f : I → X McShane integrable
sobre I. Entonces f es Pettis integrable sobre I y

(P)
∫

E
f = (M)

∫
E

f

para cualquier conjunto E ⊆ I medible. En particularM([0,1],X)⊆P([0,1],X).

Demostración. Fijemos un conjunto E ⊆ I medible. Dado que f es McShane integrable
sobre I, entonces, por el Teorema 2.3.4, f · χE también es McShane integrable sobre I.
Además, por el Corolario 4.2.1, para cada x∗ ∈ X∗, la función

x∗ ◦ ( f ·χE) = (x∗ ◦ f ) ·χE : I→ R

es, a la vez, McShane integrable ası́ como Lebesgue integrable sobre I y

x∗
(
(M)

∫
I

f ·χE

)
= (M)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE = (L)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE .

Pero, por definición, esta cadena de igualdades se puede reescribir la siguiente manera:

x∗
(
(M)

∫
E

f
)
= (M)

∫
E

x∗ ◦ f = (L)
∫

E
x∗ ◦ f

para cada x∗ ∈ X∗. Puesto que E era un subconjunto medible arbitrario de I, entonces,
concluimos que f es Pettis integrable sobre I y la prueba es completa.

4.3. El problema P([0,1],X)⊆M([0,1],X)

En la sección 4.2, hemos probado que todas las funciones f : I → X McShane
integrables son también Pettis integrables, es decir, M([0,1],X) ⊆ P([0,1],X). Ahora
vamos a considerar la inclusión inversa que es más complicada y depende de las
propiedades de las funciones o del espacio de Banach en el que las funciones toman sus
valores. Pero, antes de nada, notemos que la siguiente proposición es una consecuencia
inmediata de los Teoremas 3.5.7 y 4.2.2.

Proposición 4.3.1. Supongamos que f ∈ B([0,1],X). Entonces, f ∈ P([0,1],X) y

(P)
∫

E
f = (B)

∫
E

f

sobre cualquier conjunto E ⊆ I medible.

El siguiente resultado pertenece a R. A. Gordon [14], Teorema 17.
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Teorema 4.3.2. Supongamos que f : I→ X es una función fuertemente medible. Si f es
Pettis integrable sobre I, entonces, f es McShane integrable sobre I.

Demostración. Puesto que f es medible, entonces, por la Proposición 3.4.7, existe una
función medible g : I → X de forma que ||g(t)|| < 1 en casi todo t ∈ I y otra función
medible h : I→ X que se puede escribir de la siguiente manera

h(t) =
∞

∑
n=1

xnχEn(t) para cada t ∈ I

donde, para cada n ∈ N, En ⊆ I es un conjunto medible, xn ∈ X y En∩Em = /0 para cada
n 6=m de tal manera que f (t)= g(t)+h(t) para cada t ∈ I. Además, como g es una función
medible y ||g(t)|| < 1 en casi todo t ∈ I, entonces, por el Corolario 3.6.3, g es Bochner
integrable sobre I. Por consiguiente, g es Pettis integrable sobre I por la Proposición
4.3.1. Asimismo, dado que f es Pettis integrable sobre I, por la Proposición 4.1.2, resulta
que h = f − g es Pettis integrable sobre I. Por consiguiente, la serie ∑

∞
n=1 xnµ(En) es

incondicionalmente convergente por la Proposición 4.1.4. Por lo tanto, por el Teorema
3.7.5, h es McShane integrable sobre I. Luego, teniendo en cuenta la Proposición 2.1.3,
concluimos que f es McShane integrable sobre I y la prueba es completa.

El siguiente teorema es un corolario del Teorema 4.3.2. También, lo ha mencionado
Gordon en su artı́culo [14], pág. 566 .

Teorema 4.3.3. Supongamos que X es un espacio de Banach separable y f : I → X es
una función Pettis integrable sobre I. Entonces, f es McShane integrable sobre I.

Demostración. Puesto que f es Pettis integrable sobre I, entonces, para cada x∗ ∈ X∗ la
función x∗ ◦ f : I → R es Lebesgue integrable sobre I. En particular, x∗ ◦ f es medible
sobre I para todo x∗ ∈ X∗. De esto se sigue que f es débilmente medible. Además, como
X es un espacio de Banach separable, por el Corolario 3.4.1, f es fuertemente medible.
Luego, por el Teorema 4.3.2, f ∈M([0,1],X). Esto termina la prueba.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de los Teoremas 4.3.3 y 4.2.2.

Teorema 4.3.4. Supongamos que X es un espacio de Banach separable. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(I) f ∈ P([0,1],X).
(II) f ∈M([0,1],X).

Además, para cada f ∈ P([0,1]) =M([0,1]), tenemos

(P)
∫

E
f = (M)

∫
E

f

para cualquier conjunto E ⊆ I medible.
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4.4. Otras relaciones interesantes entre M([0,1],X),
P([0,1],X) yHK([0,1],X)

Esta sección contiene la prueba de unos resultados muy elegantes que, por una parte,
relacionan la integral de McShane, la de Pettis y la de Henstock-Kurzweil y, por otra
parte, enlazan la integral de McShane y la de Henstock-Kurzweil. Pero, antes de nada,
vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Sean g : I→ R una función, γ : I→O un calibre y η > 0 tal que

g(P)≤ η

para cada K-sistema {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} del intervalo I subordinada a δ . Entonces,

µ

(
I∩
⋃
t∈J

γ(t)
)
≤ 2η

ε

para cada ε > 0, donde J = {t ∈ I : g(t)≥ ε}.
Demostración. Fijemos un ε > 0. Puesto que I ∩

⋃
t∈J γ(t) ⊆ I un conjunto abierto en I,

en particular medible, entonces, existe un conjunto compacto F ⊆ I∩
⋃

t∈J γ(t) tal que

µ

(
I∩
⋃
t∈J

γ(t)
)
≤ µ(F)+

η

ε
. (4.5)

Notemos que γ
∣∣
F es un calibre sobre F . Por consiguiente, por el Lema 1.1.2, sea

P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n}

una K-partición de I subordinada a γ
∣∣
F . Observemos que P es un K-sistema de I

subordinada a γ . Dado que F =
⋃n

i=1 Ii y g(ti)≥ ε , para cada i = 1,2, . . . ,n, resulta que

g(P) =
n

∑
i=1

g(ti)µ(Ii)≥ ε

n

∑
i=1

µ(Ii) = εµ

( n⋃
i=1

Ii

)
= εµ(F).

La penúltima igualdad se justifica por el hecho de que Ii ∩ I j es el conjunto vacı́o o un
conjunto unitario para todo i 6= j. Además, como g(P)≤ η , entonces, deducimos que

µ(F)<
η

ε
. (4.6)

Finalmente, por las desigualdades dada en (4.5) y (4.6), concluimos que

µ

(
I∩
⋃
t∈J

(
t−δ (t), t +δ (t)

))
≤ 2η

ε
.

Esto acaba la prueba.
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Además, un razonamiento similar al que hicimos para demostrar la Proposición 4.2.1
también nos permite probar la siguiente proposición.

Proposición 4.4.1. Supongamos que f ∈HK([0,1],X). Entonces, para cada x∗ ∈ X∗, la
función x∗ ◦ f : I→ R es también Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

x∗
(
(HK)

∫
I

f
)
= (HK)

∫
I
x∗ ◦ f .

A continuación vamos a dar una relación interesante entre P([0,1],X) yM([0,1],X)
yHK([0,1],X) debido a D. H. Fremlin [12].

Teorema 4.4.2. Supongamos que f : I → X es Pettis integrable y Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Entonces, f es McShane integrable sobre I y

(M)
∫

I
f = (HK)

∫
I

f = (P)
∫

I
f .

Demostración. Puesto que f es Pettis integrable sobre I, entonces, para cada x∗ ∈ X∗, la
función (x∗ ◦ f ) ·χE : I→ R es Lebesgue integrable sobre I y

x∗
(
(P)

∫
E

f
)
= (L)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE .

Luego, para cada x∗ ∈ X∗, por el Teorema 2.2.2, (x∗ ◦ f ) ·χE ∈M([0,1]) y, además,

x∗
(
(P)

∫
E

f
)
= (M)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE .

Como consecuencia, por la Proposición 2.1.6, (x∗ ◦ f ) ·χE ∈HK([0,1]) y

x∗
(
(P)

∫
E

f
)
= (HK)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE para cada x∗ ∈ X∗.

Además, teniendo en cuenta que (x∗◦ f ) ·χE = x∗◦( f ·χE) y la Proposición 4.4.1, tenemos

x∗
(
(P)

∫
E

f
)
= (HK)

∫
I
x∗ ◦ ( f ·χE) = x∗

(
(HK)

∫
I

f ·χE

)
= x∗

(
(HK)

∫
E

f
)

para cada x∗ ∈ X∗. De esto último y del teorema de Hahn Banach se sigue que

(P)
∫

E
f = (HK)

∫
E

f para cada conjunto E ⊆ I medible. (4.7)
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Puesto que f es Pettis integrable sobre I, entonces, por el Teorema 9.2 de [20], resulta que

K = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ B(X∗)} ⊆ L1([0,1])

es totalmente acotado con respecto a la seminorma ||.||1. Por consiguiente, para cada
η > 0, existe una colección finita C = {h1,h2, . . . ,hr} ⊆ K con la siguiente propiedad:
para cualquier h ∈ K existe un hk ∈C de manera que

||h−hk||1 = (L)
∫

I
|h−hk|= (M)

∫
I
|h−hk| ≤ η .

Ahora fijemos ε > 0 y, para cada k ∈ N, definimos ηk > 0 de la siguiente manera:

ηk =
ε2

2k(2ε +24k)
.

Entonces, para cada k ∈ N, existe una colección finita Ck = {hk,1,hk,2, . . . ,hk,r(k)} tal que

para cada h ∈ K existe hk,l ∈Ck de manera que (M)
∫

I
|h−hk,l| ≤ ηk. (4.8)

Fijemos un k ∈N arbitrario. Puesto que f es integrable Henstock-Kurzweil sobre I, existe
un calibre γk : I→O tal que si P es una K-partición de I subordinada a γk, entonces,∣∣∣∣∣∣∣∣(HK)

∫
I

f − f (P)
∣∣∣∣∣∣∣∣< ηk. (4.9)

Ahora sean el conjunto Ek y el calibre γ : I→O definidos mediante

Ek = {t ∈ I : k−1≤ || f (t)||< k} y γ(t) = γk(t) si t ∈ Ek.

A esta altura es evidente que I =
⋃

∞
k=1 Ek y En∩Em = /0 siempre que n 6= m, ya que, es

un ejercicio sencillo que hemos realizado muchas veces a lo largo de esta memoria. A
continuación nuestro objetivo es demostrar que f es integrable McShane sobre I y

(M)
∫

I
f = (P)

∫
I

f .

Para ello, por el Lema de Cousin, Lema 2.1.1, sean P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} una
M-partición de I subordinada a γ y h un elemento cualquiera de K. Además, definimos

Jk =
{

i ∈ {1,2, . . . ,n} : ti ∈ Ek

}
y Hk =

⋃
i∈Jk

Ii.
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Ahora elegimos un hk,l ∈Ck tal que se cumpla la desigualdad dada en (4.8). Entonces,∣∣∣∣(M)
∫

Hk

(h−hk)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣(L)∫Hk

(h−hk)

∣∣∣∣≤ (L)
∫

Hk

|h−hk| ≤ (L)
∫

I
|h−hk| ≤ ηk. (4.10)

Asimismo, puesto que hk,l es McShane integrable sobre I, entonces, resulta que∣∣∣∣hk,l(P)− (M)
∫

I
hk,l

∣∣∣∣≤ ηk.

Observemos que la colección S = {(ti, Ii) : i ∈ Jk} es un M-sistema en I subordinado a γ .
Por consiguiente, por el Lema de Saks-Hentock, Lema 2.1.2, tenemos∣∣∣∣∑

i∈Jk

(
hk,l(ti)µ(Ii)− (M)

∫
Ii

hk,l

)∣∣∣∣= ∣∣∣∣hk,l(S)−∑
i∈Jk

(M)
∫

Ii

hk,l

∣∣∣∣≤ ηk.

Luego, por la equivalencia Lebesgue-McShane y la Proposición A.2.5, concluimos que∣∣∣∣hk,l(S)− (M)
∫

Hk

hk,l

∣∣∣∣≤ ηk (4.11)

SeaR= {(vr,Vr) : r = 1,2, . . . ,m} un K-sistema en I subordinada a γ y definimos

H =
m⋃

r=1

Vr.

Notemos que H es un subconjunto medible de I y µ(Vr ∩Vs) = 0 si r 6= s. Luego, por el
Lema 4.1.1, (4.7), el Lema de Saks-Hentock, Lema 1.3.1, y (4.9), tenemos∣∣∣∣∣∣∣∣ f (R)− (P)

∫
H

f
∣∣∣∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣∣∣ m

∑
r=1

(
f (vr)µ(Vr)− (P)

∫
Vr

f
)∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ηk.

Observemos que, por la Proposición 4.2.1, para cada x∗ ∈ X∗,

(M)
∫

E
x∗ ◦ f =

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE = x∗

(
(M)

∫
I

f ·χE

)
= x∗

(
(M)

∫
E

f
)

para cada conjunto E ⊆ I medible. Por consiguiente, para cada x∗ ∈ B(X∗),∣∣∣∣(x∗ ◦ f )(R)− (M)
∫

H
x∗ ◦ f

∣∣∣∣= ∣∣∣∣x∗( f (R))− x∗
(
(M)

∫
H

f
)∣∣∣∣= ∣∣∣∣x∗( f (R)− (M)

∫
H

f
)∣∣∣∣

≤ ||x∗||∗ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ f (R)− (P)

∫
H

f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣ f (R)− (P)

∫
H

f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ ηk.
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En resumen, hemos probado que para cada elemento x∗ ◦ f del conjunto K, resulta que∣∣∣∣(x∗ ◦ f )(R)− (M)
∫

H
x∗ ◦ f

∣∣∣∣≤ ηk.

En particular, Puesto que h,hk,l son elementos de K, entonces, tenemos∣∣∣∣(h−hk,l)(R)− (M)
∫

H
(h−hk,l)

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣h(R)− (M)
∫

H
h
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣hk,l(R)− (M)

∫
H

hk,l

∣∣∣∣≤ 2ηk.

Recordemos que habı́amos elegido hk,l ∈Ck de forma que se cumpla (4.8). Por lo tanto,

(h−hk,l)(R)≤ |(h−hk,l)(R)| ≤
∣∣∣∣(h−hk,l)(R)−(M)

∫
H
(h−hk,l)

∣∣∣∣+(M)
∫

I
|h−hk,l|< 3ηk.

Ahora definimos J = {t ∈ I : h(t)−hk,l(t)≥ ε}. Entonces, por el Lema 4.4.1, resulta que

µ

(
I∩
⋃
t∈J

γ(t)
)
≤ 6ηk

ε
. (4.12)

Una vez establecida la desigualdad anterior, consideremos el siguiente conjunto:⋃
i∈W+

Ii donde W+ = {i ∈ Jk : h(ti)−hk,l(ti)≥ ε}.

Notemos que Ii ⊆ I ∩ γ(ti) para cada i ∈W . Ahora denotemos por T = {ti : i ∈W+}.
Entonces, {I∩ γ(ti) : i ∈W+}= {I∩ γ(ti) : ti ∈ T} ⊆ J y, por consiguiente,⋃

i∈W+

Ii ⊆
⋃

i∈W+

(I∩ γ(ti)) =
⋃

ti∈T

(I∩ γ(ti)) = I∩
( ⋃

ti∈T

γ(ti)
)
⊆ I∩

(⋃
t∈J

γ(t)
)
.

Además, teniendo en cuenta la Proposición A.2.1 y (4.12), podemos concluir que

µ

( ⋃
i∈W+

Ii

)
= ∑

i∈W+

µ(Ii)≤ µ

(⋃
t∈J

γ(t)
)
≤ 6ηk

ε
.

De manera similar, si denotamos por W− = {i ∈ Jk : hk,l(ti)−h(ti)≤−ε}, resulta que

µ

( ⋃
i∈W−

Ii

)
= ∑

i∈W−

µ(Ii)≤ µ

(⋃
t∈J

γ(t)
)
≤ 6ηk

ε
.

Sea W = {i ∈ Jk : |h(ti)−hk,l(ti)| ≥ ε}. Entonces, de estas dos estimaciones se sigue

∑
i∈W

µ(Ii) = ∑
i∈W+

µ(Ii)+ ∑
i∈W−

µ(Ii)≤
12ηk

ε
.
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Notemos que, para cada t ∈ I, |h(t)−hk,l(t)| ≤ |h(t)|+ |hk,l(t)| ≤ 2|| f (t)|| ya que,

h(t) = x∗1( f (t)) y hk,l(t) = x∗2( f (t)) para algunos x∗1,x
∗
2 ∈ B(X∗).

En particular, si i ∈ Jk, |h(ti)−hk,l(ti)| ≤ 2|| f (ti)||< 2k, ya que, ti ∈ Ek. Por tanto,

∑
i∈Jk

|h(ti)−hk,l(ti)|µ(Ii) = ∑
i∈W
|h(ti)−hk,l(ti)|µ(Ii)+ ∑

i∈Jk\W
|h(ti)−hk,l(ti)|µ(Ii)

≤ 2k ∑
i∈W

µ(Ii)+ ε ∑
i∈Jk\W

µ(Ii)≤
24kηk

ε
+ ε ∑

i∈Jk

µ(Ii). (4.13)

De la definición de Jk y la de S se sigue que las siguientes igualdades son válidas:

∑
i∈Jk

(hk,l(ti)−h(ti))µ(Ii) = ∑
ti∈Ek

(hk,l(ti)−h(ti))µ(Ii) = hk,l(S)−h(S).

Luego, de esto último y de las estimaciones dadas en (4.10), (4.11) y (4.13) resulta que∣∣∣∣(M)
∫

Hk

h−∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣(M)
∫

Hk

h− (M)
∫

Hk

hk,l

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(M)
∫

Hk

hk,l−hk,l(S)
∣∣∣∣

+ |hk,l(S)−h(S)| ≤ ηk +ηk +

∣∣∣∣∑
i∈Jk

(hk,l(ti)−h(ti))µ(Ii)

∣∣∣∣
≤ 2ηk + ∑

i∈Jk

|hk,l(ti)−h(ti)|µ(Ii)≤ 2ηk +
24kηk

ε
+ ε ∑

i∈Jk

µ(Ii)

=

(
2+

24k
ε

)
ηk + ε ∑

i∈Jk

µ(Ii) =
2ε +24k

ε
ηk + ∑

i∈Jk

µ(Ii).

La última igualdad es debido a las definiciones de ηk y Hk. Luego, podemos concluir que∣∣∣∣(M)
∫

Hk

h−∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)

∣∣∣∣≤ ε

2k + εµ(Hk) para cada k ≥ 1. (4.14)

Observemos que si i ∈ {1,2, . . . ,n}, entonces, existe un único k0 tal que ti ∈ Ek0 . Luego,

i ∈ Jk0 ⊆
∞⋃

k=1

Jk.

Como i era un elemento arbitrario del conjunto {1,2, . . . ,n}, entonces, concluimos que

{1,2, . . . ,n} ⊆
∞⋃

k=1

Jk.
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Pero, evidentemente, para cada k ∈ N, Jk ⊆ {1,2, . . . ,n}. Por esta razón, tenemos

∞⋃
k=1

Jk ⊆ {1,2, . . . ,n}.

Estas dos inclusiones anteriores nos permiten escribir la siguiente igualdad:

Q :=
∞⋃

k=1

Jk = {1,2, . . . ,n}.

Ası́ pues, la suma de Riemann de h asociada a la partición P se puede expresar como

h(P) =
n

∑
i=1

h(ti)µ(Ii) = ∑
i∈Q

h(ti)µ(Ii) =
∞

∑
k=1

∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii). (4.15)

La última igualdad de las igualdades anteriores es debido a que Jk ∩ Jl = /0 para cada
k 6= l. También, notemos que si Il ∈ {I1, I2, . . . , In}, entonces, l ∈ {1,2, . . . ,n} = Q. Por
esta razón, existe un k0 ∈ N tal que l ∈ Jk0 . Esto último nos permite concluir que

Il ∈
⋃

i∈Jk0

{Ii} ⊆
∞⋃

k=1

⋃
i∈Jk

{Ii}.

Además, evidentemente, para cada k ∈ N,
⋃

i∈Jk
{Ii} ⊆ {I1, I2, . . . , In}. Por esto, tenemos

∞⋃
k=1

⋃
i∈Jk

{Ii} ⊆ {I1, I2, . . . , In}.

Reuniendo las dos inclusiones anteriores podemos concluir que

A :=
∞⋃

k=1

⋃
i∈Jk

{Ii}= {I1, I2, . . . , In}.

Dado que Jk∩ Jl = /0 si k 6= l. Entonces,
⋃

i∈Jk
{Ii}∩

⋃
i∈J j
{Ii}= /0 si k 6= l. Por lo tanto,

(M)
∫

I
h =

n

∑
i=1

(M)
∫

Ii

h = ∑
Ii∈A

(M)
∫

Ii

h =
∞

∑
k=1

∑
i∈Jk

(M)
∫

Ii

h =
∞

∑
k=1

(M)
∫

Hk

h. (4.16)
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La Proposición 2.1.5 justifica la primera y la última de la anterior cadena de igualdades.
De las igualdades dadas en (4.15), (4.16) y la estimación dada en (4.14), se sigue que∣∣∣∣h(P)− (M)

∫
I
h
∣∣∣∣= ∣∣∣∣ ∞

∑
k=1

∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)−
∞

∑
k=1

(M)
∫

Hk

h
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ ∞

∑
k=1

(
∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)− (M)
∫

Hk

h
)∣∣∣∣≤ ∞

∑
k=1

∣∣∣∣∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)− (M)
∫

Hk

h
∣∣∣∣

=
∞

∑
k=1

∣∣∣∣(M)
∫

Hk

h−∑
i∈Jk

h(ti)µ(Ii)

∣∣∣∣≤ ∞

∑
k=1

(
ε

2k + εµ(Hk)

)

= ε

∞

∑
k=1

1
2k + ε

∞

∑
k=1

µ(Hk) = ε + ε lı́m
k→∞

k

∑
i=1

µ(Hi).

Observemos que de la Proposición A.2.1 se sigue que ∑
k
i=1 µ(Hi) = µ(

⋃k
i=1 Hi). Luego,∣∣∣∣h(P)− (M)

∫
I
h
∣∣∣∣≤ ε + ε lı́m

k→∞
µ(Ak)

donde Ak = H1∪H2∪·· ·∪Hk para cada k ∈ N. Como (Ak)k es una sucesión creciente de
subconjuntos medible de I, entonces, por el Teorema A.2.9, resulta que∣∣∣∣h(P)− (M)

∫
I
h
∣∣∣∣≤ ε + ε lı́m

k→∞
µ(Ak) = ε + εµ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Además, teniendo en cuenta la monotonı́a de la medida de Lebesgue, tenemos∣∣∣∣h(P)− (M)
∫

I
h
∣∣∣∣≤ 2ε,

ya que,
⋃

∞
k=1 Ak ⊆ I. Puesto que h era un elemento arbitrario de K, concluimos que∣∣∣∣(x∗ ◦ f )(P)− (M)

∫
I
(x∗ ◦ f )

∣∣∣∣= ∣∣∣∣x∗( f (P))− x∗
(
(P)

∫
I

f
)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣x∗( f (P)− (P)
∫

I
f
)∣∣∣∣≤ 2ε

para cada x∗ ∈ B(X∗). Luego, una aplicación del teorema de Hahn Banach nos revela que∣∣∣∣∣∣∣∣ f (P)− (P)
∫

I
f
∣∣∣∣∣∣∣∣≤ 2ε
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para cualquier partición P = {(ti, Ii) : i = 1,2, . . . ,n} del intervalo I subordinada a γ y
cada ε > 0. Por lo tanto, f es integrable McShane sobre el intervalo I y

(M)
∫

I
f = (P)

∫
I

f .

Esto finaliza la prueba.

Puesto que cualquier función McShane integrable es Pettis integrable por el Teorema
4.2.2 y integrable Henstock-Kurzweil por la Proposición 2.1.6, entonces, tenemos el
siguiente corolario del Teorema 4.4.2.

Teorema 4.4.3. Supongamos que f : I → X es una función. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(I) f ∈M([0,1],X).
(II) f ∈ P([0,1],X)∩HK([0,1],X),

es decir, tenemosM([0,1],X) = P([0,1],X)∩HK([0,1],X).

Este es el resultado de D. H. Fremlin dado en [12] (Teorema 8). Nuestra demostración
del Teorema 4.4.2 sigue de cerca las ideas de [12]. Además, el siguiente resultado es una
consecuencia inmediata del Teorema 4.4.3.

Corolario 4.4.1. Supongamos que f : I→ X es integrable Pettis sobre I. Entonces, f es
integrable McShane sobre I si, y solamente si, f es integrable Henstock-Kurzweil sobre I.

Vamos a acabar esta sección con una interesante caracterización de las funciones
McShane integrable que fue demostrado por D. H. Fremlin ([12], Corolario 9). Es en
este resultado donde el Teorema 4.4.2 encuentra su más importante aplicación.

Teorema 4.4.4. Supongamos que f : I → X es una función cualquiera. Entonces, f es
McShane integrable sobre I si, y solamente si, para cada conjunto E ⊆ I medible, la
función f ·χE : I→ X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I.

Demostración. Supongamos que f es McShane integrable sobre I y sea E ⊆ I cualquier
conjunto medible. Entonces, por el Teorema 2.3.4, f · χE es McShane integrable sobre I.
Luego, por el Teorema 4.4.3, f ·χE es Henstock-integrable sobre I.
Recı́procamente, supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre cualquier
subconjunto medible de I. Sean x∗ ∈ X∗ y E ⊆ I medible. Entonces, x∗ ◦ ( f · χE) : I→ R
es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y, por la Proposición 3.4.2, tenemos

(HK)
∫

I
x∗ ◦ ( f ·χE) = x∗

(
(HK)

∫
I

f ·χE

)
. (4.17)
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Asimismo, por la Proposición 1.4.9, la función x∗◦ f : I→R es Lebesgue integrable sobre
I. Luego, por el Teorema 2.2.2, x∗ ◦ f es McShane integrable sobre I. De nuevo, por el
Teorema 2.3.4, (x∗ ◦ f ) ·χE = x∗ ◦ ( f ·χE) es McShane integrable sobre I y

(HK)
∫

I
(x∗ ◦ f ) ·χE = (M)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE = (L)

∫
I
(x∗ ◦ f ) ·χE . (4.18)

De las igualdades anterior, la primera es debido a la Proposición 2.1.6 y la segunda al
Teorema 2.2.2. Como x∗ ◦ ( f ·χE) = (x∗ ◦ f ) ·χE , entonces, por (4.17) y (4.18), tenemos

(L)
∫

I
(x∗ ◦ f ) ·χE = x∗

(
(HK)

∫
I

f ·χE

)
.

Evidentemente, la igualdad anterior también se puede expresar de la siguiente manera:

(L)
∫

E
x∗ ◦ f = x∗

(
(HK)

∫
E

f
)
.

Puesto que la igualdad anterior se cumple para cada x∗ ∈ X∗ y conjunto E ⊆ I medible,
entonces, resulta que f es Pettis integrable sobre I. Igualmente, por hipótesis, f es
Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Por consiguiente, por el Teorema 4.4.3, f es
McShane integrable sobre I. Esto finaliza la demostración.

4.5. P([0,1],X)⊆M([0,1],X) no es cierta en general
Por el Teorema 4.2.2, sabemos que cada función McShane integrable es también

Pettis integrable. Ası́ que, nuestro objetivo de esta sección es comentar brevemente
algunos resultados que demuestren que la inclusión P([0,1],X) ⊆ M([0,1],X) no es
verdadera en general, pero sin entrar mucho en detalles técnicos.

El primer ejemplo que muestra que existen funciones Pettis integrables que no son
McShane integrables fue dado por Fremlin y Mendoza en [13], 3C Example. Las ideas
esenciales del ejemplo de Fremlin y Mendoza son las siguientes:
Supongamos que (En)n es una sucesión de subconjuntos medibles de I estocásticamente
independientes tal que µ(En) = 1/(n+ 1) para cada n ∈ N. El conjunto {χEn : n ∈ N}
es estable en el sentido de Talagrand (consultar [21], Definición 4.24). Ahora sea
f : I→ `∞(N) la función definida mediante

f (t)(n) =

{
1 si t ∈ En

0 si t ∈ I \En.
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Puesto que esta función es acotada y propiamente medible 1, es Talagrand integrable y, por
lo tanto, debe ser Pettis integrable. El valor de la integral es w = {1/2,1/3, . . . ,} ∈ `∞(N).
En [13] se demuestra que la suposición de integrabilidad de McShane de f conduce a una
contradicción. Este resultado de Fremlin y Mendoza muestra que la posible hipótesis de
P([0,1],X)⊆M([0,1],X) es falsa cuando X es un espacio de Banach arbitrario.
Otro ejemplo es dado por L. Di Piazza y D. Preiss en [5] mostrando que bajo la Hipótesis
del Continuo, existe una función f : I → `∞(ω1) escalarmente nula sobre I que no es
McShane integrable sobre I, donde ω1 es el primer ordinal no-numerable. Por esta razón
empezamos definiendo la noción de una función escalarmente nula.

Definición 4.5.1. Una función f : I→ X se dice escalarmente nula sobre I si, y solamente
si, para cada x∗ perteneciente a X∗, x∗ ◦ f = 0 en casi todo punto sobre I.

Además, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Proposición A.2.6
y la Definición 4.1.1.

Proposición 4.5.2. Sea f : I→ X una función escalarmente nula sobre I. Entonces, f es
Pettis integrable sobre I y, para cada conjunto E ⊆ I medible, tenemos

(P)
∫

E
f = 0.

Observemos, por la Proposición 4.5.2, que f debe ser Pettis integrable sobre I con la
integral de Pettis igual a 0 ∈ X . Ahora presentamos las ideas fundamentales del ejemplo
de Di Piazza y Preiss: Supongamos que (Nα)α∈ω1 y (Cα)α∈ω1 son dos colecciones de
subconjuntos de I que satisfacen las siguientes propiedades:
(a) Para cada α ∈ ω1, Nα es un subconjunto de I de medida nula.
(b) Nα ⊆ Nβ si α < β .
(c) Para cada conjunto E ⊆ I de medida nula, existe un α ∈ ω1 tal que E ⊆ Nα .
(d) Para cada α ∈ ω1, Cα es un conjunto numerable.
(e) Cα ⊂Cβ si α < β .
(f) Para cada conjunto E ⊆ I numerable, existe un α ∈ ω1 tal que E ⊆Cα .
Ahora sea f : I→ `∞(ω1) la función definida mediante

f (t)(α) =

{
1 si t ∈ Eα \Cα

0 si t ∈ I \ (Eα \Cα).

En [5], se muestra que esta función f es escalarmente nula sobre I, pero no McShane
integrable sobre I. Ambos ejemplos abren el problema de caracterizar a los espacios de

1Es traducción del autor de “properly measurable”. Esta terminologı́a aparece en [21], Definición 4.25.
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Banach para los que la inclusión P([0,1],X) ⊆M([0,1],X) es válida. Durante mucho
tiempo la única condición suficiente para la inclusión P([0,1],X) ⊆ M([0,1],X) fue
la separabilidad del espacio X (Teorema 4.3.3). Sin emgargo, si nos centramos en los
espacios de Banach no-separables, un paso crucial en este campo fue dado por L. Di
Piazza y D. Preiss en [5]. Ellos, demostraron lo siguiente:

Teorema 4.5.3. Supongamos que X es un espacio super-reflexivo o X = c0(Γ) para algún
conjunto Γ. Entonces, toda función f : I→ X Pettis integrable es McShane integrable.

La prueba del teorema anterior utiliza resultados profundos sobre los espacios de
Banach no-separables y su geometrı́a. La extraordinariamente compendiosa monografı́a
[10] es la mejor fuente para comprenderla. Solamente recordemos que un espacio de
Banach X se dice es super-reflexivo si, y sólo si, todo espacio de Banach finitamente
representable en X es reflexivo. Un espacio de Banach Y es finitamente representable en
X si, y solamente si, para cada subespacio F ⊆ Y de dimensión finita y ε > 0, existe un
operador lineal inyectivo T : F→ T (F)⊆X tal que ||T || · ||T−1||< 1+ε . Sin embargo, en
la demostración del Teorema 4.5.3 en [5], los autores han utilizado la caracterización de
espacios super-reflexivos X como aquellos que tienen una norma uniformemente convexa
equivalente. Recordemos que una norma ||.|| en X se dice uniformemente convexa si, y
solamente, para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para cada x,y ∈ B(X)∣∣∣∣∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣∣∣∣∣≥ 1−δ ⇒ ||x− y|| ≤ ε.

Ejemplo: la norma canónica de los espacios Lp con 1 < p < ∞.
También, en los trabajos de Deville-Rodrı́guez y Avilés-Plebanek-Rodrı́guez se
profundiza en el problema de la equivalencia de las integrales de McShane y Pettis.
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A.1. Convergencia de base de filtro
Teorema A.1.1. Supongamos que (X , ||.||) un espacio de Banach y sea B una base de
Filtro sobre X. Entonces, B es convergente si, y solamente si, es de Cauchy.

Demostración. Supongamos que B converge hacia x ∈ X . Entonces, dado ε > 0, existe
un Fε ∈ B tal que Fε ⊆ B(x,ε/2). Luego, si (u,v) ∈ Fε ×Fε , entonces, u,v ∈ B(x,ε/2).
Por consiguiente, ||u− v|| ≤ ||u− x||+ ||x− v|| < ε . Puesto que (u,v) era un elemento
arbitrario de Fε ×Fε , entonces, concluimos que Fε ×Fε ⊆ {(u,v) ∈ S×S : ||u− v||< ε}.
Esto prueba que B es una base de filtro de Cauchy.
Recı́procamente, supongamos que B es una base de filtro de Cauchy. Entonces, para cada
n ∈ N, existe un Fn perteneciente a B de manera que

Fn×Fn ⊆
{
(u,v) ∈ S×S : ||u− v||< 1

n

}
. (A.1)

Ahora, para cada n ∈ N, sea xn ∈ F1∩F2∩ . . .∩Fn (esta intersección no es vacı́a, ya que,
B es una base de filtro). Además, observamos que, por construcción, si k ≤ n, entonces,
xn ∈ Fk. Afirmamos que la sucesión (xn)n ası́ obtenida es una sucesión de Cauchy en X .
En efecto, dado ε > 0, sea n0 ∈ N tal que 1/n0 < ε . Entonces, si n,m ≥ n0, resulta que
xn,xm ∈ Fn0 y, por lo tanto, ||xn− xm||< 1/n0 < ε . Esto prueba que (xn)n es una sucesión
de Cauchy en X . Por consiguiente, dado que X es completo, existe un x∈X tal que xn−→ x.
Ahora veamos que B converge hacia x. Tenemos que probar que, para entorno N(x) de x,
existe un F ∈B tal que F ⊆N(x). Fijemos un entorno N(x) de x. Entonces, existe un r > 0
tal que B(x,r) ⊆ N(x). Además, sea n0 ∈ N de manera que 1/n0 < r/2. Si n ≥ n0, como
xn,xn0 ∈ Fn0 , entonces, ||xn− xn0||< 1/n0. Luego, si n tiende hacia infinito, entonces,

||x− xn0||<
1
n0

,
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ya que, ||.|| es continua. Por esto último y teniendo en cuenta (A.1), si y ∈ Fn0 , entonces,

||y− x|| ≤ ||x− xn0||+ ||xn0− y||< 1
n0

+
1
n0

=
2
n0

< r.

Por lo tanto, podemos concluir que Fn0 ⊆ B(x,r) ⊆ N(x). Dado que N(x) era un entorno
arbitrario de x, entonces, la prueba es completa.

A.2. Medida e integral de Lebesgue
Proposición A.2.1. Sea {E1,E2, . . . ,En} una colección finita de subconjuntos medibles
de I. Además, supongamos que µ(En∩Em) = 0 si n 6= m, entonces,

n

∑
k=1

µ(Ek) = µ

( n⋃
k=1

Ek

)
.

Demostración. Supongamos que E ⊆ I es medible tal que µ(E) = 0. Entonces,

Demostración. Para probarla para dos subconjuntos medibles de I, digamos, E1,E2. El
caso general se puede deducir fácilmente por inducción por ejemplo. En efecto, aplicando
dos veces la propiedad aditividad numerable de la medida de Lebesgue, tenemos

µ(E1∪E2)+µ(E1∩E2) = µ(E1)+µ(E2).

Además, puesto que µ(E1∩E2) = 0, entonces concluimos que

µ(E1∪E2) = µ(E1)+µ(E2).

Esto acaba la prueba.

Proposición A.2.2. Sea f ∈ L1([0,1]). Entonces, f · χE es también Lebesgue integrable
sobre I para cualquier conjunto E ⊆ I medible y, por definición,

(L)
∫

E
f = (L)

∫
I

f ·χE .

Demostración. Puesto que f = f+− f−, entonces, podemos suponer, y ası́ lo haremos
que, f ≥ 0. Además, E ⊆ I un conjunto medible arbitrario. Definimos los dos conjuntos:

A =

{∫
I
s : s es una función simple sobre I y 0≤ s≤ f ·χE

}
y
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B =

{∫
I
s : s es una función simple sobre I y 0≤ s≤ f

}
.

Observemos que A⊆ B y, en consecuencia, sup(A)≤ sup(B). Esto demuestra que

(L)
∫

I
f ·χE ≤ (L)

∫
I

f <+∞.

Esto finaliza la prueba.

Proposición A.2.3. Supongamos que f ∈L1([0,1]) y A,B son dos subconjuntos medibles
del intervalo I de manera que A∩B = /0, entonces,

(L)
∫

A∪B
= (L)

∫
A
+(L)

∫
B

f .

Demostración. Observemos que A∪B⊆ I es medible. Además, χA∪B = χA+χB, ya que,

A∩B = /0.

Por lo tanto, f · χA∪B = f · χA + f · χB. Además, teniendo en cuenta la Proposición A.2.2
y la linealidad de la integral de Lebesgue, tenemos

(L)
∫

A∪B
= (L)

∫
I

f ·χA∪B = (L)
∫

I
f ·χA +(L)

∫
I

f ·χB = (L)
∫

A
f +(L)

∫
B

f .

Este acaba la prueba.

Proposición A.2.4. Sean f ∈ L1([0,1]) y N ⊆ I medible con µ(N) = 0. Entonces,∫
N

f = 0.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f ≥ 0, ya que

f = f+− f−.

Ahora sea una función simple tal que 0≤ s≤ f . Además, definimos

A =

{∫
I
s : s es una función simple sobre I y 0≤ s≤ f

}
y sea a ∈ A. Entonces, podemos expresar a de la siguiente manera:

a =
n

∑
k=1

xkµ(Ek∩N)
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donde cada xk ∈ [0,∞) y {E1,E2, . . . ,En} es una partición medible de I. Pero, como cada
Ek ∩E ⊆ N, entonces, µ(Ek ∩N) ≤ µ(N) = 0 para cada k = 1,2, . . . ,n. Luego, a = 0.
Puesto que a era un elemento arbitrario de A, entonces, sup(A)≤ 0. De esto se sigue que∫

I
f = sup(A) = 0,

ya que, por otro lado, sup(A)≥ a≥ 0 para cada a ∈ A. Esto termina la prueba.

Proposición A.2.5. Sean f ∈ L1([0,1]) y {E1,E2, . . . ,En} es una colección finita de
subconjuntos medibles de I tal que µ(En∩Em) = 0 si n 6= m. Entonces,

(L)
∫

E
f =

k

∑
k=1

(L)
∫

Ek

f donde E =
n⋃

k=1

Ek.

Demostración. Basta probarla para n = 2. El caso general de puede demostrar fácilmente
por inducción. En efecto, por una doble aplicación de la Proposición A.2.3, resulta que

(L)
∫

E1∪E2

f +(L)
∫

E1∩E2

f = (L)
∫

E1

f +(L)
∫

E2

f .

Ahora puesto que µ(E1∩E2) = 0, entonces, por la Proposición A.2.4, concluimos que

(L)
∫

E1∪E2

f = (L)
∫

E1

f +(L)
∫

E2

f .

Esto finaliza la prueba.

Proposición A.2.6. Sea f ∈ L1([0,1]). Si f = 0 en casi todo punto sobre I. Entonces,∫
E

f = 0

para cada conjunto E ⊆ I medible.

Demostración. Sea N = {t ∈ I : f (t) 6= 0}. Además, definimos estos dos conjuntos:

A = E ∩N ⊆ N y B = E ∩ (I \N)⊆ I \N.

Entonces, A,B ⊆ I son medibles y A∩ B = /0. Asimismo, notemos que f = 0 en B y
µ(A) = 0. Luego, teniendo en cuenta las Proposiciones A.2.3 y A.2.4, resulta que

(L)
∫

E
f = (L)

∫
A

f +(L)
∫

B
f = 0.
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Las demostraciones de los tres siguientes teoremas clásicos (el teorema del
cubrimiento de Vitali, el teorema de Vitali-Carathéodory y la absoluta continuidad de
la medida de Lebesgue) de la teorı́a de medida e integral de Lebesgue se pueden consultar
en [2]. Más precisamente, son los Teoremas 9.1.28, 10.2.46 y 10.2.7, respectivamente.

Teorema A.2.7 (Cubrimiento de Vitali). Supongamos que E ⊆ I y V un cubrimiento
de Vitali de E. Entonces, para cada ε > 0, existe una colección finita {I1, . . . , In} de
intervalos disjuntos en V de manera que

µ
∗
(

E \
n⋃

k=1

)
< ε. (')

Corolario A.2.1. Sea E ⊆ I y V un cubrimiento de Vitali de E. Entonces, para cada ε > 0,
existe una colección finita {I1, . . . , In} de intervalos disjuntos en V de manera que

µ
∗(E)<

n

∑
k=1

µ(Ik)+ ε.

µ
∗(E)<

n

∑
k=1

µ(Ik)+ ε.

Demostración. Por el Teorema A.2.7, para cada ε > 0, existe una colección finita
{I1, . . . , In} de intervalos disjuntos en V de manera que

µ
∗
(

E \
n⋃

k=1

)
< ε.

Además, observemos que las siguientes igualdades son válidas:

E = E ∩
[( n⋃

k=1

Ik

)⋃( n⋃
k=1

Ik

)c]
=

( n⋃
k=1

E ∩ Ik

)⋃(
E \

n⋃
k=1

Ik

)
.

Por consiguiente,

µ
∗(E) = µ

[( n⋃
k=1

E ∩ Ik

)
∪
(

E \
k⋃

k=1

Ik

)]
≤ µ

∗
( n⋃

k=1

E ∩ Ik

)
+µ

∗
(

E \
n⋃

k=1

Ik

)
≤ µ

∗
( n⋃

k=1

Ik

)
+µ

∗
(

E \
n⋃

k=1

Ik

)
≤

n

∑
k=1

µ
∗(Ik)+µ

∗
(

E \
n⋃

k=1

Ik

)
=

n

∑
k=1

µ(Ik)+µ
∗
(

E \
n⋃

k=1

Ik

)
<

n

∑
k=1

µ(Ik)+ ε.
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En esta cadena de igualdades y desigualdades hemos utilizado la subaditividad numerable
y la monótona de µ∗. También, hemos usado el hecho de que µ∗ coincide con µ en los
subconjuntos medibles de R, en particular en los intervalos acotados y, finalmente, (')
justifica la última desigualdad. La prueba es completa.

Teorema A.2.8 (Vitali-Carathéodory). Supongamos que f : I → R es una función
Lebesgue integrable sobre I. Entonces, para cada ε > 0, existen funciones u,v∈L1([0,1])
tales que u es semicontinua inferiormente, v es semicontinua superiormente, v≤ f ≤ u y

(L)
∫

I
(u− v)< ε.

Teorema A.2.9 (Absoluta continuidad). Sea f ∈ L1(µ). Dado ε > 0, existe un δ > 0 tal
que para cualquier conjunto A⊆ I medible con µ(A)< δ se tiene que

(L)
∫

A
| f |< ε.

Una demostración del siguiente teorema se puede encontrar [23], Teorema 1.19.

Teorema A.2.10. Supongamos que (An)n una sucesión creciente (An ⊆ An+1, para cada
n ∈ N) de subconjuntos medible de I. Entonces, tenemos la siguiente igualdad:

lı́m
n→∞

µ(An) = µ

( ∞⋃
n=1

An

)
.

A.3. Series en un espacio de Banach
Recordemos que la norma ||.|| de X genera una topologı́a natural que llamaremos

topologı́a fuerte. Sin embargo, existen otras topologı́as interesantes sobre X las cuales
permiten obtener información valiosa sobre la estructura del espacio X . Una de tales
topologı́as, la llamada topologı́a débil, se genera a través de todos los funciones lineales
sobre X , es decir, los elementos de X∗. Esto motiva la siguiente definición.

Definición A.3.1. La topologı́a débil sobre X es la topologı́a menos fina (que contiene
menos abiertos) bajo la cual cada funcional lineal x∗ : X → R es continuo.

Esta es una “verdadera” definición en el sentido de que es posible construir la
topologı́a débil sobre X . En efecto, dicha topologı́a debe contener, al menos, todos
los conjuntos de la forma x∗−1(U) donde U es un abierto de R. Por consiguiente, si
consideramos todas las uniones arbitrarias e intersecciones finitas de dichos conjuntos
obtenemos una topologı́a sobre X y esta es, por supuesto, la que tiene menos abiertos
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entre las topologı́as que contienen los conjuntos x∗−1(U) como abiertos.
Una vez que hemos definido la topologı́a débil sobre X , podemos aplicar todas las
nociones de topologı́a que conocemos. Por ejemplo, un conjunto K ⊆ X es débilmente
compacto si, y solamente si, es compacto en la topologı́a débil. Además, afortunadamente,
la convergencia de una sucesión en la topologı́a débil se caracteriza como sigue: La
convergencia de una sucesión en la topologı́a débil se puede caracterizar como:

Proposición A.3.2. Una sucesión (xn)n ⊆ X converge débilmente hacia x ∈ X si, y
solamente si, (x∗(xn))n converge hacia x∗(x) para cada x∗ ∈ X∗.

Una prueba del resultado anterior se puede consultar en [10], Proposición 3.7.

Corolario A.3.1. Sea ∑
∞
n=1 xn una serie en X. Entonces, ∑

∞
n=1 xn es débilmente

convergente hacı́a s perteneciente a X si, y solamente si, para cada x∗ ∈ X∗, tenemos

∞

∑
n=1

x∗(xn) = x∗(s).

Demostración. Basta definir sn = x1 + x2 + · · · + xn para cada n ≥ 1 y aplicar la
Proposición A.3.2 a la sucesión (sn)n ⊆ X .

El siguiente resultado se obtiene en [8], Corolario 4, como una aplicación de la Teorı́a
de Medidas Vectoriales:

Teorema A.3.3 (Orlicz-Pettis). Sea ∑
∞
n=1 xn una serie en el espacio de Banach X de tal

manera que para cualquier sucesión (nk)k ⊆ N estrictamente creciente la serie

∞

∑
k=1

xnk

es débilmente convergente. Entonces, la serie ∑
∞
n=1 xn es incondicionalmente convergente.

Finalizamos este apéndice con los dos siguientes resultados.

Teorema A.3.4. Sea ∑
∞
n=1 xn una serie en el espacio de Banach X. Es conocido que las

siguientes condiciones son equivalentes:
(1) La serie ∑n xn es incondicionalmente convergente.
(2) La red {∑n∈F xn : F ⊆ N finito} converge en X (el orden en el conjunto los

subconjuntos finitos de N es el dado por la inclusión).
(3) Para cada ε > 0 existe un N ∈ N tal que ‖∑n∈F xn‖ ≤ ε para todo subconjunto

finito F de {N +1,N +2, . . .}.
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La equivalencia entre (2) y (3) es consecuencia de la completitud de X . La
equivalencia entre (1) y (2) se pueden encontrar en [7], Teorema 1.5.

Proposición A.3.5. Supongamos que ∑
∞
n=1 xn es una serie incondicionalmente

convergente en X. Entonces, existe un N ∈ N tal que

∞

∑
n=N
|x∗(xn)|< ε

para cada x∗ ∈ X∗ con ||x∗||∗ = 1.

Demostración. Por el aparatado (3) del Teorema A.3.4, existe un N ∈ N tal que∥∥∥∥∥∑
n∈F

xn

∥∥∥∥∥≤ ε

2

para todo subconjunto finito F de {N + 1,N + 2, . . .}. Fijamos x∗ ∈ X∗ con ||x∗||∗ = 1.
Observemos que, dado cualquier k ∈ N, podemos escribir

N+k

∑
n=N+1

|x∗(xn)|µ(En) = ∑
n∈F+

x∗(xn)− ∑
n∈F−

x∗(xn) = x∗
(

∑
n∈F+

xn− ∑
n∈F−

xn

)

donde F+ (resp., F−) denota el conjunto de los n∈ {N+1, . . . ,N+k} tales que x∗(xn)≥ 0
(resp., x∗(xn)< 0). Por consiguiente, esto nos permite deducir que

N+k

∑
n=N+1

|x∗(xn)| ≤

∥∥∥∥∥ ∑
n∈F+

xn− ∑
n∈F−

xn

∥∥∥∥∥≤
∥∥∥∥∥ ∑

n∈F+

xn

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥ ∑

n∈F−

xn

∥∥∥∥∥≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Puesto que k ∈ N es arbitrario, se sigue que

∞

∑
n=N+1

|x∗(xn)| ≤ ε.

Esta desigualdad vale para cualquier x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖∗ = 1. La prueba es completa.
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