
UNIVERSIDAD DE MURCIA

Departamento de Matemáticas
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ResumenResumen

Una de las ramas de las matemáticas que más rápidamente se ha desarrollado en el

último medio siglo ha sido la de los sistemas dinámicos. Informalmente, podŕıamos descri-

birla como la teoŕıa que se ocupa de explicar cómo evoluciona un sistema con respecto al

tiempo e intenta averiguar el comportamiento asintótico del mismo. Y una de las princi-

pales razones de su auge ha sido descubrir que, incluso aunque las leyes que gobiernan un

sistema se conozcan bien, y las condiciones iniciales de las que se parte estén perfectamente

determinadas, su comportamiento puede ser esencialmente caótico, es decir, impredecible.

Más aún, tal cosa ocurre en modelos de gran relevancia para las ciencias aplicadas, la

predicción del tiempo atmosférico sin ir más lejos [13].

Aunque no fueron los primeros en ser conscientes de este hecho, śı cabe a Tien-Yien Li

y James A. Yorke el honor de haber propuesto, antes que nadie, una definición matemática

de “caos”. Aśı, de acuerdo con su célebre art́ıculo de 1975 “Period three implies chaos”

[12], una función f : X −→ X es caótica si existe un conjunto S ⊂ X no numerable de

manera que para cada x, y ∈ S se verifica

ĺım sup
n−→∞

d(fn(x), fn(y)) > 0 y ĺım inf
n−→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0.

Pero además de formalizar el concepto de caos, estos autores encontraron un sorpren-

dente resultado: probaron que toda función continua del intervalo con un punto periódico

de periodo 3 es automáticamente caótica. Fue precisamente esta circunstancia, junto con

el descubrimiento del biomatemático Robert May de que uno de los modelos paradigmáti-

cos de la dinámica de poblaciones (la familia loǵıstica) alberga dinámicas decididamente

extrañas [16, 17], más la aparición (o más bien reaparición, pues se hab́ıa probado una

década antes pero hab́ıa pasado desapercibido) del teorema de Sharkovsky [22], que re-

veló las fascinantes conexiones que existen entre los posibles periodos de una función, los

que en buena medida desencadenaron el boom de los sistemas dinámicos discretos de los

setenta; boom que, como dećıamos antes, lejos de decrecer ha ido in crescendo estos años.

Sin embargo, el trabajo de Li y Yorke no tardó en ser cuestionado por algunos ma-

temáticos. La causa fue la publicación en 1979 por Guckenheimer del art́ıculo [8] donde

se prueba, entre otras cosas, lo siguiente. Supongamos que f es una función sin puntos

“semiatractores” (atractores por un lado y repulsores por otro), con derivada schwarziana

negativa y un único punto cŕıtico (es decir, con derivada nula). Supongamos también que
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la órbita del punto cŕıtico converge a una órbita periódica atractora. Entonces, grosso

modo, se verifica que el conjunto K de los puntos que no son asintóticamente periódicos

es hiperbólico. Esta última condición equivale a afirmar que para cada x ∈ K existe un

entero n de manera que |Dfn(x)| > 1. Más aún, Guckenheimer se da cuenta de que la

propiedad de hiperbolicidad implica medida de Lebesgue cero (casi al mismo tiempo, van

Strien obtuvo independientemente un resultado similar [25]). En definitiva, Guckenheimer

demuestra que si una función f verifica las condiciones anteriores entonces la órbita de

casi todo punto (en el sentido de la medida de Lebesgue) es atráıda por la misma órbita

periódica que atrae al punto cŕıtico, esto es, para casi todo x existe algún p en dicha órbita

periódica tal que

ĺım
n−→∞

|fn(x)− fn(p)| = 0.

La relevancia del resultado de Guckenheimer se explica por un doble motivo. Por un

lado, sus hipótesis pueden aplicarse a la familia loǵıstica fα(x) = αx(1 − x); por otro, el

comportamiento descrito es compatible con que la órbita periódica atractora tenga periodo

3 y por tanto, en vista del teorema de Li-Yorke, exista caos. Como no hay nada más opuesto

al caos que la periodicidad asintótica, concluimos que, aunque tal caos exista, es “invisible”,

pues solo afecta, a lo sumo, a un conjunto de medida nula; en particular, es irrelevante

desde el punto de vista de las ciencias aplicadas. En una monograf́ıa de Collet y Eckmann

de principios de los ochenta, que ejerció una gran influencia entre los especialistas de la

época, esta contradicción se explicita muy claramente (las letras mayúsculas y el subrayado

son suyos) [5, pp. 21–22]:

IMPORTANT REMARK: When we have discussed above the “typical” behavior of a

map, we have always insisted on analyzing what happen to most initial points. This is

motivated by the fact that we want to make general statements about the behavior of

dynamical systems. It happens very often that while most of the initial orbits show a

very regular behavior (i.e., they approach a stable periodic orbit), some other initial

points —very few in the sense of Lebesgue measure— behave rather in the ergodic way

described above. Such a situation has been described in the paper by Li and Yorke

“Period three implies chaos”. They show, among other things, that if a map has a

(stable or unstable) orbit of period three, then the map in question shows sensitive

dependence to initial conditions for an uncountable set of pairs of initial points. But

—and maybe the paper did not make this sufficiently clear— for most other points

this need not be the case, and hence from a physical point of view the chaotic behavior

may be essentially unobservable.

Exagerando un poco, podŕıamos decir que el resultado de Guckenheimer provoca un

cisma entre los matemáticos del momento, apareciendo dos escuelas en la dinámica cuyos

caminos han ido divergiendo progresivamente. Por un lado tenemos la escuela topológi-

ca, centrada en proponer respuestas globales a los problemas de la dinámica, que solo
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demanda continuidad a las funciones con las que trabaja, y que tiene a los teoremas de

Sharkovsky y Li-Yorke como grandes pilares. Por su parte, la escuela ergódica, inspirada

por los trabajos de May y Guckenheimer, prefiere añadir hipótesis de derivabilidad a sus

modelos y se conforma con comprender la dinámica en casi todo punto, lo que permite

obtener resultados mucho más potentes y vistosos (y más relevantes de cara a las aplica-

ciones) que los que, en general, encuentra la escuela topológica. Por supuesto la escuela

ergódica no niega la existencia del caos, todo lo contrario, pero solamente está interesada

en él cuando es observable (tal es el caso, por ejemplo, cuando existen medidas invariantes

absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue, siendo el ejemplo t́ıpico la

función f(x) = 4x(1−x)); en particular, descarta la noción de Li-Yorke como herramienta

útil para explicar la complejidad dinámica. Sólo recientemente se ha entendido que el caos

Li-Yorke, no solo admite un tratamiento “casi todo punto” al gusto de la escuela ergódica,

sino que en las circunstancias propicias (no, ciertamente, las fijadas por las hipótesis de

Guckenheimer) puede ser observable, e incluso prevalente, desde el punto de vista de la

medida [3].

El trabajo que presentamos se ubica, en lo fundamental, en esta segunda escuela,

ya que pretendemos explorar las condiciones más generales posibles que garantizan la

asintoticidad periódica, es decir, el más sencillo de todos los comportamiento dinámicos,

en casi todo punto, independientemente de que dicho comportamiento pueda convivir con

la existencia de un caos en el sentido de Li-Yorke que, por fuerza, habrá de ser irrelevante.

Antes de entrar en detalles pasamos a describir cómo el resultado de Guckenheimer se

fue extendiendo los años siguientes. Aśı, en 1981 Misiurewicz lo prueba para funciones

multimodales, es decir, con un número finito de puntos cŕıticos, y manteniendo las hipótesis

de derivada schwarziana negativa y no existencia de semiatractores [19]. Más exactamente,

lo que prueba es que si los puntos cŕıticos son atráıdos por órbitas periódicas entonces el

conjunto K de puntos no asintóticamente periódicos es hiperbólico; no da el paso de

la hiperbolicidad a la medida cero. En 1983 Nusse da una demostración alternativa del

teorema de Misiurewicz y, esta vez śı, deduce la asintoticidad periódica en casi todo punto

[20].

Pero será Mañé en 1985 quien realice el tratamiento más general del problema [14].

Valiéndose de técnicas diferentes a las empleadas por los investigadores anteriores, consigue

prescindir de la derivada schwarziana y la semiatracción y prueba que si para una función

de clase C2 con un número finito de puntos cŕıticos es posible encontrar entornos de

puntos asintóticamente periódicos para dichos puntos cŕıticos, entonces casi todo punto del

intervalo es asintóticamente periódico. La condición de derivabilidad puede parecer exótica

pero no es balad́ı: si sólo suponemos derivadas primeras continuas existen contraejemplos

(basta modificar ligeramente la construcción de [6]).

Tres décadas después, el teorema de Mañé sigue siendo una de las “joyas de la corona”

de la dinámica unidimensional. Por desgracia, la demostración de Mañé es muy complica-
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da y extremadamente dif́ıcil de leer. Posteriormente, van Strien revisitó el teorema en [26]

con nuevos y más sencillos métodos, pero vuelve a llegar al resultado a través de la hi-

perbolicidad, lo que exige la ausencia de semiatractores. De hecho, en el libro considerado

actualmente la “biblia” de la dinámica diferenciable ([18]), esta hipótesis vuelve a añadirse

cuando se enuncia y demuestra el teorema. Esto de la “semiatracción”parece haber tráıdo

un cierto mal fario al problema: Mañé hubo de publicar un erratum a su art́ıculo dos años

después, y el mismo Guckenheimer omite mencionarla es su demostración, sin percatarse

de que en presencia de semiatractores su argumento no funciona.

El objetivo de este trabajo es realizar una demostración autocontenida y asequible del

teorema de Mañé, en la ĺınea de la prueba de [18], pero sin excluir el caso en el que la fun-

ción tenga puntos semiatractores. Quitar esta hipótesis del teorema es un gran alivio desde

el punto de vista práctico, ya que en los ejemplos concretos es virtualmente imposible de

verificar, y por tanto le resta al teorema buena parte de su eficacia. En paralelo daremos

otra prueba para el caso con derivada schwarziana negativa (pero admitiendo semiatrac-

tores, y por tanto distinta a las de Misiurewicz o Nusse), y el lector se preguntará por

qué. Tenemos varias razones. La primera es que en tal caso el argumento se simplifica

sustancialmente. Más aún, la derivada schwarziana negativa permite obtener un resultado

más fuerte, porque implica la finitud de los atractores y permite localizar, en ejemplos

concretos, qué orbitas son exactamente las que atraen al resto de puntos (salvo, como

siempre, un conjunto de medida cero) del intervalo. Finalmente, dominar la dinámica de

las funciones con derivada schwarziana negativa es fundamental si queremos abordar otros

tipos de problemas en dinámica unidimensional (por ejemplo, la cuestión de la prevalencia

del caos Li-Yorke que comentábamos antes), ya que bajo condiciones muy razonables de

derivabilidad, por ejemplo cuando las funciones son polinomiales o incluso anaĺıticas (esto

se ha ido comprendiendo paulatinamente tras muchos años de investigaciones; el resulta-

do clave al respecto fue [11]), la derivada schwarziana negativa aparece, casi por arte de

magia, en las zonas del intervalo donde realmente se la necesita.

Para demostrar el teorema de Mañé (nuestro teorema 5.1) en el caṕıtulo 5, necesitamos

una serie de resultados que veremos a lo largo de los cuatro caṕıtulos iniciales. Suponemos

en el lector conocimientos básicos de teoŕıa de la medida; aun aśı, dedicaremos el caṕıtulo 1

a probar el teorema de densidad de Lebesgue 1.7, porque este clásico resultado sobre la

medida de Lebesgue no suele explicarse en los grados de Matemáticas por falta de tiempo.

Este resultado afirma que los conjuntos con medida positiva, a pequeña escala, son tan

densos que se pueden ver prácticamente como intervalos que contienen a todos sus puntos.

Comenzamos el caṕıtulo 2 introduciendo al lector en algunos conceptos fundamentales

de la teoŕıa de los sistemas dinámicos, en concreto los concernientes a la atracción, el

leitmotiv de este trabajo. Por ejemplo, mediante las proposiciones 2.4 y 2.7 probaremos

que es equivalente afirmar que un punto es asintóticamente periódico, atráıdo por una

órbita periódica o que el conjunto ω-ĺımite de dicho punto es finito: utilizaremos estas tres
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caracterizaciones indistintamente a lo largo del trabajo. Por otro lado, en la sección 2.2

definiremos atractor por la derecha, atractor por la izquierda, atractor (cuando lo sea por

la izquierda, por la derecha o en ambos casos) y atractor propio (atractor por izquierda

y derecha). Además, en el teorema 2.15 daremos una caracterización de los atractores

propios y en el corolario 2.16 proporcionaremos una condición fácilmente verificable para

comprobar que un punto es atractor propio: si la función es derivable, el módulo de la

derivada en el punto en cuestión debe ser menor que 1. A continuación, en la sección 2.3

introduciremos un concepto que será muy importante en nuestro argumento (sobre todo

en el caso de derivada schwarziana negativa): el de cuenca inmediata de atracción. Aśı, la

cuenca inmediata de atracción de un punto fijo atractor p será el intervalo más grande de

puntos (entre los que se encuentra el propio punto p) que son atráıdos hacia p. Definiremos

también el concepto de órbita periódica atractora, que será una órbita periódica de periodo

r en la que todos sus puntos son atractores para f r. Aqúı aparece una sutileza: en el

teorema 2.22 mostraremos que si la función es estrictamente monótona a trozos o de

clase C1, entonces una órbita periódica es atractora si y sólo si alguno de los puntos

de la órbita es atractor para la f r. Asimismo, mediante las proposiciones 2.25 y 2.26,

probaremos que si un punto x converge a una órbita periódica entonces, si dicha órbita es

atractora, algún iterado de x caerá en la cuenca inmediata de atracción, mientras que, si

la órbita no es atractora, algún iterado de x será un punto de dicha órbita. Terminaremos

el caṕıtulo definiendo un tipo de intervalos, los absorbentes maximales, que vendŕıan a ser

los intervalos más grandes posibles donde se puede garantizar totalmente la periodicidad

asintótica. Las propiedades de estos intervalos, que veremos en las proposiciones 2.29, 2.30

y 2.31, serán de gran ayuda en la demostración del teorema 5.1.

En el tercer caṕıtulo introduciremos los llamados intervalos errantes, es decir, aquellos

cuyos puntos no son atráıdos por órbitas periódicas y que tienen iterados disjuntos. Si tales

intervalos existen la atracción en casi todo punto es imposible, por lo que concluiremos

el caṕıtulo encontrando una condición suficiente (el teorema de Schwartz 3.10) que nos

permita descartar su existencia. Antes, definiremos en 3.4 lo que se conoce como distorsión

de una función en un intervalo y mostraremos en el corolario 3.7 un modo de controlarla.

La derivada schwarziana será estudiada en profundidad en el caṕıtulo 4; necesitaremos

estos resultados para nuestra demostración alternativa del teorema 5.1. En la sección 4.1

se demuestran propiedades elementales pero tan importantes como que la derivada sch-

warziana conserva signos por composición (proposición 4.3) o el principio del mı́nimo (teo-

rema 4.4). Otro resultado relevante es la proposición 4.6: el conjunto de puntos asintótica-

mente periódicos que no cae en una cuenca inmediata de atracción es numerable. Por su

parte, el teorema 4.7 mostrará que cada cuenca inmediata de atracción contiene un punto

cŕıtico o algún extremo del intervalo en el que esté definida la función. El teorema 4.9,

que nosotros obtendremos con un corolario del resultado anterior, merece mención aparte.

Es el famoso teorema de Allwright-Singer [1, 24], el primero que puso de manifiesto la
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utilidad de esta herramienta en la dinámica del intervalo; a d́ıa de hoy, sigue siendo prácti-

camente el único resultado de atracción global no trivial del que disponemos. Finalmente,

el objetivo de la sección 4.2 será probar el principio de Koebe 4.12, clave junto con el coro-

lario 3.7 para controlar la distorsión de las iteradas de nuestra función en el caṕıtulo final.

Antes mencionábamos de pasada la dinámica de las funciones con buenas propiedades de

derivabilidad, como las anaĺıticas; para entenderla es fundamental encontrar análogos del

principio de Koebe aunque la derivada schwarziana no sea negativa.

Por último, en el caṕıtulo 5 obtendremos los réditos del trabajo anterior probando las

dos versiones del teorema de Mañé, y añadiremos una bateŕıa de ejemplos para demostrar

su aplicabilidad en casos concretos. Si el lector está versado en la teoŕıa cualitativa de

ecuaciones diferenciales en el plano, sabrá que su fin último es trazar el diagrama de fases

del sistema, esto es, localizar unas pocas órbitas “clave” hacia las cuales converge toda la

dinámica del mismo. Gracias al teorema de Poincaré-Bendixson y otros, esencialmente esto

es siempre factible. En dinámica discreta no podemos esperar nada semejante en general,

ni siquiera en dimensión 1, debido a la existencia del caos observable. La relevancia del

teorema de Mañé, como enfatizarán nuestros ejemplos finales, es que permite, cuando las

condiciones son propicias, hallar el equivalente al “diagrama de fases” de una función.



Caṕıtulo 1

El teorema de densidad de LebesgueEl teorema de densidad de Lebesgue

Como dećıamos al principio, el teorema de densidad de Lebesgue es un resultado bien

conocido sobre la medida de Lebesgue. En realidad, y con las modificaciones de notación

obvias, no depende de la dimensión, por lo que en los textos de teoŕıa de la medida (véase

por ejemplo [4, p. 184]) suele demostrarse en Rn. Como nosotros sólo usaremos la versión

unidimensional del teorema, nuestra prueba se limitará a este caso, pues el argumento se

simplifica bastante. De hecho, en el art́ıculo [27] hemos encontrado una demostración muy

legible, y a ella nos ceñiremos.

En lo que sigue, aśı como en los próximos caṕıtulos, λ denotará la medida de Lebesgue

en R. No obstante, es costumbre usar la notación |J | para denotar la longitud de un

intervalo J , y aśı lo haremos nosotros en este trabajo.

Definición 1.1. Sean X, A subconjuntos medibles de R y 0 < λ(A) < ∞. Definimos la

densidad media de X en A como

Dm(X,A) =
λ(A ∩X)

λ(A)
.

A partir de esta noción, podemos definir ahora:

Definición 1.2. Si M ⊂ R es un conjunto medible y x ∈ R, se define la densidad

inferior por la derecha de M en x como

D+(M,x) = ĺım inf
h−→0+

Dm(M, (x, x+ h)).

Análogamente, se define la densidad inferior por la izquierda como

D−(M,x) = ĺım inf
h−→0+

Dm(M, (x− h, x)).



2 El teorema de densidad de Lebesgue

La prueba del teorema de densidad pasa por cuatro lemas previos.

Lema 1.3. Sea {Aα}α∈C donde Aα ⊂ R es medible para todo α ∈ C (disjuntos dos

a dos), C es un conjunto finito o infinito numerable, X ⊂ R un conjunto medible y

0 < λ(
⋃
α∈C Aα) < ∞. Dado c ∈ R, si Dm(X,Aα) > c (≥ c,< c,≤ c) para todo α,

entonces Dm(X,
⋃
α∈C Aα) > c (≥ c,< c,≤ c).

Demostración. Suponemos por hipótesis que Dm(X,Aα) > c, es decir, λ(Aα ∩ X) >

cλ(Aα). Por ser {Aα}α∈C una colección de subconjuntos de R medibles y disjuntos en-

tre śı se tiene que λ(
⋃
α∈C Aα) =

∑
α∈C λ(Aα) y análogamente, λ(

⋃
α∈C Aα ∩ X) =∑

α∈C λ(Aα ∩X). Utilizando esto obtenemos las relaciones

c λ(
⋃
α∈C

Aα) = c
∑
α∈C

λ(Aα) <
∑
α∈C

λ(Aα ∩X) = λ(
⋃
α∈C

Aα ∩X),

es decir, Dm(X,
⋃
α∈C Aα) > c como buscábamos. El resto de casos se pueden demostrar

análogamente.

Lema 1.4. Sean A ⊂ R un conjunto medible, a ∈ R y h > 0. Entonces, la función

ph(x) = Dm(A, (x, x + h)) es continua en R y qa(x) = Dm(A, (a, x)) es continua en

(a,∞).

Demostración. Si y > x se tiene que

ph(y)− ph(x) =
1

h
[λ(A ∩ (y, y + h))− λ(A ∩ (x, x+ h))]

=
1

h
[λ(A ∩ (x+ h, y + h))− λ(A ∩ (x, y))].

Luego, |ph(y)−ph(x)| ≤ 1
h |y−x|, es decir, ph(x) es lipschitziana y, en particular, continua

en R.

Por otro lado, qa(x) = l(x)
x−a , donde l(x) = λ(A ∩ (a, x)) es continua, ya que si y > x

l(y)− l(x) = λ(A ∩ (a, y))− λ(A ∩ (a, x)) = λ(A ∩ (x, y)),

luego |l(y)− l(x)| ≤ |y − x|. Por tanto, qa(x) es continua por ser un cociente de funciones

continuas.

Lema 1.5. Si M ⊂ R es medible y x ∈ R, entonces

ĺım
h−→0+

λ((x− h, x+ h) ∩M)

2h
= 1 si y sólo si D+(M,x) = D−(M,x) = 1.

Demostración. Para probar la parte “si” de la equivalencia suponemos que D+(M,x) =

D−(M,x) = 1, es decir,

ĺım inf
h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
= ĺım inf

h−→0+

λ((x− h, x) ∩M)

h
= 1.
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Pero como

ĺım inf
h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
≤ ĺım sup

h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
≤ 1

ya que h ≥ λ((x, x+ h) ∩M) para cualquier h, se tiene que

ĺım inf
h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
= ĺım sup

h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
= ĺım

h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
= 1

(y análogamente para D−(M,x)). Entonces:

ĺım
h−→0+

λ((x− h, x+ h) ∩M)

2h

= ĺım
h−→0+

λ(((x− h, x) ∩M) ∪ ((x, x+ h) ∩M)

2h

= ĺım
h−→0+

λ((x− h, x) ∩M) + λ((x, x+ h) ∩M)

2h

=
1

2

(
ĺım

h−→0+

λ((x− h, x) ∩M)

h

)
+

1

2

(
ĺım

h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h

)
=

1

2
+

1

2
= 1.

Utilizando la misma idea se puede probar la implicación contraria.

En particular, a partir de lo anterior se obtiene que si M ⊂ R es medible y x ∈ R,

entonces

ĺım
h−→0+

λ((x− h, x+ h) ∩M)

2h
= 1

si y sólo si

ĺım
h−→0+

λ((x− h, x) ∩M)

h
= 1 y ĺım

h−→0+

λ((x, x+ h) ∩M)

h
= 1.

Si esto ocurre diremos que x es un punto de densidad de M .

Lema 1.6. Sea M ⊂ R un conjunto medible. Entonces las funciones g+(x) = D+(M,x)

y g−(x) = D−(M,x) son medibles.

Demostración. Lo probaremos para la función g+(x) (para g−(x) es análogo). Por la de-

finición de D+(M,x) se tiene que:

g+(x) = ĺım inf
h−→0+

Dm(M, (x, x+ h)) = ĺım
n−→∞

(́ınf{Dm(M, (x, x+ h)) : 0 < h < 1
n}).

Ahora, ponemos

gn(x) = ı́nf{Dm(M, (x, x+ h)) : 0 < h < 1
n}.
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En el lema 1.4 hemos visto que fijando M y x, qx(y) = Dm(M, (x, y)) es continua y, por

tanto, Q(h) = qx(x+ h) = Dm(M, (x, x+ h)) será también una función continua. Luego,

gn(x) = ı́nf{Q(h) : 0 < h < 1
n} = ı́nf{Q(h) : 0 < h < 1

n , h ∈ Q}

ya que como Q(h) es continua, cualquier número real se puede aproximar tanto como

queramos por los racionales. Por tanto, gn(x) será medible por ser el ı́nfimo de una familia

numerable de funciones continuas (nótese que gn(x) = ı́nf{ph(x) : 0 < h < 1
n , h ∈ Q}) y

entonces, g(x) = ĺımn−→∞ gn(x) es medible también.

Estamos en condiciones ahora de probar el teorema de la densidad de Lebesgue, enun-

ciado como sigue:

Teorema 1.7 (Teorema de densidad de Lebesgue). Sea E ⊂ R un conjunto medible con

λ(E) > 0. Entonces casi todo punto x ∈ E es de densidad, es decir,

ĺım
h−→0+

λ((x− h, x+ h) ∩ E)

2h
= 1

para casi todo x ∈ E.

Demostración. Suponemos que la tesis del teorema es falsa. Definimos los conjuntos

A+ = {x ∈ E : D+(E, x) < 1}, A− = {x ∈ E : D−(E, x) < 1}.

Por el lema 1.6 A+ y A− son medibles, y por el lema 1.5 se tiene que λ(A+) > 0 o

λ(A−) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que λ(A+) > 0. Ponemos

A+
n = {x ∈ E : D+(E, x) < 1− 1

n}

que son conjuntos medibles por el lema 1.6. Entonces,

A+ =

∞⋃
n=1

A+
n

y como λ(A+) > 0, existe un entero positivo n tal que λ(A+
n ) > 0.

Sea F ⊂ A+
n un conjunto cerrado (en particular, compacto) tal que 0 < λ(F ) <∞. (Tal

conjunto existe por la regularidad de la medida de Lebesgue: dado un conjunto medible

siempre podemos encontrar un conjunto de medida tan próxima como queramos abierto

que lo contenga o cerrado que esté incluido en él. Esta es una de las propiedades básicas de

la medida de Lebesgue, que el lector poco versado en ésta puede encontrar en [4, p. 26].)

Elegimos un conjunto abierto G ⊃ F tal que Dm(F,G) > 1 − 1
n (utilizando nuevamente

la regularidad de la medida de Lebesgue). Entonces, existe un intervalo (a, b) ⊂ G de

manera que Dm(F, (a, b)) > 1 − 1
n . En efecto, si Dm(F, (a, b)) ≤ 1 − 1

n , como G, por ser
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abierto, se puede escribir como la unión numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a

dos, aplicando el lema 1.3 se tendŕıa que Dm(F,G) ≤ 1− 1
n . Ponemos

S = {a} ∪ {y ∈ (a, b] : Dm(F, (a, y)) ≤ 1− 1
n}.

Entonces, S es cerrado ya que dada una sucesión yn −→ y con Dm(F, (a, yn)) ≤ 1− 1
n , por

la continuidad de qa(x) = Dm(F, (a, x)) en (a,∞) vista en el lema 1.4 se tiene también

que Dm(F, (a, y)) ≤ 1− 1
n , y por tanto, y ∈ S. Ahora, dado s = supS se tiene que s ∈ S

(por ser S cerrado). Además, b /∈ S, ya que Dm(F, (a, b)) > 1− 1
n , luego a ≤ s < b. Vamos

a ver que existe t ∈ (s, b) tal que Dm(F, (s, t)) ≤ 1− 1
n .

Si s /∈ F , como F es cerrado, es claro que existirá t ∈ (s, b) tal que Dm(F, (s, t)) ≤
1− 1

n (en particular, Dm(F, (s, t)) = 0 ya que F ∩ (s, t) = ∅).

Si s ∈ F , como F ⊂ A+
n entonces s ∈ A+

n . Luego, por la definición de A+
n se verifica

que

ĺım inf
h−→0+

Dm(E, (s, s+ h)) < 1− 1

n

y, por tanto, existirá t ∈ (s, b) tal que Dm(E, (s, t)) < 1 − 1
n . Ahora, como F ⊂ E,

obtendremos las desigualdades

Dm(F, (s, t)) ≤ Dm(E, (s, t)) < 1− 1

n
.

Por tanto, como Dm(F, (a, s)) ≤ 1− 1
n y acabamos de probar que también Dm(F, (s, t)) ≤

1 − 1
n , aplicando el lema 1.3 se obtiene que Dm(F, (a, t)) ≤ 1 − 1

n . Se concluye entonces

que t ∈ S, pero esto es una contradicción, ya que t > s y hab́ıamos supuesto que s era el

supremo de S, con lo que se finaliza la prueba.
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Caṕıtulo 2

Atracción en sistemas dinámicosAtracción en sistemas dinámicos

2.1. Primeras nociones

Comenzamos este caṕıtulo dando a conocer al lector las nociones básicas de sistema

dinámico y, en particular, de sistema dinámico discreto:

Definición 2.1. Un sistema dinámico es una terna (X,T,Φ) formada por un espacio

métrico X, llamado espacio de fases, un semigrupo aditivo T de R (0 ∈ T , si t, s ∈ T
entonces t+ s ∈ T ), llamado conjunto de tiempos y una aplicación

Φ : T ×X −→ X

que satisface:

1) Φ es una aplicación continua.

2) Φ(0, x) = x, para todo x ∈ X.

3) Φ(t,Φ(s, x)) = Φ(t+ s, x), para todo t, s ∈ T , y todo x ∈ X

A la aplicación Φ se le conoce como evolución del sistema.

De una manera menos formal, un sistema dinámico es una manera de describir la

evolución en el tiempo de todos los puntos de un sistema X. Si el conjunto de tiempos T

es R, R+∪{0} o R−∪{0} diremos que el sistema dinámico es continuo, mientras que si el

conjunto de tiempos es Z, Z+∪{0} o Z−∪{0} diremos que se trata de un sistema dinámico

discreto. Los ejemplos t́ıpicos de sistemas dinámicos continuos son los flujos asociados
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a sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales; en este trabajo sólo nos interesan los

discretos, y en concreto aquellos en que T = Z+ ∪ {0}. Un sistema dinámico de este tipo

puede ser visto, equivalentemente, como generado por una función continua f : X → X,

ya que si tomamos f(x) = Φ(1, x), definimos

fn = f

n︷ ︸︸ ︷
◦ . . . ◦ f

y consideramos f0 como la identidad, entonces Φ(n, x) = fn(x) para todo x ∈ X y n ≥ 0.

En este contexto, describir la dinámica del sistema significa aclarar el comportamiento

asintótico de las sucesiones (fn(x))∞x=0, y en este trabajo estamos interesados en que dicha

dinámica sea lo más sencilla posible. Si consideramos el conjunto Orbf (x) = {fn(x)}∞n=0

formado por los puntos de dicha sucesión, que denominamos la órbita de x (bajo f), lo

ideal desde esta perspectiva es que dicho conjunto sea finito.

Definición 2.2. Sea f : X −→ X continua. Decimos que x ∈ X es un punto periódico

de f si existe n ≥ 1 tal que fn(x) = x. Al menor número n que cumple esta propiedad se

le denomina periodo de x, y diremos que la órbita de x es periódica con ese periodo. A

los puntos periódicos de periodo 1 los llamaremos simplemente puntos fijos.

Denotamos el conjunto de puntos periódicos de f como Per(f).

Salvo en casos triviales, no podemos esperar que cada punto del sistema pertenezca

a una órbita periódica o termine cayendo en alguna de ellas. Mucho más realista, como

evidenciará este trabajo, será pedir que el conjunto de puntos de acumulación de la sucesión

(fn(x))∞x=0 sea finito. Tal conjunto recibe un nombre especial en la literatura:

Definición 2.3. Sea f : X −→ X continua. Si x ∈ X, definimos su conjunto ω-ĺımite

como:

ωf (x) = {y ∈ X : existe (nk) sucesión estrictamente creciente, fnk(x)
k→∞−−−→ y}.

Los siguientes conceptos y resultados se pueden encontrar en [2], aunque nuestro trata-

miento es bastante personal. En el resto de la sección siempre supondremos que el espacio

métrico X es compacto. Esto permite trabajar mucho más cómodamente y no compromete

nuestros objetivos, pues al fin y al cabo donde trabajaremos realmente será en subinter-

valos compactos de la recta real. Empezamos demostrando que si un conjunto ω-limite es

finito, entonces debe tener una cierta estructura dinámica: ha de ser una órbita periódica.

Proposición 2.4. Sea f : X −→ X continua. Entonces:

1) El conjunto ωf (x) es no vaćıo, compacto y f(ωf (x)) = ωf (x).

2) Si el conjunto ωf (x) es finito entonces es una órbita periódica.
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Demostración. 1) Por la compacidad de X se tiene que ωf (x) 6= ∅. Veamos ahora que

ωf (x) es cerrado (ya que en este caso compacto equivale a cerrado). Sea (yk)
∞
k=1 ⊂ ωf (x),

de manera que yk −→ y cuando k −→∞. Tenemos que ver que y ∈ ωf (x). Como (yk)
∞
k=1 ⊂

ωf (x), existe nk tal que

d(fnk(x), yk) <
1

k
para todo k. (2.1)

No es restrictivo suponer que n1 < n2 < n3 < . . .. Entonces, si yk
k→∞−−−→ y, por (2.1),

fnk
k→∞−−−→ y, luego y ∈ ωf (x).

Por último, queda probar que f(ωf (x)) = ωf (x). La inclusión hacia la derecha se

tiene fácilmente ya que si y ∈ ωf (x), existe (nk) sucesión estrictamente creciente tal que

fnk
k→∞−−−→ y, y como f es continua, fnk+1(x) = f(fnk(x))

k→∞−−−→ f(y), luego f(y) ∈ ωf (x).

Ahora, para la otra inclusión, tomamos z ∈ ωf (x) de manera que fnk
k→∞−−−→ z para alguna

sucesión (nk) estrictamente creciente. Consideremos la subsucesión (fnk−1(x))∞k=1. Como

X es compacto, existe una subsucesión convergente, es decir, fnkl−1(x) −→ y ∈ ωf (x)

si l −→ ∞ y por la continuidad de f se tiene que fnkl (x) −→ f(y) si l −→ ∞. Ahora,

juntando esto último con el hecho de que fnk(x) −→ z cuando k −→ ∞ obtenemos que

f(y) = z, es decir, z ∈ f(ωf (x)).

2) Como ωf (x) es finito, sabemos que f |ωf (x) : ωf (x) −→ ωf (x) es biyectiva (por ser

una función sobreyectiva de un conjunto finito en śı mismo) y, en particular, será una

permutación. Si esta permutación es un ciclo, entonces ωf (x) es una órbita periódica y se

concluye la prueba.

Suponemos que la permutación no es un ciclo. Entonces, se podrá descomponer como

producto de ciclos, es decir, existen A y B con A ∩ B = ∅, A ∪ B = ωf (x) de manera

que f(A) = A y f(B) = B. Vamos a probar que ωf (x) no se podrá descomponer de esta

manera, y por tanto, será un único ciclo, es decir, una órbita periódica.

Comenzamos probando que d(fn(x), ωf (x)) −→ 0 cuando n −→ ∞ (que se verifi-

cará independientemente de que ωf (x) sea finito). Si esto no se cumple, existe ε0 > 0 y

una sucesión (nk)
∞
k=1 tal que d(fnk(x), ωf (x)) ≥ ε0 > 0. Ahora, como X es compacto, exis-

te una subsucesión convergente que converge a un punto y de X, es decir, fnkl (x) −→ y

si l −→ ∞ (en particular se tiene por definición que y ∈ ωf (x)) y, por continuidad,

d(y, ωf (x)) ≥ ε0 > 0. Luego y /∈ ωf (x), lo que es una contradicción.

Sea δ = d(A,B) > 0. Como X es compacto f es uniformemente continua, luego dados

u, v ∈ X existe ε > 0 (podemos suponer ε < δ
2) tal que:

si d(u, v) < ε entonces d(f(u), f(v)) <
δ

2
. (2.2)

Por otro lado, por lo visto anteriormente existe n0 de manera que para todo n ≥ n0 se
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verifica que

d(fn(x), ωf (x)) < ε <
δ

2
. (2.3)

En particular, d(fn0(x), ωf (x)) < ε. Luego, como ωf (x) = A ∪ B existe y0 ∈ A (o bien

existirá un y1 ∈ B análogo) de manera que d(fn0(x), y0) < ε. Entonces, aplicando (2.2) se

tiene que d(f(fn0)(x), f(y0)) <
δ
2 , es decir, d(fn0+1(x), f(y0)) <

δ
2 (donde f(y0) ∈ A por

ser f(A) = A). Por tanto,

d(fn0+1(x), B) >
δ

2
. (2.4)

Por otro lado, usando (2.3) se tiene que d(fn0+1(x), A ∪ B) < ε < δ
2 , y por (2.4),

d(fn0+1(x), A) < ε. Por tanto, existe y1 ∈ A tal que d(fn0+1(x), y1) < ε. Ahora, repitiendo

el mismo argumento existirá y2 ∈ A de manera que d(fn0+2(x), y2) < ε. En general, para

todo k ≥ 0 existe yk ∈ A tal que d(fn0+k(x), yk) < ε. En otras palabras, d(fn0+k(x), A) <

ε < δ
2 para todo k ≥ 0. Pero además, d(fn0+k(x), B) > δ

2 para todo k ≥ 0 y, por tanto,

B ∩ ωf (x) = ∅ lo que es una contradicción. Aśı pues, ωf (x) no se puede descomponer en

dos conjuntos disjuntos invariantes, lo que concluye la prueba.

Definición 2.5. Si ωf (x) es una órbita periódica, diremos que (la órbita de) x es atráıdo

(atráıda) por una órbita periódica.

Pero, ¿qué significa exactamente ser atráıdo por una órbita periódica? Por definición,

un punto es atráıdo por una órbita periódica cuando su ω-ĺımite es una órbita periódica,

y en la proposición 2.4 hemos visto que esto es equivalente a afirmar que el conjunto ω-

ĺımite es finito. Resulta que todav́ıa podemos ser más precisos, y aśı llegamos a la noción

fundamental de este trabajo.

Definición 2.6. Decimos que un punto x es asintóticamente periódico si existe un

punto periódico p tal que

ĺım
n−→∞

d(fn(x), fn(p)) = 0.

Denotamos el conjunto de puntos asintóticamente periódicos de f como AP(f).

Proposición 2.7. Sean f : X −→ X continua, x ∈ X. Entonces x es asintóticamente

periódico si y sólo si es atráıdo por una órbita periódica.

Demostración. “⇒” Sea p un punto periódico de periodo r. Suponemos que x es asintóti-

camente periódico, es decir, ĺımn−→∞ d(fn(x), fn(p)) = 0. Vamos a ver que x es atráıdo

por la órbita periódica {p, f(p), . . . , f r−1(p)}, es decir, ωf (x) = {p, f(p), . . . , f r−1(p)}.

Como ĺımn−→∞ d(fn(x), fn(p)) = 0, en particular ĺımj−→∞ d(f rj+i(x), f i(p)) = 0, don-

de 0 ≤ i < r. Por tanto, Orbf (p) ⊂ ωf (x). De hecho, d(fn(x),Orbf (p)) −→ 0. Por tanto,
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si q /∈ Orbf (p), es decir, d(q,Orbf (p)) = ε para algún ε > 0, entonces existe n0 tal que si

n ≥ n0, d(fn(x),Orbf (p)) < ε
2 . Luego, d(fn(x), q) > ε

2 , es decir, q /∈ ωf (x). Por tanto, no

pueden haber puntos fuera de la órbita de p en el ω-ĺımite.

“⇐” Supongamos que el punto x es atráıdo por una órbita periódica de periodo r, es decir,

ωf (x) = {p, f(p), . . . , f r−1(p)}. Veamos primero que existe q ∈ {p, f(p), . . . , f r−1(p)} de

manera que f rj(x) −→ q cuando j −→∞. Sea δ > 0 la distancia mı́nima entre los puntos

de Orbf (p). Por la continuidad uniforme, existe 0 < ε < δ
2 tal que si d(u, v) < ε, entonces

d(f(u), f(v)) < δ
2 . Como ωf (x) = Orbf (p), existe n0 = j0r tal que si n ≥ n0 entonces

d(fn(x),Orbf (p)) < ε. Sea q ∈ Orbf (p) tal que d(fn0(x), q) < ε y por la continuidad

uniforme, d(fn0+1(x), f(q)) < δ
2 . Por tanto,

d(fn0+1(x), t) >
δ

2
para todo t ∈ Orbf (p), t 6= f(q) (2.5)

(ya que los puntos de la órbita están separados entre śı a una distancia como mı́ni-

mo δ). Luego, dado que d(fn0+1(x),Orbf (p)) < ε < δ
2 , utilizando (2.5) se obtiene que

d(fn0+1(x), f(q)) < ε. Reiterando el argumento, probamos que, para todo j ≥ j0,

d(f jr(x), q) < ε <
δ

2

y

d(f jr(x), t) >
δ

2
si t ∈ Orbf (p), t 6= q.

Ahora, como estamos en un compacto X, (f jr(x))∞j=0 debe tener algún punto de acumu-

lación. De hecho, tiene a lo sumo un punto de acumulación q, ya que sus puntos posibles

de acumulación están en ωf (x) = Orbf (p). Pero cuando una sucesión en un compacto

tiene un único punto de acumulación, converge a ese punto, es decir, f jr(x) −→ q cuando

j −→∞, con lo que se obtiene lo que buscábamos.

Ahora, como f es continua se verificará

f rj+1(x)
j−→∞−−−−→ f(q), f rj+2(x)

j−→∞−−−−→ f2(q), . . . , f rj+(r−1)(x)
j−→∞−−−−→ f r−1(q).

Luego, en general, d(fn(x), fn(q))
n−→∞−−−−→ 0, con lo que se concluye la prueba.

Por tanto, a partir de las proposiciones 2.4 y 2.7 se tiene la equivalencia entre las

siguientes afirmaciones:

1) x es asintóticamente periódico.

2) x es atráıdo por una órbita periódica.

3) ωf (x) es finito.

Nótese que, en particular, si fn(x) −→ p cuando n −→∞, entonces p es un punto fijo.

Esto también se puede probar directamente: si fn(x) −→ p, por continuidad se tiene que

fn+1(x) −→ f(p), luego f(p) = p.
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2.2. Caracterización de atractores propios

A partir de ahora, y hasta el final del trabajo, I = [a, b] siempre denotará a un intervalo

compacto de R. En esta sección, si x0 ∈ I, denotaremos a veces a la sucesión (fn(x0))
∞
n=0,

para abreviar, mediante (xn)∞n=0.

Definición 2.8. Sean f : I −→ I continua y p un punto fijo de f .

Diremos que p es un atractor por la derecha si existe ε > 0 tal que, para cada

x ∈ [p, p+ ε], resulta

ĺım
n
fn(x) = p,

es decir, existe un intervalo a la derecha de p en el que todos los puntos convergen.

Diremos que p es un atractor por la izquierda si existe ε > 0 tal que, para cada

x ∈ [p− ε, p], resulta

ĺım
n
fn(x) = p,

es decir, existe un intervalo a la izquierda de p en el que todos los puntos convergen.

Diremos que p es un punto atractor cuando al menos sea atractor por la izquierda

o por la derecha. En otras palabras, p será un punto fijo atractor si existe [c, d] de

manera que p ∈ [c, d] y para todo x ∈ [c, d] se verifica que

ĺım
n
fn(x) = p.

Diremos que p es un atractor propio si existe ε > 0 tal que, para cada x ∈ I ∩ [p−
ε, p+ ε], resulta

ĺım
n
fn(x) = p.

Ejemplo 2.9. Las gráficas de la figura 2.1 sirven para ilustrar las anteriores nociones. En

la gráfica de la izquierda, el punto p es atractor por la izquierda pero no por la derecha, y

por tanto es atractor pero no propio. En la gráfica de la derecha el punto p, que coincide

con un extremo del intervalo I, es atractor por la izquierda y también atractor propio,

porque atrae a todos los puntos de un entorno suyo, aunque no sea atractor por la derecha

(ya que la función no está definida alĺı).

El principal objetivo de esta sección es proporcionar una caracterización topológica,

sencilla, de la atracción propia, que puede encontrarse en [23, p. 57]; nuestra demostración

sigue, con algunos retoques, la que se da alĺı. Los otros resultados son también conocidos

por los especialistas, pero a falta de referencias cómodas donde acudir los hemos elaborado

por nuestra cuenta.

La prueba del teorema 2.13 es algo larga, por lo que necesitaremos varios lemas.
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Figura 2.1: Diversos tipos de atractores.

Lema 2.10. Dado p un punto fijo, p es atractor propio (respectivamente, atractor) para

f si y sólo si p es atractor propio (respectivamente, atractor) para f2.

Demostración. Las demostraciones de ambas afirmaciones son análogas aśı que nos con-

centramos en la atracción propia.

“⇒” Supongamos que p es atractor propio para f , es decir, existe ε tal que si |x0− p| ≤ ε
entonces |fn(x0) − p| −→ 0 cuando n −→ ∞, o lo que es lo mismo, |xn − p| −→ 0 si

n −→ ∞. Pero entonces también se verifica |x2m − p| −→ 0 cuando m −→ ∞, y como

(x2m)∞m=0 = ((f2)m(x0))
∞
m=0, p es atractor propio para f2.

“⇐” Supongamos que p es atractor propio para f2, es decir, existe ε > 0 tal que si

|x0 − p| ≤ ε entonces |x2m − p| −→ 0 cuando m −→ ∞. Como f es continua, también se

tendrá |x2m+1 − f(p)| = |x2m+1 − p| −→ 0, luego toda la sucesión (xn)n convergerá a p,

que por tanto será atractor propio para f .

Lema 2.11. Sea J ⊂ I compacto. Si f(J) ⊃ J o f(J) ⊂ J entonces existe p ∈ J tal que

f(p) = p.

Demostración. Sea J = [u, v]. Si f(J) ⊂ J entonces f(u), f(v) ∈ J , luego f(u) ≥ u

y f(v) ≤ v. Poniendo g(x) = f(x) − x queda g(u) ≥ 0 y g(v) ≤ 0. Entonces, por la

propiedad de los valores intermedios, existe p ∈ [u, v] tal que g(p) = 0, es decir, f(p) = p.

Por otro lado, si f(J) ⊃ J , existen u′, v′ ∈ J tales que f(u′) = u ≤ u′ y f(v′) = v ≥ v′.
Entonces, tomando g(x) = f(x) − x se tiene que g(u′) ≤ 0 y g(v′) ≥ 0 luego, por la

propiedad de los valores intermedios, existe p en el intervalo de extremos u′ y v′ tal que

g(p) = 0, es decir, f(p) = p.

Lema 2.12. Sea J compacto con f(J) = J . Entonces o f tiene al menos dos puntos fijos

en J o f tiene alguna órbita de periodo 2 en J .
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Demostración. En primer lugar, como f(J) = J , por el lema 2.11 sabemos que J posee al

menos un punto fijo. Sea J = [u, v]. Como f(J) = J , tenemos que f(u) ≥ u y f(v) ≤ v.

Suponemos que J posee un único punto fijo p. Veremos que J posee una órbita periódica

de periodo 2.

Si p es el único punto fijo entonces u < p < v. En efecto, si p = v (análogamente se

puede ver el caso p = u) entonces f(x) < x para todo x < v o f(x) > x para todo x < v

(ya que si no existiŕıa otro punto fijo). El primer caso no puede darse, ya que entonces

f(u) < u y hemos visto que f(u) ≥ u. Ahora, si f(x) > x para todo x < b, no podŕıa

existir ningún x tal que f(x) = u ya que entonces u > x, pero esto es una contradicción,

ya que f(J) = J .

Ahora, razonando de la misma manera se tiene que necesariamente f(x) > x para todo

x ∈ [u, p) y f(x) < x para todo x ∈ (p, v]. Por tanto, usando de nuevo f(J) = J , existen

c ∈ [u, p) y d ∈ (p, v] tales que f(c) = v y f(d) = u. Luego, f([c, p]) ⊃ [p, v] ⊃ [p, d], y

entonces f2([c, p]) ⊃ f([p, d]) ⊃ [u, p] ⊃ [c, p]. En particular, como f2([c, p]) ⊃ [c, p] existe

c′ ∈ [c, p] de manera que f2(c′) = c ≤ c′ (por el lema 2.11). Además, f2(u) ≥ u. Por tanto,

por el teorema de los valores intermedios existe q ∈ [u, c′] tal que f2(q) = q. Entonces,

como q no puede ser un punto fijo porque el único punto fijo es p, q será el punto periódico

de periodo 2 que buscábamos.

Estamos ya en disposición de abordar el principal resultado de esta sección.

Teorema 2.13. Sea p un punto fijo de f . Se verifican las siguientes afirmaciones:

1) Supongamos que existe ε > 0 de manera que f2(x) < x para todo x ∈ I ∩ (p, p+ ε] y

f2(x) > x para todo x ∈ I ∩ [p− ε, p). Entonces p es atractor propio.

2) Supongamos que existe ε > 0 tal que f2(x) > x para todo x ∈ (p, p+ ε]. Entonces p

no puede ser atractor por la derecha.

3) Supongamos que existe ε > 0 tal que f2(x) < x para todo x ∈ [p− ε, p). Entonces p

no puede ser atractor por la izquierda.

Demostración. 1) Supongamos que existe ε > 0 de manera que g(x) = f2(x) < x si

x ∈ (p, p+ ε] y g(x) = f2(x) > x si x ∈ [p− ε, p). Veamos que entonces

f(x) < x si x ∈ (p, p+ ε] y f(x) > x si x ∈ [p− ε, p). (2.6)

Sabemos que f(x) 6= x para todo x ∈ [p − ε, p + ε] \ {p} (ya que si no fuese aśı entonces

f2(x) = x para x 6= p en contradicción con la hipótesis). Por ejemplo, suponemos f(x) > x

para todo x ∈ (p, p+ ε]. Sea p < x0 < p+ ε (con x0 suficiente próximo a p) y supongamos

que x0 < f(x0). Entonces x0 < f(x0) < f2(x0) < p+ε (aplicando nuevamente la hipótesis,
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ya que f(x0) > p) y en particular, g(x0) > x0, en contradicción con la hipótesis. El otro

caso se prueba análogamente.

Sea 0 < δ < ε suficientemente pequeño tal que f([p−δ, p+δ]) ⊂ [p−ε, p+ε]. Definimos

U := [p− δ, p+ δ] ∪ f([p− δ, p+ δ]) ⊂ [p− ε, p+ ε],

que es un intervalo compacto entorno de p. Vamos a probar que si x0 ∈ U entonces

xn −→ p cuando n −→∞, con lo que habremos demostrado que p es un atractor propio.

Comenzamos viendo que f(U) ⊂ U . Bastará probar

f(Ud) ⊂ Ud, donde Ud = [p, p+ δ] ∪ f([p, p+ δ]), (2.7)

f(Ui) ⊂ Ui, donde Ui = [p− δ, p] ∪ f([p− δ, p]), (2.8)

ya que U = Ud ∪ Ui. Por ejemplo demostraremos (2.7) (análogamente se prueba (2.8)).

Para ello veamos que si x ∈ Ud entonces f(x) ∈ Ud. Por un lado, si x ∈ [p, p+ δ] entonces

claramente f(x) ∈ Ud. Sea ahora f([p, p + δ]) = [c, d], donde d < p + δ (ya que por (2.6)

f(x) < x si x ∈ (p, p + ε]). Si x ∈ [c, d], entonces existe y ∈ (p, p + δ] tal que x = f(y) y,

por hipótesis, f2(y) < y. Ahora hay dos posibilidades:

x > p, es decir, x ∈ (p, p+ δ), con lo que evidentemente se tiene que f(x) ∈ Ud.

x ∈ [c, p), con lo que, aplicando (2.6), obtenemos f(x) > x. Por tanto, juntando esto

con lo de antes se tiene que x < f(x) = f2(y) < y. Además, como x ∈ [c, d] ⊂ Ud e

y ∈ (p, p+ δ] ⊂ Ud, se tiene que f(x) ∈ Ud, como buscábamos.

Aśı pues, hemos probado f(U) ⊂ U . Entonces, f2(U) = f(f(U)) ⊂ f(U) y, proce-

diendo por inducción, se tiene que fn+1(U) ⊂ fn(U). Luego, llamando Un = fn(U) se

obtiene U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ . . . ⊃ Un ⊃ . . ., p ∈ Un para todo n y xn ∈ Un. Si probamos que

|Un| −→ 0 cuando n −→ ∞, entonces se probará que xn −→ p y concluiremos la prueba.

Por reducción al absurdo, supongamos que |Un| −→ L > 0 y pongamos Un = [un, vn]. Sea

∞⋂
n=0

Un = [u, v], v − u = L > 0.

Afirmamos que f([u, v]) = [u, v]. Esto nos conduce a la contradicción deseada, pues por el

lema 2.12 tendŕıamos en [u, v] otro punto fijo q 6= p o una órbita periódica de periodo 2,

es decir, la gráfica de g = f2 cortaŕıa a la diagonal en dos puntos distintos, en contra de

lo establecido en la hipótesis.

La demostración de f([u, v]) = [u, v] se hará por doble inclusión.

Probamos f([u, v]) ⊂ [u, v]. Como [u, v] ⊂ Un, f([u, v]) ⊂ f(Un) = Un+1, es decir,

f([u, v]) ⊂
∞⋂
n=0

Un+1 =
∞⋂
n=1

Un =
∞⋂
n=0

Un = [u, v],
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donde la penúltima desigualdad se obtiene por ser Un una sucesión decreciente. Por tanto,

f([u, v]) ⊂ [u, v].

Probamos f([u, v]) ⊃ [u, v]. Sea x ∈ [u, v]. Queremos demostrar que existe y ∈ [u, v] tal

que f(y) = x. Sabemos que, como x ∈ U1, existe y0 ∈ U0 tal que f(y0) = x. Además, como

x ∈ U2, existe y1 ∈ U1 tal que f(y1) = x. En general, como x ∈ Un+1, existe yn ∈ Un tal

que f(yn) = x. En resumen, para todo n existe yn ∈ Un tal que f(yn) = x. Entonces, como

{yn}∞n=0 ⊂ U0 compacto, existe ynk −→ y ∈ U0 cuando k −→∞. Además, {yn}∞n=m ⊂ Um
compacto, luego y ∈ Um para todo m ≥ 0, es decir, y ∈ [u, v]. Luego, como ynk −→ y, se

tiene que x = f(ynk) −→ f(y), es decir, f(y) = x, como queŕıamos probar.

De este modo, la demostración de 1) queda completa.

2) Por comodidad, denotemos g = f2. Supongamos que existe ε > 0 tal que g(x) > x para

todo x ∈ (p, p+ ε]. Entonces se pueden distinguir dos casos:

Supongamos primero g(x) > x para todo x > p. Sea x0 > p. Entonces la sucesión

(x2n)∞n=0 es creciente, y por tanto ĺımn−→∞ x2n 6= p, es decir, ningún punto a la derecha

de p tiene órbita que pueda ser atráıda por p para g = f2 (y por el lema 2.10 tampoco

podrá ser atráıda por f), luego p no puede ser atractor por la derecha (ni para f2 ni para

f).

Supongamos ahora que existe q > p (mı́nimo) tal que g(q) = q. Podemos distinguir

entonces:

g(x) < q para todo x ∈ (p, q). Entonces g([p, q]) = [p, q] y dado x0 ∈ (p, q], se tiene

que (x2n)∞n=0 ⊂ [p, q]. Como g(x) ≥ x para todo x ∈ [p, q], en particular, p < x0 ≤ x2n
para todo n, luego ĺımn−→∞ x2n 6= p y, por tanto, p no puede ser atractor por la

derecha para g ni para f .

Existe r ∈ (p, q) tal que g(r) = q. Como g(x) > x para todo x ∈ (p, r], si p < x0 ≤ r,
entonces x2k > r para algún k, ya que en caso contrario x2n −→ u ≤ r, con lo

que se tendŕıa g(u) = u, en contradicción con la minimalidad de q. Ahora, por la

propiedad de los valores intermedios, gk([p, x0]) ⊃ [p, r], luego existe y ∈ [p, x0] tal

que gk(y) = r. Por tanto, gk+1(y) = g(r) = q, gk+2(y) = g(q) = q y, procediendo de

la misma manera, se tiene que gk+m(y) = q para todo m ≥ 1. Por tanto, la órbita

de y no converge a p, luego p no es atractor por la derecha para g y tampoco lo

será para f .

3) Análogo a 2).

Cuando para un punto fijo p se dan simultáneamente los casos 2) y 3) del teorema

anterior se le denomina repulsor.
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Observación 2.14. Con el mismo argumento del apartado 1) del teorema 2.13 se puede

deducir que si J es un intervalo (no necesariamente compacto), f : J → J es continua, p

es un punto fijo de f , f2(x) < x para todo x > p y f2(x) > x para todo x < p, entonces p

es atractor global, es decir, (fn(x))n converge a p para todo x ∈ J .

Corolario 2.15 (Caracterización de atractores propios). Un punto fijo p es atractor propio

para f si y sólo si existe ε > 0 tal que f2(x) < x para todo x ∈ I ∩ (p, p+ ε] y f2(x) > x

para todo x ∈ I ∩ [p− ε, p).

Demostración. “⇒” Por comodidad, denotemos g = f2. Si p es atractor propio para

f entonces, por el lema 2.10, p es atractor propio para g. Por reducción al absurdo,

supongamos que existe x > p tan cercano a p como deseemos tal que g(x) ≥ x. Como no

hay puntos fijos de g cerca de p (por ser atractor propio), deducimos que existe ε′ > 0

tal que g(x) > x para todo x ∈ (p, p + ε]. Pero entonces, aplicando el apartado 2) del

teorema 2.13 se obtiene el resultado buscado.

“⇐” Este es el apartado 1) del teorema 2.13.

Todo lo que hemos hecho hasta ahora en el caṕıtulo correspondeŕıa a lo que en la

introducción del trabajo llamábamos “escuela topológica”. A partir de aqúı empezaremos a

encaminarnos a resultados de otra naturaleza, exigiendo, para empezar, ciertas condiciones

de regularidad a las funciones con las que tratamos. De momento notemos que si f es

derivable en p hay un modo muy simple de asegurar que se cumple alguno de los casos del

teorema 2.13.

Corolario 2.16. Sea p un punto fijo de f y suponemos que f es derivable en p. Entonces:

1) Si |Df(p)| < 1, entonces p es atractor propio.

2) Si |Df(p)| > 1, entonces p no es atractor por la derecha ni por la izquierda.

Demostración. 1) Denotemos g = f2. Aplicando la hipótesis del teorema y la regla de la

cadena se tiene que

Dg(p) = Df(f(p))Df(p) = (Df(p))2 < 1,

es decir,

ĺım
x−→p

g(x)− g(p)

x− p
< 1,

donde g(p) = p. En otras palabras, existe ε > 0 tal que si |x− p| ≤ ε, x 6= p, entonces

g(x)− p
x− p

≤ δ < 1.

Ahora, si x > p entonces g(x) − p ≤ δ(x − p) < x − p, luego g(x) < x. Por otro lado, si

x < p entonces g(x) − p ≥ δ(x − p) > x − p, luego g(x) > x. Por tanto, nos encontramos

en las condiciones del caso 1) del teorema 2.13, luego p es atractor propio.
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2) Denotando g = f2 y razonando como en el caso anterior se obtiene que si x > p entonces

g(x) > x y, por tanto, aplicando el teorema 2.13, caso 2), se deduce que p no puede ser

atractor por la derecha. Por otro lado, si x < p se obtiene que g(x) < x luego, aplicando el

caso 3) del teorema 2.13 se tiene que p tampoco puede ser atractor por la izquierda, con

lo que se concluye la prueba.

Cuando un punto fijo p satisface |Df(p)| 6= 1 se le suele denominar hiperbólico. El

corolario 2.16 deja clara la dinámica local en estos puntos: o son atractores propios o repul-

sores. En los puntos no hiperbólicos (en la introducción nos refeŕıamos a ellos, de un modo

algo engañoso, como “semiatractores”), por el contrario, todo tipo de dinámicas locales

son posibles, y esto es lo que hace que sea más fácil demostrar el principal teorema de

este trabajo cuando no están presentes. No obstante, las técnicas que usaremos consiguen

poner el énfasis en otras cuestiones, de modo que la no hiperbolicidad no será un problema

para nosotros.

Si suponemos crecimiento local también podemos ser más precisos en lo concerniente

a la atracción. Omitimos el resultado, de enunciado simétrico, a la izquierda de p.

Proposición 2.17. Sea p un punto fijo de f y supongamos que existe ε > 0 tal que

f |(p,p+ε] es estrictamente creciente. Entonces existe 0 < ε′ ≤ ε tal que se da exactamente

una de las situaciones siguientes:

1) f(x) > x para todo x ∈ (p, p+ ε′] y p no es atractor por la derecha.

2) Existe una sucesión de puntos fijos en (p, p+ ε′] convergiendo a p y p no es atractor

por la derecha.

3) p < f(x) < x para todo x ∈ (p, p+ ε′] y p es atractor por la derecha.

Demostración. Si existe una sucesión de puntos fijos a la derecha de p, convergiendo hacia

p, es claro que p no puede ser atractor por la derecha. Por tanto, si no es posible encontrar

ε′ para que se cumpla 2) entonces śı se podrá encontrar de manera que al menos f no

tenga puntos fijos en (p, p+ε′]. Si f(x) > x en este intervalo, entonces se tendrá f2(x) > x

al menos cerca de p, y p no es atractor por la derecha por el caso 2) del teorema 2.13.

Por contra, si p < f(x) < x en el intervalo, entonces, para cada x ∈ (p, p+ ε′], la sucesión

(fn(x))n permanecerá siempre en el intervalo y será decreciente, por lo que convergerá a

un punto fijo. Como en (p, p + ε′] no hay puntos fijos, convergerá haćıa p. Por tanto p

será atractor por la derecha.

Las gráficas de la figura 2.2 ilustran los casos 1) (izquierda) y 2) (derecha) de la

proposición 2.17. Para ambas funciones p es atractor por la izquierda pero no por la

derecha.
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Figura 2.2: Atractores por la izquierda no propios.

2.3. Cuenca inmediata de atracción

En la sección anterior hemos estudiado qué debe ocurrir para que un punto fijo sea

atractor. Ahora extenderemos la noción a órbitas periódicas de cualquier periodo, y ave-

riguaremos, dada una cierta órbita periódica, cómo puede ser el conjunto de puntos que

la tiene como su conjunto ω-ĺımite. La siguiente noción es bien conocida en la literatura;

por lo demás, no nos hemos apoyado en texto alguno para redactar la sección.

Definición 2.18. Sean f : I → I continua y p un punto fijo atractor de f . Definimos

la cuenca inmediata de atracción Vf (p) como el intervalo más grande posible que

contiene a p y tal que todos sus puntos son atráıdos por p.

En otras palabras, Vf (p) será la unión de todos los intervalos con la propiedad de que

sus puntos son atráıdos por p (sabemos que existe al menos un intervalo por la definición

de punto fijo atractor). La cuenca inmediata de atracción tiene las siguientes propiedades:

1) f(Vf (p)) ⊂ Vf (p), ya que si los puntos de Vf (p) son atráıdos por p, sus imágenes

también serán atráıdas por p. Además, f(Vf (p)) es un intervalo que contiene al punto

fijo p luego, como Vf (p) es el intervalo más grande posible, necesariamente se tiene

que f(Vf (p)) ⊂ Vf (p).

2) f(∂Vf (p)) ⊂ ∂Vf (p). En efecto, sabemos que f(∂Vf (p)) ⊂ Cl(Vf (p)). Ahora, si algún

punto c de la frontera viajara al interior del intervalo Vf (p), entonces existiŕıa ε > 0

de manera que todos los puntos del intervalo (c−ε, c+ε) viajaŕıan también al interior.

Por tanto, Vf (p) no seŕıa el intervalo maximal cumpliendo que todos sus puntos son

atráıdos por p. Luego, como f(∂Vf (p)) ⊂ Cl(Vf (p)) y f(∂Vf (p))∩ Int(Vf (p)) = ∅, se

tiene que f(∂Vf (p)) ⊂ ∂Vf (p).

En resumen, la clausura de la cuenca inmediata de atracción (que es un intervalo

compacto) se caracteriza porque los puntos de la frontera viajan a la frontera (uno de
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cuyos puntos puede ser el propio punto p) y los puntos del interior son atráıdos por el

punto fijo atractor p.

Definición 2.19. Dada una órbita periódica de periodo r, diremos que es una órbita

periódica atractora cuando cada uno de sus puntos sea atractor para f r. Su cuenca

inmediata de atracción será, por definición, la unión de las respectivas cuencas inme-

diatas de atracción y se denotará como Vf (Orbf (p)).

Aśı, cada uno de los puntos de dicha órbita tendrá su correspondiente cuenca inme-

diata de atracción, es decir, tendremos los intervalos Vfr(p), Vfr(f(p)), . . . , Vfr(f
r−1(p)).

Se verificará entonces:

1) Vfr(f
i(p)) ∩ Vfr(f j(p)) = ∅ para todo i 6= j. En efecto, para todo x ∈ Vfr(f i(p)) se

verifica que x es atráıdo por f i(p), y por tanto, no puede ser atráıdo por f j(p), es

decir, x /∈ Vfr(f j(p)).

2) f(Vfr(f
i(p))) ⊂ Vfr(f

i+1(p)), ya que si x ∈ f(Vfr(f
i(p))), x = f(y) con y ∈

Vfr(f
i(p)), es decir, y es atráıdo por f i(p), por la continuidad de f , x = f(y) es

atráıdo por f i+1(p), luego x ∈ Vfr(f i+1(p)).

3) f(∂Vfr(f
i(p))) ⊂ ∂Vfr(f

i+1(p)). En efecto, aplicando el mismo razonamiento que

el utilizado en la propiedad 2) de la cuenca inmediata de atracción se tiene que

f(∂Vfr(f
i(p))) ⊂ Cl(∂Vfr(f

i+1(p))) y f(∂Vfr(f
i(p))) ∩ Int(Vfr(f

i+1(p))) = ∅, luego

se obtiene f(∂Vfr(f
i(p))) ⊂ ∂Vfr(f i+1(p)).

Observación 2.20. Notemos que Vf (Orbf (p)) tiene tantas componentes conexas como el

periodo de Orbf (p). En efecto, si dos de los intervalos Vfr(f
i(p)) y Vfr(f

j(p)), con 0 ≤
i < j < r (que recordemos son disjuntos), formaran un intervalo, tendŕıan un extremo

común q que verificaŕıa f r(q) = q y perteneceŕıa a uno de los dos intervalos. Este punto

q debe estar en la órbita de p, pues de otro modo no podŕıa pertenecer a ninguno de

los dos intervalos. Digamos q ∈ Vfr(f
i(p)), lo que implica q = f i(p). Como f j−i lleva

la frontera de Vfr(f
i(p)) a la frontera de Vfr(f

j(p)), resulta que este segundo intervalo

tiene a dos puntos de la órbita de p en su frontera, y por tanto eso mismo ocurrirá para

todos los intervalos Vfr(f
s(p)), 0 ≤ s < r. Esto es imposible porque el total de puntos que

necesitaŕıamos para rellenar todos los extremos es como mı́nimo r + 1 y solo tenemos r

puntos en la órbita.

Es muy razonable esperar que una órbita periódica de periodo r sea atractora si y sólo

si alguno de los puntos de su órbita es atractor para f r, pero si sólo suponemos continuidad

existen contraejemplos, como se muestra a continuación.

Ejemplo 2.21. En la función af́ın a trozos de la figura 2.3 observamos que {c, d} es una

órbita periódica de periodo 2. Además, el punto d es atractor para la f2 ya que para todo
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Figura 2.3: Órbita periódica no atractora.

x ∈ [q, d], se verifica que f2(x) = d, luego ĺım
n−→∞

f2n(x) = d. Ahora, ¿la órbita periódica

{c, d} es atractora?, es decir, ¿c es atractor para la f2? La respuesta es no, ya que no hay

ningún intervalo alrededor de c con la propiedad de que todos los puntos de ese intervalo

sean atráıdos hacia c para la f2 (todos los puntos en [c, u] ∪ [d, v] son de periodo 2).

En el ejemplo anterior, el problema estaba originado por la presencia de un trozo

constante a la izquierda de d pero no a su derecha. El siguiente teorema proporciona

un par de formas sencillas de evitar esta situación. (Decimos que una función continua

f : I = [a, b] → I es estrictamente monótona a trozos si existen puntos a = a0 <

a1 < · · · < an = b tales que f |[ai,ai+1] es estrictamente monótona para cada 0 ≤ i < n).

Teorema 2.22. Sea f : I −→ I una función estrictamente monótona a trozos o de

clase C1 y supongamos que Orbf (p) es una órbita periódica de periodo r. Entonces son

equivalentes:

1) La órbita periódica es atractora.

2) Alguno de los puntos de la órbita es atractor para f r.

Demostración. “1) ⇒ 2)” Trivial, ya que por la definición de órbita periódica atractora

todos puntos son atractores para f r.

“2) ⇒ 1)” Sea {p, f(p), . . . , f r−1(p)} la órbita periódica de periodo r y supongamos que

f j(p) un punto atractor para f r.

Si f es estrictamente monótona a trozos entonces, como Vfr(f
j(p)) es un intervalo no

degenerado, f(Vfr(f
j(p))) también será no degenerado. Ahora bien, es claro que todos los

puntos de este intervalo son atráıdos (bajo f r) por f j+1(p), y por tanto f j+1(p) es atractor

para f r. Reiterando el argumento deducimos que la órbita periódica es atractora.
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Supongamos ahora que f es de clase C1. Entonces la regla de la cadena implica que

las derivadas de f r en todos los puntos de la órbita coinciden, es decir,

Df r(p) = Df r(f(p)) = . . . = Df r(f r−1(p)).

En concreto, para cada k = 0, . . . , r − 1, se tiene

Df r(fk(p)) =

r−1∏
i=0

Df(f i(fk(p))) =

r−1∏
i=0

Df(fk+i(p)) =

r−1∏
i=0

Df(f i(p)).

Se pueden diferenciar ahora dos casos:

Si Df r(f j(p)) 6= 0, es decir, si Df r(fk(p)) 6= 0 para cada k = 0, 1, . . . , r−1, entonces

la función es estrictamente monótona a trozos cerca de la órbita periódica, y el

teorema se prueba razonando como en el párrafo anterior.

Si Df r(f j(p)) = 0, entonces Df r(fk(p)) = 0 para cada k = 0, 1, . . . , r − 1. Ahora,

aplicando el teorema 2.16, como |Df r(fk(p))| < 1 para cada k = 0, 1, . . . , r − 1,

todos los puntos de la órbita son atractores (propios) para f r, con lo que se concluye

la prueba del teorema.

Bajo las anteriores condiciones de regularidad, la atracción implica algo más: las órbitas

terminan cayendo en las cuencas inmediatas de atracción. Por contra, si no hay atracción

la única manera de llegar al órbita es aterrizando justo sobre ella.

Lema 2.23. Sea f : I −→ I estrictamente monótona a trozos o de clase C1 y supongamos

que p es punto fijo atractor. Sea x tal que ωf (x) = {p}. Entonces existe n ≥ 0 tal que

fn(x) ∈ Vf (p).

Demostración. Si p es atractor propio entonces la proposición es trivial. Supongamos que

p es atractor por la izquierda pero no por la derecha (se podŕıa ver análogamente el caso

en el que p es atractor por la derecha pero no por la izquierda). Por reducción al absurdo,

supongamos que ĺımn f
n(x) = p y fn(x) /∈ Vf (p) para todo n. Entonces la sucesión se

aproxima a p por la derecha.

Podemos suponer que f es estrictamente monótona en un pequeño intervalo (p, p+ ε]

a la derecha de p (si f es de clase C1 por el corolario 2.16, que implica |Df(p)| = 1).

Si f es decreciente en dicho intervalo e y > p es suficientemente próximo a p, entonces

f(y) < f(p) = p y además f(y) ∈ Vf (p). Podemos suponer ε tan pequeño que de hecho

f((p, p + ε]) ⊂ Vf (p), pero entonces (p, p + ε] ⊂ Vf (p) y p seŕıa atractor propio, una

contradicción.
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Figura 2.4: Ilustración de la prueba del lema 2.24 cuando p es un ḿınimo estricto.

Por tanto, se tendrá que f es creciente y estaremos o bien en el caso 1) o bien en el

caso 2) de la proposición 2.17. Pero el caso 1) es claramente incompatible con que fn(x)

converja a p por la derecha, por lo que deberá tenerse 2). Sin embargo, existirán entonces

puntos fijos p < c < d < p+ε y k tales que fk(x) ∈ [c, d], y como f([c, d]) ⊂ [c, d] de nuevo

llegamos a una contradicción.

Lema 2.24. Sea f : I −→ I estrictamente monótona a trozos o de clase C1 y supongamos

que p es punto fijo no atractor. Sea x tal que ωf (x) = {p}. Entonces existe n ≥ 0 tal que

fn(x) = p.

Demostración. Pueden darse varias situaciones cerca de p: o bien p es un extremo relativo

estricto (esto sólo si la función es estrictamente monótona a trozos, porque si es de clase

C1 deberá ocurrir |Df(p)| ≥ 1 por el corolario 2.16), o bien f es estrictamente creciente,

o bien f es estrictamente decreciente. Reemplazando si es necesario f por f2 (lema 2.10),

este último caso también puede omitirse.

No es restrictivo suponer, entonces, que f es creciente (localmente) a la derecha de p.

Si fn(x) 6= p para todo n entonces, tanto si p es un mı́nimo relativo (véase la figura 2.4)

como si no, queda claro que la sucesión acabará situada a la derecha de p, y convergiendo

a p. Como en el lema anterior, esto entra en contradicción con la proposición 2.17.

Proposición 2.25. Sea f : I −→ I estrictamente monótona a trozos o de clase C1. Sea

Orbf (p) una órbita atractora. Sea x tal que ωf (x) = Orbf (p), es decir, x es atráıdo por

una órbita periódica atractora. Entonces existe n ≥ 0 tal que fn(x) ∈ Vf (Orbf (p)).

Demostración. Sea x tal que ωf (x) = Orbf (p), donde Orbf (p) es una órbita periódica

atractora de periodo r. Entonces existe q ∈ Orbf (p) tal que ĺımn−→∞ |fn(x)− fn(q)| = 0.

Por tanto, se verifica ĺımm−→∞ |f rm(x)− f rm(q)| = 0, luego llamando g = f r y utilizando

f r(q) = q se tiene que ĺımm−→∞ |gm(x)− gm(q)| = 0, es decir, ωg(x) = {q}.
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Ahora, como Orbf (p) es atractora (suponemos que de periodo r), por definición cada

uno de sus puntos es atractor para f r y, por tanto, q es atractor para g. Como ωg(x) = {q},
aplicando el lema 2.23 se tiene que f rm = gm(x) ∈ Vg(q) para algún m. Ahora, como

Vf (Orbf (p)) =
⋃n−1
i=0 Vfr(f

i(p)), se tiene que Vg(q) ⊂ Vf (Orbf (p)) y, juntando todo y

llamando n = rm, se obtiene fn(x) ∈ Vf (Orbf (p)), como queŕıamos probar.

Proposición 2.26. Sea f : I −→ I estrictamente monótona a trozos o de clase C1. Su-

pongamos que la órbita Orbf (p) no es atractora. Sea x tal que ωf (x) = Orbf (p). Entonces

existe n ≥ 0 tal que fn(x) ∈ Orbf (p).

Demostración. Sea x tal que ωf (x) = Orbf (p), donde Orbf (p) es una órbita periódica de

periodo r. Aplicando el mismo razonamiento que en la demostración de la proposición 2.25

se obtiene que existe q ∈ Orbf (p) tal que ωg(x) = {q}, donde g = f r.

Ahora, como Orbf (p) no es atractora, aplicando el teorema 2.22 se tiene que q no

es atractor para g, y como hemos demostrado ωg(x) = {q} podemos usar el lema 2.24,

concluyendo que gm(x) = q para algún m. Por tanto, si n = rm se tiene que fn(x) ∈
Orbf (p), con lo que se concluye la prueba.

2.4. Más sobre la periodicidad asintótica

Recordemos que AP(f) es el conjunto de puntos asintóticamente periódicos de f , es

decir, el conjunto de puntos que tienen ω-ĺımite finito.

La siguiente proposición da una condición suficiente para que el conjunto AP(f) tenga

interior no vaćıo.

Proposición 2.27. Sea f : I −→ I estrictamente monótona a trozos. Sea J un subinter-

valo de I tal que fn|J es monótona para todo n y existen i < j tales que f i(J)∩f j(J) 6= ∅.
Entonces J ⊂ AP(f). En particular, si f es inyectiva, entonces AP(f) = I.

Demostración. Probamos primero la última afirmación. Podemos suponer que f es cre-

ciente, ya que si f es decreciente podemos trabajar con f2, que será creciente (además x

es un punto asintóticamente periódico de f si y sólo si lo es de f2). Dado x ∈ I, supo-

nemos que f(x) ≤ x (el caso f(x) ≥ x es análogo). Entonces se tiene que f2(x) ≤ f(x),

f3(x) ≤ f2(x), es decir, continuando con el proceso tendremos una sucesión decreciente

(fn(x))∞n=0. Pero como estamos en un compacto I, la sucesión converge, luego si n −→∞,

fn(x) −→ p fijo. En particular, se tiene que x es un punto asintóticamente periódico, con

lo que se concluye la prueba.

Probamos ahora la primera afirmación. No es restrictivo suponer que J es compacto

(ya que si J verifica las hipótesis del enunciado entonces su clausura también). Llamando

J ′ = f i(J), se tiene que f j−i(J ′) ∩ J ′ 6= ∅ y si ponemos r = j − i queda f r(J ′) ∩ J ′ 6= ∅ y
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en general f (m+1)r(J ′)∩ fmr(J ′) 6= ∅, es decir, todos estos intervalos se van pegando entre

śı. En particular, podŕıa darse alguna de las siguientes situaciones:

fsr(J ′) ⊂ fmr(J ′) con m < s. Entonces, llamando K = fmr(J ′) y l = (s −m)r se

tiene que

f l(K) ⊂ K,

y como por hipótesis fn|J es monótona para todo n entonces, en particular, f l es

inyectiva en K. Luego, aplicando el resultado del párrafo anterior, K ⊂ AP(f l) =

AP(f), y por tanto, J ⊂ AP(f).

fsr(J ′) ⊃ fmr(J ′) con m < s. Entonces, tomando otra vez K = fmr(J ′) y l =

(s−m)r se tiene que

K ⊂ f l(K) ⊂ f2l(K) ⊂ . . .

Pero entonces f l es monótona sobre

L =
∞⋃
t=0

f tl(K)

y sobre ClL. Además f l(L) ⊂ L, luego f l(ClL) ⊂ ClL. Por tanto, podemos aplicar

el resultado del párrafo anterior, obteniendo ClL ⊂ AP(f l) = AP(f), luego J ⊂
AP(f).

Ahora, si no ocurre ninguno de dos casos anteriores podemos garantizar que, tomando

m0 lo suficientemente grande, el conjunto M =
⋃∞
m=m0

fmr(J ′) no contendrá ningún punto

cŕıtico. Razonando como antes, f r será inyectiva en ClM y f r(ClM) ⊂ ClM , y de nuevo

conseguimos J ⊂ AP(f).

Rematamos esta sección introduciendo y explorando una noción que, hasta donde

nosotros sabemos, es nueva en la literatura. Su sentido es el siguiente: cuando encaremos

la demostración del teorema 5.1, necesitaremos una familia de intervalos que absorban casi

toda la dinámica, y será importante que dicha familia sea finita. Con la hipótesis adicional

de derivada schwarziana negativa las cuencas inmediatas de atracción podŕıan hacer ese

papel, según demuestra la proposición 4.6, pero necesitamos una alternativa para el caso

general, y los intervalos absorbentes maximales nos la proporcionarán.

Definición 2.28. Sean f : I → I continua y J un subintervalo de I. Diremos que J es un

intervalo absorbente si J ⊂ AP(I) y f r(J) ∩ J 6= ∅ para algún r ≥ 1. Si J es absorbente

y no está estrictamente contenido en ningún otro intervalo absorbente, entonces diremos

que J es un intervalo absorbente maximal, y llamaremos al menor entero positivo r

que cumple f r(J) ∩ J 6= ∅ el periodo de J ,
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Ejemplos de intervalos absorbentes seŕıan las componentes de la cuenca inmediata de

atracción de una órbita periódica atractora y los intervalos de puntos fijos de f .

Observemos que si J es absorbente maximal de periodo r, entonces J ∪ f r(J) es ab-

sorbente, por lo que, por la maximalidad de J , f r(J) ⊂ J . Asimismo, los intervalos f i(J),

0 ≤ i < r, son disjuntos dos a dos, ya que si f i(J)∩ f j(J) 6= ∅ con 0 ≤ i < j < r entonces

tomando imágenes se tendŕıa fm(J) ∩ f r(J) 6= ∅ para algún m < r, y como f r(J) ⊂ J ,

fm(J)∩J 6= ∅, en contradicción con el periodo de J . Notemos también que todo intervalo

absorbente J está trivialmente contenido en un único intervalo absorbente maximal (la

unión de todos los subintervalos de AP(I) que contienen a J), y que si f no es constante

sobre J entonces f(J) también es absorbente (ya que si f fuese constante, la imagen de J

se reduciŕıa a un único punto). Por otro lado se tiene:

Proposición 2.29. Los intervalos absorbentes maximales de una función f son compactos

y disjuntos dos a dos. Más aún, si f es estrictamente monótona a trozos o de clase C1 y J

es un intervalo absorbente maximal, entonces existe otro intervalo K absorbente maximal

tal que f(J) ⊂ K y f(∂J) ⊂ ∂K.

Demostración. Que dos intervalos absorbentes maximales distintos son disjuntos es obvio,

pues de lo contrario su unión también seŕıa absorbente y existiŕıa un intervalo absorbente

mayor que los anteriores.

Sea J absorbente maximal de periodo r. Como f r(J) ⊂ J , también se tiene f r(Cl J) ⊂
Cl J . Notemos que f r(∂J) ⊂ ∂J porque si un extremo fuera llevado por f r al interior de

J , a un entorno suyo le ocurriŕıa lo mismo y se contradiŕıa la maximalidad, ya que todos

los puntos de dicho entorno seŕıan asintóticamente periódicos. Pero si los puntos de la

frontera van a la frontera esto significa que están en AP(I), es decir, Cl J es absorbente.

Por la maximalidad, Cl J = J , es decir, J es compacto.

Por último, supongamos adicionalmente que f es estrictamente monótona a trozos

o de clase C1. Es obvio que f r no puede ser constante sobre J , por lo que f tampoco

puede serlo. Por tanto f(J) es absorbente y está contenido en un intervalo absorbente

maximal K. Más aún, f(∂J) ⊂ ∂K por análogas razones a las que usamos para probar

f r(∂J) ⊂ ∂J .

Proposición 2.30. Sean f : I → I estrictamente monótona a trozos y J un subintervalo

de AP(f). Entonces existen k ≥ 0 y un intervalo absorbente maximal M tales que fk(J) ⊂
M . Si además |fn(J)| → 0 cuando n→∞, puede incluso conseguirse fk(J) ⊂M ′, siendo

M ′ una componente de la cuenca inmediata de atracción de una órbita periódica atractora.

Demostración. Empezamos demostrando la segunda afirmación. Si |fn(J)| → 0 entonces

todos los puntos de J serán atráıdos por la misma órbita periódica O, que deberá ser

atractora. En efecto, si no fuese atractora, por la proposición 2.26 para todo x ∈ J existiŕıa
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n ≥ 0 tal que fn(x) ∈ O, es decir, alguna iterada de cada punto de J estaŕıa en la órbita

no atractora, lo que no puede ocurrir por ser J no numerable. Pero entonces existe k

tal que fk(J) corta a una de las componentes M ′ de su cuenca inmediata de atracción

(proposición 2.25), lo que, por la definición de cuenca inmediata de atracción, implica de

hecho fk(J) ⊂M ′.

Demostramos ahora la primera afirmación. Si los iterados de J son disjuntos dos a dos,

entonces |fn(J)| → 0 y se aplica el resultado anterior. Si fk(J) ∩ fn(J) 6= ∅ para ciertos

k < n, entonces fk(J) es absorbente por definición y, por tanto, fk(J) estará contenido

en un intervalo maximal.

En general, una función puede tener infinitos intervalos absorbentes maximales (incluso

todos con periodo 1). No obstante:

Proposición 2.31. Si f es estrictamente monótona a trozos o de clase C1, entonces su

familia de intervalos absorbentes maximales de un periodo fijo r es finita.

Demostración. Entre dos intervalos absorbentes maximales cualesquiera la función f r no

puede ser monótona (de lo contrario, la unión de ambos intervalos y el intervalo que los

separa también seŕıa absorbente, porque todos los puntos intermedios seŕıan asintótica-

mente periódicos por la proposición 2.27). Esto garantiza de inmediato la finitud cuando f

es estrictamente monótona a trozos y también, con un poco de trabajo adicional, cuando

f es de clase C1. En efecto, en este último caso habŕıa entre dichos intervalos un punto con

derivada 0 y otro con derivada al menos 1 (ya que si J es el intervalo intermedio entre dos

intervalos absorbentes maximales, podemos encontrar J∗ ⊂ J tal que J∗ ⊂ f(J∗) y, por el

teorema del valor medio de Lagrange*, existe x ∈ J∗ tal que |Df(x)| = |f(J∗)|
|J∗| ≥ 1). Si exis-

tieran infinitos intervalos absorbentes maximales esto contradiŕıa la continuidad uniforme

de la derivada, pues podŕıamos tomar un par de ellos tan cercanos como quisiéramos.

*Recordemos que este teorema afirma que dada f : [a, b] −→ R continua, si f es derivable en (a, b)

entonces existe θ ∈ (a, b) tal que f(b)− f(a) = Df(θ)(b− a).
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Caṕıtulo 3

Intervalos errantesIntervalos errantes

En nuestro camino hacia la prueba del teorema 5.1, el primer paso que tenemos que

dar es garantizar que, como mı́nimo, el conjunto de los puntos asintóticamente periódicos

es denso en el intervalo. En particular, será importante descartar la presencia de un tipo

especial de intervalos que introducimos a continuación:

Definición 3.1. Decimos que J es un intervalo errante para la función continua f :

I → I si se verifica:

1) Los intervalos J, f(J), . . . son disjuntos dos a dos.

2) Los puntos de J no son atráıdos por órbitas periódicas.

Observación 3.2. Si J es un intervalo errante, la segunda condición de la definición equivale

a afirmar que alguno de los puntos de J no es atráıdo por una órbita periódica. Esto es claro

ya que como las imágenes de J son disjuntas dos a dos, la suma de las longitudes de las

imágenes es finita, es decir,
∑∞

n=0 |fn(J)| ≤ |I| o lo que es lo mismo, la serie es convergente.

Luego, se tiene que |fn(J)| −→ 0 si n −→∞. Por tanto, como estos intervalos son cada vez

más pequeños, a efectos del comportamiento asintótico actúan como si fueran un único

punto, es decir, ωf (x) = ωf (y) para todo x, y ∈ J . Hablaremos entonces del conjunto

ω-ĺımite del intervalo J , ωf (J), ya que dados dos puntos cualesquiera de dicho intervalo

tendrán siempre el mismo ω-ĺımite.

La cuestión de la existencia o no de intervalos errantes viene de antiguo y se suscitó, en

primera instancia, en el ámbito de los difeomorfismos del ćırculo. Estaba motivada por un

problema de dinámica continua: el de descartar recurrencias no triviales en flujos del toro.
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En 1932, Denjoy probó que la existencia de intervalos errantes es posible en difeomorfismos

de clase C1 [6]; sin embargo, A. J. Schwartz demostró en 1963 que si exigimos un poco de

regularidad extra al difeomorfismo estos intervalos no pueden existir [21]. En general, la no

existencia de intervalos errantes es capital en muchos ámbitos de la dinámica diferenciable,

y a este respecto cabe destacar el monumental art́ıculo [15], culminación del trabajo de

muchos matemáticos (el primero precisamente Guckenheimer en [8]), donde se prueba que

las funciones anaĺıticas reales (entre otras muchas) carecen de intervalos errantes. Nosotros

necesitaremos descartar su existencia en unas circunstancias relativamente favorables, por

lo que nos serán suficientes el teorema 3.10 y su corolario 3.12, que resultan de adaptar

directamente los argumentos de [21] al intervalo.

La referencia por la que nos hemos guiado ha sido [18, pp. 36–41 y 305–306]. Como

mencionamos en la introducción, el libro de de Melo y van Strien es, con diferencia, la

referencia más completa disponible en cuanto a la dinámica diferenciable unidimensional,

pero adolece de un defecto: no siempre está redactado con el necesario cuidado. Es por

ello que hemos debido retocar bastantes de sus argumentos (su demostración del principio

de contracción, por ejemplo, es ilegible).

Definimos a continuación el tipo de funciones con el que trabajaremos a partir de

ahora. Necesitaremos para ello la noción de punto singular, es decir, un punto en el que

las derivadas laterales de la función no coinciden.

Definición 3.3. Se dice que una función f : I = [a, b] −→ I es un difeomorfismo de

clase C1 a trozos si existen a = a0 < a1 < . . . < ar = b tales que f |[ai,ai+1] es de clase

C1 y las derivadas no se anulan en ninguna partición [ai, ai+1]. Además, decimos que la

función es regular si las derivadas laterales en los puntos singulares son iguales y de signo

opuesto.

La siguiente es una de las nociones estrella de este trabajo y, de hecho, de todo la

dinámica no lineal. En efecto, cuando calculamos las sucesivas iteraciones de una función,

si la distorsión aumenta sin freno la evolución relativa de puntos muy cercanos entre

śı puede diverger rápidamente, y realizar predicciones a largo plazo se vuelve imposible.

Por ello será importante disponer de herramientas que nos permitan controlarla.

Definición 3.4. Sea f : I −→ I un difeomorfismo de clase C1 a trozos. Si T ⊂ I,

definimos la distorsión de f en T como:

Dist(f, T ) = sup
x,y∈T

log
|Df(x)|
|Df(y)|

.

Además, escribiremos

eDist(f, T ) = sup
x,y∈T

|Df(x)|
|Df(y)|

,

es decir, eDist(f, T ) será la exponencial de la distorsión de f en T .
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Hay que tener en cuenta que el intervalo T puede contener puntos singulares (con dos

posibles derivadas laterales). Por tanto, cuando escribimos la derivada en un punto Df(x),

nos referimos a la derivada lateral en ese punto. Aśı, en los puntos en los que las derivadas

no coinciden tomaremos las dos derivadas laterales posibles.

La siguiente proposición no se necesitará hasta el último caṕıtulo pero este es el sitio

para enunciarla, pues muestra con sencillez una de las ventajas de controlar la distorsión:

si la densidad media de un conjunto en un intervalo es pequeña, otro tanto ocurrirá con

las imágenes.

Proposición 3.5. Sea f : J −→ K un difeomorfismo. Supongamos que existe A ⊂ J y

ρ ≥ 0 tal que Dm(A, J) ≤ ρ y además eDist(f, J) ≤ σ para algún σ ≥ 0. Entonces se

verifica

Dm(f(A),K) ≤ ρσ.

Demostración. Por el teorema de Lagrange existe z ∈ J tal que |Df(z)| = |K|
|J | . Ahora,

como eDist(f, J) ≤ σ se tiene que |Df(x)||Df(z)| ≤ s para todo x ∈ J . Por tanto,

|Df(x)| ≤ σ|Df(z)| ≤ σ |K|
|J |

.

Se cumple

λ(f(A)) ≤ σ |K|
|J |

λ(A).

En efecto, utilizando la definición de medida de Lebesgue se tiene que

λ(A) = ı́nf
A⊂

⋃
n∈N In

∑
n

|In|,

donde In ⊂ J para cada n ∈ N. Entonces, por el teorema de Lagrange, existe x∗ ∈ In tal

que |Df(x∗)| = |f(In)|
|In| , y como |Df(x)| ≤ σ |K||J | para todo x ∈ J , se tiene que

|f(In)|
|In|

≤ σ |K|
|J |

.

Entonces, utilizando que f es difeomorfismo y aplicando la definición de λ(A) resulta

λ(f(A)) = ı́nf
f(A)⊂

⋃
n∈N f(In)

∑
n

|f(In)| ≤ ı́nf
A⊂

⋃
n∈N In

∑
n

σ
|K|
|J |
|In| = σ

|K|
|J |

λ(A).

Por tanto,
λ(f(A))

|K|
≤ σλ(A)

|J |
≤ σρ,

como queŕıamos probar.

El siguiente lema y su corolario constituyen la clave del teorema de Schwartz: si los

iterados de un intervalo son disjuntos (lo que ocurre cuando el intervalo es errante) la

distorsión está acotada.
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Lema 3.6. Sean f : I −→ I un difeomorfismo de clase C1 a trozos y T ⊂ I. Entonces:

Dist(fn, T ) ≤
n−1∑
i=0

Dist(f, f i(T )).

Demostración. Por la regla de la cadena sabemos que

Dfn(x) = D(fn−1 ◦ f)(x) = Dfn−1(f(x)) ·Df(x) = D(fn−2 ◦ f)(f(x)) ·Df(x)

= Dfn−2(f2(x)) ·Df(f(x)) ·Df(x) = . . .

= Df(fn−1(x)) ·Df(fn−2(x)) · · ·Df(f(x)) ·Df(x),

es decir, Dfn(x) =
∏n−1
i=0 Df(f i(x)). Luego,

log
|Dfn(x)|
|Dfn(y)|

= log

(
n−1∏
i=0

|Df(f i(x))|
|Df(f i(y))|

)
=

n−1∑
i=0

log
|Df(f i(x))|
|Df(f i(y))|

.

Sean x, y ∈ T . Como f i(x), f i(y) ∈ f i(T ), se tiene que

log
|Dfn(x)|
|Dfn(y)|

=

n−1∑
i=0

log
|Df(f i(x))|
|Df(f i(y))|

≤
n−1∑
i=0

sup
x′,y′∈f i(T )

log
|Df(x′)|
|Df(y′)|

=

n−1∑
i=0

Dist(f, f i(T )),

lo que prueba el lema.

Corolario 3.7. Sea f : I −→ I un difeomorfismo de clase C1 a trozos regular de manera

que x 7→ log |Df(x)| es lipschitziana con constante de Lipschitz C. Entonces para cualquier

intervalo T ⊂ I,

Dist(fn, T ) ≤ C
n−1∑
i=0

|f i(T )|.

En particular, si los interiores de los intervalos T, f(T ), . . . , fn−1(T ) son disjuntos dos a

dos, entonces:

Dist(fn, T ) ≤ C|I|.

Demostración. Como f(x) = log |Df(x)| es lipschitziana, se tiene que

| log |Df(x)| − log |Df(y)|| =
∣∣∣∣log
|Df(x)|
|Df(y)|

∣∣∣∣ ≤ C|x− y|.
Luego,

Dist(f, J) = sup
x,y∈J

∣∣∣∣log
|Df(x)|
|Df(y)|

∣∣∣∣ ≤ C sup
x,y∈J

|x− y| = C|J |,

es decir, la distorsión de f en un intervalo J está acotada por C|J |. Por tanto,

Dist(fn, T ) ≤
n−1∑
i=0

Dist(f, f i(T )) ≤ C
n−1∑
i=0

|f i(T )|

con lo que se concluye la prueba.
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Si f : I −→ I es derivable, diremos que c es un punto cŕıtico de f si Df(c) = 0. El

conjunto de puntos cŕıticos de f se denotará por C(f).

Observación 3.8. Notemos que en el corolario la propiedad de Lipschitz solo se ha usado

en los intervalos f i(T ). En particular, si f : I → I es de clase C2, el conjunto C(f) es

finito, y δ > 0 es dado, entonces log |Df(x)| será lipschitziana con constante Cδ en el

conjunto Iδ ⊂ I de los puntos cuya distancia a C(f) es al menos δ. Por tanto, si T ⊂ I es

un intervalo tal que f i(T ) ⊂ Iδ para todo 0 ≤ i < n, se tiene

Dist(fn, T ) ≤ Cδ
n−1∑
i=0

|f i(T )|,

y si los interiores de los intervalos T, f(T ), . . . , fn−1(T ) son disjuntos dos a dos, entonces

Dist(fn, T ) ≤ Cδ|I|.

Para acometer la prueba no nos falta más que un lema técnico. Curiosamente, para

probarlo es suficiente la mera continuidad.

Lema 3.9 (Principio de contracción). Sean f : I −→ I continua y J un subintervalo de

I. Supongamos que ı́nfn≥0 |fn(J)| = 0. Entonces o bien J es un intervalo errante o bien

todos los puntos de J son atráıdos por una órbita periódica.

Demostración. En el caso de que los intervalos fn(J) sean disjuntos dos a dos la afirmación

es trivial: si el conjunto ω-ĺımite de J no es igual a una única órbita periódica, entonces

por definición J es un intervalo errante, mientras que si el conjunto ω-ĺımite es una órbita

periódica, entonces los puntos de J son atráıdos por dicha órbita periódica por definición.

Supondremos entonces que existen 0 ≤ l < m tales que f l(J)∩fm(J) 6= ∅ y probaremos

que todos los puntos de J son atráıdos por una órbita periódica. Sean K = f l(J) y

g = fm−l. Basta demostrar que todos los puntos de K son atráıdos (con respecto a g) por

algún punto fijo de g, es decir, que (gi(x))∞i=0 converge para cada x ∈ K (ya que como I

es compacto, si la sucesión converge, lo hace a un punto fijo de g).

Notemos que gi(K) ∩ gi+1(K) 6= ∅ para cada i, por lo que U =
⋃∞
i=0 g

i(K) es un

intervalo (ya que suponemos que K, y por tanto U , es un intervalo no degenerado: si

K fuera un punto entonces seŕıa un punto fijo de g y habŕıamos terminado). Además,

g(U) ⊂ U . No es restrictivo suponer que g tiene algún punto fijo p en U : de lo contrario

o bien g(x) > x para todo x ∈ U (y entonces la sucesión (gi(x))∞i=0 seŕıa estrictamente

creciente y, por ser I compacto, convergeŕıa) o bien g(x) < x para todo x ∈ U (y entonces la

sucesión (gi(x))∞i=0 seŕıa estrictamente decreciente y de nuevo convergente). Sustituyendo

si es preciso K por alguna de sus iteradas K ′ = gj(K) y U por U ′ =
⋃∞
i=0 g

i(K ′) podemos

además suponer que p ∈ K. Probamos a continuación que p es atractor global para la

aplicación g : U −→ U .
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Supongamos que p no lo fuera. Entonces, aplicando la observación 2.14, existe un punto

q ∈ U tal que o bien p < q ≤ g2(q) o bien p > q ≥ g2(q). Supondremos que estamos en el

primer caso porque el otro es similar. Por la definición de U , existe algún k ≥ 0 tal que

q ∈ gk(K) y notemos que, por tenerse p ∈ K, también se cumple p ∈ gk(K). En resumen,

[p, q] ⊂ gk(K). Entonces [p, q] ⊂ g2([p, q]) ⊂ gk+2(K) y en general, un rápido argumento

de inducción muestra que [p, q] ⊂ gk+2r(K) para todo r ≥ 0. En particular,

|gk+2r(K)| = |f l+k(m−l)+2r(m−l)(J)| ≥ q − p =: δ > 0 para todo r ≥ 0.

Lo que esto significa es que, a partir de un cierto momento y cada 2(m − l) iteraciones,

los intervalos fn(J) tienen longitud al menos δ. La continuidad uniforme de f (por ser I

compacto) hace que esto entre en contradicción con la hipótesis ı́nfn≥0 |fn(J)| = 0.

Teorema 3.10 (Schwartz). Sea f : I −→ I un difeomorfismo de clase C1 a trozos regular

de manera que la aplicación x 7→ log |Df(x)| es una función lipschitziana en I. Entonces

f no tiene intervalos errantes.

Demostración. Utilizando el corolario 3.7 se tiene que para cada intervalo T ⊂ I y n ≥ 0

se satisface:

Dist(fn, T ) ≤ C
n−1∑
i=0

|f i(T )|. (3.1)

Todos los intervalos con los que trabajaremos a lo largo de la demostración serán

abiertos en la topoloǵıa de I. Suponemos, por reducción al absurdo, que f tiene un intervalo

errante J . Sea J0 ⊃ J un intervalo errante maximal conteniendo a J , de manera que no

existe otro intervalo errante más grande que contenga a J (esto es una aplicación estándar

del lema de Zorn). Inductivamente, definimos Jn como el intervalo errante maximal que

contiene el interior de f(Jn−1). Un sencillo argumento de inducción permite verificar que,

en general, Int(fk(Jl)) ⊂ Jk+l.

Además, los intervalos que hemos definido son disjuntos dos a dos. En efecto, si existen

enteros 0 ≤ n < m tales que Jn∩Jm 6= ∅ (notemos que como los intervalos son abiertos, la

intersección no estará constituida únicamente por un punto), como Int(fm−n(Jn)) ⊂ Jm

se sigue que

∅ 6= Int(fm−n(Jm ∩ Jn)) ⊂ fm−n(Jm) ∩ Jm

lo que es una contradicción, ya que Jm es un intervalo errante.

Ahora, por definición, f tiene como mucho un número finito de puntos singulares,

digamos n0. Por tanto, existe n1 tal que si n ≥ n1 entonces Cl(Jn) no contiene ningún

punto singular de f . En particular, fk es un difeomorfismo en Jn1 para todo k > 0.

Esto es claro ya que como los intervalos {Jn}n≥0 son disjuntos e Int(fk(Jn1)) ⊂ Jk+n1 ,
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se tendrá que fk(Jn1) ⊂ Cl(Jk+n1) y, por tanto, como las clausuras de los intervalos no

contienen a los puntos singulares, los intervalos fk(Jn1) tampoco los contendrán.

Por otro lado, por ser los {Jn}n≥0 disjuntos dos a dos, no es restrictivo suponer∑
j≥0
|f j(Jn1)| ≤ 1. (3.2)

Sea 0 < δ < e−2C y S = Jn1 . Elegimos un intervalo T que contenga estrictamente a S

de manera que

|T | ≤ (1 + δ)|S|. (3.3)

Probaremos por inducción que si n ≥ 1 es arbitrario, entonces |f i(T )| ≤ 2|f i(S)| para

i = 0, 1, . . . , n − 1. Para n = 1 la afirmación es obvia (por la manera en la que hemos

definido T ). Asumimos que se verifica para algún n − 1 y veremos que se verifica para

n > 1. Aplicando (3.1), la hipótesis de inducción y (3.2) se tiene que

Dist(fn, T ) ≤ C
n−1∑
i=0

|f i(T )| ≤ 2C
n−1∑
i=0

|f i(S)| ≤ 2C. (3.4)

Además, como la restricción de fn a S es un difeomorfismo, por el teorema de Lagran-

ge, existe un punto xn ∈ S tal que Dfn(xn) = |fn(S)|
|S| . Ahora bien, (3.4) equivale a

eDist(fn, T ) ≤ e2C , es decir, |Df
n(y)|

|Dfn(x)| ≤ e2C para cada x, y ∈ T , y como xn ∈ S ⊂ T ,

tomando x = xn obtenemos:

|Dfn(y)| ≤ e2C |Dfn(xn)| = e2C
|fn(S)|
|S|

. (3.5)

Ahora, ponemos T = (T11 ∪ T12 ∪ . . . ∪ T1k1) ∪ S ∪ (T21 ∪ T22 ∪ . . . ∪ T2k2) de manera

que la restricción de fn a cada Tij para cada i = 1, 2, j = 1, 2, . . . ki es un difeomorfismo.

Vamos a ver que para cada i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , ki se tiene que

|fn(Tij)| ≤ e2C
|fn(S)|
|S|

|Tij |, es decir,
|fn(Tij)|
|Tij |

≤ e2C |f
n(S)|
|S|

. (3.6)

En efecto, usando nuevamente el teorema de Lagrange obtenemos que
|fn(Tij)|
|Tij | = |Dfn(y)|

para algún y ∈ Tij (en particular y ∈ T ), y aplicando (3.5) se obtiene la desigualdad (3.6).

Por tanto,

|fn(T11)|+ . . .+ |fn(T1k1)|+|fn(T21)|+ . . .+ |fn(T2k2)| ≤

≤ e2C |f
n(S)|
|S|

(|T11|+ . . .+ |T1k1 |+ |T21|+ . . .+ |T2k2 |).

Luego, utilizando esto último junto con (3.3) se obtiene que:

|fn(T )| ≤ |fn(S)|+ e2C
|fn(S)|
|S|

(|T11|+ . . .+ |T1k1 |+ |T21|+ . . .+ |T2k2 |)

= |fn(S)|+ e2C
|fn(S)|
|S|

|T \ S| ≤ (1 + δe2C)|fn(S)| ≤ 2|fn(S)|,
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con lo que la inducción queda probada. Se sigue entonces que

ĺım
n−→∞

|fn(T )| = 0.

En particular, se tiene que ı́nfn−→∞ |fn(T )| = 0 y aplicando el lema 3.9 se verifica una de

las dos condiciones siguientes: T es un intervalo errante o ωf (T ) es una órbita periódica.

Sin embargo, T no puede ser un intervalo errante ya que esto contradice la maximalidad

de S, luego ωf (T ) tiene que ser una órbita periódica. Pero entonces, como S ⊂ T también

se tendŕıa que ωf (S) es una órbita periódica, lo que contradice la definición de intervalo

errante para S. Esto completa la prueba del teorema.

Lema 3.11. Dados d > 0, u > 0, v > 0, existe p = pc,u,v : [0, 1] −→ R polinomial de

manera que p(0) = 0, p(1) = d, Dp(0) = u, Dp(1) = v y Dp(x) > 0 para todo x ∈ [0, 1].

Demostración. Sea q(x) = u(1− x)n + vxn + hx(1− x). Si definimos

p(x) =

∫ x

0
q(t)dt

se verifican casi todas las condiciones del enunciado: q(0) = u, q(1) = v y p(0) = 0. Por

otra parte,

p(1) =

∫ 1

0
(u(1− t)n + vtn + ht(1− t))dt =

u+ v

n+ 1
+
h

6
,

por lo que basta elegir n y h > 0 de manera que se cumpla u+v
n+1 + h

6 = d para tener

p(1) = d. Además, Dp(x) > 0 para todo x ∈ [0, 1], con lo que se concluye la prueba.

Corolario 3.12. Sea f : I −→ I de clase C2 con un número finito de puntos cŕıticos, es

decir, C(f) = {c1, c2, . . . , ck}. Suponemos que J ⊂ I es un intervalo errante. Entonces:

ĺım inf
n−→∞

d(fn(J), C(f)) = 0

o lo que es lo mismo, ωf (J)∩C(f) 6= ∅, es decir, el conjunto ω-ĺımite contiene algún punto

cŕıtico.

Demostración. Si ωf (J)∩C(f) = ∅, sustituyendo si es preciso J por alguno de sus iterados

fm(J) para algún m (notemos que si J es un intervalo errante entonces todos sus iterados

también serán intervalos errantes) se tiene que existe ε > 0 tal que d(fn(J), C(f)) > ε > 0

para todo n ≥ 0. No es restrictivo suponer que |ci − cj | > 2ε si i 6= j. Modificamos f de

la siguiente manera: tomamos los subintervalos [ci − ε, ci + ε] para i = 1, . . . , k. Ahora,

aplicando el lema 3.11 y adecuadas transformaciones afines, reemplazamos f en cada uno

de los intervalos [ci − ε, ci + ε] por dos (si las derivadas en ci − ε, ci + ε tienen signos

distintos, como se muestra a la izquierda de la figura 3.1) o tres (si las derivadas tienen

el mismo signo, como se muestra a la derecha de la figura 3.1) trozos polinomiales de
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Figura 3.1: El punto ci es un máximo (izquierda) o un punto de inflexión (derecha).

manera que la función resultante g verifica las condiciones del teorema 3.10, luego g no

tiene intervalos errantes.

Sin embargo, como las iteradas de J (intervalo errante de f) nunca entran en [ci −
ε, ci + ε] para i = 1, . . . , k, J también es un intervalo errante para g, con lo que se llega a

una contradicción.
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Caṕıtulo 4

La derivada schwarziana negativaLa derivada schwarziana negativa

Citando a [10], de donde hemos extráıdo las presentes notas históricas, “la derivada

schwarziana negativa es uno de los sucesos más afortunados de la historia de los sistemas

dinámicos discretos”. La razón es que, a priori, es un concepto que nada tiene que ver

con la dinámica; su ámbito natural es el de la geometŕıa compleja. Recibe su nombre de

Hermann Schwarz (¡no confundir con A. J. Schwartz, mencionado por otras razones en el

caṕıtulo anterior!), que la usó en 1869 para caracterizar los isomorfismos en la esfera de

Riemann, aunque en realidad fue introducida por Lagrange en su libro Sur la construction

des cartes géographiques y ya hab́ıa sido usada por Kummer en un trabajo de 1836. Fueron

Allwright y Singer los que se dieron cuenta, en 1978, de lo útil que resulta en dinámica

del intervalo, y precisamente en cuestiones relacionadas con la atracción [1, 24].

4.1. La derivada schwarziana negativa y la atracción

Esta sección es una elaboración de los contenidos de [7, sección 1.13]. En ella se recogen

las propiedades esenciales de la derivada schwarziana, que nos permitirán demostrar un

importante teorema sobre atracción y, como corolario, el teorema de Allwright-Singer.

Recordemos que C(f) es el conjunto de puntos donde la derivada de f se anula.

Definición 4.1. Sea f de clase C3. Se define la derivada schwarziana de f en x

(cuando x /∈ C(f)) como

Sf(x) =
D3f(x)

Df(x)
− 3

2

(
D2f(x)

Df(x)

)2

.
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Nuestro primer resultado, que usaremos en los ejemplos del último caṕıtulo, permite

asegurar en muchas ocasiones que la derivada schwarziana es negativa sin necesidad de

calcularla expĺıcitamente.

Proposición 4.2. Sea P (x) un polinomio. Si todas las ráıces de DP (x) son reales y

distintas, entonces SP < 0.

Demostración. Suponemos que

DP (x) =
N∏
i=1

(x− ai),

con ai reales y distintas. Entonces se tiene que

D2P (x) =

N∑
j=1

DP (x)

x− aj
=

N∑
j=1

∏N
i=1(x− ai)
x− aj

,

D3P (x) =
N∑
j=1

N∑
k=1
k 6=j

∏N
i=1(x− ai)

(x− aj)(x− ak)
.

Luego,

SP (x) =
∑
j 6=k

1

(x− aj)(x− ak)
− 3

2

 N∑
j=1

1

x− aj

2

= −1

2

N∑
j=1

(
1

x− aj

)2

−

 N∑
j=1

1

x− aj

2

< 0,

con lo que queda demostrada la proposición.

A pesar de su sencillez, la siguiente proposición es especialmente útil, pues garantiza

que la derivada schwarziana negativa es cerrada para composiciones.

Proposición 4.3. Se verifica:

S(f ◦ g)(x) = Sf(g(x)) · (Dg(x))2 + Sg(x)

si Df(g(x)) 6= 0 y Dg(x) 6= 0. En particular, si Sf(x) < 0 y Sg(x) < 0, entonces

S(f ◦ g)(x) < 0.

Demostración. Usando la regla de la cadena, se obtiene que

D(f ◦ g)(x) = Df(g(x)) ·Dg(x),

D2(f ◦ g)(x) = D
(
Df(g(x)) ·Dg(x)

)
= D2f(g(x)) · (Dg(x))2 +Df(g(x)) ·D2g(x),

D3(f ◦ g)(x) = D3f(g(x)) · (Dg(x))3

+ 3D2f(g(x)) ·D2g(x) ·Dg(x) +Df(g(x)) ·D3g(x).
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Juntándolo todo, obtenemos

S(f ◦ g)(x) = Sf(g(x)) · (Dg(x))2 + Sg(x),

luego si Sf(x) < 0 y Sg(x) < 0 entonces S(f ◦ g)(x) < 0.

Otra propiedad de la derivada schwarziana que da much́ısimo juego es el principio

del mı́nimo. En esencia, establece que en las zonas de monotońıa la derivada no puede

experimentar muchos vaivenes.

Teorema 4.4 (Principio del mı́nimo). Sea f : I = [a, b] −→ R una función de clase C3 tal

que Df(x) 6= 0 y Sf(x) < 0 para todo x ∈ I. Entonces |Df(x)| > mı́n{|Df(a)|, |Df(b)|}
para todo x ∈ (a, b).

Demostración. Supongamos que Df(x) > 0 para todo x ∈ [a, b]. Por reducción al absurdo,

supongamos que |Df(x)| ≤ mı́n{|Df(a)|, |Df(b)|} para algún x ∈ (a, b). Sea x0 ∈ (a, b)

tal que Df(x0) = mı́n{Df(x), x ∈ [a, b]}. Entonces, por ser mı́nimo relativo se tiene que

D2f(x0) = 0 y D3f(x0) ≥ 0. Por tanto,

Sf(x0) =
D3f(x0)

Df(x0)
− 3

2

(
D2f(x0)

Df(x0)

)2

=
D3f(x0)

Df(x0)
≥ 0,

con lo que se llega a una contradicción. La demostración si Df(x) < 0 para todo x ∈ [a, b]

es análoga.

Una primera consecuencia de las dos anteriores propiedades es que el conjunto Per(f)

de los puntos periódicos de f es relativamente reducido.

Proposición 4.5. Sea f : I −→ I de clase C3, con C(f) finito y Sf(x) < 0 para todo

x /∈ C(f). Entonces Per(f) es numerable.

Demostración. Comencemos demostrando que el conjunto de puntos fijos de f es finito

luego, en particular, numerable. Como la función es estrictamente monótona a trozos (no

puede tener trozos constantes ya que C(f) es finito) tenemos las siguientes posibilidades:

En los trozos en los que la función es decreciente solo puede existir un punto fijo.

En los trozos en los que la función es creciente podrán existir, como mucho, tres

puntos fijos. En efecto, si existiesen cuatro puntos fijos p1, p2, p3 y p4 como en la

figura 4.1, entonces por el teorema de Lagrange existiŕıan x ∈ (p1, p2), y ∈ (p2, p3) y

z ∈ (p3, p4) tales que Df(x) = 1, Df(y) = 1 y Df(z) = 1. Pero entonces aplicando

el principio del mı́nimo 4.4 se tendŕıa que |Df(y)| > mı́n{|Df(x)|, |Df(z)|} = 1, lo

que es una contradicción.
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Figura 4.1: Tramo creciente con 4 puntos fijos.

Por tanto, se tiene que en los tramos decrecientes la función tendrá a lo sumo un

punto fijo y en los tramos crecientes tres. Luego, bajo las condiciones del teorema el

conjunto de puntos fijos de f es finito. Ahora, componiendo f consigo misma r veces

se siguen manteniendo las hipótesis del teorema (derivada schwarziana negativa por la

proposición 4.3 y C(f) finito). Por tanto, se obtiene que para cada r el conjunto de puntos

fijos de f r es finito, luego Per(f) es numerable, con lo que se concluye la prueba.

Notemos que la proposición anterior no es cierta si no se cumplen las condiciones del

enunciado. Un sencillo contraejemplo es la función identidad, en la que todos sus puntos

son fijos.

Consideremos

AP∗(f) = {x ∈ I : existen n ≥ 0 y una órbita atractora O tales que fn(x) ∈ Vf (O)},

es decir, el conjunto de los puntos que en algún momento caen dentro de una cuenca

inmediata de atracción. Claramente tales puntos son asintóticamente periódicos, esto es,

AP∗(f) ⊂ AP(f). Si f tiene derivada schwarziana negativa la diferencia es, no obstante,

muy pequeña.

Proposición 4.6. Sea f : I −→ I de clase C3, con C(f) finito y Sf(x) < 0 para todo

x /∈ C(f). Entonces AP(f) \AP∗(f) es numerable.

Demostración. Si x ∈ AP(f) \AP∗(f) entonces su ω-ĺımite es una órbita no atractora, es

decir, ωf (x) = Orbf (p) no atractora. Entonces, por la proposición 2.26, existe n ≥ 0 tal

que fn(x) = q, con q periódico. Luego, x ∈
⋃∞
n=0 f

−n(Per(f)). Pero por la proposición 4.5

el conjunto de puntos periódicos es numerable, por lo que f−n(Per(f)) será igualmente nu-

merable para cada n y
⋃∞
n=0 f

−n(Per(f)), como unión numerable de conjuntos numerables,

será numerable también.
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Figura 4.2: Caso 1.

Nótese que la proposición anterior no es cierta si no se cumplen las condiciones del

enunciado. Un sencillo contraejemplo es la función identidad, en la que se verifica AP(f) =

I y AP∗(f) = ∅.

Mediante el siguiente teorema probaremos que cuando trabajamos con derivada sch-

warziana negativa, dentro de la cuenca inmediata de atracción tiene que vivir algún punto

cŕıtico o algún extremo del intervalo. En particular, la familia de las órbitas periódicas

atractoras es finita.

Teorema 4.7. Sea f : I −→ I una función de clase C3, con C(f) finito y Sf(x) < 0 para

todo x /∈ C(f). Sea {p, f(p), . . . , f r−1(p)} órbita periódica atractora y sea Vf (Orbf (p)) =

J0∪J1∪. . .∪Jr−1 su cuenca inmediata de atracción (donde p ∈ J0, f(p) ∈ J1, . . . , f r−1(p) ∈
Jr−1). Entonces Vf (Orbf (p)) contiene algún extremo de I o algún punto de C(f).

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que Vf (Orbf (p)) no contiene a

ningún extremo de I ni a ningún punto de C(f). Como por las propiedades de la cuenca

inmediata de atracción f r(∂J0) ⊂ ∂J0, si Cl(J0) = [c, d], la gráfica de f r en J0 podrá ser

únicamente de dos maneras (recordemos la proposición 2.17):

1) f r(c) = d, f r(d) = c, con lo que estaremos en el caso de la figura 4.2.

2) f r(c) = c, f r(d) = d, con lo que la gráfica podŕıa quedar de dos maneras, según se

muestra en la figura 4.3 (en el caso 2.2 el punto fijo p también podŕıa quedar en el

extremo derecho y la función por encima de la diagonal).

Podemos suponer que estamos en el caso 2 (en el caso 1 bastaŕıa trabajar en f2r en

vez de f r y pasar al caso 2.1).

Comencemos estudiando el caso 2.1. Como p es atractor, por el teorema 2.16, Df r(p) ≤
1. Ahora, aplicando el teorema de Lagrange en el intervalo [c, p] existe y ∈ (c, p) tal que
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Figura 4.3: Caso 2.1 (izquierda) y caso 2.2 (derecha).

Df r(y) = 1. Análogamente, existe z ∈ (p, d) de manera que Df r(z) = 1. Por tanto,

aplicando el principio del mı́nimo 4.4 (notemos que podemos hacerlo ya que S(f r) < 0 por

la proposición 4.3 y además estamos excluyendo que existan puntos cŕıticos en la cuenca

inmediata de atracción, luego la derivada es no nula en Vfr(p)) se tiene que Df r(p) > 1,

con lo que llegamos a contradicción.

Analicemos ahora el caso 2.2. Por el teorema de Lagrange, existe y ∈ (p, d) de manera

que Df r(y) = 1. Además, Df r(p) = 1 ya que si Df r(p) > 1, entonces p no seŕıa atractor

por ninguno de los dos lados (aplicando el corolario 2.16) y si Df r(p) < 1 entonces p seŕıa

atractor propio, lo que tampoco puede ocurrir por la definición de cuenca inmediata de

atracción. Por otro lado, a la izquierda de p todos los puntos tendrán derivada menor que

1 ya que si existe s < p tal que Df r(s) ≥ 1, entonces por el principio del mı́nimo se tendŕıa

que |Df r(p)| > mı́n{|Df r(s)|, |Df r(y)|} = 1. Por tanto, denotando g = f r existe ε > 0

de manera que x < g(x) < p para todo x ∈ [p− ε, p) (úsese el teorema de Lagrange), y p

será atractor por la izquierda para g por la versión simétrica de la proposición 2.17. Como

también es atractor por la derecha será propio, con lo que se llega a una contradicción.

A partir de la proposición 4.8, en la que establecemos una condición de atracción propia

para puntos no hiperbólicos, el teorema 4.7 que acabamos de probar y las propiedades de

la cuenca inmediata de atracción, obtendremos como corolario el teorema de Allwright-

Singer 4.9, posiblemente el resultado más importante (pues establece una condición de

atracción global) y desde luego el más conocido de todos los que atañen a la derivada

schwarziana.*

*En realidad casi todo el mundo se refiere a él como “teorema de Singer”, muy posiblemente porque

Guckenheimer olvidó mencionar a Allwright en su trascendental trabajo [8]. Esto es bastante injusto, porque

Allwright y Singer probaron el resultado de manera independiente, y de hecho Allwright se anticipó unas

semanas a Singer.
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Proposición 4.8. Sea p un punto fijo de f de clase C3 verificando Df(p) = −1 y Sf(p) <

0. Entonces p es atractor propio.

Demostración. Si Df(p) = −1, la condición de derivada schwarziana negativa en p se

traduce en

−D3f(p)− 3

2

(
D2f(p)

)2
< 0,

o lo que es lo mismo,

−2D3f(p)− 3
(
D2f(p)

)2
< 0.

Consideremos la función g(x) = f2(x). Veamos que

Dg(p) = 1, D2g(p) = 0, D3g(p) = −2D3f(p)− 3(D2f(p))2 < 0. (4.1)

Las tres igualdades anteriores se obtienen como aplicación de la regla de la cadena. En

efecto,

Dg(x) = D(f(f(x))) = Df(f(x))Df(x)

luego Dg(p) = Df(f(p))Df(p) = Df(p)Df(p) = (−1)(−1) = 1. Para la segunda igualdad

se tiene

D2g(x) = D(Df(f(x))Df(x)) = D2f(f(x))(Df(x))2 +Df((f(x))D2f(x)

luego D2g(p) = D2f(f(p))(Df(p))2 +Df((f(p)))D2f(p) = 0. Y para la tercera igualdad

D3g(x) = D(D2f(f(x))(Df(x))2 +Df((f(x))D2f(x))

= D3f(f(x))(Df(x))3 + 3D2f(f(x))D2f(x)Df(x) +Df(f(x))D3f(x)

luego D3g(p) = −2D3f(p) − 3(D2f(p))2 < 0. Entonces, a partir de (4.1) se obtiene que

p es un punto de inflexión de g. En concreto, g pasa de ser convexa a cóncava. Entonces,

utilizando el desarrollo de Taylor se tiene que

g(x) = g(p) +Dg(p)(x− p) +
D2g(p)

2!
(x− p)2 +

D3g(p)

3!
(x− p)3 + o[(x− p)3]

= p+ x− p+
D3g(p)

6
(x− p)3 + o[(x− p)3] = x+

D3g(p)

6
(x− p)3 + o[(x− p)3]

Ahora, si x ∈ I ∩ (p, p+ ε] entonces D3g(p)
6 (x− p)3 < 0, luego g(x) < x. Por otro lado, si

x ∈ I ∩ [p − ε, p) entonces D3g(p)
6 (x − p)3 > 0 y, por tanto, g(x) > x. Luego, aplicando el

corolario 2.15 se obtiene que p es atractor propio.

Teorema 4.9 (Allwright-Singer). Sea p un punto fijo de f : I = [a, b] −→ I. Supongamos

que se satisface

1) f(x) < x si p < x < b y f(x) > x si a < x < p.

2) f tiene a lo sumo un punto cŕıtico c (que ha de ser extremo relativo).
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3) −1 ≤ Df(p) < 0.

4) Sf < 0 (salvo en el punto cŕıtico, donde no se puede definir).

Entonces si Vf (p) es la cuenca inmediata de atracción de p se tiene que Cl(Vf (p)) = I (y,

por tanto, p atrae a todos los puntos de I salvo, a lo sumo, sus extremos).

Demostración. Observemos que a partir de las dos últimas hipótesis del enunciado, utili-

zando el corolario 2.16 y la proposición 4.8 se obtiene que p es atractor propio.

Supondremos que c es un máximo relativo (si c es un mı́nimo relativo la demostración

es similar, y si no hay puntos cŕıticos es más sencilla). Si existe un punto q 6= p verificando

f(q) = q entonces por la primera condición del enunciado q debe ser igual a alguno de los

extremos a o b. Pero si q = b entonces debe existir otro punto cŕıtico d que sea mı́nimo

relativo, con lo que entraŕıamos en contradicción con la segunda hipótesis del enunciado.

Por tanto, el único punto fijo que puede existir distinto de p es el extremo a.

Analicemos ahora como puede ser la cuenca inmediata de atracción Vf (p) de p. Por ser p

atractor propio, dicha cuenca no podrá tener a p en ninguno de sus extremos. Distinguimos

los siguientes casos:

La cuenca inmediata de atracción podŕıa ser de la forma Vf (p) = [a, b], con lo que

tendŕıamos el resultado buscado.

Supongamos que en la cuenca inmediata de atracción hay un único punto frontera,

por ejemplo Vf (p) = (u, b] (nótese que al trabajar con el espacio topológico I, los

extremos de I no se consideran puntos frontera). Como los puntos de la frontera de

las cuencas inmediatas de atracción viajan a la frontera, u tiene que ser un punto fijo.

Pero entonces u = a, por lo que la cuenca inmediata de atracción seŕıa el intervalo

(a, b], luego Cl(Vf (p)) = I. Utilizando el mismo razonamiento se observa que la

cuenca inmediata de atracción no podŕıa ser de la forma [a, v), ya que v debeŕıa ser

otro punto fijo distinto de a y p, lo nos lleva a una contradicción.

Supongamos que en la cuenca inmediata de atracción hay dos puntos frontera, es

decir, es de la forma (u, v) ⊂ [a, b]. Entonces c ∈ (u, v) ya que por el teorema 4.7

la cuenca inmediata de atracción debe contener algún extremo de I o algún punto

cŕıtico (y en este caso no contiene a ninguno de los extremos). Ahora, como los

puntos de la frontera de las cuencas inmediatas de atracción viajan a la frontera, y v

no puede ser un punto fijo, existen dos posibilidades para los extremos de la cuenca:

• {u, v} es una órbita periódica de periodo 2, es decir f(u) = v, f(v) = u. Como

c es máximo, f(c) > f(x) para todo x ∈ I \{c}. Pero entonces f(c) > f(u) = v,

luego f(c) /∈ (u, v), con lo que se llega a una contradicción, ya que las sucesivas

imágenes de c debeŕıan pertenecer a la cuenca inmediata de atracción.
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• u es un punto fijo y f(v) = u. Pero entonces u = a y (por ser c el único punto

cŕıtico) y v = b, de donde Vf (p) = (a, b).

Por tanto, del análisis anterior se deduce Cl(Vf (p)) = I con lo que se concluye la prueba.

4.2. El principio de Koebe

El principio de Koebe es el último resultado sobre derivada schwarziana negativa que

necesitaremos en este trabajo. Su relevancia es tal que bien merece que se le dedique una

sección. Fue descubierto por van Strien en 1981 [25] y redescubierto por Guckenheimer en

1987 [9]; es este último art́ıculo el que hemos seguido para la prueba del lema de abajo,

del que el principio de Koebe se deduce como simple corolario. Del interés de controlar la

distorsión de las iteradas de una función ya hemos tenido cumplida prueba en el caṕıtulo 3;

sin embargo, para garantizarla necesitábamos que las sucesivas imágenes del intervalo de

partida fueran disjuntas, una hipótesis bastante fuerte. Grosso modo, lo que el principio

de Koebe implica (teniendo en cuenta que la propiedad de derivada schwarziana negativa

es cerrada para composiciones por la proposición 4.3) es que esta hipótesis se puede a

menudo soslayar cuando Sf < 0.

Lema 4.10. Sea h un difeomorfismo de clase C3 en [0, 1] con Sh < 0, h(0) = 0 y h(1) = 1.

Sea 0 < δ < 1
2 . Entonces en el intervalo h−1([δ, 1− δ]) se tiene que

∣∣∣∣ D2h(x)

(Dh(x))2

∣∣∣∣ ≤ 2

δ
.

Además

eDist(h, h−1([δ, 1− δ])) ≤ e
2
δ .

Demostración. Por reducción al absurdo, suponemos que x satisface δ ≤ h(x) ≤ 1 − δ y

supongamos ∣∣∣∣ D2h(x)

(Dh(x))2

∣∣∣∣ > 2

δ
. (4.2)

Como D2h(x) 6= 0, podemos definir la hipérbola ξ(y) (al menos cerca de x), como sigue:

ξ(y) = h(x) +
(y − x)Dh(x)

1− (y−x)D2h(x)
2Dh(x)

.
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Notemos que Sh < 0 es equivalente a afirmar que (Dh)−
1
2 es convexa. En efecto,

D((Dh)−
1
2 ) = −1

2
(Dh)−

3
2D2h,

D2((Dh)−
1
2 ) = −1

2

(
−3

2
(Dh)−

5
2 (D2h)2 +D3h(Dh)−

3
2

)
> 0

⇔ −3

2
(Dh)−

5
2 (D2h)2 +D3h(Dh)−

3
2 < 0

⇔ D3h

(Dh)
3
2

− 3

2

(D2h)2

(Dh)
5
2

< 0 ⇔ D3h

Dh
− 3

2

(
D2h

Dh

)2

< 0 ⇔ S(h) < 0.

Realizando los cálculos correspondientes se tiene que

Dξ(y) =
Dh(x)

(
1− (y−x)D2h(x)

2Dh(x)

)
+ (y−x)Dh(x)D2h(x)

2Dh(x)(
1− (y−x)D2h(x)

2Dh(x)

)2 = Dh(x)

(
1− (y − x)D2h(x)

2Dh(x)

)−2
,

es decir, (Dξ)−
1
2 es una función af́ın. Esta función toma el valor (Dh(x))−

1
2 en x, por lo

que en ese punto coincide con (Dh)−
1
2 , coincidencia que también se da, en dicho punto,

para la primera derivada, que en el caso de (Dξ)−
1
2 es constante y vale

D((Dξ)−
1
2 ) = −1

2
(Dh(x))−

3
2D2h(x).

Finalmente, por ser (Dξ)−
1
2 af́ın, su segunda derivada es cero, en tanto que probamos

antes que (Dh)−
1
2 es convexa. En resumen, si introducimos

g = (Dh)−
1
2 − (Dξ)−

1
2 ,

se tendrá g(x) = 0, Dg(x) = 0 y D2g > 0, de modo que g(y) > 0 para todo y 6= x (donde

ξ esté definida) y, por tanto, Dh(y) < Dξ(y) para todo y 6= x. Como h(x) = ξ(x), esto

implica h(y) < ξ(y) si x < y y ξ(y) < h(y) si y < x.

Estamos suponiendo (4.2). Si además D2h(x) < 0, ξ estará bien definida a la derecha

de x y se tendrá

h(1) < ξ(1) = h(x) +
(1− x)Dh(x)

1− (1−x)D2h(x)
2Dh(x)

= h(x) +
2(Dh(x))2(1− x)

2Dh(x)− (1− x)D2h(x)

< h(x) +
2(Dh(x))2(1− x)

−(1− x)D2h(x)
= h(x)− 2(Dh(x))2

D2h(x)
≤ h(x) + δ ≤ 1,

lo que contradice h(1) = 1. Análogamente, si D2h(x) > 0, ξ estará bien definida a la

izquierda de x y se tendrá

h(0) > ξ(0) = h(x)− xDh(x)

1 + xD2h(x)
2Dh(x)

= h(x)− 2x(Dh(x))2

2Dh(x) + xD2h(x)

> h(x)− 2x(Dh(x))2

xD2h(x)
= h(x)− 2(Dh(x))2

D2h(x)
≥ h(x)− δ ≥ 0,
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en contradicción con h(0) = 0.

Probamos ahora la segunda parte del lema. Realizando en la segunda igualdad el

cambio de variable ρ = h(η), se tiene que si y < x pertenecen a h−1([δ, 1− δ]), entonces

log

∣∣∣∣Dh(x)

Dh(y)

∣∣∣∣ =

∫ x

y

∣∣∣∣D2h(η)

Dh(η)

∣∣∣∣ dη =

∫ h(x)

h(y)

∣∣∣∣ D2h(h−1(ρ))

(Dh(h−1(ρ)))2

∣∣∣∣ dρ
≤
∫ h(x)

h(y)

2

δ
dρ =

2

δ
(h(x)− h(y)) <

2

δ
,

y, por tanto eDist(h, h−1([δ, 1− δ])) ≤ e
2
δ como queŕıamos demostrar.

Definición 4.11. Sean U ⊂ V dos intervalos. Diremos que V es un entorno δ-escalado

de U si ambas componentes de V \ U tienen longitud δ · |V |.

Corolario 4.12 (Principio de Koebe). Sean f una función con derivada schwarziana

negativa y 0 < δ < 1
2 . Si J ⊂ K son intervalos compactos, f |K es un difeomorfismo y

f(K) es un entorno δ-escalado de f(J), se tiene que

eDist(f, J) ≤ e
2
δ .

Demostración. Denotamos como L y R las dos componentes de f(K)\f(J). Por ser f(K)

δ-escalado se tiene que

|L| = δ|f(K)|, |R| = δ|f(K)|. (4.3)

Definimos ϕ y ψ difeomorfismos afines de manera que

[0, 1]
ϕ−−−−→ K

f−−−−→ V
ψ−−−−→ [0, 1]

donde V = f(K). Sea h := ψ ◦ f ◦ ϕ creciente (ya que definiremos si f es creciente ψ y ϕ

crecientes y si f es decreciente ϕ decreciente y ψ creciente).

Ahora, por ser ϕ y ψ aplicaciones afines, se tiene que Sϕ = 0 y Sψ = 0. Por tanto,

como consecuencia de la proposición 4.3 se obtiene S(f ◦ ϕ) < 0 y, aplicando nuevamente

dicha proposición, S(ψ ◦ f ◦ ϕ) = S(h) < 0.

Sean u, v ∈ [0, 1]. Ponemos x = ϕ(u), y = ϕ(v), de manera que ψ(f(x)) = h(u) y

ψ(f(y)) = h(v). Si x, y ∈ J , utilizando (4.3) se tiene que h(u), h(v) ∈ [δ, 1 − δ], con

0 < δ < 1
2 . Aplicando ahora el lema 4.10 se obtiene que

∣∣∣Dh(u)Dh(v)

∣∣∣ ≤ e 2
δ , es decir,∣∣∣∣Dψ(f(x))Df(x)Dϕ(u)

Dψ(f(y))Df(y)Dϕ(v)

∣∣∣∣ ≤ e 2
δ .

Pero como Dψ(f(x)) = Dψ(f(y)) y Dϕ(u) = Dϕ(v) por ser ψ y ϕ aplicaciones afines,

queda
∣∣∣Df(x)Df(y)

∣∣∣ ≤ e 2
δ , como queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 5

El teorema de MañéEl teorema de Mañé

5.1. Prueba del teorema

En este caṕıtulo probaremos el resultado principal de este trabajo, donde recordamos

que AP(f) es el conjunto de puntos asintóticamente periódicos de f y C(f) el de sus

puntos cŕıticos.

Teorema 5.1 (Mañé). Sea f : I → I de clase C2 con C(f) finito y supongamos que existe

un entorno U de C(f) tal que U ⊂ AP(f). Entonces λ(AP(f)) = |I|.

Para la demostración nos hemos inspirado en algunas ideas de [18], en concreto de los

lemas 5.3 (p. 251), 5.7 y 5.8 (p. 254). Recordemos que en dicho libro este resultado se

demuestra (teorema 2.6, p. 229 y corolario 1, p. 248) con la hipótesis adicional de que f

no tiene ningún punto r-periódico p tal que |Df r(p)| = 1.

A grandes rasgos, las principales ideas de la demostración pueden resumirse aśı. Una

vez probado que el conjunto de intervalos absorbentes maximales es finito, podremos en-

contrar, usando la hipótesis, una familia finita de intervalos, todos en AP(f), y conteniendo

al entorno U , que absorbe toda la dinámica “simple” de la función. El conjunto de puntos

no asintóticamente periódicos (esencialmente el conjunto al que luego llamaremos K) vi-

virá entonces en el complementario T de dicha unión. La ausencia de intervalos errantes

para f en T nos permitirá deducir que K tiene interior vaćıo e incluso que su densidad

media en las componentes de T no es muy grande, pero esto no es suficiente: necesitamos

probar que λ(K) = 0. Para ello razonaremos por reducción al absurdo, usando el teorema

de densidad de Lebesgue para encontrar un punto de densidad x de K. Ahora bien, T
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tiene la interesante propiedad de que existen entornos L de x tan pequeños como quera-

mos tales que, tras el adecuado número de iteraciones, terminan cubriendo alguna de las

componentes de T . Llegados a este punto, la clave está en conseguir una cota universal

para la distorsión de estas iteradas, porque si el entorno L es suficientemente pequeño, la

densidad media de K en él será prácticamente 1, y lo mismo ocurrirá cuando cubramos la

correspondiente componente de T . Pero, recordemos, ya hab́ıamos probado que la densi-

dad media de K en estas componentes no puede ser muy grande, y eso nos dará la deseada

contradicción. La parte más delicada del argumento, entonces, es conseguir controlar la

distorsión. Desafortunadamente, a diferencia de lo que ocurŕıa en el teorema de Schwartz,

no podemos garantizar que los iterados de L sean siempre disjuntos, pero hay dos detalles

que podemos explotar. Por un lado, si p ∈ T es periódico de periodo r, entonces, con pocas

excepciones, las derivadas |Df r(p)| son muy grandes. Por otro lado, cuando dos iterados

de L se cortan, uno contiene al otro (para garantizar esto es por lo que introducimos

abajo la noción de cadena bonita, ya usada por Mañé en su art́ıculo) y, lo que es mejor, a

algún punto periódico; como la derivada en este punto es muy grande, conseguiremos que

el intervalo de dentro sea muy pequeño en comparación con el de fuera. Ello nos permi-

tirá encontrar una cota universal para la suma de las longitudes de los iterados de L, que

a la postre es lo único que necesitamos para acotar la distorsión, al estilo del teorema de

Schwartz.

Definición 5.2. Sea f : I → I continua. Se dice que un subintervalo J es bonito si los

iterados de sus extremos nunca visitan el interior de J .

Definición 5.3. Sea f : I → I continua. Llamaremos a una secuencia J0, J1, . . . , Jr de

intervalos una cadena si f(Ji) = Ji+1 y f |Ji es un homeomorfismo para cada 0 ≤ i < r.

Si Jr es un intervalo bonito, diremos que la cadena es bonita.

El siguiente resultado explica, en parte, por qué nos parecen “bonitos” estos intervalos

y cadenas.

Lema 5.4. Si J0, J1, . . . , Jr es una cadena bonita y los interiores de dos intervalos Jj , Jk

se intersecan, con j < k, entonces Jj ⊂ Jk.

Demostración. Supongamos Int Jj ∩ Int Jk 6= ∅. Si no fuese cierto Jj ⊂ Jk, entonces al

menos uno de los extremos de Jk, llamémoslo c, estaŕıa en el interior de Jj . Esto es

imposible porque f r−k(c) es un extremo de Jr y f r−j(c) = fk−j(f r−k(c)) estaŕıa en el

interior de Jr, lo que se contradice con que Jr es bonito.

Notemos que el lema anterior implica que todos los intervalos de una cadena bonita

son bonitos, y por tanto que cualquier subcadena de una cadena bonita es también bonita.

Sea µ > 1. Diremos que una cadena bonita J0, J1, . . . , Jr es µ-expansiva cuando para

cada j < k ≤ m tales que Jj , Jk ⊂ Jm se cumple |Jk| ≥ µ|Jj |.
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Proposición 5.5. Si J0, J1, . . . , Jr es una cadena bonita µ-expansiva, entonces se cumple

r∑
i=0

|Ji| <
µ

µ− 1
|I|.

Demostración. Observemos que, por el lema 5.4, existen intervalos Ji1 , Ji2 , . . . , Jis con

interiores disjuntos que contienen al resto de intervalos de la cadena. Ahora bien, la pro-

piedad de µ-expansividad implica que la suma de las longitudes de los intervalos contenidos

en cada intervalo Jij es menor que µ
µ−1 |Jij |. En efecto, si J

ij
1 , J

ij
2 , . . . , J

ij
t = Jij (respetando

la ordenación de la cadena inicial) están contenidos en un Jij para algún j, entonces se

tendrá que |J ijt | ≤ |J
ij
t |, |J

ij
t−1| ≤ 1

µ |J
ij
t |, |J

ij
t−2| ≤ 1

µ2
|J ijt |, . . . , |J

ij
1 | ≤ 1

µt−1 |J
ij
t |. Por tanto,

t∑
k=1

|J ijk | ≤ |Jij |
t−1∑
i=0

1

µi
< |Jij |

1

1− 1
µ

=
µ

µ− 1
|Jij |.

Como los intervalos Ji1 , Ji2 , . . . , Jis tienen interiores disjuntos,
∑s

j=1 |Jij | ≤ |I|. Por tanto,

r∑
i=0

|Ji| <
µ

µ− 1

s∑
j=1

|Jij | ≤
µ

µ− 1
|I|,

como queŕıamos demostrar.

Demostraremos en la siguiente proposición que lejos de los puntos cŕıticos las derivadas

de f r de los puntos periódicos de periodo r tienden hacia infinito cuando el periodo lo

hace.

Proposición 5.6. Sean f : I → I de clase C2 con C(f) finito y δ > 0. Entonces existe

una sucesión dr = dr(δ)→∞ tal que si p es r-periódico y d(Orbf (p), C(f)) ≥ δ, entonces

|Df r(p)| ≥ dr.

Demostración. Es claro que basta demostrar la afirmación suponiendo que f es un di-

feomorfismo de clase C1 a trozos regular tal que log |Df | es lipschitziana, como en el

teorema 3.10 (entendiendo que C(f) denota ahora al conjunto a = a0 < a1 · · · < as = b

de puntos singulares y extremos de I), y que además cumple f([ai, ai+1]) = I para cada i,

pues a partir de la función del enunciado podemos llegar a una de este tipo modificándola

cerca del conjunto de puntos cŕıticos como en la demostración del corolario 3.12 y exten-

diéndola adecuadamente a un intervalo un poco mayor que I de manera que los extremos

del intervalo sean puntos fijos (un ejemplo se muestra en la figura 5.1; aunque no nos

hemos esmerado en el dibujo, ¡se entiende que en los puntos de contacto entre la nueva y

antigua función se conserva la diferenciabilidad!).

Supongamos que la afirmación no es cierta para encontrar una constante κ > 0 y puntos

periódicos pn de periodos rn →∞ tales que d(Orbf (pn), C(f)) ≥ δ y |Df rn(pn)| ≤ κ para

todo n. No hay problema en suponer que existe cn ∈ C(f) tal que [cn, pn]∩Orbf (pn) = {pn}
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Figura 5.1: Ejemplo para la demostración de la proposición 5.6.

y por tanto pn−cn ≥ δ, y observemos que [cn, pn] es bonito. Claramente existe un intervalo

Jn = [dn, pn] tal que f rn es un difeomorfismo sobre Jn y f rn(Jn) = [cn, pn]. Más aún,

los interiores de los intervalos f j(Jn), 0 ≤ j < rn, son disjuntos dos a dos, porque de

no ser aśı, y formar estos intervalos una cadena bonita, tendŕıamos por el lema 5.4 que

f i(Jn) ⊂ [cn, pn] para algún 1 ≤ i < rn, y en particular f i(pn) ∈ [cn, pn] en contradicción

con la elección de pn.

Ahora (tomando una subsucesión adecuada de (pn) si es preciso) caben dos posibili-

dades, y ambas, como veremos, conducen a contradicción: o bien |Jn| → 0, o bien existe

un intervalo J tal que J ⊂ Jn para todo n. En efecto, esta última afirmación se puede

realizar ya que si existe δ > 0 de manera que |Jn| > δ para todo n entonces, si consi-

deramos la sucesión (en) de los centros de Jn, por ser I compacto, se puede extraer una

subsucesión convergente a x. Podemos suponer entonces que |en−x| < δ
4 . Luego, llamando

J = [x− δ
4 , x+ δ

4 ] se tiene que J ⊂ [en − δ
2 , en + δ

2 ] ⊂ Jn.

Supongamos primero |Jn| → 0 y sea C una constante de Lipschitz para log |Df |. Por

el corolario 3.7, eDist(f rn , Jn) ≤ eC|I|, y como pn−cn
|Jn| → ∞ (pues pn − cn ≥ δ), y existe

xn ∈ [cn, pn] tal que |Df rn(xn)| = |pn−cn|
|Jn| (teorema de Lagrange), se tendŕıa igualmente

|Df rn(pn)| → ∞, en contradicción con |Df rn(pn)| ≤ κ para todo n.

Supongamos ahora que existe un intervalo abierto J contenido en todos los intervalos

Jn. Como rn →∞, f i(J)∩f j(J) = ∅ para todo i 6= j. Como f no tiene intervalos errantes

(teorema 3.10), existirán, por la proposición 2.30, k y una órbita r-periódica atractora

tales que fk(J) está contenida en una de las componentes M ′ de su cuenca inmediata de

atracción, aśı que fk(Jn) ∩M ′ 6= ∅ para todo n. Pero si n es suficientemente grande para

que rn > 2r+k nos encontramos con que o bien fk(Jn) (y por tanto pn) está contenido en

ClM ′, lo que es imposible porque este intervalo no contiene puntos periódicos de periodo

mayor que 2r, o bien Int fk(Jn) contiene a uno de los puntos frontera de ClM ′, que o

bien es periódico de periodo r, o bien es periódico de periodo 2r, o bien es llevado por f r
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a un punto periódico de periodo r. Esto implica que al menos dos de los tres intervalos

Int fk(Jn), Int fk+r(Jn), Int fk+2r(Jn) se cortan, lo que es imposible porque probamos al

principio que eran disjuntos.

Recordemos (proposición 2.31) que para las funciones que estamos considerando aqúı la

familia de intervalos absorbentes maximales de un mismo periodo es finita. La siguien-

te proposición garantiza la finitud global cuando todos los puntos próximos a C(f) son

asintóticamente periódicos.

Proposición 5.7. Sea f : I → I de clase C2 con C(f) finito y supongamos que existe

un entorno U de C(f) tal U ⊂ AP(f). Entonces la familia de intervalos absorbentes

maximales de f es finita.

Demostración. Basta demostrar que existe r0 ≥ 1 tal que todo intervalo absorbente maxi-

mal tiene periodo menor que r0. De hecho, este número r0 se puede determinar expĺıcita-

mente a partir de la constante de Lipschitz C de log |Df | en I \U y de un δ > 0 suficien-

temente pequeño para que d(Orbf (p), C(f)) ≥ δ. En concreto, basta con que dr(δ) > eC|I|

para todo r ≥ r0 (lo cual es posible por la proposición 5.6). En efecto, si un intervalo ab-

sorbente maximal J tuviera periodo r ≥ r0 entonces, por la observación 3.8 (los intervalos

f i(J), 0 ≤ i < r, son disjuntos) se tendŕıa eDist(f r, J) ≤ eC|I|, y en particular,

|Df r(x)|
|Df r(y)|

≤ eC|I| (5.1)

para todo x, y ∈ J . Además, f r(J) ⊂ J implicaŕıa, por un lado, la existencia de un punto

periódico p∗ de periodo r en J , y, por otro, la de un punto x ∈ J tal que |Df r(x)| =
|fr(J)|
|J | ≤ 1 (por el teorema de Lagrange). Por tanto,

|Df r(p∗)|
|Df r(x)|

≥ |Df r(p∗)| > eC|I|

por la proposición 5.6, en contradicción con (5.1).

Observación 5.8. Notemos que, aunque toda componente de una cuenca inmediata de

atracción está contenida en un intervalo absorbente maximal, un intervalo absorbente

maximal no tiene por qué contener a ninguna componente de una cuenca inmediata de

atracción (basta tomar como f la identidad). No obstante, si f tiene derivada schwarziana

negativa esto śı es cierto, porque si J es absorbente maximal entonces sus puntos (salvo

a lo sumo un conjunto numerable de ellos, estamos usando las proposiciones 4.5, 2.25 y

2.26) terminan cayendo en una cuenca inmediata de atracción, por lo que alguna de sus

componentes se intersecará con J y por tanto estará incluida en J . En particular, gracias

al teorema 4.7, la familia de intervalos absorbentes maximales de una función con derivada

schwarziana negativa es finita aun cuando C(f) no tenga un entorno en AP(f).
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Estamos ya en condiciones de acometer la prueba del teorema 5.1. Sea A0(f) la unión de

todos los intervalos absorbentes maximales de f . Por ser una unión finita (proposición 5.7)

de intervalos compactos (proposición 2.29), A0(f) es compacto. Recordemos también que

f(∂A0(f)) ⊂ ∂A0(f), de nuevo por la proposición 2.29. Sea A1(f) = f−1(A0(f)) \ A0(f).

Como cada componente del compacto f−1(A0(f)) ⊂ AP (f) está o bien contenida en A0(f)

o es disjunta de A0(f), A1(f) es compacto y tiene un número finito de componentes (alguna

puede ser degenerada a un punto). Más aún, f(∂A1(f)) ⊂ ∂A0(f). En general, para cada

n ≥ 1, definimos An+1(f) = f−1(An(f)), que también será un compacto con un número

finito de componentes, teniéndose f(∂An+1(f)) ⊂ ∂An(f). Como los conjuntos An(f) son

disjuntos dos a dos, las uniones Bn(f) =
⋃n
i=0Ai(f) cumplen f(∂Bn(f)) ⊂ ∂Bn(f) (en

particular, f(∂Bn(f)) ⊂ ∂Bn−1(f)). En consecuencia, cada una de las componentes de

I \Bn(f) (también hay un número finito de ellas) es un intervalo abierto (en la topoloǵıa

de I, alguno de ellos puede contener a un extremo de I) y bonito.

Observemos que, por la proposición 2.30, existe n0 tal que Bn0(f) contiene a un entorno

de C(f). En lo sucesivo este número n0 permanecerá fijo, y denotaremos por C a la

constante de Lipschitz para log |Df | en T = I \ Bn0(f). Asimismo, denotaremos por Q a

la unión de las órbitas periódicas de f contenidas en T . Por la proposición 5.6, existe una

sucesión dr → ∞ tal que si p ∈ Q tiene periodo r, entonces |Df r(p)| ≥ dr. Finalmente

definimos K = I \
⋃∞
n=0An(f) = I \

⋃∞
n=0Bn(f). Observemos que I \ AP(f) ⊂ K.

Nuestro objetivo es demostrar que λ(K) = 0. Para ello argumentaremos por contradicción,

suponiendo λ(K) > 0 y fijando un punto de densidad x0 ∈ K que no sea ninguno de los

extremos de I (tal cosa es posible por el teorema de densidad de Lebesgue 1.7).

Paso 1: Q solo puede tener un número finito de puntos del mismo periodo (en particular,

Q es numerable). Más aún, para cada órbita periódica O en Q se cumple una de las dos

siguientes posibilidades:

a) Existe una sucesión de intervalos compactos (ImO )0m=−∞ en T , con interiores disjun-

tos dos a dos, tales que f(ImO ) = Im+1
O para cada m < 0 y O ∪

⋃0
m=−∞ I

m
O es un

entorno de O en T .

b) Existen dos sucesiones de intervalos compactos (ImO )0m=−∞ e (JmO )0m=−∞ en T , con

interiores disjuntos dos a dos, tales que f(ImO ) = Im+1
O , f(JmO ) = Jm+1

O para cada

m < 0 y O ∪
⋃0
m=−∞ I

m
O ∪

⋃0
m=−∞ J

m
O es un entorno de O en T .

Demostración del paso 1. Notemos que T no puede contener a ningún intervalo en AP(I)

que se interseque con Q, pues dicho intervalo seŕıa absorbente. Esto implica que si p ∈ Q es

de periodo r, entonces existe un pequeño entorno U de p en T tal que f2r es estrictamente

creciente en U y, para cada x ∈ U \ {p}, f2r(x) < x si x < p y f2r(x) > x si x > p. De

aqúı se concluye que Q solo puede tener un número finito de puntos periódicos del mismo

periodo. Ahora, si f es decreciente, para construir los intervalos (InO)0n=−∞ asociados a la
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órbita O de p, bastaŕıa partir de un intervalo cualquiera I0O suficientemente cercano a p,

de modo que f2r lleve uno de sus extremos al otro, e ir tomando sucesivas antiimágenes

cerca de O. Si f es creciente partimos de intervalos I0O e J0
O suficientemente cercanos a p

(a izquierda y derecha), de manera que f r lleve uno de sus extremos al otro, y tomamos

sucesivas antiimágenes cerca de O, para construir finalmente los intervalos (InO)0n=−∞ y

(JnO)0n=−∞ (en realidad, si f es creciente pero p es un punto frontera de A0(f) tan solo

necesitamos una sucesión (InO)0n=−∞, ya que solo hay que cubrir un lado).

La proposición 5.6 implica la existencia de un número r0 tal que si r ≥ r0 y p ∈ Q es un

punto r-periódico, entonces |Df r(p)| ≥ 2eC|I|. De acuerdo con el paso 1, el conjunto Q′ de

puntos de Q con periodo menor que r0 es finito, por lo que existe σ0 > 0 suficientemente

pequeño, que dejaremos fijo en adelante, tal que si O es una órbita r-periódica cualquiera

en Q′ entonces |ImO | > σ0 cuando 0 ≤ |m| < 4r (además, también se tendrá |JmO | > σ0 para

0 ≤ |m| < 4r en el caso de que exista esta sucesión de compactos). También supondremos

que |L| > σ0 para cada componente L de T .

Paso 2: Int(ClK) = ∅.

Demostración del paso 2. Sea K ′ = ClK y suponemos por reducción al absurdo que

IntK ′ 6= ∅, es decir, existe un intervalo J ⊂ K ′. Entonces fn(J) ⊂ K ′ ⊂ ClT para

todo n ≥ 0. No puede ocurrir J ⊂ AP(f), pues la proposición 2.30 implicaŕıa la existencia

de k y un intervalo absorbente maximal M tales que fk(J) ⊂ M . Como por el corola-

rio 3.12 J no puede ser errante, dos de los iterados del intervalo J se intersecan (ya que sus

puntos no son atráıdos por órbitas periódicas), pero entonces la proposición 2.27 implica

J ⊂ AP(f), posibilidad ya descartada.

Una consecuencia inmediata del paso 2 es que existe 0 < µ0 < 1 tal que Dm(K,J) ≤ µ0
para todo subintervalo J de I con |J | > σ0. De hecho, si N es un entero positivo tal que
b−a
N ≤ σ0

2 , y elegimos µ1 < 1 de manera que Dm(K,J) ≤ µ1 se cumple cuando J es uno

de los intervalos Hi = [a+ (b−a)i
N , a+ (b−a)(i+1)

N ], 0 ≤ i < N (y tal µ1 existe por el paso 2,

ya que ClK tiene interior vaćıo, luego su complementario es un abierto denso y por tanto

tiene medida positiva en cualquier intervalo), entonces puede tomarse µ0 = µ1+N
1+N , pues si

|J | > σ0 entonces existe Hi0 ⊂ J , por lo que

λ(K ∩ J)

|J |
=
λ(K ∩Hi0) + λ((J \Hi0) ∩K)

|Hi0 |+ λ(J \Hi0)
≤ λ(K ∩Hi0) + λ(J \Hi0)

|Hi0 |+ λ(J \Hi0)

≤λ(K ∩Hi0) + |I|
|Hi0 |+ |I|

=

λ(K∩Hi0 )
|Hi0 |

+ |I|
|Hi0 |

1 + |I|
|Hi0 |

≤ µ1 +N

1 +N
= µ0;

hemos utilizado en la segunda desigualdad que si a < b, la función a+x
b+x es creciente, y en

la última desigualdad |I|
|Hi0 |

= |b−a|
| b−aN |

= N ,
λ(K∩Hi0 )
|Hi0 |

≤ µ1.
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Paso 3. Sea ε > 0. Entonces existen x0 ∈ Jε ⊂ (x0 − ε, x0 + ε) y nε ∈ N tales que fnε |Jε
es un difeomorfismo, eDist(fnε , Jε) ≤ e4C|I| y |fnε(Jε)| > σ0.

Demostración del paso 3. Por el paso 2, existe n ≥ n0 suficientemente grande de manera

que si L es la componente de I \Bn(f) que contiene a x0, entonces se satisface L ⊂ (x0 −
ε, x0 +ε). Como x0 no es un extremo de I, podemos suponer también que ambos extremos

de L están en Bn(f). Entonces cada uno de los intervalos f i(L), 0 ≤ i ≤ n−n0, es una de

las componentes de I \Bn−i(f) (en particular están en T ). Como f(∂Bn0(f)) ⊂ ∂Bn0(f),

la cadena {Li}n−n0
i=0 = {f i(L)}n−n0

i=0 es bonita.

Nuestro intención es controlar la distorsión de fn−n0 en L, para lo que necesitamos, en

virtud de la observación 3.8, que la suma de las longitudes de los intervalos de la cadena

no sea muy grande, lo que a su vez se tiene cuando existe expansividad (proposición 5.5).

Pues bien, afirmamos que si ninguna de las clausuras de los intervalos L0, L1, . . . , Ls se

interseca con Q′, entonces esta subcadena es 2-expansiva.

En efecto, sean j < k ≤ m ≤ s tales que Lj , Lk ⊂ Lm. Demostraremos |Lk| ≥ 2|Lj |.
Claramente, no es restrictivo suponer que no hay ningún sub́ındice l entre j y k para

el que también se cumpla Ll ⊂ Lm. Recordemos que Lm es una de las componentes de

I \Bn−m(f), y si R es la componente de I \Bn−m+k−j(f) que contiene a Lj , entonces se

tendrá que fk−j(R) ∩ Lm ⊃ Lk, por lo que fk−j(R), que es una de las componentes de

I\Bn−m(f), coincidirá con Lm. Más aún, como la cadena {f i(R)}k−ji=0 es bonita (recordemos

que fk−j(R) = Lm es bonito) y R ∩ fk−j(R) ⊃ Lj , entonces R ⊂ fk−j(R) (lema 5.4).

Notemos además que los intervalos f i(R), 0 ≤ i < k − j, son disjuntos; de lo contrario,

f i(R) ∩ fk−j(R) 6= ∅ (y entonces f i(R) ⊂ fk−j(R)) para algún 0 < i < k − j, lo que

significa que Lj+i está contenido en Lm. Esto es imposible, porque hab́ıamos supuesto que

ninguno de los intervalos Ll, con j < l < k, está contenido en Lm. Ahora bien, que los

intervalos f i(R) sean disjuntos implica en particular que

eDist(fk−j , R) ≤ eC|I|. (5.2)

Por otro lado, fk−j(R) = Lm ⊃ R implica la existencia de un punto (k − j)-periódico p

en Cl(Lm) (y por tanto en Q \ Q′). Como |Dfk−j(p)| ≥ 2eC|I| por la definición de Q, a

partir de (5.2) se obtiene

|Df r−k(x)| ≥ e−C|I||Df r−k(p)| ≥ e−C|I|2eC|I| = 2.

para todo x ∈ R, y en particular para todo x ∈ Lj . De aqúı, utilizando el teorema de

Lagrange, existe x∗ ∈ Lj tal que |Dfk−j(x∗)| = |Lk|
|Lj | , y como |Dfk−j(x∗)| ≥ 2 se obtiene

|Lk| ≥ 2|Lj |, como queŕıamos demostrar.

A partir del resultado anterior, la afirmación del paso 3 se deduce de inmediato (to-

mando Jε := L y nε := n − n0) cuando ninguna de las clausuras de los intervalos Li,
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0 ≤ i < n − n0, se interseca con Q′, porque |fn−n0(L)| > σ0 y la combinación de la ob-

servación 3.8 y la proposición 5.5 produce eDist(fn−n0 , L) ≤ e2C|I|. Si existe un número

s0 < n−n0 (mı́nimo) tal que Cl(fs0(L)) contiene a algún punto r-periódico p de Q′, tan so-

lo podemos asegurar eDist(fs0 , L) ≤ e2C|I|, lo que también seŕıa suficiente si |fs0(L)| > σ0.

Si, por último, |fs0(L)| ≤ σ0 y, por ejemplo, f r es decreciente en p (los otros casos son

análogos) hacemos uso del paso 1, pues es claro que existen L′ ⊂ L conteniendo a x0 y

m0 ≤ 0 tales que R′ = fs0(L′) es la unión de un trozo de intervalo Im0
O (que es donde

está contenido fs0(x0)) y todo el intervalo Im0−2r
O , con O = Orbf (p). Como los intervalos

ImO tienen interiores disjuntos, la familia {f i(R′)}|m0|
i=0 puede descomponerse en dos subfa-

milias de manera que los intervalos de cada una de ellas tienen interiores disjuntos. Por

tanto,
∑|m0|

i=0 |f i(R′)| ≤ 2|I| y eDist(f |m0|, R′) ≤ e2C|I|. En resumen,

eDist(fs0+|m0|, L′) = eDist(f s0 , L′) eDist(f |m0|, R′) ≤ e2C|I|e2C|I| = e4C|I|,

y la afirmación del paso 3 se sigue para Jε := L′ y nε := s0 + |m0|, ya que |fs0+|m0|(L′)|
contiene a I−2rO y por tanto tiene longitud mayor que σ0.

Paso 4. Sea 0 < ρ < 1. Entonces existe ε > 0 suficientemente pequeño de manera que

Dm(K, fnε(Jε)) ≥ 1− ρ.

Demostración del paso 4. Sea ρ′ = ρe−4C|I|. Como

ĺım
ε−→0

λ(K ∩ (x0 − ε, x0 + ε))

2ε
= 1,

o equivalentemente, como vimos en el caṕıtulo 1,

ĺım
ε−→0

λ(K ∩ (x0, x0 + ε))

ε
= 1 y ĺım

ε−→0

λ(K ∩ (x0 − ε, x0))
ε

= 1,

existe ερ tal que si ε ≤ ερ entonces se verifica

λ(K ∩ (x0, x0 + ε))

ε
≥ 1− ρ′ y

λ(K ∩ (x0 − ε, x0))
ε

≥ 1− ρ′.

Escribamos Jε = [x0− ε1, x0 + ε2] ⊂ (x0− ε, x0 + ε), con ε1, ε2 < ερ. Se tiene entonces que

λ(K ∩ (x0, x0 + ε2)) ≥ (1− ρ′)ε2
λ(K ∩ (x0 − ε1, x0)) ≥ (1− ρ′)ε1

con lo que, sumando ambas desigualdades, se obtiene

λ(K ∩ Jε) ≥ (1− ρ′)(ε1 + ε2) = (1− ρ′)|Jε|.

Como λ(K∩Jε)
|Jε| ≥ 1− ρ′, o lo que es lo mismo,

λ(Jε \ (K ∩ Jε))
|Jε|

≤ ρ′,
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aplicando la proposición 3.5 y el paso 3,

λ(fnε(Jε \ (K ∩ Jε)))
|fnε(Jε)|

≤ e4C|I|ρ′ = ρ,

o equivalentemente,

λ(fnε(K ∩ Jε))
|fnε(Jε)|

≥ 1− ρ.

Pero como f(K) ⊂ K, lo anterior implica que

λ(K ∩ fnε(Jε))
|fnε(Jε)|

≥ 1− ρ,

como queŕıamos demostrar.

El paso 4 conduce a la contradicción, proviniente de suponer λ(K) > 0, que necesitamos

para probar el teorema 5.1, pues bastaŕıa tomar ρ tal que 1− ρ > µ0, usar |fnε(Jε)| ≥ σ0,
y recordar que si |J | > σ0 entonces Dm(K,J) ≤ µ0.

Observación 5.9. La demostración del teorema 5.1 se puede simplificar sustancialmente

si añadimos la hipótesis de que f es de clase C3 y tiene derivada schwarziana negativa

fuera de C(f). Esencialmente, el concepto de cadena bonita y los subsiguientes lema 5.4

y proposiciones 5.5 y 5.6 son innecesarios (la finitud de componentes de A0(f) puede

demostrarse como en la observación 5.8, y el paso 1 tampoco hace falta). El paso 3 se

puede demostrar de manera diferente, utilizando el principio de Koebe, exigiéndole adi-

cionalmente a x0 (no es restrictivo) que no esté en AP(I), con lo que ωf (x0) será infinito,

fijando y0 ∈ ωf (x0) en I \Bn0(f), y tomando σ0 tan pequeño que y0 esté a distancia ma-

yor que 3
2σ0 de la frontera de I \Bn0(f). Ahora procedemos como sigue: primero se elige

{f i(L)}n−n0
i=0 como en la anterior demostración del paso 3. Aunque no podemos garantizar

fn−n0+1(L) ⊂ T , śı existe R1 ⊂ L conteniendo a x0 tal que fn−n0+1(R1) es una de las

componentes de I \Bn0(f). Reiterando esta idea, vamos encontrando entornos Rk de x0,

progresivamente más pequeños, de manera que fn−n0+k(Rk) sea siempre una componen-

te de I \ Bn0(f). Finalmente llegaremos a un k0 adecuado de manera que fn−n0+k0(x0)

sea tan próximo a y0 que [fn−n0+k0(x0)− 3
2σ0, f

n−n0+k0(x0) + 3
2σ0] esté en la correspon-

diente componente de I \ Bn0(f). Ahora basta tomar nε := n − n0 + k0 y Jε ⊂ Rk0 tal

que fnε(Jε) = [fn−n0+k0(x0)− 1
2σ0, f

n−n0+k0(x0) + 1
2σ0], pues el principio de Koebe 4.12

garantiza que eDist(fnε , Jε) ≤ e2.

Observemos por último que, debido a la proposición 4.6, en el caso con derivada sch-

warziana negativa obtenemos un resultado algo más fuerte que el del teorema 5.1: la órbita

de casi todo punto acaba cayendo en alguna cuenca inmediata de atracción.

Observación 5.10. Aunque para simplificar la notación hemos optado por enunciar el

teorema 5.1 para funciones de clase C2, la clase de diferenciabilidad de la función en

los puntos cŕıticos es en realidad irrelevante, pues siempre trabajamos lejos de ellos. En
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particular, el teorema 5.1 también es válido para difeomorfismos de clase C2 a trozos (por

ejemplo para funciones afines a trozos), entendiendo que los puntos “cŕıticos” son ahora

los puntos en los que la función tiene derivadas laterales distintas. Por cierto: el caso

af́ın a trozos es más simple incluso que el de la derivada schwarziana negativa, ya que la

linealidad garantiza sin más que no tendremos distorsión en las iteradas.

5.2. Ejemplos

Mostramos a continuación algunos ejemplos (con la ayuda del software Mathemati-

ca, https://www.wolfram.com/mathematica/) que hacen patente la especial utilidad del

teorema anterior cuando las funciones presentan derivada schwarziana negativa. De hecho,

bajo las hipótesis del teorema 5.1, lo único que necesitamos es localizar las cuencas inme-

diatas de atracción, porque casi todo punto acabará cayendo en alguna de ellas. Más aún,

para encontrarlas bastará, por el teorema 4.7, estudiar los iterados de los puntos cŕıti-

cos y los extremos del intervalo, y luego podremos determinarlas con exactitud usando el

teorema 4.9.

Aśı pues, si definimos W0(f) como la unión de las cuencas inmediatas de atracción

de todas las órbitas atractoras de f , nuestro reto será describir expĺıcitamente W0(f).

Además, consideramos W1(f) = f−1(W0(f)) \ W0(f), es decir, W1(f) será el conjunto

formado por los puntos que no están en W0(f) pero que caen en W0(f) en la primera ite-

ración. En general, para n > 1 definimos Wn(f) = f−n(Wn−1(f)). Todos estos conjuntos

podrán ser localizados expĺıcitamente en los ejemplos que veremos a continuación. Apro-

vechamos para recordar, al hilo de lo comentado en la introducción de este trabajo, que el

teorema 5.1 es compatible con la existencia de caos (invisible) en el sentido de Li-Yorke;

de hecho, todos los ejemplos que mostraremos poseen órbitas periódicas de periodo 3.

Notemos que en el segundo ejemplo trataremos con una función que presenta un punto

atractor únicamente por la izquierda. Este ejemplo es especialmente digno de mención

porque ninguna de las demostraciones del teorema 5.1 que existen en la literatura (salvo

la del propio Mañé), al excluir la existencia de “semiatractores”, lo contemplan.

Ejemplo 5.11. Consideremos la función loǵıstica

f(x) = 3,84x(1− x)

definida en el intervalo [0, 1], cuya gráfica se muestra en la figura 5.2.

El único punto cŕıtico que tiene la función es c = 1
2 , luego aplicando la proposición 4.2 se

obtiene que Sf < 0 (ya que Df tiene una única ráız real). Ahora, por el teorema 4.7, si exis-

te una órbita periódica atractora Orbf (p), su cuenca inmediata de atracción Vf (Orbf (p))

contendrá al punto cŕıtico o a algún extremo del intervalo. Esto último no es posible, por-

que 0 es un punto fijo repulsor y f(1) = 0. Estudiando el comportamiento del punto cŕıtico

https://www.wolfram.com/mathematica/
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Figura 5.2: Gráfica de f en la que se encuentran delimitadas las componentes de W0(f).

c con el ordenador, vemos que en efecto este punto tiende hacia una órbita periódica de

periodo 3. Por tanto, dibujamos y estudiamos la gráfica de f3 (véase 5.3).

Calculamos los puntos fijos de f3, que son 8: dos puntos fijos de f , y 6 puntos periódicos

de periodo 3. Por tanto se obtienen dos órbitas de periodo 3,

{d1, d2, d3} = {0,1494069, 0,4880044, 0,9594474},

{v1, v2, v3} = {0,1694338, 0,5403878, 0,9537363}.

Ahora, utilizando

Df r(p) =
∏

q∈Orbf (p)

Df(q)

se obtiene que |Df(d1)Df(d2)Df(d3)| < 1, luego esta órbita es atractora (aunque esto ya

lo hab́ıamos intuido al iterar c ya que era atráıdo hacia esta órbita de periodo 3). Por otro

lado, |Df(v1)Df(v2)Df(v3)| > 1 y, por tanto, la órbita es repulsora.

Ahora, para calcular la cuenca inmediata de atracción de la órbita atractora {d1, d2, d3}
estudiamos qué ocurre alrededor de cada di por separado (figura 5.4).

En primer lugar, para d1 observamos que por la derecha la cuenca inmediata de atrac-

ción de dicho punto se puede agrandar como mucho hasta v1, que ya es un punto repulsor.

Ahora, para saber cuál es el extremo izquierdo de dicha cuenca inmediata de atracción
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Figura 5.3: Gráfica de f3.

Figura 5.4: Gráfica de f3 ampliada alrededor de cada di.
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calculamos la antiimagen de v1 en f3. De los 5 puntos que se obtienen, nos quedamos

con la antiimagen más próxima a v1 por la izquierda, que es el punto u1 = 0,139016.

Por tanto, nuestro candidato a Vf3(d1) es (u1, v1) y tal es, de hecho, el caso. En efecto,

por encontrarnos en las condiciones del teorema 4.9 (recordemos, proposición 4.3, que f3

tiene derivada schwarziana negativa), Cl(Vf3(d1)) contendrá a [u1, v1], pero v1 no puede

ser atráıdo por ser un punto repulsor y u1 tampoco, ya que de lo contrario f3(u1) = v1

también seŕıa atráıdo.

Para d2 se obtiene una situación análoga a la anterior. Calculamos el punto u2 de

manera que verifique f3(u2) = v2 y además, de todas las antiimágenes de v2, sea la

más próxima a este punto por la izquierda. Se obtiene entonces u2 = 0,459612 y por el

teorema 4.9 Vf3(d2) = (u2, v2).

Por último, en el caso del punto d3 observamos que por la izquierda la cuenca inmediata

de atracción de dicho punto se puede agrandar como mucho hasta v3, que ya es un punto

repulsor. Ahora, para saber cuál es el extremo derecho de dicha cuenca inmediata de

atracción calculamos la antiimagen de v3 en f3, y de todos los puntos que obtenemos

nos quedamos con el que esté más próximo a v3 por la derecha, que es u3 = 0,962383.

Finalmente Vf3(d3) = (v3, u3).

Juntando todo lo anterior se obtiene que Vf (Orbf (d1)) = (u1, v1)∪ (u2, v2)∪ (v3, u3) y

claramente W0(f) = Vf (Orbf (d1)). Además, c ∈ (u2, v2). En suma:

Sf < 0.

Existe un entorno U = (u2, v2) del punto cŕıtico c tal que U ⊂ AP(f).

Por tanto, aplicando el teorema 5.1, se obtiene que λ(AP(f)) = |I|, es decir, casi todo

punto es asintóticamente periódico. Por contra, f es caótica en el sentido de Li-Yorke ya

que, como hemos visto, tiene 6 puntos periódicos de periodo 3. Si el lector hace pruebas

con el ordenador, eligiendo puntos al azar del intervalo [0, 1] e iterándolos un número

suficiente de veces, observará que tarde o temprano caen en W0(f) y a continuación son

atráıdos hace {d1, d2, d3}: ¡no hay forma de ver el caos!

Ejemplo 5.12. Consideremos la función

g(x) = −4067709373

644972544
x3 +

1301432797

214990848
x2 +

48740867

214990848
x+

17188381

644972644
,

definida en el intervalo [0, 1], cuya gráfica se muestra en la figura 5.5. Los coeficientes son

bastante impresionantes, pero están elegidos para los puntos notables de la función sean

racionales.

Comenzamos calculando los puntos cŕıticos de la función, que son

c1 =
1663

2527
≈ 0,658093 y c2 = − 4187

229957
.
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Figura 5.5: Gráfica de g.

Aplicando la proposición 4.2 se obtiene que Sg < 0. Consideraremos únicamente c1 ya que

estamos trabajando en el intervalo [0, 1]. Calculamos además los puntos fijos de la función,

que son

p1 =
67

931
≈ 0,07197 y p2 =

3829

4693
≈ 0,81589.

El punto fijo p1, que verifica Dg(p1) = 1, es atractor únicamente por la izquierda, teniéndo-

se claramente Vg(p1) = [0, p1]. Más aún, g(c1) = 1 y g(1) = 0, por lo que el teorema 4.7

excluye la existencia de más órbitas atractoras. En resumen,

W0(g) = [0, p1].

Ahora, calculando la antiimagen de p1 (ya sabemos que g(1) = 0) se obtiene g(0,98883) =

p1, luego W1(g) = [0,98883, 1]. Volviendo a calcular las antiimágenes de los extremos de

dicho intervalo se obtiene que g(0,61541) = 0,9883 = g(0,69905) y g(c1) = 1. Por tanto,

W2(g) = [0,61541, 0,69905] y c1 ∈W2(g).

Entonces se verifica:

Sg < 0.

Existe un entorno U = W2(g) del punto cŕıtico c1 tal que U ⊂ AP(g).
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Figura 5.6: Gráfica de g3.

Luego, aplicando el teorema 5.1 se obtiene que λ(AP(g)) = |I|, es decir, casi todo

punto es asintóticamente periódico. Como testimonia la gráfica 5.6 de la función g3, de

nuevo hay puntos periódicos de periodo 3, y por tanto caos invisible.

Ejemplo 5.13. Por último consideramos la función

h(x) =
57

4
x3 − 108

5
x2 +

167

20
x

también definida en el intervalo [0, 1], cuya gráfica se muestra a la izquierda de la figura 5.7.

Calculamos los dos puntos cŕıticos de la función, que son

c1 =
1

285
(144−

√
4871) ≈ 0,260377,

c2 =
1

285
(144 +

√
4871) ≈ 0,750149.

Aplicando la proposición 4.2 se obtiene que Sh < 0. Ahora, por el teorema 4.7, la cuenca

inmediata de atracción de cada órbita atractora debe contener algún punto cŕıtico o algún

extremo del intervalo. Como los extremos del intervalo 0 y 1 son puntos fijos los podemos

descartar. Veamos el comportamiento de los puntos cŕıticos. Tras una serie de iteraciones

con el ordenador, comprobamos que ambos puntos cŕıticos son atráıdos por una órbita de

periodo 2. Por tanto, dibujamos y estudiamos la gráfica de h2 (figura 5.7, derecha).

Calculamos los puntos fijos de h2, que son 9: tres puntos fijos de h y 6 puntos periódicos

de periodo 2. Por tanto, existen 3 órbitas periódicas de periodo 2,

{p1, p2} = {0,125905, 0,737344},

{q1, q2} = {0,141657, 0,789901},

{v1, v2} = {0,351287, 0,885485}.
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Figura 5.7: Gráficas de h (izquierda) y h2 (derecha).

Ahora, |Dh(p1)Dh(p2)| < 1, luego esta órbita es atractora (además con el ordenador ya

hab́ıamos visto que era la que atráıa a los puntos cŕıticos) mientras que |Dh(q1)Dh(q2)| > 1

y |Dh(v1)Dh(v2)| > 1, es decir, las otras dos órbitas son repulsoras.

Para calcular la cuenca inmediata de atracción de la órbita atractora {p1, p2} estudia-

mos qué ocurre alrededor de cada pi por separado (figura 5.8).

Observamos que tanto en el caso de p1 como en p2 la cuenca inmediata de atracción

se puede agrandar por la derecha como mucho hasta q1 y q2 respectivamente, ya que

ambos son puntos repulsores. Ahora, para saber cuáles son los extremos izquierdos de las

cuencas, calculamos las antiimágenes de q1 y q2 en h2, quedándonos con las más próximas

a estos puntos por la izquierda. Aśı obtenemos a1 = 0,118042 y a2 = 0,708116 verificando

h2(a1) = q1 y h2(a2) = q2. Por tanto, por el teorema 4.9, se obtiene que Vh2(p1) = (a1, q1)

y Vh2(p2) = (a2, q2), luego

Vh({p1, p2}) = (a1, q1) ∪ (a2, q2) = W0(h).

Además, se verifica que c2 ∈ (a2, q2) ⊂W0(h), h((a1, q1)) = (a2, q2) (ya que h(a1) = a2) y

h((a2, q2)) ⊂ (a1, q1) (ya que h(a2) = q1).

Ahora, para calcularW1(h) averiguamos las antiimágenes de los extremos de las compo-

nentes de W0(h). La antiimagen de (a1, q1) es el intervalo (b1, t1) = (0,0146895, 0,0177724),

ya que h(b1) = a1 y h(t1) = q1 (las otras dos antiimágenes de q1 eran a2 y q2). Por otro

lado se obtiene que h((b2, t2)) = h((b3, t3)) = (a2, q2), donde (b2, t2) = (0,4029, 0,439158)

y (b3, t3) = (0,95859, 0,971233), ya que h(t2) = h(b3) = a2 (la otra antiimagen de a2 era
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Figura 5.8: Gráfica de h2 ampliada alrededor de cada pi.

Figura 5.9: Gráfica de h3.
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a1) y h(b2) = h(t3) = q2 (la otra antiimagen de q2 era q1). Por tanto,

W1(h) = (b1, t1) ∪ (b2, t2) ∪ (b3, t3).

Por último, calculando las antiimágenes de los extremos de las componentes de W1(h)

para obtener W2(f) se encuentra

W2(h) = (0,001767, 0,00214) ∪ (0,05608, 0,62187) ∪ (0,24446, 0,276646)

∪(0,54605, 0,56076) ∪ (0,898934, 0,907551) ∪ (0,994683, 0,996322),

verificándose que c1 ∈W2(h). Aśı pues:

Sh < 0.

Existen entornos U ⊂W2(h) de c1 y V ⊂W0(h) de c2 tales que U, V ⊂ AP(h).

Luego, aplicando el teorema 5.1, se obtiene que λ(AP(h)) = |I|. Una vez más hay puntos

periódicos de periodo 3 y por tanto caos invisible, véase la figura 5.9.
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śı misma. Ukrain. Mat. Z̆., Vol. 16 (1964), pp. 61–71. (En ruso; traducido al inglés

en Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg., Vol. 5 (1995), pp. 1263–1273.)
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