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Resumen

Una de las ramas de las matematicas que mas rapidamente se ha desarrollado en el
ultimo medio siglo ha sido la de los sistemas dindmicos. Informalmente, podriamos descri-
birla como la teoria que se ocupa de explicar cémo evoluciona un sistema con respecto al
tiempo e intenta averiguar el comportamiento asintético del mismo. Y una de las princi-
pales razones de su auge ha sido descubrir que, incluso aunque las leyes que gobiernan un
sistema se conozcan bien, y las condiciones iniciales de las que se parte estén perfectamente
determinadas, su comportamiento puede ser esencialmente cadtico, es decir, impredecible.
Maés aun, tal cosa ocurre en modelos de gran relevancia para las ciencias aplicadas, la

prediccién del tiempo atmosférico sin ir més lejos [13].

Aunque no fueron los primeros en ser conscientes de este hecho, si cabe a Tien-Yien Li
y James A. Yorke el honor de haber propuesto, antes que nadie, una definicién matematica
de “caos”. Asi, de acuerdo con su célebre articulo de 1975 “Period three implies chaos”
[12], una funcién f : X — X es cadtica si existe un conjunto S C X no numerable de
manera que para cada x,y € S se verifica

limsup d(f*(x), f*(y) >0y liminfd(f*(z), f*(y)) =0

Pero ademés de formalizar el concepto de caos, estos autores encontraron un sorpren-
dente resultado: probaron que toda funcién continua del intervalo con un punto periédico
de periodo 3 es automaticamente cadtica. Fue precisamente esta circunstancia, junto con
el descubrimiento del biomatematico Robert May de que uno de los modelos paradigmati-
cos de la dindmica de poblaciones (la familia logistica) alberga dindmicas decididamente
extranas [16l [17], més la aparicién (o més bien reaparicién, pues se habia probado una
década antes pero habia pasado desapercibido) del teorema de Sharkovsky [22], que re-
veld las fascinantes conexiones que existen entre los posibles periodos de una funcién, los
que en buena medida desencadenaron el boom de los sistemas dindmicos discretos de los

setenta; boom que, como deciamos antes, lejos de decrecer ha ido in crescendo estos anos.

Sin embargo, el trabajo de Li y Yorke no tard6 en ser cuestionado por algunos ma-
tematicos. La causa fue la publicacién en 1979 por Guckenheimer del articulo [§] donde
se prueba, entre otras cosas, lo siguiente. Supongamos que f es una funcién sin puntos
“semiatractores” (atractores por un lado y repulsores por otro), con derivada schwarziana

negativa y un dnico punto critico (es decir, con derivada nula). Supongamos también que
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la érbita del punto critico converge a una Orbita periédica atractora. Entonces, grosso
modo, se verifica que el conjunto K de los puntos que no son asintéticamente periédicos
es hiperbodlico. Esta tltima condicién equivale a afirmar que para cada z € K existe un
entero n de manera que |Df"(z)| > 1. Més atn, Guckenheimer se da cuenta de que la
propiedad de hiperbolicidad implica medida de Lebesgue cero (casi al mismo tiempo, van
Strien obtuvo independientemente un resultado similar [25]). En definitiva, Guckenheimer
demuestra que si una funciéon f verifica las condiciones anteriores entonces la orbita de
casi todo punto (en el sentido de la medida de Lebesgue) es atraida por la misma 6rbita
peridédica que atrae al punto critico, esto es, para casi todo = existe algin p en dicha érbita
periddica tal que
im | f"(2) — f"(p)] = 0.

La relevancia del resultado de Guckenheimer se explica por un doble motivo. Por un
lado, sus hipétesis pueden aplicarse a la familia logistica f,(x) = az(1 — x); por otro, el
comportamiento descrito es compatible con que la érbita periédica atractora tenga periodo
3 y por tanto, en vista del teorema de Li-Yorke, exista caos. Como no hay nada més opuesto
al caos que la periodicidad asintética, concluimos que, aunque tal caos exista, es “invisible”,
pues solo afecta, a lo sumo, a un conjunto de medida nula; en particular, es irrelevante
desde el punto de vista de las ciencias aplicadas. En una monografia de Collet y Eckmann
de principios de los ochenta, que ejercié una gran influencia entre los especialistas de la
época, esta contradiccion se explicita muy claramente (las letras mayisculas y el subrayado

son suyos) [3, pp. 21-22]:

IMPORTANT REMARK: When we have discussed above the “typical” behavior of a
map, we have always insisted on analyzing what happen to most initial points. This is
motivated by the fact that we want to make general statements about the behavior of
dynamical systems. It happens very often that while most of the initial orbits show a

very regular behavior (i.e., they approach a stable periodic orbit), some other initial

points —very few in the sense of Lebesgue measure— behave rather in the ergodic way
described above. Such a situation has been described in the paper by Li and Yorke
“Period three implies chaos”. They show, among other things, that if a map has a
(stable or unstable) orbit of period three, then the map in question shows sensitive
dependence to initial conditions for an uncountable set of pairs of initial points. But
—and maybe the paper did not make this sufficiently clear— for most other points
this need not be the case, and hence from a physical point of view the chaotic behavior

may be essentially unobservable.

Exagerando un poco, podriamos decir que el resultado de Guckenheimer provoca un
cisma entre los matematicos del momento, apareciendo dos escuelas en la dindmica cuyos
caminos han ido divergiendo progresivamente. Por un lado tenemos la escuela topoldgi-

ca, centrada en proponer respuestas globales a los problemas de la dinamica, que solo
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demanda continuidad a las funciones con las que trabaja, y que tiene a los teoremas de
Sharkovsky y Li-Yorke como grandes pilares. Por su parte, la escuela ergddica, inspirada
por los trabajos de May y Guckenheimer, prefiere anadir hipotesis de derivabilidad a sus
modelos y se conforma con comprender la dindmica en casi todo punto, lo que permite
obtener resultados mucho més potentes y vistosos (y mas relevantes de cara a las aplica-
ciones) que los que, en general, encuentra la escuela topolégica. Por supuesto la escuela
ergddica no niega la existencia del caos, todo lo contrario, pero solamente estd interesada
en él cuando es observable (tal es el caso, por ejemplo, cuando existen medidas invariantes
absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue, siendo el ejemplo tipico la
funcién f(x) = 4z(1—=x)); en particular, descarta la nocién de Li-Yorke como herramienta
util para explicar la complejidad dinamica. Sélo recientemente se ha entendido que el caos
Li-Yorke, no solo admite un tratamiento “casi todo punto” al gusto de la escuela ergddica,
sino que en las circunstancias propicias (no, ciertamente, las fijadas por las hipétesis de
Guckenheimer) puede ser observable, e incluso prevalente, desde el punto de vista de la
medida [3].

El trabajo que presentamos se ubica, en lo fundamental, en esta segunda escuela,
ya que pretendemos explorar las condiciones mas generales posibles que garantizan la
asintoticidad periddica, es decir, el més sencillo de todos los comportamiento dinamicos,
en casi todo punto, independientemente de que dicho comportamiento pueda convivir con
la existencia de un caos en el sentido de Li-Yorke que, por fuerza, habra de ser irrelevante.
Antes de entrar en detalles pasamos a describir cémo el resultado de Guckenheimer se
fue extendiendo los anos siguientes. Asi, en 1981 Misiurewicz lo prueba para funciones
multimodales, es decir, con un ntimero finito de puntos criticos, y manteniendo las hipdtesis
de derivada schwarziana negativa y no existencia de semiatractores [19]. Més exactamente,
lo que prueba es que si los puntos criticos son atraidos por orbitas peridédicas entonces el
conjunto K de puntos no asintéticamente peridédicos es hiperbdlico; no da el paso de
la hiperbolicidad a la medida cero. En 1983 Nusse da una demostracién alternativa del
teorema de Misiurewicz y, esta vez si, deduce la asintoticidad periédica en casi todo punto
[20].

Pero serd Mané en 1985 quien realice el tratamiento mds general del problema [14].
Valiéndose de técnicas diferentes a las empleadas por los investigadores anteriores, consigue
prescindir de la derivada schwarziana y la semiatraccion y prueba que si para una funcién
de clase C? con un nimero finito de puntos criticos es posible encontrar entornos de
puntos asintéticamente periddicos para dichos puntos criticos, entonces casi todo punto del
intervalo es asintoticamente periddico. La condicién de derivabilidad puede parecer exdtica
pero no es baladi: si s6lo suponemos derivadas primeras continuas existen contraejemplos

(basta modificar ligeramente la construccion de [6]).

Tres décadas después, el teorema de Mané sigue siendo una de las “joyas de la corona”

de la dindmica unidimensional. Por desgracia, la demostracion de Mané es muy complica-
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da y extremadamente dificil de leer. Posteriormente, van Strien revisité el teorema en [26]
con nuevos y mas sencillos métodos, pero vuelve a llegar al resultado a través de la hi-
perbolicidad, lo que exige la ausencia de semiatractores. De hecho, en el libro considerado
actualmente la “biblia” de la dindmica diferenciable ([18]), esta hipdtesis vuelve a anadirse
cuando se enuncia y demuestra el teorema. Esto de la “semiatraccion” parece haber traido
un cierto mal fario al problema: Mané hubo de publicar un erratum a su articulo dos afios
después, y el mismo Guckenheimer omite mencionarla es su demostracién, sin percatarse

de que en presencia de semiatractores su argumento no funciona.

El objetivo de este trabajo es realizar una demostracién autocontenida y asequible del
teorema de Mané, en la linea de la prueba de [I8], pero sin excluir el caso en el que la fun-
cién tenga puntos semiatractores. Quitar esta hipotesis del teorema es un gran alivio desde
el punto de vista practico, ya que en los ejemplos concretos es virtualmente imposible de
verificar, y por tanto le resta al teorema buena parte de su eficacia. En paralelo daremos
otra prueba para el caso con derivada schwarziana negativa (pero admitiendo semiatrac-
tores, y por tanto distinta a las de Misiurewicz o Nusse), y el lector se preguntard por
qué. Tenemos varias razones. La primera es que en tal caso el argumento se simplifica
sustancialmente. Mdas aun, la derivada schwarziana negativa permite obtener un resultado
mas fuerte, porque implica la finitud de los atractores y permite localizar, en ejemplos
concretos, qué orbitas son exactamente las que atraen al resto de puntos (salvo, como
siempre, un conjunto de medida cero) del intervalo. Finalmente, dominar la dindmica de
las funciones con derivada schwarziana negativa es fundamental si queremos abordar otros
tipos de problemas en dindmica unidimensional (por ejemplo, la cuestién de la prevalencia
del caos Li-Yorke que comentdbamos antes), ya que bajo condiciones muy razonables de
derivabilidad, por ejemplo cuando las funciones son polinomiales o incluso analiticas (esto
se ha ido comprendiendo paulatinamente tras muchos anos de investigaciones; el resulta-
do clave al respecto fue [11]), la derivada schwarziana negativa aparece, casi por arte de

magia, en las zonas del intervalo donde realmente se la necesita.

Para demostrar el teorema de Mané (nuestro teorema en el capitulo|p], necesitamos
una serie de resultados que veremos a lo largo de los cuatro capitulos iniciales. Suponemos
en el lector conocimientos bésicos de teorfa de la medida; aun asi, dedicaremos el capitulo|[l]
a probar el teorema de densidad de Lebesgue porque este clasico resultado sobre la
medida de Lebesgue no suele explicarse en los grados de Matematicas por falta de tiempo.
Este resultado afirma que los conjuntos con medida positiva, a pequena escala, son tan

densos que se pueden ver practicamente como intervalos que contienen a todos sus puntos.

Comenzamos el capitulo [2 introduciendo al lector en algunos conceptos fundamentales
de la teoria de los sistemas dindmicos, en concreto los concernientes a la atraccion, el
leitmotiv de este trabajo. Por ejemplo, mediante las proposiciones y probaremos
que es equivalente afirmar que un punto es asintoticamente periddico, atraido por una

orbita periddica o que el conjunto w-limite de dicho punto es finito: utilizaremos estas tres
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caracterizaciones indistintamente a lo largo del trabajo. Por otro lado, en la seccién
definiremos atractor por la derecha, atractor por la izquierda, atractor (cuando lo sea por
la izquierda, por la derecha o en ambos casos) y atractor propio (atractor por izquierda
y derecha). Ademds, en el teorema daremos una caracterizaciéon de los atractores
propios y en el corolario [2.16] proporcionaremos una condicién facilmente verificable para
comprobar que un punto es atractor propio: si la funcion es derivable, el moédulo de la
derivada en el punto en cuestién debe ser menor que 1. A continuacién, en la seccién [2.3
introduciremos un concepto que serd muy importante en nuestro argumento (sobre todo
en el caso de derivada schwarziana negativa): el de cuenca inmediata de atraccién. Asi, la
cuenca inmediata de atraccién de un punto fijo atractor p serd el intervalo més grande de
puntos (entre los que se encuentra el propio punto p) que son atraidos hacia p. Definiremos
también el concepto de drbita periddica atractora, que serd una orbita periddica de periodo
r en la que todos sus puntos son atractores para f”. Aqui aparece una sutileza: en el
teorema mostraremos que si la funcién es estrictamente monétona a trozos o de
clase C!, entonces una érbita periédica es atractora si y sélo si alguno de los puntos
de la érbita es atractor para la f”. Asimismo, mediante las proposiciones y
probaremos que si un punto x converge a una Orbita periédica entonces, si dicha orbita es
atractora, algtin iterado de x caerd en la cuenca inmediata de atraccion, mientras que, si
la orbita no es atractora, algin iterado de x serd un punto de dicha érbita. Terminaremos
el capitulo definiendo un tipo de intervalos, los absorbentes maximales, que vendrian a ser
los intervalos mas grandes posibles donde se puede garantizar totalmente la periodicidad
asintotica. Las propiedades de estos intervalos, que veremos en las proposiciones
y serdn de gran ayuda en la demostracién del teorema [5.1

En el tercer capitulo introduciremos los llamados intervalos errantes, es decir, aquellos
cuyos puntos no son atraidos por érbitas periddicas y que tienen iterados disjuntos. Si tales
intervalos existen la atraccion en casi todo punto es imposible, por lo que concluiremos
el capitulo encontrando una condicién suficiente (el teorema de Schwartz [3.10) que nos
permita descartar su existencia. Antes, definiremos en[3.4]1o que se conoce como distorsién

de una funcién en un intervalo y mostraremos en el corolario [3.7] un modo de controlarla.

La derivada schwarziana serd estudiada en profundidad en el capitulo [} necesitaremos
estos resultados para nuestra demostracién alternativa del teorema [5.1} En la seccién [4.]
se demuestran propiedades elementales pero tan importantes como que la derivada sch-
warziana conserva signos por composicién (proposicién o el principio del minimo (teo-
rema. Otro resultado relevante es la proposicién el conjunto de puntos asintotica-
mente peridédicos que no cae en una cuenca inmediata de atraccién es numerable. Por su
parte, el teorema mostrara que cada cuenca inmediata de atracciéon contiene un punto
critico o algin extremo del intervalo en el que esté definida la funcién. El teorema
que nosotros obtendremos con un corolario del resultado anterior, merece mencién aparte.

Es el famoso teorema de Allwright-Singer [I, [24], el primero que puso de manifiesto la
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utilidad de esta herramienta en la dindmica del intervalo; a dia de hoy, sigue siendo practi-
camente el Unico resultado de atraccion global no trivial del que disponemos. Finalmente,
el objetivo de la seccion sera probar el principio de Koebe clave junto con el coro-
lario para controlar la distorsion de las iteradas de nuestra funcién en el capitulo final.
Antes menciondbamos de pasada la dindmica de las funciones con buenas propiedades de
derivabilidad, como las analiticas; para entenderla es fundamental encontrar andlogos del

principio de Koebe aunque la derivada schwarziana no sea negativa.

Por 1ltimo, en el capitulo |5| obtendremos los réditos del trabajo anterior probando las
dos versiones del teorema de Mané, y anadiremos una bateria de ejemplos para demostrar
su aplicabilidad en casos concretos. Si el lector estd versado en la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales en el plano, sabra que su fin iltimo es trazar el diagrama de fases
del sistema, esto es, localizar unas pocas érbitas “clave” hacia las cuales converge toda la
dindmica del mismo. Gracias al teorema de Poincaré-Bendixson y otros, esencialmente esto
es siempre factible. En dindmica discreta no podemos esperar nada semejante en general,
ni siquiera en dimensién 1, debido a la existencia del caos observable. La relevancia del
teorema de Mané, como enfatizardn nuestros ejemplos finales, es que permite, cuando las

condiciones son propicias, hallar el equivalente al “diagrama de fases” de una funcién.



Capitulo 1

El teorema de densidad de Lebesgue

Como deciamos al principio, el teorema de densidad de Lebesgue es un resultado bien
conocido sobre la medida de Lebesgue. En realidad, y con las modificaciones de notacién
obvias, no depende de la dimensién, por lo que en los textos de teoria de la medida (véase
por ejemplo [4, p. 184]) suele demostrarse en R™. Como nosotros sélo usaremos la versién
unidimensional del teorema, nuestra prueba se limitara a este caso, pues el argumento se
simplifica bastante. De hecho, en el articulo [27] hemos encontrado una demostracién muy

legible, y a ella nos ceniremos.

En lo que sigue, asi como en los préximos capitulos, A denotara la medida de Lebesgue
en R. No obstante, es costumbre usar la notacién |J| para denotar la longitud de un

intervalo J, y asi lo haremos nosotros en este trabajo.

Definicién 1.1. Sean X, A subconjuntos medibles de R y 0 < A(A) < oo. Definimos la

densidad media de X en A como
AMANX)
Dy (X, A) = ———~.
A partir de esta nocién, podemos definir ahora:

Definicion 1.2. St M C R es un conjunto medible y x € R, se define la densidad

inferior por la derecha de M en x como

Dy (M, z) = lminf D, (M, (x,z + h)).

h—04

Andlogamente, se define la densidad inferior por la izquierda como

D_(M,z) =liminf D,, (M, (x — h,x)).
h_>0+



2 EL TEOREMA DE DENSIDAD DE LEBESGUE

La prueba del teorema de densidad pasa por cuatro lemas previos.

Lema 1.3. Sea {Ay}tacc donde A, C R es medible para todo o« € C (disjuntos dos
a dos), C es un conjunto finito o infinito numerable, X C R un conjunto medible y
0 < MUgec 4a) < 00. Dado ¢ € R, si Dpp(X,An) > ¢ (= ¢,< ¢,< ¢) para todo «,
entonces Dy (X,Upec Aa) > ¢ (2 ¢, <c,<c).

Demostracion. Suponemos por hipétesis que Dy, (X, Ay) > ¢, es decir, A(Ay N X) >
cA(Ap). Por ser {Ay}acc una coleccién de subconjuntos de R medibles y disjuntos en-
tre si se tiene que MJyco Aa) = Doacc MAa) y andlogamente, A(Uyec Ao N X) =
Y wcc AMAq N X). Utilizando esto obtenemos las relaciones

A 40) =¢ D MAL) <D MAanX) = A 4an X),
acC acC acC acC
es decir, Dy, (X, Uyec Aa) > ¢ como buscabamos. El resto de casos se pueden demostrar

analogamente. 0

Lema 1.4. Sean A C R un conjunto medible, a € R y h > 0. Entonces, la funcion
pr(x) = Dp (A, (x,2 + h)) es continua en R y qu(x) = D (A, (a,z)) es continua en

(a,00).

Demostracion. Siy > x se tiene que

Ph(y) = pale) = T INAN (5, + 1) = A(AN (2 + 1))

_ %Wm (& + hyy + h)) = MAN (2,9))).

Luego, |pr(y) —pr(x)] < %]y — x|, es decir, pp(z) es lipschitziana y, en particular, continua
en R.

Por otro lado, ¢,(z) = U2) ~donde l(x) = AM(AN(a,z)) es continua, ya que si y > x

l(y) = l(z) = MAN (a,9)) = MAN (a,2)) = MAN (z,9)),

luego |l(y) — l(x)| < |y — x|. Por tanto, g,(x) es continua por ser un cociente de funciones

continuas. O]

Lema 1.5. 5t M C R es medible y x € R, entonces

o M@= hoz+h)0 M)
h*)0+ 2h

=1 siysdlosi Dy(M,z)=D_(M,z)=1.

Demostracion. Para probar la parte “si” de la equivalencia suponemos que Dy (M, z) =
D_(M,z) =1, es decir,

lim inf Mz, z+h) N M) — liminf A(z = h,z) N M)

=1.
h—0 h h—04 h




Pero como
M M
i inf AM(z,z+h)N M) < ltm sup AM(z,z+h)N M) -1

h—04 h—04 h -

ya que h > A((z,x + h) N M) para cualquier h, se tiene que

AM(z,z+h)N M) A(z,z+h)N M) AM(z,z+h)N M)

lim inf =1 = 1f =1
R h oy h B30, h
(y andlogamente para D_(M,x)). Entonces:
lm A(z — h,z+h)N M)
h—04 2h
— lm M({(z = hyx)n M)U ((z,x + h) N M)
o h—)0+ 2h
. M@ —=h,x)n M)+ A(x,z+h)N M)
= lim
h—04 2]7/
1 lim A(z —h,x) N M) +1 lm AM(z,z+h)NM)
2 h—>0+ h 2 h—>0+ h
_1. 1
=5+5=
Utilizando la misma idea se puede probar la implicacién contraria. O

En particular, a partir de lo anterior se obtiene que si M C R es medible y z € R,

entonces

— M
[ Az —hya+ k)N M)

=1
h—>0+ 2h

si y sdlo si

— M M
i M@ =hDOM) A )0 M)

=1
h—04 h h—04 h

Si esto ocurre diremos que = es un punto de densidad de M.

Lema 1.6. Sea M C R un conjunto medible. Entonces las funciones g4(x) = Dy (M, x)
y g—(x) = D_(M,x) son medibles.

Demostracion. Lo probaremos para la funcién g4 (z) (para g_(z) es andlogo). Por la de-
finicién de D4 (M, z) se tiene que:

9+ (z) = liminf D, (M, (z,x + h)) =

lim
h—04 n—-o0

(Inf{Dp (M, (z,z + h)): 0 < h < 1}).

Ahora, ponemos
gn(z) = f{Dp (M, (z, 24+ h)) : 0 < h < 1}



4 EL TEOREMA DE DENSIDAD DE LEBESGUE

En el lema hemos visto que fijando M y x, ¢z(y) = Dy (M, (z,y)) es continua y, por
tanto, Q(h) = qz(x + h) = Dy, (M, (z,x + h)) serd también una funcién continua. Luego,

gn(z) = mf{Q(h): 0 <h <1} =mf{Q(h):0<h< i heQ}

ya que como Q(h) es continua, cualquier niimero real se puede aproximar tanto como
queramos por los racionales. Por tanto, g, (x) serd medible por ser el infimo de una familia
numerable de funciones continuas (ndtese que gn(z) = inf{py(z) : 0 <h <1 heQ})y

entonces, g(z) = lim,,—,o gn(x) es medible también. O

Estamos en condiciones ahora de probar el teorema de la densidad de Lebesgue, enun-

ciado como sigue:

Teorema 1.7 (Teorema de densidad de Lebesgue). Sea E C R un conjunto medible con

A(E) > 0. Entonces casi todo punto x € E es de densidad, es decir,

— FE
o M@ —ha+h)NE)

=1
h—s0 2h

para casi todo x € E.

Demostracion. Suponemos que la tesis del teorema es falsa. Definimos los conjuntos
At ={z € E: D (E,x) <1}, A-={xe€e E:D_(E,z) < 1}.

Por el lema AT y A~ son medibles, y por el lema se tiene que A\(AT) > 0 o
A(A7) > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A(A™) > 0. Ponemos

Al ={z€E:D (E,z)<1-1}

que son conjuntos medibles por el lema [I.6] Entonces,
(o)
At =] 4f
n=1

y como (A1) > 0, existe un entero positivo n tal que A(A}) > 0.

Sea F' C A;l un conjunto cerrado (en particular, compacto) tal que 0 < A(F') < oo. (Tal
conjunto existe por la regularidad de la medida de Lebesgue: dado un conjunto medible
siempre podemos encontrar un conjunto de medida tan préxima como queramos abierto
que lo contenga o cerrado que esté incluido en él. Esta es una de las propiedades basicas de
la medida de Lebesgue, que el lector poco versado en ésta puede encontrar en [4, p. 26].)
Elegimos un conjunto abierto G O F tal que D,,(F,G) > 1 — % (utilizando nuevamente
la regularidad de la medida de Lebesgue). Entonces, existe un intervalo (a,b) C G de
manera que Dp,(F, (a,b)) > 1 — 1. En efecto, si Dp,(F, (a,b)) <1— 1, como G, por ser



abierto, se puede escribir como la unién numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a
dos, aplicando el lema se tendria que D,,(F,G) <1 — % Ponemos

S={a}U{y € (a,b] : Dy (F, (a,y)) <1- 1}

Entonces, S es cerrado ya que dada una sucesiéon y, — y con D, (F, (a,y,)) < 1— %, por
la continuidad de gq(z) = Dy (F, (a,z)) en (a,00) vista en el lema se tiene también
que Dy, (F, (a,y)) <1-— %, y por tanto, y € S. Ahora, dado s = sup S se tiene que s € S
(por ser S cerrado). Ademés, b ¢ S, ya que D,,(F, (a,b)) > 1— %, luego a < s < b. Vamos
a ver que existe ¢ € (s,b) tal que Dy, (F, (s, 1)) <1—1.

» Sis¢ F, como F es cerrado, es claro que existira t € (s,b) tal que D,,(F, (s,t)) <
1— % (en particular, D,,(F,(s,t)) = 0 ya que F N (s,t) = 0).

» Sis€F, como F C Al entonces s € A;l. Luego, por la definicién de A; se verifica
que
po 1
liminf Dy, (E, (s,s + h)) <1 — —
h—04 n
y, por tanto, existird t € (s,b) tal que D, (E, (s,t)) < 1 — % Ahora, como F' C E,
obtendremos las desigualdades
1
Dy (F, (s,t)) < Dip(E, (s,t) < 1— —
Por tanto, como D,,(F, (a,s)) <1— % y acabamos de probar que también D, (F, (s,t)) <
1 — L aplicando el lema se obtiene que D, (F, (a,t)) < 1— 1. Se concluye entonces

que t € S, pero esto es una contradiccién, ya que t > s y habiamos supuesto que s era el

supremo de S, con lo que se finaliza la prueba. O
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Capitulo 2

Atraccion en sistemas dinamicos

2.1. Primeras nociones
Comenzamos este capitulo dando a conocer al lector las nociones béasicas de sistema
dindamico y, en particular, de sistema dindmico discreto:

Definicién 2.1. Un sistema dindmico es una terna (X, T, ®) formada por un espacio
métrico X, llamado espacio de fases, un semigrupo aditivo T de R (0 €T, sit,s € T

entonces t +s € T), llamado conjunto de tiempos y una aplicacion
O:TxX —X

que satisface:

1) ® es una aplicacion continua.
2) ®(0,z) = x, para todo x € X.

3) ®(t, ®(s,z)) = ®(t + s,x), para todo t,s € T, y todo x € X
A la aplicacion ® se le conoce como evolucidén del sistema.

De una manera menos formal, un sistema dindmico es una manera de describir la
evolucién en el tiempo de todos los puntos de un sistema X. Si el conjunto de tiempos T’
es R, RTU{0} o R~ U{0} diremos que el sistema dindmico es continuo, mientras que si el
conjunto de tiempos es Z, ZTU{0} o Z~ U{0} diremos que se trata de un sistema dindmico

discreto. Los ejemplos tipicos de sistemas dindmicos continuos son los flujos asociados
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a sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales; en este trabajo sélo nos interesan los
discretos, y en concreto aquellos en que T'= Z* U {0}. Un sistema dindmico de este tipo
puede ser visto, equivalentemente, como generado por una funciéon continua f : X — X,
ya que si tomamos f(z) = ®(1,z), definimos

n

fr=f6.2f

y consideramos f° como la identidad, entonces ®(n,z) = f"(x) para todo z € X y n > 0.

En este contexto, describir la dindmica del sistema significa aclarar el comportamiento
asintético de las sucesiones (f"(z))2, vy en este trabajo estamos interesados en que dicha
dindmica sea lo mas sencilla posible. Si consideramos el conjunto Orb(z) = {f™(x)}22,
formado por los puntos de dicha sucesién, que denominamos la érbita de x (bajo f), lo

ideal desde esta perspectiva es que dicho conjunto sea finito.

Definicion 2.2. Sea f: X — X continua. Decimos que x € X es un punto peridédico
de f si existe n > 1 tal que f™"(x) = x. Al menor nimero n que cumple esta propiedad se
le denomina periodo de x, y diremos que la drbita de x es periddica con ese periodo. A

los puntos periddicos de periodo 1 los llamaremos simplemente puntos fijos.

Denotamos el conjunto de puntos periédicos de f como Per(f).

Salvo en casos triviales, no podemos esperar que cada punto del sistema pertenezca
a una Orbita periddica o termine cayendo en alguna de ellas. Mucho maés realista, como
evidenciard este trabajo, sera pedir que el conjunto de puntos de acumulacion de la sucesion

(f™(x))32, sea finito. Tal conjunto recibe un nombre especial en la literatura:

Definicion 2.3. Sea f: X — X continua. Si x € X, definimos su conjunto w-limite

como:

we(x) ={y € X : existe (ny) sucesion estrictamente creciente, f™*(x) koo, Yy}

Los siguientes conceptos y resultados se pueden encontrar en [2], aunque nuestro trata-
miento es bastante personal. En el resto de la seccion siempre supondremos que el espacio
métrico X es compacto. Esto permite trabajar mucho mas cémodamente y no compromete
nuestros objetivos, pues al fin y al cabo donde trabajaremos realmente sera en subinter-
valos compactos de la recta real. Empezamos demostrando que si un conjunto w-limite es

finito, entonces debe tener una cierta estructura dindmica: ha de ser una 6rbita periédica.
Proposiciéon 2.4. Sea f: X — X continua. Entonces:
1) El conjunto ws(x) es no vacio, compacto y f(ws(x)) = wr(x).

2) Si el conjunto wy(x) es finito entonces es una orbita periddica.
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Demostracion. 1) Por la compacidad de X se tiene que wy(x) # (). Veamos ahora que
wg(zx) es cerrado (ya que en este caso compacto equivale a cerrado). Sea (yx)ie; C wy(z),
de manera que y — y cuando k — oo. Tenemos que ver que y € wy(x). Como (y)p>; C

wy(x), existe ny tal que

1
d(f™ (), yx) < - para todo k. (2.1)
No es restrictivo suponer que n; < n2 < n3 < .... Entonces, si y LN y, por (12.1)),

e koo, y, luego y € wy(x).

Por tltimo, queda probar que f(w¢(x)) = wys(x). La inclusion hacia la derecha se
tiene facilmente ya que si y € wy(x), existe (ny) sucesién estrictamente creciente tal que
fre A2 s como f es continua, f(2) = F(F () 225 F(y), luego f(y) € wy(x).
A . y n, k—oo

hora, para la otra inclusién, tomamos z € w¢(z) de manera que " —— z para alguna
sucesién (ny) estrictamente creciente. Consideremos la subsucesién (f™1(z))2,. Como
X es compacto, existe una subsucesién convergente, es decir, ™1~ (z) — y € wy(z)
si | — oo y por la continuidad de f se tiene que ™" (x) — f(y) si | — oo. Ahora,

juntando esto ultimo con el hecho de que f™ (z) — z cuando k — oo obtenemos que
f(y) = z, es decir, z € f(ws(x)).

2) Como wg(x) es finito, sabemos que f|,,(z) @ wf(z) —> ws(x) es biyectiva (por ser
una funcién sobreyectiva de un conjunto finito en si mismo) y, en particular, serd una
permutacion. Si esta permutacion es un ciclo, entonces wy(x) es una 6rbita periddica y se

concluye la prueba.

Suponemos que la permutacién no es un ciclo. Entonces, se podra descomponer como
producto de ciclos, es decir, existen Ay B con ANB =0, AU B = wy(x) de manera
que f(A) = Ay f(B) = B. Vamos a probar que w¢(z) no se podra descomponer de esta

manera, y por tanto, serd un unico ciclo, es decir, una orbita periddica.

Comenzamos probando que d(f"(z),ws(xz)) — 0 cuando n — oo (que se verifi-
card independientemente de que wy(x) sea finito). Si esto no se cumple, existe g9 > 0y
una sucesion (ng)22, tal que d(f™ (x),ws(x)) > €9 > 0. Ahora, como X es compacto, exis-
te una subsucesién convergente que converge a un punto y de X, es decir, f™i(x) — y
si [ — oo (en particular se tiene por definicién que y € wyg(x)) y, por continuidad,

d(y,ws(x)) > €9 > 0. Luego y ¢ wyr(x), lo que es una contradiccion.

Sea 6 = d(A, B) > 0. Como X es compacto f es uniformemente continua, luego dados

u,v € X existe ¢ > 0 (podemos suponer € < g) tal que:

si d(u,v) < e entonces d(f(u),f(v)) < (2.2)

NGRS

Por otro lado, por lo visto anteriormente existe ng de manera que para todo n > ng se
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verifica que

d(f™(x),ws(z)) < e < g (2.3)

En particular, d(f"°(z),w¢(z)) < €. Luego, como wy¢(x) = AU B existe yo € A (o bien
existird un y; € B andlogo) de manera que d(f™(x),yp) < . Entonces, aplicando (2.2)) se

tiene que d(f(f70)(2), £ (40)) < &, es decir, d(f"0(z), f(y0)) < & (donde f(yo) € A por
ser f(A) = A). Por tanto,

d(f"* (z), B) > g (2.4)

Por otro lado, usando se tiene que d(f™*l(x),AUB) < ¢ < g, y por ,
d(fmt1(x), A) < e. Por tanto, existe y; € A tal que d(f™*(x),41) < e. Ahora, repitiendo
el mismo argumento existira yo € A de manera que d(f™72(x),y2) < . En general, para
todo k > 0 existe yp € A tal que d(f"+*(z),yx) < e. En otras palabras, d(f™*(z), A) <
€< % para todo k > 0. Pero ademas, d(f™**(z), B) > g para todo k > 0 y, por tanto,
BNuwys(z) =0 lo que es una contradiccién. Asi pues, wy¢(z) no se puede descomponer en

dos conjuntos disjuntos invariantes, lo que concluye la prueba. O

Definicién 2.5. Siw¢(z) es una drbita periddica, diremos que (la orbita de) x es atraido

(atraida) por una orbita periddica.

Pero, ;qué significa exactamente ser atraido por una érbita peridédica? Por definicién,
un punto es atraido por una drbita peridédica cuando su w-limite es una érbita periddica,
y en la proposicién [2.4] hemos visto que esto es equivalente a afirmar que el conjunto w-
limite es finito. Resulta que todavia podemos ser mas precisos, y asi llegamos a la nocién

fundamental de este trabajo.

Definicion 2.6. Decimos que un punto x es asintdticamente periodico si existe un

punto periodico p tal que

m _d(f"(z), f"(p)) = 0.

n—oo
Denotamos el conjunto de puntos asintéticamente periédicos de f como AP(f).

Proposicion 2.7. Sean f : X — X continua, x € X. Entonces x es asintdticamente

periodico si y sélo st es atraido por una orbita periddica.

Demostracion. “=" Sea p un punto peridédico de periodo r. Suponemos que x es asintéti-

camente periédico, es decir, lim,,_,~ d(f™(z), f"(p)) = 0. Vamos a ver que z es atraido

por la érbita periédica {p, f(p), ..., f " (p)}, es decir, we(x) =A{p, f(p),... )}
Como limy, 00 d(f™(x), f*(p)) = 0, en particular im;_, d(f7+(z), fi(p)) = 0, don-

de 0 <@ < r. Por tanto, Orbs(p) C wy(x). De hecho, d(f"(x),Orbs(p)) — 0. Por tanto,
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si ¢ ¢ Orbs(p), es decir, d(q, Orbf( )) = € para algfm e > 0, entonces existe ng tal que si
n > ng, d(f"(z), Orby(p)) < 5. Luego, d(f"(x),q) > §, es decir, ¢ ¢ wy(z). Por tanto, no

pueden haber puntos fuera de la 6rbita de p en el w-limite.

“«<” Supongamos que el punto x es atraido por una érbita periddica de periodo r, es decir,
wr(z) = {p, f(p),.... 1 (p)}. Veamos primero que existe ¢ € {p, f(p),..., f "' (p)} de
manera que f"/(x) — g cuando j — oco. Sea & > 0 la distancia minima entre los puntos
de Orb(p). Por la continuidad uniforme, existe 0 < & < g tal que si d(u,v) < ¢, entonces
d(f(u), f(v)) < g. Como wy(x) = Orby(p), existe ng = jor tal que si n > ng entonces
d(f"(x),0rby(p)) < €. Sea ¢ € Orby(p) tal que d(f™(x),q) < € y por la continuidad
uniforme, d(f™*1(z), f(¢)) < $. Por tanto,

d(frot(z),t) > g para todo t € Orby(p), t # f(q) (2:5)

(va que los puntos de la érbita estdn separados entre si a una distancia como mini-

mo §). Luego, dado que d(f™*1(z),0rbs(p)) < € < g, utilizando (2.5) se obtiene que

d(f™*(z), f(q)) < . Reiterando el argumento, probamos que, para todo j > jo,

afr (@) <e <y

(fjr( ), t )>g sit e Orby(p), t #q.

Ahora, como estamos en un compacto X, (fI" (2))72o debe tener algin punto de acumu-
lacién. De hecho, tiene a lo sumo un punto de acumulacion g, ya que sus puntos posibles
de acumulacién estan en wy(x) = Orbs(p). Pero cuando una sucesién en un compacto
tiene un tnico punto de acumulacién, converge a ese punto, es decir, f/"(z) — ¢ cuando

J — o0, con lo que se obtiene lo que buscdbamos.

Ahora, como f es continua se verificard

Fi () 2225 fla), S @) T2 P, o (@) 2 7).

Luego, en general, d(f"(x), f"(q)) 2770, con lo que se concluye la prueba. O

Por tanto, a partir de las proposiciones y se tiene la equivalencia entre las

siguientes afirmaciones:

1) z es asintéticamente periddico.
2) x es atraido por una érbita periddica.
3) wy(x) es finito.

Nétese que, en particular, si f™(z) — p cuando n — oo, entonces p es un punto fijo.

Esto también se puede probar directamente: si f"(x) — p, por continuidad se tiene que

S (@) — f(p), luego f(p) =
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2.2. Caracterizacion de atractores propios

A partir de ahora, y hasta el final del trabajo, I = [a, b] siempre denotard a un intervalo

[e.e]

compacto de R. En esta seccidn, si zg € I, denotaremos a veces a la sucesion (f"(x0))22,

para abreviar, mediante (z,,)22.

Definicion 2.8. Sean f: I — I continua y p un punto fijo de f.

= Diremos que p es un atractor por la derecha si existe € > 0 tal que, para cada

x € [p,p+ €], resulta
lim f"(2) = p,
n
es decir, existe un intervalo a la derecha de p en el que todos los puntos convergen.

= Diremos que p es un atractor por la izquierda si existe € > 0 tal que, para cada

x € [p —e,p], resulta
lim f*(z) = p,
n
es decir, existe un intervalo a la izquierda de p en el que todos los puntos convergen.

= Diremos que p es un punto atractor cuando al menos sea atractor por la izquierda
o por la derecha. En otras palabras, p serd un punto fijo atractor si existe [c,d] de

manera que p € [c,d] y para todo x € [c,d] se verifica que
lim " (x) = p.
n

= Diremos que p es un atractor propio si existe € > 0 tal que, para cada x € IN[p—

g,p+ €|, resulta
lim f"(z) = p.
n

Ejemplo 2.9. Las graficas de la figura sirven para ilustrar las anteriores nociones. En
la gréfica de la izquierda, el punto p es atractor por la izquierda pero no por la derecha, y
por tanto es atractor pero no propio. En la grafica de la derecha el punto p, que coincide
con un extremo del intervalo I, es atractor por la izquierda y también atractor propio,
porque atrae a todos los puntos de un entorno suyo, aunque no sea atractor por la derecha

(ya que la funcién no esta definida alli).

El principal objetivo de esta seccién es proporcionar una caracterizacién topoldgica,
sencilla, de la atraccién propia, que puede encontrarse en [23] p. 57]; nuestra demostracién
sigue, con algunos retoques, la que se da alli. Los otros resultados son también conocidos
por los especialistas, pero a falta de referencias comodas donde acudir los hemos elaborado

por nuestra cuenta.

La prueba del teorema [2.13| es algo larga, por lo que necesitaremos varios lemas.
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Figura 2.1: Diversos tipos de atractores.

Lema 2.10. Dado p un punto fijo, p es atractor propio (respectivamente, atractor) para

f si y sdlo si p es atractor propio (respectivamente, atractor) para f2.

Demostracion. Las demostraciones de ambas afirmaciones son andlogas asi que nos con-

centramos en la atraccién propia.

“=" Supongamos que p es atractor propio para f, es decir, existe ¢ tal que si |zg —p| < e
entonces |f™(zg) — p| — 0 cuando n — o0, o lo que es lo mismo, |z, — p| — 0 si

n — oo. Pero entonces también se verifica |9, — p| — 0 cuando m — oo, y como

(22m)2_o = ((f2)™(20))_y, p es atractor propio para f2.

“«<” Supongamos que p es atractor propio para f2, es decir, existe ¢ > 0 tal que si
|zo — p| < € entonces |z2;, — p| — 0 cuando m — oo. Como f es continua, también se
tendrd |zom+1 — f(p)| = |zam+1 — p| — 0, luego toda la sucesién (zy,), convergerd a p,

que por tanto serd atractor propio para f. ]

Lema 2.11. Sea J C I compacto. Si f(J) D J o f(J) C J entonces existe p € J tal que
f(p) =p.

Demostracion. Sea J = [u,v]. Si f(J) C J entonces f(u), f(v) € J, luego f(u) > u
y f(v) < v. Poniendo ¢g(z) = f(z) — z queda g(u) > 0y g(v) < 0. Entonces, por la
propiedad de los valores intermedios, existe p € [u,v] tal que g(p) = 0, es decir, f(p) = p.

Por otro lado, si f(J) D J, existen v/, v" € J tales que f(u') =u <u'y f(v')=v >
Entonces, tomando g(z) = f(x) — x se tiene que g(u') < 0y g(v') > 0 luego, por la
propiedad de los valores intermedios, existe p en el intervalo de extremos u' y v’ tal que
g(p) =0, es decir, f(p) =p. O

Lema 2.12. Sea J compacto con f(J) = J. Entonces o f tiene al menos dos puntos fijos

en J o f tiene alguna orbita de periodo 2 en J.
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Demostracién. En primer lugar, como f(J) = J, por el lema sabemos que J posee al
menos un punto fijo. Sea J = [u,v]. Como f(J) = J, tenemos que f(u) > uy f(v) <wv.
Suponemos que J posee un dnico punto fijo p. Veremos que J posee una orbita periédica

de periodo 2.

Si p es el dnico punto fijo entonces u < p < v. En efecto, si p = v (andlogamente se
puede ver el caso p = u) entonces f(z) < x para todo x < v o f(x) > x para todo z < v
(ya que si no existirfa otro punto fijo). El primer caso no puede darse, ya que entonces
f(u) < u 'y hemos visto que f(u) > u. Ahora, si f(x) > z para todo x < b, no podria
existir ningun x tal que f(z) = u ya que entonces u > x, pero esto es una contradiccion,
ya que f(J)=J.

Ahora, razonando de la misma manera se tiene que necesariamente f(x) > x para todo
x € [u,p) y f(x) < x para todo x € (p,v]. Por tanto, usando de nuevo f(J) = J, existen
¢ € [u,p) y d € (p,v] tales que f(c) = vy f(d) = u. Luego, f([c,p]) D [p,v] D [p,d], ¥
entonces f2([e,p]) D f([p,d]) D [u,p] D [c,p]. En particular, como f2([c,p]) D [c,p] existe
¢’ € [c,p] de manera que f2(c/) = ¢ < ¢ (por el lema[2.11)). Ademds, f2(u) > u. Por tanto,
por el teorema de los valores intermedios existe ¢ € [u,c/] tal que f?(q) = q. Entonces,
como ¢ no puede ser un punto fijo porque el inico punto fijo es p, ¢ serd el punto periédico

de periodo 2 que buscdbamos. ]

Estamos ya en disposicién de abordar el principal resultado de esta seccién.

Teorema 2.13. Sea p un punto fijo de f. Se verifican las siguientes afirmaciones:

1) Supongamos que existe € > 0 de manera que f2(x) < x para todo x € I N (p,p+e] y
f?(x) > x para todo x € I N [p — ¢,p). Entonces p es atractor propio.

2) Supongamos que existe € > 0 tal que f*(x) > x para todo x € (p,p + ¢]. Entonces p

no puede ser atractor por la derecha.

3) Supongamos que existe € > 0 tal que f*(z) < x para todo x € [p — ¢,p). Entonces p

no puede ser atractor por la izquierda.

Demostracion. 1) Supongamos que existe ¢ > 0 de manera que g(x) = f2(z) < x si

v € (p,p+elyglx)=f*x)>xsizec[p—e,p). Veamos que entonces

flx)<xsize(pptely fle)>zsixelp—e,p). (2.6)

Sabemos que f(z) # x para todo x € [p —e,p+¢] \ {p} (ya que si no fuese asi entonces
f?(x) = z para z # p en contradiccién con la hipétesis). Por ejemplo, suponemos f(z) >
para todo x € (p,p+¢€]. Sea p < xg < p+ ¢ (con x( suficiente préximo a p) y supongamos
que Tg < f(xo). Entonces zg < f(x0) < f?(w0) < p+e (aplicando nuevamente la hipéStesis,
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ya que f(xo) > p) y en particular, g(xz¢) > zo, en contradiccién con la hipédtesis. El otro

caso se prueba analogamente.

Sea 0 < § < e suficientemente pequeno tal que f([p—0,p+4d]) C [p—e, p+e¢]. Definimos

que es un intervalo compacto entorno de p. Vamos a probar que si g € U entonces

Tn — p cuando n — oo, con lo que habremos demostrado que p es un atractor propio.

Comenzamos viendo que f(U) C U. Bastara probar

f(Uq) C U, donde Uy = [p,p + 6] U f([p, p + 4]), (2.7)
f(U;) C Ui, donde U; = [p — 6, p] U f([p — 4, p]), (2.8)

ya que U = Uy U U;. Por ejemplo demostraremos (andlogamente se prueba )
Para ello veamos que si z € Uy entonces f(x) € Uy. Por un lado, si z € [p, p + d] entonces
claramente f(z) € Uy. Sea ahora f([p,p + d0]) = [¢,d], donde d < p+ d (ya que por (2.6))
f(z) <xsiz e (p,p+e]). Siz € e d], entonces existe y € (p,p + 0] tal que x = f(y) y,
por hipétesis, f2(y) < y. Ahora hay dos posibilidades:

= x> p, es decir, x € (p,p+ J), con lo que evidentemente se tiene que f(z) € Uy.

» = € [c,p), con lo que, aplicando (2.6]), obtenemos f(z) > x. Por tanto, juntando esto
con lo de antes se tiene que © < f(z) = f?(y) < y. Ademds, como = € [¢,d] C Uy e
y € (p,p+ 8] C Uy, se tiene que f(z) € Uy, como buscdbamos.

Asf pues, hemos probado f(U) C U. Entonces, f2(U) = f(f(U)) C f(U) y, proce-
diendo por induccién, se tiene que f*"*1(U) C f*(U). Luego, llamando U, = f*(U) se
obtiene Uy DU DUy D...D U, D...,p €U, para todo n y x, € U,. Si probamos que
|U,,| — 0 cuando n — oo, entonces se probara que z,, — p y concluiremos la prueba.

Por reduccién al absurdo, supongamos que |U,| — L > 0 y pongamos U,, = [uy,, v,]. Sea
o0
ﬂ Up=[u,v], v—u=L>0.
n=0

Afirmamos que f([u,v]) = [u,v]. Esto nos conduce a la contradicciéon deseada, pues por el
lema tendriamos en [u, v] otro punto fijo ¢ # p o una drbita periédica de periodo 2,
es decir, la grafica de ¢ = f2 cortarfa a la diagonal en dos puntos distintos, en contra de

lo establecido en la hipdtesis.
La demostracién de f([u,v]) = [u,v] se hard por doble inclusién.

Probamos f([u,v]) C [u,v]. Como [u,v] C Uy, f([u,v]) C f(Uy) = Upt1, es decir,

f([u7v]) - ﬂ Unt1 = ﬂ Un = m U, = [u,v],
n=0 n=1 n=0
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donde la pentultima desigualdad se obtiene por ser U,, una sucesién decreciente. Por tanto,
f(lu, 0]) < fu, v].

Probamos f([u,v]) D [u,v]. Sea x € [u,v]. Queremos demostrar que existe y € [u, v] tal
que f(y) = x. Sabemos que, como x € Uy, existe yg € Up tal que f(yp) = z. Ademds, como
x € Uy, existe y; € Uy tal que f(y1) = z. En general, como x € Up,41, existe y, € U, tal
que f(yn) = z. En resumen, para todo n existe y,, € U, tal que f(y,) = x. Entonces, como
{yn}>2y C Up compacto, existe yn, — y € Uy cuando k — oo. Ademads, {y,}°2,, C Uy,
compacto, luego y € Uy, para todo m > 0, es decir, y € [u, v]. Luego, como y,, — v, se

tiene que = = f(yn,) — f(y), es decir, f(y) = =, como querfamos probar.

De este modo, la demostracién de 1) queda completa.

2) Por comodidad, denotemos g = f2. Supongamos que existe € > 0 tal que g(x) > = para

todo = € (p,p + €]. Entonces se pueden distinguir dos casos:

Supongamos primero g(x) > x para todo = > p. Sea xg > p. Entonces la sucesién
(xan)22 es creciente, y por tanto lim,,_ . x2, # p, es decir, ningin punto a la derecha
de p tiene drbita que pueda ser atraida por p para g = f2 (y por el lema tampoco

podré ser atraida por f), luego p no puede ser atractor por la derecha (ni para f? ni para
f).

Supongamos ahora que existe ¢ > p (minimo) tal que g(¢) = ¢. Podemos distinguir

entonces:

» g(z) < ¢ para todo x € (p,q). Entonces g([p,q]) = [p,q] y dado z¢ € (p, q], se tiene
que (2,)5% C [p,q]. Como g(x) > x para todo = € [p, ¢], en particular, p < zg < xay,
para todo n, luego lim,_,o, T2, # p y, por tanto, p no puede ser atractor por la

derecha para g ni para f.

» Existe r € (p, q) tal que g(r) = ¢q. Como g(z) > x para todo = € (p,7], sip < zg < r,
entonces Top > r para algin k, ya que en caso contrario zg, — u < r, con lo
que se tendria g(u) = u, en contradiccién con la minimalidad de ¢g. Ahora, por la

propiedad de los valores intermedios, ¢*([p, zo]) D [p,r], luego existe y € [p, x| tal

M(y) = g(r) = ¢, 9"(
k+m(

que g*(y) = r. Por tanto, g y) = g(q) = q v, procediendo de

la misma manera, se tiene que g y) = q para todo m > 1. Por tanto, la érbita
de y no converge a p, luego p no es atractor por la derecha para g y tampoco lo

serd para f.
3) Anélogo a 2). O

Cuando para un punto fijo p se dan simultdneamente los casos 2) y 3) del teorema

anterior se le denomina repulsor.
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Observacion 2.14. Con el mismo argumento del apartado 1) del teorema se puede
deducir que si J es un intervalo (no necesariamente compacto), f : J — J es continua, p
es un punto fijo de f, f2(z) < x para todo x > py f?(x) >  para todo = < p, entonces p

es atractor global, es decir, (f™(x)), converge a p para todo x € J.

Corolario 2.15 (Caracterizacién de atractores propios). Un punto fijo p es atractor propio
para f siy sélo si existe ¢ > 0 tal que f2(x) < x para todo x € IN (p,p+e] y f2(x) > x
para todo x € I N[p —e,p).

Demostracion. “=" Por comodidad, denotemos g = f2. Si p es atractor propio para
f entonces, por el lema p es atractor propio para g. Por reducciéon al absurdo,
supongamos que existe > p tan cercano a p como deseemos tal que g(x) > x. Como no
hay puntos fijos de g cerca de p (por ser atractor propio), deducimos que existe ¢’ > 0
tal que g(x) > x para todo = € (p,p + ¢]. Pero entonces, aplicando el apartado 2) del

teorema [2.13] se obtiene el resultado buscado.

“«<" Este es el apartado 1) del teorema O

Todo lo que hemos hecho hasta ahora en el capitulo corresponderia a lo que en la
introduccién del trabajo llamabamos “escuela topoldgica”. A partir de aqui empezaremos a
encaminarnos a resultados de otra naturaleza, exigiendo, para empezar, ciertas condiciones
de regularidad a las funciones con las que tratamos. De momento notemos que si f es
derivable en p hay un modo muy simple de asegurar que se cumple alguno de los casos del
teorema

Corolario 2.16. Sea p un punto fijo de f y suponemos que f es derivable en p. Entonces:
1) Si|Df(p)| <1, entonces p es atractor propio.

2) Si|Df(p)| > 1, entonces p no es atractor por la derecha ni por la izquierda.

Demostracion. 1) Denotemos g = f2. Aplicando la hipétesis del teorema y la regla de la

cadena se tiene que

Dg(p) = Df(f(»))Df(p) = (Df(p))* < 1,

es decir,

lim g(z) — g(p)
T—p r—7p

<1,

donde g(p) = p. En otras palabras, existe £ > 0 tal que si |z — p| < e, x # p, entonces
g(xz) —p

r—=p
Ahora, si x > p entonces g(z) — p < §(z — p) < x — p, luego g(x) < x. Por otro lado, si

(
)

<< 1.

x —p) > x —p, luego g(x) > x. Por tanto, nos encontramos
del teorema luego p es atractor propio.

x < p entonces g(x) —p > 0

en las condiciones del caso 1
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2) Denotando g = f? y razonando como en el caso anterior se obtiene que si x > p entonces
g(z) > = y, por tanto, aplicando el teorema caso 2), se deduce que p no puede ser
atractor por la derecha. Por otro lado, si x < p se obtiene que g(x) < z luego, aplicando el
caso 3) del teorema se tiene que p tampoco puede ser atractor por la izquierda, con

lo que se concluye la prueba. O

Cuando un punto fijo p satisface |Df(p)| # 1 se le suele denominar hiperbdlico. El
corolario[2.16] deja clara la dindmica local en estos puntos: o son atractores propios o repul-
sores. En los puntos no hiperbdlicos (en la introduccién nos referiamos a ellos, de un modo
algo enganoso, como “semiatractores”), por el contrario, todo tipo de dindmicas locales
son posibles, y esto es lo que hace que sea mas facil demostrar el principal teorema de
este trabajo cuando no estan presentes. No obstante, las técnicas que usaremos consiguen
poner el énfasis en otras cuestiones, de modo que la no hiperbolicidad no sera un problema

para nosotros.

Si suponemos crecimiento local también podemos ser méas precisos en lo concerniente

a la atraccion. Omitimos el resultado, de enunciado simétrico, a la izquierda de p.

Proposicion 2.17. Sea p un punto fijo de f y supongamos que existe € > 0 tal que
f ](p’p%} es estrictamente creciente. Entonces existe 0 < & < ¢ tal que se da exactamente

una de las situaciones siguientes:

1) f(x) > x para todo x € (p,p+ €'l y p no es atractor por la derecha.

2) Euiste una sucesion de puntos fijos en (p,p+¢€'] convergiendo a p y p no es atractor

por la derecha.

3) p < f(x) <z para todo x € (p,p+ €'l y p es atractor por la derecha.

Demostracion. Si existe una sucesion de puntos fijos a la derecha de p, convergiendo hacia
p, es claro que p no puede ser atractor por la derecha. Por tanto, si no es posible encontrar
¢’ para que se cumpla 2) entonces s{ se podré encontrar de manera que al menos f no
tenga puntos fijos en (p,p+¢']. Si f(x) > z en este intervalo, entonces se tendra f2(z) > x
al menos cerca de p, y p no es atractor por la derecha por el caso 2) del teorema
Por contra, si p < f(x) < z en el intervalo, entonces, para cada = € (p,p + €'], la sucesién
(f™(x)), permanecerd siempre en el intervalo y serd decreciente, por lo que convergerd a
un punto fijo. Como en (p,p + €'] no hay puntos fijos, convergerd hacia p. Por tanto p

serd atractor por la derecha. O

Las graficas de la figura ilustran los casos 1) (izquierda) y 2) (derecha) de la
proposicién Para ambas funciones p es atractor por la izquierda pero no por la

derecha.
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Figura 2.2: Atractores por la izquierda no propios.

2.3. Cuenca inmediata de atraccion

En la seccién anterior hemos estudiado qué debe ocurrir para que un punto fijo sea
atractor. Ahora extenderemos la nocién a érbitas peridédicas de cualquier periodo, y ave-
riguaremos, dada una cierta érbita periddica, cémo puede ser el conjunto de puntos que
la tiene como su conjunto w-limite. La siguiente nocién es bien conocida en la literatura;

por lo demas, no nos hemos apoyado en texto alguno para redactar la seccion.

Definiciéon 2.18. Sean f : I — I continua y p un punto fijo atractor de f. Definimos
la cuenca inmediata de atraccion Vi(p) como el intervalo mds grande posible que

contiene a p y tal que todos sus puntos son atraidos por p.

En otras palabras, V(p) serd la unién de todos los intervalos con la propiedad de que
sus puntos son atraidos por p (sabemos que existe al menos un intervalo por la definicién

de punto fijo atractor). La cuenca inmediata de atraccion tiene las siguientes propiedades:

1) f(V¢(p)) C Vi(p), ya que si los puntos de V(p) son atraidos por p, sus imégenes
también seran atraidas por p. Ademas, f(Vy(p)) es un intervalo que contiene al punto

fijo p luego, como Vy(p) es el intervalo mas grande posible, necesariamente se tiene
que f(Vy(p)) C Vi(p)-

2) f(OVf(p)) C OV (p). En efecto, sabemos que f(0Vy(p)) C Cl(V(p)). Ahora, si algin
punto ¢ de la frontera viajara al interior del intervalo V¢(p), entonces existiria e > 0
de manera que todos los puntos del intervalo (c—¢, c+¢) viajarian también al interior.
Por tanto, Vy(p) no serfa el intervalo maximal cumpliendo que todos sus puntos son
atraidos por p. Luego, como f(0Vy(p)) C CL(Vy(p)) y f(OVy(p)) NInt(Vi(p)) = 0, se
tiene que f(9Vy(p)) C OVy(p).

En resumen, la clausura de la cuenca inmediata de atraccién (que es un intervalo

compacto) se caracteriza porque los puntos de la frontera viajan a la frontera (uno de
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cuyos puntos puede ser el propio punto p) y los puntos del interior son atraidos por el

punto fijo atractor p.

Definicion 2.19. Dada una drbita periddica de periodo r, diremos que es una oOrbita
periddica atractora cuando cada uno de sus puntos sea atractor para f7. Su cuenca
inmediata de atraccion serd, por definicion, la union de las respectivas cuencas inme-

diatas de atraccion y se denotard como V¢(Orbys(p)).

Asi, cada uno de los puntos de dicha érbita tendrd su correspondiente cuenca inme-
diata de atraccién, es decir, tendremos los intervalos Vir(p), Vir (f(p)), ..., Vi (f71(p)).

Se verificard entonces:

1) Vi (f(p)) N Ver(f7(p)) = 0 para todo i # j. En efecto, para todo z € Vir(f'(p)) se

verifica que z es atraido por fi(p), y por tanto, no puede ser atraido por f7(p), es

decir, x ¢ Vr (f7(p))-

2) f(Vpr(fi(p)) C Vi (f*H (), va que si @ € f(Vyr(fi(p), z = f(y) con y €
Vir(fi(p)), es decir, y es atraido por f'(p), por la continuidad de f, z = f(y) es
atraido por f"F1(p), luego = € Vi (fF1(p)).

3) OV (fi(p))) C OVyr(f71(p)). En efecto, aplicando el mismo razonamiento que
el utilizado en la propiedad 2) de la cuenca inmediata de atraccién se tiene que
FOVy (f1(p))) € CHOV (fH () ¥ F(OVy- (' () N Int(Vir (f (p))) = 0, Tuego
se obtiene f(Vi-(fi(p))) C OV (fT1(p)).

Observacion 2.20. Notemos que Vy(Orby(p)) tiene tantas componentes conexas como el
periodo de Orb(p). En efecto, si dos de los intervalos Vi (fi(p)) y Vi (f7(p)), con 0 <
i < j < r (que recordemos son disjuntos), formaran un intervalo, tendrian un extremo
comun ¢ que verificaria f"(¢) = q y perteneceria a uno de los dos intervalos. Este punto
q debe estar en la orbita de p, pues de otro modo no podria pertenecer a ninguno de
los dos intervalos. Digamos ¢ € Vi (f%(p)), lo que implica ¢ = fi(p). Como fi=% lleva
la frontera de Vi-(fi(p)) a la frontera de Vir(f7(p)), resulta que este segundo intervalo
tiene a dos puntos de la érbita de p en su frontera, y por tanto eso mismo ocurrird para
todos los intervalos Vi-(f*(p)), 0 < s < r. Esto es imposible porque el total de puntos que
necesitariamos para rellenar todos los extremos es como minimo r + 1 y solo tenemos r

puntos en la érbita.

Es muy razonable esperar que una orbita periddica de periodo r sea atractora si y sélo
si alguno de los puntos de su 6rbita es atractor para f”, pero si s6lo suponemos continuidad

existen contraejemplos, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.21. En la funcién afin a trozos de la figura observamos que {c,d} es una

érbita periédica de periodo 2. Ademés, el punto d es atractor para la f? ya que para todo
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Figura 2.3: Orbita periédica no atractora.

x € [q,d], se verifica que f2(z) = d, luego lim f?"(x) = d. Ahora, ;la érbita periédica
n——oo

{c,d} es atractora?, es decir, jc es atractor para la f2? La respuesta es no, ya que no hay

ningin intervalo alrededor de ¢ con la propiedad de que todos los puntos de ese intervalo

sean atraidos hacia ¢ para la f? (todos los puntos en [c,u] U [d,v] son de periodo 2).

En el ejemplo anterior, el problema estaba originado por la presencia de un trozo
constante a la izquierda de d pero no a su derecha. El siguiente teorema proporciona
un par de formas sencillas de evitar esta situacién. (Decimos que una funcién continua
f I =1la,b] — I es estrictamente mondtona a trozos si existen puntos a = ag <

ap <--- < a, = b tales que flj, q,,,] €s estrictamente monétona para cada 0 < i < n).

Teorema 2.22. Sea f : I — I una funcion estrictamente mondtona a trozos o de
clase C' y supongamos que Orbs(p) es una orbita periddica de periodo r. Entonces son

equivalentes:

1) La orbita periddica es atractora.

2) Alguno de los puntos de la orbita es atractor para f".

Demostracion. “1) = 2)” Trivial, ya que por la definicién de érbita periédica atractora

todos puntos son atractores para f'.

“2) = 1)” Sea {p, f(p),..., [ "1(p)} la 6rbita periddica de periodo r y supongamos que

fI (p) un punto atractor para f.

Si f es estrictamente monétona a trozos entonces, como V- (f7(p)) es un intervalo no
degenerado, f(Vi-(f7(p))) también serd no degenerado. Ahora bien, es claro que todos los
puntos de este intervalo son atraidos (bajo f7) por f/*1(p), y por tanto f/*1(p) es atractor

para f". Reiterando el argumento deducimos que la orbita periédica es atractora.
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Supongamos ahora que f es de clase C'. Entonces la regla de la cadena implica que

las derivadas de f" en todos los puntos de la érbita coinciden, es decir,

Df"(p) = Df"(f(p)) = ... = Df"(f*"}(p))-

En concreto, para cada k =0,...,r — 1, se tiene

Df(£*(p) HDf F(f*(p) HDf i(p) HDf fip

=0

Se pueden diferenciar ahora dos casos:

= Si Df7(f7(p)) # 0, es decir, si Df"(f*(p)) # 0 para cada k = 0,1,...,r—1, entonces
la funcién es estrictamente monoétona a trozos cerca de la érbita periddica, y el

teorema se prueba razonando como en el parrafo anterior.

= Si Df"(f(p)) = 0, entonces Df"(f*(p)) = 0 para cada k = 0,1,...,r — 1. Ahora,
aplicando el teorema como |Df"(f*(p))| < 1 para cada k = 0,1,...,r — 1,
todos los puntos de la 6rbita son atractores (propios) para f”, con lo que se concluye

la prueba del teorema.

O]

Bajo las anteriores condiciones de regularidad, la atraccién implica algo mas: las orbitas
terminan cayendo en las cuencas inmediatas de atraccién. Por contra, si no hay atraccion

la tinica manera de llegar al 6rbita es aterrizando justo sobre ella.

Lema 2.23. Sea f : I —> I estrictamente mondtona a trozos o de clase C' y supongamos

que p es punto fijo atractor. Sea x tal que wy(x) = {p}. Entonces existe n > 0 tal que

f(x) € Vi(p).

Demostracion. Si p es atractor propio entonces la proposicion es trivial. Supongamos que
p es atractor por la izquierda pero no por la derecha (se podria ver andlogamente el caso
en el que p es atractor por la derecha pero no por la izquierda). Por reduccién al absurdo,
supongamos que lim, f*(z) = p y f"(x) ¢ Vi(p) para todo n. Entonces la sucesién se

aproxima a p por la derecha.

Podemos suponer que f es estrictamente monétona en un pequeno intervalo (p,p + €|
a la derecha de p (si f es de clase C! por el corolario que implica |Df(p)| = 1).
Si f es decreciente en dicho intervalo e y > p es suficientemente préximo a p, entonces
fly) < f(p) = py ademés f(y) € V¢(p). Podemos suponer ¢ tan pequenio que de hecho
f((p,p + €]) C Vi(p), pero entonces (p,p + €| C Vi(p) y p serfa atractor propio, una

contradiccién.
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Figura 2.4: llustracién de la prueba del lema [2.24] cuando p es un minimo estricto.

Por tanto, se tendra que f es creciente y estaremos o bien en el caso 1) o bien en el
caso 2) de la proposicion Pero el caso 1) es claramente incompatible con que f"(x)
converja a p por la derecha, por lo que deberd tenerse 2). Sin embargo, existiran entonces
puntos fijos p < ¢ < d < p4e y k tales que f*(z) € [c,d], y como f([c,d]) C [c,d] de nuevo

llegamos a una contradiccion. O

Lema 2.24. Sea f : I — I estrictamente mondtona a trozos o de clase C' y supongamos

que p es punto fijo no atractor. Sea x tal que wf(a:) = {p}. Entonces existe n > 0 tal que

fr(z) =p.

Demostracion. Pueden darse varias situaciones cerca de p: o bien p es un extremo relativo
estricto (esto sélo si la funcién es estrictamente mondtona a trozos, porque si es de clase
C' deber ocurrir |Df(p)| > 1 por el corolario , o bien f es estrictamente creciente,
o bien f es estrictamente decreciente. Reemplazando si es necesario f por f2 (lema [2.10)),

este ultimo caso también puede omitirse.

No es restrictivo suponer, entonces, que f es creciente (localmente) a la derecha de p.
Si f™(z) # p para todo n entonces, tanto si p es un minimo relativo (véase la figura [2.4)
como si no, queda claro que la sucesion acabara situada a la derecha de p, y convergiendo

a p. Como en el lema anterior, esto entra en contradicciéon con la proposicion [2.1 O

Proposicién 2.25. Sea f : I — I estrictamente mondtona a trozos o de clase C'. Sea
Orbs(p) una orbita atractora. Sea x tal que wy(x) = Orbs(p), es decir, x es atraido por

una orbita periddica atractora. Entonces existe n > 0 tal que f"(x) € Vi(Orby(p)).

Demostracion. Sea x tal que wy(x) = Orby(p), donde Orbs(p) es una 6rbita periddica
atractora de periodo 7. Entonces existe ¢ € Orb(p) tal que lim,, o |f™(z) — f"(¢)| = 0.
Por tanto, se verifica lim,,—o0 | f"(z) — f"(q)| = 0, luego llamando g = f" y utilizando

f7(q) = q se tiene que lim,, o [¢"(z) — g™ (q)| = 0, es decir, wy(x) = {q}.
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Ahora, como Orby(p) es atractora (suponemos que de periodo r), por definicién cada
uno de sus puntos es atractor para f” y, por tanto, g es atractor para g. Como wgy(z) = {q},
aplicando el lema se tiene que ™ = ¢g"(x) € Vy(q) para algin m. Ahora, como
Vi(Orbs(p)) = U?;Ol Vir(fi(p)), se tiene que Vy(q) C Vy(Orbs(p)) y, juntando todo y

llamando n = rm, se obtiene f"(x) € V;(Orby(p)), como querfamos probar. O

Proposicién 2.26. Sea f : I — I estrictamente mondtona a trozos o de clase C'. Su-
pongamos que la orbita Orbs(p) no es atractora. Sea x tal que wy(x) = Orbs(p). Entonces
eziste n > 0 tal que f™(x) € Orbs(p).

Demostracion. Sea x tal que wy(xz) = Orbs(p), donde Orby(p) es una drbita periédica de
periodo r. Aplicando el mismo razonamiento que en la demostracién de la proposicién [2.25]

se obtiene que existe ¢ € Orby(p) tal que wy(z) = {q}, donde g = f".

Ahora, como Orb¢(p) no es atractora, aplicando el teorema se tiene que ¢ no
es atractor para g, y como hemos demostrado wy(z) = {¢} podemos usar el lema
concluyendo que ¢"(x) = ¢ para algin m. Por tanto, si n = rm se tiene que f"(x) €

Orby(p), con lo que se concluye la prueba. ]

2.4. Mas sobre la periodicidad asintética

Recordemos que AP(f) es el conjunto de puntos asintéticamente periddicos de f, es

decir, el conjunto de puntos que tienen w-limite finito.

La siguiente proposicién da una condicién suficiente para que el conjunto AP(f) tenga

interior no vacio.

Proposiciéon 2.27. Sea f: I — I estrictamente mondtona a trozos. Sea J un subinter-
valo de I tal que f"|; es mondtona para todo n y existen i < j tales que f*(J)N fI(J) # 0.
Entonces J C AP(f). En particular, si f es inyectiva, entonces AP(f) = 1.

Demostracion. Probamos primero la tdltima afirmacién. Podemos suponer que f es cre-
ciente, ya que si f es decreciente podemos trabajar con f2, que serd creciente (ademds x
es un punto asintéticamente periédico de f si y sélo si lo es de f2). Dado x € I, supo-
nemos que f(x) < x (el caso f(x) > z es andlogo). Entonces se tiene que f2(z) < f(z),
f3(x) < f%(z), es decir, continuando con el proceso tendremos una sucesién decreciente
(f"(x))52 . Pero como estamos en un compacto I, la sucesién converge, luego si n — oo,
f™(x) — p fijo. En particular, se tiene que x es un punto asintéticamente periddico, con

lo que se concluye la prueba.

Probamos ahora la primera afirmaciéon. No es restrictivo suponer que J es compacto
(ya que si J verifica las hip6tesis del enunciado entonces su clausura también). Llamando
J' = fi(J), se tiene que fI=H(J )N J" # () y si ponemos r = j — i queda f"(J)NJ # 0y
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en general f(mTUT( ) fmr(J') # ), es decir, todos estos intervalos se van pegando entre

si. En particular, podria darse alguna de las siguientes situaciones:

w f57(J) C f™(J') con m < s. Entonces, llamando K = f™ (J') y l = (s — m)r se
tiene que
fI(K) C K,

y como por hipétesis f™|; es mondtona para todo n entonces, en particular, fboes
inyectiva en K. Luego, aplicando el resultado del péarrafo anterior, K C AP( fl) =
AP(f), y por tanto, J C AP(f).

w f57(J) D f™(J') con m < s. Entonces, tomando otra vez K = f™(J') y | =
(s —m)r se tiene que
Kc f(K)c fA(K)cC...

Pero entonces f! es monétona sobre
[e.e]
L={]J K
t=0

y sobre C1 L. Ademés f!(L) C L, luego f'(C1L) C ClL. Por tanto, podemos aplicar
el resultado del parrafo anterior, obteniendo C1L C AP(f!) = AP(f), luego J C
AP(f).

Ahora, si no ocurre ninguno de dos casos anteriores podemos garantizar que, tomando

o0

my lo suficientemente grande, el conjunto M = Um:mo f™(J') no contendra ningtin punto
critico. Razonando como antes, f” serd inyectiva en C1M y f"(Cl1M) C C1 M, y de nuevo

conseguimos J C AP(f). O

Rematamos esta secciéon introduciendo y explorando una nocién que, hasta donde
nosotros sabemos, es nueva en la literatura. Su sentido es el siguiente: cuando encaremos
la demostracién del teorema [5.1} necesitaremos una familia de intervalos que absorban casi
toda la dindmica, y sera importante que dicha familia sea finita. Con la hipétesis adicional
de derivada schwarziana negativa las cuencas inmediatas de atraccién podrian hacer ese
papel, segin demuestra la proposicién pero necesitamos una alternativa para el caso

general, y los intervalos absorbentes maximales nos la proporcionaran.

Definicion 2.28. Sean f: I — I continua y J un subintervalo de I. Diremos que J es un
intervalo absorbente si J C AP(I) y f"(J)NJ # 0 para algin r > 1. Si J es absorbente
y no estd estrictamente contenido en ningun otro intervalo absorbente, entonces diremos
que J es un intervalo absorbente maximal, y llamaremos al menor entero positivo r

que cumple f"(J)NJ # () el periodo de J,
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Ejemplos de intervalos absorbentes serian las componentes de la cuenca inmediata de

atraccion de una orbita periddica atractora y los intervalos de puntos fijos de f.

Observemos que si J es absorbente maximal de periodo r, entonces J U f"(J) es ab-
sorbente, por lo que, por la maximalidad de J, f7(J) C J. Asimismo, los intervalos fi(.J),
0 < i < 7, son disjuntos dos a dos, ya que si fi(J)N f/(J) # ) con 0 < i < j < r entonces
tomando imdgenes se tendria f™(J) N f7(J) # 0 para algin m < r, y como f"(J) C J,
f™(J)NJ # 0, en contradiccion con el periodo de J. Notemos también que todo intervalo
absorbente J esta trivialmente contenido en un tunico intervalo absorbente maximal (la
unién de todos los subintervalos de AP(I) que contienen a J), y que si f no es constante
sobre J entonces f(.J) también es absorbente (ya que si f fuese constante, la imagen de J

se reducirfa a un unico punto). Por otro lado se tiene:

Proposiciéon 2.29. Los intervalos absorbentes mazimales de una funcion f son compactos
y disjuntos dos a dos. Mds aiin, si f es estrictamente monétona a trozos o de clase C! y .J

es un intervalo absorbente maximal, entonces existe otro intervalo K absorbente maximal
tal que f(J) C K y f(0J) C OK.

Demostracion. Que dos intervalos absorbentes maximales distintos son disjuntos es obvio,
pues de lo contrario su unién también seria absorbente y existiria un intervalo absorbente

mayor que los anteriores.

Sea J absorbente maximal de periodo r. Como f"(J) C J, también se tiene f"(ClJ) C
ClJ. Notemos que f"(0J) C 9J porque si un extremo fuera llevado por f” al interior de
J, a un entorno suyo le ocurriria lo mismo y se contradiria la maximalidad, ya que todos
los puntos de dicho entorno serian asintéticamente peridédicos. Pero si los puntos de la
frontera van a la frontera esto significa que estdn en AP(I), es decir, Cl.J es absorbente.

Por la maximalidad, Cl1.J = J, es decir, J es compacto.

Por dltimo, supongamos adicionalmente que f es estrictamente mondtona a trozos
o de clase C'. Es obvio que f" no puede ser constante sobre J, por lo que f tampoco
puede serlo. Por tanto f(J) es absorbente y estd contenido en un intervalo absorbente
maximal K. Mds atn, f(0J) C 0K por andlogas razones a las que usamos para probar
fr(oJ) c aJ. O

Proposicion 2.30. Sean f : I — I estrictamente mondtona a trozos y J un subintervalo
de AP(f). Entonces existen k > 0 y un intervalo absorbente mazimal M tales que f*(J) C
M. Si ademds |f™(J)| — 0 cuando n — oo, puede incluso consequirse f*(J) C M’, siendo

M’ una componente de la cuenca inmediata de atraccién de una érbita periddica atractora.

Demostracion. Empezamos demostrando la segunda afirmacién. Si |f™(J)| — 0 entonces
todos los puntos de J serdn atraidos por la misma érbita peridédica O, que debera ser

atractora. En efecto, si no fuese atractora, por la proposicion [2.26| para todo x € J existiria
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n > 0 tal que f™(x) € O, es decir, alguna iterada de cada punto de J estaria en la érbita
no atractora, lo que no puede ocurrir por ser J no numerable. Pero entonces existe k
tal que f*(J) corta a una de las componentes M’ de su cuenca inmediata de atraccién
(proposicién , lo que, por la definicién de cuenca inmediata de atraccién, implica de
hecho f*(J) c M'.

Demostramos ahora la primera afirmacion. Si los iterados de J son disjuntos dos a dos,
entonces |f™(J)| — 0 y se aplica el resultado anterior. Si f*(J) N f*(J) # 0 para ciertos
k < n, entonces f¥(J) es absorbente por definicién y, por tanto, f*(J) estara contenido

en un intervalo maximal. O

En general, una funcién puede tener infinitos intervalos absorbentes maximales (incluso

todos con periodo 1). No obstante:

Proposicién 2.31. Si f es estrictamente mondtona a trozos o de clase C', entonces su

familia de intervalos absorbentes maximales de un periodo fijo r es finita.

Demostracion. Entre dos intervalos absorbentes maximales cualesquiera la funcién f™ no
puede ser monétona (de lo contrario, la unién de ambos intervalos y el intervalo que los
separa también seria absorbente, porque todos los puntos intermedios serian asintética-
mente periédicos por la proposicién . Esto garantiza de inmediato la finitud cuando f
es estrictamente mondtona a trozos y también, con un poco de trabajo adicional, cuando
f es de clase C'. En efecto, en este tiltimo caso habria entre dichos intervalos un punto con
derivada 0 y otro con derivada al menos 1 (ya que si J es el intervalo intermedio entre dos
intervalos absorbentes maximales, podemos encontrar J* C J tal que J* C f(J*) y, por el
teorema del valor medio de Lagrang existe z € J* tal que |[Df(x)| = EACIOIIN 1). Si exis-

[J*]
tieran infinitos intervalos absorbentes maximales esto contradiria la continuidad uniforme

de la derivada, pues podriamos tomar un par de ellos tan cercanos como quisiéramos. [

"Recordemos que este teorema afirma que dada f : [a,b] — R continua, si f es derivable en (a,b)
entonces existe 6 € (a, b) tal que f(b) — f(a) = Df(0)(b— a).
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Capitulo 3

Intervalos errantes

En nuestro camino hacia la prueba del teorema el primer paso que tenemos que
dar es garantizar que, como minimo, el conjunto de los puntos asintéticamente periddicos
es denso en el intervalo. En particular, sera importante descartar la presencia de un tipo

especial de intervalos que introducimos a continuacién:

Definiciéon 3.1. Decimos que J es un intervalo errante para la funcién continua f :

I — I si se verifica:

1) Los intervalos J, f(J), ... son disjuntos dos a dos.
2) Los puntos de J no son atraidos por drbitas periddicas.

Observacion 3.2. Si J es un intervalo errante, la segunda condicién de la definicién equivale
a afirmar que alguno de los puntos de J no es atraido por una orbita periédica. Esto es claro

ya que como las imagenes de J son disjuntas dos a dos, la suma de las longitudes de las

oo

oo lfM(J)| < |I] olo que es lo mismo, la serie es convergente.

imégenes es finita, es decir, » |
Luego, se tiene que | f™(J)| — 0si n — oco. Por tanto, como estos intervalos son cada vez
mas pequenos, a efectos del comportamiento asintético actiian como si fueran un tnico
punto, es decir, wy(x) = wy(y) para todo x,y € J. Hablaremos entonces del conjunto
w-limite del intervalo J, w¢(J), ya que dados dos puntos cualesquiera de dicho intervalo

tendran siempre el mismo w-limite.

La cuestién de la existencia o no de intervalos errantes viene de antiguo y se suscito, en
primera instancia, en el ambito de los difeomorfismos del circulo. Estaba motivada por un

problema de dindmica continua: el de descartar recurrencias no triviales en flujos del toro.
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En 1932, Denjoy probé que la existencia de intervalos errantes es posible en difeomorfismos
de clase C* [6]; sin embargo, A. J. Schwartz demostré en 1963 que si exigimos un poco de
regularidad extra al difeomorfismo estos intervalos no pueden existir [21]. En general, la no
existencia de intervalos errantes es capital en muchos ambitos de la dinamica diferenciable,
y a este respecto cabe destacar el monumental articulo [I5], culminacién del trabajo de
muchos matematicos (el primero precisamente Guckenheimer en [§]), donde se prueba que
las funciones analiticas reales (entre otras muchas) carecen de intervalos errantes. Nosotros
necesitaremos descartar su existencia en unas circunstancias relativamente favorables, por
lo que nos seran suficientes el teorema y su corolario que resultan de adaptar

directamente los argumentos de [21] al intervalo.

La referencia por la que nos hemos guiado ha sido [I8, pp. 36-41 y 305-306]. Como
mencionamos en la introduccién, el libro de de Melo y van Strien es, con diferencia, la
referencia méas completa disponible en cuanto a la dinamica diferenciable unidimensional,
pero adolece de un defecto: no siempre esté redactado con el necesario cuidado. Es por
ello que hemos debido retocar bastantes de sus argumentos (su demostracién del principio

de contraccién, por ejemplo, es ilegible).

Definimos a continuacién el tipo de funciones con el que trabajaremos a partir de
ahora. Necesitaremos para ello la nocién de punto singular, es decir, un punto en el que

las derivadas laterales de la funcién no coinciden.

Definicién 3.3. Se dice que una funcion f : I = [a,b] — I es un difeomorfismo de
clase C' a trozos si eristen a = ag < a1 < ... < a, = b tales que f|[ai,ai+1] es de clase
C' y las derivadas no se anulan en ninguna particion |a;,a;11]. Ademds, decimos que la
funcion es regular si las derivadas laterales en los puntos singulares son iguales y de signo

opuesto.

La siguiente es una de las nociones estrella de este trabajo y, de hecho, de todo la
dinamica no lineal. En efecto, cuando calculamos las sucesivas iteraciones de una funcion,
si la distorsion aumenta sin freno la evolucién relativa de puntos muy cercanos entre
si puede diverger rapidamente, y realizar predicciones a largo plazo se vuelve imposible.

Por ello sera importante disponer de herramientas que nos permitan controlarla.

Definicién 3.4. Sea f : I — I un difeomorfismo de clase C' a trozos. Si T C I,

definimos la distorsion de f en T como:

Dist(f,T) = sup log M

z,yeT ’Df(y)‘

Ademds, escribiremos

eDist(f,T) = sup 1D ()|

z,y€T IDf(y)| ’

es decir, eDist(f,T) serd la exponencial de la distorsion de f en T
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Hay que tener en cuenta que el intervalo T' puede contener puntos singulares (con dos
posibles derivadas laterales). Por tanto, cuando escribimos la derivada en un punto D f(z),
nos referimos a la derivada lateral en ese punto. Asi, en los puntos en los que las derivadas

no coinciden tomaremos las dos derivadas laterales posibles.

La siguiente proposicién no se necesitara hasta el dltimo capitulo pero este es el sitio
para enunciarla, pues muestra con sencillez una de las ventajas de controlar la distorsion:
si la densidad media de un conjunto en un intervalo es pequena, otro tanto ocurrird con

las imégenes.

Proposiciéon 3.5. Sea f: J — K un difeomorfismo. Supongamos que existe A C J y
p > 0 tal que Dy (A, J) < p y ademds eDist(f,J) < o para algin o > 0. Entonces se

verifica

Din(f(A), K) < po.

Demostracion. Por el teorema de Lagrange existe z € J tal que |[Df(z)| = % Ahora,

como eDist(f, J) < o se tiene que Bﬁg" < s para todo = € J. Por tanto,

[Df(x)| < olDf(2)] <o

Se cumple

K|
A(f(4)) < UWA(A)

En efecto, utilizando la definicién de medida de Lebesgue se tiene que

AA) = inf Y |L,

ACUnen In =

donde I,, C J para cada n € N. Entonces, por el teorema de Lagrange, existe z* € I, tal

que |Df(z*)| = |f|%"|, y como |Df(z)| < a% para todo = € J, se tiene que

ST _ IK]
Ll =

Entonces, utilizando que f es difeomorfismo y aplicando la definicién de A\(A) resulta

K] K]
Af(A)) = inf f, I, = oc—M\A).
(f(4)) et s ZI AcUnGN nZ ,J|| | = 7] (4)
Por tanto,
Af(4) _ _AA)
<o < op,
K] /]
como queriamos probar. O

El siguiente lema y su corolario constituyen la clave del teorema de Schwartz: si los
iterados de un intervalo son disjuntos (lo que ocurre cuando el intervalo es errante) la

distorsion estd acotada.
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Lema 3.6. Sean f : I — I un difeomorfismo de clase C' a trozos y T C I. Entonces:

Dist(f", T ZDISt £, fUT)).

=0

Demostracion. Por la regla de la cadena sabemos que

Df"(x) = D(f"" o f)z) = D" (f(2)) - Df(x) = D(f"7* o f)(f(x)) - Df ()
= Df"*(f*(x))- Df(f(z)) - Df(x) = ...
= Df(f""!(x)) - DF(f"*(x))--- Df(f(2)) - Df(x),

es decir, Df™(z) =[5, ' Df(fi(x)). Luego,
[Df"(x) [Df(f(2)) 1Df(f(2))]
1 lo
*®1Df ()l (H DF(f(y)) > Z D)
Sean z,y € T. Como f'(x), fi(y) € fi(T), se tiene que

n—1 /

log ’g;: Zlog Di(f z zg;“ Z sup log \Df ZDISt f. fiT

1=0 x/7yl6fZ(T)

lo que prueba el lema. ]

Corolario 3.7. Sea f : I — I un difeomorfismo de clase C' a trozos reqular de manera
que x +— log |D f(x)| es lipschitziana con constante de Lipschitz C. Entonces para cualquier

intervalo T C 1,
Dist(f",T) < C Z (T
En particular, si los interiores de los intervalos T, f(T), ..., f*~Y(T) son disjuntos dos a

dos, entonces:

Dist(f",T) < C|1].

Demostracion. Como f(z) =log|Df(x)| es lipschitziana, se tiene que

[Df(x)]

[log [Df ()] —log| Df ()l = |log 157+

< Clz -yl

Luego,

[Df(z)|
< C sup |x—y|=ClJ|,
’Df(y)‘ x,y€J| ‘ ‘ ‘

es decir, la distorsién de f en un intervalo J estd acotada por C|J|. Por tanto,

Dist(f,J) = sup
z,yeJ

log

Dist(f", T <ZD1st f. fuT <CZ]f’

=0

con lo que se concluye la prueba. ]



33

Si f: 1 — I es derivable, diremos que ¢ es un punto critico de f si Df(c) = 0. El

conjunto de puntos criticos de f se denotara por C(f).

Observacion 3.8. Notemos que en el corolario la propiedad de Lipschitz solo se ha usado
en los intervalos f!(T). En particular, si f : I — I es de clase C2, el conjunto C(f) es
finito, y 0 > 0 es dado, entonces log |D f(z)| sera lipschitziana con constante Cs en el
conjunto I5 C I de los puntos cuya distancia a C(f) es al menos . Por tanto, si T' C I es

un intervalo tal que f/(T) C I5 para todo 0 < i < n, se tiene
n—1 .
Dist(f",T) < Cs > _|f4(T)],
i=0

y si los interiores de los intervalos T, f(T), ..., f*~*(T) son disjuntos dos a dos, entonces

Dist(",T) < G|

Para acometer la prueba no nos falta méds que un lema técnico. Curiosamente, para

probarlo es suficiente la mera continuidad.

Lema 3.9 (Principio de contraccién). Sean f : I — I continua y J un subintervalo de
I. Supongamos que inf, > |f™(J)| = 0. Entonces o bien J es un intervalo errante o bien

todos los puntos de J son atraidos por una orbita periddica.

Demostracion. En el caso de que los intervalos f"(.J) sean disjuntos dos a dos la afirmacién
es trivial: si el conjunto w-limite de J no es igual a una tnica Orbita periddica, entonces
por definicién J es un intervalo errante, mientras que si el conjunto w-limite es una érbita

periddica, entonces los puntos de J son atraidos por dicha érbita periédica por definicién.

Supondremos entonces que existen 0 < I < m tales que f'(J)Nf™(J) # () y probaremos
que todos los puntos de J son atraidos por una érbita periddica. Sean K = fl(J) y
g = f™ L. Basta demostrar que todos los puntos de K son atraidos (con respecto a g) por
algin punto fijo de g, es decir, que (¢%(z))2, converge para cada = € K (ya que como [

es compacto, si la sucesién converge, lo hace a un punto fijo de g).

Notemos que ¢*(K) N g""}(K) # 0 para cada i, por lo que U = [J2,¢*(K) es un
intervalo (ya que suponemos que K, y por tanto U, es un intervalo no degenerado: si
K fuera un punto entonces seria un punto fijo de g y habriamos terminado). Ademas,
g(U) C U. No es restrictivo suponer que ¢ tiene algiun punto fijo p en U: de lo contrario
o bien g(z) > z para todo x € U (y entonces la sucesién (g*(x)), serfa estrictamente
creciente y, por ser I compacto, convergeria) o bien g(x) < z para todo x € U (y entonces la
sucesién (g'(z))$2, serfa estrictamente decreciente y de nuevo convergente). Sustituyendo
si es preciso K por alguna de sus iteradas K’ = ¢/(K) y U por U’ = |J22, ¢'(K') podemos
ademads suponer que p € K. Probamos a continuacién que p es atractor global para la

aplicacién g : U — U.
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Supongamos que p no lo fuera. Entonces, aplicando la observacién [2.14] existe un punto
q € U tal que o bien p < ¢ < g?(q) o bien p > ¢ > ¢?(q). Supondremos que estamos en el
primer caso porque el otro es similar. Por la definicién de U, existe algin k > 0 tal que
q € g®(K) y notemos que, por tenerse p € K, también se cumple p € ¢*(K). En resumen,
[p,q] C g*(K). Entonces [p,q] C ¢*([p,q]) C ¢**%(K) y en general, un répido argumento
de induccién muestra que [p, q] C g**?"(K) para todo 7 > 0. En particular,

|2 (K)| = | fHRm=0+2rm=0( )| > g —p=:6 >0 para todo r > 0.

Lo que esto significa es que, a partir de un cierto momento y cada 2(m — [) iteraciones,
los intervalos f™(J) tienen longitud al menos . La continuidad uniforme de f (por ser I

compacto) hace que esto entre en contradiccién con la hipétesis inf,>¢ | f™(J)| = 0. O

Teorema 3.10 (Schwartz). Sea f : I — I un difeomorfismo de clase C' a trozos reqular
de manera que la aplicacion x +— log|D f(x)| es una funcion lipschitziana en I. Entonces

f no tiene intervalos errantes.

Demostracidn. Utilizando el corolario [3.7 se tiene que para cada intervalo T C I y n > 0

se satisface:
n—1 A
Dist(f",T) < C Y |f(T)I. (3.1)
i=0

Todos los intervalos con los que trabajaremos a lo largo de la demostracion seran
abiertos en la topologia de I. Suponemos, por reduccién al absurdo, que f tiene un intervalo
errante J. Sea Jy O J un intervalo errante maximal conteniendo a J, de manera que no
existe otro intervalo errante mas grande que contenga a J (esto es una aplicacién estandar
del lema de Zorn). Inductivamente, definimos .J,, como el intervalo errante maximal que
contiene el interior de f(J,—1). Un sencillo argumento de induccién permite verificar que,
en general, Int(f*(.J;)) C Juii-

Ademds, los intervalos que hemos definido son disjuntos dos a dos. En efecto, si existen
enteros 0 < n < m tales que J, NJ,, # 0 (notemos que como los intervalos son abiertos, la
interseccién no estard constituida unicamente por un punto), como Int(f™ "(J,)) C Jp

se sigue que
0 Int(f" " (Jm N Jn)) C " (Im) N I

lo que es una contradiccién, ya que J,, es un intervalo errante.

Ahora, por definicién, f tiene como mucho un nimero finito de puntos singulares,
digamos ng. Por tanto, existe n; tal que si n > n; entonces Cl(J,) no contiene ningin
punto singular de f. En particular, f¥ es un difeomorfismo en .J,, para todo k > 0.

Esto es claro ya que como los intervalos {J,,},>0 son disjuntos e Int(f*(J,)) C Jrsn,,
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se tendrd que f¥(J,,) C Cl(Jgin,) ¥, por tanto, como las clausuras de los intervalos no

contienen a los puntos singulares, los intervalos f¥(.J,,,) tampoco los contendran.

Por otro lado, por ser los {.J;, },>0 disjuntos dos a dos, no es restrictivo suponer

S (I < 1. (3.2)

Jj=0

Sea 0 < § < e 2¢ y S = J,,. Elegimos un intervalo T’ que contenga estrictamente a S

de manera que
IT| < (1+9)|S]. (3.3)

Probaremos por induccién que si n > 1 es arbitrario, entonces |f(T)| < 2|f!(S)| para
i =0,1,...,n — 1. Para n = 1 la afirmacién es obvia (por la manera en la que hemos
definido T'). Asumimos que se verifica para algfln n — 1 y veremos que se verifica para
n > 1. Aplicando , la hipétesis de induccién y se tiene que

Dist(f", T <CZ|fZ \<202ny )| < 2C. (3.4)

Ademads, como la restriccién de f™ a S es un difeomorfismo, por el teorema de Lagran-
ge, existe un punto z, € S tal que D f"(afn) = U Téf”. Ahora bien, (3.4)) equivale a

eDist(f",T) < €2¢, es decir, ;g}cng §|| < €2¢ para cada z,y € T, y como z,, € S C T,

tomando x = x,, obtenemos:

D) < )] = 2 L, (35)

Ahora, ponemos 7' = (T1; UTi12 U ... UTyg, ) USU (To UTh U...UTh,) de manera

que la restriccién de f™ a cada Tj; para cada ¢ = 1,2, j = 1,2,...k; es un difeomorfismo.

Vamos a ver que para cada ¢ =1,2, j =1,2,...,k; se tiene que
/(5] T e [SM(9)]
|f™(T5)| < e |T;;], es decir, “——2 < ¢ : (3.6)
S| Y 7351 5]
En efecto, usando nuevamente el teorema de Lagrange obtenemos que ./ Tj(ﬂ | = |Df™(y)|

para algin y € Tj; (en particular y € T'), y aplicando ([3.5) se obtiene la desigualdad .
Por tanto,

L")+ o+ [ (T [ (T20) | 4+ [ (Tor,)| <

S
<] ,§|)’<|Tn|+...+rT1k1|+|T21|+...+|T2k2|>-
Luego, utilizando esto dltimo junto con se obtiene que:

o (9)]
S

— 1)+ DB sy < s < 2o,

< 1S+ (Tl + o 4 [Tagy [+ [T + - -+ | Tk, |)




36 INTERVALOS ERRANTES

con lo que la induccién queda probada. Se sigue entonces que

lim |f™(T)| = 0.

n——~oo

En particular, se tiene que inf,,_,~ |f™(7T")| = 0 y aplicando el lema se verifica una de
las dos condiciones siguientes: T" es un intervalo errante o ws(T") es una érbita periddica.
Sin embargo, 7' no puede ser un intervalo errante ya que esto contradice la maximalidad
de S, luego wy(T') tiene que ser una 6rbita periédica. Pero entonces, como S C T' también
se tendria que wy(S) es una érbita periddica, lo que contradice la definicién de intervalo

errante para S. Esto completa la prueba del teorema. ]

Lema 3.11. Dados d > 0, u > 0, v > 0, existe p = peyn : [0,1] — R polinomial de
manera que p(0) =0, p(1) =d, Dp(0) = u, Dp(1) = v y Dp(x) > 0 para todo = € [0, 1].

Demostracion. Sea q(x) = u(1l — z)" + va™ + ha(1 — x). Si definimos

se verifican casi todas las condiciones del enunciado: ¢(0) = u, ¢(1) = v y p(0) = 0. Por

otra parte,

1 u+v h
1) = 1—)" t" + ht(1 —t))dt = —
p(1) = [l =0 o (1 = )it = L T

u+v
n+1

p(1) = d. Ademds, Dp(x) > 0 para todo x € [0, 1], con lo que se concluye la prueba. [

por lo que basta elegir n y h > 0 de manera que se cumpla + % = d para tener

Corolario 3.12. Sea f: I — I de clase C? con un nimero finito de puntos criticos, es
decir, C(f) ={c1,c2,...,ck}. Suponemos que J C I es un intervalo errante. Entonces:

liminf d(f"(J),C(f)) =0

n—aoo

0 lo que es lo mismo, ws(J)NC(f) # 0, es decir, el conjunto w-limite contiene algin punto

critico.

Demostracion. Siwg(J)NC(f) = 0, sustituyendo si es preciso J por alguno de sus iterados
f™(J) para algiin m (notemos que si J es un intervalo errante entonces todos sus iterados
también seran intervalos errantes) se tiene que existe ¢ > 0 tal que d(f"™(J),C(f)) >e >0
para todo n > 0. No es restrictivo suponer que |¢; — ¢j| > 2¢ si ¢ # j. Modificamos f de
la siguiente manera: tomamos los subintervalos [¢; — €,¢; + €] para ¢ = 1,...,k. Ahora,
aplicando el lema y adecuadas transformaciones afines, reemplazamos f en cada uno
de los intervalos [¢; — €,¢; + €] por dos (si las derivadas en ¢; — €, ¢; + € tienen signos
distintos, como se muestra a la izquierda de la figura o tres (si las derivadas tienen

el mismo signo, como se muestra a la derecha de la figura [3.1)) trozos polinomiales de
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Figura 3.1: El punto ¢; es un maximo (izquierda) o un punto de inflexién (derecha).

manera que la funcién resultante g verifica las condiciones del teorema luego g no

tiene intervalos errantes.

Sin embargo, como las iteradas de J (intervalo errante de f) nunca entran en [¢; —
g,¢; +¢| parai=1,...,k, J también es un intervalo errante para g, con lo que se llega a

una contradiccién. O
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Capitulo 4

La derivada schwarziana negativa

Citando a [10], de donde hemos extraido las presentes notas histéricas, “la derivada
schwarziana negativa es uno de los sucesos mas afortunados de la historia de los sistemas
dindamicos discretos”. La razén es que, a priori, es un concepto que nada tiene que ver
con la dindmica; su dmbito natural es el de la geometria compleja. Recibe su nombre de
Hermann Schwarz (jno confundir con A. J. Schwartz, mencionado por otras razones en el
capitulo anterior!), que la usé en 1869 para caracterizar los isomorfismos en la esfera de
Riemann, aunque en realidad fue introducida por Lagrange en su libro Sur la construction
des cartes géographiques y ya habia sido usada por Kummer en un trabajo de 1836. Fueron
Allwright y Singer los que se dieron cuenta, en 1978, de lo 1til que resulta en dinamica

del intervalo, y precisamente en cuestiones relacionadas con la atraccién [II, [24].

4.1. La derivada schwarziana negativa y la atraccion

Esta seccién es una elaboracién de los contenidos de [7), seccién 1.13]. En ella se recogen
las propiedades esenciales de la derivada schwarziana, que nos permitiran demostrar un
importante teorema sobre atracciéon y, como corolario, el teorema de Allwright-Singer.

Recordemos que C(f) es el conjunto de puntos donde la derivada de f se anula.

Definicién 4.1. Sea f de clase C3. Se define la derivada schwarziana de f en z
(cuando = ¢ C(f)) como

_ D3f(x) 3 (Df(x)\’
ST = D) ‘2<Df<x>> |
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Nuestro primer resultado, que usaremos en los ejemplos del tltimo capitulo, permite
asegurar en muchas ocasiones que la derivada schwarziana es negativa sin necesidad de

calcularla explicitamente.

Proposicién 4.2. Sea P(x) un polinomio. Si todas las raices de DP(x) son reales y
distintas, entonces SP < 0.

Demostracion. Suponemos que

= T —a; = T — aj
D3P( ) ZN:iV: i]il(x_al)
€Tr) =
: (z — a;)(z — ax)
j=1k=1 J
k#j
Luego,
2
N
1 3 1
SP(zx) = - =
j;(x—aj)(m—ak) 2 ;m—aj
2
N 2 N
1 1 1
T2 (a:—w) - Z:c—a <0,
3=1 J j=1 J
con lo que queda demostrada la proposicién. ]

A pesar de su sencillez, la siguiente proposicién es especialmente 1til, pues garantiza

que la derivada schwarziana negativa es cerrada para composiciones.
Proposicion 4.3. Se verifica:
S(f o g)(z) = Sf(g(x)) - (Dg(x))* + Sy()
si Df(g(z)) # 0 y Dg(xz) # 0. En particular, si Sf(x) < 0 y Sg(z) < 0, entonces
S(feg)(x) <0.

Demostracion. Usando la regla de la cadena, se obtiene que

D(fog)(x) = Df(g(x)) - Dg(x),
D*(fog)(z) = D(Df(g(z)) - Dg(x)) = D*f(g(x)) - (Dg(x))* + Df(g(x)) - D*g(x),
D*(fog)(z) = D*f(g(x)) - (Dy(x))?

+3D"f(g(x)) - D*g(x) - Dg(x) + Df(g(x)) - D’g(x).
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Juntandolo todo, obtenemos

S(f o g)(x) = Sf(g(x)) - (Dg(x))* + Sg(x),

luego si Sf(x) <0y Sg(x) < 0 entonces S(f o g)(x) < 0. O

Otra propiedad de la derivada schwarziana que da muchisimo juego es el principio
del minimo. En esencia, establece que en las zonas de monotonia la derivada no puede

experimentar muchos vaivenes.

Teorema 4.4 (Principio del minimo). Sea f : I = [a,b] — R una funcion de clase C? tal
que Df(z) #0 y Sf(x) < 0 para todo x € I. Entonces |Df(x)| > min{|Df(a)|,|Df(b)|}
para todo = € (a,b).

Demostracion. Supongamos que D f(x) > 0 para todo x € [a, b]. Por reduccién al absurdo,
supongamos que |Df(z)| < min{|Df(a)|,|Df(b)|} para algin = € (a,b). Sea zg € (a,b)
tal que Df(xo) = min{Df(z), = € [a,b]}. Entonces, por ser minimo relativo se tiene que
D%f(xg) =0y D3f(x0) > 0. Por tanto,

S0 = Bitwe) 2\ Do) ) ~ Do) =

con lo que se llega a una contradiccién. La demostracién si D f(z) < 0 para todo = € [a, ]

DW@@_3<Wﬂmv2_DW@w

es analoga.

Una primera consecuencia de las dos anteriores propiedades es que el conjunto Per(f)

de los puntos periédicos de f es relativamente reducido.

Proposicién 4.5. Sea f : I — I de clase C3, con C(f) finito y Sf(x) < 0 para todo
x ¢ C(f). Entonces Per(f) es numerable.

Demostracion. Comencemos demostrando que el conjunto de puntos fijos de f es finito
luego, en particular, numerable. Como la funcién es estrictamente monétona a trozos (no

puede tener trozos constantes ya que C(f) es finito) tenemos las siguientes posibilidades:

= En los trozos en los que la funcién es decreciente solo puede existir un punto fijo.

= En los trozos en los que la funcién es creciente podran existir, como mucho, tres
puntos fijos. En efecto, si existiesen cuatro puntos fijos pi1,p2,p3 ¥ p4 como en la
ﬁgura entonces por el teorema de Lagrange existirian « € (p1,p2), y € (p2,p3) ¥
z € (p3,psg) tales que Df(x) =1, Df(y) =1y Df(z) = 1. Pero entonces aplicando
el principio del minimo se tendria que |Df(y)| > min{|Df(x)|,|Df(z)|} =1, lo

que es una contradiccién.
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P P2 P3 Py

Figura 4.1: Tramo creciente con 4 puntos fijos.

Por tanto, se tiene que en los tramos decrecientes la funcién tendra a lo sumo un
punto fijo y en los tramos crecientes tres. Luego, bajo las condiciones del teorema el
conjunto de puntos fijos de f es finito. Ahora, componiendo f consigo misma 7 veces
se siguen manteniendo las hipdtesis del teorema (derivada schwarziana negativa por la
proposicion y C(f) finito). Por tanto, se obtiene que para cada r el conjunto de puntos

fijos de f" es finito, luego Per(f) es numerable, con lo que se concluye la prueba. O

Notemos que la proposicién anterior no es cierta si no se cumplen las condiciones del
enunciado. Un sencillo contraejemplo es la funcién identidad, en la que todos sus puntos

son fijos.

Consideremos
AP*(f) = {z € I : existen n > 0 y una drbita atractora O tales que f"(x) € V(O)},

es decir, el conjunto de los puntos que en algiin momento caen dentro de una cuenca
inmediata de atracciéon. Claramente tales puntos son asintéticamente periddicos, esto es,
AP*(f) € AP(f). Si f tiene derivada schwarziana negativa la diferencia es, no obstante,

muy pequena.

Proposicién 4.6. Sea f : I — I de clase C3, con C(f) finito y Sf(x) < 0 para todo
x ¢ C(f). Entonces AP(f)\ AP*(f) es numerable.

Demostracion. Si x € AP(f)\ AP*(f) entonces su w-limite es una érbita no atractora, es
decir, w¢(x) = Orby(p) no atractora. Entonces, por la proposicién existe n > 0 tal
que f™(x) = g, con ¢ periédico. Luego, x € (J,—, f~"(Per(f)). Pero por la proposicién
el conjunto de puntos periédicos es numerable, por lo que f~"(Per(f)) sera igualmente nu-
merable para cadany ;- , f~"(Per(f)), como unién numerable de conjuntos numerables,

sera numerable también. O
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Figura 4.2: Caso 1.

Noétese que la proposiciéon anterior no es cierta si no se cumplen las condiciones del
enunciado. Un sencillo contraejemplo es la funcién identidad, en la que se verifica AP(f) =
Iy AP*(f) =0.

Mediante el siguiente teorema probaremos que cuando trabajamos con derivada sch-
warziana negativa, dentro de la cuenca inmediata de atraccién tiene que vivir algin punto
critico o algin extremo del intervalo. En particular, la familia de las orbitas periédicas

atractoras es finita.

Teorema 4.7. Sea f : [ — I una funcién de clase C3, con C(f) finito y Sf(z) < 0 para
todo x ¢ C(f). Sea {p, f(p),..., f""1(p)} drbita periddica atractora y sea V;(Orbs(p)) =
JoUJ1U. ..UJ,_1 su cuenca inmediata de atraccion (dondep € Jo, f(p) € Ji,..., f7 1 (p) €
Jr—1). Entonces Vi(Orby(p)) contiene algin extremo de I o algin punto de C(f).

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que V¢(Orbs(p)) no contiene a
ningun extremo de I ni a ningin punto de C(f). Como por las propiedades de la cuenca
inmediata de atraccién f"(0.Jy) C 0Jp, si Cl(Jy) = ¢, d], la grafica de f" en Jy podra ser

unicamente de dos maneras (recordemos la proposicién [2.17]):

1) f"(c¢) =d, f"(d) = ¢, con lo que estaremos en el caso de la figura

2) f"(c) = ¢, f7(d) = d, con lo que la gréfica podria quedar de dos maneras, segin se
muestra en la figura (en el caso 2.2 el punto fijo p también podria quedar en el

extremo derecho y la funcién por encima de la diagonal).

Podemos suponer que estamos en el caso 2 (en el caso 1 bastarfa trabajar en f?" en

vez de f" y pasar al caso 2.1).

Comencemos estudiando el caso 2.1. Como p es atractor, por el teorema Dfr(p) <

1. Ahora, aplicando el teorema de Lagrange en el intervalo [c, p] existe y € (¢, p) tal que
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Figura 4.3: Caso 2.1 (izquierda) y caso 2.2 (derecha).

Df"(y) = 1. Analogamente, existe z € (p,d) de manera que Df"(z) = 1. Por tanto,
aplicando el principio del minimo (notemos que podemos hacerlo ya que S(f") < 0 por
la proposicion y ademés estamos excluyendo que existan puntos criticos en la cuenca
inmediata de atraccién, luego la derivada es no nula en Vy-(p)) se tiene que Df"(p) > 1,

con lo que llegamos a contradiccién.

Analicemos ahora el caso 2.2. Por el teorema de Lagrange, existe y € (p,d) de manera
que Df"(y) = 1. Ademds, Df"(p) = 1 ya que si Df"(p) > 1, entonces p no seria atractor
por ninguno de los dos lados (aplicando el corolario y si Df"(p) < 1 entonces p seria
atractor propio, lo que tampoco puede ocurrir por la definicién de cuenca inmediata de
atraccién. Por otro lado, a la izquierda de p todos los puntos tendran derivada menor que
1 ya que si existe s < p tal que Df"(s) > 1, entonces por el principio del minimo se tendria
que |Df"(p)| > min{|Df"(s)|,|Df"(y)|} = 1. Por tanto, denotando g = f" existe € > 0
de manera que = < g(x) < p para todo x € [p — ¢, p) (tsese el teorema de Lagrange), y p
serd atractor por la izquierda para g por la versién simétrica de la proposicién [2.17] Como

también es atractor por la derecha sera propio, con lo que se llega a una contradiccién. [J

A partir de la proposicién en la que establecemos una condicion de atraccion propia
para puntos no hiperbdlicos, el teorema [£.7] que acabamos de probar y las propiedades de
la cuenca inmediata de atraccién, obtendremos como corolario el teorema de Allwright-
Singer posiblemente el resultado més importante (pues establece una condicién de
atraccién global) y desde luego el més conocido de todos los que atafien a la derivada

schwarzianaﬂ

“En realidad casi todo el mundo se refiere a él como “teorema de Singer”, muy posiblemente porque
Guckenheimer olvidé mencionar a Allwright en su trascendental trabajo [8]. Esto es bastante injusto, porque
Allwright y Singer probaron el resultado de manera independiente, y de hecho Allwright se anticipé unas

semanas a Singer.
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Proposicién 4.8. Sea p un punto fijo de f de clase C® verificando D f(p) = —1 y Sf(p) <

0. Entonces p es atractor propio.

Demostracion. Si Df(p) = —1, la condicién de derivada schwarziana negativa en p se

traduce en 5

2

2

—D*f(p) — = (D*f(p))” <0,

o lo que es lo mismo,

—2D%f(p) — 3(D*f(p))* < 0.

Consideremos la funcién g(z) = f2(z). Veamos que

Dg(p)=1,  D?g(p)=0,  D?g(p)=—2D"f(p) —3(D*f(p))* < 0. (4.1)

Las tres igualdades anteriores se obtienen como aplicacién de la regla de la cadena. En

efecto,
Dg(x) = D(f(f(x))) = Df(f(x))Df(x)
luego Dyg(p) = Df(f(p))Df(p) = Df(p)Df(p) = (—1)(—1) = 1. Para la segunda igualdad

se tiene
D*g(z) = D(Df(f(x))Df(x)) = D*f(f(2))(Df(x))* + Df((f(x))D*f(x)
luego D*g(p) = D*f(f(p))(Df(p))* + Df((f(p)))D?f(p) = 0. Y para la tercera igualdad

D?g(x) = D(D*f(f(2))(Df(x))* + Df((f(x))D*f())
= D*f(f(2))(Df(x))* +3D*f(f(x))D*f(z)Df(x) + Df(f(2)) D*f (=)

luego D3g(p) = —2D3f(p) — 3(D?f(p))? < 0. Entonces, a partir de (4.1 se obtiene que
p es un punto de inflexién de g. En concreto, g pasa de ser convexa a concava. Entonces,
utilizando el desarrollo de Taylor se tiene que
D?g(p) 2 Dg(p)
o @ =Py

(z—p)°+ol(x—p?l=z+

(z —p)® + o[(z — p)°]

D3g(p)

6

g(x) = g(p) + Dg(p)(z — p) +

D3g(p)

6

=pt+az—p+ (z —p)® + o[ (z — p)’]

3
D g(??)(

Ahora, si € I N (p,p + €] entonces r —p)® <0, luego g(x) < 2. Por otro lado, si

x € IN[p—e,p) entonces %(m —p)® > 0y, por tanto, g(x) > x. Luego, aplicando el

corolario [2.15| se obtiene que p es atractor propio. ]

Teorema 4.9 (Allwright-Singer). Sea p un punto fijo de f : I = [a,b] — I. Supongamos

que se satisface

1) flx)<zsip<z<byflz)>xsia<z<p.

2) f tiene a lo sumo un punto critico ¢ (que ha de ser extremo relativo).
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3) 1< Df(p) <0.

4) Sf <0 (salvo en el punto critico, donde no se puede definir).

Entonces si Vi(p) es la cuenca inmediata de atraccion de p se tiene que C1(V¢(p)) =1 (vy,

por tanto, p atrae a todos los puntos de I salvo, a lo sumo, sus extremos).

Demostracion. Observemos que a partir de las dos ultimas hipotesis del enunciado, utili-

zando el corolario 2.16] y la proposicién [4.8] se obtiene que p es atractor propio.

Supondremos que ¢ es un méximo relativo (si ¢ es un minimo relativo la demostracion
es similar, y si no hay puntos criticos es més sencilla). Si existe un punto g # p verificando
f(q) = q entonces por la primera condicién del enunciado g debe ser igual a alguno de los
extremos a o b. Pero si ¢ = b entonces debe existir otro punto critico d que sea minimo
relativo, con lo que entrariamos en contradiccién con la segunda hipétesis del enunciado.

Por tanto, el inico punto fijo que puede existir distinto de p es el extremo a.

Analicemos ahora como puede ser la cuenca inmediata de atraccién Vy(p) de p. Por ser p
atractor propio, dicha cuenca no podra tener a p en ninguno de sus extremos. Distinguimos

los siguientes casos:

= La cuenca inmediata de atraccién podria ser de la forma V¢(p) = [a,b], con lo que

tendriamos el resultado buscado.

= Supongamos que en la cuenca inmediata de atracciéon hay un dnico punto frontera,
por ejemplo Vi(p) = (u,b] (ndtese que al trabajar con el espacio topolégico I, los
extremos de I no se consideran puntos frontera). Como los puntos de la frontera de
las cuencas inmediatas de atraccién viajan a la frontera, u tiene que ser un punto fijo.
Pero entonces u = a, por lo que la cuenca inmediata de atraccion seria el intervalo
(a,b], luego Cl(Vy(p)) = I. Utilizando el mismo razonamiento se observa que la
cuenca inmediata de atraccién no podria ser de la forma [a,v), ya que v deberia ser

otro punto fijo distinto de a y p, lo nos lleva a una contradiccion.

= Supongamos que en la cuenca inmediata de atraccién hay dos puntos frontera, es
decir, es de la forma (u,v) C [a,b]. Entonces ¢ € (u,v) ya que por el teorema
la cuenca inmediata de atraccion debe contener algin extremo de I o algin punto
critico (y en este caso no contiene a ninguno de los extremos). Ahora, como los
puntos de la frontera de las cuencas inmediatas de atraccion viajan a la frontera, y v

no puede ser un punto fijo, existen dos posibilidades para los extremos de la cuenca:

e {u,v} es una 6rbita periédica de periodo 2, es decir f(u) = v, f(v) = u. Como
c es maximo, f(c) > f(z) para todo = € I\ {c}. Pero entonces f(c) > f(u) = v,
luego f(c) ¢ (u,v), con lo que se llega a una contradiccién, ya que las sucesivas

imagenes de ¢ deberian pertenecer a la cuenca inmediata de atraccién.
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e u es un punto fijo y f(v) = u. Pero entonces u = a y (por ser ¢ el inico punto
critico) y v = b, de donde V¢(p) = (a,b).

Por tanto, del andlisis anterior se deduce C1(V¢(p)) = I con lo que se concluye la prueba.
O

4.2. El principio de Koebe

El principio de Koebe es el dltimo resultado sobre derivada schwarziana negativa que
necesitaremos en este trabajo. Su relevancia es tal que bien merece que se le dedique una
seccién. Fue descubierto por van Strien en 1981 [25] y redescubierto por Guckenheimer en
1987 [9]; es este tultimo articulo el que hemos seguido para la prueba del lema de abajo,
del que el principio de Koebe se deduce como simple corolario. Del interés de controlar la
distorsion de las iteradas de una funcién ya hemos tenido cumplida prueba en el capitulo
sin embargo, para garantizarla necesitibamos que las sucesivas imagenes del intervalo de
partida fueran disjuntas, una hipdtesis bastante fuerte. Grosso modo, lo que el principio
de Koebe implica (teniendo en cuenta que la propiedad de derivada schwarziana negativa
es cerrada para composiciones por la proposicién es que esta hipdtesis se puede a

menudo soslayar cuando S f < 0.

Lema 4.10. Sea h un difeomorfismo de clase C? en [0,1] con Sh < 0, h(0) =0 y k(1) = 1.
Sea 0 < & < 3. Entonces en el intervalo h=([6,1 — 6]) se tiene que

D?h(x)
‘(Dh(asw :

2
-

Ademds

(SOl

eDist(h, h1([0,1 — 6])) < e5.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, suponemos que z satisface § < h(z) < 1—-4dy

supongaimos

(4.2)

D2h 2
‘<fc> -2

(Dh(z))?

Como D?h(x) # 0, podemos definir la hipérbola £(y) (al menos cerca de ), como sigue:

(y — x)Dh(x)

| o)D)
2Dh(z)

§(y) = h(z) +
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Notemos que Sh < 0 es equivalente a afirmar que (Dh)_% es convexa. En efecto,

D((Dh)~2) = —%(Dh)_%DQh,
D¥((Dh)"2) = —% <—3(Dh)‘3(D2h)2 + D3h(Dh)—3> >0

3
2

& (D)5 (D) + D*R(DR) % <0

DSh__3(D*h)?* _ o D°h 3<D2h
2

(Dh): 2 Dh 2\ Dh

2
<0<« Sh)<O.
2 (Dh)? Dh > (h)

Realizando los calculos correspondientes se tiene que

—z)D3h(x —z)Dh(z)D?h(x
Dh(x) (1 -l 2D)h(m)( )) + (y )2D§L()$) )

(1- <y;ﬂgf;’;<m>)2

(y — x>D2h<m>>‘2
2Dh(x) ’

= Dh(x) (1 -
es decir, (D¢ )_% es una funcién afin. Esta funcién toma el valor (Dh(:v))_% en x, por lo
que en ese punto coincide con (Dh)_%, coincidencia que también se da, en dicho punto,

para la primera derivada, que en el caso de (Df)fé es constante y vale

D((DE) %) =~ (Dh(x))"3 Dh().

Finalmente, por ser (D¢) 3 afin, su segunda derivada es cero, en tanto que probamos

_1 - .
antes que (Dh)™2 es convexa. En resumen, si introducimos

N

_1 _
g=(Dh)™2 = (D)2,
se tendrd g(x) = 0, Dg(z) = 0y D?g > 0, de modo que g(y) > 0 para todo y # z (donde
¢ esté definida) y, por tanto, Dh(y) < D&(y) para todo y # x. Como h(x) = &(z), esto
implica h(y) < &(y)six <y y &(y) < h(y) siy < x.
Estamos suponiendo (4.2). Si ademés D2h(x) < 0, £ estara bien definida a la derecha

de x y se tendra

(1 — 2)Dh(x) 2(Dh(x))*(1 — )
A1) < &1) = i) 1 - gDt = ) S Dh(e) — (1~ ) D2hia)

T 2 — X s 2
< hla) + 2D ) —h) - AT <hwy <1,

lo que contradice h(1) = 1. Andlogamente, si D?h(x) > 0, £ estard bien definida a la

izquierda de x y se tendra

xDh(x) 22(Dh(z))?

- D?h(z) (x> o 2
1+ QDh(;)) 2Dh(x) + xD?h(x)

B 2z(Dh(z))? ) — 2(Dh(x))?
xD?h(x) D2h(z) —

h(0) > £(0) = h(z)

> h(x)
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en contradiccién con h(0) = 0.

Probamos ahora la segunda parte del lema. Realizando en la segunda igualdad el

cambio de variable p = h(n), se tiene que si y < z pertenecen a h=1([d, 1 — d]), entonces

Dh(x *|D%h @) | D2p(h1
SETCT IRy g LT P o) |,
Dh(y)| Jy | Dh(n) ny) | (Dh(h=(p)))
h(@) 9 2 2
< —dp=—=(h(z)—hly)) < =,
[ 5= 5~ < 3
y, por tanto eDist(h, h=1([5,1 — §])) < €3 como querfamos demostrar. O

Definicion 4.11. Sean U C V' dos intervalos. Diremos que V es un entorno d-escalado

de U si ambas componentes de V \ U tienen longitud § - |V|.

Corolario 4.12 (Principio de Koebe). Sean f wuna funcién con derivada schwarziana
negativa y 0 < § < % Si JJ C K son intervalos compactos, f|x es un difeomorfismo y
f(K) es un entorno d-escalado de f(J), se tiene que

eDist(f, J) < e5.

Demostracion. Denotamos como L y R las dos componentes de f(K)\ f(J). Por ser f(K)
d-escalado se tiene que

L] =0lf(K)|, |R|=0|f(K)l (4.3)
Definimos ¢ y 1 difeomorfismos afines de manera que

f ¥

V

0,1 42— K 0,1]

donde V' = f(K). Sea h := 1 o f o ¢ creciente (ya que definiremos si f es creciente ¢ y ¢

crecientes y si f es decreciente ¢ decreciente y 1) creciente).

Ahora, por ser ¢ y 1 aplicaciones afines, se tiene que Sy = 0 y Sy = 0. Por tanto,
como consecuencia de la proposicién se obtiene S(f o ¢) < 0y, aplicando nuevamente
dicha proposicién, S(¢ o foy) = S(h) <O0.

Sean u,v € [0,1]. Ponemos = = ¢(u), y = ¢(v), de manera que ¥(f(z)) = h(u) y
Y(f(y)) = h(v). Si z,y € J, utilizando se tiene que h(u),h(v) € [4,1 — 6], con

0<do< % Aplicando ahora el lema 4.10| se obtiene que ‘gz% < e%, es decir,
‘Dwf(m))Df(x)Dso(u) s
< es.
Dy(f(y))Df(y)Dep(v)
Pero como DY(f(x)) = DY(f(y)) y Dp(u) = De(v) por ser ¢ y ¢ aplicaciones afines,

queda ‘g;g; < e%, como queriamos probar. ]
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Capitulo 5

El teorema de Mané

5.1. Prueba del teorema

En este capitulo probaremos el resultado principal de este trabajo, donde recordamos
que AP(f) es el conjunto de puntos asintéticamente periddicos de f y C(f) el de sus

puntos criticos.

Teorema 5.1 (Mané). Sea f : I — I de clase C? con C(f) finito y supongamos que existe
un entorno U de C(f) tal que U C AP(f). Entonces A(AP(f)) = |I].

Para la demostracién nos hemos inspirado en algunas ideas de [18], en concreto de los
lemas 5.3 (p. 251), 5.7 y 5.8 (p. 254). Recordemos que en dicho libro este resultado se
demuestra (teorema 2.6, p. 229 y corolario 1, p. 248) con la hipétesis adicional de que f

no tiene ningin punto r-periédico p tal que |Df"(p)| = 1.

A grandes rasgos, las principales ideas de la demostracién pueden resumirse asi. Una
vez probado que el conjunto de intervalos absorbentes maximales es finito, podremos en-
contrar, usando la hipdtesis, una familia finita de intervalos, todos en AP(f), y conteniendo
al entorno U, que absorbe toda la dindmica “simple” de la funcién. El conjunto de puntos
no asintéticamente periddicos (esencialmente el conjunto al que luego llamaremos K) vi-
vird entonces en el complementario T' de dicha unién. La ausencia de intervalos errantes
para f en T nos permitird deducir que K tiene interior vacio e incluso que su densidad
media en las componentes de T' no es muy grande, pero esto no es suficiente: necesitamos
probar que A(K) = 0. Para ello razonaremos por reduccién al absurdo, usando el teorema

de densidad de Lebesgue para encontrar un punto de densidad x de K. Ahora bien, T
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tiene la interesante propiedad de que existen entornos L de z tan pequenios como quera-
mos tales que, tras el adecuado ntimero de iteraciones, terminan cubriendo alguna de las
componentes de T'. Llegados a este punto, la clave estd en conseguir una cota universal
para la distorsién de estas iteradas, porque si el entorno L es suficientemente pequeno, la
densidad media de K en él serd practicamente 1, y lo mismo ocurrird cuando cubramos la
correspondiente componente de T'. Pero, recordemos, ya habiamos probado que la densi-
dad media de K en estas componentes no puede ser muy grande, y eso nos dara la deseada
contradiccién. La parte mas delicada del argumento, entonces, es conseguir controlar la
distorsién. Desafortunadamente, a diferencia de lo que ocurria en el teorema de Schwartz,
no podemos garantizar que los iterados de L sean siempre disjuntos, pero hay dos detalles
que podemos explotar. Por un lado, si p € T es periédico de periodo r, entonces, con pocas
excepciones, las derivadas |Df"(p)| son muy grandes. Por otro lado, cuando dos iterados
de L se cortan, uno contiene al otro (para garantizar esto es por lo que introducimos
abajo la nocién de cadena bonita, ya usada por Mané en su articulo) y, lo que es mejor, a
algin punto periédico; como la derivada en este punto es muy grande, conseguiremos que
el intervalo de dentro sea muy pequeno en comparacién con el de fuera. Ello nos permi-
tird encontrar una cota universal para la suma de las longitudes de los iterados de L, que
a la postre es lo Unico que necesitamos para acotar la distorsion, al estilo del teorema de

Schwartz.

Definicion 5.2. Sea f : I — I continua. Se dice que un subintervalo J es bonito si los

iterados de sus extremos nunca visitan el interior de J.

Definicion 5.3. Sea f : I — I continua. Llamaremos a una secuencia Jo, J1,...,J, de
intervalos una cadena si f(J;) = Jix1 y flj, es un homeomorfismo para cada 0 < i < r.

Si J, es un intervalo bonito, diremos que la cadena es bonita.

El siguiente resultado explica, en parte, por qué nos parecen “bonitos” estos intervalos

y cadenas.

Lema 5.4. Si Jy, J1,...,Jr es una cadena bonita y los interiores de dos intervalos Jj, Jy

se intersecan, con j < k, entonces J; C Jj.

Demostracidn. Supongamos Int.J; N Int J; # (. Si no fuese cierto J; C Ji, entonces al
menos uno de los extremos de Ji, llamémoslo ¢, estaria en el interior de J;. Esto es
imposible porque f"*(c) es un extremo de J, y f"(c) = f*7I(f"*(c)) estarfa en el

interior de J,, lo que se contradice con que J,- es bonito. ]

Notemos que el lema anterior implica que todos los intervalos de una cadena bonita

son bonitos, y por tanto que cualquier subcadena de una cadena bonita es también bonita.

Sea p > 1. Diremos que una cadena bonita Jy, J1, ..., J, es uy-expansiva cuando para

cada j < k < m tales que Jj, J, C Jy, se cumple |J| > p|Jj].
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Proposiciéon 5.5. Si Jy, Ji, ..., Jr es una cadena bonita u-expansiva, entonces se cumple
- 1
S Ial < L
i=0 H

Demostracion. Observemos que, por el lema [5.4] existen intervalos J;, Ji,,...,J;, con
interiores disjuntos que contienen al resto de intervalos de la cadena. Ahora bien, la pro-
piedad de u-expansividad implica que la suma de las longitudes de los intervalos contenidos
ﬁ’Jij |. En efecto, si J;j, J;j, A Jtij = J;; (respetando
la ordenacién de la cadena inicial) estdn contenidos en un J;, para algin j, entonces se

tendra que [J7| < [J7], [J,74] < L7117, < 7] 1Y < A |7 Por tanto,

en cada intervalo J;; es menor que

t ) t—1 1 1 m
ST | = < Wyl— = ——|J;,1.
k=1 i—o M 1_ﬁ p—1

Como los intervalos J;,, Ji,, . .., Jj, tienen interiores disjuntos, > %_; [J;;| < |I]. Por tanto,
- TR 1
> il < > 1yl < ——11],
i=0 p—1 j=1 p—1
como queriamos demostrar. O

Demostraremos en la siguiente proposicién que lejos de los puntos criticos las derivadas
de f" de los puntos periddicos de periodo r tienden hacia infinito cuando el periodo lo

hace.

Proposicién 5.6. Sean f: I — I de clase C? con C(f) finito y 6 > 0. Entonces existe
una sucesion d, = d,(8) — oo tal que sip es r-periodico y d(Orbs(p),C(f)) > 0, entonces
[Df"(p)] = dr-

Demostracion. Es claro que basta demostrar la afirmacién suponiendo que f es un di-
feomorfismo de clase C! a trozos regular tal que log|Df| es lipschitziana, como en el
teorema (entendiendo que C(f) denota ahora al conjunto a = ag < a;--- < as = b
de puntos singulares y extremos de I), y que ademés cumple f([a;, a;+1]) = I para cada 1,
pues a partir de la funcién del enunciado podemos llegar a una de este tipo modificandola
cerca del conjunto de puntos criticos como en la demostracién del corolario [3.12] y exten-
diéndola adecuadamente a un intervalo un poco mayor que I de manera que los extremos
del intervalo sean puntos fijos (un ejemplo se muestra en la figura aunque no nos
hemos esmerado en el dibujo, jse entiende que en los puntos de contacto entre la nueva y

antigua funcién se conserva la diferenciabilidad!).

Supongamos que la afirmacién no es cierta para encontrar una constante x > 0y puntos
periédicos p, de periodos 1, — oo tales que d(Orb¢(pn), C(f)) > 6y |Df™(pn)| < k para
todo n. No hay problema en suponer que existe ¢, € C(f) tal que [cp, po|NOrby(pn) = {pn}



54 EL TEOREMA DE MANE

Figura 5.1: Ejemplo para la demostracién de la proposicién

y por tanto p, —c, > 0, y observemos que [¢,, p,| es bonito. Claramente existe un intervalo
Jn = [dn,pn] tal que f™ es un difeomorfismo sobre J, y f™(J,) = [cn,pn]. Méas atn,
los interiores de los intervalos f7(.J,,), 0 < j < 7,, son disjuntos dos a dos, porque de
no ser asi, y formar estos intervalos una cadena bonita, tendriamos por el lema [5.4] que
fi(Jn) C [en, pn] para algin 1 < i < 7, y en particular f*(p,) € [cn, pn] en contradiccién

con la eleccién de p,.

Ahora (tomando una subsucesién adecuada de (p,) si es preciso) caben dos posibili-
dades, y ambas, como veremos, conducen a contradiccién: o bien |J,| — 0, o bien existe
un intervalo J tal que J C J, para todo n. En efecto, esta ultima afirmacién se puede
realizar ya que si existe 4 > 0 de manera que |J,| > § para todo n entonces, si consi-
deramos la sucesién (e, ) de los centros de J,, por ser I compacto, se puede extraer una
subsucesion convergente a x. Podemos suponer entonces que |e, — x| < %. Luego, llamando
J=[z— % 2+ 8 se tiene que J C [e, — 3, en + 5] C Jp.

Supongamos primero |J,| — 0 y sea C' una constante de Lipschitz para log|D f|. Por
el corolario eDist(f™, J,) < ‘Ml y como pTLT” — 00 (pues p, — ¢, > 0), y existe

Zn € [Cn,pn] tal que |Df™(zy)| = % (teorema de Lagrange), se tendria igualmente

|Dfr(pp)| — oo, en contradiccién con |Df™ (py,)| < k para todo n.

Supongamos ahora que existe un intervalo abierto J contenido en todos los intervalos
Jn. Como 7, — oo, f4(J)N fI(J) = ) para todo i # j. Como f no tiene intervalos errantes
(teorema , existiran, por la proposicién k y una Orbita r-periddica atractora
tales que f*(.J) estéd contenida en una de las componentes M’ de su cuenca inmediata de
atraccién, asi que fk(Jn) N M’ # () para todo n. Pero si n es suficientemente grande para
que 1, > 2r+ k nos encontramos con que o bien fk(Jn) (y por tanto py,) esta contenido en
ClM’, lo que es imposible porque este intervalo no contiene puntos periddicos de periodo
mayor que 2r, o bien Int f*(.J,) contiene a uno de los puntos frontera de C1M’, que o

bien es periddico de periodo r, o bien es peridédico de periodo 2r, o bien es llevado por f”
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a un punto periédico de periodo r. Esto implica que al menos dos de los tres intervalos
Int f%(.J,,), Int f5*+7(J,), Int f¥+27(J,,) se cortan, lo que es imposible porque probamos al

principio que eran disjuntos. O

Recordemos (proposicién 2.31)) que para las funciones que estamos considerando aqui la
familia de intervalos absorbentes maximales de un mismo periodo es finita. La siguien-
te proposicién garantiza la finitud global cuando todos los puntos préximos a C(f) son

asintéticamente periddicos.

Proposicién 5.7. Sea f : I — I de clase C? con C(f) finito y supongamos que existe
un entorno U de C(f) tal U C AP(f). Entonces la familia de intervalos absorbentes

mazimales de f es finita.

Demostracion. Basta demostrar que existe g > 1 tal que todo intervalo absorbente maxi-
mal tiene periodo menor que rg. De hecho, este niimero g se puede determinar explicita-
mente a partir de la constante de Lipschitz C de log|Df| en I\ U y de un 6 > 0 suficien-
temente pequenio para que d(Orb¢(p), C(f)) > 6. En concreto, basta con que d,(6) > eCHl
para todo r > 7 (lo cual es posible por la proposicién . En efecto, si un intervalo ab-
sorbente maximal J tuviera periodo r > ro entonces, por la observacién (los intervalos

fi(J), 0 <i < r, son disjuntos) se tendria eDist(f",.J) < ¢CHl. v en particular,

IDf @) _ e
|Df7“(y)|

para todo x,y € J. Ademas, f"(J) C J implicaria, por un lado, la existencia de un punto

(5.1)

periédico p* de periodo r en J, y, por otro, la de un punto x € J tal que |Df"(z)| =

% <1 (por el teorema de Lagrange). Por tanto,

D)

> |Df"(p*)| > eI
1Dfr ()]
por la proposicién en contradiccién con ([5.1)). O

Observacion 5.8. Notemos que, aunque toda componente de una cuenca inmediata de
atraccién estd contenida en un intervalo absorbente maximal, un intervalo absorbente
maximal no tiene por qué contener a ninguna componente de una cuenca inmediata de
atraccion (basta tomar como f la identidad). No obstante, si f tiene derivada schwarziana
negativa esto si es cierto, porque si J es absorbente maximal entonces sus puntos (salvo
a lo sumo un conjunto numerable de ellos, estamos usando las proposiciones y
terminan cayendo en una cuenca inmediata de atraccién, por lo que alguna de sus
componentes se intersecara con J y por tanto estard incluida en J. En particular, gracias
al teorema[4.7] la familia de intervalos absorbentes maximales de una funcién con derivada

schwarziana negativa es finita aun cuando C(f) no tenga un entorno en AP(f).
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Estamos ya en condiciones de acometer la prueba del teorema Sea Ap(f) la unién de
todos los intervalos absorbentes maximales de f. Por ser una union finita (proposicic’)n
de intervalos compactos (proposicién , Ao(f) es compacto. Recordemos también que
f(0Ao(f)) C OAo(f), de nuevo por la proposiciénm Sea A1(f) = f~1(Ao(f)) \ Ao(f).
Como cada componente del compacto f~1(Ag(f)) C AP(f) estd o bien contenida en Ag( f)
o es disjunta de Ay(f), A1(f) es compacto y tiene un nimero finito de componentes (alguna
puede ser degenerada a un punto). Méas ain, f(0A1(f)) C 0Ao(f). En general, para cada
n > 1, definimos A, 11(f) = f~1(A,(f)), que también serd un compacto con un niimero
finito de componentes, teniéndose f(9A,+1(f)) C 0A,(f). Como los conjuntos A, (f) son
disjuntos dos a dos, las uniones B, (f) = U;—, Ai(f) cumplen f(dB,(f)) C dBn(f) (en
particular, f(0B,(f)) C 0Bn—1(f)). En consecuencia, cada una de las componentes de
I\ B,(f) (también hay un nimero finito de ellas) es un intervalo abierto (en la topologia

de I, alguno de ellos puede contener a un extremo de I) y bonito.

Observemos que, por la proposicién existe ng tal que By, (f) contiene a un entorno
de C(f). En lo sucesivo este nimero ng permanecera fijo, y denotaremos por C a la
constante de Lipschitz para log|Df| en T = I \ By, (f). Asimismo, denotaremos por ) a
la unién de las érbitas periddicas de f contenidas en T'. Por la proposicién 5.6} existe una
sucesién d, — oo tal que si p € @ tiene periodo r, entonces |Df"(p)| > d,. Finalmente
definimos K = I\ U2 qAn(f) = I\ U, 2y Bn(f). Observemos que I \ AP(f) C K.
Nuestro objetivo es demostrar que \(K) = 0. Para ello argumentaremos por contradiccion,
suponiendo A\(K) > 0 y fijando un punto de densidad zy € K que no sea ninguno de los
extremos de I (tal cosa es posible por el teorema de densidad de Lebesgue .

Paso 1: Q solo puede tener un nimero finito de puntos del mismo periodo (en particular,
Q@ es numerable). Mds ain, para cada orbita periddica O en @ se cumple una de las dos
siguientes posibilidades:

0

a) Existe una sucesion de intervalos compactos (1) —_oo

en T, con interiores disjun-

tos dos a dos, tales que f(I}}) = Ig“ para cada m < 0 y O U Ughb:_oo & es un
entorno de O en T.

b) Exzisten dos sucesiones de intervalos compactos (I5)%,__ . e (JE)0__ en T, con
interiores disjuntos dos a dos, tales que f(I}) = Ig‘“, fJ3) = g”rl para cada
m<0yOU U?n:_oo Iy U Ugrz:—oo J@ es un entorno de O en T'.

Demostracion del paso 1. Notemos que T no puede contener a ningun intervalo en AP(I)
que se interseque con (), pues dicho intervalo seria absorbente. Esto implica que sip € () es
de periodo r, entonces existe un pequeiio entorno U de p en T tal que f2" es estrictamente
creciente en U vy, para cada z € U\ {p}, f7"(z) <zsiz <py f¥(x) > xsi z > p. De

aqui se concluye que @ solo puede tener un nimero finito de puntos periédicos del mismo
0

periodo. Ahora, si f es decreciente, para construir los intervalos (1), __ ., asociados a la
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orbita O de p, bastaria partir de un intervalo cualquiera Ig suficientemente cercano a p,
de modo que f?" lleve uno de sus extremos al otro, e ir tomando sucesivas antiimagenes
cerca de O. Si f es creciente partimos de intervalos Ig e Jg suficientemente cercanos a p
(a izquierda y derecha), de manera que f" lleve uno de sus extremos al otro, y tomamos

sucesivas antiimdgenes cerca de O, para construir finalmente los intervalos (I3)%___ vy

(J2)9__ (en realidad, si f es creciente pero p es un punto frontera de Ag(f) tan solo
necesitamos una sucesién (I3)%__ . ya que solo hay que cubrir un lado). O

La proposicién [5.6|implica la existencia de un niimero g tal quesir > rgy p € @ es un
punto r-periédico, entonces | D f"(p)| > 2¢CHI. De acuerdo con el paso 1, el conjunto Q' de
puntos de ) con periodo menor que 7y es finito, por lo que existe oy > 0 suficientemente
pequeno, que dejaremos fijo en adelante, tal que si O es una érbita r-periddica cualquiera
en Q' entonces |I7}'| > og cuando 0 < |m| < 4r (ademads, también se tendrd |J73'| > o¢ para
0 < |m| < 4r en el caso de que exista esta sucesiéon de compactos). También supondremos

que |L| > o( para cada componente L de T'.

Paso 2: Int(C1K) = 0.

Demostracion del paso 2. Sea K’ = Cl1K y suponemos por reduccién al absurdo que
Int K/ # 0, es decir, existe un intervalo J C K’. Entonces f"(J) C K' C CIT para
todo n > 0. No puede ocurrir J C AP(f), pues la proposicién implicaria la existencia
de k y un intervalo absorbente maximal M tales que f¥(.J) c M. Como por el corola-
rio J no puede ser errante, dos de los iterados del intervalo J se intersecan (ya que sus
puntos no son atraidos por érbitas periédicas), pero entonces la proposicién implica
J C AP(f), posibilidad ya descartada. O

Una consecuencia inmediata del paso 2 es que existe 0 < po < 1 tal que D, (K, J) < po

para todo subintervalo J de I con |J| > 0g. De hecho, si N es un entero positivo tal que

b*T“ < %,y elegimos p1 < 1 de manera que D,,(K,J) < p se cumple cuando J es uno

(b;\,a)i, a+ (b_a])éiﬂ)], 0 <i< N (y tal uy existe por el paso 2,

de los intervalos H; = [a +

ya que Cl K tiene interior vacio, luego su complementario es un abierto denso y por tanto

tiene medida positiva en cualquier intervalo), entonces puede tomarse g = “11:]{[\7 , pues si

|J| > o¢ entonces existe H;, C J, por lo que

AENJT) _AE N Hig) + M\ Hig) N K) _ AK N Hig) + A(J \ Hiy)

i | Hig| + A(J \ Hig) T Hil + A(J\ Hip)
A(ENH;) 11|
AEOHig) + | Tl AN
T [Hip £ |1 1+ M T+ N ’
|Hi0‘
hemos utilizado en la segunda desigualdad que si a < b, la funcién ‘gi—g es creciente, y en
la tltima desigualdad - = lb=al — MENHi,) < .

Higl = 5] = 4V 7 1]
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Paso 3. Sea ¢ > 0. Entonces existen xg € J. C (xg —e,20+¢) y ne € N tales que f<|;.
es un difeomorfismo, eDist(f™, J.) < e*CUl y |f=(J.)| > oo.

Demostracion del paso 3. Por el paso 2, existe n > ng suficientemente grande de manera
que si L es la componente de I\ By, (f) que contiene a zp, entonces se satisface L C (zg —
g,z9+¢€). Como xp no es un extremo de I, podemos suponer también que ambos extremos
de L estan en B, (f). Entonces cada uno de los intervalos f*(L), 0 < i < n —ng, es una de
las componentes de I\ B,,—;(f) (en particular estdn en T'). Como f(9By,(f)) C 0By, (f),
la cadena {L;}!=)" = {f!(L)}!="* es bonita.

Nuestro intencién es controlar la distorsién de f?~"° en L, para lo que necesitamos, en
virtud de la observacién que la suma de las longitudes de los intervalos de la cadena
no sea muy grande, lo que a su vez se tiene cuando existe expansividad (proposicién .
Pues bien, afirmamos que si ninguna de las clausuras de los intervalos Lg, L1, ..., Ls se

interseca con @', entonces esta subcadena es 2-expansiva.

En efecto, sean j < k < m < s tales que Lj, Ly, C Ly,. Demostraremos |Ly| > 2|L;|.
Claramente, no es restrictivo suponer que no hay ningun subindice [ entre j y k para
el que también se cumpla L; C L,,. Recordemos que L,, es una de las componentes de
I\ Bp_m(f),ysi R eslacomponente de I\ By,_n1r—;(f) que contiene a L;, entonces se
tendrd que f*J(R) N L,, D Lg, por lo que f*=7(R), que es una de las componentes de
I\ By—m(f), coincidira con L,,. Més atin, como la cadena { f Z(R)}f:_g es bonita (recordemos
que f*=I(R) = L,, es bonito) y RN f*=4(R) D L;, entonces R C f*J(R) (lema .
Notemos ademds que los intervalos fi(R), 0 < i < k — j, son disjuntos; de lo contrario,
fAR) N f*I(R) # O (y entonces fi(R) C f*J(R)) para algin 0 < i < k — j, lo que
significa que L;; estd contenido en L,,. Esto es imposible, porque habifamos supuesto que
ninguno de los intervalos L;, con j < I < k, estd contenido en L,,. Ahora bien, que los

intervalos f*(R) sean disjuntos implica en particular que
eDist(f*7 R) < M. (5.2)

Por otro lado, f*77(R) = L,, D R implica la existencia de un punto (k — j)-periédico p
en Cl(L,,) (y por tanto en @ \ @'). Como |[Df*~7(p)| > 2e“M! por la definicién de Q, a
partir de (5.2)) se obtiene

IDfH@)| = e D (p)| > e M2 = 2.

para todo x € R, y en particular para todo z € L;. De aqui, utilizando el teorema de
Lagrange, existe z* € L; tal que |Df*J(z*)| = %, y como |D f57J(z*)| > 2 se obtiene
J

|Ly| > 2|Lj|, como querfamos demostrar.

A partir del resultado anterior, la afirmacién del paso 3 se deduce de inmediato (to-

mando J; := L y n. := n — ng) cuando ninguna de las clausuras de los intervalos L;,
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0 < i < n — ng, se interseca con @', porque |f" "™ (L)| > o¢ y la combinacién de la ob-
servacién y la proposicién produce eDist(f"~ "0, L) < e2Cl1 | Si existe un nimero
so < n—ng (minimo) tal que C1(f*°(L)) contiene a algiin punto r-periédico p de @’, tan so-
lo podemos asegurar eDist(f*0, L) < e2CI!l 1o que también serfa suficiente si | f*0(L)| > .
Si, por ultimo, |f*(L)| < ¢ y, por ejemplo, f" es decreciente en p (los otros casos son
andlogos) hacemos uso del paso 1, pues es claro que existen L' C L conteniendo a zg y
mo < 0 tales que R’ = f*(L') es la unién de un trozo de intervalo Iy° (que es donde
estd contenido f*°(xg)) y todo el intervalo I, 8“’_27", con O = Orby(p). Como los intervalos
I tienen interiores disjuntos, la familia { f*(R’ )}LZS' puede descomponerse en dos subfa-
milias de manera que los intervalos de cada una de ellas tienen interiores disjuntos. Por

tanto, Y™ [£i(R))| < 2/I] y eDist(fmol, R') < ¢2CV1l. En resumen,
eDist(footmol 1) = eDist(f%0, L') eDist (f™!, R") < 2C112C11 = (ACUI

y la afirmacién del paso 3 se sigue para J. := L' y n. := so 4 |mol|, ya que |fo+mol(L/)|

contiene a 15% y por tanto tiene longitud mayor que og. O

Paso 4. Sea 0 < p < 1. Entonces existe € > 0 suficientemente pequenio de manera que

Dm(K7 fn8<‘]6)) > 1- p-

Demostracion del paso 4. Sea p = pe~ Il Como

lm MK N (zo—€,20+€))
e—0 2e

o equivalentemente, como vimos en el capitulo 1,

)\(K N (xo, xo + 6))

lim =1 vy lim =1,
e—0 g e—0 e

existe €, tal que si € < ¢, entonces se verifica
MK N (zg, 20 + €)) S1-4 MK N (zg —€,20)) S1_ .

£ 9

Escribamos J. = [xg — 1,20 +¢€2] C (z0 —¢€,20+¢€), con €1,e2 < €,. Se tiene entonces que
)\(K N (xo, xo + 82)) > (1 — ,0/)62
)\(K N (33‘0 — 61,$0)) > (1 — p/)61

con lo que, sumando ambas desigualdades, se obtiene

MENJ) > (1 —=p) (e +e2)=(1—p)|J|

MKNJTL)
[Je]

Como >1—/p/, olo que es lo mismo,

MINENL) _
.
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aplicando la proposicién [3.5] y el paso 3,
VREANL LTS gy

> =P
/= (Je)]
0 equivalentemente,
[l
Pero como f(K) C K, lo anterior implica que
MEO ) L
[fre(l ’
como queriamos demostrar. ]

El paso 4 conduce a la contradiccién, proviniente de suponer A(K) > 0, que necesitamos
para probar el teorema pues bastarfa tomar p tal que 1 — p > pug, usar |f"<(J:)| > oo,
y recordar que si |J| > og entonces D, (K, J) < pp.

Observacion 5.9. La demostracién del teorema [5.1] se puede simplificar sustancialmente
si anadimos la hipdtesis de que f es de clase C? y tiene derivada schwarziana negativa
fuera de C(f). Esencialmente, el concepto de cadena bonita y los subsiguientes lema
y proposiciones y son innecesarios (la finitud de componentes de Ag(f) puede
demostrarse como en la observacién y el paso 1 tampoco hace falta). El paso 3 se
puede demostrar de manera diferente, utilizando el principio de Koebe, exigiéndole adi-
cionalmente a g (no es restrictivo) que no esté en AP(I), con lo que w¢(zg) serd infinito,
fijando yo € wy(xg) en I\ By, (f), y tomando og tan pequeiio que o esté a distancia ma-
yor que %ag de la frontera de I \ By, (f). Ahora procedemos como sigue: primero se elige
{fY(L)}!=5" como en la anterior demostracién del paso 3. Aunque no podemos garantizar
frmotl(L) C T, si existe Ry C L conteniendo a xg tal que f" ™ T1(R1) es una de las
componentes de I \ By, (f). Reiterando esta idea, vamos encontrando entornos Ry, de zo,
progresivamente més pequenos, de manera que f”_”0+k(Rk) sea siempre una componen-
te de I\ Bp,(f). Finalmente llegaremos a un kg adecuado de manera que fmm0+ko(z)
sea tan préximo a yo que [f70FR0(24) — %O’g, frmnotko(g0) 4+ %O‘Q] esté en la correspon-
diente componente de I \ Bp,(f). Ahora basta tomar n. := n —ng+ ko y J- C Ry, tal
que fr=(J.) = [frmotRo (zg) — Lo, frm0R0 (20) + Log], pues el principio de Koebe
garantiza que eDist(f", J.) < €.

Observemos por tltimo que, debido a la proposicién [1.6] en el caso con derivada sch-
warziana negativa obtenemos un resultado algo mas fuerte que el del teoremal5.1} la 6rbita

de casi todo punto acaba cayendo en alguna cuenca inmediata de atraccién.

Observacion 5.10. Aunque para simplificar la notacién hemos optado por enunciar el
teorema para funciones de clase C?, la clase de diferenciabilidad de la funcién en

los puntos criticos es en realidad irrelevante, pues siempre trabajamos lejos de ellos. En
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particular, el teorema también es vélido para difeomorfismos de clase C? a trozos (por
ejemplo para funciones afines a trozos), entendiendo que los puntos “criticos” son ahora
los puntos en los que la funcién tiene derivadas laterales distintas. Por cierto: el caso
afin a trozos es mas simple incluso que el de la derivada schwarziana negativa, ya que la

linealidad garantiza sin mas que no tendremos distorsién en las iteradas.

5.2. Ejemplos

Mostramos a continuacién algunos ejemplos (con la ayuda del software Mathemati-
ca, https://www.wolfram.com/mathematica/)) que hacen patente la especial utilidad del
teorema anterior cuando las funciones presentan derivada schwarziana negativa. De hecho,
bajo las hipétesis del teorema lo tinico que necesitamos es localizar las cuencas inme-
diatas de atraccion, porque casi todo punto acabara cayendo en alguna de ellas. Mas atn,
para encontrarlas bastard, por el teorema [£.7] estudiar los iterados de los puntos criti-
cos y los extremos del intervalo, y luego podremos determinarlas con exactitud usando el
teorema

Asi pues, si definimos Wy(f) como la unién de las cuencas inmediatas de atraccién
de todas las drbitas atractoras de f, nuestro reto serd describir explicitamente Wy(f).
Ademss, consideramos Wi (f) = f~Y(Wo(f)) \ Wo(f), es decir, Wy (f) sera el conjunto
formado por los puntos que no estdn en Wy(f) pero que caen en Wy(f) en la primera ite-
racién. En general, para n > 1 definimos W,,(f) = f~"(W,—1(f)). Todos estos conjuntos
podran ser localizados explicitamente en los ejemplos que veremos a continuaciéon. Apro-
vechamos para recordar, al hilo de lo comentado en la introduccion de este trabajo, que el
teorema es compatible con la existencia de caos (invisible) en el sentido de Li-Yorke;

de hecho, todos los ejemplos que mostraremos poseen Orbitas periddicas de periodo 3.

Notemos que en el segundo ejemplo trataremos con una funcién que presenta un punto
atractor unicamente por la izquierda. Este ejemplo es especialmente digno de mencién
porque ninguna de las demostraciones del teorema que existen en la literatura (salvo

la del propio Mané), al excluir la existencia de “semiatractores”, lo contemplan.

Ejemplo 5.11. Consideremos la funcién logistica
f(z) =3,84z(1 — x)

definida en el intervalo [0, 1], cuya grafica se muestra en la figura

El tinico punto critico que tiene la funcion es ¢ = %, luego aplicando la proposiciénse
obtiene que Sf < 0 (ya que D f tiene una tnica raiz real). Ahora, por el teorema si exis-
te una 6rbita periédica atractora Orbs(p), su cuenca inmediata de atraccién V;(Orbs(p))
contendra al punto critico o a algin extremo del intervalo. Esto tiltimo no es posible, por-

que 0 es un punto fijo repulsor y f(1) = 0. Estudiando el comportamiento del punto critico
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Figura 5.2: Gréfica de f en la que se encuentran delimitadas las componentes de Wo(f).

c con el ordenador, vemos que en efecto este punto tiende hacia una Orbita periddica de

periodo 3. Por tanto, dibujamos y estudiamos la gréafica de f2 (véase|[5.3)).

Calculamos los puntos fijos de f3, que son 8: dos puntos fijos de f, y 6 puntos periédicos

de periodo 3. Por tanto se obtienen dos 6rbitas de periodo 3,

{d1,d2,ds} = {0,1494069, 0,4880044, 0,9594474},
{v1,v2,v3} = {0,1694338, 0,5403878,0,9537363 }.

Ahora, utilizando

Df'p= [[ Dl

q€O0rby(p)

se obtiene que |Df(d1)Df(d2)Df(ds)| < 1, luego esta érbita es atractora (aunque esto ya
lo habfamos intuido al iterar ¢ ya que era atraido hacia esta érbita de periodo 3). Por otro
lado, |Df(vi)Df(v2)Df(vs)| > 1y, por tanto, la érbita es repulsora.

Ahora, para calcular la cuenca inmediata de atraccién de la 6rbita atractora {dy, da, ds}

estudiamos qué ocurre alrededor de cada d; por separado (figura |5.4)).

En primer lugar, para d; observamos que por la derecha la cuenca inmediata de atrac-
cién de dicho punto se puede agrandar como mucho hasta v, que ya es un punto repulsor.

Ahora, para saber cudl es el extremo izquierdo de dicha cuenca inmediata de atraccién



5.2. EJEMPLOS 63

dy o dy 2 U3 ddy

Figura 5.3: Gréfica de f3.

0170 U1 0.54 Vo
0.960
0.185
052 d3
0.160
0958
0.155 0.50
dy d2
0.150
0.956
0.48
0.145
0.140 V3
= 0.956 0958 0.960 0962\
0145 0150 0155 0160 0165 0170 048 050 052 054

Figura 5.4: Gréafica de f3 ampliada alrededor de cada d;.
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calculamos la antiimagen de v; en f3. De los 5 puntos que se obtienen, nos quedamos
con la antiimagen mas préxima a vy por la izquierda, que es el punto u; = 0,139016.
Por tanto, nuestro candidato a Vys(d1) es (u1,v1) y tal es, de hecho, el caso. En efecto,
por encontrarnos en las condiciones del teorema (recordemos, proposicién que f3
tiene derivada schwarziana negativa), Cl(Vys(dy)) contendrd a [ug,v1], pero vi no puede
ser atraido por ser un punto repulsor y u; tampoco, ya que de lo contrario f3(ui) = v

también seria atraido.

Para dy se obtiene una situacién analoga a la anterior. Calculamos el punto us de
manera que verifique f3(uz) = wve y ademds, de todas las antiimdgenes de vo, sea la

mas proxima a este punto por la izquierda. Se obtiene entonces us = 0,459612 y por el
teorema Vis(da) = (ug,v2).

Por ltimo, en el caso del punto d3 observamos que por la izquierda la cuenca inmediata
de atraccién de dicho punto se puede agrandar como mucho hasta v3, que ya es un punto
repulsor. Ahora, para saber cudl es el extremo derecho de dicha cuenca inmediata de
atraccion calculamos la antiimagen de vs en f3, y de todos los puntos que obtenemos
nos quedamos con el que esté mas préximo a v por la derecha, que es uz = 0,962383.

Finalmente Vs (ds) = (vs, u3).

Juntando todo lo anterior se obtiene que Vy(Orby(dy)) = (ur,v1) U (u2,v2) U (v3,u3) y
claramente Wo(f) = V;(Orby(dy)). Ademas, ¢ € (u2,v2). En suma:

n Sf<O.

» Existe un entorno U = (ug,v2) del punto critico ¢ tal que U C AP(f).

Por tanto, aplicando el teorema se obtiene que A(AP(f)) = |I], es decir, casi todo
punto es asintéticamente periddico. Por contra, f es cadtica en el sentido de Li-Yorke ya
que, como hemos visto, tiene 6 puntos periédicos de periodo 3. Si el lector hace pruebas
con el ordenador, eligiendo puntos al azar del intervalo [0, 1] e iterdndolos un nimero
suficiente de veces, observard que tarde o temprano caen en Wy(f) y a continuacién son

atraidos hace {d;,dz,d3}: jno hay forma de ver el caos!

Ejemplo 5.12. Consideremos la funcién

4067709373 5 1301432707 ,  ASTAOSGT 17188381
644972544 © " 214990848 © T 214990848" " 644972644

g(x) =

definida en el intervalo [0, 1], cuya gréfica se muestra en la figura Los coeficientes son
bastante impresionantes, pero estan elegidos para los puntos notables de la funcién sean

racionales.

Comenzamos calculando los puntos criticos de la funcién, que son

1663 4187
c] = o527 0,658093 y c2= ~ 329957
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Figura 5.5: Gréfica de g.

Aplicando la proposicién se obtiene que Sg < 0. Consideraremos Unicamente c¢; ya que
estamos trabajando en el intervalo [0, 1]. Calculamos ademas los puntos fijos de la funcién,

que son

3829

67
= — =~ 0,07197 = —
b1 ; y b2 4693

~ (0,81589.
931 ’

El punto fijo p1, que verifica Dg(p1) = 1, es atractor tinicamente por la izquierda, teniéndo-
se claramente Vy(p1) = [0, p1]. Més atin, g(c1) =1y g(1) = 0, por lo que el teorema

excluye la existencia de mas érbitas atractoras. En resumen,

Wo(g) = [0, p1]-

Ahora, calculando la antiimagen de p; (ya sabemos que g(1) = 0) se obtiene ¢g(0,98883) =
p1, luego Wi(g) = [0,98883, 1]. Volviendo a calcular las antiimagenes de los extremos de
dicho intervalo se obtiene que ¢(0,61541) = 0,9883 = ¢(0,69905) y g(c1) = 1. Por tanto,
Wa(g) = [0,61541,0,69905] y ¢ € Wa(g).

Entonces se verifica:

= Sg<0.

» Existe un entorno U = Wa(g) del punto critico ¢; tal que U C AP(g).
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Figura 5.6: Grafica de ¢>.

Luego, aplicando el teorema se obtiene que A(AP(g)) = |I|, es decir, casi todo
punto es asintéticamente periddico. Como testimonia la grafica de la funcién ¢3, de
nuevo hay puntos periédicos de periodo 3, y por tanto caos invisible.

Ejemplo 5.13. Por tltimo consideramos la funcién
57 5 108 5, 167
= Zz - ?x + 2—0:0
también definida en el intervalo [0, 1], cuya gréfica se muestra a la izquierda de la ﬁgura

h(z)

Calculamos los dos puntos criticos de la funcién, que son

1

¢1= 5z (144 — VABTL) ~ 0,260377,
1

o = —— (144 + V/4871) ~ 0,750149.

285
Aplicando la proposicién se obtiene que Sh < 0. Ahora, por el teorema [£.7], la cuenca
inmediata de atraccién de cada érbita atractora debe contener algin punto critico o algin
extremo del intervalo. Como los extremos del intervalo 0 y 1 son puntos fijos los podemos
descartar. Veamos el comportamiento de los puntos criticos. Tras una serie de iteraciones
con el ordenador, comprobamos que ambos puntos criticos son atraidos por una orbita de

periodo 2. Por tanto, dibujamos y estudiamos la gréfica de h? (figura derecha).
Calculamos los puntos fijos de A%, que son 9: tres puntos fijos de h y 6 puntos periédicos
de periodo 2. Por tanto, existen 3 6rbitas periédicas de periodo 2,
{p1,p2} = {0,125905,0,737344},
{q1,92} = {0,141657,0,789901},
{v1,v2} = {0,351287,0,885485}.
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Figura 5.7: Graficas de h (izquierda) y h? (derecha).

Ahora, |Dh(p1)Dh(p2)| < 1, luego esta érbita es atractora (ademés con el ordenador ya
habiamos visto que era la que atraia a los puntos criticos) mientras que |Dh(q1)Dh(g2)| > 1

y |Dh(vi)Dh(v2)| > 1, es decir, las otras dos 6rbitas son repulsoras.

Para calcular la cuenca inmediata de atraccién de la 6rbita atractora {p1, p2} estudia-

mos qué ocurre alrededor de cada p; por separado (figura .

Observamos que tanto en el caso de p; como en ps la cuenca inmediata de atraccién
se puede agrandar por la derecha como mucho hasta ¢q; y g2 respectivamente, ya que
ambos son puntos repulsores. Ahora, para saber cudles son los extremos izquierdos de las
cuencas, calculamos las antiimagenes de ¢ y g2 en h?, queddndonos con las més préximas
a estos puntos por la izquierda. Asi obtenemos a; = 0,118042 y as = 0,708116 verificando
h%(a1) = q1 y h*(az) = q2. Por tanto, por el teorerna se obtiene que Vj2(p1) = (a1, q1)
Y Vi2(p2) = (a2, ¢2), luego

Vi({p1,p2}) = (a1, q1) U (a2, g2) = Wo(h).

Ademas, se verifica que ca € (ag,q2) C Wo(h), h((a1,q1)) = (a2,q2) (ya que h(a1) = a2) y
h((az,q2)) C (a1,q1) (va que h(az) = q1).

Ahora, para calcular W1 (h) averiguamos las antiimagenes de los extremos de las compo-
nentes de Wy(h). La antiimagen de (a1, 1) es el intervalo (b, t1) = (0,0146895,0,0177724),
ya que h(by) = a1 y h(t1) = ¢1 (las otras dos antiimigenes de ¢; eran ay y ¢2). Por otro
lado se obtiene que h((ba,t2)) = h((bs,t3)) = (a2,q2), donde (be,t2) = (0,4029,0,439158)
y (bs,t3) = (0,95859,0,971233), ya que h(t2) = h(bs) = az (la otra antiimagen de ay era
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Figura 5.8: Grafica de h? ampliada alrededor de cada p;.

Figura 5.9: Grafica de hS.
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a1) y h(b2) = h(ts) = ¢2 (la otra antiimagen de ¢o era q;). Por tanto,
Wl(h) = (bl,tl) U (bg,tz) @) (bg, t3).

Por tltimo, calculando las antiimégenes de los extremos de las componentes de Wi (h)

para obtener Ws(f) se encuentra

Wy(h) = (0,001767,0,00214) U (0,05608, 0,62187) U (0,24446, 0,276646)
U(0,54605, 0,56076) U (0,898934, 0,907551) U (0,994683, 0,996322),

verificaindose que ¢; € Wa(h). Asi pues:

= Sh<O.

» Existen entornos U C Wa(h) de ¢1 y V C Wy(h) de ¢ tales que U,V C AP(h).

Luego, aplicando el teorema se obtiene que A(AP(h)) = |I]. Una vez mas hay puntos

periédicos de periodo 3 y por tanto caos invisible, véase la figura [5.9
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