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Introduccion

Los valores propios del operador laplaciano han ocupado siempre un lugar
privilegiado en las investigaciones de Analisis Geométrico. Ademas, su desa-
rrollo se produjo tan rapidamente que, en 1984, Chavel sintié la necesidad
de escribir [Chl] para facilitar el estudio de esta rama a los que quisieran
iniciarse, ya que consideraba que en los ultimos quince anos se habia produ-
cido un avance tan grande de temas y técnicas que era necesario actualizar
el libro de referencia de dicha época [BGM], publicado en 1971 por Berger,
Gauduchon y Mazet.

Hoy en dia, el estudio de los valores propios sigue siendo una de las prin-
cipales ramas de investigacion, por lo que es natural preguntarnos a qué se
debe el interés en este tema. Una de sus principales aplicaciones es el hecho
de que nos permiten obtener informacion sobre las variedades con las que
estamos trabajando. Como ejemplo puede tomarse el teorema de Lichnero-
wicz y Obata (véase [Li2] y [Ob]) en el que, bajo unas ciertas hipdtesis, se
obtiene que el primer valor propio no nulo satisface una desigualdad que se
convierte en igualdad en caso de estar trabajando con una esfera. Resultados
asi no serfan posibles sin la férmula introducida por Bochner en [Bo]. Dicha
formula, conocida cominmente como féormula de Bochner-Lichnerowicz, da
lugar a otras muchas (conocidas bajo el mismo nombre) que a su vez dan
lugar a diversas situaciones y aplicaciones.

El objetivo de esta memoria sera estudiar la férmula de Bochner-Lichnerowicz
y ver algunas de sus aplicaciones mas importantes. Tendra especial importan-
cia la férmula de Reilly (véase [Rel]), puesto que nos permitird descubrir ain
mas aplicaciones, entre las cuales tendremos varias estimaciones del primer
valor propio no nulo del operador laplaciano.

En cuanto a la estructura de la memoria, encontraremos cinco capitulos
que estan al mismo tiempo diferenciados y relacionados entre si mediante
la férmula de Bochner-Lichnerowicz. A continuacién, veremos una descrip-
ciéon de cada uno de estos capitulos y sus secciones.



Introduccién 2

En el primer capitulo, dividido en cinco secciones, se han englobado todos
aquellos conceptos y resultados que, aunque no forman parte estrictamente
del objetivo propuesto, son fundamentales para poder llevarlo a cabo.

La primera seccion comienza con el concepto de métrica y variedad rieman-
niana, acabando con la conexién de Levi-Civita. Después, en la segunda
seccién se definen los operadores asociados a la métrica que van a usarse
durante el resto de la memoria y cuyas definiciones y propiedades conviene
tener claras. En la tercera seccion veremos conceptos bésicos sobre los valores
propios del operador laplaciano, de gran importancia si queremos hacer esti-
maciones de su primer valor propio no nulo. Por tltimo, en las dos secciones
restantes apareceran definiciones y formulas relacionadas con la curvatura y
las hipersuperficies, prestando especial atencion al calculo de algunos de los
operadores estudiados en la segunda seccién aplicados a funciones concretas.

En el segundo capitulo, compuesto por dos secciones, aparecera la formula
que da nombre a la memoria. Concretamente, en la primera seccién veremos
cuatro versiones de dicha férmula y demostraremos cada una de ellas. En
la segunda, veremos aplicaciones a los campos arménicos y los campos de
Killing, llegando a demostrar que si se tiene una variedad compacta con cur-
vatura de Ricci definida positiva (resp. definida negativa), no existen campos
armoénicos (resp. de Killing) distintos del campo X = 0.

El tercer capitulo, dividido en tres secciones, tiene como objetivo demostrar
el teorema de Lichnerowicz y Obata mencionado anteriormente. Para ello, en
la primera seccion estudiaremos los valores propios del operador laplaciano
en la esfera. Una vez demostrado el teorema que los caracteriza, en la segunda
seccién pasaremos a demostrar los teoremas de Myers y Cheng, necesarios
para cumplir con el objetivo de este capitulo. Por ltimo, en la tercera seccion
demostraremos el teorema que queriamos. Cabe destacar que para demostrar
la caracterizacion tomaremos dos caminos, el que usa los teoremas de Myers
y Cheng (véase [Lil]), y el original de Obata (véase [Ob]).

Durante el cuarto capitulo estudiaremos la férmula de Reilly. Este capitulo
estara dividido en cuatro secciones de entre las cuales la primera servird como
preliminares, pues introduce las variedades con borde que son fundamentales
para la férmula. Una vez demostrada ésta durante la segunda seccion, pasa-
remos a ver dos de sus principales aplicaciones: el teorema de Aleksandrov
(véase [All]) y el teorema de Ros (véase [Ro2]). Estos dos teoremas tienen
gran importancia, puesto que el teorema de Aleksandrov demuestra que las
Unicas hipersuperficies compactas con curvatura media constante embebidas
en el espacio euclideo son las esferas y el teorema de Ros demuestra que su-
cede lo mismo para curvatura escalar constante. Una vez demostrados estos
dos resultados, en la cuarta seccion veremos dos generalizaciones del teorema



de Lichnerowicz y Obata para el caso de variedades con borde. La primera de
las generalizaciones, demostrada por Reilly en [Rel], es para cuando la fun-
cién propia asociada al primer valor propio no nulo cumple las condiciones de
frontera de Dirichlet. En cambio, la segunda es para cuando se satisfacen las
condiciones de frontera de Neumann. El primero en demostrar esta segunda
generalizacién fue Escobar en [Es].

Por ltimo, en el quinto capitulo combinaremos los resultados anteriores (y
demostraremos algunos nuevos) para obtener varias estimaciones del primer
valor propio no nulo del laplaciano. De entre los resultados usados para llegar
a dichas estimaciones destacan la primera y segunda férmula de Minkowski
y la llamada férmula del volumen. El capitulo estara dividido en cuatro sec-
ciones cuyos nombres vienen dados por los articulos en los que se centran.
En primer lugar, se estudiard un articulo de Reilly, [Re2], en el que el au-
tor usa su férmula para llegar a varias estimaciones del primer valor propio
trabajando con hipersuperficies inmersas en el espacio euclideo. En segundo
lugar usaremos un articulo de Garay, [Gal, en el que de nuevo se obtienen
estimaciones aunque en esta ocasién trabajando con ovaloides. La tercera
seccién, debida al articulo [CW] de Choi y Wang, estd centrada en obtener
estimaciones para hipersuperficies minimales. Para finalizar, estudiaremos el
articulo [De] de Deshhmukh en el que se demuestra que si el primer valor pro-
pio satisface una determinada desigualdad entonces la variedad es isométrica
a una esfera.






Capitulo 1

Preliminares

Vamos a comenzar recordando algunos conceptos y resultados que, aunque
posiblemente sean conocidos por los lectores, conviene tenerlos en mente
para que la lectura del resto de capitulos no se vea dificultada por contenidos
que realmente no forman parte del objetivo central de esta memoria. Sin
embargo, no me detendré mucho en ellos ni en sus demostraciones, puesto
que han sido ampliamente tratados durante el Grado en Matemaéticas y el
Master en Matematica Avanzada de la Universidad de Murcia.

A lo largo de la memoria usaremos la notacion habitual para referirnos al
espacio euclideo de dimensién n, R”, y a la norma euclidea. Asimismo, dado
un vector z € R™, denotaremos por x; a sus coordenadas (respecto de la base
canonica) y escribiremos = = (1, ...,x,). Por otro lado, para las esferas de
dimensién n usaremos la notacién usual en la que S"(c,r) es la esfera de
centro ¢ y radio r. Ademas, en el caso concreto de que el centro sea el ori-
gen de coordenadas denotaremos dicha esfera por S"(r). También tendremos
que tener en cuenta que, durante toda la memoria, vamos a considerar que
las variedades con las que estamos trabajando son siempre conexas, incluso
cuando estemos tratando con hipersuperficies o sus variedades ambiente.

1.1. Geometria riemanniana

Todos los resultados de la memoria van a girar en torno a variedades rie-
mannianas, por lo que a continuacién recordaremos su definicién. En esta
seccion también veremos qué es una conexion y qué caracteristicas cumple la
conexién de Levi-Civita. Para encontrar explicaciones mas detalladas puede
consultarse [On].
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Definicién 1.1. Dada una variedad diferenciable M, decimos que g es una
métrica (o un tensor métrico) en M si es un campo tensorial de tipo (0, 2),
no degenerado, simétrico y con indice constante.

Es decir, podemos ver g como una aplicacién diferenciable que a cada punto
p € M le asigna un producto escalar g, en el espacio tangente 7,/ de manera
que el indice de cada g, es el mismo para todo p € M.

Definicién 1.2. Decimos que (M™, g) es una variedad semi-riemanniana de
dimensién n si M es una variedad diferenciable de dimension n equipada con
una métrica g.

De esta manera, cuando estemos hablando de una variedad semi-riemanniana
nos estaremos refiriendo a un par ordenado (M, g), aunque para simplificar
la notacion, cuando la métrica esté clara nos referiremos a ella simplemente
como M.

Como hemos visto, dada una métrica g en una variedad M, sucede que todos
los productos escalares g, con p € M tienen un indice comin. Llamaremos
indice de M a dicho ntimero.

El indice de una variedad M puede tomar valores entre 0 y la dimensién de
la variedad. Durante la memoria trabajaremos con el caso particular en el
que es igual a cero, es decir, cuando tenemos una métrica riemanniana.

Definicién 1.3. Decimos que (M", g) es una variedad riemanniana de di-
mension n si M es una variedad diferenciable de dimensiéon n y ¢ es una
métrica riemanniana, es decir, una forma bilineal, simétrica y definida posi-
tiva.

Durante toda la memoria consideraremos que estamos trabajando con la
métrica riemanniana, por lo que, al estar clara la métrica g y con el objetivo
de simplificar la notacién, usaremos la notacién ( , ) para hacer referencia a
dicha métrica. Es decir,

(v,w) =g(v,w) si v,weT,M,y

(X,)Y)=g(X,)Y) si X,Y eX(M).
A continuacién, dados dos campos de vectores X e Y en una variedad rie-
manniana M, nos gustaria definir un nuevo campo de vectores, VxY', cuyo

valor en cada punto p € M exprese como cambia Y en la direccién indicada
por X,.
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Definiciéon 1.4. Una conezion V en una variedad riemanniana M es una
aplicacion V : X(M) x X(M) — X(M) tal que para todo X, Y € X(M) y
f € C®(M) satisface

1) VxY :=V(X,Y) es C>*°(M)-lineal en la primera variable,

2) VxY es R-lineal en la segunda variable, y

3) Vx(fY)=(Xf)Y + fVxY (regla de Leibniz).

Llamaremos a VxY derivada covariante de Y con respecto a X para la
conexion V.

Si observamos detalladamente las condiciones de la Definicién podemos
ver que la condicién 1) nos asegura que esta derivada covariante es tenso-
rial en X, por lo que para un vector tangente v € T, M tenemos un vector
tangente bien definido V,Y = (VxY'), con X un campo de vectores tal que
X, = v. Por otro lado, 3) muestra que VxY no es tensorial en Y.

Una vez visto esto, podemos refinar un poco mas nuestro objetivo. Se trata
de ver que para cada variedad riemanniana existe una tnica conexién que
satisface dos nuevas condiciones, /) y 5), ademds de las tres ya vistas. Sin
embargo, antes tenemos que ver una definicion.

Definicién 1.5. Dados dos campos diferenciables X e Y sobre una variedad
diferenciable M, definimos el corchete de Lie de X e Y, [X, Y], como el tinico
campo de vectores que cumple

(X, Y] = X(Y(f)) - Y (X(/f))

para toda funcién f € C*(M).

Teorema 1.6. Dada una variedad riemanniana M, existe una unica cone-
zion V tal que para cualesquiera X,Y, 7 € X(M) satisface

4) [X,Y] ZVXY—VyX, Y
5) X (Y, 2)) = (VxY, Z) + (Y, VxZ).

La conexiéon V dada por el Teorema [1.6| es la denominada conexion de Levi-
Cwita de M, y viene caracterizada por la formula de Koszul:

2AVLY,Z) = XY, Z) + Y(Z,X) — Z(X,Y) — (X,[Y, Z])
+ (Y, [Z2, X)) + (Z,[X,Y]),

donde X,Y,Z € X(M).
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1.2. Operadores diferenciables asociados a la
métrica

A continuacién, veamos algunos operadores que vamos a usar durante la
memoria con mucha frecuencia. Para ello, vamos a situarnos en el ambiente
de una variedad riemanniana (M", g) de dimensién n donde, recordemos,
usaremos la notacién ( , ) para referirnos a g. Como referencias para esta
seccién pueden consultarse [Ch2], [Le2] y [Onl.

Definicién 1.7. Dada f € C*(M), definimos la diferencial de f de la si-
guiente manera:

df : X(M) — C=(M)
X = df(X)=X(f)

Definicién 1.8. Dada una uno-forma 6 € X*(M) = A'(M), definimos el
isomorfismo sostenido, 8* € X(M), como el tinico campo tal que para todo
campo X € X(M) se verifica

(0%, X) = 0(X).

Definicién 1.9. Dado un campo X € X(M), definimos el isomorfismo be-
mol, X* € X*(M), como el inverso del isomorfismo sostenido. Por tanto, es
la tinica uno-forma tal que

X(Y) =(X,Y)
para todo campo Y € X(M).

Definicién 1.10. Dada f € C*(M), definimos el gradiente de f, denotado
por Vf, como Vf = (df)* € X(M). Es decir, el gradiente de f es el tnico
campo que cumple

(Vf,X) = df(X) = X(f)
para todo campo X € X(M).

Es importante destacar que, aunque usamos la misma notacién para la cone-
xion de Levi-Civita y para el gradiente de una funcién, tenemos la seguridad
de que esto no causara confusion alguna, ya que V se referird a un operador
o a otro dependiendo de sobre quién actie.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el operador divergencia. Sin embargo,
antes conviene recordar qué es un sistema de referencia ortonormal y c¢émo
se calcula la traza de un campo de endomorfismos.
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Definicién 1.11. Para todo p € M se cumple que existe un entorno U
de p en M y campos Ei,...,E, € X(M) tales que para todo ¢ € U,
{Ei(q), ..., E,(q)} es una base ortonormal de T,M a la que llamaremos sis-
tema de referencia ortonormal local.

Dado un campo X € X(M) y un sistema de referencia ortonormal local
E ={F,..., E,} definido en un entorno « de M podemos, para cada g € U,
expresar el campo en coordenadas. Por ser E una base, X (q) = >, MiEi(q)
con \; € R para todo ¢ € {1,...,n}. Ahora, multiplicando por Ex(g) en am-
bos lados de la igualdad y usando que la base es ortonormal, obtenemos que
M = (X(q), Ex(q)) para todo k € {1,...,n}. Por tanto, nuestra ezpresion
(local) del campo en coordenadas es

X = i(x, E)E;.
=1

Ahora, para ver qué es la traza de un campo de endomorfismos, vamos a
recordar brevemente algunas ideas. Supongamos que tenemos una aplicacién
B :T,M — T,M y una base {ey,...,e,} del T,M, entonces sabemos que

Si ademas la base es ortonormal, entonces multiplicando por e; en ambos
lados de la primera igualdad de (1.1]), obtenemos

n n

Ble;) =Y (Ble).ener v t(B) =) (Ble),e).

i=1 i—=1

En el caso de que tengamos un campo de endomorfismos B : X(M) — X(M)
con sistema de referencia ortonormal local {E,..., E,} y que sea C®(M)-
lineal, podemos obtener una expresion analoga para la traza:

=1

Una vez recordado esto, estamos en condiciones de ver la definicién de diver-
gencia de un campo.

Definicién 1.12. Se define la divergencia de un campo X € X(M) como

div: X(M) — C™(M)
X — divX =tr(VX)
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donde VX es el siguiente endomorfismo C*° (M )-lineal:

VX X(M) — X(M)
Y — VyX

Teniendo en cuenta los comentarios hechos sobre la traza, la divergencia de un
campo X € X(M) se puede expresar en coordenadas de la siguiente manera:

divX = tr(VX) = tr(Y = Vy X) = i(inX, E;). (1.2)

i=1
Proposicion 1.13. La divergencia cumple las siguientes dos propiedades:
1) div(X +Y) = divX + divY para todo X,Y € X(M).
2) div(fX) = X(f) + fdivX para todo X € X(M), f € C®(M).
Demostracion. La primera propiedad es evidente, puesto que
div( X +Y)=tr(V(X +Y)) =tr(VX 4+ VY)
=tr(VX) 4+ tr(VY) = divX + divY.

Para demostrar la segunda propiedad, basta con escribir la divergencia en
coordenadas y usar la regla de Leibniz.

n n

div(fX) =Y (Ve (fX),E) =Y (EB(HX, E)+ ) (fVeX, E)

i=1 i=1 =1

=D BN E) + ] (Vi X E)
= Y (X BB + fdivX = (X, 37 E(f)E:) + fdivX

= (X,) (V[ E)E) + fdivX = (X, Vf) + fdivX
i=1
= X(f)+ fdivX. m
A lo largo de esta memoria apareceran otros dos operadores de gran impor-

tancia y que por tanto conviene que sepamos: el laplaciano y el hessiano.

Definicién 1.14. Se define el operador laplaciano como

A: C®(M) — C>®(M)
f — Af =div(Vf)
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El laplaciano de una funcién f € C*°(M) se puede expresar en coordenadas
usando la expresién en coordenadas de la divergencia (|1.2)).

n

Af =div(Vf) = tx(V(Vf) = tr(X = VxVf) = > (V5 VI E).

i=1

Para trabajar con el operador laplaciano nos serd muy 1til conocer algunas
de sus propiedades. En particular, estudiaremos cémo se comporta con el
producto y la composicién de funciones.

Proposicion 1.15. Sean f,g : M — R y ¢ : R — R. Entonces, el
operador laplaciano cumple las siguientes propiedades:

1) A(f-g9)=(Af)g+ f(Ag) +2(Vf,Vg), y
2) AG(f) = &' (f)Af+ ¢"(f)IV S

Demostracion. Dadas f, g € C*°(M) sabemos que, por definicién,

A(f-g)=div(V(f-g)),

asi que necesitaremos calcular el gradiente del producto. Sea X € X(M) un
campo, entonces

(X,V(f-9)=X(f-9)=X(flg+ [X(g9) =(X,Vf)g+ f(X,Vg)
= (X, gVf) + (X, fVg) = (X, gVf+ fVg).

Como esto es para cualquier X € X(M), entonces V(f - g) = gVf + fVg.
Ahora, usando las propiedades de la divergencia de la Proposicion po-
demos obtener el resultado que queriamos, puesto que

A(f-g) =div(gVf + fVg) = div(gVf) + div(fVg)
= (V)(g) + gdiv(V[) + (Vg)(f) + fdiv(Vg)
=2(Vf,Vg) +gAf+ fAg.

Para la segunda propiedad, de nuevo tendremos que calcular primero un
gradiente. Sea X € X(M), entonces

(X, Vo(f) = X(6(f) = ¢'(f) - X(f) = ¢' (/WX V) = (X, ¢ (/)V]).

Como esto ultimo es para cualquier campo X € X(M), entonces obtenemos
que Vo(f) = ¢'(f)Vf. Asi, usando la Proposicién [1.13] ya podemos calcular

el operador laplaciano de la composicion de la siguiente manera:
Ag(f) =div(¢'(/)VS) = V(' (f)) +¢'(f)div(V[)
=" (V) +(HAf =" (VLY + & (NAf
= ¢"(NIVIP+(HAF. O
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Definicién 1.16. Se define el operador hessiano como

V2f: X(M) x X(M) — C®(M)
<X7Y> — VQf(X7Y>:<VXVf7Y>

Dada una funcién f € C*(M), el operador laplaciano puede expresarse en
funcién del operador hessiano de la siguiente forma:

n

Af=div(Vf)=> (VpVf E) =Y Vf(E,E) =tr(V*f).
=1

i=1
Proposicion 1.17. El operador hessiano es simétrico. Es decir,
VZ(X,Y) = V2 f(Y, X)
para cualquier par de campos X,Y € X(M).

Demostracion. En primer lugar, usando la propiedad 5) del Teorema
obtenemos que, para cualesquiera X,Y € X(M), f € C*®(M) se satisface

VEA(X,Y) =(VxVLY) = X((V],Y)) = (V[ VxY)
= XY (/) = (VxY)(f).

De forma anéloga,

VY. X) =Y (X(f) = (Vv X)(f):

Por tanto, tendremos que el hessiano sera simétrico si se verifica

XY (f) = (VxY)(f) = Y(X(f)) = (VyX)(f) (1.3)
para cualesquiera X,Y € X(M), f € C>®°(M). Sin embargo, ([1.3) es cierto
por la propiedad 4) del Teorema . O

1.3. Valores propios del operador laplaciano

Tal y como ya se comenté en la Seccién [I.2] el operador laplaciano serd
importante en esta memoria. Sin embargo, lo que mas nos importard de él
sera como se comportan sus valores propios, concretamente el primer valor
propio no nulo. Para méas detalles de lo expuesto aqui pueden consultarse las
referencias [BGM], [Chl] y [Roll.
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En toda esta seccion consideraremos que, ademas de lo ya supuesto, nuestra
variedad riemanniana M™ es compacta. Ademds, recordemos que L*(M) es
el espacio de las funciones medibles en M para las cuales

/ |fI? dM < +o0.
M

Recordemos también que en L?(M) tenemos el producto interno usual y la
norma que éste induce dados por

<f,h>:/Mf-hdM v 1P =1

Definicién 1.18. Decimos que un niumero real A es un wvalor propio del
operador laplaciano si existe una funcién f € C*(M), f # 0, tal que

Af+Af =0,

en tal caso diremos que f es la funcion propia asociada al valor propio A.
Ademas, llamaremos espectro de la variedad, Spec(M), al conjunto de todos
los valores propios del operador laplaciano.

Definicién 1.19. El conjunto de las funciones propias asociadas a un mis-
mo valor propio A forma un espacio vectorial real, V(M) al que llamaremos
subespacio propio de C*°(M) asociado a A. Asimismo, llamaremos multiplici-
dad de X a la dimensién de este subespacio V(M).

Teorema 1.20 (Teorema de la divergencia). Dado un campo X € X(M), se
verifica lo siguiente:

/ divX dM = 0.
M

Proposicion 1.21. El operador laplaciano A es autoadjunto con la norma
definida en L*(M).

Demostracion. Usando el teorema de la divergencia (Teorema [1.20) junto
con la Proposicién sabemos que

0= /M div(fVg) dM = /M (V) + fAg) dM.

Entonces,

[ wrwgav—— [ jagau
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Si trabajamos de forma andloga con div(¢gV f) obtenemos
/ (Vf,Vg)dM = —/ gAf dM.
M M

Entonces,

(f. Ag) = /M fAg dM = /M (Vf.Vg) dM = /M gAf M = (Af.g).

por lo que A es un operador autoadjunto. O

Proposiciéon 1.22. Los subespacios propios asociados a cada valor propio
son ortogonales entre si. Es decir, si tenemos f,g € C*(M) y A\, € R (con
A # ) tales que Af+Af =0y Ag+pg =0, entonces f y g son ortogonales.

Demostracion. Sean f,g, Ay p los del enunciado. Entonces, usando la Pro-
posicién [1.21]

(Af,9) = (f,Ag) = —A(f,9) =—n(f,9)

= A=w(f,9)=0 = (f,9)=0. 0

A continuacién, vamos a ver que todos los valores propios del operador la-
placiano son no negativos y estan ordenados.

Proposicion 1.23. Todos los valores propios del operador laplaciano son no
neqativos.

Demostracion. Sean f € C*(M) y A € R tales que Af + Af = 0, es decir,
con Af = —\f. Entonces, si usamos la Proposicién [1.15]

Af2=2fAf +2|Vf|? = —2\f* + 2|V f|%.
Ahora, aplicando el teorema de la divergencia (Teorema [1.20]), obtenemos

Oz/MAf2 dM:Q/M(|Vf|2—)\f2) dM,

de donde
Sy VP aM

A= [y f2dM ~
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Teorema 1.24. El conjunto de todos los valores propios del operador lapla-
ciano se puede ordenar de la siguiente forma:

Spec(M) ={Ao=0< A\ <A <...< Ay <...},

donde los \; tienden a infinito pero sus multiplicidades son finitas. Ademds,
los subespacios propios asociados a los valores propios son ortogonales entre
sien L*(M), y L*(M) es la suma directa de todos esos subespacios.

Del Teorema [1.24] vamos a demostrar que las multiplicidades son finitas.
Ademas, probaremos que el espectro es un subconjunto discreto. Para poder
demostrar ambos resultados necesitaremos usar un resultado de [Wal.

Teorema 1.25. Sea {«a,} una sucesion de funciones con o, € C*°(M) de
manera que existe una constante ¢ > 0 tal que |oy,| < ¢ y |Aay| < ¢ para
todo n. Entonces, toda subsucesion de {a,} es de Cauchy.

Proposicion 1.26. Se verifican las siguientes dos propiedades:

1) VA(M) tiene tiene dimension finita para todo A € Spec(M), es decir,
las multiplicidades son finitas.

2) Spec(M) es un subconjunto discreto de R.

Demostracion. Para probar 1), supongamos que V(M) no es de dimension
finita para un cierto A € Spec(M ), en cuyo caso es posible elegir una sucesién
infinita ortonormal {f,} de funciones propias asociadas al valor propio A.
Entonces, por un lado tenemos que |f,,| = 1 para todo n, y por otro lado

donde para la tltima desigualdad hemos usado la Proposicién [I.23] Ahora,
si tomamos ¢ el maximo entre 1 y A, podemos aplicar el Teorema para
obtener que existe una subsucesién {f,, } C {f.} que es de Cauchy. Sin em-
bargo, usando que nuestra sucesion era ortonormal llegamos a contradiccion
con el hecho de que sea de Cauchy, puesto que

|fnk1 - fnk2|2 = ’fnkl |2 + |fnk2’2 = 2.
Por tanto, V(M) tiene dimensién finita para todo A € Spec(M).

La demostracién de 2) es andloga. Supongamos que Spec(M) tiene un punto
de acumulacién A. Entonces existird una sucesiéon de valores propios {\,}
en Spec(M) con A\, # A para todo n y con limite A. Ademds, cada uno
de estos valores propios tiene asociada una funcién propia f, (es decir, con
Af, 4+ Mo fn = 0) que podemos suponer con norma uno. Entonces,
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Como la sucesién {\,} es convergente (a \), entonces es acotada. Sea K
dicha cota y tomemos ¢ el maximo entre 1 y K. Aplicando el Teorema [1.25
obtenemos que existe una subsucesion { f,, } C {f.} que es de Cauchy. Sin
embargo, usando la Proposicion que demostraba la ortogonalidad de los
subespacios propios, de nuevo llegamos a una contradiccion, ya que

|fnk1 _fnk2|2: |fnk1|2+|fnk2|2:2 [

Veamos ahora que si f es una funcion asociada al valor propio cero, entonces
f es constante.

Proposicién 1.27. Si f € C*°(M) es una funcion armdnica, entonces [ es
constante.

Demostracion. Sea f € C*°(M) una funcién armoénica, es decir, con Af = 0.
Entonces, usando la Proposicion tenemos que

Af?=2fAf +2|Vf|* = 2|V [~

Ahora, podemos aplicar el teorema de la divergencia (Teorema [1.20]) para
obtener

0:/ Af2dM:/ 2|V fI> dM.
M M

Pero como |V f|? > 0, entonces |V f| = 0 y por tanto f es constante. ]

A continuacion, vamos a ver el llamado principio del maximo para el lapla-
ciano. Este principio serd muy util para demostraciones posteriores.

Teorema 1.28 (Principio del maximo). Sea f € C*®(M) una funcion aco-
tada en M que satisface Af > 0. Si existe xg en M tal que

f(xo) = sup f,
M
entonces f(x) = f(xg) para todo x € M, es decir, f es constante en M.

Terminamos esta secciéon con la caracterizacion min-méax del primer valor
propio no nulo del laplaciano.

Teorema 1.29 (Caracterizacion min-méx). Supongamos que Ay es el primer
valor propio no nulo del operador laplaciano y que f € C®(M) es una funcion
tal que fM fdM = 0. Entonces,

N < [ IVfI? dM
o
donde la igualdad se da si, y solo si, Af + M\ f =0.
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1.4. Curvatura

Durante esta memoria usaremos con frecuencia términos relativos a la curva-
tura, por lo que conviene refrescarlos y fijar notaciones. Para mas informacion
puede consultarse [On].

Definicién 1.30. Se define el tensor curvatura de Riemann como la aplica-
cion R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =Vixy|Z — [Vx,Vy]Z
= VvaZ — Vvyxz — V)(<VyZ) + VY(V)(Z)

Este tensor cumple multiples propiedades de entre las que destacan las si-
guientes.

Proposicién 1.31. Dados X,Y, Z, W € X(M), el tensor curvatura R cum-
ple las siguientes propiedades:

1) RX,Y)Z = —R(Y,X)Z,

2) (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z),

3) RX.Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (identidad de Bianchi), y
4) (R(X,Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y).

Obsérvese que, por la primera propiedad de la Proposicién [1.31],
R(X,X)=0

para todo campo X € X(M). Esto es debido a que, para todo Y € X(M),
sucede que

R(X,X)Y = —R(X,X)Y = 2R(X,X)Y =0 = R(X,X)Y =0.

Gracias al tensor de Riemann se pueden definir la curvatura escalar y el
tensor de Ricci.

Definicién 1.32. Dados dos campos X,Y € X(M), se define el tensor de
Ricci como

Ric(X,Y) = tr (R(X, - )Y, -)) = > (R(X,E)Y, E),

=1

donde {Ey, ..., E,} es un sistema de referencia ortonormal local.



Preliminares 18

Definicion 1.33. Se define la curvatura escalar como la traza del tensor de
Ricci, es decir,

S = tr(Ric) = Y _Ric(E;, Ey),
i=1
donde {Fy, ..., E,} es un sistema de referencia ortonormal local.

Debido a que el operador curvatura de Riemann suele ser complicado de ma-
nejar, es usual definir una curvatura un poco mas sencilla y que lo determina
completamente, la curvatura seccional.

Para ello, y antes de pasar a definir dicha curvatura, dados dos vectores
v,w € T,M, definimos

Q(v,w) = (v, v)(w,w) — (v, w)>.
Puede probarse que dos vectores v, w € T,M generan un plano II si, y sélo
si, Q(v,w) # 0.

Definicién 1.34. Dado un punto p € M y un plano vectorial II C T,M, se
define la curvatura seccional K(II) como el nimero real

_ (By(v, w)v, w)
Qv,w)

donde {v,w} es una base de II.

Se puede probar que el valor de K (v, w) no depende de la base escogida, de
manera que la curvatura seccional K (II) estd bien definida para todo plano
vectorial II C T,M.

Merece la pena resaltar el caso en el que M es una superficie riemanniana
de dimensién 2, puesto que en ese caso el plano tangente T,M es el tnico
plano vectorial de T, M. De esta manera, la funcién curvatura seccional es
una funcién K : M — R bien definida sobre M a la que llamaremos funcion
curvatura de Gauss de M.

Definicién 1.35. Se dice que una variedad riemanniana tiene curvatura
constante si su curvatura seccional es constante en todo punto de la variedad.

En el caso en el que nuestra variedad M tenga curvatura constante podremos
calcular el tensor de Riemann facilmente gracias a la siguiente proposicion.

Proposicién 1.36. Si M" tiene curvatura constante c, entonces

R(X,Y)Z =c({(X,2)Y — (Y, Z)X).
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Corolario 1.37. St M" tiene curvatura constante c, entonces

Ric(X,Y) =c(n — 1)(X,Y).

1.5. Hipersuperficies

En muchos momentos de esta memoria tendremos que trabajar con hipersu-
perficies, con lo que conviene recordar algunos conceptos y teoremas basicos
sobre ellas, sobre todo las definiciones de inmersiéon y embebimiento junto
con las formulas de Gauss y Weingarten. Ademas, durante la seccién calcu-
laremos algunos operadores de funciones concretas que nos seran muy utiles
mé&s adelante. Para més detalles de esta seccién pueden consultarse [Al2],

[Fe], [Lel] v [Onl].

Definicién 1.38. Decimos que una variedad " es una hipersuperficie in-

—n+1 . . P ——n+1 )
mersa en M cuando existe una inmersion de X" en M, es decir, cuando
existe una aplicacién diferenciable

o —

tal que su diferencial, di),, es inyectiva para todo punto p € .

Cuando, ademés de una inmersién, v es inyectiva y es un homeomorfismo

. . . —n+1 .
sobre la imagen (tomando ¥ (X") la topologia inducida por M " ), decimos
que ¥ es un embebimiento y que X" es una hipersuperficie embebida.

Como toda inmersion 1 es localmente un embebimiento, para cada punto p
en Y podemos encontrar un entorno U(p) tal que la inmersién restringida a
él, Y|y, sea un embebimiento y ¥ (U) sea una subvariedad regular en M.

Teniendo en cuenta esto ultimo y para simplificar la notacién, usualmente
identificaremos a ¥ con ¢(X), a p € ¥ con ¢(p) y a cada vector v € T, con
dy(v) € Ty M.

Observemos también que en las hipersuperficies podemos, al menos local-
mente, considerar un campo de vectores diferenciable N normal y unitario.
De esta manera se define el operador forma A de la hipersuperficie como el
endomorfismo de Weingarten asociado a N (incluso aunque ¥ no admita un
normal unitario global, A estard globalmente definido salvo el signo). Asi,
dados dos campos tangentes X, Y € X(X), la formula de Gauss queda de la
siguiente forma:

VxY =VxY + (AX,Y)N. (1.4)
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Ademas, como N es unitario, entonces Vx N = 0y la férmula de Weingarten
queda como

VxN = —-AX. (1.5)

Otra formula destacable es la ecuacion de Codazzi en el caso concreto en el
que el espacio ambiente tiene curvatura constante. La ecuacién queda de la
siguiente forma:

(VxA)Y = (VyA)X. (1.6)

Por otro lado, la funcion curvatura media se define como

" tr(A)’
n

por lo que el campo curvatura media queda como H= HN.

Con respecto al tensor de Riemann, dados cuatro campos X, Y, V. W € X(%),
la relacion es la siguiente:

(ROCYIVW) = BV + AX VAW
— (AX, W){AY, V). '
Por 1ltimo, si tenemos una inmersién ¢ : ¥* — R*"! se verifica la férmula
de Laplace-Beltrami:

Ay =nHN =nH. (1.8)

A continuacién, vamos a hacer algunos calculos con los operadores asociados
a la métrica en hipersuperficies. En estos calculos y con el objetivo de simpli-
ficar las férmulas, usaremos una notacién fisica para referirnos a la derivada
de una funcién con respecto al campo normal. Concretamente,

oF

N = N(F) = (VF,N).

Ademas, a las condiciones impuestas sobre nuestras variedades de trabajo
anadiremos a partir de ahora que tanto la hipersuperficie > como el espacio
ambiente M sean orientables.

La primera proposiciéon que veremos nos relaciona los operadores de la va-
riedad ambiente con los de la hipersuperficie. Como es habitual, usaremos la
notacion V, A para referirnos a los célculos en el espacio ambiente y V, A
para los calculos en la hipersuperficie.
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Proposiciéon 1.39. Sea X" una hipersuperficie inmersa en una variedad

M Ademds, sean F € C*(M) y f = Fo = F‘E, donde ¢ : ¥ — M

es la inmersion. Entonces, para todo X,Y € X(X) y N el campo normal
unitario, se tienen las siguientes relaciones:

1) VF=Vf+9%N,

2) VxVE =VxVf+(AV[f),X)N+X (25) N — SLAX,
3) V'F(X,Y) = V2f(X,Y) — 2E(AX,Y),

4) V'F(X,N) = (AX,Vf) + (X, VIE) 4

5) AF = Af —nHZE + V'F(N, N).

Demostracion. Para demostrar 1) comenzaremos observando que, dado un
punto p en X, se verifica

VFE(p) = (VF(p)" + (VF(p), N(p))N(p), (1.9)

puesto que al ser ¥ una hipersuperficie, sabemos que
(VE(p))* = AN(p),

y multiplicando por N(p) obtenemos A = (VF(p), N(p)).

Ahora, vamos a calcular el primer término de la suma ((1.9). Para ello, sea
v € T, un vector fijo pero arbitrario, entonces

d

(Vfp),v) =v(fp)) = 70f(a(t)),

donde a : (—¢,e) — ¥ es una curva con a(0) = p y o/(0) = v. Sin embargo,
si nos fijamos, f(«(t)) se puede escribir de la siguiente forma:

flat) = (Fo)(alt)) = F(5(1)),

con B : (—¢',¢') — M una curva que cumple las condiciones 5(0) = p y
f'(0) = v. De esta forma,

d

<Vf(p),v> = E

t=0

donde Vf(p),v € T,X y VF(p) € T,M. Por tanto, Vf(p) = (VF(p))" como

queriamos demostrar.
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Para la segunda relacién vamos a tomar X,Y € X(X). Entonces, usando 1)
y las férmulas de Gauss (|1.4)) y Weingarten (|1.5)) obtenemos

= = = = = — — [(OF
VAVF = Uy Vi + Vx((VE N)N) = VxVf + Uy (8—NN)

oF oF =

OF OF
= VxVf+ (AVF), XN+ X (a_N) N - SAX.

Para demostrar 3), como tenemos que multiplicar lo obtenido en la férmula
de 2) por un campo tangente, de dicha férmula sélo nos interesard la parte
tangente porque la otra se anulara. Es decir,

V'F(X,Y) = (VxVEY) = (VxV£Y) - %(AX, Y)
= Vf(X,Y) — g—f[(AX, Y).

De forma andloga, para demostrar 4) tenemos que multiplicar la férmula
de 2) por un campo normal, por lo que la parte tangente de la férmula se
anulara al multiplicar.

— — — oF
V'F(X,N) = (VxVF,N) = (AX,Vf) + X (a_N)
OF
= (AX X, V—).
Por tltimo, para demostrar 5), sea { £, . .., £, } una base ortonormal local de

TY. Entonces {E1, ..., E,, N} es una base ortonormal local de TM. Ahora,
basta con usar la relacién 3) y que el operador laplaciano se puede ver como
la traza del hessiano.

n

i i=1

£ ON
n+1
_ _ F
=N V'F(E,E) - V'F(N,N) + o n
£ N
o, OF
=AF - V'F(N,N) + ol O

La siguiente proposicion nos dice como son los operadores para una funcion
muy caracteristica, el cuadrado de la funcién distancia euclidea.
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Proposicién 1.40. Supongamos que tenemos una hipersuperficie > inmersa
mediante v : ¥ — R™. Dado un vector a € R"*! fijo, sea F : R"™ — R
definida por

F(z)=(x—a,x — a).

Ademds, consideremos f = F o1, es decir,

f(p) = (W(p) — a,v(p) — a).

Entonces,
1) VF(x) = 2(z — a),
2) AF(z) =2(n+1),

3) |V F(x)]? = 4(n +1),

4) Vfp)=2(p) —a)", donde (v(p) —a)' denota la parte tangente de
»(p) —a alo largo de X3, y

5) Af(p) =2n(1+ H(N,¥(p) — a)).

Demostracién. Comencemos por el célculo del gradiente, dado Z € X(R™*1)
se verifica lo siguiente:

(VE,Z)y=Z(F) = Z(|z — a|*) = 2(Vz(x — ),z — a) = (Z,2(z — a)).

Como esto es para cualquier Z € X(R™"!), obtenemos lo que queriamos.

Para calcular el operador laplaciano, sea { £y, ..., E, 1} una base ortonormal
local de R™™! y sea x € R"*!. Entonces,

AF(z) = ZWEﬁF, E) = Z(@i(z(gg —a)),E) = Dﬁb’ (z —a), E;)

=> (2E; E)) =2(n+1).
i=1
A continuacién, para &), vamos a considerar el operador hessiano como
B(v) = V,VF. Entonces, para cada v € R"1,
B(v) =V,VF =V, (2(z — a)) = 2v.
Esto tltimo nos dice que B = 21,,,,. Por tanto,

V'F|? = tr(B?) = 4(n + 1).
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Vamos a demostrar 4 ), es decir, vamos a calcular el gradiente de f. Para ello,
sea X € X(X), entonces

(X,Vf)=X(f) =2(Vx(¥ — a),¥ — a) = (X, 2(¢ — a)).

Ahora, si tenemos en cuenta que X es tangente, obtenemos
Vip) =2(p) —a)'.

Por ultimo, vamos a demostrar 5). Por estar trabajando en una hipersu-
perficie, sabemos que la parte normal de ¢ — a a lo largo de ¥ viene dada
por
(¥ —a)* = (¥ —a,N)N.
De esta manera, si tomamos X € X(X) y usamos las férmulas de Gauss (|1.4)
y Weingarten ((1.5)) obtenemos lo siguiente:
X=Vx(@—a)=Vx®—a)" +Vx(¥—a)*
=Vx(¥—a)' +(AX, (Y —a) )N+ (¥ —a, N)VxN  (1.10)
=Vx(—a)" +{AX, (¢ —a) )N — (¢ —a, N)AX.

Entonces, si igualamos las partes tangentes de la expresién ((1.10)) llegamos a
Vx() —a)’ = X 4+ (i) —a, NYAX (1.11)

para todo campo X € X(X0).

Por tanto, usando lo demostrado en ),

VxVf=Vx2(t —a)") =2X +2(tp —a, N)AX. (1.12)
Ahora, si usamos ((1.12)) para calcular el operador laplaciano tomando una
base ortonormal local de 7Y, {E,,..., E,}, obtenemos lo que querfamos
demostrar:

n n

Af=> (Ve VfE)=)Y (2B, E)+» (20 —a,N)AE;, E;)

=9 i(EZ, E;) +2(p —a, N) Z(AEi, E;)

i=1 =1
=2n+2(¢ —a, N)trA =2n+2(p — a, N)nH
=2n(1+ (¥ —a,N)H). O
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Proposiciéon 1.41. Supongamos que tenemos una hipersuperficie > inmersa
mediante v : ¥ — R™. Dado un vector a € R"*! fijo, sea F : R"™ — R
definida por

F(z)=(xr—a,N)

con N el campo normal unitario. Consideremos ademds f = F o1, es decir,

f(p) = ((p) — a, N(p)).
Entonces,
1) Vi==-A(w=-aT).y
2) Af = —n(VH, () —a)") —nH — f|A]*.

Demostracion. Sea X € X(X), entonces:

= <VX(¢_G>7N> + <77/}—(I,VXN>
Si tenemos en cuenta que el campo X es tangente, obtenemos lo que queriamos

para el gradiente.

Para calcular el operador laplaciano vamos a expresarlo como la traza del
hessiano, es decir,

n

Af = ZVQ (Ei,Ei) =Y (Ve V[ E),

=1

donde {E4, ..., E,} es un sistema de referencia ortonormal local.

Por tanto, antes de poder calcular el laplaciano necesitaremos saber, dado
un campo X € X(X), como es VxV f. Para esto serd necesario usar (1.11)) y
la ecuacién de Codazzi (|1.6]).

VxVf=Vx (-Aw-a))
=[x (@-a)T) +4(Vx@w-a))]
[(W y TA) (X)+ A(X + (¥ —a, N)AX)}
_ (v(wfa)TA) (X) — AX — (¢ — a, N)A%X.
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Una vez visto lo que queriamos, podemos calcular el operador laplaciano de
la siguiente forma:

n

Af = V(B E) = (Vi V] E)

i=1

— i((v(w_a)rA) (E:i) + AE; + fA’E;, E;)

Li=1

o) ot s
— :V(w_a)r(tr(A)) +nH + fIAIﬂ

::—_VWHMWnH)+nH¥kﬂAF}

= =@ = )T (o) + ni + f1AP]
— —n(VH, (Y —a)') —nH — f|A]%. O

Proposicion 1.42. Supongamos que tenemos una hipersuperficie 3 inmersa
mediante 1 : ¥ — R Dados dos vectores c,a € R"™ fijos y tales que a
tiene norma uno, sea F : R"*1 — R definida por

F(z) = (x — ¢, a).
Consideremos ademds f = F o1, es decir,

f(p) = (W(p) —ca).
En ese caso tenemos lo siguiente:
1) Vf=a',
2) IVfP=1-(a,N)* y
3) Af =nH(a, N).

Demostracion. Comencemos por el calculo del operador gradiente. Para ello,
sea X € X(X) un campo tangente, entonces

<vaX> = X(f) :vX <<7vb —C,CL>) = <vX¢7a> + <¢_vaXa> = <X,CL>,
porlo que Vf =a'.

Para calcular 2) y 3), fijémonos primero en que a = a' + (a, N)N, es decir,
el vector a puede expresarse como

a=Vf+(a,N)N. (1.13)
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A continuacién, simplemente tomando normas y usando que |a| = 1,

|Vf|2 =1—(a, N>2'

Para el cdlculo del laplaciano, si usamos la expresiéon (|1.13)) junto con las
féormulas de Gauss (|1.4) y Weingarten (1.5) obtenemos

Ozvxa:vx (Vf+<a,N)N) :7XVf+VX (<a,N>N)

(1.14)
= VxVf+ (AX, VAN + X ((a, N)) N — (a, N)AX.

Si ahora igualamos partes tangentes en la expresion (1.14]) tenemos que
VxVf={(a,N)AX
para todo campo X € X(X). Asi,

Af =nH(a, N). O






Capitulo 2

Formula de
Bochner-Lichnerowicz

En este capitulo vamos a ver la formula de Bochner-Lichnerowicz. Es in-
teresante destacar que no existe una unica formula con tal nombre, sino que
dependiendo del texto que consultemos tendra una forma u otra. Sin embar-
go, todos los autores coinciden en que su origen esta en el articulo Vector
fields and Ricci curvature publicado por Bochner en 1946 (véase [Bd|). Esta
formula nos permitird, en capitulos posteriores, obtener una gran cantidad
de resultados muy importantes como el teorema de Lichnerowicz y Obata
(Teorema o la formula de Reilly . Una vez hayamos visto cuatro
versiones distintas de la férmula, en la segunda seccion pasaremos a ver unas
primeras aplicaciones.

Antes de comenzar recordemos que, tal y como dijimos en el Capitulo [1]
salvo que se diga lo contrario consideraremos en todo momento que estamos
trabajando con una variedad M" diferenciable, orientable y conexa y ¢ la
métrica riemanniana (cuando estemos trabajando con M o con ¥ también
pediremos estas condiciones). Ademads, recordemos que g = (, ).

2.1. La formula de Bochner-Lichnerowicz

Como ya se ha comentado, en esta seccién vamos a ver cuatro versiones
de la llamada férmula de Bochner-Lichnerowicz. El motivo de ver cuatro
formulas y no simplemente una es porque, al no existir unificacion entre los
distintos autores, es interesante ver sus demostraciones y qué pueden aportar
las distintas versiones. Las principales referencias son [BGM], [Fe| y [Pd].

29
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Antes de comenzar con las formulas vamos a ver una pocas definiciones que
nos permitirdn entender todos los elementos presentes en ellas.

Definicién 2.1. Dado X € X(M), denotamos por V?X al endomorfismo

V2X : X(M) x X(M) — X(M)
Y, Z — V2X(Y, 2)

dado por
VEX(Y,Z) = (VzVX)(Y)
=Vz(VyX)—-VX(VzY)
=Vz(VyX)— Vg, v X.

Definicién 2.2. Dado un campo tangente X € X(M) y dado un sistema de
referencia ortonormal local {Ey, ..., E,}, denotamos por AX € X(M) a

AX =(V?X) =Y VX (E;, E).
i=1
Teorema 2.3. Dado un campo X € X(M) y una funcion f € C®(M), se
verifican las siguientes formulas:

div(VxX) = |[VX|* + X(divX) + Ric(X, X), (BL1)
div(Vx X — (divX)X) = Ric(X, X) + |[VX|* — (divX)?, (BL2)
SAIVIP = [V + (VE VAN 4 Rie(VE VS, g (BL3)
%A (|X]?) = [VX|* + (AX, X). (BL4)

Demostracion. En vez de demostrar las cuatro férmulas una por una, vamos
a demostrar sélo (BL1)) y (BL4]). Después, veremos que las otras dos se pueden
deducir a partir de la primera.

Comencemos por (BL1|). Para ello, vamos a calcular los términos de la igual-
dad uno a uno. Sea {Ej, ..., E,} un sistema de referencia ortonormal local.
Entonces,

div(VxX) = tr(V(Vx X)) = Y (Vg (VxX), Ej).

i=1

Para el segundo término, vamos a usar el endomorfismo VX que ya aparecio
en la Definicion [1.12] Sin embargo, para mayor facilidad de notacién, vamos
a denotarlo como Byx.
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Ademas de simplificar la notaciéon, Bx nos ayudara a darnos cuenta de que
se verifican dos propiedades muy ttiles.

1) |Bx|?* = tr(B%).
2) Si X = V[, entonces By es autoadjunto, ya que

(Byy(Y),Z) = (VyV [,Z) = V*[(Y, Z)
=V f(Z2,)Y)=(V;VIY)
= <BVf(Z)aY>7

puesto que el operador hessiano es simétrico por la Proposicion [I.17]

Continuando con nuestra demostracién y usando la nueva notacion,

[VX[* = [Bx|* = tx(B%)

n

- Z(Bg((Ei),EZ) = Z(BX(BX(Ei)>»Ei>

- Z<VBX(E1')X7 L) = Z<vaiXX’ Ei)-

i=1 =1

Para el tercer término ya no es necesario usar la notaciéon anterior, por lo
que retomamos la notacién usual V.X.

X(divX) = X (tr(VX)) = X (iw&x, EZ-)>

- Z<VX (VEZX> 7El> + i<szX7 Vsz>

i=1 i=1

Por 1ltimo, usando la definicién del tensor curvatura de Riemann, podemos
calcular el cuarto término, Ric(X, X), de la siguiente forma:

=1 =1
= (VoxuX = Vo, xX = Vx(VgX) + Vi, (VxX), E)

=1
n n

= Z(VVXEJQ E) =) (Voo xX,E) =Y (Vx(VgX),E)

=1 =1

+ i(in(vXX), E).

i=1
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A continuacién, vamos a sumar lo obtenido para cada uno de los términos
de la férmula convenientemente para ver si se satisface lo que queremos de-
mostrar.
diV(VXX) — X (divX)
—ZVE (VxX),E) =Y (Vx (Ve X),E) =Y (Vg X, VxE).
=1 =1 =1
Ric(X, X) + |[VX|?

= (Vo X E) =Y (Vo xX.E) = > (Vx(VpX), E)
=1 =1

=1

+ZVE VxX), +ZVVEXXE)

=1 =1
n

i=1

Entonces, si nos fijamos, para acabar sélo nos falta demostrar que

n n

> (Vo X, E)=-Y (VX VxE,).

i=1 i=1

Para ello, vamos a necesitar que se verifique (VxFE;, Ey) = —(FE;, VxEy),
pero esto es sencillo de demostrar, ya que por ser ortonormal nuestra base
sabemos que (E;, E},) = 6F, asi que entonces X ({(F;, E})) = 0 y a partir de
ahi se obtiene el resultado buscado.

De esta forma, podemos completar la demostracién de la férmula (BL1|) de
la siguiente forma:

n n

Z<VVXEiX7 E;) = Z(VZZ:1<VXEi,Ek)EKX7 E;)

i=1 i=1

=> ) (VxE:;, Ex)(VE, X, E)
=1 k=1

= — Z Z<E“ VxEp) (Vg X, E;)

=1 k=1

= ZWEkX’ Z<Ei’ VxEp)E
k=1 =1

== (V5 X, VxE).
k=1
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Ahora vamos a pasar a demostrar (BL4) tomando, de nuevo, un sistema de
referencia ortonormal local {Ey, ..., E,}. Asi, dada f € C>(M),

Ei(Ei(f)) = Ei((Vf, Ei)) = (Ve V[, E) + (Vf, Vg E;).

Entonces,

n n

Af=div(V) =Y (Ve VL E) =Y (B(E(f) — ViEd(f)).

i=1 =1

Por tanto,

n

A(XP) =) (B(E(XP)) = Ve E(XP).

i=1
A continuacién, vamos a calcular cada uno de los términos que necesitamos.

E(E(IX[")) = Ei(E:((X, X))) = E(2(VE,X, X))

=2(Vg, (Vg X), X)) +2(Vg X, Vg X). (21)

Ve E(IX[") = Ve E (X, X)) = 2(Vy, 5X, X). (2.2)

De esta manera, combinando (2.1) y (2.2)),

n

A(XP) =7 (AVE(T5X), X) +2V5 X, Vi X) — 2Vy, 5X, X))

i=1

=2 (Ve X,V X)+2) (Ve (Ve X) = Ve, 5X, X)

=1 =1

=23 Ve X+ 203 VX (B, E), X)
i=1 i=1

=2|[VX]* 4+ 2(AX, X).

Una vez vistas las demostraciones de (BL1]) y (BL4) vamos a demostrar que
la férmula (BLI]) implica (BL2). Para ello, si recordamos la Proposicién [1.13]
dados un campo X € X(M) y una funcién f € C*°(M) se cumple la siguiente

igualdad:
div(fX) = X(f) + fdivX. (2.3)
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Tomando f = divX en obtenemos
div((divX)X) = X(divX) + (divX)? (2.4)

Por ultimo, usando (2.4)) y la formula (BL1J),
div(Vx X — (divX)X) = div(Vx X) — div((divX)X)
— |VX|? + X(divX) + Ric(X, X)
— X (divX) — (divX)?
= Ric(X, X) + |[VX]* — (divX)>.

Para acabar la demostracion de este teorema veamos que la féormula (BL1))
implica . Para ver dicha implicacién tomemos X = V f y sustituyamos
en (BL1|) para después comprobar que, término a término, las dos férmulas
van a ser iguales. Sustituyendo obtenemos

div(VyVf) = |[V(VFH)|? + VF(divVf) + Ric(Vf, V).

Ahora, vamos a comparar término a término. En primer lugar, esta claro que

Ric(Vf,Vf) = Ric(Vf,Vf). En segundo lugar,
(VL V(AS) =V[(Af) = Vf(divVf).

Para el tercer término, es decir, para ver si [V2f]? = |[V(Vf)[?, vamos a
retomar la notacién By que ya usamos en la demostracion de (BLIJ), es
decir, denotaremos By = V.X. Usando esto obtenemos lo siguiente:

IV(VHP = [Bys = tx(Bgy) = Y (BE4(E:). By)

i=1

—Z vi vi Z|BVf Z|VE Vf|2
_Z)ZVEWE Z‘ZVJ”E@,E
= ZZ (V2F(EL Ey)” = [V2f

i=1 j=1

Por 1ltimo, vamos a ver si A|V f|?/2 = div(Vy;V f). Para ello,

%A\Vf]? _ %div (VIVSP) = div (%ww\?) | (2.5)
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Por tanto, necesitamos calcular V|V f|2. Sea X € X(M), entonces

(VIVI?X) = X (IVf?) = X (V. V) =2(Vx V[, V)
= 2V2u(X,Vf) = 2V2u(Vf, X) = 2(Vy; VS, X).

Asf que V|V f]? =2Vy;V /[ y, volviendo a (2.5), tenemos
1 s .. (1 2 (1 .
SAIVSE = div (SVIVSE) = div (5 290,97 ) = div(Ve,Vf),

Por tanto, hemos obtenido la férmula (BL3)) a partir de (BLI]). O

Corolario 2.4. Sea M compacta. Si V*X = 0 para un campo X € X(M),
entonces X es paralelo, es decir, VX = 0.

Demostracion. Si V2X = 0, entonces AX = 0. Por tanto, si usamos la
férmula de Bochner-Lichnerowicz (BL4)),

1
SA(XP) = [VXP

por lo que si aplicamos el teorema de la divergencia (Teorema (1.20)) obtene-
mos lo siguiente:

1

0:—/ A(X]?) dM:/ IVX|*dM.
2 M M

Asi, como |VX|? > 0, deducimos que |[VX|?> =0y por tanto VX =0. O

2.2. Primeras aplicaciones

A pesar de que una de las aplicaciones mas importantes de la férmula de
Bochner-Lichnerowicz es el llamado teorema de Lichnerowicz y Obata (que
estudiaremos en el préximo capitulo), no es la tinica posible. De hecho, la
intencién de Bochner cuando publicé [Bo] no era demostrar una férmula, sino
ver unos resultados que dependen de si la curvatura de Ricci de la variedad
con la que se esta trabajando es positiva o negativa. Nuestro objetivo ahora
sera estudiar esos resultados, los cuales se pueden ver como aplicaciones para
los campos armonicos y los campos de Killing de las formulas vistas en la
Seccién Sin embargo, antes seran necesarias algunas definiciones. Las
principales referencias para esta seccién son [Onl, [Po] y [Ya].
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Definicién 2.5. Dada una uno-forma w € A'(M), su divergencia, denotada
por divw € A°(M) = C®(M), estd dada por

divw = ZZEZ(VEM%

=1

donde i es el producto interior y {E1,..., E,} es un sistema de referencia
ortonormal local.

Definicién 2.6. Sea w € A'(M) una uno-forma. Se dice que w es cerrada
si cumple dw = 0 con d : A'(M) — A*(M) la diferencial exterior. Por otro
lado, se dice que w es cocerrada si dw = 0 con 6 : AY(M) — A°(M) la
codiferencial exterior.

Definicién 2.7. Se define A : A} (M) — AY (M), el operador laplaciano de
una uno-forma, como A =dod+ dod.

Definicién 2.8. Se dice que w € A (M) es armdnica si Aw = 0. Es decir,
si d(dw) + 6(dw) = 0.

Evidentemente, si una uno-forma w es cerrada y cocerrada entonces es armoni-
ca. Sin embargo, el reciproco no siempre es cierto y hace falta la condicion
de que M sea compacta (para mds detalles sobre esto ltimo véase [Po]).

Definicién 2.9. Sea X € X(M) y sea X’ € A'(M) su uno-forma métrica-
mente equivalente. Se dice que X es armdnico si X” es arménica.

Proposicién 2.10. Si X € X(M) se tiene lo siguiente:
1) dX°(Y,Z) = (Vy X, Z) — {Y,V2X) para todo Y,Z € X(M), y
2) 6X" = —divX.
Demostracién. Para demostrar 1) vamos a usar que
dw(Y,Z) =Y (w(Z)) — Z(w(Y)) — w([Y, Z])
para toda uno-forma w € A'(M) y todo campo Y, Z € X(M). Entonces,
dX°(Y,Z) = Y(X'(2)) = Z(X°(Y)) = X([Y, Z])
=(VyX,Z)+ (X, VyZ) — (VzX,Y)

—(X,V2Y) —(X,VyZ) + (X, V5Y)
= (Vy X, Z) — (Y, VX).
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A continuacién vamos a demostrar 2). En primer lugar sabemos que, por de-
finicién, 6.X° = —div.X". Por tanto, nuestro objetivo serd verificar la igualdad
divX = divX". Para demostrar esto vamos a hacer uso de lo siguiente:

ix(va) == (V}%«))(X) == Vy(wX) - W(VYX) == Y(WX) - w(VyX),

donde X,Y € X(M) y w € AY(M).
Entonces, dado {F, ..., E,} un sistema de referencia ortonormal local,

n n

divX’ =3 ip (Ve X)) = > [B(X°(E)) = X(Vi, Ey)]

= Z [Ei((X, Ey)) — (X, Vg Ep)] = ZNE’X’ E;)

= div.X. O

Corolario 2.11. Si M es una variedad riemanniana compacta, entonces un
campo X € X(M) es arménico si, y sdlo si, divX =0 y VX es autoadjunto
con respecto a la métrica.

Teorema 2.12. Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
de Ricci no negativa. Entonces, todo campo arménico X € X(M) es paralelo
y cumple Ric(X, X) = 0. En particular, si la curvatura de Ricci de M es
definida positiva, el inico campo armonico en M es X = 0.

Demostracién. Como M es compacta y X es un campo armonico, entonces
divX = 0 por el Corolario 2.11] Asf que, aplicando la férmula (BLI)),

div(VxX) = |[VX|? + Ric(X, X).
Por tanto, aplicando el teorema de la divergencia (Teorema |1.20)) obtenemos

/ (J[VX|?* + Ric(X, X)) dM = 0.

Ahora, como sabemos que |[VX|? > 0 y Ric(X, X) > 0, entonces VX =0y
Ric(X, X) = 0. En el caso de que la curvatura de Ricci sea definida positiva,
como Ric(X, X) = 0 tendremos que X = 0. O

Corolario 2.13. Si M es una variedad riemanniana compacta y la curvatura
de Ricci es definida positiva, entonces el primer niumero de Betti es cero, es

decir, (M) = 0.
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Demostracion. Por el teorema de Hodge (véase [Wal), si M es compacta
entonces H!'(M,R) es isomorfo al espacio de vectores de campos arménicos
sobre M. Es decir, 8;(M) = dimg H'(M,R) es igual al niimero de campos
armoénicos linealmente independientes. De esta manera, y aplicando el Teore-
ma [2.12 a nuestras hipdtesis, como el inico campo armoénico en M es X = 0,
entonces (M) = 0. O

Definicién 2.14. Dada una variedad riemanniana M y un campo tangente
X € X(M), diremos que X es un campo de Killing si la derivada de Lie de
la métrica es igual a cero, es decir, si Lxg = 0.

Proposicién 2.15. Un campo X € X(M) es de Killing si, y sdlo si, VX es
anti-adjunto.

Demostracion. Observemos en primer lugar que, dados tres campos tangen-
tes X,Y,Z € X(M), se satisface lo siguiente:

(Lxg)(Y,2) = X(9(Y, 2)) — 9(LxY. Z) — g(Y, Lx Z)
= (VxY, Z) + (Y, VxZ)
—(VxY =VyX,Z) = (Y, VxZ —VzX)
=(VyX,Z) 4+ (Y,V2X).
Entonces, que X sea de Killing es equivalente a que
(Vy X, Z)+(Y,VzX) =0,
es decir, es equivalente a que VX sea anti-adjunto. O

Corolario 2.16. Si X € X(M) es de Killing, entonces divX =0

Demostracion. Por ser X de Killing sabemos que VX es anti-adjunto, asi
que, dado Y € X(M) tenemos

(VyX,Y) +(Y,VyX) =0,

por lo que (VyX,Y) = 0. Entonces, tomando {E1,..., E,} un sistema de
referencia ortonormal local,

divX =) (Vp X, E;) =0. O

=1

Desde el punto de vista geométrico, y gracias a la interpretacion geométrica
de la derivada de Lie en términos de la variacién de un tensor bajo el flujo
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del campo, decir que un campo X es de Killing es equivalente a decir que el
tensor métrico no varia bajo el flujo de X. Esto conduce a la interpretacion
de los campos de Killing como isometrias infinitesimales, en el sentido de que
un campo X es de Killing si, y sélo si, su flujo local (o grupo 1-paramétrico
local) esta formado por isometrias locales.

Lema 2.17. Dado un campo de Killing X € X(M), se verifica
(AX, ") + Ric(X, ") = 0.

Demostracion. Sea Y € X(M) y tomemos {F,...,E,} un sistema de re-
ferencia ortonormal local. Ahora, si fijamos un punto p € M y usamos las
notaciones Y (p) =y, X(p) = = y F;(p) = e;, obtenemos

(AX,Y) + Ric(X,Y)| = tr(V2X)(p),y) + Ric(x,y).

p

Ahora, como fijado p es posible tomar Y € X(M) de manera que se satisfaga
(VY)(p) =0, tenemos lo siguiente:

(AX,Y) + Ric(X,Y)

p

= i e;((VE, X, Y))+(Ve,VyX =V, Vg, X e)]

i=1
= [—ei((E;, Vv X)) + e:((Vy X, E))] — y(divX) =0. O

i=1
Teorema 2.18. Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
de Ricci negativa. Entonces, todo campo de Killing X € X(M) es paralelo

y cumple Ric(X, X) = 0. En particular, si la curvatura de Ricci es definida
negativa, el unico campo de Killing en M es X = 0.

Demostracion. En primer lugar, apliquemos la férmula (BL4)) a nuestra si-
tuacién. De esta forma obtenemos

1
FAXP) = [VXP +(AX, X)

Si ahora tenemos en cuenta tanto el Lema [2.17] como el teorema de la diver-
gencia (Teorema [1.20]),

o_/ (VX + (AX, X)) dM_/ (|[VX|* — Ric(X, X)) dM.
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Entonces, como |[VX|*> > 0y —Ric(X, X) > 0, obtenemos que el campo X
es paralelo y que Ric(X, X) = 0. Ademas, si la curvatura de Ricci es definida
negativa también obtenemos que X = 0. ]

Corolario 2.19. Si M es una variedad riemanniana compacta y tiene cur-
vatura de Ricci negativa entonces tiene un grupo de isometrias finito.

Demostracion. Como M es compacta, por el teorema de Myers-Steenrod
(véase [MS]), el grupo de isometrias de M es compacto. Si dicho grupo fuera
infinito, entonces contendria un grupo no trivial de isometrias 1-paramétri-
cas de M que necesariamente vendrian generadas por un campo de Killing
distinto de cero, lo cual contradeciria el Teorema [2.18 O



Capitulo 3

Teorema de Lichnerowicz y

Obata

Una de las principales aplicaciones de la férmula de Bochner-Lichnerowicz es
el teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema [3.1)). En este resultado se da
una cota inferior para el primer valor propio no nulo del operador laplaciano
y también se ve que la igualdad se da en el caso de estar trabajando con
una esfera. Es interesante destacar que las dos partes del teorema no se
demostraron el mismo afo, sino que Lichnerowicz dio la cota en 1958 (véase
[Li2]) y Obata demostro la caracterizacion en 1962 (véase [Ob]). El enunciado
es el siguiente:

Teorema 3.1 (Lichnerowicz y Obata). Sea (M™,g) una variedad rieman-
niana compacta. Supongamos que existe una constante ¢ > 0 que satisface
la desigualdad Ric > (n — 1)c. Entonces, el primer valor propio no nulo del
operador laplaciano cumple Ay > nc. Ademds, la igualdad se da si, y solo si,
M es isométrica a una esfera S™(r) de radio r = 1/+/c.

Para demostrar este teorema van a ser necesarios unos resultados previos

entre los que se incluyen tanto el célculo de los valores propios del laplaciano
en la esfera como el llamado teorema de Cheng (Teorema [3.8).

41
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3.1. Los valores propios del laplaciano en la
esfera

En esta seccién vamos a ver cémo es el primer valor propio no nulo del
laplaciano en la esfera S™(r) = {x € R"! : |z|? = r?}. Para ello, sean

FeC*®R™) y f=Flg,

Nuestro objetivo es relacionar el calculo intrinseco de f con el extrinseco de
F. Mas concretamente, queremos relacionar Af con AF en la esfera. Las
referencias para esta seccién son [BGM] y [Roll.

Proposicion 3.2. Sea X" una hipersuperficie en una variedad M y sea
F € C>®(M). Ademds, sea a(t) una curva en ¥ tal que a(0) = p y o/(0) = v.
Entonces,

G| (F) = TEw.) + (TFr).0(0).

Demostracion. Sean F'y «las del enunciado, entonces sabemos que se verifica
lo siguiente:

%(F(@(t))) = (VF(a(t), o (t)). (3.1)
Ahora, derivando en tenemos
d? d

o (Fla(t)) = diﬁ (a(t)), /(1)) B
= (Vo VF(a(t), o (1)) + (VF(a(t)),o” (1))
—VFa<t (o/(2), o/ (t) + (VF(a(t)), (1))

Por 1ltimo, si evaluamos en ¢ = 0 y usamos las condiciones iniciales de la
curva «, obtenemos lo que queriamos. O

Teorema 3.3. Sean F € C¥(R"™!) y f = F’Sn(r), entonces, para todo punto
p € S"(r), se cumple

2

Af(p) ZAF(p)—ﬁi F(p+tp) F(p+tp).

r2dt|,_, S orzde|,,
Demostracion. Sabemos que en la esfera S"(r) se cumple que N(p) = p/r
para todo p € S"(r) (entendiendo p como el vector (py,...,pnt1)). Entonces,
— - 1 1
AX = VN = —Vy(-p) = —-X,
r

r
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por lo que A = —1,/r y por tanto H = tr(A)/n = —1/r.

Si usamos la Proposicion [1.39| con estos valores, llegamos a
— = =2
Af(p) = AF(p) + nH(VF(p), N(p)) — V' F(N(p), N(p))
_ 1 =2
= AF(p) = 5(VF(p).p) = 5V F(p.p)-

Lo siguiente que tenemos que hacer es calcular (VF(p),p) y V'F (p,p). En
primer lugar,

_4d
Cdt

siendo a(t) : (—e,e) — R"™! con a(0) = p y /(0) = p. Tomando la curva
a(t) = p + tp obtenemos

(VE(p).p) = p(F(p)) Fa(t)),

t=0

(VF(p),p) =p(F(p)) = —| F(p+tp)

Para calcular V- F (p, p) basta con usar la Proposicién tomando de nuevo
la curva a(t) = p + tp.

d2

3| Flp+tp) = VE,y(p,p) + (VE(p), a"(0)) = V' Fy(p, p).

t=0

De esta manera, dado p € S™(r) tenemos

_ n o— 1
Af(p) = AF(p) — ﬁWF(p),p) - ﬁVQF(p,p)
— n d 1 d?
—AF(p)—ﬁE tZOF(ertp)—ﬁ@ tZOF(ertp). O

Ahora vamos a imponer condiciones para F'. Supongamos que F' € C®(R"1)
es una funcién homogénea de grado k& > 0 con k € N (es decir, tal que
F(Ax) = M*F(x) para todo A € R). Entonces, si calculamos los términos de
la férmula dada por el Teorema (3.3 obtenemos

F(p+tp) = F((1+t)p) = (1 +t)*F(p),

(1+t)*F(p) = k(1+t)* ' F(p)

d
t=0

dt
2

e

t=0 t=0

= k(k=1)F(p) = k(k=1)f(p).

t=0

F(p+tp) = k(k—1)(1+t)"F(p)
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Por tanto, el operador laplaciano quedaria de la siguiente forma:

k(n+k—1)

r2

n

AJ(p) = BE() — kI (5) — —5h(k = 1)/ (5) = BF(p) - )

De esta manera tenemos que

k(n+k—1)

Af+ 5 f=AF.

r

Si ahora pedimos que F' sea armoénica ademdas de homogénea tenemos que
para todo k >0, f = F!Sn(r) cumple

k(n+k—1)

r2

Af—i—/\kf:O con )\k:

Con esto, y gracias a la existencia de polinomios arménicos homogéneos de
grado & > 0 en R ya sabemos cémo calcular los valores propios del
operador laplaciano en la esfera y podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Los valores propios A\, con k > 0 del operador laplaciano en
la esfera S™(r) se pueden escribir como
k(n+k—1)
=T
y sus funciones propias asociadas son la restriccion a S"(r) de los polinomios
armonicos homogéneos de grado k.

3.2. El teorema de Cheng

El objetivo principal de esta seccién es demostrar el teorema de Cheng (Teo-
rema . Sin embargo, antes de empezar con la demostracion de este resul-
tado creo conveniente destacar el hecho de que no surgié de la nada, sino que
se llegd a él poco a poco gracias a las aportaciones que fueron haciendo varios
matematicos. Por tanto, es interesante desde el punto de vista histérico ver
cémo se llego6 al teorema.

3.2.1. Histérico del teorema

Podemos considerar que el primer matematico en comenzar con el teorema
fue Bonnet en 1855, el teorema que demostré dice lo siguiente.
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Teorema 3.5 (Bonnet). Sea (M™,g) una variedad riemanniana completa
y supongamos que existe una constante ¢ > 0 de manera que la curvatura
seccional cumple K > c¢. Entonces M es compacta y diam(M) < 7/+/c.

Maés tarde, en 1941, Myers probd un teorema muy parecido.

Teorema 3.6 (Myers). Sea (M",g) una variedad riemanniana completa y
supongamos que existe una constante ¢ > 0 de manera que Ric > (n — 1)c.
Entonces M es compacta y didm(M) < w/+/c.

Si nos fijamos, la hipo6tesis sobre la curvatura seccional del teorema de Bonnet
implica que Ric > (n — 1)c en el sentido de las formas cuadréticas, es decir,
implica que para todo p € M y para todo v € T,M se cumple

Ric,(v,v) > (n — 1)cfv]?.

De esta manera, el teorema de Myers era mas fuerte que el de Bonnet, puesto
que la hipotesis pedida era mas débil. Lo vemos.

Sea v # 0y sea {ey,...,e,} una base ortonormal local tal que e; = v/|v].
Entonces, si nos fijamos en la definicién del tensor de Ricci y usamos que
R(w,w) = 0 para todo w € T,M y que v = |v|e;, podemos ver que hay un
sumando (cuando i = 1) que vale 0. Asi,

n

Ric,(v,v) = Z(R(v e, e;) = |v]? Z (e1,€:)er, e;)

i=1
= |v]? Z (e1,€;)er,€;) |U|2ZK(€1/\Q) > |v]*(n — 1)c,
=2
tal y como queriamos demostrar.

Anos maés tarde, en 1959, Toponogov cambi6 la hipdtesis de completitud por
la compacidad de M y demostré el siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Toponogov). Sea (M™, g) una variedad riemanniana compac-
ta y supongamos que existe una constante ¢ > 0 de manera que la curvatura
seccional cumple K > ¢ y didm(M) = 7w /\/c. Entonces M es isométrica a
una esfera S™(r) de radio r = 1/4/c.

Por tltimo, en 1975, Cheng demostro su teorema.

Teorema 3.8 (Cheng). Sea (M™,g) una variedad riemanniana compacta
y supongamos que existe una constante ¢ > 0 tal que Ric > (n — 1)c. Si
didm(M) = w/\/c entonces M es isométrica a una esfera S"(r) de radio

r=1/yc.
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De los cuatro teoremas vistos, para cumplir con nuestros objetivos necesita-
remos tanto el teorema de Myers como el teorema de Cheng .

3.2.2. Teorema de Myers

Vamos a comenzar demostrando el teorema de Myers (Teorema [3.6)). Sin em-
bargo, antes de comenzar su demostracion necesitaremos algunas definiciones
y resultados previos. Para més detalles se puede consultar [Ch2] o [Lel].

Definicién 3.9. Dada « : [a,b] — M una curva en M, definimos una
variacion de o como x : [a,b] x (=£,£) — M tal que x(u,0) = a(u) para
todo u € [a,b]. Decimos ademds que z fija los extremos si xz(a,v) = a(a) y
x(b,v) = «a(b) para todo v € (=&, &).

Definicién 3.10. Dada una variacién x(u,v) y dados ug, vy constantes, se
definen las curvas longitudinales como las dadas por z(u,vg) y las curvas
transversales como las dadas por x(ug,v).

Curvaa

ala) @ T : . :
Curvas longitudinales
\ 7 B a(b) '
/

N7

Figura 3.1: Variacién de una curva fijando los extremos.

Definicién 3.11. Se define el campo variacional de una variacion x como

V(u) := %(U,O).

Sea (,(v) = z(u,v), entonces

Por otro lado,



A7 El teorema de Cheng

De esta manera, si x es una variacién que fija los extremos, entonces su campo
variacional cumple V' (a) = V(b) = 0, puesto que

V@)= 200 = 0| (afau) =] a@=0, y
wmz%mmzﬁﬂjammziuﬁ@:a

Dada una variaciéon x de una curva «, podemos definir la aplicaciéon que
determina la longitud de las curvas del tipo u — z(u, vo) para v fijo (curvas
longitudinales). A esta aplicacién la denotamos L(vy), la cual claramente

satisface L(0) = L(«).

Nos interesa conocer como cambia la longitud de a para pequenas variaciones,
es decir, para v muy pequeno. Por lo tanto, estudiaremos la primera y la
segunda férmula de variacién, las cudles nos dan férmulas para L'(0) y L”(0).
Con respecto a ambos resultados es necesario resaltar que, aunque se pueden
demostrar para curvas regulares a trozos, en esta memoria sélo incluiré el
enunciado para curvas regulares, puesto que en la demostracion del teorema
de Myers las curvas que se usan son regulares a lo largo de toda la variedad.

Proposicién 3.12 (Primera férmula de variacién). Sea a una curva reqular
en M y parametrizada por arco (es decir, con |o/| =1). Six es una variacion
de «, entonces
b b
U@:_/«ﬂVMwHMV),

a

donde V' es el campo variacional de la variacion x.

Teorema 3.13. Una curva o en M reqular y parametrizada por arco es una
geodésica si, y solo si, L'(0) = 0 para toda variacion x de o que fija los
extremos.

Como nos va a interesar estudiar el caso en el que L'(0) = 0, a partir de
ahora trabajaremos con variaciones que fijan los extremos y asi podremos
tomar nuestra curva una geodésica.

Proposicién 3.14 (Segunda férmula de variacién). Sea o una geodésica
parametrizada por arco. St x es una variacion de o que fija los extremos,
entonces

20 = [ (00 = RV du (32)

donde V' es el campo variacional de o.
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Dado V, un campo de vectores sobre o, éste se puede descomponer como
V =VT 4+ VL donde VT es tangente a o y V* es ortogonal a 0. Ademss,
como sabemos que el espacio tangente estd generado por ¢/, tenemos que
VT = \o’. Pero como (V,a’) = A, obtenemos V' = (V,0')o’. Por otro lado,
como o es una geodésica sabemos que ¢” = 0, por lo que

(VT)/ — (<V/, O_/> + <V, 0_//>> OJ + <V, O'/>OJI — <V/, U/>UI.

De nuevo, como sabemos que el espacio tangente esta generado por ¢, ha-
ciendo calculos obtenemos que (V') = (V’,¢')o’, lo cual nos dice que

(V/)T — (VT)/.

Ademss, el hecho de que VT sea colineal con ¢’ y las propiedades del tensor
de Riemann (Proposicién [1.31)) hacen que
(R(V,a")WV, o'y = (R(VT + VE o) VT + V), o)
= (R(VT, oW, o) + (R(V",d")V*, o)
+ (R(VE, W o)+ (R(VE, Vo)
= (R(V', oW, o) +(R(VT,d )V, o)
+(R(V*, 0 \V*E, o)
= (R(V*+,a")V', o) + (R(V*:, a")VE, o
{
= (R(V', o)V, o) + (R(V*, o)V, o)
= (R(V*,0")VE, o).
Por todo esto, la segunda férmula de variacién (3.2)) se define realmente s6lo
para campos variacionales normales y queda entonces de la siguiente manera:

b
L'(0) = / (V' V') — (R(V.o')V, o)) du.

Definicién 3.15. Denotamos por (p, q) el conjunto de las curvas regulares
a: [a,b] — M tales que a(a) = p, a(b) = ¢q. Asimismo definimos 7,2, con
a € Q(p, q), como el espacio formado por los campos de vectores V' normales
a ay que cumplen V(a) =0, V(b) = 0.

Definicién 3.16. Dada una geodésica o con o(a) =py o(b) = ¢, definimos
la forma indice como la siguiente forma bilineal simétrica:

I: T,O0xT,Q — R
(VW)  +— f;((V’,W’) —(R(V, 0"\ W,d")) du

Nétese que I(V, V) = L"(0).



49 El teorema de Cheng

Proposicion 3.17. Dados V, W € T,€), la forma indice puede escribirse
como

b
I(V,WW) = —/ (V"= R(V,o")o', W) du.

Demostracion. En general tenemos lo siguiente:

0
a(\/’, Wy = (V" W)+ (V' W').

Integrando y haciendo uso del teorema fundamental del calculo queda

b b b
VW) :/ VW) du+/ VLW du.

Como W(a) =0y W(b) = 0 debido a que W € T,, entonces (V', W) ’Z = 0.
Asi,
b b
/ (VW' du = —/ (V" W) du. (3.3)

Por otro lado, por las simetrias del tensor de Riemann de la Proposicion [1.31],
sabemos que

(R(V,e"YW,c") = —(R(V,d")o’', W). (3.4)
Ahora, si sustituimos (3.3) y (3.4) en la definicién de la forma indice obte-
nemos lo que buscabamos. O

Ya estamos en disposicién de poder comprender la demostracion el teorema

de Myers (Teorema [3.6)).

Demostracion del Teorema [3.6.

Sea o : [0,b] — M una geodésica parametrizada por el arco y supongamos
que b = L(o) > 7/+/c. Construimos {E1,..., E,} una base ortonormal local
de campos paralelos a lo largo de o de manera que F,, = o’. Después, para
cada i € {1,...,n — 1} definimos

Vi(t) = sen (%) Ei(t).

Estos campos son normales y satisfacen V;(0) = 0, V;(b) = 0 para todo
i € {1,...,n — 1}. Ahora, para cada i, calculemos sus derivadas primera y
segunda:

Vi) = %COS (%) Ei(t), V/(t) = —7;—22 sen (%t) Ey(t).
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Entonces,

b 2
I(V,,V;) = —/0 (—7;—28611 (%t) E,

- R <sen <%t) E;, En) E,,,sen <%t) E;) dt

b + 2
_ _/ sen? (%) <—7;—2Ei — R(E,, E,) E,, E;) dt
0

b t 2
:/ sen? (%) (7;—24— (R(E;, Ey) EmEz>> dt.
0

Por otro lado, por las propiedades del tensor de Riemann que vimos en la
Proposicién [1.31] tenemos

(3.5)

Ric(o’,0') = Ric(Ey, E,) = Y (R(E,, E;)E,, E;)

=1

- - (3.6)
=Y (R(En E)E. Ei) = = Y (R(E;, E,)Ey, E;).
=1 =1
Si hacemos la suma de los 1(V;, V;) usando y (3.6), entonces
2[(%,%) = /Ob sen” (%) ((n — 1)7;—22 — Ric(a’,a’)) dt.
Ahora, usando la hipétesis sobre la curvatura de Ricci tenemos
(n — 1)2—22 — Ric(o’,0") < (n — 1)2—22 —c(n—1)=(n-1) (7;—22 - c) <0,

donde la tltima desigualdad se debe a que estamos suponiendo b > 7/4/c.

Entonces hemos obtenido que Z;:ll I(V;,V;) <0, por lo que al menos uno de
los sumandos tiene que ser estrictamente negativo, lo que implicaria que o
no es una geodésica minimizante. Si nos fijamos en la suposiciéon que hicimos,
esto quiere decir que no existen geodésicas minimizantes con longitud mayor
que w/y/c en M, luego didm(M) < 7 /y/c como querfamos demostrar.

Por otro lado, como didm (M) < 7/4/c, tenemos que M es acotada. Ademsés,
como de forma obvia, M es cerrada en M y estamos suponiendo que es
completa, el teorema de Hopf-Rinow nos asegura que M es compacta. O
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3.2.3. Teorema de Cheng

Al igual que nos pasé con la demostracién del teorema de Myers (Teore-
ma , para el teorema de Cheng (Teorema también vamos a necesi-
tar algunos resultados previos. Concretamente, necesitaremos el teorema de
comparacién del volumen (Teorema [3.18). Para mds detalles, constltese la
referencia [Lil].

Teorema 3.18 (Comparacién del volumen). Sea M™ una variedad rieman-
niana completa y sea M = S™(1/+/¢). Supongamos que existe una constante
¢ > 0 tal que Ric > (n — 1)c. Si para cada p € M denotamos por V,(r) y
V(1) los volimenes de las bolas geodésicas B,(r) y B(r), respectivamente,
entonces tenemos que

Vo(r)V(ra) = Vy(r2)V(r1),

donde 0 < 11 y ro < oo. Ademds, la igualdad se da si, y solo si, M es
1sométrica a M.

Demostracion del Teorema [3.8.

Sean p,q € M tales que d(p,q) = didm(M) = ¢. Entonces, si aplicamos el
teorema de comparaciéon del volumen (Teorema [3.18) a ry = ¢/2 y ro = ¢
obtenemos lo siguiente:

o< (5) 7 é)).

Si observamos,

por lo que la hipétesis de que £ = 7/+/c implica que V(¢) es el volumen de
la esfera S"(1/1/c) y V(£/2) es el volumen de su semiesfera. De esta manera,

z9 _20 _,
V

Por tanto,
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y andlogamente

v <, (5).

Por otro lado, B,(¢/2) N B,(¢/2) = 0, puesto que si suponemos que existe un
punto x en la interseccion tenemos una contradiccién, ya que

¢ 7
¢ =d(p,q) <d(p,z)+d(z,q) < §+§:g.

Entonces, usando el hecho de que
B,(0)={r e M :d(p,z) <t} =M ={x e M :d(q,z) <} = B,(0),

obtenemos

l 14
v =0+ vt <2 (v, (5) 4+ (5) ) <2van
lo que implica que las desigualdades del teorema de comparaciéon son en
realidad igualdades y por tanto M es isométrica a una esfera como queriamos
demostrar. N

3.3. El teorema de Lichnerowicz y Obata

Con las secciones anteriores y unos pocos preliminares mas, ya estaremos en
disposicién de poder demostrar el teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema
3.1). Las referencias en esta ocasién son [Lil] y [Ob].

Proposicién 3.19. Siaq, as, ..., a, € R, entonces
n ) 1 n 2
a; > — a;
Sz (ge)
donde la igualdad se da si, y solo si, ay = as = ... = a,.

Demostracion. La desigualdad se demuestra simplemente tomando los vec-

tores ¥ = (ay,...,a,) € R" y @ = (1,...,1) € R"™ para usar con ellos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir, que (7, @)% < |U]?|@|*>. Ademas, la
igualdad se da cuando ¥ y w son colineales. m

Esta proposicién tiene una importante consecuencia si se aplica a las matrices.
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Proposicién 3.20. Sea B una matriz autoadjunta en R™, entonces

1
tr(B?) > — (trB)?,
n

donde la igualdad se da si, y solo si, B = A\, con \ € R.

Demostracion. Si tenemos la matriz B del enunciado, sabemos que ésta es
diagonalizable por resultados de algebra, por lo que podemos considerar que

es de la forma B = diag{by, ..., b,}. De esta manera, si aplicamos la Propo-
sicién [3.19] a los b; de la diagonal tenemos el resultado deseado. O

Lema 3.21. Para todo f € C*(M) se tiene
1
V2P > —(Af),

donde la igualdad se da si, y sélo si, V2f = ¢(, ) con ¢ € C*(M). Ademds,
tomando trazas cuando se da la igualdad puede observarse que, en ese caso,
necesariamente ¢ = Af/n.

Demostracion. Vamos a usar la Proposicion tomando B = V2f y viendo
el operador hessiano como

Vif: X(M) — X(M)
X — VXVf

Entonces, como el hessiano visto de esta forma es autoadjunto, podemos
aplicar la Proposicién m Para ello, necesitamos calcular tr(B?) y (trB)”.

tr(B*) = B = [V*f[%,

trB = tr(V2f) = szf(Ei, E;) = Z(VEin, E;) =tr(X — VxVf)
=1 =1

— a(V(V])) = div(V]) = Af.

De esta manera, obtenemos lo que queriamos demostrar, es decir,
1
V2P =~ (Af)?

Ahora, para la igualdad vamos a usar que A es diagonalizable y que por tanto
no hay ningin problema en suponer directamente que B es diagonal. Asi,
2 2 Af
B=X = Vf=X = Af=tx(Vf)=An = I=—.

n
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Entonces, la igualdad se dara si, y solo si,

Af

V2f27<,> u

A continuacién vamos a ver la demostracion de la desigualdad del teorema
de Lichnerowicz y Obata (Teorema [3.1]).

Demostracion de la desigualdad del Teorema |3. 1,
Sea f € C®(M) tal que Af + A\ f =0 con Ay el primer valor propio no nulo

del laplaciano, es decir, f es una primera funcién propia no constante. Vamos
a usar la formula de Bochner-Lichnerowicz (BL3)), la Proposicién y el
Lema [3.21] para calcular el laplaciano de la funcion
A1
g= |Vf|2+_f2a
n
obteniendo lo siguiente:

A
Ag = A|V]*+ —lAfz

= 2|V2f[2 + 2(V £, V(AS)) + 2Ric(Vf, V) + Af2

= 2|V2f|? + 2(Vf, V(AS)) + 2Ric(V f,Vf) + ﬁ (2fAf+ 2|V )

= 2|V2f]? = 2\ |V F|* + 2Ric(Vf, V) + A— (—2>\1f2 +2|VfP)

:2|V2f|2+2Ric(Vf,Vf)+2< A+ )|Vf|2 2%%]“2

)\ A IN2
= 2|V2f|? 4+ 2Ric(V [, V) +2 (#ﬂ) IVf? - TIF

> oW 2= el w2 (A g - 2

— v 2= (o= 2 ) g - 2

> 2897 o (c—i) |Vf|2—27)\%f2

n

A2f2 +o(n—1) (c - ﬁ) vz g

= 200-1) (e 2] VP n

2
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Ahora, supongamos que ¢ — (A;/n) > 0. Entonces, como M es compacta, por
el teorema de la divergencia (Teorema [1.20)), tenemos

0:/ AngEQ(n—l)(c—ﬁ)/ V| dM > 0,
M n M

donde para la ultima desigualdad se ha usado que como f no es constante
entonces la integral de |V f|? es estrictamente mayor que cero. Por tanto,
como con nuestra suposicion hemos llegado a contradiccion, sabemos que se
cumple ¢ — (A1 /n) <0, y esto es equivalente a que \; > ne. ]

A continuacién, para la caracterizacion de la igualdad ya tenemos una de las
implicaciones, puesto que si aplicamos el Teorema al caso particular en
el que k =1y r =1/y/c, obtenemos que en la esfera S"(r), el primer valor
propio no nulo es \; = nc. Para la otra implicacién tenemos dos pruebas
distintas, la proporcionada en el libro [Lil] y la original de Obata que se
puede encontrar en [Ob].

Comenzaremos por la demostraciéon proporcionada por Li, para la cual ne-
cesitaremos tanto el teorema de Cheng (Teorema 3.8]) como el principio del
méximo del laplaciano (Teorema |1.28]).

Caracterizacion de la igualdad del Teorema [3.1|(de [Lil]).

En primer lugar, como M es completa por ser (M, g) un espacio métrico
compacto y por el teorema de Hopf-Rinow, podemos aplicar el teorema de
Myers (Teorema . Este nos dice que, bajo nuestras hipotesis,
T
diam(M) < —.
(M) < Nz

Nuestro objetivo en esta demostracion sera ver que se satisface la desigualdad
contraria para asi aplicar el teorema de Cheng (Teorema |3.8]).

Si nos fijamos en la cadena de desigualdades que hicimos para la demostracion
de la desigualdad, habiamos llegado a que

A A
B9z 2u-1) (e~ )V con g =[O+ 20

n

Entonces, si A\; = nc tenemos que ¢ = A\;/n y por tanto Ag > 0. Ahora,
gracias a que M es compacta podemos aplicar el principio del méaximo para
el laplaciano (Teorema [1.28)) y obtener que g es constante. De esta manera,

At

g=|Vf*+ Efz = |Vf?+cf*=K, con K constante.
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Por otro lado, y de nuevo usando que M es compacta, sabemos que existen

p1y poen M tales que f(p1) =min f = f. y f(p2) = max f = f*. Ahora, si
evaluamos g en p; y pa, obtenemos

off =K =),

por lo que f, = —f* (pues f no es constante). Ademads, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que f* > 0. Entonces,

VP +cf? = K =c(f*)
Es decir,
c((f) = 1) =IVrP
Por tanto,

\Yi
Ve T

Si ahora tomamos los p; v p2 que dan, respectivamente, el minimo y el maxi-
mo de la funcién f, sabemos que existe v : [0,{] — M geodésica minimi-
zante parametrizada por el arco (es decir, con |Vy| = 1) tal que 7(0) = py,
v(1) = pa y | = d(p1, p2). Entonces,

V()
ves V)R = f((s)2

Asi que, si integramos,

: LV ((s))]
\/ec= cds = ds.
Ve /0 Ve /0 V()2 = f(v(s))?

Ahora, denotemos h(s) = f(y(s)), h : [0,]] — R para simplificar la nota-
ciéon. Vamos a ver una desigualdad que nos permitiré continuar.

W(s) = %f(v(S)) = (Vf(7(5)), 7 (s)) < IVF(v(s))IY'] = [VA(s)].

Entonces, denotando a = f* para simplificar la notaciéon y haciendo cambios
de variables, obtenemos lo siguiente:

|Vh(s) /l R (s) / dw
l _ ds > ds= | ——
ve= / @ — h GF =l Ve i)y -
—[arCSQDQZ]l_l:g—_?ﬂ-:?T = le>m.

:/m
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Sin embargo, esto implica

7 < lye=d(p1,p2)Ve < méx d(p, q)v/c = didam(M)+/c.

Por tanto,
T
diam(M) > —.
(M) > 7
Uniendo este tltimo resultado con el teorema de Myers (Teorema [3.6)), hemos
demostrado que se verifica

diam(M) = —.

Para finalizar la demostracién basta con aplicar el teorema de Cheng (Teo-

rema . ]

Ahora, vamos a ver la demostracién propuesta por Obata en [Ob]. Para ello
necesitaremos enunciar un teorema que aparece también en dicho articulo.
En él hay que tener en cuenta de nuevo que nuestra variedad compacta
M también es completa como ya vimos. No incluimos aqui la demostracién
del teorema porque es bastante técnica y sobrepasaria los objetivos de esta
memoria.

Teorema 3.22 (Obata). Para que una variedad riemanniana completa M
de dimension n > 2 admita una funcién no constante f con V2f = —k%*f
(k constante) es necesario y suficiente que la variedad sea isométrica a una
esfera de radio 1/k y dimension n.

Caracterizacion de la igualdad del Teorema [3.1](de [Ob]).

Esta demostracion explota mas propiedades de las desigualdades obtenidas
para Ag. Si nos fijamos, en la cadena de desigualdades hemos usado que

IV2fIP = = (Af),

1
n
y por el Lema |3.21| sabemos que la igualdad se da si, y sélo si,

=L

n
Por tanto, usando que f era la primera funcién propia, si Ay = nc sabemos
que se tiene lo siguiente:

Vi =

Af _ M

V2f = 7 = n —Cf.
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De esta manera hemos obtenido una funcion f no constante tal que
v2f = _(\/E)va

y aplicando el teorema de Obata (Teorema|3.22)) obtenemos que M es isométri-
ca aS"(r) conr=1//c. O



Capitulo 4

Formula de Reilly y
aplicaciones

En 1977, Reilly publicé un articulo, titulado Applications of the Hessian
operator in a Riemannian manifold (véase [Rell), en el que demostraba una
férmula integral para variedades con borde y gracias a la cual han podido
demostrarse una gran cantidad de resultados. El objetivo de este capitulo
serd demostrar dicha féormula y ver algunas de sus principales aplicaciones.
Sin embargo, antes necesitaremos algunas nociones sobre las variedades con
borde, fundamentales para entender la férmula.

4.1. Variedades con borde

El objetivo de esta seccion es hacer una pequena introduccion a las variedades
diferenciables con borde. Debido a que el estudio de estas variedades no es el
motivo principal de la memoria, tan sélo enunciaré los resultados y conceptos
mas relevantes sin demostrarlos. Para mas detalles sobre lo expuesto en esta
seccién pueden consultarse [Le2| y [SE].

Antes de estudiar las variedades diferenciables con borde necesitamos conocer
R y las variedades topolégicas con borde.

Definicién 4.1. Sea R’} el semi-espacio superior de R", es decir, el subcon-
junto de R™ formado por todos los puntos que tienen la 1ltima coordenada
no negativa:

R? ={(z',...,2") e R" : 2" > 0}.

29
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Por otro lado, llamaremos borde de R} a

OR" = {(z',...,2") € R? : 2" = 0}.

Ademas, consideraremos sobre los dos la topologia inducida por la topologia
usual de R", de manera que OR} es homeomorfo a R™ 1. El interior de R7
es de la siguiente forma:

intR? = R} \ OR} = {(z',...,2") € R} : 2" > 0}.

Como vamos a ver, las variedades topoldgicas con borde van a ser objetos
analogos a las variedades topoldgicas, pero modeladas sobre R’} en vez de
sobre R™.

Definicién 4.2. Dado un espacio topoldgico X, una carta n-dimensional
en sentido generalizado sobre X es un par (U, ¢) con U un abierto en X y
¢ : U — ¢(U) un homeomorfismo con ¢(U) abierto en R’

Definicién 4.3. Una wvariedad topoldgica con borde de dimensién n es un
espacio topologico que es Hausdorff y satisface el segundo axioma de nume-
rabilidad, y tal que para todo punto p € X existe una carta n-dimensional
en sentido generalizado (U, ¢) con p € U.

Definicién 4.4. Sea X una variedad topoldégica con borde. Diremos que
p € X es un punto del borde si existe una carta generalizada (U, ¢) con p € U
tal que ¢(p) € OR.. Asimismo, diremos que p es un punto interior si existe
una carta generalizada (U, ¢) con p € U tal que ¢(p) € intR"}.

A continuacién, vamos a ver unos conceptos que nos permitiran definir las
variedades diferenciables con borde.

Definicién 4.5. Sean A C R" y F': A — R™. Diremos que F' es diferen-
ciable en sentido generalizado si existen un abierto U C R™ con A C U y una
aplicacion diferenciable F': U — R™ tal que F es la restriccion de F' a A.

La Definicién nos permite generalizar la definicién de difeomorfismo.

Definicién 4.6. Sean A, B C R" ysea F' : A — B una aplicacion biyectica.
Diremos que F es un difeomorfismo generalizado si F'y F~! son diferenciables
en sentido generalizado.

Al igual que con las variedades sin borde considerabamos atlas y estructuras
diferenciables, con las variedades diferenciables con borde podremos usar sus
analogos generalizados llegando a la siguiente definicién.
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Definicién 4.7. Una variedad diferenciable de dimension n con borde es un
par (M, A) formado por una variedad topolégica con borde de dimensién n,
M, y una estructura diferenciable en sentido generalizado A sobre M.

Proposicion 4.8. Sea M una variedad diferenciable con borde de dimension
n. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

1) intM es una variedad diferenciable (sin borde) de dimension n.

2) Sino es vacia, OM es una variedad diferenciable (sin borde) de dimen-
sion n—1 que admite como atlas las cartas formadas por la restriccion
a OM de las n — 1 primeras coordenadas de cada carta de M.

Gracias a la Proposicion los conceptos de funciones y aplicaciones dife-
renciables se pueden extender al caso de variedades con borde sin ninguna
modificacién. Por tanto, el espacio tangente de un punto p € M es analogo al
caso sin borde. Ademas, si tenemos p € int M podemos identificar de manera
natural T, M con T,(intM). Por otro lado, si p € OM entonces T,(0M) tiene
s6lo dimensiéon n — 1. Sin embargo, es posible definir un espacio tangente
T,M de dimensién n que contenga a T,(0M) como un hiperplano. En ese
caso, T,(0M) divide al T,M en dos semi-espacios.

Definicién 4.9. Sea (U, ¢) un sistema de coordenadas generalizado alrede-
dor de p € OM y sea v € T,M \ T,,(0M), entonces

v = 1)181|p +...+ v"_lan_1|p +0"0,],

con v" # 0. Decimos que v apunta hacia el interior si v > 0y decimos que
apunta hacia el exterior si v™ < 0.

La orientabilidad en una variedad (diferenciable) con borde se define de for-
ma analoga al caso sin borde. Con respecto a la orientacion en el borde, si
tenemos M una variedad diferenciable n-dimensional con borde y orientada,
ésta induce una orientaciéon natural sobre su borde OM.

Definicién 4.10. La orientacion inducida sobre OM se define de manera que
una base {vy,...,v,-1} del T,(OM) es positivamente orientada si, y sélo si,
{v,v1,...,v,_1} es una base positivamente orientada del T, M para cualquier
ve T,M\T,(OM) que apunte hacia el exterior.

La Definicién nos da una orientacién bien definida del 7),(0M) para los
puntos de M. De esta manera, podemos considerar el borde de una variedad
diferenciable con borde y orientada como una variedad orientable.

Para demostrar ciertos resultados necesitaremos la siguiente generalizacién
del teorema de la divergencia (Teorema |1.20)).
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Teorema 4.11 (Teorema de la divergencia para variedades con borde). Sea
(M, g) una variedad riemanniana con borde y sea Ney el normal unitario
exterior sobre el borde OM . Si X es un campo de vectores diferenciable sobre
M con soporte compacto, entonces

/ divX dM = [ (X, Ney) dOM.
M oM

Notese que en el caso de usar el normal interior, N;,, el teorema cambia
ligeramente. En ese caso seria

/ divX dM = — / (X, Nine) dOM.
M

oM

4.2. La formula de Reilly

En esta seccion vamos a demostrar la llamada formula de Reilly. Para ello, a
pesar de que la demostracién original puede encontrarse en [Rell, he preferido
basarme en la propuesta en [AM]. Sin embargo, hay que tener en cuenta que
la demostracion de este segundo articulo esta hecha para hipersuperficies en
el espacio euclideo, mientras que la de esta memoria sera para hipersuperficies
en general.

Teorema 4.12 (Férmula de Reilly). Sea X" una hipersuperficie compacta

. . . . ——n+1
embebida en una variedad riemanniana M~ de modo que ¥ es la frontera de
un dominio €2 con clausura compacta €2, 02 = X. Sea N el normal unitario

interior a lo largo de . Entonces, para toda F' € C®(S)) se tiene

/ ((ZF)2 ~ VPP —ﬁ(ﬁF,VF)) o

3 (4.1)
- [ (an wpenn () -20mar) as

donde f = Fly y 95 = N(F) = (VF,N).

Demostracion. Consideremos {2 como variedad con borde ¥ y F' € C®().
Ademads, como es habitual, usaremos las notaciones V, A cuando estemos
refiriéndonos a X y V, A cuando estemos en (). Para la demostracién vamos

a tomar X = VF en la férmula de Bochner-Lichnerowicz (BL2). De esta
manera,

v (Ve VF — (@v VF) VF) = Ric (VE,VF) + [VVFP — (@iv (VF))°
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Esto tltimo es equivalente a
div (VepVF — AFVF) = Ric (VF,VF) + [V'F|> - (AF)".

Por otro lado, si aplicamos el teorema de la divergencia para variedades con
borde (Teorema [4.11)) al campo Ve,V F — AFVF, obtenemos

/ IV (Ve, VF — AFVF) dQ = — / Ve, VF — AFVF, N) ds,
Q by
es decir,

/ ((BF)* = V°FI? - Ric (VF,VF)) d©

div (VepVF — AFVF) dQ

I
|
b\

:/(< orVF,N) = AF(VF,N)) d%

— OF
/EVF(VFN) AF8N> dx.

Ahora vamos a centrarnos en calcular V- F (VF , N ) Usando las férmulas 1)
y 4) de la Proposicién llegamos a

oF —2 oF

V'F(NVE,N)=V'F(Vf+ oV N) =V F(VEN) + a—NV2F(N, N)
= (A1), V1) + (V1 Vo) + TEF R (N, N),

Ahora, usando el teorema de la divergencia para variedades sin borde (Teo-
rema |1.20]) y la Proposicién [1.13] tenemos lo siguiente:

Oz/zdiv (gf;w) /Z(Wf v6F> aFAf)

Usando estos resultados junto con la férmula 5) de la Proposicién y
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volviendo a obtenemos
/(( F)* = [V°F| - Ric (VF, VF)) a0

A
/( V'F VFN AFa—F> dX
)

N

= [(awnvn+@rvge - Goar v (55) > as
OF OF \*

:/E<<A(Vf),Vf>—28—NAf+nH (8N> ) as. m

4.3. Los teoremas de Alexandrov y Ros

Una de las principales aplicaciones de la formula de Reilly es demos-
trar el llamado teorema de Alexandrov (Teorema [4.19), el cual dice que las
unicas hipersuperficies compactas sin borde con curvatura media constante
embebidas en el espacio euclideo son las esferas. Este teorema fue demostra-
do por Alexandrov en 1958, en un articulo titulado Uniqueness theorems for
surfaces in the large (véase [All]), usando el principio del maximo de Hopf y
un método de reflexién. Sin embargo, en 1977 Reilly hizo una demostracion
del mismo teorema usando férmulas integrales, entre ellas, su férmula (véase
[Rel]). Varios anos més tarde, en 1988, Ros usé las ideas de la prueba de
Reilly para demostrar que las unicas hipersuperficies compactas sin borde
con curvatura escalar constante embebidas en el espacio euclideo son las es-
feras (véase [Ro2]). El objetivo de esta seccién serd ver las demostraciones
que hicieron Reilly y Ros. Para ello, me basaré en [Fe|, [AM] y [Ro2].

Antes de enunciar los teoremas de Alexandrov y Ros vamos a ver algunos
resultados previos que necesitaremos para llevar a cabo sus demostraciones.
4.3.1. Resultados previos

Proposicién 4.13 (Primera férmula de Minkowski). Sea ¥ una hipersu-

perficie inmersa, compacta y sin borde. Supongamos que la inmersion es
P Y — R entonces

/ (1+ H{tp — a, N)) dS = 0, (4.3)

donde a € R"™ es fijo y N es el campo normal unitario.
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Demostracion. El resultado se demuestra simplemente aplicando el teorema
de la divergencia (Teorema |1.20]) al laplaciano de f = (¢ — a,v¢ — a), cuyo
valor ya se calculé en la Proposicién [1.40 ]

Proposicién 4.14 (Segunda férmula de Minkowski). Sea ¥ una hipersu-
perficie inmersa, compacta y sin borde. Supongamos que la inmersion es
P Y — R entonces

n(n—1) / H d¥ —|—/ (n*H? — |AP) (¥ — a, N) dX, (4.4)
s s
donde a € R™"™ es un vector fijo y N es el campo normal unitario.
Demostracion. Para demostrar el resultado vamos a partir de la férmula 2)

de la Proposicion y vamos a usar la Proposicién [1.40, Ademas, con el
objetivo de simplificar la notacién, sean f; y fo las siguientes funciones:

f1:<77Z)—CL,77/)—0/>, f2:<¢_a7N>'
Entonces,

Afo=-—n(VH, (¢ —a)") = nH — fo]|A]
- —ng, Vi) —nH — fo] A%

(4.5)
Ahora, usando la Proposicion y la Proposicién [1.40],
div(HV f1) =(VH,Vfi) + HAfi =(VH,V fi) + H2n(1 + foH). (4.6)
Si usamos las expresiones (4.5)) y (4.6) obtenemos lo siguiente:
n .
Afy=73 [H2n(1 + foH) — div(HV f1)] — nH — fo] A”.

Por tanto,

Afy+ gdiv(HVfl) =n*H(1+ foH) —nH — fo| AP
=n’H +n*H*fy —nH — f5|A?

El resultado queda probado simplemente aplicando el teorema de la diver-
gencia para variedades sin borde (Teorema [1.20)). [
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Proposicién 4.15 (Férmula del volumen). Sea ¥ una hipersuperficie com-
pacta y embebida en_R”+1 de modo que Y es la frontera de un dominio €2 con
clausura compacta 2, 0Q = X. Sea N el normal unitario interior a lo largo

de . Entonces,
-1
Q) = —a,N)dX 4.
vie) = = [ ds (4.7)

donde a € R"™ es fijo y V(Q) es el volumen (n + 1)-dimensional de €.

Demostracion. Para demostrar este resultado vamos a aplicar el teorema
de la divergencia (Teorema (.11 a la funcién F(z) = (v — a,z — a) con
F € C*(R™!), obteniendo

/ZF dQ) = —/(VF,M dy.
Q P

Ahora, usando la Proposicion [1.40),
2(n+ 1)V (Q) = —2/<w —a,N) d%,
)
de donde despejando el volumen obtenemos lo que queriamos. O
Proposiciéon 4.16. Sea Y una hipersuperficie compacta e inmersa en el es-

pacio euclideo mediante 1) : ¥ — R Entonces ¥ tiene al menos un punto
eliptico.

Demostracion. Sea f : > — R la funcién definida por

f(p) = (W(p),¥(p)).

Como ¥ es compacta, sabemos que existe un punto py € X en el que la
funcién f alcanza su maximo absoluto. Entonces sabemos que Vf(py) =0y
V2 f,o(v,0) <0 para todo v € T, 2. Ademds, como la funcién es positiva en
todo punto, vamos a denotar por R? al valor maximo, es decir, f(py) = R?.

Ahora, sean X,Y € X(2) y sea Z un campo diferenciable sobre R"*!. En-
tonces, usando las férmulas de Gauss y Weingarten y teniendo en
cuenta que Z = Z " + (Z,N)N con N el normal unitario,

(Vx (27),V)=(Vx(Z").Y) - ((AX,Y)N.Y)
=(Vx (27),Y)
— (Vx(Z = (ZNN).Y) s
=(VxZ,Y) - (Vx ((Z,N)N),Y) '
=(VxZ.Y) - X ((Z,N)) (N,Y) = (Z,N)(VxN,Y)
= (VxZ,Y)+(Z,N)(AX,Y).
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A continuacién, dados v,w € T, X, si usamos la la Proposicién y la
expresion (|4.8]) obtenemos

V2 foo (0,0) = (Vo (Vf),w) = (Vo (29 ), w)

2< qub w> + 2(@/) N>(p0)<Ap0U7w>

2(v, w) + 2(¥, N)(po) {Apv, w).

Entonces, si tomamos una base {ey,...,e,} ortonormal en T, ¥ que diago-
nalice el endomorfismo de Weingarten A,,,

V2 fpo (€5, €5) = 24 2(1h, N)(po) (ki(po)es, e:) = 24 2(1h, N)(po)ki(po),

donde k; es la i-ésima curvatura principal.

Asi, como V?f,, (v,v) < 0 para todo vector v € T},,3, obtenemos
2+ 2(¥, N)(po)ki(po) <0,

es decir,
(¥, N)(po)ki(po) < —1. (4.9)

Si nos fijamos, el hecho de que Vf(py) = 0 nos indica que ¥ (py) = 0,
y esto nos dice que 1(pg) estd en la direccién normal a ¥ en py, es decir,
nos indica que ¥(pg) = AN(py) con A € R. Méas atin, como f(py) = R® y

f(po) = [1(po)|*> = A2, sabemos que 1)(pg) = RN (py) con R > 0. Por tanto,

(¥(po), N(po)) = £R.

Entonces, si (¢, N)(po) = R, la desigualdad se transforma en
ki(po) < —1/R.

Por el contrario, si (¢, N)(po) = —R, la desigualdad se transformara en
ki(po) > 1/R.

De esta manera, en ambos casos sucede que todas las curvaturas principales
tienen el mismo signo, por lo que py es un punto eliptico. O]

Corolario 4.17. Sea ¥ una hipersuperficie compacta y embebida en el es-
pacio euclideo mediante 1 : ¥ — R" . Ademds, sea py un punto eliptico.
Entonces, si tomamos N el normal interior (resp. exterior) todas las curva-
turas principales serdn positivas (resp. negativas) en ese punto.
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Demostracion. Para demostrar este resultado simplemente tenemos que dar-
nos cuenta de que, en la Proposicién |4.16] las condiciones (1), N)(py) = Ry
(¥, N)(po) = —R son equivalentes, respectivamente, a N(pg) = ¥(po)/R y

N(po) = —(po)/ R. ]

Proposicién 4.18. Sea X" una hipersuperficie inmersa en el espacio euclideo
R™*1. Entonces,
S =n*H?*— |A]

Demostracion. En primer lugar, observemos que si tomamos una base orto-
normal local {E}, ..., E,} de TS, por la expresion (1.7)) se tiene:

(R(X, E))Y, E;) = (R(X, )Y, E;) + (AX,Y)(AE;, E;) — (AX, E;)(AE,Y).

Entonces,

Ric(X,Y) = zn}R(X  E3)Y, Ey)

1

%

(R(X,E)Y,E;) + (AX,Y)nH — (AX, AY)

\E

.
—_

= Ric(X,Y) — (R(X,N)N,N) + (AX,Y)nH — (AX, AY).

|
&
o

Como nuestro espacio ambiente es R**! y tiene curvatura seccional constan-
temente nula, si usamos la Proposicion [1.36] y el Corolario [1.37, obtenemos
que el tensor de Riemann y la curvatura de Ricci son constantes iguales a
cero. Entonces,

Ric(X,Y) = (AX,Y)nH — (AX, AY). (4.10)

Por tanto,
S = tr(Ric) = nHtr(A) — |A]*> = n*H? — |A]*. O

Vistos estos resultados, ya estamos en las condiciones necesarias como para
poder comprender las dos demostraciones.

4.3.2. Teoremas

Teorema 4.19 (Teorema de Alexandrov). Las unicas hipersuperficies com-
pactas y sin borde con curvatura media constante embebidas en el espacio
euclideo son las esferas.
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Demostracion. Sea Y™ una hipersuperficie compacta con curvatura media
constante y embebida en R*™! de modo que ¥ es la frontera de un dominio
Q) con clausura compacta , 9Q = X. Sea N el normal unitario interior a lo
largo de X..

Sea F' € C*(Q) la solucién al siguiente problema de Dirichlet:

(4.11)

AF = 1 enQ
F = (0 en X

Bajo estas condiciones, la formula de Reilly (4.1]) queda de la siguiente forma:

—9 OF\ 2
1— |V F|? dQ:/nH(—> dx.
| (- re) an= [ (55

Por otro lado, por el Lema sabemos que \VQFP > 1/(n+1) con igualdad
si, y sélo si, V'F = (,)/(n+1).

Vamos a centrarnos primero en la desigualdad.

/Q<1—W2F\2) dQS/Q(l_nL) dQ:nile).

Entonces,
OF\? 1
H({—) d& < Q). 4.12
/z (aN ) “n+ 1V( ) (4.12)
Ahora, si aplicamos el teorema de la divergencia (Teorema [4.11)), obtenemos
_ — oF
V(Q)z/AFsz—/(AF,N}dE:— o s,
Q b » ON

y si a esto ultimo le aplicamos la desigualdad de Schwarz se llega a
oF .\’ OF\?
Q)? = —dn | < 1dx — ] d%
vior=([ave) < (1) [ (7) ¢

:A(z)/Z (%)2 as,

donde A(X) es el volumen n-dimensional de 3.

(4.13)

Tengamos en cuenta a partir de ahora que H es constante. Ademds, como
Y. es compacta, tiene un punto eliptico por la Proposicién [4.16| es decir, un
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punto en el que todas las curvaturas principales son positivas con respecto
al normal unitario interior. Debido a esto, tenemos que H es una constante

positiva. Ahora, si juntamos las férmulas obtenidas en (4.12)) y (4.13)),

10 [ ()

es decir,

AX)

A continuacién, fijémonos en la primera férmula de Minkowski (4.3|) y usemos
que H es una constante positiva. La formula se queda, tomando a = 0, de la
siguiente forma:

A(E)+H/(¢,N> £ =0 < /<¢,N> dy = —%. (4.15)

Si hacemos lo mismo con la férmula del volumen (4.7]), entonces
(n+ DV(Q) + /(¢,N> A5 =0 o /<¢,N> 45 = —(n+ 1)V(Q). (4.16)
b b

Uniendo los resultados de (4.15) y (4.16)), obtenemos

A(%)

A(X)
N (n+1)V(Q) & H=

(n+1)V(Q)

Si nos fijamos, hemos llegado a la igualdad de (4.14)), lo que significa que
todas las desigualdades que hemos ido usando en realidad eran igualdades.
Esto implica que tenemos la igualdad en el Lema |3.21} es decir,

2 1

VF=——().

Como nuestro ambiente es el espacio euclideo, esto se traduce en

0?F 0 s idti 0’F 1
=0 si 1 — = -
Ox;0x; 7Y 82 T +1

1

Vamos a resolver la ecuacién diferencial para obtener la funcién F' que cumple
esta condicidn.
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Sii# J,
O*F 0 (O0F OF
=0 = — =0 = = h(x;),
con h una cierta funcién definida sobre R. Ahora, como
1 O*F
n+1  0x? (z:),
entonces la funcion h es de la forma
1
h(z;) = x; +a;, con a; € R.
n+1
Para continuar, fijemos ¢ = 1 e integremos la igualdad
OF 1 N
— = 1+ ay.
or;, n+1 ! !
De esta forma se llega a
F ) = =Tt + G )
L1y, Ty - )y yn )
1 » Ln+1 ntl2 a1 1\ T2 Tn+1
donde C] es una funcién que depende de las variables xs, ..., z,.1. Ahora,
como
1 N oF  0C
Totas =—=—
nt172 " 9y Oy’
el valor de C; dependera de una funcién Cj.
1 a3
Ci(wa, ..., Tpy1) = ntlo + asxy + Co(3, ..., Tpgr).

Si continuamos de esta manera, acabaremos llegando a la siguiente expresion
para F"

F( ) LT e — xi+1+ +C
Ti,...,Tp = — + a1z oo+ — Apt1 Ty,
1, 9 +1 n+12 141 n+1 2 +1 +1
1 — - =
— D) (12> + 2(n + 1){(@, %) + 2(n + 1)0)
1

= 5T (|Z+ (n+ 1)@ — (n+ 1)*@*+2(n+1)C),

donde C € R, d@ = (ay,...,04,41) Yy ZT=(T1,...,Tpi1)-
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Ahora, vamos a usar la condicién de la frontera de nuestro problema de
Dirichlet (4.11)). Esta condicién nos lleva a

F(@) =0 & [+ (n+1a* = (n+1) ((n+1)]a]® —2C),

es decir, ¥ C S*(—(n + 1)d,r), donde r* = (n + 1) ((n + 1)|a@* — 2C). Por
tanto, como X es compacta y conexa, entonces es igual a dicha esfera tal y
como queriamos demostrar. O

Teorema 4.20 (Teorema de Ros). Las tnicas hipersuperficies compactas y
sin borde con curvatura escalar constante embebidas en el espacio euclideo
son las esferas.

Demostracion. Sea Y™ una hipersuperficie compacta con S constante embe-
bida en ]R"_“ de modo que ¥ es la frontera de un dominio €2 con clausura
compacta §2, 92 = ¥. Sea N el normal unitario interior a lo largo de X.

En primer lugar, observemos que si aplicamos la Proposicion [3.20[al operador
forma A, obtenemos que

A > nH?, (4.17)

donde la igualdad se da si, y sélo si, 3 es umbilical en todo punto.

Ahora, usando (4.17) junto con la Proposicién [4.18] llegamos a
n(n—1)H* =S =n(n—1)H* - n*H* + |A|?
= —nH* +|A]? = —nH* + [A]? > 0,
con igualdad si, y solo si, ¥ es umbilical en todo punto. Si nos fijamos, la

condicién de igualdad es equivalente a que Y sea una esfera. Es decir, hemos
obtenido que

n(n —1)H* > S, (4.18)

con igualdad si, y sélo si, ¥ es una esfera.

Fijémonos ahora en que, como ¥ es compacta y estamos tomando el normal
interior, la Proposicion [4.16| y el Corolario [4.17] nos indican que existe un
punto eliptico en el que todas las curvaturas principales son positivas. Este
hecho y la Proposicion 4.18/ nos indican, por un lado, que H es positiva en
todo punto, y por otro lado, que S debe ser una constante positiva, ya que

S =n2H* — |A]? = (tr(A))? — tr(A?) = (Zn: k;> - Xn: =23 kiky.

1<J
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Debido a lo anterior, podemos escribir (4.18]) como

VS < +/n(n—1)H. (4.19)
Ahora, integrando,

) < /n(n— 1)/2Hd2.

Por 1ltimo, tomando cuadrados,
2
SA(X)? <n(n—1) (/ H dE) . (4.20)
b

A continuacién, vamos usar la segunda férmula de Minkowski (4.4]) junto con
la férmula del volumen (4.7)) para obtener lo siguiente:

0= n—1/Hdz+/ S(, N) dS

n(n — 1) /HdE+S/¢N

:n(n—l)/szE—S(n—l—l)V(Q).

Es decir,
n+1
HdY = ). .
/ d = 1)SV( ) (4.21)
Si ahora juntamos (4.20)) y (4.21)), obtenemos
n—+1 2
AX)? < -1 | — M| .
SAY <l - 1) | sVE)

De esta manera, hemos llegado a

n(n —1)A(X)?

(n+ Pve = (422)

donde recordemos que la igualdad se daba si, y solo si, > es una esfera. Por
tanto, nuestro objetivo sera ver que se satisface la desigualdad contraria para



Foérmula de Reilly y aplicaciones 74

asi tener la igualdad. Para ello, sea F' la solucién al siguiente problema de
Dirichlet:

AF = 1 en{

F = 0 en 2.

Observemos ahora que si aplicamos el teorema de la divergencia para varie-
dades con borde (Teorema |4.11)), tenemos lo siguiente:

V(Q) = /QZF dQ = —/ g—jFV ds. (4.23)

Entonces, combinando (4.19) y (4.23) junto con la desigualdad de Schwarz,

[ w2 s [ () o
n(n\—/gl)A(E)< 2—§d2>
VSV (Q)?

~ Jnln - DA®®)

A continuacién, al igual que hicimos en la demostracion del teorema de Ale-
xandrov (Teorema [4.19)), podemos aplicar la férmula de Reilly (4.1)) junto
con el Lema |3.21| para llegar a

/EH <§_§)2 s < Z(fi (4.25)

(4.24)

Si ahora juntamos (4.24)) y (4.25]), obtenemos

V) | VEVE?
n+17 /nn-1A%)

de donde, tomando cuadrados y despejando S,

n(n—1) A(X)?

RS0

Por tanto, como se da la igualdad en (4.22)), tenemos que ¥ es una esfera tal
y como queriamos demostrar. O]
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4.4. El teorema de Lichnerowicz y Obata pa-
ra variedades con borde

Otra de las principales aplicaciones de la férmula de Reilly es una ver-
sion generalizada del teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema para el
caso de variedades con borde. De este teorema generalizado podemos encon-
trar dos versiones muy similares. La primera, debida a Reilly y disponible en
[Rel], es un resultado para el caso en el que la funcién F asociada al primer
valor propio no nulo cumple las condiciones de frontera de Dirichlet, es decir,
F =0 en OM. La segunda versién, disponible en [Es| (y también en [PRS]),
es para cuando F' cumple las condiciones de frontera de Neumann, es decir,
cuando satisface 0F/ON = 0 en OM. Las referencias usadas van a ser los
tres articulos mencionados.

Comenzaremos por la version del teorema dada por Reilly. Para ello nece-
sitaremos hacer uso del siguiente teorema, el cual es una generalizacién del
teorema de Obata (Teorema |3.22)).

Teorema 4.21. Sea M™ una variedad riemanniana compacta con frontera
y supongamos que existe una funcion F no constante satisfaciendo

VzF—l—ch:O en M
F>0 en M
F=0 en OM

con ¢ > 0. Entonces M es isométrica a S (1/\/c), es decir, es isométrica al
hemisferio de radio 1/\/c con la métrica inducida por R™"*1.

A continuacién, vamos a ver el teorema y su demostracion.

Teorema 4.22. Sea M" una variedad riemanniana compacta con frontera
OM y sea \1 el primer valor propio no nulo del operador laplaciano. Supon-
gamos que la funcion propia F asociada a Ay cumple F = 0 en OM y que
existe una constante ¢ > 0 tal que Ric > (n — 1)c. Supongamos ademds que
H > 0 con respecto al campo normal interior. Entonces Ay > nc. Mas aun,

la igualdad se da si, y sélo si, M es isométrica al hemisferio ST} (r) de radio
r=1/y/c en R""

Demostracion. Comenzaremos esta demostraciéon haciendo uso de la formula
de Reilly (4.1 y aplicdndola a nuestro caso particular dado por las hip6tesis
del enunciado.
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/ ((ZF)2 ~ VPP —W(VF,VFD AM

OF\?
- H | =— M.
/aM” (wv) 10

Ahora, fijémonos en que, usando el Lema [3.21] tenemos que
2 1
n

(4.26)

n

n—1

(@) - wer] < - [ER - L @] = @ e

Entonces, combinando las expresiones (4.26) y (4.27) y usando las hipétesis
de que AF + A\ F =0y Ric > (n — 1)c, obtenemos lo siguiente:

/\f/MFQ dM:/M(ZF)z a > " 1/M((ZF)2_|7F|2) M
n

n —

OF\° -
= (/8MnH <a_N) daM+/MR1c(VF,VF) dM>

n OF\? _
> P _ 2
> —— (/E’MnH<aN> dOM + (n 1)C/M|VF| dM)

> nc/ IVE* dM = nc)\l/ F?dM,
M M

donde para la ultima igualdad se ha usado la caracterizacién min-max de Ay
dada por Teorema [1.29

De esta manera, hemos obtenido A; > nc tal y como queriamos.

Supongamos ahora que se da la igualdad \; = nc. Esto quiere decir que en
el Lema también se da la igualdad, por lo que

n n

= —cF.

Por otro lado, por hipdtesis sabemos que F' se anula en la frontera. Ademas,
por ser la funcién propia del primer valor propio no nulo y estar tomando
el normal interior, sabemos que F' > 0 en M. Por tanto, podemos aplicar el
Teorema [4.21| para finalizar nuestra demostracién. O]

A continuaciéon vamos a ver la segunda version de la generalizacién. La de-
mostracion va a ser analoga a la anterior y, de hecho, también necesitaremos
un resultado previo muy similar al Teorema [4.21]
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Teorema 4.23. Sea M" una variedad riemanniana compacta con frontera
y supongamos que existe una funcion F' no constante satisfaciendo

{v2F+ch:0 en M

g—§:0 en OM

con ¢ > 0. Entonces M es isométrica a S" (1/+/c), el hemisferio de radio
1/+/c con la métrica inducida por R™.

Teorema 4.24. Sea M" una variedad riemanniana compacta con frontera
OM convexa y sea \1 el primer valor propio no nulo del operador laplaciano.
Supongamos que la funcion propia F asociada a Ay cumple OF JON = 0 en
OM y que existe una constante ¢ > 0 tal que Ric > (n — 1)c. Entonces
A1 > ne. Mds aun, la igualdad se da si, y solo si, M es isométrica a un

hemisferio de radio 1/+/c en R™*1.

Demostracion. De nuevo, comencemos aplicando la férmula de Reilly (4.1))
a nuestra situacion. De esta manera obtenemos

/ ((BF) ~ |V°FP - Ri(VE VF)) M
M
— [ awp.vs) don
oM
donde f = Fap.
Ahora, usando el Lema tal y como hicimos en (4.27)),

/ Ric(VF,VF) dM + / (A(Vf),Vf)ydoM

oM

— [ (@ry - vrp) av <" [ (&F)° aw.

n

Si a continuacién usamos la hipotesis de que OM es convexa, es decir que
(AX, X) > 0 con respecto al normal interior para todo campo X € X(0M),
junto con la hipdtesis sobre la curvatura de Ricci, llegamos a

1 — N2 1 -
E/M(AF) av > (/MRM:(VF,VF) dM+/6M<A(Vf),Vf> d@M)
2~ ! 1/ Ric(VF,VF)dM > c/ |VF*dM.
- M M

Ahora, si nos fijamos,

/ (AF)* dm _/ (—\F)? dM = Af/ F2 dM,
M M M



Foérmula de Reilly y aplicaciones 78

por lo que

lAf/ F? dM:l/ (AF)? dMZc/ VF|? dM.
n M M M

n

Es decir, o

A2 S [y IVE?dM B

ne = [,FrdM 7"
donde para la ultima igualdad se ha usado la caracterizacién min-max de Ay
dada por el Teorema |1.29]

Asi, A\ > nc como queriamos demostrar.

Supongamos que tenemos la igualdad A\; = nc. Esto quiere decir que se da la
igualdad en el Lema m y que por tanto VF + cF = 0. Ademas, como por
hipétesis tenemos que OF/ON = 0 en 0M, podemos aplicar el Teorema
para obtener que entonces M es isométrica a un hemisferio de radio 1/4/c
con la métrica inducida por R"+. O]



Capitulo 5

Estimaciones del primer valor
propio del operador laplaciano

A lo largo de esta memoria hemos demostrado varios resultados y hemos
podido estudiar algunas de sus aplicaciones més importantes. En este capitulo
podremos ver cémo muchos de esos resultados se pueden combinar para dar
lugar a estimaciones del primer valor propio no nulo del operador laplaciano.
Esto no es nuevo en la memoria, puesto que ya en el Capitulo [3| pudimos
ver una primera estimacién para variedades dada por una desigualdad (el
teorema de Lichnerowicz y Obata, Teorema , incluso demostramos que la
igualdad se daba en el caso de las esferas. También en el Capitulo [4] pudimos
ver resultados de este tipo extendidos al caso de variedades con borde.

El objetivo del actual capitulo serd estudiar mas estimaciones trabajando
con hipersuperficies, tanto inmersas como embebidas. De estas estimaciones,
cabe destacar el hecho de que en casi todas ellas la igualdad se va a dar en
el caso de que la hipersuperficie sea una esfera.

5.1. Resultados de Reilly

Vamos a comenzar por unos resultados demostrados por Reilly, en 1977, en un
articulo titulado On the first eigenvalue of the Laplacian for compact subma-
nifolds of Fuclidean space (véase [Re2]). Tal y como dice el propio Reilly en
su articulo, su idea no es completamente nueva y esta inspirada en el articulo
Extrinsic bounds on Ay of A on a compact manifold, publicado en 1976 por
Bleecker y Weiner (véase [BW]). La diferencia entre estos dos articulos esta
en la codimension con la que se trabaja; mientras que Bleecker y Weiner

79
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trabajan con codimensién arbitraria, Reilly se centra en las hipersuperficies.

A continuacién, vamos a ver algunos resultados del articulo [Re2] junto con
unas pocas definiciones y proposiciones previas.

Definicién 5.1. Sea X" una hipersuperficie inmersa en el espacio euclideo
con v : X* — R"*! la inmersién. Se define el centro de masas de ¥ como

1
i o

donde recordemos que A(X) es el volumen n-dimensional de X.

Proposicion 5.2. Sea X" una hipersuperficie inmersa en el espacio euclideo
mediante ¢ : X" — R"TL. Entonces, si suponemos que X tiene centro de
masas ¢, se cumple

/Z(w—c)dE:O.

Demostracion. Por ser c el centro de masas,

/Z(@/) —c)d¥ =cA(X) — / cd¥ =cA(X) — cA(X) =0. O

by

Lema 5.3. Sea X" una hipersuperficie compacta inmersa en el espacio euclideo
mediante 1) : ¥ — R y con centro de masas c. Entonces,

A < nA(x)
gl =P dy’

donde la igualdad se da si, y solo si, la hipersuperficie es igual a una esfera
S™*(¢,r) con r > 0.

Demostracidn. Sea F : R"™ — R definida por F(z) = (x — ¢,a) con
a € R un vector fijo de norma uno. Consideremos ademéas f = F o1, es
decir, f(p) = (¢(p) — ¢, a). Ahora, usando la Proposicién [5.2| tenemos

/Ede:/Zw—c,a)dz:</E(¢—c)dz,a>:o.

Entonces, si consideramos f; = (¢ — ¢, ¢e;) = (¢ — ¢); con {e1,...,e 11} la
base candénica en R"1, estas funciones también cumplen [, f; = 0 para todo
ie{l,...,n+ 1}, asi que podemos aplicarles el Teorema para obtener

NS
LR
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Ahora, usando la Proposicion [1.42],

Jo (1= (e, N)?) dE A(E) — [y N2dS
fz f7d% B fz f2dx

Al/ff dEgA(Z)—/Nf dy.
P >

Si sumamos todas las coordenadas tenemos

50 L) < (o0 100

A1 <

Asi,

Entonces,
n+1 n+1 n+1
[ paseyam) - [Yoazas
¥ =1 i=1 ¥ =1
por lo que

A /E W — c? dZ < (n + DA(TD) — A(E) = nA(D).

A continuacién vamos a caracterizar cuando se da la igualdad. Para ello, por
la caracterizacién min-max (Teorema , sabemos que ésta se dard si f; es
funcion propia del primer valor propio no nulo. Es decir, si Af; + A f; = 0.
Esto es equivalente a

A —c)+ M —c) =0,
de donde, usando la férmula de Laplace-Beltrami (|1.8)),

nHN + A\ (¢ —¢) = 0. (5.1)

Ahora, tomemos X € X(M). Entonces, derivando y usando la férmula de
Weingarten (|1.5)) obtenemos lo siguiente:

0=Vx(nHN + (¢ —c) =nX(H)N —nHAX + )\ X. (5.2)

[gualando partes tangentes en (5.2)) obtenemos

X(H) =0
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para todo campo X € X(M), de donde podemos deducir que H es constante.

Por otro lado, si en vez de las partes tangentes igualamos las partes normales

en ([5.2)), tenemos que
—nHAX + M X =0

para todo X € X(M), por lo que H # 0 (puesto que si H fuera constante-
mente cero entonces el campo X también lo serfa y no tendria sentido).

Entonces, tomando normas en (5.1)) y usando que H es constante y distinta
de cero, llegamos a lo siguiente:

M) —c)=-—nHN = MY —cf*=n*H* = |—cf*=

Por tanto, ¥ es una esfera S"(c,r) con r = n?H?/\? tal y como queriamos
demostrar. N

Teorema 5.4. Sea X" una hipersuperficie compacta e inmersa en el espacio
euclideo mediante 1) : X — R Entonces, el primer valor propio no nulo
del laplaciano, \i, cumple

A < W/EHZ dx, (5.3)
nA(Y) 5
o n2(n — 1) ([, H2 dx)’ /ES R (5:4)

nA(x%)?
(Jol = e, N) dx)*

donde c es el centro de masas de la hipersuperficie. Ademds, en cualquiera
de las desigualdades la igualdad se da si, y sdlo si, ¥ es una esfera S™(c,r)
con r > 0.

A < (5.5)

Demostracion. Para demostrar comenzaremos multiplicando cada uno
de los miembros de la desigualdad del Lema[5.3|por la integral de la curvatura
media al cuadrado. De esta manera, usando la desigualdad de Schwarz junto
con la primera formula de Minkowski y el hecho de que

H(p —¢,N) <[H(p — ¢, N)| < [H|[¢ — ],
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obtenemos lo siguiente:

s (o) [ )
>[Il - o dz) |
ST

“ (_/21@12) — MAD

La demostracién de (5.4]) es andloga, pero en este caso multiplicaremos por
la integral de la curvatura escalar al cuadrado y usaremos la segunda formula
de Minkowski (4.4)).

nA(Z)/ES2 4= > A, (/E\qp—cy? dE) (/252 dE)
w([1se-das)
o ([ s -eman)
A P
_ an¥(n—1)? (/HdE).

Por dltimo, la demostracién de (5.5)) es la siguiente:

RAD)? > A, (/Z I — of? d2> A(D)

=\ </Z|1/z—c|2d2>2</212d2)
A (/E]@b—ddZ) |
>\, (/E<¢—C,N>d2> |

La igualdad en los tres casos es consecuencia directa del Lema [5.3] ]
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Corolario 5.5. Si ¢ : ¥ — R es un embebimiento de manera que
Y = 09 con Q un dominio con clausura compacta, entonces

nA(X)?
(n+1)2V(Q)*

A1 <

con igualdad si, y solo si, Q es una bola y 02 = X es una esfera.

Demostracion. Si aplicamos la férmula del volumen (4.7)) a la expresién (5.5)
del Teorema [5.4], obtenemos

nA(x)? > N\ (/Ew — ¢, N) d2>2 =\ (n+1)2V(Q)?

con igualdad si, y sélo si, 3 es una esfera S"(¢,r) con r > 0. ]

5.2. Resultados de Garay

Los siguientes resultados que vamos a ver proceden del articulo publicado por
Garay en 1989 y titulado An application of Reilly’s formula (véase [Gal). En
dicho articulo se estudia una aplicacién directa de la férmula de Reilly
a los ovaloides. La referencia usada para esta parte es el propio articulo [Gal.

Definicién 5.6. Un owaloide en R™™! es una hipersuperficie compacta y
embebida con curvatura de Gauss-Kronecker distinta de 0 en todo punto.

Observemos que si 3 es un ovaloide entonces k;(p) > 0 para todo punto
p € X si tomamos N el campo normal interior. Y esto es equivalente a que
el operador forma A, sea definido positivo en todo p € X.

Teorema 5.7. Sea ¥ un ovaloide con su embebimiento dado por la aplica-
cion v ¥ — R™! y sea Q el dominio reqular encerrado por ¥ con §
compacto. Consideremos sobre Y la orientacion inducida por N el normal
unitario intertor. Entonces,

, (n+1DV(Q)

H>——~ "~
Y 16 B
donde r es el radio de la esfera circunscrita alrededor de X3. Ademds, se da la
igualdad si, y solo si, 3 es una esfera de radio v y centro el centro de masas
de la hipersuperficie.
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Demostracion. Sea ¥ la hipersuperficie del enunciado y supongamos que
S™(e,r) es la esfera circunscrita a su alrededor con ¢ el centro de masas
de la hipersuperficie.

Como nuestro espacio ambiente es R"! la férmula de Reilly (4.1]) queda de
la siguiente forma:

/Q<(ZF)2—|VQF|2> dQ
:/E<<A(Vf>,Vf>+nH (%)2—2%Af) as.

Vamos a aplicar la férmula ((5.6) a la funcién F(z) = |z — c|>. Entonces, por
la Proposicién [1.40] se tiene que

/Q<(ZF)2_|72F|2> dQ:/Q[(2(n+1)>2_4(n+1ﬂ 46

:4(n+1)(n+1—1)/1dQ

(5.6)

—4(n+ 1)nV(Q).

Para el segundo miembro de (j5.6)), usando la férmula del volumen (4.7]) ob-

tenemos
[ (v (55) - 20yar) e
= /E [nH (2( — ¢, N))* = 2(2(¢ — ¢, N)) (2n + 2nH (1) — ¢, N))] d%
= /E (4nH (¢ — ¢, N)* — 8n(yp — ¢, N) — 8nH () — ¢, N)?) dX
= /Z (—=8n{y — ¢, Ny —4nH (¢ — ¢, N)*) d¥
= —8n[—(n+ 1)V(Q)] - 4n/E H{p —c¢,N)*d¥

— Sn(n+ 1)V(Q) - 4n/ H{— ¢, NY? .

Entonces,

/(A(Vf), V) dS = —dn(n + DV(Q) + 4n/ Hip— e, NY2dS.  (5.7)
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Ahora, dado p € ¥ y usando que X es un ovaloide (nétese el hecho de que
hasta ahora no habiamos necesitado la hipétesis), observemos que

/E (A(V£(p)), V(p)) dS > 0,

donde la igualdad se da si, y sélo si, Vf(p) = 0. Es decir, la igualdad se da
cuando f = [¢p — ¢|?> = r?, lo cual es equivalente a decir que ¥ C S*(c, ).
Ademas, como ¥ es compacta, esto ultimo implica que X es igual a la esfera.

Por otro lado, como 0 < H <méx H y (¢ — ¢, N)* < |[¢p — ¢|* < r?, entonces
H{ip —c,N)? < [t — c|* méx H < r* méx H. (5.8)

Usando (5.7 junto con (5.8)) obtenemos

0< [ (ACVS(). V1)) 45 < dn [~(n+ DV(Q) +r*A(S) mix H].

por lo que
—(n+1)V(Q) +r*A(X) méx H > 0.
Entonces,
, (n+1)V(Q)
H> —
maEt = ToarE)
con igualdad si, y sélo si, ¥ = S™(¢, r). ]

Proposicion 5.8. Sea X un ovaloide con embebimiento v : X — Ry
sea ) el dominio reqular encerrado por ¥ con ) compacto. Consideremos
sobre X la orientacion inducida por N el normal unitario interior. Entonces,
(n+ 1)V (Q)

nA(%)
con igualdad si, y solo si, ¥ es una esfera de radio r y centro el centro de
masas de la hipersuperficie.

max H Z )\1,

Demostracion. Si partimos de la expresion (5.7)) del Teorema y UsSamos
la desigualdad (5.8)) y el Lema [5.3] obtenemos lo siguiente:

0< —dn(n+1)V(Q) + 4n/ H(ip — ¢, N)* d¥
)

< —4n(n+1)V(Q) + 4n/ [v — c* médx H d¥
Y
nA(x)
1

=4dn |—(n+ 1)V (Q) + )\EA(E) méxH] .

< —dn(n+1)V(Q) + 4nméx H
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Por tanto,

—(n+D)V(Q) + )\ﬁA(E) méx H > 0,
1

con igualdad si, y solo si, ¥ es una esfera. ]

5.3. Una estimacién para hipersuperficies mi-
nimales

Los proximos resultados que van a aparecer en la memoria proceden del
articulo A first eigenvalue estimate for minimal surfaces, publicado en 1983
por Choi y Wang (véase [CW]). En este articulo se vuelve a ver una aplicacién
de la férmula de Reilly que nos permite obtener una cota para el primer
valor propio no nulo. La referencia usada sera el articulo original [CW].

Teorema 5.9. Sea X" una hipersuperficie compacta y minimal (es decir,
con curvatura media H igual a cero) embebida en una variedad riemanniana

et compacta. Supongamos que la curvatura de Ricci de M estd acotada
inferiormente por una constante positiva c. Entonces A\(X) > ¢/2, donde
M(X) es el primer valor propio del laplaciano de 3.

Demostracion. Como la curvatura de Ricci de M es estrictamente positiva y
M es compacta, el primer nimero de Betti de M es cero aplicando el Coro-
lario - Combinando esto con la hipétesis de que M y ¥ son orientables
se tiene, por el teorema generalizado de Jordan-Brower, que ¥ divide a M
en dos componentes )y y {5 tales que 02; = ¥ = 9y (para mas detalles
véase [Wh| y [Wi)).

Sea f una funciéon propia de ¥ asociada al primer valor propio no nulo, es

decir, tal que Af + A1 f =0, donde A\; = A\(X). Ademds, sea F' la solucién
al siguiente problema de Dirichlet:

{ AF = 0 (en Q)
Flog, = Flz = f

Vamos a usar la formula de Reilly (4.1) tomando N; el normal interior con
respecto a € y A; el operador forma asociado a N;. Entonces, como AF = 0
en 21, H = 0 por ser ¥ minimal y Af = —\;f, la féormula queda de la



Estimaciones del primer valor propio del operador laplaciano 88

siguiente manera:

oF
/E (A(V 1),V f) dE + 24 /E S

=— | [V°F|2ao, —/ Ric(VF,VF) d.
Q1

951

Ahora, usando que — [, ]WQFP dQ; < 0y que Ric(VF,VF) > c|VF?
obtenemos

OF =
/(Al(Vf),Vﬁ d2+2)\1/ Ml ris<—c [ VPR
= » 0N o8
Supongamos que [ (A1(Vf), Vf) dX >0, en ese caso
— OF
— FPPdQy > 2\ [ = fd%.
091|V| 12 128N1f
Usando el teorema de la divergencia (Teorema [4.11)) y la Proposicién [I.13]
OF

O s = / (VF, N f dOQ, — / (FVF, Ny) o9,
EaNl o0 o0

_ / &V (FYF) do, = — / (VF(F) + fdv (VF)) do,

1951

= —/ (IVEP + fAF) dQy = — [ |[VF|* d.
Q1 Q1

De esta manera,
—c/ VP A0, > —2>\1/ VP A0,
Ql Q1

lo cual implica que

(2A\1 —c¢) [ |[VF[*dQ; > 0.
1951

Por tanto, como la integral es estrictamente positiva por ser F' no constante,
entonces A\; > ¢/2.

En el caso de que [(A(V[),Vf) dE < 0, trabajarfamos en €, tomando
N5 el normal interior con respecto a {25. De esta manera, como No = —Ny y
Ay = — A1, tendriamos

/E<A2(Vf)7Vf> dy = —/E<A1(Vf),w> dy >0

y podriamos proceder como hemos hecho antes. O
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Corolario 5.10. Sea X una hipersuperficie compacta minimal embebida en
S™ (la esfera usual de curvatura seccional 1). Entonces A\i(X) > n/2.

Demostracion. Este corolario es una aplicaciéon directa del Teorema [5.9]
puesto que una hipersuperficie compacta embebida en S"*! es orientable
y la curvatura de Ricci de S™*! es n, ya que, por la Proposicién [1.36]
R(X,Y)Z = (X, Z2)Y — (Y, Z)X y entonces, dado un sistema referencial
ortonormal local {Ey, ..., E, 1}, se tiene

Ric(X,Y) =Y (R(X, E)Y, E) = > ((X,YNE;, Ei) — (B, Y)(X, E;))

i=1 =1

= (X,Y) Z 1-— Z(E YWX,E) = (X,Y)(n+1)— (X,Y)
= n(X, Y).ﬁ : 0

Para ver mds aplicaciones del Teorema[5.9| podemos usar un resultado proba-
do por Yang y Yau en 1980 (véase [YY]) que nos dice que dada una superficie
riemanniana de género g y drea A, se tiene que \jA < 8xn(g+ 1).

Corolario 5.11. Sea ¥? una superficie compacta y minimal embebida en

. 3 , .
una variedad M~ compacta. Supongamos ademds que la curvatura de Ricci
de M estd acotada inferiormente por una constante positiva c. Entonces

A<l16m(g+1)/c.

Corolario 5.12. Sea X una superficie minimal compacta embebida en S3.
Entonces A < 8m(g+1).

5.4. Un resultado de Deshmukh

El dltimo resultado que vamos a ver en esta memoria procede de un articulo
titulado Compact hypersurfaces in a Fuclidean space y publicado en 1998
por Deshmukh (véase [De]). En este articulo, en vez de dar una cota para
el primer valor propio no nulo se demuestra que si éste esta acotado de una
cierta forma, entonces la hipersuperficie tiene que ser una esfera.

Teorema 5.13. Sea X una hipersuperficie compacta, con curvatura de Ricci
definida positiva e inmersa mediante 1 : X — R, Si la curvatura escalar
S y el primer valor propio no nulo del operador laplaciano \i satisfacen la
desigualdad S < \i(n — 1), entonces M es isométrica a una esfera en R™™1,
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Demostracion. Sea Y la hipersuperficie del enunciado y supongamos que tie-
ne centro de masas c. Ademas, sean [ y ¢ las funciones definidas en X de la
siguiente forma:

f=gh—cf y o=(w-cN).

Por ser ¥ una hipersuperficie, sabemos que 1) — ¢ = (¢ —¢) " +@N. Pero, por
la Proposicién Vf=(—c)", porloquet—c=Vf+¢N. Entonces,
dado X € X(X) y usando la férmula de Weingarten (1.5),

(X, Vo) = X(¢) = X({ = ¢, N)) = (Vx (¢ =€), N) + () = ¢, VxN)
= (X,N) — () — ¢, AX) = —(Vf + ¢N, AX)
= —(V[,AX) — (N, AX) = (-A(V[), X)

para todo X € X(X), por lo que V¢ = —A(Vf).

Sea {F1,..., E,} una base ortonormal local de T, entonces
div(A(Vf)) = tr(V(A(V[))) = tr(Y = Vy (A(V)))

= > (V5 (AV).E)

= (Ve AV E)+ > (A(VE V), E).

i=1 i=1

Ahora, si recordamos, en la demostracién de la Proposicion [1.40]obtuvimos la
expresion (|1.12)), que con nuestra actual notacién serfa de la siguiente forma:

VxVf =X+ ¢AX. (5.10)

Por otro lado, se cumple que nVH = )" (Vg A)E;. Para demostrar esto,
tomemos X € X(X) y usemos la ecuacién de Codazzi ((1.6). De esta forma
tenemos

(VH, X) = X(H) = X (tx(4)) = Vx(tr(4))

- %tr(VXA) = %Z((VXA)EiaEi> (5.11)

=1

- % Z((VEZ_A)X, E) = (X, % Z(VEiA)Eﬁ-
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Partiendo de (5.9) y usando las expresiones (5.10)) y (5.11)) obtenemos
div(A(V f)) = Z«VE Z (VEV/).E

- Z (Vi A ,Ei) + Z(AEia E;) + Z<A¢AEi> E;)

i=1 =1

_ Z((inAxv 1), E:) +nH + ptr(A%)
—Z (Vf,(VE,A)E) +nH + ¢| Al

= (Vf, Z Vi A)E) +nH + ¢|A]?
<Vf,VH) +nH + ¢|A]?,

es decir,
div(A(Vf)) =nVf(H) +nH + ¢|A. (5.12)

Por otro lado, usando la Proposicion |1.13]

¢div(A(Vf)) = div(eA(V f)) — AV f)(¢)
— div(6A(VS)) = (A(V/), V0) 519
= div(¢A(Vf)) + (A(V[), AV [)) '
= div(pA(V ) + [AV )
Ahora, combinando las expresiones y , llegamos a
div(@A(Vf)) + [AV)* = ndV f(H) + nHo + ¢°| A" (5.14)
Observemos que, de nuevo por la Proposicion [1.13
div(HoV f) = ¢V f(H) + Hdiv(¢V f). (5.15)
Usando ([5.15)) en ([5.14]) tenemos que
. 2
Aiv(BA(V1) + AT ) 516)

= ndiv(H¢V f) — nHdiv(¢V f) +nHo + $*| Al
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Si ahora tenemos en cuenta que V¢ = —A(V f) junto con la Proposicién m
y la Proposicién [1.40] podemos observar lo siguiente:

(AVS), V) ==(Ve,Vf)==V[(¢) = —div(¢V [) + dAf
= —div(¢Vf) + no(l + Ho).

Ahora, multiplicando por nH,
nH{A(VF),Vf) = —nHdiv(¢Vf) +n*Hp(1 + Ho). (5.17)

A continuacién, combinando ([5.16|) y ((5.17)) junto con la Proposicién [4.18]

/EnH<A(Vf),Vf> dE:/E(—aniv(¢Vf)+n2H¢(1+H¢)) dy

ziéxdw@WKVfD—%VKVfNQ—dh4RH¢Vf)
—nH¢ — ¢*| AP + n’Hp(1+ Ho)) dS
_ /2 (div(GA(Y f)) — div(nHOV f) — nHe) dS

AV 4% 2(n?H? — |AP?) d=
+ [1awppas+ [ g - jap)
- / n*He d¥
b
=/ |A(Vf)|2d2+/¢25 dy
) b))
+ / (n®H¢ —nHg) d%
3
+ [ (@v@A(v ) - div(nHov ) ds.
b
Es decir,
[, v as
b
—/ AV )P d2+/¢2s d2+/ (n*Ho —nHg) d¥  (5.18)
by b)) D)
+/ (div(pA(Vf)) — div(nHpV f)) dX.
b))
Por la primera férmula de Minkowski (4.3)),

/ZH¢ 45 = —A(%),
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por lo que

/ (n"H¢ —nHe) d¥ = —n*A(X) + nA(X)

— (n—n?)A(X) (5.19)

=—n(n—1)AX).

Por otro lado, usando el teorema de la divergencia (Teorema [1.20)), sabemos
lo siguiente:

/ (div(pA(Vf)) —div(nH¢V f)) dX = 0. (5.20)
2
Retomando ([5.18]) y teniendo en cuenta (5.19) y (5.20)), obtenemos

/ WH(A(Y £),V f) d5
> (5.21)

:/E\A(w)\2 d2+/2¢25 a5 — n(n — DA(T).

Como c es el centro de masas, sabemos que satisface fE Y —cdX =0 por la
Proposicion , asi que podemos aplicar la caracterizacién min-méx (Teore-

ma [1.29)) para llegar a

nA(x)

/Z ¢ — [’ dT < S (5.22)

Ahora, tomando normas en ¢ — ¢ = Vf + ¢N obtenemos

[ —c* = [VfI* +¢" (5.23)

A continuacién, combinando (5.22) y (5.23)), y usando la hipédtesis sobre la

curvatura escalar, llegamos a la siguiente expresion:

25 S = / (6 — o — |V F%)S s
>

by

<nn =) [ (16— = [V/P) a5
< M(n—1) (%@)—/waﬁdz)

1

=n(n—1)AX) — M\(n— 1)/2|Vf|2 dx



Estimaciones del primer valor propio del operador laplaciano 94

Entonces, si volvemos a ((5.21)),
/ nH(A(Vf),Vf)dE < / |A(Vf)]? d%,
2 2

de donde
[ nHamn. v as - [ JA@HP s <o
> >

Por otro lado, si usamos la expresion (4.10]) obtenemos

/ Ric(Vf,Vf) dE = n/ H(A(Vf),Vf)dx — / |A(Vf)]? d3.
) ) b
De esta manera, hemos obtenido

/ Ric(Vf, V) dS < 0,
¥

pero por hipdtesis la curvatura de Ricci es definida positiva, por lo que V f =
0. Por tanto, como X es conexa, f es constante digamos que a r%/2, y por
tanto X es una esfera de radio r y centro c. O]
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