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Índice alfabético 94
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Introducción

Los valores propios del operador laplaciano han ocupado siempre un lugar
privilegiado en las investigaciones de Análisis Geométrico. Además, su desa-
rrollo se produjo tan rápidamente que, en 1984, Chavel sintió la necesidad
de escribir [Ch1] para facilitar el estudio de esta rama a los que quisieran
iniciarse, ya que consideraba que en los últimos quince años se hab́ıa produ-
cido un avance tan grande de temas y técnicas que era necesario actualizar
el libro de referencia de dicha época [BGM], publicado en 1971 por Berger,
Gauduchon y Mazet.

Hoy en d́ıa, el estudio de los valores propios sigue siendo una de las prin-
cipales ramas de investigación, por lo que es natural preguntarnos a qué se
debe el interés en este tema. Una de sus principales aplicaciones es el hecho
de que nos permiten obtener información sobre las variedades con las que
estamos trabajando. Como ejemplo puede tomarse el teorema de Lichnero-
wicz y Obata (véase [Li2] y [Ob]) en el que, bajo unas ciertas hipótesis, se
obtiene que el primer valor propio no nulo satisface una desigualdad que se
convierte en igualdad en caso de estar trabajando con una esfera. Resultados
aśı no seŕıan posibles sin la fórmula introducida por Bochner en [Bo]. Dicha
fórmula, conocida comúnmente como fórmula de Bochner-Lichnerowicz, da
lugar a otras muchas (conocidas bajo el mismo nombre) que a su vez dan
lugar a diversas situaciones y aplicaciones.

El objetivo de esta memoria será estudiar la fórmula de Bochner-Lichnerowicz
y ver algunas de sus aplicaciones más importantes. Tendrá especial importan-
cia la fórmula de Reilly (véase [Re1]), puesto que nos permitirá descubrir aún
más aplicaciones, entre las cuales tendremos varias estimaciones del primer
valor propio no nulo del operador laplaciano.

En cuanto a la estructura de la memoria, encontraremos cinco caṕıtulos
que están al mismo tiempo diferenciados y relacionados entre śı mediante
la fórmula de Bochner-Lichnerowicz. A continuación, veremos una descrip-
ción de cada uno de estos caṕıtulos y sus secciones.
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Introducción 2

En el primer caṕıtulo, dividido en cinco secciones, se han englobado todos
aquellos conceptos y resultados que, aunque no forman parte estrictamente
del objetivo propuesto, son fundamentales para poder llevarlo a cabo.

La primera sección comienza con el concepto de métrica y variedad rieman-
niana, acabando con la conexión de Levi-Civita. Después, en la segunda
sección se definen los operadores asociados a la métrica que van a usarse
durante el resto de la memoria y cuyas definiciones y propiedades conviene
tener claras. En la tercera sección veremos conceptos básicos sobre los valores
propios del operador laplaciano, de gran importancia si queremos hacer esti-
maciones de su primer valor propio no nulo. Por último, en las dos secciones
restantes aparecerán definiciones y fórmulas relacionadas con la curvatura y
las hipersuperficies, prestando especial atención al cálculo de algunos de los
operadores estudiados en la segunda sección aplicados a funciones concretas.

En el segundo caṕıtulo, compuesto por dos secciones, aparecerá la fórmula
que da nombre a la memoria. Concretamente, en la primera sección veremos
cuatro versiones de dicha fórmula y demostraremos cada una de ellas. En
la segunda, veremos aplicaciones a los campos armónicos y los campos de
Killing, llegando a demostrar que si se tiene una variedad compacta con cur-
vatura de Ricci definida positiva (resp. definida negativa), no existen campos
armónicos (resp. de Killing) distintos del campo X = 0.

El tercer caṕıtulo, dividido en tres secciones, tiene como objetivo demostrar
el teorema de Lichnerowicz y Obata mencionado anteriormente. Para ello, en
la primera sección estudiaremos los valores propios del operador laplaciano
en la esfera. Una vez demostrado el teorema que los caracteriza, en la segunda
sección pasaremos a demostrar los teoremas de Myers y Cheng, necesarios
para cumplir con el objetivo de este caṕıtulo. Por último, en la tercera sección
demostraremos el teorema que queŕıamos. Cabe destacar que para demostrar
la caracterización tomaremos dos caminos, el que usa los teoremas de Myers
y Cheng (véase [Li1]), y el original de Obata (véase [Ob]).

Durante el cuarto caṕıtulo estudiaremos la fórmula de Reilly. Este caṕıtulo
estará dividido en cuatro secciones de entre las cuales la primera servirá como
preliminares, pues introduce las variedades con borde que son fundamentales
para la fórmula. Una vez demostrada ésta durante la segunda sección, pasa-
remos a ver dos de sus principales aplicaciones: el teorema de Aleksandrov
(véase [Al1]) y el teorema de Ros (véase [Ro2]). Estos dos teoremas tienen
gran importancia, puesto que el teorema de Aleksandrov demuestra que las
únicas hipersuperficies compactas con curvatura media constante embebidas
en el espacio eucĺıdeo son las esferas y el teorema de Ros demuestra que su-
cede lo mismo para curvatura escalar constante. Una vez demostrados estos
dos resultados, en la cuarta sección veremos dos generalizaciones del teorema
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de Lichnerowicz y Obata para el caso de variedades con borde. La primera de
las generalizaciones, demostrada por Reilly en [Re1], es para cuando la fun-
ción propia asociada al primer valor propio no nulo cumple las condiciones de
frontera de Dirichlet. En cambio, la segunda es para cuando se satisfacen las
condiciones de frontera de Neumann. El primero en demostrar esta segunda
generalización fue Escobar en [Es].

Por último, en el quinto caṕıtulo combinaremos los resultados anteriores (y
demostraremos algunos nuevos) para obtener varias estimaciones del primer
valor propio no nulo del laplaciano. De entre los resultados usados para llegar
a dichas estimaciones destacan la primera y segunda fórmula de Minkowski
y la llamada fórmula del volumen. El caṕıtulo estará dividido en cuatro sec-
ciones cuyos nombres vienen dados por los art́ıculos en los que se centran.
En primer lugar, se estudiará un art́ıculo de Reilly, [Re2], en el que el au-
tor usa su fórmula para llegar a varias estimaciones del primer valor propio
trabajando con hipersuperficies inmersas en el espacio eucĺıdeo. En segundo
lugar usaremos un art́ıculo de Garay, [Ga], en el que de nuevo se obtienen
estimaciones aunque en esta ocasión trabajando con ovaloides. La tercera
sección, debida al art́ıculo [CW] de Choi y Wang, está centrada en obtener
estimaciones para hipersuperficies minimales. Para finalizar, estudiaremos el
art́ıculo [De] de Deshhmukh en el que se demuestra que si el primer valor pro-
pio satisface una determinada desigualdad entonces la variedad es isométrica
a una esfera.





Caṕıtulo 1

Preliminares

Vamos a comenzar recordando algunos conceptos y resultados que, aunque
posiblemente sean conocidos por los lectores, conviene tenerlos en mente
para que la lectura del resto de caṕıtulos no se vea dificultada por contenidos
que realmente no forman parte del objetivo central de esta memoria. Sin
embargo, no me detendré mucho en ellos ni en sus demostraciones, puesto
que han sido ampliamente tratados durante el Grado en Matemáticas y el
Máster en Matemática Avanzada de la Universidad de Murcia.

A lo largo de la memoria usaremos la notación habitual para referirnos al
espacio eucĺıdeo de dimensión n, Rn, y a la norma eucĺıdea. Asimismo, dado
un vector x ∈ Rn, denotaremos por xi a sus coordenadas (respecto de la base
canónica) y escribiremos x = (x1, . . . , xn). Por otro lado, para las esferas de
dimensión n usaremos la notación usual en la que Sn(c, r) es la esfera de
centro c y radio r. Además, en el caso concreto de que el centro sea el ori-
gen de coordenadas denotaremos dicha esfera por Sn(r). También tendremos
que tener en cuenta que, durante toda la memoria, vamos a considerar que
las variedades con las que estamos trabajando son siempre conexas, incluso
cuando estemos tratando con hipersuperficies o sus variedades ambiente.

1.1. Geometŕıa riemanniana

Todos los resultados de la memoria van a girar en torno a variedades rie-
mannianas, por lo que a continuación recordaremos su definición. En esta
sección también veremos qué es una conexión y qué caracteŕısticas cumple la
conexión de Levi-Civita. Para encontrar explicaciones más detalladas puede
consultarse [On].
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Preliminares 6

Definición 1.1. Dada una variedad diferenciable M , decimos que g es una
métrica (o un tensor métrico) en M si es un campo tensorial de tipo (0, 2),
no degenerado, simétrico y con ı́ndice constante.

Es decir, podemos ver g como una aplicación diferenciable que a cada punto
p ∈M le asigna un producto escalar gp en el espacio tangente TpM de manera
que el ı́ndice de cada gp es el mismo para todo p ∈M .

Definición 1.2. Decimos que (Mn, g) es una variedad semi-riemanniana de
dimensión n si M es una variedad diferenciable de dimensión n equipada con
una métrica g.

De esta manera, cuando estemos hablando de una variedad semi-riemanniana
nos estaremos refiriendo a un par ordenado (M, g), aunque para simplificar
la notación, cuando la métrica esté clara nos referiremos a ella simplemente
como M .

Como hemos visto, dada una métrica g en una variedad M , sucede que todos
los productos escalares gp con p ∈ M tienen un ı́ndice común. Llamaremos
ı́ndice de M a dicho número.

El ı́ndice de una variedad M puede tomar valores entre 0 y la dimensión de
la variedad. Durante la memoria trabajaremos con el caso particular en el
que es igual a cero, es decir, cuando tenemos una métrica riemanniana.

Definición 1.3. Decimos que (Mn, g) es una variedad riemanniana de di-
mensión n si M es una variedad diferenciable de dimensión n y g es una
métrica riemanniana, es decir, una forma bilineal, simétrica y definida posi-
tiva.

Durante toda la memoria consideraremos que estamos trabajando con la
métrica riemanniana, por lo que, al estar clara la métrica g y con el objetivo
de simplificar la notación, usaremos la notación 〈 , 〉 para hacer referencia a
dicha métrica. Es decir,

〈v, w〉 = g(v, w) si v, w ∈ TpM, y

〈X, Y 〉 = g(X, Y ) si X, Y ∈ X(M).

A continuación, dados dos campos de vectores X e Y en una variedad rie-
manniana M , nos gustaŕıa definir un nuevo campo de vectores, ∇XY , cuyo
valor en cada punto p ∈M exprese cómo cambia Y en la dirección indicada
por Xp.
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Definición 1.4. Una conexión ∇ en una variedad riemanniana M es una
aplicación ∇ : X(M) × X(M) −→ X(M) tal que para todo X, Y ∈ X(M) y
f ∈ C∞(M) satisface

1) ∇XY := ∇(X, Y ) es C∞(M)-lineal en la primera variable,

2) ∇XY es R-lineal en la segunda variable, y

3) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY (regla de Leibniz).

Llamaremos a ∇XY derivada covariante de Y con respecto a X para la
conexión ∇.

Si observamos detalladamente las condiciones de la Definición 1.4, podemos
ver que la condición 1) nos asegura que esta derivada covariante es tenso-
rial en X, por lo que para un vector tangente v ∈ TpM tenemos un vector
tangente bien definido ∇vY = (∇XY )p con X un campo de vectores tal que
Xp = v. Por otro lado, 3) muestra que ∇XY no es tensorial en Y .

Una vez visto esto, podemos refinar un poco más nuestro objetivo. Se trata
de ver que para cada variedad riemanniana existe una única conexión que
satisface dos nuevas condiciones, 4) y 5), además de las tres ya vistas. Sin
embargo, antes tenemos que ver una definición.

Definición 1.5. Dados dos campos diferenciables X e Y sobre una variedad
diferenciable M , definimos el corchete de Lie de X e Y , [X, Y ], como el único
campo de vectores que cumple

[X, Y ] = X(Y (f))− Y (X(f))

para toda función f ∈ C∞(M).

Teorema 1.6. Dada una variedad riemanniana M , existe una única cone-
xión ∇ tal que para cualesquiera X, Y, Z ∈ X(M) satisface

4) [X, Y ] = ∇XY −∇YX, y

5) X (〈Y, Z〉) = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉.

La conexión ∇ dada por el Teorema 1.6 es la denominada conexión de Levi-
Civita de M , y viene caracterizada por la fórmula de Koszul :

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 − 〈X, [Y, Z]〉
+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉,

donde X, Y, Z ∈ X(M).
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1.2. Operadores diferenciables asociados a la

métrica

A continuación, veamos algunos operadores que vamos a usar durante la
memoria con mucha frecuencia. Para ello, vamos a situarnos en el ambiente
de una variedad riemanniana (Mn, g) de dimensión n donde, recordemos,
usaremos la notación 〈 , 〉 para referirnos a g. Como referencias para esta
sección pueden consultarse [Ch2], [Le2] y [On].

Definición 1.7. Dada f ∈ C∞(M), definimos la diferencial de f de la si-
guiente manera:

df : X(M) −→ C∞(M)
X 7−→ df(X) = X(f)

Definición 1.8. Dada una uno-forma θ ∈ X∗(M) = Λ1(M), definimos el
isomorfismo sostenido, θ] ∈ X(M), como el único campo tal que para todo
campo X ∈ X(M) se verifica

〈θ], X〉 = θ(X).

Definición 1.9. Dado un campo X ∈ X(M), definimos el isomorfismo be-
mol , X[ ∈ X∗(M), como el inverso del isomorfismo sostenido. Por tanto, es
la única uno-forma tal que

X[(Y ) = 〈X, Y 〉

para todo campo Y ∈ X(M).

Definición 1.10. Dada f ∈ C∞(M), definimos el gradiente de f , denotado
por ∇f , como ∇f = (df)] ∈ X(M). Es decir, el gradiente de f es el único
campo que cumple

〈∇f,X〉 = df(X) = X(f)

para todo campo X ∈ X(M).

Es importante destacar que, aunque usamos la misma notación para la cone-
xión de Levi-Civita y para el gradiente de una función, tenemos la seguridad
de que esto no causará confusión alguna, ya que ∇ se referirá a un operador
o a otro dependiendo de sobre quién actúe.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el operador divergencia. Sin embargo,
antes conviene recordar qué es un sistema de referencia ortonormal y cómo
se calcula la traza de un campo de endomorfismos.
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Definición 1.11. Para todo p ∈ M se cumple que existe un entorno U
de p en M y campos E1, . . . , En ∈ X(M) tales que para todo q ∈ U ,
{E1(q), . . . , En(q)} es una base ortonormal de TqM a la que llamaremos sis-
tema de referencia ortonormal local .

Dado un campo X ∈ X(M) y un sistema de referencia ortonormal local
E = {E1, . . . , En} definido en un entorno U de M podemos, para cada q ∈ U ,
expresar el campo en coordenadas. Por ser E una base, X(q) =

∑n
i=1 λiEi(q)

con λi ∈ R para todo i ∈ {1, . . . , n}. Ahora, multiplicando por Ek(q) en am-
bos lados de la igualdad y usando que la base es ortonormal, obtenemos que
λk = 〈X(q), Ek(q)〉 para todo k ∈ {1, . . . , n}. Por tanto, nuestra expresión
(local) del campo en coordenadas es

X =
n∑
i=1

〈X,Ei〉Ei.

Ahora, para ver qué es la traza de un campo de endomorfismos, vamos a
recordar brevemente algunas ideas. Supongamos que tenemos una aplicación
B : TpM −→ TpM y una base {e1, . . . , en} del TpM , entonces sabemos que

B(ej) =
n∑
i=1

bijei y tr(B) =
n∑
i=1

bii. (1.1)

Si además la base es ortonormal, entonces multiplicando por ek en ambos
lados de la primera igualdad de (1.1), obtenemos

B(ej) =
n∑
i=1

〈B(ej), ei〉ei y tr(B) =
n∑
i=1

〈B(ei), ei〉.

En el caso de que tengamos un campo de endomorfismos B : X(M) −→ X(M)
con sistema de referencia ortonormal local {E1, . . . , En} y que sea C∞(M)-
lineal, podemos obtener una expresión análoga para la traza:

tr(B) =
n∑
i=1

〈B(Ei), Ei〉.

Una vez recordado esto, estamos en condiciones de ver la definición de diver-
gencia de un campo.

Definición 1.12. Se define la divergencia de un campo X ∈ X(M) como

div : X(M) −→ C∞(M)
X 7−→ divX = tr(∇X)
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donde ∇X es el siguiente endomorfismo C∞(M)-lineal:

∇X : X(M) −→ X(M)
Y 7−→ ∇YX

Teniendo en cuenta los comentarios hechos sobre la traza, la divergencia de un
campo X ∈ X(M) se puede expresar en coordenadas de la siguiente manera:

divX = tr(∇X) = tr(Y 7→ ∇YX) =
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉. (1.2)

Proposición 1.13. La divergencia cumple las siguientes dos propiedades:

1) div(X + Y ) = divX + divY para todo X, Y ∈ X(M).

2) div(fX) = X(f) + fdivX para todo X ∈ X(M), f ∈ C∞(M).

Demostración. La primera propiedad es evidente, puesto que

div(X + Y ) = tr(∇(X + Y )) = tr(∇X +∇Y )

= tr(∇X) + tr(∇Y ) = divX + divY.

Para demostrar la segunda propiedad, basta con escribir la divergencia en
coordenadas y usar la regla de Leibniz.

div(fX) =
n∑
i=1

〈∇Ei
(fX), Ei〉 =

n∑
i=1

〈Ei(f)X,Ei〉+
n∑
i=1

〈f∇Ei
X,Ei〉

=
n∑
i=1

Ei(f)〈X,Ei〉+ f
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

=
n∑
i=1

〈X,Ei(f)Ei〉+ fdivX = 〈X,
n∑
i=1

Ei(f)Ei〉+ fdivX

= 〈X,
n∑
i=1

〈∇f, Ei〉Ei〉+ fdivX = 〈X,∇f〉+ fdivX

= X(f) + fdivX.

A lo largo de esta memoria aparecerán otros dos operadores de gran impor-
tancia y que por tanto conviene que sepamos: el laplaciano y el hessiano.

Definición 1.14. Se define el operador laplaciano como

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ ∆f = div(∇f)
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El laplaciano de una función f ∈ C∞(M) se puede expresar en coordenadas
usando la expresión en coordenadas de la divergencia (1.2).

∆f = div(∇f) = tr(∇(∇f)) = tr(X 7→ ∇X∇f) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉.

Para trabajar con el operador laplaciano nos será muy útil conocer algunas
de sus propiedades. En particular, estudiaremos cómo se comporta con el
producto y la composición de funciones.

Proposición 1.15. Sean f, g : M −→ R y φ : R −→ R. Entonces, el
operador laplaciano cumple las siguientes propiedades:

1) ∆(f · g) = (∆f)g + f(∆g) + 2〈∇f,∇g〉, y

2) ∆φ(f) = φ′(f)∆f + φ′′(f)|∇f |2.

Demostración. Dadas f, g ∈ C∞(M) sabemos que, por definición,

∆(f · g) = div(∇(f · g)),

aśı que necesitaremos calcular el gradiente del producto. Sea X ∈ X(M) un
campo, entonces

〈X,∇(f · g)〉 = X(f · g) = X(f)g + fX(g) = 〈X,∇f〉g + f〈X,∇g〉
= 〈X, g∇f〉+ 〈X, f∇g〉 = 〈X, g∇f + f∇g〉.

Como esto es para cualquier X ∈ X(M), entonces ∇(f · g) = g∇f + f∇g.
Ahora, usando las propiedades de la divergencia de la Proposición 1.13, po-
demos obtener el resultado que queŕıamos, puesto que

∆(f · g) = div(g∇f + f∇g) = div(g∇f) + div(f∇g)

= (∇f)(g) + gdiv(∇f) + (∇g)(f) + fdiv(∇g)

= 2〈∇f,∇g〉+ g∆f + f∆g.

Para la segunda propiedad, de nuevo tendremos que calcular primero un
gradiente. Sea X ∈ X(M), entonces

〈X,∇φ(f)〉 = X(φ(f)) = φ′(f) ·X(f) = φ′(f)〈X,∇f〉 = 〈X,φ′(f)∇f〉.
Como esto último es para cualquier campo X ∈ X(M), entonces obtenemos
que ∇φ(f) = φ′(f)∇f . Aśı, usando la Proposición 1.13, ya podemos calcular
el operador laplaciano de la composición de la siguiente manera:

∆φ(f) = div(φ′(f)∇f) = ∇f(φ′(f)) + φ′(f)div(∇f)

= φ′′(f)∇f(f) + φ′(f)∆f = φ′′(f)〈∇f,∇f〉+ φ′(f)∆f

= φ′′(f)|∇f |2 + φ′(f)∆f.
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Definición 1.16. Se define el operador hessiano como

∇2f : X(M)× X(M) −→ C∞(M)
(X, Y ) 7−→ ∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉

Dada una función f ∈ C∞(M), el operador laplaciano puede expresarse en
función del operador hessiano de la siguiente forma:

∆f = div(∇f) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉 =

n∑
i=1

∇2f(Ei, Ei) = tr(∇2f).

Proposición 1.17. El operador hessiano es simétrico. Es decir,

∇2f(X, Y ) = ∇2f(Y,X)

para cualquier par de campos X, Y ∈ X(M).

Demostración. En primer lugar, usando la propiedad 5) del Teorema 1.6
obtenemos que, para cualesquiera X, Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M) se satisface

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = X(〈∇f, Y 〉)− 〈∇f,∇XY 〉
= X(Y (f))− (∇XY )(f).

De forma análoga,

∇2f(Y,X) = Y (X(f))− (∇YX)(f).

Por tanto, tendremos que el hessiano será simétrico si se verifica

X(Y (f))− (∇XY )(f) = Y (X(f))− (∇YX)(f) (1.3)

para cualesquiera X, Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M). Sin embargo, (1.3) es cierto
por la propiedad 4) del Teorema 1.6.

1.3. Valores propios del operador laplaciano

Tal y como ya se comentó en la Sección 1.2, el operador laplaciano será
importante en esta memoria. Sin embargo, lo que más nos importará de él
será cómo se comportan sus valores propios, concretamente el primer valor
propio no nulo. Para más detalles de lo expuesto aqúı pueden consultarse las
referencias [BGM], [Ch1] y [Ro1].
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En toda esta sección consideraremos que, además de lo ya supuesto, nuestra
variedad riemanniana Mn es compacta. Además, recordemos que L2(M) es
el espacio de las funciones medibles en M para las cuales∫

M

|f |2 dM < +∞.

Recordemos también que en L2(M) tenemos el producto interno usual y la
norma que éste induce dados por

(f, h) =

∫
M

f · h dM y |f |2 = (f, f).

Definición 1.18. Decimos que un número real λ es un valor propio del
operador laplaciano si existe una función f ∈ C∞(M), f 6= 0, tal que

∆f + λf = 0,

en tal caso diremos que f es la función propia asociada al valor propio λ.
Además, llamaremos espectro de la variedad, Spec(M), al conjunto de todos
los valores propios del operador laplaciano.

Definición 1.19. El conjunto de las funciones propias asociadas a un mis-
mo valor propio λ forma un espacio vectorial real, Vλ(M), al que llamaremos
subespacio propio de C∞(M) asociado a λ. Asimismo, llamaremos multiplici-
dad de λ a la dimensión de este subespacio Vλ(M).

Teorema 1.20 (Teorema de la divergencia). Dado un campo X ∈ X(M), se
verifica lo siguiente: ∫

M

divX dM = 0.

Proposición 1.21. El operador laplaciano ∆ es autoadjunto con la norma
definida en L2(M).

Demostración. Usando el teorema de la divergencia (Teorema 1.20) junto
con la Proposición 1.13, sabemos que

0 =

∫
M

div(f∇g) dM =

∫
M

(〈∇f,∇g〉+ f∆g) dM.

Entonces, ∫
M

〈∇f,∇g〉 dM = −
∫
M

f∆g dM.
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Si trabajamos de forma análoga con div(g∇f) obtenemos∫
M

〈∇f,∇g〉 dM = −
∫
M

g∆f dM.

Entonces,

(f,∆g) =

∫
M

f∆g dM = −
∫
M

〈∇f,∇g〉 dM =

∫
M

g∆f dM = (∆f, g),

por lo que ∆ es un operador autoadjunto.

Proposición 1.22. Los subespacios propios asociados a cada valor propio
son ortogonales entre śı. Es decir, si tenemos f, g ∈ C∞(M) y λ, µ ∈ R (con
λ 6= µ) tales que ∆f+λf = 0 y ∆g+µg = 0, entonces f y g son ortogonales.

Demostración. Sean f, g, λ y µ los del enunciado. Entonces, usando la Pro-
posición 1.21,

(∆f, g) = (f,∆g) ⇒ −λ(f, g) = −µ(f, g)

⇒ (λ− µ)(f, g) = 0 ⇒ (f, g) = 0.

A continuación, vamos a ver que todos los valores propios del operador la-
placiano son no negativos y están ordenados.

Proposición 1.23. Todos los valores propios del operador laplaciano son no
negativos.

Demostración. Sean f ∈ C∞(M) y λ ∈ R tales que ∆f + λf = 0, es decir,
con ∆f = −λf . Entonces, si usamos la Proposición 1.15,

∆f 2 = 2f∆f + 2|∇f |2 = −2λf 2 + 2|∇f |2.

Ahora, aplicando el teorema de la divergencia (Teorema 1.20), obtenemos

0 =

∫
M

∆f 2 dM = 2

∫
M

(
|∇f |2 − λf 2

)
dM,

de donde

λ =

∫
M
|∇f |2 dM∫
M
f 2 dM

≥ 0.
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Teorema 1.24. El conjunto de todos los valores propios del operador lapla-
ciano se puede ordenar de la siguiente forma:

Spec(M) = {λ0 = 0 < λ1 < λ2 < . . . < λm < . . .},

donde los λi tienden a infinito pero sus multiplicidades son finitas. Además,
los subespacios propios asociados a los valores propios son ortogonales entre
śı en L2(M), y L2(M) es la suma directa de todos esos subespacios.

Del Teorema 1.24 vamos a demostrar que las multiplicidades son finitas.
Además, probaremos que el espectro es un subconjunto discreto. Para poder
demostrar ambos resultados necesitaremos usar un resultado de [Wa].

Teorema 1.25. Sea {αn} una sucesión de funciones con αn ∈ C∞(M) de
manera que existe una constante c > 0 tal que |αn| ≤ c y |∆αn| ≤ c para
todo n. Entonces, toda subsucesión de {αn} es de Cauchy.

Proposición 1.26. Se verifican las siguientes dos propiedades:

1) Vλ(M) tiene tiene dimensión finita para todo λ ∈ Spec(M), es decir,
las multiplicidades son finitas.

2) Spec(M) es un subconjunto discreto de R.

Demostración. Para probar 1), supongamos que Vλ(M) no es de dimensión
finita para un cierto λ ∈ Spec(M), en cuyo caso es posible elegir una sucesión
infinita ortonormal {fn} de funciones propias asociadas al valor propio λ.
Entonces, por un lado tenemos que |fn| = 1 para todo n, y por otro lado

|∆fn| = | − λfn| = λ|fn| = λ ≥ 0,

donde para la última desigualdad hemos usado la Proposición 1.23. Ahora,
si tomamos c el máximo entre 1 y λ, podemos aplicar el Teorema 1.25 para
obtener que existe una subsucesión {fnk

} ⊂ {fn} que es de Cauchy. Sin em-
bargo, usando que nuestra sucesión era ortonormal llegamos a contradicción
con el hecho de que sea de Cauchy, puesto que

|fnk1
− fnk2

|2 = |fnk1
|2 + |fnk2

|2 = 2.

Por tanto, Vλ(M) tiene dimensión finita para todo λ ∈ Spec(M).

La demostración de 2) es análoga. Supongamos que Spec(M) tiene un punto
de acumulación λ. Entonces existirá una sucesión de valores propios {λn}
en Spec(M) con λn 6= λ para todo n y con ĺımite λ. Además, cada uno
de estos valores propios tiene asociada una función propia fn (es decir, con
∆fn + λnfn = 0) que podemos suponer con norma uno. Entonces,

|∆fn| = | − λnfn| = λn|fn| = λn.
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Como la sucesión {λn} es convergente (a λ), entonces es acotada. Sea K
dicha cota y tomemos c el máximo entre 1 y K. Aplicando el Teorema 1.25
obtenemos que existe una subsucesión {fnk

} ⊂ {fn} que es de Cauchy. Sin
embargo, usando la Proposición 1.22 que demostraba la ortogonalidad de los
subespacios propios, de nuevo llegamos a una contradicción, ya que

|fnk1
− fnk2

|2 = |fnk1
|2 + |fnk2

|2 = 2.

Veamos ahora que si f es una función asociada al valor propio cero, entonces
f es constante.

Proposición 1.27. Si f ∈ C∞(M) es una función armónica, entonces f es
constante.

Demostración. Sea f ∈ C∞(M) una función armónica, es decir, con ∆f = 0.
Entonces, usando la Proposición 1.15 tenemos que

∆f 2 = 2f∆f + 2|∇f |2 = 2|∇f |2.

Ahora, podemos aplicar el teorema de la divergencia (Teorema 1.20) para
obtener

0 =

∫
M

∆f 2 dM =

∫
M

2|∇f |2 dM.

Pero como |∇f |2 ≥ 0, entonces |∇f | = 0 y por tanto f es constante.

A continuación, vamos a ver el llamado principio del máximo para el lapla-
ciano. Este principio será muy útil para demostraciones posteriores.

Teorema 1.28 (Principio del máximo). Sea f ∈ C∞(M) una función aco-
tada en M que satisface ∆f ≥ 0. Si existe x0 en M tal que

f(x0) = sup
M

f,

entonces f(x) = f(x0) para todo x ∈M , es decir, f es constante en M .

Terminamos esta sección con la caracterización mı́n-máx del primer valor
propio no nulo del laplaciano.

Teorema 1.29 (Caracterización mı́n-máx). Supongamos que λ1 es el primer
valor propio no nulo del operador laplaciano y que f ∈ C∞(M) es una función
tal que

∫
M
f dM = 0. Entonces,

λ1 ≤
∫
M
|∇f |2 dM∫
M
f 2 dM

,

donde la igualdad se da si, y sólo si, ∆f + λ1f = 0.
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1.4. Curvatura

Durante esta memoria usaremos con frecuencia términos relativos a la curva-
tura, por lo que conviene refrescarlos y fijar notaciones. Para más información
puede consultarse [On].

Definición 1.30. Se define el tensor curvatura de Riemann como la aplica-
ción R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z

= ∇∇XYZ −∇∇YXZ −∇X(∇YZ) +∇Y (∇XZ).

Este tensor cumple múltiples propiedades de entre las que destacan las si-
guientes.

Proposición 1.31. Dados X, Y, Z,W ∈ X(M), el tensor curvatura R cum-
ple las siguientes propiedades:

1) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z,

2) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W,Z〉,
3) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (identidad de Bianchi), y

4) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉.

Obsérvese que, por la primera propiedad de la Proposición 1.31,

R(X,X) = 0

para todo campo X ∈ X(M). Esto es debido a que, para todo Y ∈ X(M),
sucede que

R(X,X)Y = −R(X,X)Y ⇒ 2R(X,X)Y = 0 ⇒ R(X,X)Y = 0.

Gracias al tensor de Riemann se pueden definir la curvatura escalar y el
tensor de Ricci.

Definición 1.32. Dados dos campos X, Y ∈ X(M), se define el tensor de
Ricci como

Ric(X, Y ) = tr (〈R(X, · )Y, · 〉) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉,

donde {E1, . . . , En} es un sistema de referencia ortonormal local.
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Definición 1.33. Se define la curvatura escalar como la traza del tensor de
Ricci, es decir,

S = tr(Ric) =
n∑
i=1

Ric(Ei, Ei),

donde {E1, . . . , En} es un sistema de referencia ortonormal local.

Debido a que el operador curvatura de Riemann suele ser complicado de ma-
nejar, es usual definir una curvatura un poco más sencilla y que lo determina
completamente, la curvatura seccional.

Para ello, y antes de pasar a definir dicha curvatura, dados dos vectores
v, w ∈ TpM , definimos

Q(v, w) = 〈v, v〉〈w,w〉 − 〈v, w〉2.

Puede probarse que dos vectores v, w ∈ TpM generan un plano Π si, y sólo
si, Q(v, w) 6= 0.

Definición 1.34. Dado un punto p ∈ M y un plano vectorial Π ⊂ TpM , se
define la curvatura seccional K(Π) como el número real

K(Π) = K(v, w) =
〈Rp(v, w)v, w〉

Q(v, w)
,

donde {v, w} es una base de Π.

Se puede probar que el valor de K(v, w) no depende de la base escogida, de
manera que la curvatura seccional K(Π) está bien definida para todo plano
vectorial Π ⊂ TpM .

Merece la pena resaltar el caso en el que M es una superficie riemanniana
de dimensión 2, puesto que en ese caso el plano tangente TpM es el único
plano vectorial de TpM . De esta manera, la función curvatura seccional es
una función K : M −→ R bien definida sobre M a la que llamaremos función
curvatura de Gauss de M .

Definición 1.35. Se dice que una variedad riemanniana tiene curvatura
constante si su curvatura seccional es constante en todo punto de la variedad.

En el caso en el que nuestra variedad M tenga curvatura constante podremos
calcular el tensor de Riemann fácilmente gracias a la siguiente proposición.

Proposición 1.36. Si Mn tiene curvatura constante c, entonces

R(X, Y )Z = c (〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X) .
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Corolario 1.37. Si Mn tiene curvatura constante c, entonces

Ric(X, Y ) = c(n− 1)〈X, Y 〉.

1.5. Hipersuperficies

En muchos momentos de esta memoria tendremos que trabajar con hipersu-
perficies, con lo que conviene recordar algunos conceptos y teoremas básicos
sobre ellas, sobre todo las definiciones de inmersión y embebimiento junto
con las fórmulas de Gauss y Weingarten. Además, durante la sección calcu-
laremos algunos operadores de funciones concretas que nos serán muy útiles
más adelante. Para más detalles de esta sección pueden consultarse [Al2],
[Fe], [Le1] y [On].

Definición 1.38. Decimos que una variedad Σn es una hipersuperficie in-

mersa en M
n+1

cuando existe una inmersión de Σn en M
n+1

, es decir, cuando
existe una aplicación diferenciable

ψ : Σn −→M
n+1

tal que su diferencial, dψp, es inyectiva para todo punto p ∈ Σ.

Cuando, además de una inmersión, ψ es inyectiva y es un homeomorfismo

sobre la imagen (tomando ψ(Σn) la topoloǵıa inducida por M
n+1

), decimos
que ψ es un embebimiento y que Σn es una hipersuperficie embebida.

Como toda inmersión ψ es localmente un embebimiento, para cada punto p
en Σ podemos encontrar un entorno U(p) tal que la inmersión restringida a
él, ψ|U , sea un embebimiento y ψ(U) sea una subvariedad regular en M .

Teniendo en cuenta esto último y para simplificar la notación, usualmente
identificaremos a Σ con ψ(Σ), a p ∈ Σ con ψ(p) y a cada vector v ∈ TpΣ con
dψp(v) ∈ Tψ(p)M .

Observemos también que en las hipersuperficies podemos, al menos local-
mente, considerar un campo de vectores diferenciable N normal y unitario.
De esta manera se define el operador forma A de la hipersuperficie como el
endomorfismo de Weingarten asociado a N (incluso aunque Σ no admita un
normal unitario global, A estará globalmente definido salvo el signo). Aśı,
dados dos campos tangentes X, Y ∈ X(Σ), la fórmula de Gauss queda de la
siguiente forma:

∇XY = ∇XY + 〈AX, Y 〉N. (1.4)
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Además, como N es unitario, entonces ∇⊥XN = 0 y la fórmula de Weingarten
queda como

∇XN = −AX. (1.5)

Otra fórmula destacable es la ecuación de Codazzi en el caso concreto en el
que el espacio ambiente tiene curvatura constante. La ecuación queda de la
siguiente forma:

(∇XA)Y = (∇YA)X. (1.6)

Por otro lado, la función curvatura media se define como

H =
tr(A)

n
,

por lo que el campo curvatura media queda como H = HN .

Con respecto al tensor de Riemann, dados cuatro campos X, Y, V,W ∈ X(Σ),
la relación es la siguiente:

〈R(X, Y )V,W 〉 = 〈R(X, Y )V,W 〉+ 〈AX, V 〉〈AY,W 〉
− 〈AX,W 〉〈AY, V 〉.

(1.7)

Por último, si tenemos una inmersión ψ : Σn −→ Rn+1, se verifica la fórmula
de Laplace-Beltrami :

∆ψ = nHN = nH. (1.8)

A continuación, vamos a hacer algunos cálculos con los operadores asociados
a la métrica en hipersuperficies. En estos cálculos y con el objetivo de simpli-
ficar las fórmulas, usaremos una notación f́ısica para referirnos a la derivada
de una función con respecto al campo normal. Concretamente,

∂F

∂N
= N(F ) = 〈∇F,N〉.

Además, a las condiciones impuestas sobre nuestras variedades de trabajo
añadiremos a partir de ahora que tanto la hipersuperficie Σ como el espacio
ambiente M sean orientables.

La primera proposición que veremos nos relaciona los operadores de la va-
riedad ambiente con los de la hipersuperficie. Como es habitual, usaremos la
notación ∇, ∆ para referirnos a los cálculos en el espacio ambiente y ∇, ∆
para los cálculos en la hipersuperficie.



21 Hipersuperficies

Proposición 1.39. Sea Σn una hipersuperficie inmersa en una variedad

M
n+1

. Además, sean F ∈ C∞(M) y f = F ◦ ψ = F
∣∣
Σ

, donde ψ : Σ −→ M
es la inmersión. Entonces, para todo X, Y ∈ X(Σ) y N el campo normal
unitario, se tienen las siguientes relaciones:

1) ∇F = ∇f + ∂F
∂N
N ,

2) ∇X∇F = ∇X∇f + 〈A(∇f), X〉N +X
(
∂F
∂N

)
N − ∂F

∂N
AX,

3) ∇2
F (X, Y ) = ∇2f(X, Y )− ∂F

∂N
〈AX, Y 〉,

4) ∇2
F (X,N) = 〈AX,∇f〉+ 〈X,∇ ∂F

∂N
〉, y

5) ∆F = ∆f − nH ∂F
∂N

+∇2
F (N,N).

Demostración. Para demostrar 1) comenzaremos observando que, dado un
punto p en Σ, se verifica

∇F (p) = (∇F (p))> + 〈∇F (p), N(p)〉N(p), (1.9)

puesto que al ser Σ una hipersuperficie, sabemos que

(∇F (p))⊥ = λN(p),

y multiplicando por N(p) obtenemos λ = 〈∇F (p), N(p)〉.
Ahora, vamos a calcular el primer término de la suma (1.9). Para ello, sea
v ∈ TpΣ un vector fijo pero arbitrario, entonces

〈∇f(p), v〉 = v(f(p)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(α(t)),

donde α : (−ε, ε) −→ Σ es una curva con α(0) = p y α′(0) = v. Sin embargo,
si nos fijamos, f(α(t)) se puede escribir de la siguiente forma:

f(α(t)) = (F ◦ ψ)(α(t)) = F (β(t)),

con β : (−ε′, ε′) −→ M una curva que cumple las condiciones β(0) = p y
β′(0) = v. De esta forma,

〈∇f(p), v〉 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(α(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (β(t)) = 〈∇F (p), v〉,

donde ∇f(p), v ∈ TpΣ y ∇F (p) ∈ TpM . Por tanto, ∇f(p) = (∇F (p))> como
queŕıamos demostrar.
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Para la segunda relación vamos a tomar X, Y ∈ X(Σ). Entonces, usando 1)
y las fórmulas de Gauss (1.4) y Weingarten (1.5) obtenemos

∇X∇F = ∇X∇f +∇X(〈∇F,N〉N) = ∇X∇f +∇X

(
∂F

∂N
N

)
= ∇X∇f + 〈A(∇f), X〉N +X

(
∂F

∂N

)
N +

∂F

∂N
∇XN

= ∇X∇f + 〈A(∇f), X〉N +X

(
∂F

∂N

)
N − ∂F

∂N
AX.

Para demostrar 3), como tenemos que multiplicar lo obtenido en la fórmula
de 2) por un campo tangente, de dicha fórmula sólo nos interesará la parte
tangente porque la otra se anulará. Es decir,

∇2
F (X, Y ) = 〈∇X∇F, Y 〉 = 〈∇X∇f, Y 〉 −

∂F

∂N
〈AX, Y 〉

= ∇2f(X, Y )− ∂F

∂N
〈AX, Y 〉.

De forma análoga, para demostrar 4) tenemos que multiplicar la fórmula
de 2) por un campo normal, por lo que la parte tangente de la fórmula se
anulará al multiplicar.

∇2
F (X,N) = 〈∇X∇F,N〉 = 〈AX,∇f〉+X

(
∂F

∂N

)
= 〈AX,∇f〉+ 〈X,∇ ∂F

∂N
〉.

Por último, para demostrar 5), sea {E1, . . . , En} una base ortonormal local de
TΣ. Entonces {E1, . . . , En, N} es una base ortonormal local de TM . Ahora,
basta con usar la relación 3) y que el operador laplaciano se puede ver como
la traza del hessiano.

∆f =
n∑
i=1

∇2f(Ei, Ei) =
n∑
i=1

∇2
F (Ei, Ei) +

∂F

∂N
tr(A)

=
n+1∑
i=1

∇2
F (Ei, Ei)−∇

2
F (N,N) +

∂F

∂N
nH

= ∆F −∇2
F (N,N) +

∂F

∂N
nH.

La siguiente proposición nos dice cómo son los operadores para una función
muy caracteŕıstica, el cuadrado de la función distancia eucĺıdea.
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Proposición 1.40. Supongamos que tenemos una hipersuperficie Σ inmersa
mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Dado un vector a ∈ Rn+1 fijo, sea F : Rn+1 −→ R
definida por

F (x) = 〈x− a, x− a〉.

Además, consideremos f = F ◦ ψ, es decir,

f(p) = 〈ψ(p)− a, ψ(p)− a〉.

Entonces,

1) ∇F (x) = 2(x− a),

2) ∆F (x) = 2(n+ 1),

3) |∇2
F (x)|2 = 4(n+ 1),

4) ∇f(p) = 2(ψ(p)− a)>, donde (ψ(p)− a)> denota la parte tangente de
ψ(p)− a a lo largo de Σ, y

5) ∆f(p) = 2n(1 +H〈N,ψ(p)− a〉).

Demostración. Comencemos por el cálculo del gradiente, dado Z ∈ X(Rn+1)
se verifica lo siguiente:

〈∇F,Z〉 = Z(F ) = Z(|x− a|2) = 2〈∇Z(x− a), x− a〉 = 〈Z, 2(x− a)〉.

Como esto es para cualquier Z ∈ X(Rn+1), obtenemos lo que queŕıamos.

Para calcular el operador laplaciano, sea {E1, . . . , En+1} una base ortonormal
local de Rn+1 y sea x ∈ Rn+1. Entonces,

∆F (x) =
n+1∑
i=1

〈∇Ei
∇F,Ei〉 =

n+1∑
i=1

〈∇Ei
(2(x− a)), Ei〉 =

n+1∑
i=1

〈2∇Ei
(x− a), Ei〉

=
n+1∑
i=1

〈2Ei, Ei〉 = 2(n+ 1).

A continuación, para 3), vamos a considerar el operador hessiano como
B(v) = ∇v∇F . Entonces, para cada v ∈ Rn+1,

B(v) = ∇v∇F = ∇v (2(x− a)) = 2v.

Esto último nos dice que B = 2In+1. Por tanto,

|∇2
F |2 = tr(B2) = 4(n+ 1).
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Vamos a demostrar 4), es decir, vamos a calcular el gradiente de f . Para ello,
sea X ∈ X(Σ), entonces

〈X,∇f〉 = X(f) = 2〈∇X(ψ − a), ψ − a〉 = 〈X, 2(ψ − a)〉.

Ahora, si tenemos en cuenta que X es tangente, obtenemos

∇f(p) = 2(ψ(p)− a)>.

Por último, vamos a demostrar 5). Por estar trabajando en una hipersu-
perficie, sabemos que la parte normal de ψ − a a lo largo de Σ viene dada
por

(ψ − a)⊥ = 〈ψ − a,N〉N.
De esta manera, si tomamos X ∈ X(Σ) y usamos las fórmulas de Gauss (1.4)
y Weingarten (1.5) obtenemos lo siguiente:

X = ∇X(ψ − a) = ∇X(ψ − a)> +∇X(ψ − a)⊥

= ∇X(ψ − a)> + 〈AX, (ψ − a)>〉N + 〈ψ − a,N〉∇XN

= ∇X(ψ − a)> + 〈AX, (ψ − a)>〉N − 〈ψ − a,N〉AX.
(1.10)

Entonces, si igualamos las partes tangentes de la expresión (1.10) llegamos a

∇X(ψ − a)> = X + 〈ψ − a,N〉AX (1.11)

para todo campo X ∈ X(Σ).

Por tanto, usando lo demostrado en 4),

∇X∇f = ∇X(2(ψ − a)>) = 2X + 2〈ψ − a,N〉AX. (1.12)

Ahora, si usamos (1.12) para calcular el operador laplaciano tomando una
base ortonormal local de TΣ, {E1, . . . , En}, obtenemos lo que queŕıamos
demostrar:

∆f =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉 =

n∑
i=1

〈2Ei, Ei〉+
n∑
i=1

〈2〈ψ − a,N〉AEi, Ei〉

= 2
n∑
i=1

〈Ei, Ei〉+ 2〈ψ − a,N〉
n∑
i=1

〈AEi, Ei〉

= 2n+ 2〈ψ − a,N〉trA = 2n+ 2〈ψ − a,N〉nH
= 2n(1 + 〈ψ − a,N〉H).
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Proposición 1.41. Supongamos que tenemos una hipersuperficie Σ inmersa
mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Dado un vector a ∈ Rn+1 fijo, sea F : Rn+1 −→ R
definida por

F (x) = 〈x− a,N〉

con N el campo normal unitario. Consideremos además f = F ◦ψ, es decir,

f(p) = 〈ψ(p)− a,N(p)〉.

Entonces,

1) ∇f = −A
(

(ψ − a)>
)

, y

2) ∆f = −n〈∇H, (ψ − a)>〉 − nH − f |A|2.

Demostración. Sea X ∈ X(Σ), entonces:

〈∇f,X〉 = X(f) = X(〈ψ − a,N〉)
= 〈∇X(ψ − a), N〉+ 〈ψ − a,∇XN〉
= 〈X,N〉+ 〈ψ − a,−AX〉
= −〈A(ψ − a), X〉.

Si tenemos en cuenta que el campoX es tangente, obtenemos lo que queŕıamos
para el gradiente.

Para calcular el operador laplaciano vamos a expresarlo como la traza del
hessiano, es decir,

∆f =
n∑
i=1

∇2f(Ei, Ei) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉,

donde {E1, . . . , En} es un sistema de referencia ortonormal local.

Por tanto, antes de poder calcular el laplaciano necesitaremos saber, dado
un campo X ∈ X(Σ), cómo es ∇X∇f . Para esto será necesario usar (1.11) y
la ecuación de Codazzi (1.6).

∇X∇f = ∇X

(
−A (ψ − a)>

)
= −

[
(∇XA)

(
(ψ − a)>

)
+ A

(
∇X (ψ − a)>

)]
= −

[(
∇(ψ−a)>A

)
(X) + A (X + 〈ψ − a,N〉AX)

]
= −

(
∇(ψ−a)>A

)
(X)− AX − 〈ψ − a,N〉A2X.



Preliminares 26

Una vez visto lo que queŕıamos, podemos calcular el operador laplaciano de
la siguiente forma:

∆f =
n∑
i=1

∇2f(Ei, Ei) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉

= −

[
n∑
i=1

〈
(
∇(ψ−a)>A

)
(Ei) + AEi + fA2Ei, Ei〉

]
= −

[
tr
(
∇(ψ−a)>A

)
+ tr(A) + ftr(A2)

]
= −

[
∇(ψ−a)>(tr(A)) + nH + f |A|2

]
= −

[
∇(ψ−a)>(nH) + nH + f |A|2

]
= −

[
(ψ − a)> (nH) + nH + f |A|2

]
= −n〈∇H, (ψ − a)>〉 − nH − f |A|2.

Proposición 1.42. Supongamos que tenemos una hipersuperficie Σ inmersa
mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Dados dos vectores c, a ∈ Rn+1 fijos y tales que a
tiene norma uno, sea F : Rn+1 −→ R definida por

F (x) = 〈x− c, a〉.

Consideremos además f = F ◦ ψ, es decir,

f(p) = 〈ψ(p)− c, a〉.

En ese caso tenemos lo siguiente:

1) ∇f = a>,

2) |∇f |2 = 1− 〈a,N〉2, y

3) ∆f = nH〈a,N〉.

Demostración. Comencemos por el cálculo del operador gradiente. Para ello,
sea X ∈ X(Σ) un campo tangente, entonces

〈∇f,X〉 = X(f) = ∇X (〈ψ − c, a〉) = 〈∇Xψ, a〉+ 〈ψ − c,∇Xa〉 = 〈X, a〉,

por lo que ∇f = a>.

Para calcular 2) y 3), fijémonos primero en que a = a> + 〈a,N〉N , es decir,
el vector a puede expresarse como

a = ∇f + 〈a,N〉N. (1.13)
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A continuación, simplemente tomando normas y usando que |a| = 1,

|∇f |2 = 1− 〈a,N〉2.

Para el cálculo del laplaciano, si usamos la expresión (1.13) junto con las
fórmulas de Gauss (1.4) y Weingarten (1.5) obtenemos

0 = ∇Xa = ∇X (∇f + 〈a,N〉N) = ∇X∇f +∇X (〈a,N〉N)

= ∇X∇f + 〈AX,∇f〉N +X (〈a,N〉)N − 〈a,N〉AX.
(1.14)

Si ahora igualamos partes tangentes en la expresión (1.14) tenemos que

∇X∇f = 〈a,N〉AX

para todo campo X ∈ X(Σ). Aśı,

∆f = nH〈a,N〉.





Caṕıtulo 2

Fórmula de
Bochner-Lichnerowicz

En este caṕıtulo vamos a ver la fórmula de Bochner-Lichnerowicz. Es in-
teresante destacar que no existe una única fórmula con tal nombre, sino que
dependiendo del texto que consultemos tendrá una forma u otra. Sin embar-
go, todos los autores coinciden en que su origen está en el art́ıculo Vector
fields and Ricci curvature publicado por Bochner en 1946 (véase [Bo]). Esta
fórmula nos permitirá, en caṕıtulos posteriores, obtener una gran cantidad
de resultados muy importantes como el teorema de Lichnerowicz y Obata
(Teorema 3.1) o la fórmula de Reilly (4.1). Una vez hayamos visto cuatro
versiones distintas de la fórmula, en la segunda sección pasaremos a ver unas
primeras aplicaciones.

Antes de comenzar recordemos que, tal y como dijimos en el Caṕıtulo 1,
salvo que se diga lo contrario consideraremos en todo momento que estamos
trabajando con una variedad Mn diferenciable, orientable y conexa y g la
métrica riemanniana (cuando estemos trabajando con M o con Σ también
pediremos estas condiciones). Además, recordemos que g = 〈 , 〉.

2.1. La fórmula de Bochner-Lichnerowicz

Como ya se ha comentado, en esta sección vamos a ver cuatro versiones
de la llamada fórmula de Bochner-Lichnerowicz. El motivo de ver cuatro
fórmulas y no simplemente una es porque, al no existir unificación entre los
distintos autores, es interesante ver sus demostraciones y qué pueden aportar
las distintas versiones. Las principales referencias son [BGM], [Fe] y [Po].

29
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Antes de comenzar con las fórmulas vamos a ver una pocas definiciones que
nos permitirán entender todos los elementos presentes en ellas.

Definición 2.1. Dado X ∈ X(M), denotamos por ∇2X al endomorfismo

∇2X : X(M)× X(M) −→ X(M)
Y, Z 7−→ ∇2X(Y, Z)

dado por

∇2X(Y, Z) = (∇Z∇X) (Y )

= ∇Z (∇YX)−∇X(∇ZY )

= ∇Z (∇YX)−∇∇ZYX.

Definición 2.2. Dado un campo tangente X ∈ X(M) y dado un sistema de
referencia ortonormal local {E1, . . . , En}, denotamos por ∆X ∈ X(M) a

∆X = tr(∇2X) =
n∑
i=1

∇2X(Ei, Ei).

Teorema 2.3. Dado un campo X ∈ X(M) y una función f ∈ C∞(M), se
verifican las siguientes fórmulas:

div(∇XX) = |∇X|2 +X(divX) + Ric(X,X), (BL1)

div(∇XX − (divX)X) = Ric(X,X) + |∇X|2 − (divX)2, (BL2)

1

2
∆|∇f |2 = |∇2f |2 + 〈∇f,∇(∆f)〉+ Ric(∇f,∇f), y (BL3)

1

2
∆
(
|X|2

)
= |∇X|2 + 〈∆X,X〉. (BL4)

Demostración. En vez de demostrar las cuatro fórmulas una por una, vamos
a demostrar sólo (BL1) y (BL4). Después, veremos que las otras dos se pueden
deducir a partir de la primera.

Comencemos por (BL1). Para ello, vamos a calcular los términos de la igual-
dad uno a uno. Sea {E1, . . . , En} un sistema de referencia ortonormal local.
Entonces,

div(∇XX) = tr(∇(∇XX)) =
n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉.

Para el segundo término, vamos a usar el endomorfismo ∇X que ya apareció
en la Definición 1.12. Sin embargo, para mayor facilidad de notación, vamos
a denotarlo como BX .
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Además de simplificar la notación, BX nos ayudará a darnos cuenta de que
se verifican dos propiedades muy útiles.

1) |BX |2 = tr(B2
X).

2) Si X = ∇f , entonces BX es autoadjunto, ya que

〈B∇f (Y ), Z〉 = 〈∇Y∇f, Z〉 = ∇2f(Y, Z)

= ∇2f(Z, Y ) = 〈∇Z∇f, Y 〉
= 〈B∇f (Z), Y 〉,

puesto que el operador hessiano es simétrico por la Proposición 1.17.

Continuando con nuestra demostración y usando la nueva notación,

|∇X|2 = |BX |2 = tr(B2
X)

=
n∑
i=1

〈B2
X(Ei), Ei〉 =

n∑
i=1

〈BX(BX(Ei)), Ei〉

=
n∑
i=1

〈∇BX(Ei)X,Ei〉 =
n∑
i=1

〈∇∇Ei
XX,Ei〉.

Para el tercer término ya no es necesario usar la notación anterior, por lo
que retomamos la notación usual ∇X.

X(divX) = X(tr(∇X)) = X

(
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

)

=
n∑
i=1

〈∇X (∇Ei
X) , Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉.

Por último, usando la definición del tensor curvatura de Riemann, podemos
calcular el cuarto término, Ric(X,X), de la siguiente forma:

Ric(X,X) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
n∑
i=1

〈∇[X,Ei]X − [∇X ,∇Ei
]X,Ei〉

=
n∑
i=1

〈∇∇XEi
X −∇∇Ei

XX −∇X(∇Ei
X) +∇Ei

(∇XX), Ei〉

=
n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇∇Ei
XX,Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉

+
n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉.
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A continuación, vamos a sumar lo obtenido para cada uno de los términos
de la fórmula convenientemente para ver si se satisface lo que queremos de-
mostrar.

div(∇XX)−X(divX)

=
n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇X (∇Ei
X) , Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉.

Ric(X,X) + |∇X|2

=
n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇∇Ei
XX,Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉

+
n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉+

n∑
i=1

〈∇∇Ei
XX,Ei〉

=
n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 −

n∑
i=1

〈∇X(∇Ei
X), Ei〉+

n∑
i=1

〈∇Ei
(∇XX), Ei〉.

Entonces, si nos fijamos, para acabar sólo nos falta demostrar que
n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 = −

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇XEi〉.

Para ello, vamos a necesitar que se verifique 〈∇XEi, Ek〉 = −〈Ei,∇XEk〉,
pero esto es sencillo de demostrar, ya que por ser ortonormal nuestra base
sabemos que 〈Ei, Ek〉 = δki , aśı que entonces X(〈Ei, Ek〉) = 0 y a partir de
ah́ı se obtiene el resultado buscado.

De esta forma, podemos completar la demostración de la fórmula (BL1) de
la siguiente forma:

n∑
i=1

〈∇∇XEi
X,Ei〉 =

n∑
i=1

〈∇∑n
k=1〈∇XEi,Ek〉EK

X,Ei〉

=
n∑
i=1

n∑
k=1

〈∇XEi, Ek〉〈∇Ek
X,Ei〉

= −
n∑
i=1

n∑
k=1

〈Ei,∇XEk〉〈∇Ek
X,Ei〉

= −
n∑
k=1

〈∇Ek
X,

n∑
i=1

〈Ei,∇XEk〉Ei〉

= −
n∑
k=1

〈∇Ek
X,∇XEk〉.
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Ahora vamos a pasar a demostrar (BL4) tomando, de nuevo, un sistema de
referencia ortonormal local {E1, . . . , En}. Aśı, dada f ∈ C∞(M),

Ei(Ei(f)) = Ei(〈∇f, Ei〉) = 〈∇Ei
∇f, Ei〉+ 〈∇f,∇Ei

Ei〉.

Entonces,

∆f = div(∇f) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉 =

n∑
i=1

(Ei(Ei(f))−∇Ei
Ei(f)) .

Por tanto,

∆(|X|2) =
n∑
i=1

(
Ei(Ei(|X|2))−∇Ei

Ei(|X|2)
)
.

A continuación, vamos a calcular cada uno de los términos que necesitamos.

Ei(Ei(|X|2)) = Ei(Ei(〈X,X〉)) = Ei(2〈∇Ei
X,X〉)

= 2〈∇Ei
(∇Ei

X), X〉+ 2〈∇Ei
X,∇Ei

X〉.
(2.1)

∇Ei
Ei(|X|2) = ∇Ei

Ei(〈X,X〉) = 2〈∇∇Ei
Ei
X,X〉. (2.2)

De esta manera, combinando (2.1) y (2.2),

∆(|X|2) =
n∑
i=1

(
2〈∇Ei

(∇Ei
X), X〉+ 2〈∇Ei

X,∇Ei
X〉 − 2〈∇∇Ei

Ei
X,X〉

)
= 2

n∑
i=1

〈∇Ei
X,∇Ei

X〉+ 2
n∑
i=1

〈∇Ei
(∇Ei

X)−∇∇Ei
Ei
X,X〉

= 2
n∑
i=1

|∇Ei
X|2 + 2〈

n∑
i=1

∇2X(Ei, Ei), X〉

= 2|∇X|2 + 2〈∆X,X〉.

Una vez vistas las demostraciones de (BL1) y (BL4) vamos a demostrar que
la fórmula (BL1) implica (BL2). Para ello, si recordamos la Proposición 1.13,
dados un campo X ∈ X(M) y una función f ∈ C∞(M) se cumple la siguiente
igualdad:

div(fX) = X(f) + fdivX. (2.3)
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Tomando f = divX en (2.3) obtenemos

div((divX)X) = X(divX) + (divX)2. (2.4)

Por último, usando (2.4) y la fórmula (BL1),

div(∇XX − (divX)X) = div(∇XX)− div((divX)X)

= |∇X|2 +X(divX) + Ric(X,X)

−X(divX)− (divX)2

= Ric(X,X) + |∇X|2 − (divX)2.

Para acabar la demostración de este teorema veamos que la fórmula (BL1)
implica (BL3). Para ver dicha implicación tomemos X = ∇f y sustituyamos
en (BL1) para después comprobar que, término a término, las dos fórmulas
van a ser iguales. Sustituyendo obtenemos

div(∇∇f∇f) = |∇(∇f)|2 +∇f(div∇f) + Ric(∇f,∇f).

Ahora, vamos a comparar término a término. En primer lugar, está claro que
Ric(∇f,∇f) = Ric(∇f,∇f). En segundo lugar,

〈∇f,∇(∆f)〉 = ∇f(∆f) = ∇f(div∇f).

Para el tercer término, es decir, para ver si |∇2f |2 = |∇(∇f)|2, vamos a
retomar la notación BX que ya usamos en la demostración de (BL1), es
decir, denotaremos BX = ∇X. Usando esto obtenemos lo siguiente:

|∇(∇f)|2 = |B∇f |2 = tr(B2
∇f ) =

n∑
i=1

〈B2
∇f (Ei), Ei〉

=
n∑
i=1

〈B∇f (Ei), B∇f (Ei)〉 =
n∑
i=1

|B∇f (Ei)|2 =
n∑
i=1

|∇Ei
∇f |2

=
n∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

〈∇Ei
∇f, Ej〉Ej

∣∣∣2 =
n∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

∇2f(Ei, Ej)Ej

∣∣∣2
=

n∑
i=1

n∑
j=1

(
∇2f(Ei, Ej)

)2
= |∇2f |2.

Por último, vamos a ver si ∆|∇f |2/2 = div(∇∇f∇f). Para ello,

1

2
∆|∇f |2 =

1

2
div
(
∇|∇f |2

)
= div

(
1

2
∇|∇f |2

)
. (2.5)
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Por tanto, necesitamos calcular ∇|∇f |2. Sea X ∈ X(M), entonces

〈∇|∇f |2, X〉 = X
(
|∇f |2

)
= X (〈∇f,∇f〉) = 2〈∇X∇f,∇f〉

= 2∇2u(X,∇f) = 2∇2u(∇f,X) = 2〈∇∇f∇f,X〉.

Aśı que ∇|∇f |2 = 2∇∇f∇f y, volviendo a (2.5), tenemos

1

2
∆|∇f |2 = div

(
1

2
∇|∇f |2

)
= div

(
1

2
· 2∇∇f∇f

)
= div(∇∇f∇f).

Por tanto, hemos obtenido la fórmula (BL3) a partir de (BL1).

Corolario 2.4. Sea M compacta. Si ∇2X = 0 para un campo X ∈ X(M),
entonces X es paralelo, es decir, ∇X = 0.

Demostración. Si ∇2X = 0, entonces ∆X = 0. Por tanto, si usamos la
fórmula de Bochner-Lichnerowicz (BL4),

1

2
∆(|X|2) = |∇X|2,

por lo que si aplicamos el teorema de la divergencia (Teorema 1.20) obtene-
mos lo siguiente:

0 =
1

2

∫
M

∆(|X|2) dM =

∫
M

|∇X|2 dM.

Aśı, como |∇X|2 ≥ 0, deducimos que |∇X|2 = 0 y por tanto ∇X = 0.

2.2. Primeras aplicaciones

A pesar de que una de las aplicaciones más importantes de la fórmula de
Bochner-Lichnerowicz es el llamado teorema de Lichnerowicz y Obata (que
estudiaremos en el próximo caṕıtulo), no es la única posible. De hecho, la
intención de Bochner cuando publicó [Bo] no era demostrar una fórmula, sino
ver unos resultados que dependen de si la curvatura de Ricci de la variedad
con la que se está trabajando es positiva o negativa. Nuestro objetivo ahora
será estudiar esos resultados, los cuales se pueden ver como aplicaciones para
los campos armónicos y los campos de Killing de las fórmulas vistas en la
Sección 2.1. Sin embargo, antes serán necesarias algunas definiciones. Las
principales referencias para esta sección son [On], [Po] y [Ya].
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Definición 2.5. Dada una uno-forma ω ∈ Λ1(M), su divergencia, denotada
por divω ∈ Λ0(M) = C∞(M), está dada por

divω =
n∑
i=1

iEi
(∇Ei

ω),

donde i es el producto interior y {E1, . . . , En} es un sistema de referencia
ortonormal local.

Definición 2.6. Sea ω ∈ Λ1(M) una uno-forma. Se dice que ω es cerrada
si cumple dω = 0 con d : Λ1(M) −→ Λ2(M) la diferencial exterior. Por otro
lado, se dice que ω es cocerrada si δω = 0 con δ : ∆1(M) −→ Λ0(M) la
codiferencial exterior.

Definición 2.7. Se define ∆ : Λ1(M) −→ Λ1(M), el operador laplaciano de
una uno-forma, como ∆ = d ◦ δ + δ ◦ d.

Definición 2.8. Se dice que ω ∈ Λ1(M) es armónica si ∆ω = 0. Es decir,
si d(δω) + δ(dω) = 0.

Evidentemente, si una uno-forma ω es cerrada y cocerrada entonces es armóni-
ca. Sin embargo, el rećıproco no siempre es cierto y hace falta la condición
de que M sea compacta (para más detalles sobre esto último véase [Po]).

Definición 2.9. Sea X ∈ X(M) y sea X[ ∈ Λ1(M) su uno-forma métrica-
mente equivalente. Se dice que X es armónico si X[ es armónica.

Proposición 2.10. Si X ∈ X(M) se tiene lo siguiente:

1) dX[(Y, Z) = 〈∇YX,Z〉 − 〈Y,∇ZX〉 para todo Y, Z ∈ X(M), y

2) δX[ = −divX.

Demostración. Para demostrar 1) vamos a usar que

dw(Y, Z) = Y (ω(Z))− Z(ω(Y ))− ω([Y, Z])

para toda uno-forma ω ∈ Λ1(M) y todo campo Y, Z ∈ X(M). Entonces,

dX[(Y, Z) = Y (X[(Z))− Z(X[(Y ))−X[([Y, Z])

= Y (〈X,Z〉)− Z(〈X, Y 〉)− 〈X, [Y, Z]〉
= 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇YZ〉 − 〈∇ZX, Y 〉
− 〈X,∇ZY 〉 − 〈X,∇YZ〉+ 〈X,∇ZY 〉

= 〈∇YX,Z〉 − 〈Y,∇ZX〉.
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A continuación vamos a demostrar 2). En primer lugar sabemos que, por de-
finición, δX[ = −divX[. Por tanto, nuestro objetivo será verificar la igualdad
divX = divX[. Para demostrar esto vamos a hacer uso de lo siguiente:

iX(∇Y ω) = (∇Y ω)(X) = ∇Y (ωX)− ω(∇YX) = Y (ωX)− ω(∇YX),

donde X, Y ∈ X(M) y ω ∈ Λ1(M).

Entonces, dado {E1, . . . , En} un sistema de referencia ortonormal local,

divX[ =
n∑
i=1

iEi
(∇Ei

X[) =
n∑
i=1

[
Ei(X

[(Ei))−X[(∇Ei
Ei)
]

=
n∑
i=1

[Ei(〈X,Ei〉)− 〈X,∇Ei
Ei〉] =

n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉

= divX.

Corolario 2.11. Si M es una variedad riemanniana compacta, entonces un
campo X ∈ X(M) es armónico si, y sólo si, divX = 0 y ∇X es autoadjunto
con respecto a la métrica.

Teorema 2.12. Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
de Ricci no negativa. Entonces, todo campo armónico X ∈ X(M) es paralelo
y cumple Ric(X,X) = 0. En particular, si la curvatura de Ricci de M es
definida positiva, el único campo armónico en M es X = 0.

Demostración. Como M es compacta y X es un campo armónico, entonces
divX = 0 por el Corolario 2.11. Aśı que, aplicando la fórmula (BL1),

div(∇XX) = |∇X|2 + Ric(X,X).

Por tanto, aplicando el teorema de la divergencia (Teorema 1.20) obtenemos∫
M

(|∇X|2 + Ric(X,X)) dM = 0.

Ahora, como sabemos que |∇X|2 ≥ 0 y Ric(X,X) ≥ 0, entonces ∇X = 0 y
Ric(X,X) = 0. En el caso de que la curvatura de Ricci sea definida positiva,
como Ric(X,X) = 0 tendremos que X = 0.

Corolario 2.13. Si M es una variedad riemanniana compacta y la curvatura
de Ricci es definida positiva, entonces el primer número de Betti es cero, es
decir, β1(M) = 0.
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Demostración. Por el teorema de Hodge (véase [Wa]), si M es compacta
entonces H1(M,R) es isomorfo al espacio de vectores de campos armónicos
sobre M . Es decir, β1(M) = dimRH

1(M,R) es igual al número de campos
armónicos linealmente independientes. De esta manera, y aplicando el Teore-
ma 2.12 a nuestras hipótesis, como el único campo armónico en M es X = 0,
entonces β1(M) = 0.

Definición 2.14. Dada una variedad riemanniana M y un campo tangente
X ∈ X(M), diremos que X es un campo de Killing si la derivada de Lie de
la métrica es igual a cero, es decir, si LXg = 0.

Proposición 2.15. Un campo X ∈ X(M) es de Killing si, y sólo si, ∇X es
anti-adjunto.

Demostración. Observemos en primer lugar que, dados tres campos tangen-
tes X, Y, Z ∈ X(M), se satisface lo siguiente:

(LXg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(LXY, Z)− g(Y, LXZ)

= X(〈Y, Z〉)− 〈[X, Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉
= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
− 〈∇XY −∇YX,Z〉 − 〈Y,∇XZ −∇ZX〉

= 〈∇YX,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉.

Entonces, que X sea de Killing es equivalente a que

〈∇YX,Z〉+ 〈Y,∇ZX〉 = 0,

es decir, es equivalente a que ∇X sea anti-adjunto.

Corolario 2.16. Si X ∈ X(M) es de Killing, entonces divX = 0

Demostración. Por ser X de Killing sabemos que ∇X es anti-adjunto, aśı
que, dado Y ∈ X(M) tenemos

〈∇YX, Y 〉+ 〈Y,∇YX〉 = 0,

por lo que 〈∇YX, Y 〉 = 0. Entonces, tomando {E1, . . . , En} un sistema de
referencia ortonormal local,

divX =
n∑
i=1

〈∇Ei
X,Ei〉 = 0.

Desde el punto de vista geométrico, y gracias a la interpretación geométrica
de la derivada de Lie en términos de la variación de un tensor bajo el flujo
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del campo, decir que un campo X es de Killing es equivalente a decir que el
tensor métrico no vaŕıa bajo el flujo de X. Esto conduce a la interpretación
de los campos de Killing como isometŕıas infinitesimales, en el sentido de que
un campo X es de Killing si, y sólo si, su flujo local (o grupo 1-paramétrico
local) está formado por isometŕıas locales.

Lema 2.17. Dado un campo de Killing X ∈ X(M), se verifica

〈∆X, ·〉+ Ric(X, ·) = 0.

Demostración. Sea Y ∈ X(M) y tomemos {E1, . . . , En} un sistema de re-
ferencia ortonormal local. Ahora, si fijamos un punto p ∈ M y usamos las
notaciones Y (p) = y, X(p) = x y Ei(p) = ei, obtenemos

〈∆X, Y 〉+ Ric(X, Y )
∣∣∣
p

= 〈tr(∇2X)(p), y〉+ Ric(x, y).

Ahora, como fijado p es posible tomar Y ∈ X(M) de manera que se satisfaga
(∇Y )(p) = 0, tenemos lo siguiente:

〈∆X, Y 〉+ Ric(X, Y )
∣∣∣
p

=
n∑
i=1

[ei(〈∇Ei
X, Y 〉) + 〈∇ei∇YX −∇y∇Ei

X, ei〉]

=
n∑
i=1

[−ei(〈Ei,∇YX〉) + ei(〈∇YX,Ei〉)]− y(divX) = 0.

Teorema 2.18. Sea M una variedad riemanniana compacta con curvatura
de Ricci negativa. Entonces, todo campo de Killing X ∈ X(M) es paralelo
y cumple Ric(X,X) = 0. En particular, si la curvatura de Ricci es definida
negativa, el único campo de Killing en M es X = 0.

Demostración. En primer lugar, apliquemos la fórmula (BL4) a nuestra si-
tuación. De esta forma obtenemos

1

2
∆(|X|2) = |∇X|2 + 〈∆X,X〉

Si ahora tenemos en cuenta tanto el Lema 2.17 como el teorema de la diver-
gencia (Teorema 1.20),

0 =

∫
M

(|∇X|2 + 〈∆X,X〉) dM =

∫
M

(|∇X|2 − Ric(X,X)) dM.
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Entonces, como |∇X|2 ≥ 0 y −Ric(X,X) ≥ 0, obtenemos que el campo X
es paralelo y que Ric(X,X) = 0. Además, si la curvatura de Ricci es definida
negativa también obtenemos que X = 0.

Corolario 2.19. Si M es una variedad riemanniana compacta y tiene cur-
vatura de Ricci negativa entonces tiene un grupo de isometŕıas finito.

Demostración. Como M es compacta, por el teorema de Myers-Steenrod
(véase [MS]), el grupo de isometŕıas de M es compacto. Si dicho grupo fuera
infinito, entonces contendŕıa un grupo no trivial de isometŕıas 1-paramétri-
cas de M que necesariamente vendŕıan generadas por un campo de Killing
distinto de cero, lo cual contradeciŕıa el Teorema 2.18.



Caṕıtulo 3

Teorema de Lichnerowicz y
Obata

Una de las principales aplicaciones de la fórmula de Bochner-Lichnerowicz es
el teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema 3.1). En este resultado se da
una cota inferior para el primer valor propio no nulo del operador laplaciano
y también se ve que la igualdad se da en el caso de estar trabajando con
una esfera. Es interesante destacar que las dos partes del teorema no se
demostraron el mismo año, sino que Lichnerowicz dio la cota en 1958 (véase
[Li2]) y Obata demostró la caracterización en 1962 (véase [Ob]). El enunciado
es el siguiente:

Teorema 3.1 (Lichnerowicz y Obata). Sea (Mn, g) una variedad rieman-
niana compacta. Supongamos que existe una constante c > 0 que satisface
la desigualdad Ric ≥ (n − 1)c. Entonces, el primer valor propio no nulo del
operador laplaciano cumple λ1 ≥ nc. Además, la igualdad se da si, y sólo si,
M es isométrica a una esfera Sn(r) de radio r = 1/

√
c.

Para demostrar este teorema van a ser necesarios unos resultados previos
entre los que se incluyen tanto el cálculo de los valores propios del laplaciano
en la esfera como el llamado teorema de Cheng (Teorema 3.8).

41
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3.1. Los valores propios del laplaciano en la

esfera

En esta sección vamos a ver cómo es el primer valor propio no nulo del
laplaciano en la esfera Sn(r) = {x ∈ Rn+1 : |x|2 = r2}. Para ello, sean

F ∈ C∞(Rn+1) y f = F
∣∣
Sn(r)

.

Nuestro objetivo es relacionar el cálculo intŕınseco de f con el extŕınseco de
F . Más concretamente, queremos relacionar ∆f con ∆F en la esfera. Las
referencias para esta sección son [BGM] y [Ro1].

Proposición 3.2. Sea Σn una hipersuperficie en una variedad M
n+1

y sea
F ∈ C∞(M). Además, sea α(t) una curva en Σ tal que α(0) = p y α′(0) = v.
Entonces,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(F (α(t))) = ∇Fp(v, v) + 〈∇F (p), α′′(0)〉.

Demostración. Sean F y α las del enunciado, entonces sabemos que se verifica
lo siguiente:

d

dt
(F (α(t))) = 〈∇F (α(t)), α′(t)〉. (3.1)

Ahora, derivando en (3.1) tenemos

d2

dt2
(F (α(t))) =

d

dt
〈∇F (α(t)), α′(t)〉

= 〈∇α′(t)∇F (α(t)), α′(t)〉+ 〈∇F (α(t)), α′′(t)〉

= ∇2
Fα(t)(α

′(t), α′(t)) + 〈∇F (α(t)), α′′(t)〉.

Por último, si evaluamos en t = 0 y usamos las condiciones iniciales de la
curva α, obtenemos lo que queŕıamos.

Teorema 3.3. Sean F ∈ C∞(Rn+1) y f = F
∣∣
Sn(r)

, entonces, para todo punto

p ∈ Sn(r), se cumple

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp)− 1

r2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp).

Demostración. Sabemos que en la esfera Sn(r) se cumple que N(p) = p/r
para todo p ∈ Sn(r) (entendiendo p como el vector (p1, . . . , pn+1)). Entonces,

AX = −∇XN = −∇X(
1

r
p) = −1

r
X,
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por lo que A = −In/r y por tanto H = tr(A)/n = −1/r.

Si usamos la Proposición 1.39 con estos valores, llegamos a

∆f(p) = ∆F (p) + nH〈∇F (p), N(p)〉 − ∇2
F (N(p), N(p))

= ∆F (p)− n

r2
〈∇F (p), p〉 − 1

r2
∇2
F (p, p).

Lo siguiente que tenemos que hacer es calcular 〈∇F (p), p〉 y ∇2
F (p, p). En

primer lugar,

〈∇F (p), p〉 = p(F (p)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (α(t)),

siendo α(t) : (−ε, ε) −→ Rn+1 con α(0) = p y α′(0) = p. Tomando la curva
α(t) = p+ tp obtenemos

〈∇F (p), p〉 = p(F (p)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp).

Para calcular ∇2
F (p, p) basta con usar la Proposición 3.2 tomando de nuevo

la curva α(t) = p+ tp.

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

(F (p+ tp)) = ∇2
Fp(p, p) + 〈∇F (p), α′′(0)〉 = ∇2

Fp(p, p).

De esta manera, dado p ∈ Sn(r) tenemos

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2
〈∇F (p), p〉 − 1

r2
∇2
F (p, p)

= ∆F (p)− n

r2

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp)− 1

r2

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp).

Ahora vamos a imponer condiciones para F . Supongamos que F ∈ C∞(Rn+1)
es una función homogénea de grado k ≥ 0 con k ∈ N (es decir, tal que
F (λx) = λkF (x) para todo λ ∈ R). Entonces, si calculamos los términos de
la fórmula dada por el Teorema 3.3, obtenemos

F (p+ tp) = F ((1 + t)p) = (1 + t)kF (p),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p+tp) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(1+t)kF (p) = k(1+t)k−1F (p)

∣∣∣∣
t=0

= kF (p) = kf(p), y

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

F (p+ tp) = k(k−1)(1+ t)k−2F (p)

∣∣∣∣
t=0

= k(k−1)F (p) = k(k−1)f(p).
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Por tanto, el operador laplaciano quedaŕıa de la siguiente forma:

∆f(p) = ∆F (p)− n

r2
kf(p)− 1

r2
k(k − 1)f(p) = ∆F (p)− k(n+ k − 1)

r2
f(p).

De esta manera tenemos que

∆f +
k(n+ k − 1)

r2
f = ∆F.

Si ahora pedimos que F sea armónica además de homogénea tenemos que
para todo k ≥ 0, f = F

∣∣
Sn(r)

cumple

∆f + λkf = 0 con λk =
k(n+ k − 1)

r2
.

Con esto, y gracias a la existencia de polinomios armónicos homogéneos de
grado k ≥ 0 en Rn+1, ya sabemos cómo calcular los valores propios del
operador laplaciano en la esfera y podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Los valores propios λk con k ≥ 0 del operador laplaciano en
la esfera Sn(r) se pueden escribir como

λk =
k(n+ k − 1)

r2
,

y sus funciones propias asociadas son la restricción a Sn(r) de los polinomios
armónicos homogéneos de grado k.

3.2. El teorema de Cheng

El objetivo principal de esta sección es demostrar el teorema de Cheng (Teo-
rema 3.8). Sin embargo, antes de empezar con la demostración de este resul-
tado creo conveniente destacar el hecho de que no surgió de la nada, sino que
se llegó a él poco a poco gracias a las aportaciones que fueron haciendo varios
matemáticos. Por tanto, es interesante desde el punto de vista histórico ver
cómo se llegó al teorema.

3.2.1. Histórico del teorema

Podemos considerar que el primer matemático en comenzar con el teorema
fue Bonnet en 1855, el teorema que demostró dice lo siguiente.
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Teorema 3.5 (Bonnet). Sea (Mn, g) una variedad riemanniana completa
y supongamos que existe una constante c > 0 de manera que la curvatura
seccional cumple K ≥ c. Entonces M es compacta y diám(M) ≤ π/

√
c.

Más tarde, en 1941, Myers probó un teorema muy parecido.

Teorema 3.6 (Myers). Sea (Mn, g) una variedad riemanniana completa y
supongamos que existe una constante c > 0 de manera que Ric ≥ (n − 1)c.
Entonces M es compacta y diám(M) ≤ π/

√
c.

Si nos fijamos, la hipótesis sobre la curvatura seccional del teorema de Bonnet
implica que Ric ≥ (n− 1)c en el sentido de las formas cuadráticas, es decir,
implica que para todo p ∈M y para todo v ∈ TpM se cumple

Ricp(v, v) ≥ (n− 1)c|v|2.

De esta manera, el teorema de Myers era más fuerte que el de Bonnet, puesto
que la hipótesis pedida era más débil. Lo vemos.

Sea v 6= 0 y sea {e1, . . . , en} una base ortonormal local tal que e1 = v/|v|.
Entonces, si nos fijamos en la definición del tensor de Ricci y usamos que
R(w,w) = 0 para todo w ∈ TpM y que v = |v|e1, podemos ver que hay un
sumando (cuando i = 1) que vale 0. Aśı,

Ricp(v, v) =
n∑
i=1

〈R(v, ei)v, ei〉 = |v|2
n∑
i=1

〈R(e1, ei)e1, ei〉

= |v|2
n∑
i=2

〈R(e1, ei)e1, ei〉 = |v|2
n∑
i=2

K(e1 ∧ ei) ≥ |v|2(n− 1)c,

tal y como queŕıamos demostrar.

Años más tarde, en 1959, Toponogov cambió la hipótesis de completitud por
la compacidad de M y demostró el siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Toponogov). Sea (Mn, g) una variedad riemanniana compac-
ta y supongamos que existe una constante c > 0 de manera que la curvatura
seccional cumple K ≥ c y diám(M) = π/

√
c. Entonces M es isométrica a

una esfera Sn(r) de radio r = 1/
√
c.

Por último, en 1975, Cheng demostró su teorema.

Teorema 3.8 (Cheng). Sea (Mn, g) una variedad riemanniana compacta
y supongamos que existe una constante c > 0 tal que Ric ≥ (n − 1)c. Si
diám(M) = π/

√
c entonces M es isométrica a una esfera Sn(r) de radio

r = 1/
√
c.
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De los cuatro teoremas vistos, para cumplir con nuestros objetivos necesita-
remos tanto el teorema de Myers como el teorema de Cheng .

3.2.2. Teorema de Myers

Vamos a comenzar demostrando el teorema de Myers (Teorema 3.6). Sin em-
bargo, antes de comenzar su demostración necesitaremos algunas definiciones
y resultados previos. Para más detalles se puede consultar [Ch2] o [Le1].

Definición 3.9. Dada α : [a, b] −→ M una curva en M , definimos una
variación de α como x : [a, b] × (−ξ, ξ) −→ M tal que x(u, 0) = α(u) para
todo u ∈ [a, b]. Decimos además que x fija los extremos si x(a, v) = α(a) y
x(b, v) = α(b) para todo v ∈ (−ξ, ξ).

Definición 3.10. Dada una variación x(u, v) y dados u0, v0 constantes, se
definen las curvas longitudinales como las dadas por x(u, v0) y las curvas
transversales como las dadas por x(u0, v).

Figura 3.1: Variación de una curva fijando los extremos.

Definición 3.11. Se define el campo variacional de una variación x como

V (u) :=
∂x

∂v
(u, 0).

Sea βu(v) = x(u, v), entonces

V (u) =
∂x

∂v
(u, 0) = β′u(0) ∈ Tβu(0)M = Tα(u)M.

Por otro lado,
∂x

∂u
(u, 0) = α′(u) ∈ Tα(u)M.
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De esta manera, si x es una variación que fija los extremos, entonces su campo
variacional cumple V (a) = V (b) = 0, puesto que

V (a) =
∂x

∂v
(a, 0) =

d

dv

∣∣∣
v=0

(x(a, v)) =
d

dv

∣∣∣
v=0

α(a) = 0, y

V (b) =
∂x

∂v
(b, 0) =

d

dv

∣∣∣
v=0

(x(b, v)) =
d

dv

∣∣∣
v=0

α(b) = 0.

Dada una variación x de una curva α, podemos definir la aplicación que
determina la longitud de las curvas del tipo u 7−→ x(u, v0) para v0 fijo (curvas
longitudinales). A esta aplicación la denotamos L(v0), la cual claramente
satisface L(0) = L(α).

Nos interesa conocer cómo cambia la longitud de α para pequeñas variaciones,
es decir, para v muy pequeño. Por lo tanto, estudiaremos la primera y la
segunda fórmula de variación, las cuáles nos dan fórmulas para L′(0) y L′′(0).
Con respecto a ambos resultados es necesario resaltar que, aunque se pueden
demostrar para curvas regulares a trozos, en esta memoria sólo incluiré el
enunciado para curvas regulares, puesto que en la demostración del teorema
de Myers las curvas que se usan son regulares a lo largo de toda la variedad.

Proposición 3.12 (Primera fórmula de variación). Sea α una curva regular
en M y parametrizada por arco (es decir, con |α′| = 1). Si x es una variación
de α, entonces

L′(0) = −
∫ b

a

〈α′′, V 〉 du+ 〈α′, V 〉
∣∣∣b
a
,

donde V es el campo variacional de la variación x.

Teorema 3.13. Una curva α en M regular y parametrizada por arco es una
geodésica si, y sólo si, L′(0) = 0 para toda variación x de α que fija los
extremos.

Como nos va a interesar estudiar el caso en el que L′(0) = 0, a partir de
ahora trabajaremos con variaciones que fijan los extremos y aśı podremos
tomar nuestra curva una geodésica.

Proposición 3.14 (Segunda fórmula de variación). Sea σ una geodésica
parametrizada por arco. Si x es una variación de σ que fija los extremos,
entonces

L′′(0) =

∫ b

a

(
〈(V ′)⊥, (V ′)⊥〉 − 〈R(V, σ′)V, σ′〉

)
du, (3.2)

donde V es el campo variacional de σ.
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Dado V , un campo de vectores sobre σ, éste se puede descomponer como
V = V > + V ⊥, donde V > es tangente a σ y V ⊥ es ortogonal a σ. Además,
como sabemos que el espacio tangente está generado por σ′, tenemos que
V > = λσ′. Pero como 〈V, σ′〉 = λ, obtenemos V > = 〈V, σ′〉σ′. Por otro lado,
como σ es una geodésica sabemos que σ′′ = 0, por lo que

(V >)′ = (〈V ′, σ′〉+ 〈V, σ′′〉)σ′ + 〈V, σ′〉σ′′ = 〈V ′, σ′〉σ′.

De nuevo, como sabemos que el espacio tangente está generado por σ′, ha-
ciendo cálculos obtenemos que (V ′)> = 〈V ′, σ′〉σ′, lo cual nos dice que

(V ′)> = (V >)′.

Además, el hecho de que V > sea colineal con σ′ y las propiedades del tensor
de Riemann (Proposición 1.31) hacen que

〈R(V, σ′)V, σ′〉 = 〈R(V > + V ⊥, σ′)(V > + V ⊥), σ′〉
= 〈R(V >, σ′)V >, σ′〉+ 〈R(V >, σ′)V ⊥, σ′〉

+ 〈R(V ⊥, σ′)V >, σ′〉+ 〈R(V ⊥, σ′)V ⊥, σ′〉
= 〈R(V ⊥, σ′)V >, σ′〉+ 〈R(V >, σ′)V ⊥, σ′〉

+ 〈R(V ⊥, σ′)V ⊥, σ′〉
= 〈R(V ⊥, σ′)V >, σ′〉+ 〈R(V ⊥, σ′)V ⊥, σ′〉
= 〈R(V >, σ′)V ⊥, σ′〉+ 〈R(V ⊥, σ′)V ⊥, σ′〉
= 〈R(V ⊥, σ′)V ⊥, σ′〉.

Por todo esto, la segunda fórmula de variación (3.2) se define realmente sólo
para campos variacionales normales y queda entonces de la siguiente manera:

L′′(0) =

∫ b

a

(〈V ′, V ′〉 − 〈R(V, σ′)V, σ′〉) du.

Definición 3.15. Denotamos por Ω(p, q) el conjunto de las curvas regulares
α : [a, b] −→ M tales que α(a) = p, α(b) = q. Asimismo definimos TαΩ, con
α ∈ Ω(p, q), como el espacio formado por los campos de vectores V normales
a α y que cumplen V (a) = 0, V (b) = 0.

Definición 3.16. Dada una geodésica σ con σ(a) = p y σ(b) = q, definimos
la forma ı́ndice como la siguiente forma bilineal simétrica:

I : TσΩ× TσΩ −→ R
(V,W ) 7−→

∫ b
a

(〈V ′,W ′〉 − 〈R(V, σ′)W,σ′〉) du

Nótese que I(V, V ) = L′′(0).
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Proposición 3.17. Dados V , W ∈ TσΩ, la forma ı́ndice puede escribirse
como

I(V,W ) = −
∫ b

a

〈V ′′ −R(V, σ′)σ′,W 〉 du.

Demostración. En general tenemos lo siguiente:

∂

∂t
〈V ′,W 〉 = 〈V ′′,W 〉+ 〈V ′,W ′〉.

Integrando y haciendo uso del teorema fundamental del cálculo queda

〈V ′,W 〉
∣∣∣b
a

=

∫ b

a

〈V ′′,W 〉 du+

∫ b

a

〈V ′,W ′〉 du.

Como W (a) = 0 y W (b) = 0 debido a que W ∈ TσΩ, entonces 〈V ′,W 〉
∣∣b
a

= 0.
Aśı, ∫ b

a

〈V ′,W ′〉 du = −
∫ b

a

〈V ′′,W 〉 du. (3.3)

Por otro lado, por las simetŕıas del tensor de Riemann de la Proposición 1.31,
sabemos que

〈R(V, σ′)W,σ′〉 = −〈R(V, σ′)σ′,W 〉. (3.4)

Ahora, si sustituimos (3.3) y (3.4) en la definición de la forma ı́ndice obte-
nemos lo que buscábamos.

Ya estamos en disposición de poder comprender la demostración el teorema
de Myers (Teorema 3.6).

Demostración del Teorema 3.6.

Sea σ : [0, b] −→ M una geodésica parametrizada por el arco y supongamos
que b = L(σ) > π/

√
c. Construimos {E1, . . . , En} una base ortonormal local

de campos paralelos a lo largo de σ de manera que En = σ′. Después, para
cada i ∈ {1, . . . , n− 1} definimos

Vi(t) = sen

(
πt

b

)
Ei(t).

Estos campos son normales y satisfacen Vi(0) = 0, Vi(b) = 0 para todo
i ∈ {1, . . . , n − 1}. Ahora, para cada i, calculemos sus derivadas primera y
segunda:

V ′i (t) =
π

b
cos

(
πt

b

)
Ei(t), V ′′i (t) = −π

2

b2
sen

(
πt

b

)
Ei(t).
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Entonces,

I(Vi, Vi) = −
∫ b

0

〈−π
2

b2
sen

(
πt

b

)
Ei

−R
(

sen

(
πt

b

)
Ei, En

)
En, sen

(
πt

b

)
Ei〉 dt

= −
∫ b

0

sen2

(
πt

b

)
〈−π

2

b2
Ei −R (Ei, En)En, Ei〉 dt

=

∫ b

0

sen2

(
πt

b

)(
π2

b2
+ 〈R (Ei, En)En, Ei〉

)
dt.

(3.5)

Por otro lado, por las propiedades del tensor de Riemann que vimos en la
Proposición 1.31, tenemos

Ric(σ′, σ′) = Ric(En, En) =
n∑
i=1

〈R(En, Ei)En, Ei〉

=
n−1∑
i=1

〈R(En, Ei)En, Ei〉 = −
n−1∑
i=1

〈R(Ei, En)En, Ei〉.
(3.6)

Si hacemos la suma de los I(Vi, Vi) usando (3.5) y (3.6), entonces

n−1∑
i=1

I(Vi, Vi) =

∫ b

0

sen2

(
πt

b

)(
(n− 1)

π2

b2
− Ric(σ′, σ′)

)
dt.

Ahora, usando la hipótesis sobre la curvatura de Ricci tenemos

(n− 1)
π2

b2
− Ric(σ′, σ′) ≤ (n− 1)

π2

b2
− c(n− 1) = (n− 1)

(
π2

b2
− c
)
< 0,

donde la última desigualdad se debe a que estamos suponiendo b > π/
√
c.

Entonces hemos obtenido que
∑n−1

i=1 I(Vi, Vi) < 0, por lo que al menos uno de
los sumandos tiene que ser estrictamente negativo, lo que implicaŕıa que σ
no es una geodésica minimizante. Si nos fijamos en la suposición que hicimos,
esto quiere decir que no existen geodésicas minimizantes con longitud mayor
que π/

√
c en M , luego diám(M) ≤ π/

√
c como queŕıamos demostrar.

Por otro lado, como diám(M) ≤ π/
√
c, tenemos que M es acotada. Además,

como de forma obvia, M es cerrada en M y estamos suponiendo que es
completa, el teorema de Hopf-Rinow nos asegura que M es compacta.
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3.2.3. Teorema de Cheng

Al igual que nos pasó con la demostración del teorema de Myers (Teore-
ma 3.6), para el teorema de Cheng (Teorema 3.8) también vamos a necesi-
tar algunos resultados previos. Concretamente, necesitaremos el teorema de
comparación del volumen (Teorema 3.18). Para más detalles, consúltese la
referencia [Li1].

Teorema 3.18 (Comparación del volumen). Sea Mn una variedad rieman-
niana completa y sea M

n
= Sn(1/

√
c). Supongamos que existe una constante

c > 0 tal que Ric ≥ (n − 1)c. Si para cada p ∈ M denotamos por Vp(r) y
V (r) los volúmenes de las bolas geodésicas Bp(r) y B(r), respectivamente,
entonces tenemos que

Vp(r1)V (r2) ≥ Vp(r2)V (r1),

donde 0 ≤ r1 y r2 ≤ ∞. Además, la igualdad se da si, y sólo si, M es
isométrica a M .

Demostración del Teorema 3.8.

Sean p, q ∈ M tales que d(p, q) = diám(M) = `. Entonces, si aplicamos el
teorema de comparación del volumen (Teorema 3.18) a r1 = `/2 y r2 = `
obtenemos lo siguiente:

Vp(`) ≤ Vp

(
`

2

)
· V (`)

V
(
`
2

) .
Si observamos,

diám(M) = diám

(
Sn
(

1√
c

))
=

π√
c
,

por lo que la hipótesis de que ` = π/
√
c implica que V (`) es el volumen de

la esfera Sn(1/
√
c) y V (`/2) es el volumen de su semiesfera. De esta manera,

V (`)

V
(
`
2

) =
V (`)
1
2
V (`)

= 2.

Por tanto,

Vp(`) ≤ 2Vp

(
`

2

)
,
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y análogamente

Vq(`) ≤ 2Vq

(
`

2

)
.

Por otro lado, Bp(`/2)∩Bq(`/2) = ∅, puesto que si suponemos que existe un
punto x en la intersección tenemos una contradicción, ya que

` = d(p, q) ≤ d(p, x) + d(x, q) <
`

2
+
`

2
= `.

Entonces, usando el hecho de que

Bp(`) = {x ∈M : d(p, x) ≤ `} = M = {x ∈M : d(q, x) ≤ `} = Bq(`),

obtenemos

2V (M) = Vp(`) + Vq(`) ≤ 2

(
Vp

(
`

2

)
+ Vq

(
`

2

))
≤ 2V (M),

lo que implica que las desigualdades del teorema de comparación son en
realidad igualdades y por tanto M es isométrica a una esfera como queŕıamos
demostrar.

3.3. El teorema de Lichnerowicz y Obata

Con las secciones anteriores y unos pocos preliminares más, ya estaremos en
disposición de poder demostrar el teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema
3.1). Las referencias en esta ocasión son [Li1] y [Ob].

Proposición 3.19. Si a1, a2, . . ., an ∈ R, entonces

n∑
i=1

a2
i ≥

1

n

(
n∑
i=1

ai

)2

,

donde la igualdad se da si, y sólo si, a1 = a2 = . . . = an.

Demostración. La desigualdad se demuestra simplemente tomando los vec-
tores ~v = (a1, . . . , an) ∈ Rn y ~w = (1, . . . , 1) ∈ Rn para usar con ellos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, es decir, que 〈~v, ~w〉2 ≤ |~v|2|~w|2. Además, la
igualdad se da cuando ~v y ~w son colineales.

Esta proposición tiene una importante consecuencia si se aplica a las matrices.
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Proposición 3.20. Sea B una matriz autoadjunta en Rn, entonces

tr(B2) ≥ 1

n
(trB)2 ,

donde la igualdad se da si, y sólo si, B = λIn con λ ∈ R.

Demostración. Si tenemos la matriz B del enunciado, sabemos que ésta es
diagonalizable por resultados de álgebra, por lo que podemos considerar que
es de la forma B = diag{b1, . . . , bn}. De esta manera, si aplicamos la Propo-
sición 3.19 a los bi de la diagonal tenemos el resultado deseado.

Lema 3.21. Para todo f ∈ C∞(M) se tiene

|∇2f |2 ≥ 1

n
(∆f)2 ,

donde la igualdad se da si, y sólo si, ∇2f = φ〈 , 〉 con φ ∈ C∞(M). Además,
tomando trazas cuando se da la igualdad puede observarse que, en ese caso,
necesariamente φ = ∆f/n.

Demostración. Vamos a usar la Proposición 3.20 tomando B = ∇2f y viendo
el operador hessiano como

∇2f : X(M) −→ X(M)
X 7−→ ∇X∇f

Entonces, como el hessiano visto de esta forma es autoadjunto, podemos
aplicar la Proposición 3.20. Para ello, necesitamos calcular tr(B2) y (trB)2.

tr(B2) = |B|2 = |∇2f |2,

trB = tr(∇2f) =
n∑
i=1

∇2f(Ei, Ei) =
n∑
i=1

〈∇Ei
∇f, Ei〉 = tr(X 7→ ∇X∇f)

= tr(∇(∇f)) = div(∇f) = ∆f.

De esta manera, obtenemos lo que queŕıamos demostrar, es decir,

|∇2f |2 ≥ 1

n
(∆f)2 .

Ahora, para la igualdad vamos a usar que A es diagonalizable y que por tanto
no hay ningún problema en suponer directamente que B es diagonal. Aśı,

B = λI ⇒ ∇2f = λI ⇒ ∆f = tr(∇2f) = λn ⇒ λ =
∆f

n
.
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Entonces, la igualdad se dará si, y sólo si,

∇2f =
∆f

n
〈 , 〉.

A continuación vamos a ver la demostración de la desigualdad del teorema
de Lichnerowicz y Obata (Teorema 3.1).

Demostración de la desigualdad del Teorema 3.1.

Sea f ∈ C∞(M) tal que ∆f + λ1f = 0 con λ1 el primer valor propio no nulo
del laplaciano, es decir, f es una primera función propia no constante. Vamos
a usar la fórmula de Bochner-Lichnerowicz (BL3), la Proposición 1.15 y el
Lema 3.21 para calcular el laplaciano de la función

g = |∇f |2 +
λ1

n
f 2,

obteniendo lo siguiente:

∆g = ∆|∇f |2 +
λ1

n
∆f 2

= 2|∇2f |2 + 2〈∇f,∇(∆f)〉+ 2Ric(∇f,∇f) +
λ1

n
∆f 2

= 2|∇2f |2 + 2〈∇f,∇(∆f)〉+ 2Ric(∇f,∇f) +
λ1

n

(
2f∆f + 2|∇f |2

)
= 2|∇2f |2 − 2λ1|∇f |2 + 2Ric(∇f,∇f) +

λ1

n

(
−2λ1f

2 + 2|∇f |2
)

= 2|∇2f |2 + 2Ric(∇f,∇f) + 2

(
−λ1 +

λ1

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

= 2|∇2f |2 + 2Ric(∇f,∇f) + 2

(
−λ1n+ λ1

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

≥ 2|∇2f |2 + 2(n− 1)c|∇f |2 + 2

(
−λ1(n− 1)

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

= 2|∇2f |2 + 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

≥ 2(∆f)2

n
+ 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

=
2λ2

1

n
f 2 + 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|∇f |2 − 2λ2

1

n
f 2

= 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)
|∇f |2.
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Ahora, supongamos que c− (λ1/n) > 0. Entonces, como M es compacta, por
el teorema de la divergencia (Teorema 1.20), tenemos

0 =

∫
M

∆g dM ≥ 2(n− 1)

(
c− λ1

n

)∫
M

|∇f |2 dM > 0,

donde para la última desigualdad se ha usado que como f no es constante
entonces la integral de |∇f |2 es estrictamente mayor que cero. Por tanto,
como con nuestra suposición hemos llegado a contradicción, sabemos que se
cumple c− (λ1/n) ≤ 0, y esto es equivalente a que λ1 ≥ nc.

A continuación, para la caracterización de la igualdad ya tenemos una de las
implicaciones, puesto que si aplicamos el Teorema 3.4 al caso particular en
el que k = 1 y r = 1/

√
c, obtenemos que en la esfera Sn(r), el primer valor

propio no nulo es λ1 = nc. Para la otra implicación tenemos dos pruebas
distintas, la proporcionada en el libro [Li1] y la original de Obata que se
puede encontrar en [Ob].

Comenzaremos por la demostración proporcionada por Li, para la cual ne-
cesitaremos tanto el teorema de Cheng (Teorema 3.8) como el principio del
máximo del laplaciano (Teorema 1.28).

Caracterización de la igualdad del Teorema 3.1(de [Li1]).

En primer lugar, como M es completa por ser (M, g) un espacio métrico
compacto y por el teorema de Hopf-Rinow, podemos aplicar el teorema de
Myers (Teorema 3.6). Éste nos dice que, bajo nuestras hipótesis,

diám(M) ≤ π√
c
.

Nuestro objetivo en esta demostración será ver que se satisface la desigualdad
contraria para aśı aplicar el teorema de Cheng (Teorema 3.8).

Si nos fijamos en la cadena de desigualdades que hicimos para la demostración
de la desigualdad, hab́ıamos llegado a que

∆g ≥ 2 (n− 1)

(
c− λ1

n

)
|∇f |2 con g = |∇f |2 +

λ1

n
f 2.

Entonces, si λ1 = nc tenemos que c = λ1/n y por tanto ∆g ≥ 0. Ahora,
gracias a que M es compacta podemos aplicar el principio del máximo para
el laplaciano (Teorema 1.28) y obtener que g es constante. De esta manera,

g = |∇f |2 +
λ1

n
f 2 = |∇f |2 + cf 2 = K, con K constante.
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Por otro lado, y de nuevo usando que M es compacta, sabemos que existen
p1 y p2 en M tales que f(p1) = mı́n f = f∗ y f(p2) = máx f = f ∗. Ahora, si
evaluamos g en p1 y p2, obtenemos

cf 2
∗ = K = c(f ∗)2,

por lo que f∗ = −f ∗ (pues f no es constante). Además, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que f ∗ > 0. Entonces,

|∇f |2 + cf 2 = K = c(f ∗)2.

Es decir,
c
(
(f ∗)2 − f 2

)
= |∇f |2.

Por tanto,
√
c =

|∇f |√
(f ∗)2 − f 2

.

Si ahora tomamos los p1 y p2 que dan, respectivamente, el mı́nimo y el máxi-
mo de la función f , sabemos que existe γ : [0, l] −→ M geodésica minimi-
zante parametrizada por el arco (es decir, con |∇γ| ≡ 1) tal que γ(0) = p1,
γ(l) = p2 y l = d(p1, p2). Entonces,

√
c =

|∇f(γ(s))|√
(f ∗)2 − f(γ(s))2

.

Aśı que, si integramos,

l
√
c =

∫ l

0

√
c ds =

∫ l

0

|∇f(γ(s))|√
(f ∗)2 − f(γ(s))2

ds.

Ahora, denotemos h(s) = f(γ(s)), h : [0, l] −→ R para simplificar la nota-
ción. Vamos a ver una desigualdad que nos permitirá continuar.

h′(s) =
d

ds
f(γ(s)) = 〈∇f(γ(s)), γ′(s)〉 ≤ |∇f(γ(s))||γ′| = |∇h(s)|.

Entonces, denotando a = f ∗ para simplificar la notación y haciendo cambios
de variables, obtenemos lo siguiente:

l
√
c =

∫ l

0

|∇h(s)|√
a2 − (h(s))2

ds ≥
∫ l

0

h′(s)√
a2 − (h(s))2

ds =

∫ a

−a

dw√
a2 − w2

=

∫ 1

−1

dx√
1− x2

= [arc sen x]1−1 =
π

2
− −π

2
= π ⇒ l

√
c ≥ π.
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Sin embargo, esto implica

π ≤ l
√
c = d(p1, p2)

√
c ≤ máx

p,q∈M
d(p, q)

√
c = diám(M)

√
c.

Por tanto,

diám(M) ≥ π√
c
.

Uniendo este último resultado con el teorema de Myers (Teorema 3.6), hemos
demostrado que se verifica

diám(M) =
π√
c
.

Para finalizar la demostración basta con aplicar el teorema de Cheng (Teo-
rema 3.8).

Ahora, vamos a ver la demostración propuesta por Obata en [Ob]. Para ello
necesitaremos enunciar un teorema que aparece también en dicho art́ıculo.
En él hay que tener en cuenta de nuevo que nuestra variedad compacta
M también es completa como ya vimos. No incluimos aqúı la demostración
del teorema porque es bastante técnica y sobrepasaŕıa los objetivos de esta
memoria.

Teorema 3.22 (Obata). Para que una variedad riemanniana completa M
de dimensión n ≥ 2 admita una función no constante f con ∇2f = −k2f
(k constante) es necesario y suficiente que la variedad sea isométrica a una
esfera de radio 1/k y dimensión n.

Caracterización de la igualdad del Teorema 3.1(de [Ob]).

Esta demostración explota más propiedades de las desigualdades obtenidas
para ∆g. Si nos fijamos, en la cadena de desigualdades hemos usado que

|∇2f |2 ≥ 1

n
(∆f)2,

y por el Lema 3.21 sabemos que la igualdad se da si, y sólo si,

∇2f =
∆f

n
〈 , 〉.

Por tanto, usando que f era la primera función propia, si λ1 = nc sabemos
que se tiene lo siguiente:

∇2f =
∆f

n
= −λ1f

n
= −cf.
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De esta manera hemos obtenido una función f no constante tal que

∇2f = −(
√
c)2f,

y aplicando el teorema de Obata (Teorema 3.22) obtenemos queM es isométri-
ca a Sn(r) con r = 1/

√
c.



Caṕıtulo 4

Fórmula de Reilly y
aplicaciones

En 1977, Reilly publicó un art́ıculo, titulado Applications of the Hessian
operator in a Riemannian manifold (véase [Re1]), en el que demostraba una
fórmula integral para variedades con borde y gracias a la cual han podido
demostrarse una gran cantidad de resultados. El objetivo de este caṕıtulo
será demostrar dicha fórmula y ver algunas de sus principales aplicaciones.
Sin embargo, antes necesitaremos algunas nociones sobre las variedades con
borde, fundamentales para entender la fórmula.

4.1. Variedades con borde

El objetivo de esta sección es hacer una pequeña introducción a las variedades
diferenciables con borde. Debido a que el estudio de estas variedades no es el
motivo principal de la memoria, tan sólo enunciaré los resultados y conceptos
más relevantes sin demostrarlos. Para más detalles sobre lo expuesto en esta
sección pueden consultarse [Le2] y [SF].

Antes de estudiar las variedades diferenciables con borde necesitamos conocer
Rn

+ y las variedades topológicas con borde.

Definición 4.1. Sea Rn
+ el semi-espacio superior de Rn, es decir, el subcon-

junto de Rn formado por todos los puntos que tienen la última coordenada
no negativa:

Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0}.

59
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Por otro lado, llamaremos borde de Rn
+ a

∂Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn

+ : xn = 0}.

Además, consideraremos sobre los dos la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa
usual de Rn, de manera que ∂Rn

+ es homeomorfo a Rn−1. El interior de Rn
+

es de la siguiente forma:

intRn
+ = Rn

+ \ ∂Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn

+ : xn > 0}.

Como vamos a ver, las variedades topológicas con borde van a ser objetos
análogos a las variedades topológicas, pero modeladas sobre Rn

+ en vez de
sobre Rn.

Definición 4.2. Dado un espacio topológico X, una carta n-dimensional
en sentido generalizado sobre X es un par (U, φ) con U un abierto en X y
φ : U −→ φ(U) un homeomorfismo con φ(U) abierto en Rn

+.

Definición 4.3. Una variedad topológica con borde de dimensión n es un
espacio topológico que es Hausdorff y satisface el segundo axioma de nume-
rabilidad, y tal que para todo punto p ∈ X existe una carta n-dimensional
en sentido generalizado (U, φ) con p ∈ U .

Definición 4.4. Sea X una variedad topológica con borde. Diremos que
p ∈ X es un punto del borde si existe una carta generalizada (U, φ) con p ∈ U
tal que φ(p) ∈ ∂Rn

+. Asimismo, diremos que p es un punto interior si existe
una carta generalizada (U, φ) con p ∈ U tal que φ(p) ∈ intRn

+.

A continuación, vamos a ver unos conceptos que nos permitirán definir las
variedades diferenciables con borde.

Definición 4.5. Sean A ⊂ Rn y F : A −→ Rm. Diremos que F es diferen-
ciable en sentido generalizado si existen un abierto U ⊂ Rn con A ⊂ U y una
aplicación diferenciable F : U −→ Rm tal que F es la restricción de F a A.

La Definición 4.5 nos permite generalizar la definición de difeomorfismo.

Definición 4.6. Sean A,B ⊂ Rn y sea F : A −→ B una aplicación biyectica.
Diremos que F es un difeomorfismo generalizado si F y F−1 son diferenciables
en sentido generalizado.

Al igual que con las variedades sin borde considerábamos atlas y estructuras
diferenciables, con las variedades diferenciables con borde podremos usar sus
análogos generalizados llegando a la siguiente definición.
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Definición 4.7. Una variedad diferenciable de dimensión n con borde es un
par (M,A) formado por una variedad topológica con borde de dimensión n,
M , y una estructura diferenciable en sentido generalizado A sobre M .

Proposición 4.8. Sea M una variedad diferenciable con borde de dimensión
n. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

1) intM es una variedad diferenciable (sin borde) de dimensión n.

2) Si no es vaćıa, ∂M es una variedad diferenciable (sin borde) de dimen-
sión n− 1 que admite como atlas las cartas formadas por la restricción
a ∂M de las n− 1 primeras coordenadas de cada carta de M .

Gracias a la Proposición 4.8, los conceptos de funciones y aplicaciones dife-
renciables se pueden extender al caso de variedades con borde sin ninguna
modificación. Por tanto, el espacio tangente de un punto p ∈M es análogo al
caso sin borde. Además, si tenemos p ∈ intM podemos identificar de manera
natural TpM con Tp(intM). Por otro lado, si p ∈ ∂M entonces Tp(∂M) tiene
sólo dimensión n − 1. Sin embargo, es posible definir un espacio tangente
TpM de dimensión n que contenga a Tp(∂M) como un hiperplano. En ese
caso, Tp(∂M) divide al TpM en dos semi-espacios.

Definición 4.9. Sea (U, φ) un sistema de coordenadas generalizado alrede-
dor de p ∈ ∂M y sea v ∈ TpM \ Tp(∂M), entonces

v = v1∂1|p + . . .+ vn−1∂n−1|p + vn∂n|p
con vn 6= 0. Decimos que v apunta hacia el interior si vn > 0 y decimos que
apunta hacia el exterior si vn < 0.

La orientabilidad en una variedad (diferenciable) con borde se define de for-
ma análoga al caso sin borde. Con respecto a la orientación en el borde, si
tenemos M una variedad diferenciable n-dimensional con borde y orientada,
ésta induce una orientación natural sobre su borde ∂M .

Definición 4.10. La orientación inducida sobre ∂M se define de manera que
una base {v1, . . . , vn−1} del Tp(∂M) es positivamente orientada si, y sólo si,
{v, v1, . . . , vn−1} es una base positivamente orientada del TpM para cualquier
v ∈ TpM \ Tp(∂M) que apunte hacia el exterior.

La Definición 4.10 nos da una orientación bien definida del Tp(∂M) para los
puntos de ∂M . De esta manera, podemos considerar el borde de una variedad
diferenciable con borde y orientada como una variedad orientable.

Para demostrar ciertos resultados necesitaremos la siguiente generalización
del teorema de la divergencia (Teorema 1.20).
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Teorema 4.11 (Teorema de la divergencia para variedades con borde). Sea
(M, g) una variedad riemanniana con borde y sea Next el normal unitario
exterior sobre el borde ∂M . Si X es un campo de vectores diferenciable sobre
M con soporte compacto, entonces∫

M

divX dM =

∫
∂M

〈X,Next〉 d∂M.

Nótese que en el caso de usar el normal interior, Nint, el teorema cambia
ligeramente. En ese caso seŕıa∫

M

divX dM = −
∫
∂M

〈X,Nint〉 d∂M.

4.2. La fórmula de Reilly

En esta sección vamos a demostrar la llamada fórmula de Reilly. Para ello, a
pesar de que la demostración original puede encontrarse en [Re1], he preferido
basarme en la propuesta en [AM]. Sin embargo, hay que tener en cuenta que
la demostración de este segundo art́ıculo está hecha para hipersuperficies en
el espacio eucĺıdeo, mientras que la de esta memoria será para hipersuperficies
en general.

Teorema 4.12 (Fórmula de Reilly). Sea Σn una hipersuperficie compacta

embebida en una variedad riemanniana M
n+1

de modo que Σ es la frontera de
un dominio Ω con clausura compacta Ω, ∂Ω = Σ. Sea N el normal unitario
interior a lo largo de Σ. Entonces, para toda F ∈ C∞(Ω) se tiene∫

Ω

((
∆F

)2 − |∇2
F |2 − Ric

(
∇F,∇F

))
dΩ

=

∫
Σ

(
〈A(∇f),∇f〉+ nH

(
∂F

∂N

)2

− 2
∂F

∂N
∆f

)
dΣ,

(4.1)

donde f = F |Σ y ∂F
∂N

= N(F ) = 〈∇F,N〉.

Demostración. Consideremos Ω como variedad con borde Σ y F ∈ C∞(Ω).
Además, como es habitual, usaremos las notaciones ∇, ∆ cuando estemos
refiriéndonos a Σ y ∇, ∆ cuando estemos en Ω. Para la demostración vamos
a tomar X = ∇F en la fórmula de Bochner-Lichnerowicz (BL2). De esta
manera,

div
(
∇∇F∇F −

(
div∇F

)
∇F

)
= Ric

(
∇F,∇F

)
+ |∇∇F |2 −

(
div
(
∇F

))2
.



63 La fórmula de Reilly

Esto último es equivalente a

div
(
∇∇F∇F −∆F∇F

)
= Ric

(
∇F,∇F

)
+ |∇2

F |2 −
(
∆F

)2
.

Por otro lado, si aplicamos el teorema de la divergencia para variedades con
borde (Teorema 4.11) al campo ∇∇F∇F −∆F∇F , obtenemos

∫
Ω

div(∇∇F∇F −∆F∇F ) dΩ = −
∫

Σ

〈∇∇F∇F −∆F∇F,N〉 dΣ,

es decir,

∫
Ω

((
∆F

)2 − |∇2
F |2 − Ric

(
∇F,∇F

))
dΩ

= −
∫

Ω

div
(
∇∇F∇F −∆F∇F

)
dΩ

=

∫
Σ

(
〈∇∇F∇F,N〉 −∆F 〈∇F,N〉

)
dΣ

=

∫
Σ

(
∇2
F
(
∇F,N

)
−∆F

∂F

∂N

)
dΣ.

(4.2)

Ahora vamos a centrarnos en calcular ∇2
F
(
∇F,N

)
. Usando las fórmulas 1)

y 4) de la Proposición 1.39 llegamos a

∇2
F (∇F,N) = ∇2

F (∇f +
∂F

∂N
N,N) = ∇2

F (∇f,N) +
∂F

∂N
∇2
F (N,N)

= 〈A(∇f),∇f〉+ 〈∇f,∇ ∂F
∂N
〉+

∂F

∂N
∇2
F (N,N).

Ahora, usando el teorema de la divergencia para variedades sin borde (Teo-
rema 1.20) y la Proposición 1.13, tenemos lo siguiente:

0 =

∫
Σ

div

(
∂F

∂N
∇f
)

dΣ =

∫
Σ

(
〈∇f,∇ ∂F

∂N
〉+

∂F

∂N
∆f

)
dΣ.

Usando estos resultados junto con la fórmula 5) de la Proposición 1.39 y
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volviendo a (4.2) obtenemos∫
Ω

((
∆F

)2 − |∇2
F |2 − Ric

(
∇F,∇F

))
dΩ

=

∫
Σ

(
∇2
F
(
∇F,N

)
−∆F

∂F

∂N

)
dΣ

=

∫
Σ

(
〈A(∇f),∇f〉+ 〈∇f,∇ ∂F

∂N
〉 − ∂F

∂N
∆f + nH

(
∂F

∂N

)2
)

dΣ

=

∫
Σ

(
〈A(∇f),∇f〉 − 2

∂F

∂N
∆f + nH

(
∂F

∂N

)2
)

dΣ.

4.3. Los teoremas de Alexandrov y Ros

Una de las principales aplicaciones de la fórmula de Reilly (4.1) es demos-
trar el llamado teorema de Alexandrov (Teorema 4.19), el cual dice que las
únicas hipersuperficies compactas sin borde con curvatura media constante
embebidas en el espacio eucĺıdeo son las esferas. Este teorema fue demostra-
do por Alexandrov en 1958, en un art́ıculo titulado Uniqueness theorems for
surfaces in the large (véase [Al1]), usando el principio del máximo de Hopf y
un método de reflexión. Sin embargo, en 1977 Reilly hizo una demostración
del mismo teorema usando fórmulas integrales, entre ellas, su fórmula (véase
[Re1]). Varios años más tarde, en 1988, Ros usó las ideas de la prueba de
Reilly para demostrar que las únicas hipersuperficies compactas sin borde
con curvatura escalar constante embebidas en el espacio eucĺıdeo son las es-
feras (véase [Ro2]). El objetivo de esta sección será ver las demostraciones
que hicieron Reilly y Ros. Para ello, me basaré en [Fe], [AM] y [Ro2].

Antes de enunciar los teoremas de Alexandrov y Ros vamos a ver algunos
resultados previos que necesitaremos para llevar a cabo sus demostraciones.

4.3.1. Resultados previos

Proposición 4.13 (Primera fórmula de Minkowski). Sea Σ una hipersu-
perficie inmersa, compacta y sin borde. Supongamos que la inmersión es
ψ : Σ −→ Rn+1, entonces∫

Σ

(1 +H〈ψ − a,N〉) dΣ = 0, (4.3)

donde a ∈ Rn+1 es fijo y N es el campo normal unitario.
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Demostración. El resultado se demuestra simplemente aplicando el teorema
de la divergencia (Teorema 1.20) al laplaciano de f = 〈ψ − a, ψ − a〉, cuyo
valor ya se calculó en la Proposición 1.40.

Proposición 4.14 (Segunda fórmula de Minkowski). Sea Σ una hipersu-
perficie inmersa, compacta y sin borde. Supongamos que la inmersión es
ψ : Σ −→ Rn+1, entonces

n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ +

∫
Σ

(
n2H2 − |A|2

)
〈ψ − a,N〉 dΣ, (4.4)

donde a ∈ Rn+1 es un vector fijo y N es el campo normal unitario.

Demostración. Para demostrar el resultado vamos a partir de la fórmula 2)
de la Proposición 1.41 y vamos a usar la Proposición 1.40. Además, con el
objetivo de simplificar la notación, sean f1 y f2 las siguientes funciones:

f1 = 〈ψ − a, ψ − a〉, f2 = 〈ψ − a,N〉.

Entonces,

∆f2 = −n〈∇H, (ψ − a)>〉 − nH − f2|A|2

= −n
2
〈∇H,∇f1〉 − nH − f2|A|2.

(4.5)

Ahora, usando la Proposición 1.13 y la Proposición 1.40,

div(H∇f1) = 〈∇H,∇f1〉+H∆f1 = 〈∇H,∇f1〉+H2n(1 + f2H). (4.6)

Si usamos las expresiones (4.5) y (4.6) obtenemos lo siguiente:

∆f2 =
n

2
[H2n(1 + f2H)− div(H∇f1)]− nH − f2|A|2.

Por tanto,

∆f2 +
n

2
div(H∇f1) = n2H(1 + f2H)− nH − f2|A|2

= n2H + n2H2f2 − nH − f2|A|2

= n(n− 1)H + f2

(
n2H2 − |A|2

)
.

El resultado queda probado simplemente aplicando el teorema de la diver-
gencia para variedades sin borde (Teorema 1.20).
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Proposición 4.15 (Fórmula del volumen). Sea Σ una hipersuperficie com-
pacta y embebida en Rn+1 de modo que Σ es la frontera de un dominio Ω con
clausura compacta Ω, ∂Ω = Σ. Sea N el normal unitario interior a lo largo
de Σ. Entonces,

V (Ω) =
−1

n+ 1

∫
Σ

〈ψ − a,N〉 dΣ, (4.7)

donde a ∈ Rn+1 es fijo y V (Ω) es el volumen (n+ 1)-dimensional de Ω.

Demostración. Para demostrar este resultado vamos a aplicar el teorema
de la divergencia (Teorema 4.11) a la función F (x) = 〈x − a, x − a〉 con
F ∈ C∞(Rn+1), obteniendo∫

Ω

∆F dΩ = −
∫

Σ

〈∇F,N〉 dΣ.

Ahora, usando la Proposición 1.40,

2(n+ 1)V (Ω) = −2

∫
Σ

〈ψ − a,N〉 dΣ,

de donde despejando el volumen obtenemos lo que queŕıamos.

Proposición 4.16. Sea Σ una hipersuperficie compacta e inmersa en el es-
pacio eucĺıdeo mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Entonces Σ tiene al menos un punto
eĺıptico.

Demostración. Sea f : Σ −→ R la función definida por

f(p) = 〈ψ(p), ψ(p)〉.

Como Σ es compacta, sabemos que existe un punto p0 ∈ Σ en el que la
función f alcanza su máximo absoluto. Entonces sabemos que ∇f(p0) = 0 y
∇2fp0(v, v) ≤ 0 para todo v ∈ Tp0Σ. Además, como la función es positiva en
todo punto, vamos a denotar por R2 al valor máximo, es decir, f(p0) = R2.

Ahora, sean X, Y ∈ X(Σ) y sea Z un campo diferenciable sobre Rn+1. En-
tonces, usando las fórmulas de Gauss (1.4) y Weingarten (1.5) y teniendo en
cuenta que Z = Z> + 〈Z,N〉N con N el normal unitario,

〈∇X

(
Z>
)
, Y 〉 = 〈∇X

(
Z>
)
, Y 〉 − 〈〈AX, Y 〉N, Y 〉

= 〈∇X

(
Z>
)
, Y 〉

= 〈∇X (Z − 〈Z,N〉N) , Y 〉
= 〈∇XZ, Y 〉 − 〈∇X (〈Z,N〉N) , Y 〉
= 〈∇XZ, Y 〉 −X (〈Z,N〉) 〈N, Y 〉 − 〈Z,N〉〈∇XN, Y 〉
= 〈∇XZ, Y 〉+ 〈Z,N〉〈AX, Y 〉.

(4.8)
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A continuación, dados v, w ∈ Tp0Σ, si usamos la la Proposición 1.40 y la
expresión (4.8) obtenemos

∇2fp0(v, w) = 〈∇v(∇f), w〉 = 〈∇v(2ψ
>), w〉

= 2〈∇vψ,w〉+ 2〈ψ,N〉(p0)〈Ap0v, w〉
= 2〈v, w〉+ 2〈ψ,N〉(p0)〈Ap0v, w〉.

Entonces, si tomamos una base {e1, . . . , en} ortonormal en Tp0Σ que diago-
nalice el endomorfismo de Weingarten Ap0 ,

∇2fp0(ei, ei) = 2 + 2〈ψ,N〉(p0)〈ki(p0)ei, ei〉 = 2 + 2〈ψ,N〉(p0)ki(p0),

donde ki es la i-ésima curvatura principal.

Aśı, como ∇2fp0(v, v) ≤ 0 para todo vector v ∈ Tp0Σ, obtenemos

2 + 2〈ψ,N〉(p0)ki(p0) ≤ 0,

es decir,

〈ψ,N〉(p0)ki(p0) ≤ −1. (4.9)

Si nos fijamos, el hecho de que ∇f(p0) = 0 nos indica que ψ>(p0) = 0,
y esto nos dice que ψ(p0) está en la dirección normal a Σ en p0, es decir,
nos indica que ψ(p0) = λN(p0) con λ ∈ R. Más aún, como f(p0) = R2 y
f(p0) = |ψ(p0)|2 = λ2, sabemos que ψ(p0) = ±RN(p0) con R > 0. Por tanto,

〈ψ(p0), N(p0)〉 = ±R.

Entonces, si 〈ψ,N〉(p0) = R, la desigualdad (4.9) se transforma en

ki(p0) ≤ −1/R.

Por el contrario, si 〈ψ,N〉(p0) = −R, la desigualdad (4.9) se transformará en

ki(p0) ≥ 1/R.

De esta manera, en ambos casos sucede que todas las curvaturas principales
tienen el mismo signo, por lo que p0 es un punto eĺıptico.

Corolario 4.17. Sea Σ una hipersuperficie compacta y embebida en el es-
pacio eucĺıdeo mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Además, sea p0 un punto eĺıptico.
Entonces, si tomamos N el normal interior (resp. exterior) todas las curva-
turas principales serán positivas (resp. negativas) en ese punto.
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Demostración. Para demostrar este resultado simplemente tenemos que dar-
nos cuenta de que, en la Proposición 4.16, las condiciones 〈ψ,N〉(p0) = R y
〈ψ,N〉(p0) = −R son equivalentes, respectivamente, a N(p0) = ψ(p0)/R y
N(p0) = −ψ(p0)/R.

Proposición 4.18. Sea Σn una hipersuperficie inmersa en el espacio eucĺıdeo
Rn+1. Entonces,

S = n2H2 − |A|2.

Demostración. En primer lugar, observemos que si tomamos una base orto-
normal local {E1, . . . , En} de TΣ, por la expresión (1.7) se tiene:

〈R(X,Ei)Y,Ei〉 = 〈R(X,Ei)Y,Ei〉+ 〈AX, Y 〉〈AEi, Ei〉 − 〈AX,Ei〉〈AEi, Y 〉.

Entonces,

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉

=
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉+ 〈AX, Y 〉nH − 〈AX,AY 〉

= Ric(X, Y )− 〈R(X,N)N,N〉+ 〈AX, Y 〉nH − 〈AX,AY 〉.

Como nuestro espacio ambiente es Rn+1 y tiene curvatura seccional constan-
temente nula, si usamos la Proposición 1.36 y el Corolario 1.37, obtenemos
que el tensor de Riemann y la curvatura de Ricci son constantes iguales a
cero. Entonces,

Ric(X, Y ) = 〈AX, Y 〉nH − 〈AX,AY 〉. (4.10)

Por tanto,
S = tr(Ric) = nHtr(A)− |A|2 = n2H2 − |A|2.

Vistos estos resultados, ya estamos en las condiciones necesarias como para
poder comprender las dos demostraciones.

4.3.2. Teoremas

Teorema 4.19 (Teorema de Alexandrov). Las únicas hipersuperficies com-
pactas y sin borde con curvatura media constante embebidas en el espacio
eucĺıdeo son las esferas.
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Demostración. Sea Σn una hipersuperficie compacta con curvatura media
constante y embebida en Rn+1 de modo que Σ es la frontera de un dominio
Ω con clausura compacta Ω, ∂Ω = Σ. Sea N el normal unitario interior a lo
largo de Σ.

Sea F ∈ C∞(Ω) la solución al siguiente problema de Dirichlet:{
∆F = 1 en Ω
F = 0 en Σ

(4.11)

Bajo estas condiciones, la fórmula de Reilly (4.1) queda de la siguiente forma:∫
Ω

(
1− |∇2

F |2
)

dΩ =

∫
Σ

nH

(
∂F

∂N

)2

dΣ.

Por otro lado, por el Lema 3.21 sabemos que |∇2
F |2 ≥ 1/(n+1) con igualdad

si, y sólo si, ∇2
F = 〈 , 〉/(n+ 1).

Vamos a centrarnos primero en la desigualdad.∫
Ω

(
1− |∇2

F |2
)

dΩ ≤
∫

Ω

(
1− 1

n+ 1

)
dΩ =

n

n+ 1
V (Ω).

Entonces, ∫
Σ

H

(
∂F

∂N

)2

dΣ ≤ 1

n+ 1
V (Ω). (4.12)

Ahora, si aplicamos el teorema de la divergencia (Teorema 4.11), obtenemos

V (Ω) =

∫
Ω

∆F dΩ = −
∫

Σ

〈∆F,N〉 dΣ = −
∫

Σ

∂F

∂N
dΣ,

y si a esto último le aplicamos la desigualdad de Schwarz se llega a

V (Ω)2 =

(∫
Σ

∂F

∂N
dΣ

)2

≤
(∫

Σ

1 dΣ

)∫
Σ

(
∂F

∂N

)2

dΣ

= A(Σ)

∫
Σ

(
∂F

∂N

)2

dΣ,

(4.13)

donde A(Σ) es el volumen n-dimensional de Σ.

Tengamos en cuenta a partir de ahora que H es constante. Además, como
Σ es compacta, tiene un punto eĺıptico por la Proposición 4.16, es decir, un
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punto en el que todas las curvaturas principales son positivas con respecto
al normal unitario interior. Debido a esto, tenemos que H es una constante
positiva. Ahora, si juntamos las fórmulas obtenidas en (4.12) y (4.13),

V (Ω)

n+ 1
≥
∫

Σ

H

(
∂F

∂N

)2

dΣ ≥ H
V (Ω)2

A(Σ)
,

es decir,

H ≤ A(Σ)

(n+ 1)V (Ω)
. (4.14)

A continuación, fijémonos en la primera fórmula de Minkowski (4.3) y usemos
que H es una constante positiva. La fórmula se queda, tomando a = 0, de la
siguiente forma:

A(Σ) +H

∫
Σ

〈ψ,N〉 dΣ = 0 ⇔
∫

Σ

〈ψ,N〉 dΣ = −A(Σ)

H
. (4.15)

Si hacemos lo mismo con la fórmula del volumen (4.7), entonces

(n+ 1)V (Ω) +

∫
Σ

〈ψ,N〉 dΣ = 0 ⇔
∫

Σ

〈ψ,N〉 dΣ = −(n+ 1)V (Ω). (4.16)

Uniendo los resultados de (4.15) y (4.16), obtenemos

A(Σ)

H
= (n+ 1)V (Ω) ⇔ H =

A(Σ)

(n+ 1)V (Ω)
.

Si nos fijamos, hemos llegado a la igualdad de (4.14), lo que significa que
todas las desigualdades que hemos ido usando en realidad eran igualdades.
Esto implica que tenemos la igualdad en el Lema 3.21, es decir,

∇2
F =

1

n+ 1
〈 , 〉.

Como nuestro ambiente es el espacio eucĺıdeo, esto se traduce en

∂2F

∂xi∂xj
= 0 si i 6= j y

∂2F

∂x2
i

=
1

n+ 1
.

Vamos a resolver la ecuación diferencial para obtener la función F que cumple
esta condición.
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Si i 6= j,

∂2F

∂xi∂xj
= 0 ⇒ ∂

∂xj

(
∂F

∂xi

)
= 0 ⇒ ∂F

∂xi
= h(xi),

con h una cierta función definida sobre R. Ahora, como

1

n+ 1
=
∂2F

∂x2
i

= h′(xi),

entonces la función h es de la forma

h(xi) =
1

n+ 1
xi + ai, con ai ∈ R.

Para continuar, fijemos i = 1 e integremos la igualdad

∂F

∂x1

=
1

n+ 1
x1 + a1.

De esta forma se llega a

F (x1, . . . , xn+1) =
1

n+ 1

x2
1

2
+ a1x1 + C1(x2, . . . , xn+1),

donde C1 es una función que depende de las variables x2, . . . , xn+1. Ahora,
como

1

n+ 1
x2 + a2 =

∂F

∂x2

=
∂C1

∂x2

,

el valor de C1 dependerá de una función C2.

C1(x2, . . . , xn+1) =
1

n+ 1

x2
2

2
+ a2x2 + C2(x3, . . . , xn+1).

Si continuamos de esta manera, acabaremos llegando a la siguiente expresión
para F :

F (x1, . . . , xn+1) =
1

n+ 1

x2
1

2
+ a1x1 + . . .+

1

n+ 1

x2
n+1

2
+ an+1xn+1 + C

=
1

2(n+ 1)

(
|~x|2 + 2(n+ 1)〈~a, ~x〉+ 2(n+ 1)C

)
=

1

2(n+ 1)

(
|~x+ (n+ 1)~a|2 − (n+ 1)2|~a|2 + 2(n+ 1)C

)
,

donde C ∈ R, ~a = (a1, . . . , an+1) y ~x = (x1, . . . , xn+1).
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Ahora, vamos a usar la condición de la frontera de nuestro problema de
Dirichlet (4.11). Esta condición nos lleva a

F (~x) = 0 ⇔ |~x+ (n+ 1)~a|2 = (n+ 1)
(
(n+ 1)|~a|2 − 2C

)
,

es decir, Σ ⊂ Sn(−(n + 1)~a, r), donde r2 = (n + 1) ((n+ 1)|~a|2 − 2C). Por
tanto, como Σ es compacta y conexa, entonces es igual a dicha esfera tal y
como queŕıamos demostrar.

Teorema 4.20 (Teorema de Ros). Las únicas hipersuperficies compactas y
sin borde con curvatura escalar constante embebidas en el espacio eucĺıdeo
son las esferas.

Demostración. Sea Σn una hipersuperficie compacta con S constante embe-
bida en Rn+1 de modo que Σ es la frontera de un dominio Ω con clausura
compacta Ω, ∂Ω = Σ. Sea N el normal unitario interior a lo largo de Σ.

En primer lugar, observemos que si aplicamos la Proposición 3.20 al operador
forma A, obtenemos que

|A|2 ≥ nH2, (4.17)

donde la igualdad se da si, y sólo si, Σ es umbilical en todo punto.

Ahora, usando (4.17) junto con la Proposición 4.18, llegamos a

n(n− 1)H2 − S = n(n− 1)H2 − n2H2 + |A|2

= −nH2 + |A|2 = −nH2 + |A|2 ≥ 0,

con igualdad si, y sólo si, Σ es umbilical en todo punto. Si nos fijamos, la
condición de igualdad es equivalente a que Σ sea una esfera. Es decir, hemos
obtenido que

n(n− 1)H2 ≥ S, (4.18)

con igualdad si, y sólo si, Σ es una esfera.

Fijémonos ahora en que, como Σ es compacta y estamos tomando el normal
interior, la Proposición 4.16 y el Corolario 4.17 nos indican que existe un
punto eĺıptico en el que todas las curvaturas principales son positivas. Este
hecho y la Proposición 4.18 nos indican, por un lado, que H es positiva en
todo punto, y por otro lado, que S debe ser una constante positiva, ya que

S = n2H2 − |A|2 = (tr(A))2 − tr(A2) =

(
n∑
i=1

ki

)2

−
n∑
i=1

k2
i = 2

∑
i<j

kikj.
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Debido a lo anterior, podemos escribir (4.18) como

√
S ≤

√
n(n− 1)H. (4.19)

Ahora, integrando,

√
SA(Σ) ≤

√
n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ.

Por último, tomando cuadrados,

SA(Σ)2 ≤ n(n− 1)

(∫
Σ

H dΣ

)2

. (4.20)

A continuación, vamos usar la segunda fórmula de Minkowski (4.4) junto con
la fórmula del volumen (4.7) para obtener lo siguiente:

0 = n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ +

∫
Σ

S〈ψ,N〉 dΣ

= n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ + S

∫
Σ

〈ψ,N〉 dΣ

= n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ− S(n+ 1)V (Ω).

Es decir, ∫
Σ

H dΣ =
n+ 1

n(n− 1)
SV (Ω). (4.21)

Si ahora juntamos (4.20) y (4.21), obtenemos

SA(Σ)2 ≤ n(n− 1)

[
n+ 1

n(n− 1)
SV (Ω)

]2

.

De esta manera, hemos llegado a

n(n− 1)A(Σ)2

(n+ 1)2V (Ω)2
≤ S, (4.22)

donde recordemos que la igualdad se daba si, y sólo si, Σ es una esfera. Por
tanto, nuestro objetivo será ver que se satisface la desigualdad contraria para
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aśı tener la igualdad. Para ello, sea F la solución al siguiente problema de
Dirichlet: {

∆F = 1 en Ω
F = 0 en Σ.

Observemos ahora que si aplicamos el teorema de la divergencia para varie-
dades con borde (Teorema 4.11), tenemos lo siguiente:

V (Ω) =

∫
Ω

∆F dΩ = −
∫

Σ

∂F

∂N
dΣ. (4.23)

Entonces, combinando (4.19) y (4.23) junto con la desigualdad de Schwarz,∫
Σ

H

(
∂F

∂N

)2

dΣ ≥
√
S√

n(n− 1)

∫
Σ

(
∂F

∂N

)2

dΣ

≥
√
S√

n(n− 1)A(Σ)

(∫
Σ

∂F

∂N
dΣ

)2

=

√
SV (Ω)2√

n(n− 1)A(Σ)
.

(4.24)

A continuación, al igual que hicimos en la demostración del teorema de Ale-
xandrov (Teorema 4.19), podemos aplicar la fórmula de Reilly (4.1) junto
con el Lema 3.21 para llegar a∫

Σ

H

(
∂F

∂N

)2

dΣ ≤ V (Ω)

n+ 1
. (4.25)

Si ahora juntamos (4.24) y (4.25), obtenemos

V (Ω)

n+ 1
≥

√
SV (Ω)2√

n(n− 1)A(Σ)
,

de donde, tomando cuadrados y despejando S,

n(n− 1)

(n+ 1)2

A(Σ)2

V (Ω)2
≥ S.

Por tanto, como se da la igualdad en (4.22), tenemos que Σ es una esfera tal
y como queŕıamos demostrar.
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4.4. El teorema de Lichnerowicz y Obata pa-

ra variedades con borde

Otra de las principales aplicaciones de la fórmula de Reilly (4.1) es una ver-
sión generalizada del teorema de Lichnerowicz y Obata (Teorema 3.1) para el
caso de variedades con borde. De este teorema generalizado podemos encon-
trar dos versiones muy similares. La primera, debida a Reilly y disponible en
[Re1], es un resultado para el caso en el que la función F asociada al primer
valor propio no nulo cumple las condiciones de frontera de Dirichlet, es decir,
F = 0 en ∂M . La segunda versión, disponible en [Es] (y también en [PRS]),
es para cuando F cumple las condiciones de frontera de Neumann, es decir,
cuando satisface ∂F/∂N = 0 en ∂M . Las referencias usadas van a ser los
tres art́ıculos mencionados.

Comenzaremos por la versión del teorema dada por Reilly. Para ello nece-
sitaremos hacer uso del siguiente teorema, el cual es una generalización del
teorema de Obata (Teorema 3.22).

Teorema 4.21. Sea Mn una variedad riemanniana compacta con frontera
y supongamos que existe una función F no constante satisfaciendo ∇

2
F + cFg = 0 en M
F ≥ 0 en M
F = 0 en ∂M

con c > 0. Entonces M es isométrica a Sn+ (1/
√
c), es decir, es isométrica al

hemisferio de radio 1/
√
c con la métrica inducida por Rn+1.

A continuación, vamos a ver el teorema y su demostración.

Teorema 4.22. Sea Mn una variedad riemanniana compacta con frontera
∂M y sea λ1 el primer valor propio no nulo del operador laplaciano. Supon-
gamos que la función propia F asociada a λ1 cumple F = 0 en ∂M y que
existe una constante c > 0 tal que Ric ≥ (n − 1)c. Supongamos además que
H ≥ 0 con respecto al campo normal interior. Entonces λ1 ≥ nc. Más aún,
la igualdad se da si, y sólo si, M es isométrica al hemisferio Sn+ (r) de radio
r = 1/

√
c en Rn+1.

Demostración. Comenzaremos esta demostración haciendo uso de la fórmula
de Reilly (4.1) y aplicándola a nuestro caso particular dado por las hipótesis
del enunciado.
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∫
M

((
∆F

)2 − |∇2
F |2 − Ric(∇F,∇F )

)
dM

=

∫
∂M

nH

(
∂F

∂N

)2

d∂M.

(4.26)

Ahora, fijémonos en que, usando el Lema 3.21, tenemos que

n

n− 1

[(
∆F

)2 − |∇F |2
]
≤ n

n− 1

[(
∆F

)2 − 1

n

(
∆F

)2
]

=
(
∆F

)2
. (4.27)

Entonces, combinando las expresiones (4.26) y (4.27) y usando las hipótesis
de que ∆F + λ1F = 0 y Ric ≥ (n− 1)c, obtenemos lo siguiente:

λ2
1

∫
M

F 2 dM =

∫
M

(
∆F

)2
dM ≥ n

n− 1

∫
M

((
∆F

)2 − |∇F |2
)

dM

=
n

n− 1

(∫
∂M

nH

(
∂F

∂N

)2

d∂M +

∫
M

Ric(∇F,∇F ) dM

)

≥ n

n− 1

(∫
∂M

nH

(
∂F

∂N

)2

d∂M + (n− 1)c

∫
M

|∇F |2 dM

)
≥ nc

∫
M

|∇F |2 dM = ncλ1

∫
M

F 2 dM,

donde para la última igualdad se ha usado la caracterización mı́n-máx de λ1

dada por Teorema 1.29.

De esta manera, hemos obtenido λ1 ≥ nc tal y como queŕıamos.

Supongamos ahora que se da la igualdad λ1 = nc. Esto quiere decir que en
el Lema 3.21 también se da la igualdad, por lo que

∇2
F =

∆F

n
=
−λ1F

n
= −cF.

Por otro lado, por hipótesis sabemos que F se anula en la frontera. Además,
por ser la función propia del primer valor propio no nulo y estar tomando
el normal interior, sabemos que F ≥ 0 en M . Por tanto, podemos aplicar el
Teorema 4.21 para finalizar nuestra demostración.

A continuación vamos a ver la segunda versión de la generalización. La de-
mostración va a ser análoga a la anterior y, de hecho, también necesitaremos
un resultado previo muy similar al Teorema 4.21.
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Teorema 4.23. Sea Mn una variedad riemanniana compacta con frontera
y supongamos que existe una función F no constante satisfaciendo{

∇2
F + cFg = 0 en M
∂F
∂N

= 0 en ∂M

con c > 0. Entonces M es isométrica a Sn+ (1/
√
c), el hemisferio de radio

1/
√
c con la métrica inducida por Rn+1.

Teorema 4.24. Sea Mn una variedad riemanniana compacta con frontera
∂M convexa y sea λ1 el primer valor propio no nulo del operador laplaciano.
Supongamos que la función propia F asociada a λ1 cumple ∂F/∂N = 0 en
∂M y que existe una constante c > 0 tal que Ric ≥ (n − 1)c. Entonces
λ1 ≥ nc. Más aún, la igualdad se da si, y sólo si, M es isométrica a un
hemisferio de radio 1/

√
c en Rn+1.

Demostración. De nuevo, comencemos aplicando la fórmula de Reilly (4.1)
a nuestra situación. De esta manera obtenemos∫

M

((
∆F

)2 − |∇2
F |2 − Ric(∇F,∇F )

)
dM

=

∫
∂M

〈A(∇f),∇f〉 d∂M,

donde f = F |∂M .

Ahora, usando el Lema 3.21 tal y como hicimos en (4.27),∫
M

Ric(∇F,∇F ) dM +

∫
∂M

〈A(∇f),∇f〉 d∂M

=

∫
M

((
∆F

)2 − |∇F |2
)

dM ≤ n− 1

n

∫
M

(
∆F

)2
dM.

Si a continuación usamos la hipótesis de que ∂M es convexa, es decir que
〈AX,X〉 ≥ 0 con respecto al normal interior para todo campo X ∈ X(∂M),
junto con la hipótesis sobre la curvatura de Ricci, llegamos a

1

n

∫
M

(
∆F

)2
dM ≥ 1

n− 1

(∫
M

Ric(∇F,∇F ) dM +

∫
∂M

〈A(∇f),∇f〉 d∂M

)
≥ 1

n− 1

∫
M

Ric(∇F,∇F ) dM ≥ c

∫
M

|∇F |2 dM.

Ahora, si nos fijamos,∫
M

(
∆F

)2
dM =

∫
M

(−λ1F )2 dM = λ2
1

∫
M

F 2 dM,
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por lo que

1

n
λ2

1

∫
M

F 2 dM =
1

n

∫
M

(
∆F

)2
dM ≥ c

∫
M

|∇F |2 dM.

Es decir,
λ2

1

nc
≥
∫
M
|∇F |2 dM∫
M
F 2 dM

= λ1,

donde para la última igualdad se ha usado la caracterización mı́n-máx de λ1

dada por el Teorema 1.29.

Aśı, λ1 ≥ nc como queŕıamos demostrar.

Supongamos que tenemos la igualdad λ1 = nc. Esto quiere decir que se da la

igualdad en el Lema 3.21 y que por tanto ∇2
F + cF = 0. Además, como por

hipótesis tenemos que ∂F/∂N = 0 en ∂M , podemos aplicar el Teorema 4.23
para obtener que entonces M es isométrica a un hemisferio de radio 1/

√
c

con la métrica inducida por Rn+1.



Caṕıtulo 5

Estimaciones del primer valor
propio del operador laplaciano

A lo largo de esta memoria hemos demostrado varios resultados y hemos
podido estudiar algunas de sus aplicaciones más importantes. En este caṕıtulo
podremos ver cómo muchos de esos resultados se pueden combinar para dar
lugar a estimaciones del primer valor propio no nulo del operador laplaciano.
Esto no es nuevo en la memoria, puesto que ya en el Caṕıtulo 3 pudimos
ver una primera estimación para variedades dada por una desigualdad (el
teorema de Lichnerowicz y Obata, Teorema 3.1), incluso demostramos que la
igualdad se daba en el caso de las esferas. También en el Caṕıtulo 4 pudimos
ver resultados de este tipo extendidos al caso de variedades con borde.

El objetivo del actual caṕıtulo será estudiar más estimaciones trabajando
con hipersuperficies, tanto inmersas como embebidas. De estas estimaciones,
cabe destacar el hecho de que en casi todas ellas la igualdad se va a dar en
el caso de que la hipersuperficie sea una esfera.

5.1. Resultados de Reilly

Vamos a comenzar por unos resultados demostrados por Reilly, en 1977, en un
art́ıculo titulado On the first eigenvalue of the Laplacian for compact subma-
nifolds of Euclidean space (véase [Re2]). Tal y como dice el propio Reilly en
su art́ıculo, su idea no es completamente nueva y está inspirada en el art́ıculo
Extrinsic bounds on λ1 of ∆ on a compact manifold, publicado en 1976 por
Bleecker y Weiner (véase [BW]). La diferencia entre estos dos art́ıculos está
en la codimensión con la que se trabaja; mientras que Bleecker y Weiner
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trabajan con codimensión arbitraria, Reilly se centra en las hipersuperficies.

A continuación, vamos a ver algunos resultados del art́ıculo [Re2] junto con
unas pocas definiciones y proposiciones previas.

Definición 5.1. Sea Σn una hipersuperficie inmersa en el espacio eucĺıdeo
con ψ : Σn −→ Rn+1 la inmersión. Se define el centro de masas de Σ como

c =
1

A(Σ)

∫
Σ

ψ dΣ,

donde recordemos que A(Σ) es el volumen n-dimensional de Σ.

Proposición 5.2. Sea Σn una hipersuperficie inmersa en el espacio eucĺıdeo
mediante ψ : Σn −→ Rn+1. Entonces, si suponemos que Σ tiene centro de
masas c, se cumple ∫

Σ

(ψ − c) dΣ = 0.

Demostración. Por ser c el centro de masas,∫
Σ

(ψ − c) dΣ = cA(Σ)−
∫

Σ

c dΣ = cA(Σ)− cA(Σ) = 0.

Lema 5.3. Sea Σn una hipersuperficie compacta inmersa en el espacio eucĺıdeo
mediante ψ : Σn −→ Rn+1 y con centro de masas c. Entonces,

λ1 ≤
nA(Σ)∫

Σ
|ψ − c|2 dΣ

,

donde la igualdad se da si, y sólo si, la hipersuperficie es igual a una esfera
Sn(c, r) con r > 0.

Demostración. Sea F : Rn+1 −→ R definida por F (x) = 〈x − c, a〉 con
a ∈ Rn+1 un vector fijo de norma uno. Consideremos además f = F ◦ ψ, es
decir, f(p) = 〈ψ(p)− c, a〉. Ahora, usando la Proposición 5.2 tenemos∫

Σ

f dΣ =

∫
Σ

〈ψ − c, a〉 dΣ = 〈
∫

Σ

(ψ − c) dΣ, a〉 = 0.

Entonces, si consideramos fi = 〈ψ − c, ei〉 = (ψ − c)i con {e1, . . . , en+1} la
base canónica en Rn+1, estas funciones también cumplen

∫
Σ
fi = 0 para todo

i ∈ {1, . . . , n+ 1}, aśı que podemos aplicarles el Teorema 1.29 para obtener

λ1 ≤
∫

Σ
|∇fi|2 dΣ∫
Σ
f 2
i dΣ

.
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Ahora, usando la Proposición 1.42,

λ1 ≤
∫

Σ
(1− 〈ei, N〉2) dΣ∫

Σ
f 2
i dΣ

=
A(Σ)−

∫
Σ
N2
i dΣ∫

Σ
f 2
i dΣ

.

Aśı,

λ1

∫
Σ

f 2
i dΣ ≤ A(Σ)−

∫
Σ

N2
i dΣ.

Si sumamos todas las coordenadas tenemos

n+1∑
i=1

(
λ1

∫
Σ

f 2
i dΣ

)
≤

n+1∑
i=1

(
A(Σ)−

∫
Σ

N2
i dΣ

)
.

Entonces,

λ1

∫
Σ

n+1∑
i=1

f 2
i dΣ ≤

n+1∑
i=1

A(Σ)−
∫

Σ

n+1∑
i=1

N2
i dΣ,

por lo que

λ1

∫
Σ

|ψ − c|2 dΣ ≤ (n+ 1)A(Σ)− A(Σ) = nA(Σ).

A continuación vamos a caracterizar cuándo se da la igualdad. Para ello, por
la caracterización mı́n-máx (Teorema 1.29), sabemos que ésta se dará si fi es
función propia del primer valor propio no nulo. Es decir, si ∆fi + λ1fi = 0.
Esto es equivalente a

∆(ψ − c) + λ1(ψ − c) = 0,

de donde, usando la fórmula de Laplace-Beltrami (1.8),

nHN + λ1(ψ − c) = 0. (5.1)

Ahora, tomemos X ∈ X(M). Entonces, derivando y usando la fórmula de
Weingarten (1.5) obtenemos lo siguiente:

0 = ∇X(nHN + λ1(ψ − c)) = nX(H)N − nHAX + λ1X. (5.2)

Igualando partes tangentes en (5.2) obtenemos

X(H) = 0
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para todo campo X ∈ X(M), de donde podemos deducir que H es constante.

Por otro lado, si en vez de las partes tangentes igualamos las partes normales
en (5.2), tenemos que

−nHAX + λ1X = 0

para todo X ∈ X(M), por lo que H 6= 0 (puesto que si H fuera constante-
mente cero entonces el campo X también lo seŕıa y no tendŕıa sentido).

Entonces, tomando normas en (5.1) y usando que H es constante y distinta
de cero, llegamos a lo siguiente:

λ1(ψ − c) = −nHN ⇒ λ1|ψ − c|2 = n2H2 ⇒ |ψ − c|2 =
n2H2

λ2
1

.

Por tanto, Σ es una esfera Sn(c, r) con r = n2H2/λ2
1 tal y como queŕıamos

demostrar.

Teorema 5.4. Sea Σn una hipersuperficie compacta e inmersa en el espacio
eucĺıdeo mediante ψ : Σn −→ Rn+1. Entonces, el primer valor propio no nulo
del laplaciano, λ1, cumple

λ1 ≤
n

A(Σ)

∫
Σ

H2 dΣ, (5.3)

λ1 ≤
nA(Σ)

n2(n− 1)2
(∫

Σ
H2 dΣ

)2

∫
Σ

S2 dΣ, y (5.4)

λ1 ≤
nA(Σ)2(∫

Σ
〈ψ − c,N〉 dΣ

)2 , (5.5)

donde c es el centro de masas de la hipersuperficie. Además, en cualquiera
de las desigualdades la igualdad se da si, y sólo si, Σ es una esfera Sn(c, r)
con r > 0.

Demostración. Para demostrar (5.3) comenzaremos multiplicando cada uno
de los miembros de la desigualdad del Lema 5.3 por la integral de la curvatura
media al cuadrado. De esta manera, usando la desigualdad de Schwarz junto
con la primera fórmula de Minkowski (4.3) y el hecho de que

H〈ψ − c,N〉 ≤ |H〈ψ − c,N〉| ≤ |H||ψ − c|,
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obtenemos lo siguiente:

nA(Σ)

∫
Σ

H2 dΣ ≥ λ1

(∫
Σ

|ψ − c|2 dΣ

)(∫
Σ

H2 dΣ

)
≥ λ1

(∫
Σ

|H||ψ − c| dΣ

)2

≥ λ1

(∫
Σ

H〈ψ − c,N〉 dΣ

)2

= λ1

(
−
∫

Σ

1 dΣ

)2

= λ1A(Σ)2.

La demostración de (5.4) es análoga, pero en este caso multiplicaremos por
la integral de la curvatura escalar al cuadrado y usaremos la segunda fórmula
de Minkowski (4.4).

nA(Σ)

∫
Σ

S2 dΣ ≥ λ1

(∫
Σ

|ψ − c|2 dΣ

)(∫
Σ

S2 dΣ

)
≥ λ1

(∫
Σ

|S||ψ − c| dΣ

)2

≥ λ1

(∫
Σ

S〈ψ − c,N〉 dΣ

)2

= λ1

(
−n(n− 1)

∫
Σ

H dΣ

)2

= λ1n
2(n− 1)2

(∫
Σ

H dΣ

)2

.

Por último, la demostración de (5.5) es la siguiente:

nA(Σ)2 ≥ λ1

(∫
Σ

|ψ − c|2 dΣ

)
A(Σ)

= λ1

(∫
Σ

|ψ − c|2 dΣ

)(∫
Σ

12 dΣ

)
≥ λ1

(∫
Σ

|ψ − c| dΣ

)2

≥ λ1

(∫
Σ

〈ψ − c,N〉 dΣ

)2

.

La igualdad en los tres casos es consecuencia directa del Lema 5.3.



Estimaciones del primer valor propio del operador laplaciano 84

Corolario 5.5. Si ψ : Σ −→ Rn+1 es un embebimiento de manera que
Σ = ∂Ω con Ω un dominio con clausura compacta, entonces

λ1 ≤
nA(Σ)2

(n+ 1)2V (Ω)2
,

con igualdad si, y sólo si, Ω es una bola y ∂Ω = Σ es una esfera.

Demostración. Si aplicamos la fórmula del volumen (4.7) a la expresión (5.5)
del Teorema 5.4, obtenemos

nA(Σ)2 ≥ λ1

(∫
Σ

〈ψ − c,N〉 dΣ

)2

= λ1(n+ 1)2V (Ω)2,

con igualdad si, y sólo si, Σ es una esfera Sn(c, r) con r > 0.

5.2. Resultados de Garay

Los siguientes resultados que vamos a ver proceden del art́ıculo publicado por
Garay en 1989 y titulado An application of Reilly’s formula (véase [Ga]). En
dicho art́ıculo se estudia una aplicación directa de la fórmula de Reilly (4.1)
a los ovaloides. La referencia usada para esta parte es el propio art́ıculo [Ga].

Definición 5.6. Un ovaloide en Rn+1 es una hipersuperficie compacta y
embebida con curvatura de Gauss-Kronecker distinta de 0 en todo punto.

Observemos que si Σ es un ovaloide entonces ki(p) > 0 para todo punto
p ∈ Σ si tomamos N el campo normal interior. Y esto es equivalente a que
el operador forma Ap sea definido positivo en todo p ∈ Σ.

Teorema 5.7. Sea Σ un ovaloide con su embebimiento dado por la aplica-
ción ψ : Σ −→ Rn+1 y sea Ω el dominio regular encerrado por Σ con Ω
compacto. Consideremos sobre Σ la orientación inducida por N el normal
unitario interior. Entonces,

máxH ≥ (n+ 1)V (Ω)

r2A(Σ)
,

donde r es el radio de la esfera circunscrita alrededor de Σ. Además, se da la
igualdad si, y sólo si, Σ es una esfera de radio r y centro el centro de masas
de la hipersuperficie.
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Demostración. Sea Σ la hipersuperficie del enunciado y supongamos que
Sn(c, r) es la esfera circunscrita a su alrededor con c el centro de masas
de la hipersuperficie.

Como nuestro espacio ambiente es Rn+1, la fórmula de Reilly (4.1) queda de
la siguiente forma:∫

Ω

((
∆F

)2 − |∇2
F |2
)

dΩ

=

∫
Σ

(
〈A(∇f),∇f〉+ nH

(
∂F

∂N

)2

− 2
∂F

∂N
∆f

)
dΣ.

(5.6)

Vamos a aplicar la fórmula (5.6) a la función F (x) = |x− c|2. Entonces, por
la Proposición 1.40 se tiene que∫

Ω

((
∆F

)2 − |∇2
F |2
)

dΩ =

∫
Ω

[
(2(n+ 1))2 − 4(n+ 1)

]
dΩ

= 4(n+ 1)(n+ 1− 1)

∫
Ω

1 dΩ

= 4(n+ 1)nV (Ω).

Para el segundo miembro de (5.6), usando la fórmula del volumen (4.7) ob-
tenemos∫

Σ

(
nH

(
∂F

∂N

)2

− 2
∂F

∂N
∆f

)
dΣ

=

∫
Σ

[
nH (2〈ψ − c,N〉)2 − 2 (2〈ψ − c,N〉) (2n+ 2nH〈ψ − c,N〉)

]
dΣ

=

∫
Σ

(
4nH〈ψ − c,N〉2 − 8n〈ψ − c,N〉 − 8nH〈ψ − c,N〉2

)
dΣ

=

∫
Σ

(
−8n〈ψ − c,N〉 − 4nH〈ψ − c,N〉2

)
dΣ

= −8n [−(n+ 1)V (Ω)]− 4n

∫
Σ

H〈ψ − c,N〉2 dΣ

= 8n(n+ 1)V (Ω)− 4n

∫
Σ

H〈ψ − c,N〉2 dΣ.

Entonces,∫
Σ

〈A(∇f),∇f〉 dΣ = −4n(n+ 1)V (Ω) + 4n

∫
Σ

H〈ψ − c,N〉2 dΣ. (5.7)



Estimaciones del primer valor propio del operador laplaciano 86

Ahora, dado p ∈ Σ y usando que Σ es un ovaloide (nótese el hecho de que
hasta ahora no hab́ıamos necesitado la hipótesis), observemos que∫

Σ

〈A(∇f(p)),∇f(p)〉 dΣ ≥ 0,

donde la igualdad se da si, y sólo si, ∇f(p) = 0. Es decir, la igualdad se da
cuando f = |ψ − c|2 = r2, lo cual es equivalente a decir que Σ ⊂ Sn(c, r).
Además, como Σ es compacta, esto último implica que Σ es igual a la esfera.

Por otro lado, como 0 < H ≤ máxH y 〈ψ− c,N〉2 ≤ |ψ− c|2 ≤ r2, entonces

H〈ψ − c,N〉2 ≤ |ψ − c|2 máxH ≤ r2 máxH. (5.8)

Usando (5.7) junto con (5.8) obtenemos

0 ≤
∫

Σ

〈A(∇f(p)),∇f(p)〉 dΣ ≤ 4n
[
−(n+ 1)V (Ω) + r2A(Σ) máxH

]
,

por lo que
−(n+ 1)V (Ω) + r2A(Σ) máxH ≥ 0.

Entonces,

máxH ≥ (n+ 1)V (Ω)

r2A(Σ)
,

con igualdad si, y sólo si, Σ = Sn(c, r).

Proposición 5.8. Sea Σ un ovaloide con embebimiento ψ : Σ −→ Rn+1 y
sea Ω el dominio regular encerrado por Σ con Ω compacto. Consideremos
sobre Σ la orientación inducida por N el normal unitario interior. Entonces,

máxH ≥ (n+ 1)V (Ω)

nA(Σ)
λ1,

con igualdad si, y sólo si, Σ es una esfera de radio r y centro el centro de
masas de la hipersuperficie.

Demostración. Si partimos de la expresión (5.7) del Teorema 5.7 y usamos
la desigualdad (5.8) y el Lema 5.3, obtenemos lo siguiente:

0 ≤ −4n(n+ 1)V (Ω) + 4n

∫
Σ

H〈ψ − c,N〉2 dΣ

≤ −4n(n+ 1)V (Ω) + 4n

∫
Σ

|ψ − c|2 máxH dΣ

≤ −4n(n+ 1)V (Ω) + 4nmáxH
nA(Σ)

λ1

= 4n

[
−(n+ 1)V (Ω) +

n

λ1

A(Σ) máxH

]
.
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Por tanto,

−(n+ 1)V (Ω) +
n

λ1

A(Σ) máxH ≥ 0,

con igualdad si, y sólo si, Σ es una esfera.

5.3. Una estimación para hipersuperficies mi-

nimales

Los próximos resultados que van a aparecer en la memoria proceden del
art́ıculo A first eigenvalue estimate for minimal surfaces, publicado en 1983
por Choi y Wang (véase [CW]). En este art́ıculo se vuelve a ver una aplicación
de la fórmula de Reilly (4.1) que nos permite obtener una cota para el primer
valor propio no nulo. La referencia usada será el art́ıculo original [CW].

Teorema 5.9. Sea Σn una hipersuperficie compacta y minimal (es decir,
con curvatura media H igual a cero) embebida en una variedad riemanniana

M
n+1

compacta. Supongamos que la curvatura de Ricci de M está acotada
inferiormente por una constante positiva c. Entonces λ1(Σ) ≥ c/2, donde
λ1(Σ) es el primer valor propio del laplaciano de Σ.

Demostración. Como la curvatura de Ricci de M es estrictamente positiva y
M es compacta, el primer número de Betti de M es cero aplicando el Coro-
lario 2.13. Combinando esto con la hipótesis de que M y Σ son orientables
se tiene, por el teorema generalizado de Jordan-Brower, que Σ divide a M
en dos componentes Ω1 y Ω2 tales que ∂Ω1 = Σ = ∂Ω2 (para más detalles
véase [Wh] y [Wi]).

Sea f una función propia de Σ asociada al primer valor propio no nulo, es
decir, tal que ∆f + λ1f = 0, donde λ1 = λ1(Σ). Además, sea F la solución
al siguiente problema de Dirichlet:

{
∆F = 0 (en Ω1)
F |∂Ω1 = F |Σ = f

Vamos a usar la fórmula de Reilly (4.1) tomando N1 el normal interior con
respecto a Ω1 y A1 el operador forma asociado a N1. Entonces, como ∆F = 0
en Ω1, H = 0 por ser Σ minimal y ∆f = −λ1f , la fórmula queda de la
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siguiente manera:∫
Σ

〈A1(∇f),∇f〉 dΣ + 2λ1

∫
Σ

∂F

∂N1

f dΣ

= −
∫

Ω1

|∇2
F |2 dΩ1 −

∫
Ω1

Ric(∇F,∇F ) dΩ1.

Ahora, usando que −
∫

Ω1
|∇2

F |2 dΩ1 ≤ 0 y que Ric(∇F,∇F ) ≥ c|∇F |2
obtenemos∫

Σ

〈A1(∇f),∇f〉 dΣ + 2λ1

∫
Σ

∂F

∂N1

f dΣ ≤ −c
∫

Ω1

|∇F |2 dΩ1.

Supongamos que
∫

Σ
〈A1(∇f),∇f〉 dΣ ≥ 0, en ese caso

−c
∫

Ω1

|∇F |2 dΩ1 ≥ 2λ1

∫
Σ

∂F

∂N1

f dΣ.

Usando el teorema de la divergencia (Teorema 4.11) y la Proposición 1.13,∫
Σ

∂F

∂N1

f dΣ =

∫
∂Ω1

〈∇F,N1〉f d∂Ω1 =

∫
∂Ω1

〈F∇F,N1〉 d∂Ω1

= −
∫

Ω1

div
(
F∇F

)
dΩ1 = −

∫
Ω1

(
∇F (F ) + fdiv

(
∇F

))
dΩ1

= −
∫

Ω1

(
|∇F |2 + f∆F

)
dΩ1 = −

∫
Ω1

|∇F |2 dΩ1.

De esta manera,

−c
∫

Ω1

|∇F |2 dΩ1 ≥ −2λ1

∫
Ω1

|∇F |2 dΩ1,

lo cual implica que

(2λ1 − c)
∫

Ω1

|∇F |2 dΩ1 ≥ 0.

Por tanto, como la integral es estrictamente positiva por ser F no constante,
entonces λ1 ≥ c/2.

En el caso de que
∫

Σ
〈A1(∇f),∇f〉 dΣ ≤ 0, trabajaŕıamos en Ω2 tomando

N2 el normal interior con respecto a Ω2. De esta manera, como N2 = −N1 y
A2 = −A1, tendŕıamos∫

Σ

〈A2(∇f),∇f〉 dΣ = −
∫

Σ

〈A1(∇f),∇f〉 dΣ ≥ 0

y podŕıamos proceder como hemos hecho antes.



89 Un resultado de Deshmukh

Corolario 5.10. Sea Σ una hipersuperficie compacta minimal embebida en
Sn+1 (la esfera usual de curvatura seccional 1). Entonces λ1(Σ) ≥ n/2.

Demostración. Este corolario es una aplicación directa del Teorema 5.9,
puesto que una hipersuperficie compacta embebida en Sn+1 es orientable
y la curvatura de Ricci de Sn+1 es n, ya que, por la Proposición 1.36,
R(X, Y )Z = 〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X y entonces, dado un sistema referencial
ortonormal local {E1, . . . , En+1}, se tiene

Ric(X, Y ) =
n+1∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉 =
n+1∑
i=1

(〈X, Y 〉〈Ei, Ei〉 − 〈Ei, Y 〉〈X,Ei〉)

= 〈X, Y 〉
n+1∑
i=1

1−
n+1∑
i=1

〈Ei, Y 〉〈X,Ei〉 = 〈X, Y 〉(n+ 1)− 〈X, Y 〉

= n〈X, Y 〉.

Para ver más aplicaciones del Teorema 5.9 podemos usar un resultado proba-
do por Yang y Yau en 1980 (véase [YY]) que nos dice que dada una superficie
riemanniana de género g y área A, se tiene que λ1A ≤ 8π(g + 1).

Corolario 5.11. Sea Σ2 una superficie compacta y minimal embebida en

una variedad M
3

compacta. Supongamos además que la curvatura de Ricci
de M está acotada inferiormente por una constante positiva c. Entonces

A ≤ 16π(g + 1)/c.

Corolario 5.12. Sea Σ una superficie minimal compacta embebida en S3.
Entonces A ≤ 8π(g + 1).

5.4. Un resultado de Deshmukh

El último resultado que vamos a ver en esta memoria procede de un art́ıculo
titulado Compact hypersurfaces in a Euclidean space y publicado en 1998
por Deshmukh (véase [De]). En este art́ıculo, en vez de dar una cota para
el primer valor propio no nulo se demuestra que si éste está acotado de una
cierta forma, entonces la hipersuperficie tiene que ser una esfera.

Teorema 5.13. Sea Σ una hipersuperficie compacta, con curvatura de Ricci
definida positiva e inmersa mediante ψ : Σ −→ Rn+1. Si la curvatura escalar
S y el primer valor propio no nulo del operador laplaciano λ1 satisfacen la
desigualdad S ≤ λ1(n− 1), entonces M es isométrica a una esfera en Rn+1.
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Demostración. Sea Σ la hipersuperficie del enunciado y supongamos que tie-
ne centro de masas c. Además, sean f y φ las funciones definidas en Σ de la
siguiente forma:

f =
1

2
|ψ − c|2 y φ = 〈ψ − c,N〉.

Por ser Σ una hipersuperficie, sabemos que ψ− c = (ψ− c)>+φN . Pero, por
la Proposición 1.40, ∇f = (ψ− c)>, por lo que ψ− c = ∇f + φN . Entonces,
dado X ∈ X(Σ) y usando la fórmula de Weingarten (1.5),

〈X,∇φ〉 = X(φ) = X(〈ψ − c,N〉) = 〈∇X(ψ − c), N〉+ 〈ψ − c,∇XN〉
= 〈X,N〉 − 〈ψ − c, AX〉 = −〈∇f + φN,AX〉
= −〈∇f, AX〉 − 〈φN,AX〉 = 〈−A(∇f), X〉

para todo X ∈ X(Σ), por lo que ∇φ = −A(∇f).

Sea {E1, . . . , En} una base ortonormal local de TΣ, entonces

div(A(∇f)) = tr(∇(A(∇f))) = tr(Y 7→ ∇Y (A(∇f)))

=
n∑
i=1

〈∇Ei
(A(∇f)), Ei〉

=
n∑
i=1

〈(∇Ei
A)(∇f), Ei〉+

n∑
i=1

〈A(∇Ei
∇f), Ei〉.

(5.9)

Ahora, si recordamos, en la demostración de la Proposición 1.40 obtuvimos la
expresión (1.12), que con nuestra actual notación seŕıa de la siguiente forma:

∇X∇f = X + φAX. (5.10)

Por otro lado, se cumple que n∇H =
∑n

i=1(∇Ei
A)Ei. Para demostrar esto,

tomemos X ∈ X(Σ) y usemos la ecuación de Codazzi (1.6). De esta forma
tenemos

〈∇H,X〉 = X(H) =
1

n
X(tr(A)) =

1

n
∇X(tr(A))

=
1

n
tr(∇XA) =

1

n

n∑
i=1

〈(∇XA)Ei, Ei〉

=
1

n

n∑
i=1

〈(∇Ei
A)X,Ei〉 = 〈X, 1

n

n∑
i=1

(∇Ei
A)Ei〉.

(5.11)



91 Un resultado de Deshmukh

Partiendo de (5.9) y usando las expresiones (5.10) y (5.11) obtenemos

div(A(∇f)) =
n∑
i=1

〈(∇Ei
A)(∇f), Ei〉+

n∑
i=1

〈A(∇Ei
∇f), Ei〉

=
n∑
i=1

〈(∇Ei
A)(∇f), Ei〉+

n∑
i=1

〈AEi, Ei〉+
n∑
i=1

〈AφAEi, Ei〉

=
n∑
i=1

〈(∇Ei
A)(∇f), Ei〉+ nH + φtr(A2)

=
n∑
i=1

〈∇f, (∇Ei
A)Ei〉+ nH + φ|A|2

= 〈∇f,
n∑
i=1

(∇Ei
A)Ei〉+ nH + φ|A|2

= n〈∇f,∇H〉+ nH + φ|A|2,

es decir,

div(A(∇f)) = n∇f(H) + nH + φ|A|2. (5.12)

Por otro lado, usando la Proposición 1.13,

φdiv(A(∇f)) = div(φA(∇f))− A(∇f)(φ)

= div(φA(∇f))− 〈A(∇f),∇φ〉
= div(φA(∇f)) + 〈A(∇f), A(∇f)〉
= div(φA(∇f)) + |A(∇f)|2.

(5.13)

Ahora, combinando las expresiones (5.12) y (5.13), llegamos a

div(φA(∇f)) + |A(∇f)|2 = nφ∇f(H) + nHφ+ φ2|A|2. (5.14)

Observemos que, de nuevo por la Proposición 1.13,

div(Hφ∇f) = φ∇f(H) +Hdiv(φ∇f). (5.15)

Usando (5.15) en (5.14) tenemos que

div(φA(∇f)) + |A(∇f)|2

= ndiv(Hφ∇f)− nHdiv(φ∇f) + nHφ+ φ2|A|2.
(5.16)
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Si ahora tenemos en cuenta que ∇φ = −A(∇f) junto con la Proposición 1.13
y la Proposición 1.40, podemos observar lo siguiente:

〈A(∇f),∇f〉 = −〈∇φ,∇f〉 = −∇f(φ) = −div(φ∇f) + φ∆f

= −div(φ∇f) + nφ(1 +Hφ).

Ahora, multiplicando por nH,

nH〈A(∇f),∇f〉 = −nHdiv(φ∇f) + n2Hφ(1 +Hφ). (5.17)

A continuación, combinando (5.16) y (5.17) junto con la Proposición 4.18,∫
Σ

nH〈A(∇f),∇f〉 dΣ =

∫
Σ

(
−nHdiv(φ∇f) + n2Hφ(1 +Hφ)

)
dΣ

=

∫
Σ

(
div(φA(∇f)) + |A(∇f)|2 − div(nHφ∇f)

− nHφ− φ2|A|2 + n2Hφ(1 +Hφ)
)

dΣ

=

∫
Σ

(div(φA(∇f))− div(nHφ∇f)− nHφ) dΣ

+

∫
Σ

|A(∇f)|2 dΣ +

∫
Σ

φ2(n2H2 − |A|2) dΣ

+

∫
Σ

n2Hφ dΣ

=

∫
Σ

|A(∇f)|2 dΣ +

∫
Σ

φ2S dΣ

+

∫
Σ

(
n2Hφ− nHφ

)
dΣ

+

∫
Σ

(div(φA(∇f))− div(nHφ∇f)) dΣ.

Es decir,∫
Σ

nH〈A(∇f),∇f〉 dΣ

=

∫
Σ

|A(∇f)|2 dΣ +

∫
Σ

φ2S dΣ +

∫
Σ

(
n2Hφ− nHφ

)
dΣ

+

∫
Σ

(div(φA(∇f))− div(nHφ∇f)) dΣ.

(5.18)

Por la primera fórmula de Minkowski (4.3),∫
Σ

Hφ dΣ = −A(Σ),
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por lo que ∫
Σ

(
n2Hφ− nHφ

)
dΣ = −n2A(Σ) + nA(Σ)

= (n− n2)A(Σ)

= −n(n− 1)A(Σ).

(5.19)

Por otro lado, usando el teorema de la divergencia (Teorema 1.20), sabemos
lo siguiente: ∫

Σ

(div(φA(∇f))− div(nHφ∇f)) dΣ = 0. (5.20)

Retomando (5.18) y teniendo en cuenta (5.19) y (5.20), obtenemos∫
Σ

nH〈A(∇f),∇f〉 dΣ

=

∫
Σ

|A(∇f)|2 dΣ +

∫
Σ

φ2S dΣ− n(n− 1)A(Σ).

(5.21)

Como c es el centro de masas, sabemos que satisface
∫

Σ
ψ − c dΣ = 0 por la

Proposición 5.2, aśı que podemos aplicar la caracterización mı́n-máx (Teore-
ma 1.29) para llegar a ∫

Σ

|ψ − c|2 dΣ ≤ nA(Σ)

λ1

. (5.22)

Ahora, tomando normas en ψ − c = ∇f + φN obtenemos

|ψ − c|2 = |∇f |2 + φ2. (5.23)

A continuación, combinando (5.22) y (5.23), y usando la hipótesis sobre la
curvatura escalar, llegamos a la siguiente expresión:∫

Σ

φ2S dΣ =

∫
Σ

(|ψ − c|2 − |∇f |2)S dΣ

≤ λ1(n− 1)

∫
Σ

(
|ψ − c|2 − |∇f |2

)
dΣ

≤ λ1(n− 1)

(
nA(Σ)

λ1

−
∫

Σ

|∇f |2 dΣ

)
= n(n− 1)A(Σ)− λ1(n− 1)

∫
Σ

|∇f |2 dΣ

≤ n(n− 1)A(Σ).
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Entonces, si volvemos a (5.21),∫
Σ

nH〈A(∇f),∇f〉 dΣ ≤
∫

Σ

|A(∇f)|2 dΣ,

de donde ∫
Σ

nH〈A(∇f),∇f〉 dΣ−
∫

Σ

|A(∇f)|2 dΣ ≤ 0.

Por otro lado, si usamos la expresión (4.10) obtenemos∫
Σ

Ric(∇f,∇f) dΣ = n

∫
Σ

H〈A(∇f),∇f〉 dΣ−
∫

Σ

|A(∇f)|2 dΣ.

De esta manera, hemos obtenido∫
Σ

Ric(∇f,∇f) dΣ ≤ 0,

pero por hipótesis la curvatura de Ricci es definida positiva, por lo que ∇f =
0. Por tanto, como Σ es conexa, f es constante digamos que a r2/2, y por
tanto Σ es una esfera de radio r y centro c.
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