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Introduccion

La Teoria de Brunn-Minkowski es una de las piezas fundamentales de la Geometria de
los Cuerpos Convexos. Tuvo su origen, como tal, en la Tesis de Hermann Brunn en 1887
y es, en su parte mas esencial, creaciéon de Hermann Minkowski alrededor del cambio
de siglo. Precisamente, el 10 de Diciembre de 1900, Minkowski escribié a David Hilbert
informandole de que su estudio sobre el drea de superficie y el volumen en R? estaba
completo, siendo su avance mas importante la introduccién de una idea asociada a tres
cuerpos convexos que ¢l denomind, provisionalmente, sus volumenes miztos. La siguiente
cita pertenece al obituario de Minkowski escrito por Hilbert en 1911, e ilustra el significado
y la importancia de este nuevo concepto:

... Thus the concept of mized volume appears as the simplest generali-
zation which comprises the notions of volume, surface area and total
mean curvature as special cases. In this way the latter notions are rela-
ted much more closely to each other. Thus we may expect now to obtain
a deeper understanding than was possible before, of the mutual relations
of these notions...

Si queremos definir brevemente la Teoria de Brunn-Minkowski, podriamos decir que
ésta es el resultado de asociar dos conceptos elementales para los conjuntos del espacio
euclideo: la suma vectorial y el volumen. La suma vectorial o suma de Minkowski, com-
binada con el volumen, nos conduce a la desigualdad fundamental de Brunn-Minkowski,
quiza la desigualdad més conocida relacionando el volumen de conjuntos convexos com-
pactos.

La desigualdad de Brunn-Minkowski fue demostrada primero por Brunn con un argumen-
to ingenioso e inteligente, aunque algo impreciso, donde ademas no se establecia el caso
de la igualdad. Fue Minkowski quien proporcion6 una demostracion correcta y completa
del resultado:

Teorema (La desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean K y L dos conjuntos convexos y
compactos de R™ no vacios, y sea 0 < X\ < 1. Entonces

vol (1 = A)K + AL)Y™ > (1 = A)vol(K)"™ + Avol(L)'/™,

dandose la igualdad, para algin X € (0,1), si y solo si o K y L estdn en hiperplanos
paralelos (si tienen dimension menor que n), o son homotéticos (si tienen dimension n).
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A la vista de un resultado tan “sencillo”, parece dificil intuir las potentes extensiones que
se pueden obtener de él, algunas muy recientes, asi como su impacto en las Matematicas
y mas alla de ellas.

La desigualdad de Brunn-Minkowski estuvo inspirada en el problema iosperimétrico: éste
establece que, entre todos los conjuntos convexos de R™ con area de superficie dada, la
bola n-dimensional encierra el mayor volumen. De hecho, la desigualdad isoperimétrica
puede obtenerse como una consecuencia inmediata de la de Brunn-Minkowski. Asi, du-
rante muchos anos se consider6 que la desigualdad de Brunn-Minkowski “pertenecia” a
la Geometria, donde su importancia ha sido ampliamente reconocida.

Sin embargo, alrededor de la mitad del siglo XX, diversos matematicos (Lusternik, Had-
wiger, Ohmann, ...) extendieron este resultado a contextos mucho mas generales, inclu-
yendo la clase de los conjuntos medibles Lebesgue, comenzando entonces la desigualdad
a moverse en los dominios del Analisis.

Los ultimos 30 anos han visto consolidar el papel de la desigualdad de Brunn-Minkowski
como una potente herramienta analitica, mostrando su estrecha relacion con otras de-
sigualdades del Calculo. La version integral de la desigualdad de Brunn-Minkowski se
conoce como la desiqualdad de Prékopa-Leinder, inversa de la conocida desigualdad de
Holder, donde ya la geometria parece haber desaparecido. Entre otras desigualdades re-
lacionadas con la de Brunn-Minkowski en este contexto general nos encontramos, por
ejemplo, con las de Young, Brascamp-Lieb, Barthe, Sobolev, etc.

Se necesitaria un articulo aparte sobre la desigualdad de Brunn-Minkowski para poder
mencionar cada una de sus implicaciones dentro y fuera de la Geometria. Un magnifico
survey sobre este resultado es [3]. En palabras de su autor, Richard Gardner,

...In a sea of Mathematics, the Brunn-Minkowski inequality appears like
an octopus, tentacles reaching far and wide, its shape and color changing
as it roams from one area to the next.

En esta memoria demostraremos la desigualdad de Brunn-Minkowski clasica y, partiendo
de ese punto, “bucearemos” por los conjuntos finitos demostrando algunas desigualdades
clasicas hasta encontrar, parafraseando a Gardner, nuestro “pulpo camuflado a base de
puntos” de la portadaE], es decir, demostrar la que se conoce como la desigualdad de
Brunn-Minkowski discreta:

Teorema (Desigualdad de Brunn-Minkowski discreta). Sean A, B C Z™ finitos con
dim B = n. Enonces el cardinal de su suma |A + B| verifica

|A+ B| > |Dfy + Dg|.

Mlustracién “Funny octopus”de A. Enshina, englobada en su proyecto Colorful dotted animals:
https://www.behance.net/anaensh, consultado en Julio 2016.
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3 Introduccion

Aqui Dlil y D‘BB‘ son conjuntos finitos de Z™ con cardinales igual a los de A y B, respec-
tivamente, los cuales son segmentos iniciales para un cierto orden sobre Z" que depende
sélo de |B|. De manera informal, podemos asumir que estos conjuntos son lo més parecido
a la interseccion de Z" con simplices de una cierta forma.

Ambas versiones son complementarias la una de la otra ya que la desigualdad clasica
trabaja con cuerpos convexos, por tanto con el funcional volumen, mientras que la de-
sigualdad discreta involucra conjuntos finitos, y consecuentemente el cardinal, lo que hace
imposible aplicar una en el contexto de la otra.

Sin embargo, ambas desigualdades mantienen una estrecha relacion: dada una cierta
informacién de dos conjuntos A y B (ya sea su volumen o su cardinal en cada caso) las
desigualdades nos proporcion cotas inferiores sobre la suma de Minkowski A + B.

La estructura del texto estd dividida en tres capitulos. En el primer capitulo haremos
un breve repaso de los conceptos méas basicos que necesitaremos tanto de los cuerpos
convexos como de los reticulos. Este capitulo, mas que ser una guia detallada de dichos
conceptos, servird para fijar la notacién que usaremos durante el resto del texto.

Durante el segundo capitulo se realizaran tanto una justificacién como la prueba de la
desigualdad de Brunn-Minkowski clésica, caracterizando también la igualdad.

Finalmente, en el tercer capitulo trabajaremos con conjuntos finitos, introduciendo con-
ceptos asociados a dichos conjuntos, hasta enunciar y demostrar la que se conoce como
la version discreta de la desigualdad de Brunn-Minkowski.
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Capitulo 1

Preliminares

Durante este capitulo, introduciremos las definiciones y primeros resultados que necesi-
taremos para el resto del texto. Estos contenidos se estudian durante el Grado en Ma-
tematicas y el Master en Matematica Avanzada de la Universidad de Murcia y, por este
mismo motivo, no se realizaran pruebas de los resultados que aqui aparezcan. Para ver
con més detalle estos resultados, véanse [4] y [7].

A lo largo de este trabajo, usaremos la notacion estandar para el espacio euclideo n-
dimensional y las nociones fundamentales asociadas al mismo. Asi, denotaremos con
R™ el espacio euclideo n-dimensional, dotado con la métrica estandar (-,-) del producto
escalar, que da lugar a la norma euclidea || - ||. Asimismo, usaremos la notaciéon S*~! y
o para la esfera unidad y el origen de coordenadas del espacio euclideo n-dimensional
R™. Ademads, dado = € R", representaremos por x; sus coordenadas (respecto a la base
canénica {eq,...,e,}), es decir, x = (x1,...,2,).

1.1. Primeras definiciones. Los cuerpos convexos

En esta seccion introduciremos los conceptos que necesitamos sobre cuerpos convexos.

Definicién 1.1.1 (Combinacién lineal, afin, positiva, convexa).
Se dice que z € R™ es una combinacion lineal de los vectores vy, ..., v, y se representa
por x € lin{vy, ..., v}, siexisten Aj, ..., Ay € R tales que z = A\jv; +- - - + A\pvg. Ademés:

= Silos \; verifican A\; 4+ - -+ + A\ = 1, entonces se dice que x es combinacion afin de
los v; (x € aff{vy, ..., vx}).

= Silos \; verifican A\; > 0 para todo 7, entonces se dice que x es combinacion positiva
de los v; (z € pos{vy,...,v}).

= Finalmente, si se verifican ambas condiciones para los \;, entonces se dice que z es
una combinacion conveza de los v; (x € conv{vy, ..., vg}).

5
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Dados z,y € R™ puntos distintos, escribiremos [z, y| para denotar el segmento determi-
nado por x e y, esto es, el conjunto de todas las combinaciones convexas de x e y.

[Tyl ={(1 =Nz + Ay : 0< A< 1},

A partir de esto, podemos definir la nocién de conjunto convexo.

Definicién 1.1.2 (Conjunto convexo).

Se dice que un conjunto K C R"™ es convexo si, dados dos puntos cualesquiera de K, el
segmento que los une esta contenido en K. Es decir, si cualquier combinacién convexa
A+ (1=MNy e K, paratodoz,y e K y0 <A< 1.

) {
4 A
)f "\.
/ \
.\. _'f'r
N '
A '
\ '
AV
W
(a) Los poligonos son conve-  (b) Las elipses son convexas.  (c) Las estrellas no son
XO08. convexas.

Figura 1.1: Algunos ejemplos de conjuntos convexos y no convexos.

Definicién 1.1.3 (Cono).
Un cono (convexo) es un subconjunto A C R™ que es convexo, no vacio y tal que si x € A,
entonces Axr € A para todo A > 0.

Definicién 1.1.4 (Envoltura convexa, afin y positiva).
Dado un conjunto arbitrario A C R"” se define la envoltura convexa de A, y se representa
por conv A, como la interseccion de todos los subconjuntos convexos que contienen a A.

Andélogamente se define la envoltura afin (positiva) de A,y se representa por aff A (pos A),
a la interseccién de todos los subespacios afines (conos) de R™ que contienen a A.

Observacion 1.1.5. Podemos reescribir las definiciones de envolturas afin, positiva y con-
vexa de otra forma: dado M C R" las definiciones anteriores son equivalentes a que

» aff M es el plano afin de menor dimensién que contiene a M.
= pos M es el cono con vértice en el origen mas pequeno que contiene a M.

= conv M es el menor conjunto convexo que contiene a M.
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Ejemplo. Consideramos el conjunto M = {x; = (1,2), 25 = (2,1)} C R?, procedemos al
calculo de lin M, aff M, pos M y conv M:

lin M = {)\11’1 -+ )\21'2 . )\1,)\2 € R} = RZ,

dado que z; y z2 son linealmente independientes.

aff M = {A\z1 + Ao - A+ Ao =1} = {( A + 200,201 + X)) : Ay + Ao = 1}
:{()\1+2(1—)\1),2>\1+<1—>\1)))\1 GR}:{<2—>\1,1+>\1))\1 ER}
={@D+A-(-1,1): AeR},

pOSM = {)\11’1 -+ )\2.1'2 . )\1,)\2 Z O} = {)\ : (C(ll'l -+ CYQ.TQ) . )\,061,042 Z 0,0él + g = 1},

y finalmente

conv M = {)\11‘1‘.‘)\2.%2 : )\1+)\2: 1,)\1,/\2 ZO}:{)\JIl—i—(l—)\)%QOS )\S 1}

lin M

pos M

1] « M ¢ Jnv}l\ M

Figura 1.2: Los conjuntos M, lin M, aff M, pos M y conv M

Si M es un conjunto de R™, con dim M nos referiremos a la dimensién de su envoltura
afin. Ademads, denotaremos por |M]|, int M y fr M el cardinal, interior y frontera de M,
respectivamente.
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Definicién 1.1.6 (Suma de Minkowski).
Sean A, B € R". Entonces denotaremos por A+ B la suma vectorial de ambos conjuntos,
es decir

A+B:={a+b:ac Abe B},

y si r € R, entonces
rA={ra:a€ A}.

Figura 1.3: Un ejemplo de la suma de dos conjuntos discretos

Figura 1.4: Un ejemplo de la suma de dos conjuntos convexos

Definicién 1.1.7 (Cuerpo).
Sea K un conjunto compacto de R™. Entonces decimos que K es un cuerpo.

Denotamos al conjunto de todos los cuerpos converos de R" como K.

Definicién 1.1.8 (Simplice).
Sean xg,...,r, € R" n+ 1 puntos afinmente independientes. Entonces el cuerpo convexo
S = conv{zy,...,z,} se denomina simplice n-dimensional.

Notacion. Denotamos como KU el conjunto de todos los cuerpos convexos simétricos
0
respecto al origen (o-simétricos) de R™.

"n—{KeK":K=-K}
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Un ejemplo clasico de cuerpo convexo o-simétrico son las bolas para la norma euclidea,

es decir
B, (r) := {x = (x1,...,2,) € R": fo < 7’2} :
i=1

En el caso particular de la bola unidad, es decir, para r = 1, escribiremos simplemente

B, =B,(1).
B, = {x: (X1, ) GR":Zx? < 1}.
i=1

Aunque las funciones convexas aparecen en numerosos contextos y aplicaciones, existen
algunas de particular interés por su estrecha relacién con la geometria de los conjuntos.

Una de ellas es la denominada funcion soporte. Dado que un conjunto convexo cerrado K
es la interseccion de sus semiespacios soporte, para describir dicho conjunto bastara con
describir la posicion de sus hiperplanos soporte, es decir, los hiperplanos que contienen al
conjunto K en uno de los semiespacios que determinan y que intersecan a K en al menos
un punto. Esta descripcion se lleva a cabo por medio de la funcién soporte.

Definicién 1.1.9 (Funcién soporte).
Si K € K™ es un cuerpo convexo de R™ no vacio, se define la funcidn soporte h(K,-) = hx
de K como

h(K,u) = méx{(z,u) : v € K},

para cada u € R™.

Usando la definicién de funcion soporte deducimos las siguientes propiedades.
Lema 1.1.10. Sea K € K™ un cuerpo convero de R™ no vacio. Entonces:
1. h(K, Au) = Mh(K,u) si A\ >0y h(K,u+v) <h(K,u)+ h(K,v).
2. hxg < hy, si, y solo si, K C L.
3. h(AK,-) = A(K,-) para todo X > 0, y ademds h(—K,u) = h(K, —u).
Notacién. Sean a € Ry u € S*~*. Entonces denotaremos por H, , el hiperplano
Hy,={zeR": (z,u) =a},
y por H, , uno de los semiespacios delimitados por H,,, concretamente
H,,={r eR": (z,u) <a}.
Ademads, usaremos una notacién abreviada para referirnos a los conocidos como hiper-

planos coordenados, es decir, aquéllos en los que el vector normal pertenece a la base
canonica. De esta forma denotaremos como

{xi - CY} = Hoz,eia

para todo 1 <1 < n.
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Definicién 1.1.11 (Volumen).
Si K C R", entonces definimos su volumen como la medida de Lebesgue asociada a K,

vol(K) := H"(K).

H" es la notacion que usaremos para la medida de Lebesgue n-dimensional.

En los casos en los que necesitemos precisar la dimensién del espacio al que aplicamos el
funcional volumen, lo incluiremos como subindice: si K estd contenido en un subespacio
(afin) j-dimensional,

vol;(K) = H/(K).

El volumen (n-dimensional) es un funcional monétono y homogéneo de grado n, es decir,
si K C Ly A>0, entonces vol(K) < vol(L) y vol(AK) = \"vol(K).

Notacién. Sea K C K", y sea t € R tal que K N {x, =t} # (. Entonces denotaremos
como K; la seccién (n — 1)-dimensional de K a través del hiperplano {z,, = t}, es decir

K, = {(z1,79,...,0_1) €ER" i (z1,29,...,0,1,1) € K}.

Teorema 1.1.12 (Fubini). Sea K un cuerpo convexo de R™. Entonces,

vol(K) = /OO vol,—1(Ky) dt. (1.1)

[e.e]

Notacién. Denotamos al volumen de la bola unidad por &, := vol,(B,).

1.2. Primeras definiciones. Reticulos

En esta seccion introduciremos los conceptos que necesitamos sobre reticulos.

Definicién 1.2.1 (Reticulo).
Sean by, ...,b, € R" linealmente independientes. El conjunto

AN={z1by + zby+ -+ z3b, 1 2, € Z,1 < i <n}

se denomina reticulo.

El conjunto de los wvectores generadores {by,...,b,} o la matriz B = (by,...,b,) con
columnas b; recibe el nombre de base de A. Un elemento b € A se denomina punto
reticular de A. Denotaremos por L™ al conjunto de todos los reticulos de R™.
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Figura 1.5: El reticulo hexagonal generado por los vectores (1,0) y (3, ‘/73)
Definicién 1.2.2 (Reticulo entero).
Definimos el reticulo entero n-dimensional Z"™ como el reticulo generado por los vectores

de la base canénica {ey, ..., e,}, es decir, el subconjunto de los puntos del espacio euclideo
n-dimensional R™ con coordenadas enteras.

7" :={x=(v1,...,2,) € R" 1 x; € Z paratodoi=1,...,n}.

Notacion. Denotaremos por Z} el subconjunto de Z" de los puntos con coordenadas no
negativas.
7% ={r = (v1,...,2,) €Z" :2; 20, V1<i<n }

L] [ ] 4 L ® ® L ® ® L L] L] L] L]

L] [ ] 3 L ] @ e L ] @ e L ] [ ] L] L] [ ]
Lrrall

L] * 2 L] [ ] ® L] [ ] ® L] L] L] L] L]

L] [ ] 1 L ® ® L ® ® L L] L] L] L]

L] * 1 L] * L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] [ ] 2 L] [ ] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] [ ] 3 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

Figura 1.6: El conjunto Z} C Z" en rojo.

Vamos a representar por Z; el conjunto complementario de Z'} en el reticulo entero Z",
es decir,

Zo =7"\ZY ={v=(v1,...,v,) € Z" : v; <0 para al menos un i}.
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Definicién 1.2.3 (Conjunto reticular convexo).
Un conjunto finito F', subconjunto del reticulo entero n-dimensional Z", se denomina
conjunto reticular convexo si

F = conv(F)NZ".

Definicién 1.2.4 (Simplice elongado).
Sea F' un conjunto reticular convexo con dim F' = k, 1 < k < n. Si existen enteros ¢ e i;,
1 <7 <k—1,entre 1y n tales que

F={se:s=0,1,....|F|—k}U{ey,... €, }

entonces diremos que F' es un simplice elongado en la direcciéon de e;.

(a) Simplice elongado de cardinal (b) Stmplice elongado de cardinal
8, dimensién 3, con i = 2, i; = 1, 5, dimension 2, con ¢ = 3, i1 = 2.
i = 3.

Figura 1.7: Dos ejemplos de simplice elongado en R?.

Lema 1.2.5. Sean ' C S C Z" dos simplices elongados en la direccion de e, con
dim F' = dim S = n. Entonces se tiene que
n(n+1)

|F + S| =n|S|+ |F| — 5

Demostracion. Dado que F' C S son simplices elongados en la direccién de e; con dim F' =
dim S = n, podemos asegurar la existencia de dos niimeros naturales [, k tales que

F ={o,e1,2¢1,...,le,e9,...,6,}

S={o,er,....,(l+k)ei,ea,...,en}.

En esta situacion, se tiene que

n

S+ F=({o}+F)ulJ(S+e)U(S+le).

1=2

Pero en esta expresion de S 4+ F' hay puntos comunes en las uniones anteriores: en efecto,
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{o} + F)N (S +ley) = {lex};
» ademads, dado que las intersecciones anteriores (dos a dos) son distintas, las inter-

secciones de tres o méas conjuntos son vacias.

Asi pues, usando el principio de inclusién-exclusion concluimos que

n(n—i—l).

|F 4+ S| =n|S|+ |F| — 5
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Capitulo 2

La desigualdad clasica de
Brunn-Minkowski

Esta seccion estd dedicada fundamentalmente a estudiar la llamada desigualdad de Brunn-
Minkowski, la cual ha constituido la pieza clave para el desarrollo de la llamada Teoria
de Brunn-Minkowski, nicleo de la Geometria Convexa.

2.1. Motivacion y contexto de la desigualdad

Consideramos un cuerpo convexo en R? sobre el que efectuamos tres cortes paralelos.
Resulta intuitivo el hecho de que el corte intermedio no puede tener area mas pequena
que los otros dos (aunque su demostracién no es algo evidente).

m )

Figura 2.1: Si A\; < A < Ay, entonces A(K) > min{A(K),), A(K),)}.

Formulemos el problema con mayor precision: elegimos un sistema de coordenadas de

15
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tal forma que las secciones sean perpendiculares al eje x1, y representamos por v(\) el
drea de la seccién determinada por el plano de corte {x; = A;}. Entonces, la afirmacién
anterior puede enunciarse del siguiente modo:

para cada A\; < A < Ay se tiene que v(\) > min{v(A;),v(A2)},

siendo A1, Ay dos valores cualesquiera del dominio de definicién de v(A). Por tanto, existe
un \g para el cual la aplicacién A — v(\) es no decreciente en un cierto intervalo [A,,, Ao,
y es no creciente en otro intervalo [Ag, Ay/].

Un resultado “similar” va a ser cierto también en R"™!  si v()\) representa el volumen
n-dimensional de la interseccién del cuerpo K con el hiperplano {x; = A}. Pero, ;cémo
demostrar tal afirmacion? En el caso plano es facil ver que v(\) es una funcién céncava
en el intervalo obtenido al “proyectar” el cuerpo K sobre el eje x; (véase la figura ,
lo que prueba a su vez la afirmacién anterior.

T
‘ T

SIS

x

Figura 2.2: La funcién v(\) es una funcién céncava en el plano.

Esto podria llevar a pensar que, para un intervalo apropiado, v(\) es céncava en dimensién
arbitraria. Sin embargo, esto es falso, lo que puede comprobarse facilmente incluso en el

caso mas sencillo de dimension tres: basta considerar como cuerpo K la envoltura convexa
del cuadrado Cy = [0,1] x [0,1] y el punto P = (a,1/2,1/2) ¢ aff Cs.

a

Cy K,
‘% (a,1/2,1/2) o — A~ (a_ A>2

Figura 2.3: Una funcién v(A\) = A(K)) en R? que no es céncava.

Claramente, v(A) no es una funcién céncava. Si va a existir, sin embargo, concavidad en
juego, aunque la funcién correcta que hay que considerar en R™*! no es v(\) sino v(A)'/".
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La desigualdad de Brunn-Minkowski, uno de los resultados fundamentales de la Teoria de
los Conjuntos Convexos, da respuesta a la cuestién que nos hemos planteado.

Teorema 2.1.1 (La desigualdad de Brunn-Minkowski). Sean K y L dos conjuntos con-
vexos y compactos de R™ no vacios, y sea 0 < X\ < 1. Entonces

vol (1 = A)K + AL)Y™ > (1 = A)vol(K)"™ + Avol(L)'/™, (2.1)

ddndose la igualdad, para algin A € (0,1), si y sdlo si o K y L estin en hiperplanos
paralelos (si tienen dimension menor que n), o son homotéticos (si tienen dimensidn n).

Como K,L € K", podemos verlos embebidos en R"*!, y contenidos a su vez en dos
hiperplanos n-dimensionales paralelos, digamos {21 = 0} y {#; = 1}. En esas condiciones
podemos determinar (1 — A\)K + AL (véase la figura como

(1— MK + AL = {conv(KuL)} N {(xl,...,xnﬂ) cR™ gy = )\}.

(1—\E + AL

Dy Dy/ | ™\ D:
6 ; ;

Figura 2.4: La geometria de la desigualdad de Brunn-Minkowski.

Representamos por B; la bola n-dimensional de R™*! que est4 contenida en el hiperplano
{z1 = A}, con centro en el eje x; y con volumen n-dimensional

vol(B)) = v(\) = vol((1 — \)K + AL).
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Si construimos el cuerpo D = [Jocy<; B, el teorema de Brunn-Minkowski [2.1.1] nos

asegura que D es convexo. O en otras palabras: si () es el radio de la bola B, esto es,

vol(BMYm  p(A)/n
7’()\) - 1/n - 1/n
Kol K

el teorema de Brunn-Minkowski nos asegura que 7(A) es una funcién céncava. De
aqui se deduce ademés que v(\)*/™ es también una funcién céncava, lo que da respuesta
al problea que nos planteabamos al comienzo de esta seccion.

2.2. Demostracién de la desigualdad

Demostracion del teorema[2.1.1. Si K, L estdn en hiperplanos paralelos, (1 — A\)K + AL
lo esta también y por lo tanto Vol((l - MK + /\L) =0y se da la igualdad.

Sidim K <nydim L < n, entonces tenemos vol(K) = 0y vol(L) = 0 y en consecuencia
se satisface trivialmente. Ademas, si hay igualdad, entonces dim (( 1-MNK +)\L) <n,
es decir, (1 —\)K + AL estd en un hiperplano H y por tanto, K y L estan en hiperplanos
paralelos a H.

Si dim K < n y dim L = n, consideramos la inclusién (1 — \)K + AL D (1 — Nz + AL
para cualquier x € K, entonces

vol (1 = A)K + AL)Y™ > vol (1 = Az + AL)Y™ = Avol(L)V/™,

dédndose ademés la igualdad si, y sélo si K = {z}. En tal caso, K y L son homotéticos
(por convenio).

Por tanto, podemos suponer que dim K = dim L = n. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad ademas que vol(K') = vol(L) = 1: en efecto, si tenemos (2.1)) probada bajo
esta hipétesis y K, L € K" arbitrarios, basta tomar K = vol(K)~'/"K, L = vol(L)~ /"L,

Avol(L)Y/™

A= .
(1 — Mvol(K)/ + Avol(L)1/n

Como vol(K) = vol(L) =1y 0 < XA < 1, podemos aplicar nuestra desigualdad, es decir,

vol((1 = N)K + ML) > ((1 — X)vol(K)"/™ + Avol(L)"/™)"
=(1=XA+N)"=1

Y sustituyendo los valores de K, L y A se tiene que
- 1—A A
1—-MNK+ ML = K L
( K+ (1 — A)vol(K)Y/™ + Avol(L)V/» - (1 — X)vol(K)Y/™ + Avol(L)V/n ™

de donde se deduce (2.1) para K y L.




19 Demostracion de la desigualdad

Buscamos entonces obtener
vol((1 =A)K +AL) >1 (2.2)
para covexos K, L € K" con dim K =dim L =n y vol(K) = vol(L) = 1.

Demostraremos ([2.2)) por induccién sobre la dimensién de nuestros conjuntos. El caso
n = 1 es evidente: dadas las hipdtesis sobre K y L no hay otra opciéon que sean segmentos
de longitud 1 sobre la misma recta, con lo que tenemos igualdad en (2.2)).

Supongamos pues n > 2 vy que (2.2)) es cierto para n — 1. Fijamos u € S*~! arbitrario vy,
en consecuencia, simplificamos la notacion de los hiperplanos H, = H,, .

Sean ay = —h((1 — A)K + AL, —u), B = h((1 = A\)K + AL, u) con \ € [0, 1].
Para ¢ € R, definimos
vo(c) = vol,_1 (K NH.), wv(c)=vol,_1(LNH,.),

wo(c) =vol,(KNH,) y wc)=vol,(LNH,).
Entonces, usando el teorema de Fubini [1.1.12, tenemos que

w;(c) = / v (t)dt = / v;(t)dt, para i =0, 1.

—0o0

Obsérvese que tenemos que integrar entre el max(x, u) (o ¢, en nuestro caso) y el min(z, u),
es decir, “donde empieza” el conjunto y “donde acaba”. Y sabemos que

gjrg}rg(x,u) = _Ig?eé;?<x’ —u) = —h(K, —u) = ap,
y que
min(z, u) = —mdx(z, —u) = —h(L, —u) = @

Para cadai = 0, 1, la funcién v; es continua en el intervalo (o, 5;), luego w; es diferenciable
y se tiene por tanto que wi(c) = v;(c) > 0, si ¢ € (o, B;). Tomamos la funcién inversa de

Wi, 7 =W, ! Entonces
1 1

Z;(t) = = )
wi(z(t)  vi(z(t))
para t € (0, 1), pues w; representa el volumen de partes de K (o L) que, a lo sumo valen

vol(K) = vol(L) = 1.

(2.3)

Dado que
((1 — )\)K + /\L) N H(I—A)zo(t)—i—)\zl(t) D) (1 — )\) (K N Hzo(t)) + )\(L N HZl(t)),

si denotamos por z)(t) = (1—=X)zo(t) + A2 (t), Ky = KNH 4 y Ly = LN H., 1), podemos
escribir

(L =XNK+AL)N H, ) D (1= N)K; + AL (2.4)
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para todo 0 <t < 1. Ademas,
1—A A
+ ;
vo(20(t)) — vi(z(t))

por lo que si usamos el cambio de variable s = 2,(t), 0 < ¢t < 1, la inclusién (2.4)), la
hipétesis de induccién y las definiciones de vy y v1 (en ese orden) llegamos a que

B

2(t) = (1= Nz(t) + Az (1) =

vol (1 — NI+ AL) = /

QX

vol, 1 ([(1 = MK + AL 1 H, ) ds
_ /01 vol,_1 ( (1= A\)K + L] N Hzx(t))z;(t)dt

N /01 vol,_; ((1 ~NK, + ALt> (vol(z_o(i\)) + Ul(;l(t))) dt

> /01 ((1 — Mvol, 1 (K, + )\voln_l(Lt)rzll>nl (vol(z_o(i\)) 4 01(2@» dt

11—\ A
w(z®) v1<zl<t>>) .

Podemos asegurar, tomando logaritmos y usando la convexidad estricta de la funcién
f(z) = 7P, que se verifica la desigualdad numérica

I1—XA A
(1- A)v§+Avf)1/p< + —) > 1,

Vo U1

) /o (= Meoaoe) 7+ don () ) (

para vg,vy,p > 0, 0 < A < 1, ddndose la igualdad si, y sélo si vg = v;.
Deducimos asi la veracidad de (2.2)):

1
vol((1 = X)K + AL) > / 1dt =1.
0

Supongamos ahora que vol((1 —A)K + AL) = 1 para algin A € (0,1). Entonces tenemos
que vg(20(t)) = v1(z1(t)) vy, usando (2.3)), deducimos que z{(t) = 2{(t) para 0 <t < 1, lo
que implica que z1(t) — 2zo(t) es constante.
Suponemos, sin pérdida de generalidad, que el centro de gravedad de K y L se encuentra
en el origen, lo que implica que
0= / (x,u)dz.
K

Si consideramos los hiperplanos Hy, ag < s < [y, podemos resolver la integral anterior
para cada valor de la altura s, (z,u) = s, y ademéds la medida de la seccién correspondiente
a esa altura viene dada por vol,_; (K N Hy); en consecuencia

Bo
0= / (x,u)dr = / vol,—1 (K N Hy) s ds.
K e

0
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Realizando el cambio de variable s = z,(t), utilizando la definicién de vy y gracias a (2.3),
obtenemos que

Bo
0= / vol,_1(K N Hy) s ds
ag
1

= [ volu_1 (K N H1)20(t)z(t)dt

vo(zo(t))zo(t)mdt

Anélogamente

[e=]

de donde concluimos, puesto que 21 (t) — zy(t) es constante, que zy(t) — zo(t) = 0, es decir,
21(t) = 2o(t) para todo t € [0, 1].

Recordemos que hemos definido z; como la funcién inversa de w;, por lo que si z5(1) = ¢,
entonces tenemos que
1 =wo(c) =vol(KNH,).

En consecuencia, para que wy(c) = 1, debemos tener K = K N H_ y por tanto debe ser
¢ = Po=h(K,u).

Andlogamente, z;(1) = h(L,u), luego
WK, u) = 20(1) = 51(1) = h(L, u)

para todo u € S*~!. Usando el lema [1.1.10, concluimos que K = L. O
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Capitulo 3

La desigualdad discreta de
Brunn-Minkowski

Puesto que la desigualdad de Brunn-Minkowski viene expresada en términos de voliime-
nes, en este capitulo nos vamos a centrar en el caso que no queda contemplado cuando
se trabaja con el funcional volumen: el caso discreto (finito). Por supuesto, ahora no
disponemos del funcional volumen pero, puesto que vamos a manejar conjuntos finitos,
podemos usar el cardinal.

Ahora comenzamos con las preguntas mas basicas: dados los cardinales |A| y |B| de dos
conjuntos finitos de R, ;jqué podemos decir del cardinal |A + B|?

Tenemos una cota superior muy simple,
|A+ B| < |A]|B],

y la igualdad se alcanza cuando A y B son conjuntos, digamos genéricos, que no tienen
ninguna estructura. De forma maés precisa, se tiene igualdad siempre que cada punto de
A + B se exprese de forma tnica como suma de un punto de A més un punto de B.
De todas formas, al igual que ocurre con la desigualdad de Brunn-Minkowski , los
resultados mds interesantes vienen de buscar cotas inferiores para el cardinal |A + B|.

En este capitulo vamos a extender la desigualdad clasica de Brunn-Minkowski a una
version valida para conjuntos discretos. El capitulo se basa en un articulo de R. J. Gardner
y P. Gronchi (véase [2]).

3.1. Cotas previas para |A + B]

Anteriormente a los resultados que vamos a introducir y demostrar, ya existian algunas
desigualdades para obtener informacién sobre el cardinal de la suma de dos conjuntos.

23
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Uno de los ejemplos mas simples por su expresion, utilidad y demostracién es el siguiente.
Cabe destacar la férmula es lineal sobre los cardinales de los conjuntos finitos y da una
cota muy facil de calcular.

Primero hagamos una observacién basica: si trasladamos nuestros conjuntos A, B en
cualquier direccién, esto no afecta a los cardinales |A|, |B|, o |A+ B| (o |A — B], etc.).

Proposicién 3.1.1. Si A, B C R" son conjuntos finitos, entonces

A+ B| > |A| + |B| - 1. (3.1)

Demostracion. Necesitamos recordar el orden lezicogrifico de R™: dados = (z1, ..., x,),
y=(y1,...,Yn) € R" diremos que z < y siexiste j € {1,...,n} talque z; < y; y =; = y;
para todo ¢ con 1 <1 < j.

Basta entonces con trasladar A haciendo que el médximo punto de A en el orden lexi-

cografico coincida con el origen de coordenadas y trasladar B haciendo que el minimo
punto de B en el orden coincida también con el origen de coordenadas.

De esta forma, los cardinales de A, B, y A + B no cambian, pero tenemos garantizado
que AU B C A+ B. Esto concluye la prueba puesto que

AU B[ =[Al+|B| = [An B| = [A] + [B] - 1,
ya que AN B = {o}. O

Observacion 3.1.2. En general, ésta es la mejor cota posible de este tipo. Por ejemplo, si
A=A{1,....k}y B=A1,...,l}, para k,l € N, la ecuacién (3.1)) se satisface con igualdad.

Cabe destacar que (3.1]) se puede generalizar al contexto de los grupos ordenados y libres
de torsién (véase, por ejemplo, [5]).

En 1994, Ruzsa [6] demostré una cota inferior para |A + B| més fina que (3.1)). Concre-
tamente, probd el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Si A, B C R™ son conjuntos finitos con |B| < |A| y dim(A + B) = n,

entonces
|B|-1

|A+ B| > Al + ) min{n, |A] - i}. (3.2)

i=1

La demostracion original de Ruzsa es mas larga que la que aqui presentamos, en la
que utilizaremos algunos de los resultados que vamos a desarrollar para la prueba de
la desigualdad de Brunn-Minkowski discreta. Por tanto, veremos su demostracion en la

seccion B.3.11
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3.2. Reduccion al reticulo entero

En esta seccion veremos que es suficiente trabajar con conjuntos del reticulo entero Z"
cuando se trata de estudiar el cardinal de la suma de Minkowski (corolario 3.2.3)).

Lema 3.2.1. Sean A, B C Z" conjuntos finitos conteniendo al origen. Entonces existe
una aplicacion lineal f: Z" — Z™ 1 tal que flayp es inyectiva.

Demostracion. Sea k € N tal que k > diam(A + B). Si z = (xy,...,2,) € Z", definimos
f como
f(z) = (21 + kap, 29, ..., 2p_y) € Z"L.

Veamos que es inyectiva. Si suponemos que z,y € A + B con f(x) = f(y), entonces
v =y, para 2 < i <n—1yx + kv, = y1 + kyn, es decir 1 —y1 = k(y, — ). Si
T, 7 Yn, entonces |x1—y1| = k|yn—x,| > k, contradiciendo que k > diam(A+ B). Se sigue
entonces que x, = ¥,, por lo que x; = y; y concluimos que z = y, como queriamos. [

Teorema 3.2.2. Sean A, B C R" conjuntos finitos conteniendo al origen. Entonces existe
una aplicacion lineal e inyectiva ¢ : A+ B — Z" tal que preserva las dimensiones de A

y A+ B, es decir, tal que dim ¢p(A) = dim A y dim ¢(A + B) = dim(A + B).

Demostracion. Haremos la demostracion por induccion en la dimension. Supongamos
primero que n = 1. Sea E el conjunto de todas las combinaciones lineales de los elementos
de A + B con coeficientes racionales, esto es, el subespacio vectorial sobre QQ generado
por A+ B. Entonces E tiene dimensién d < |A+ B| — 1.

Sea {¢i,...,¢cq} una base del conjunto E. Sixz € A+ By x = qc1+ -+ + qqcq, definimos
h:A+ B — Q% como

h(z) = (q1,--..qq) € Q7.

Al ser A+ B un conjunto finito, es posible encontrar un entero r tal que r-h(x) € Z¢ para
todo z € A+B. De esta forma conseguimos una aplicacién lineal inyectiva g : A4+B — Z4.

Como aplicacién del lema , reemplazando A + B por g(A + B) conseguiriamos una
aplicaciéon fog: A+ B — Z% . Aplicando el lema otras d — 2 veces, podemos
llegar hasta una aplicacion lineal e inyectiva ¢ : A+ B — Z. Esta aplicacion ¢ claramente
preserva las dimensiones, lo que completa la prueba para n = 1.

Pasamos ahora a considerar el caso n > 1. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que dim(A+ B) = n. Aplicando una transformacion lineal no-singular (multiplicando por
una matriz invertible), si fuera necesario, podemos asumir que ¢; € A, 1 <i < dimA, y
que e; € B, dimA+1<i<n.

Si C' es un conjunto finito de Z" y 1 <17 < n, denotamos por

Ci=Az; 2= (21,...,2,) € C}.
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Sean ¢; : (A + B); — Z las aplicaciones construidas en el caso n = 1 y reemplazando A
y B por los conjuntos A; y B;. Definimos ¢ : A+ B — Z" por

¢(x) = (1(1), - -, ().

Claramente ¢ es lineal e inyectiva. Mas ain, ¢ preserva las dimensiones de Ay A+ B
dado que para cada i, ¢(e;) = t;e;, donde t; # 0. ]

Corolario 3.2.3. Sean A,B C R"™ conjuntos finitos. Entonces existen subconjuntos
A", B" C Z" satisfaciendo

1. |A = |A], |B'| = |B|, y |[A'+ B'| = |A+ B|.

2. dim A’ =dim A y dim(A’ + B') = dim(A + B).
Demostracion. Trasladando A y B, si fuera necesario, podemos asumir que ambos con-

tienen al origen. Basta considerar A’ := ¢(A) y B’ := ¢(B), donde ¢ es la aplicacién
lineal inyectiva garantizada por el teorema [3.2.2] O]

3.3. Compresiones

Gracias al corolario podemos centrar nuestros esfuerzos en trabajar con subconjuntos
del reticulo entero n-dimensional Z™. En esta seccion emplearemos las conocidas como
compresiones (véase [1]).

Definicién 3.3.1 (lineas paralelas a un vector).
Para vectores v € Z! definiremos las lineas paralelas a v sobre el punto xz € Z™ como

L,(z)={x+mveZ":mecZ}.

—e;

Figura 3.1: Ejemplos de lineas paralelas a distintos vectores sobre el punto (2,2) € Z2.
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Notacién. Siv € 7, denotaremos entonces

Zv)={xe€Zl :x+veZ}

L] @ =] 5 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] @ =] 4 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] @ -] 3 [ ] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] @ =] 2 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
-
Z(v)
L] @ =] 1 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

L] @ =] 1 @ =] =] @ =] =] @ =] =] @ =] =]
v

L] @ =] -2 @ =] =] @ =] =] @ =] =] @ =] =]

L] -] 3 @ -] L] @ -] L] @ -] L] @ -] L]

L] L] L] 4 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

Figura 3.2: El conjunto Z(v) (en rojo) junto a v + Z(v) C Z?2 (en verde).

Proposicién 3.3.2. Dado v € Z7, las lineas paralelas L,(a) sobre puntos de a € Z(v)

forman una particion de 77, cuyos representantes podemos tomar en Z(v).

Demostracion. Tenemos que comprobar que

IL,(a) N Z(v)] = 1.

Primero vamos a probar que L,(a) NZ(v) # 0, es decir, existe x € Z(v) con a + mv = x
para cierto m € N:

Tomamos m = max{p € N : a+ pv € Z7 }. Tenemos garantizada la existencia de dicho
maximo ya que para todo w € Z! se tiene que L,,(y) ¢ Z" para cualquier y € Z". Como
r=a+mveEZyyr+v=a+(m+1)v¢Z} tenemos que x € L,(a) N Z(v).

Ahora vamos a ver que si x € Z(v), entonces x — v ¢ Z(v), lo que acabaria la prueba.

Si x —v € Z(v), entonces por definicién tendriamos que z = (z —v) +v € Z(v), en contra
de que x € Z(v). O

Definicién 3.3.3 (Seccién).
Supongamos que A C Z" es un conjunto finito, que v € Z?, y que = € Z(v). Definimos
la v-seccion de A en x como

Ay(x) ={m e N:z—mv € A}.
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Cabe remarcar que las v-secciones de A son conjuntos de niimeros naturales, no conjuntos
sobre A, ni sobre Z".

. 44 ] IiA ] e ] . .
. 34 . . . . . . .
. 24 ® . @ . ® . .
. 14 ] . . . ] . .

(a) El conjunto A.

. . 4 [ ] .A [ ] [ ] [ ] . .
3 [ ] - [ ] -
2 [ ] ] .
£
. . 1 [} . . . ® . .
> SCHNND SENN SUN S S SR T
111,1 . N 2 1 * ‘-f * H ] H 3
(b) U1 = (727 71) € Z?a ) = (la 1) S Z(Ul) (C) Am (xl)
. 4 ® .A ] ] ]
. . 3 ® . . . * . .
. 2 [ ] . [ ] ®
. 1 ) . [ ]
. Lo
v2 . . .
-1 . . . . . . . -2 1 i 1 k4 3 k- 5 13
(d) v2 =(=1,-1) € Z¢, z2 = (1,0) € Z(v2) (e) Ay, (x2)

Figura 3.3: Un conjunto A C Z7, dos vectores v,v, € Z, dos puntos xy,zy y sus
respectivas secciones A, (1), Ay, (x2).
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Definicién 3.3.4 (Compresion).
Si A C Z7 es un conjunto finito, entonces definimos la v-compresion C,A de A, v € Z},
como el tnico conjunto tal que

(CrA)y(x) =40,1,...,|A,(z)| — 1},

para todo x € Z". El conjunto A se dice v-compreso si C,A = A.

®
® L ® ® ?
A C_.A
e L ] @ e L ] @ e @
® L] [ ] [ ] ®
. a
(a) El conjunto A. (b) La compresién C_,, A.
®
[ ] . . -
C_.A
) ] ® - . . - . - e ®
C-
® L ® . . . . . . L ® ® L
—€2 [} :
(¢) La compresién C_,, A. (d) La compresién C, A con v = e; — ea.

Figura 3.4: Un conjunto A finito y sus v-compresiones para distintos vectores v € Z2.

Obsérvese que dado v € Z y un conjunto finito A C Z%}, podemos construir C, A susti-
tuyendo los puntos a € A por a+ kv, siempre que a+ kv € Z} y que a + kv no estuviera
previamente en el conjunto, con k € N el maximo de los niimeros naturales para los cuales
se dan estas dos condiciones.

Cabe destacar ademés que las v-compresiones no modifican el cardinal de las lineas pa-

ralelas a v, es decir, que
|Cy AN Ly(z)| = |AN Ly(2)],

para todo v € ZI' y « € Z(v).
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La observacién anterior permite obtener de forma inmediata la siguiente propiedad.

Lema 3.3.5. Si A C Z} es un conjunto finito, entonces A es v-compreso si y solo si
r€Ayx+veZ implican que x +v € A.

Definicién 3.3.6 (Conjunto inferior).
Decimos que A C Z” es un conjunto inferior si es —e;-compreso para todo i con 1 <i < n.

Notacién. Denotamos por W a

W={v=(v1,...,v,) €Z" : v; = —1 para algin i y v; > 0 Vj # i}.

Figura 3.5: El conjunto W C Z2.

Observacidn 3.3.7. Siv € W con v; = —1, entonces Z(v) = Z' Ne;-.

Lema 3.3.8. Sean A, B C Z conjuntos finitos, y sea v € W. Entonces

C,A+C,B C C,(A+ B).

Demostracion. Lo primero que razonamos es que es suficiente con ver que
(CLA+ CyB),(x) C (Cy(A+ B))y(x),

para todo = € Z(v), ya que por definicién de v-seccién, esto significaria que para x € Z(v),
m € N, si x —mv € C,A+ C,B tenemos que x — mv € C,(A + B). Lo que implica
necesariamente

CyA+ C,B C Cy(A+ B).

Sea x € Z(v). Supongamos que t —mv =a+b€ A+ B, dondem e NJa€e Ay be B.
Elegimos y,z € Z(v) y k,l € N talesque y —kv=ay z—lv=0.
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Entonces tenemos x — mv = y + z — (I + k)v y como v € W, por la observacién m
tenemos que x,y, z € Z(v) C el-i, para cierto 1 < ¢ < n. Por tanto

—m(v, ;) = (x —mu,e;) = (y+ 2z — (I + k)v,e;) = —(I + k) (v, e;),
lo que implica que m =1+ ky quex =y + 2.
Usando esto, obtenemos
(A+B)y(z) ={meN:z—mve A+ B}
- {{keN:y—kveA}+{leN:z—lveB}}

T=y+z

y,2€Z(v) (3.3)

- U {Av(y) - Bu(z)}-

r=y+z
y,2EZ(v)

Utilizando (3.3)), la definicién de v-compresion, la ecuacién (3.1)), (3.3) de nuevo y final-

mente la definicion v-compresion, en este orden, concluimos que

(CoA+CB() = | {(C)uy) + (C.B)(2) |

r=y+z
Y,2€Z(v)

- U {{0,1,...,|A,,(y)| —1}+10,1,...,|B,(2)| — 1}}

r=y+z
Y,2€Z(v)

C {0, L...,max{|A,(y)| + |Bu(2)| —2:x =y + 2, con y, z € Z(v)}}
C {0, L...,max{|A,(y) + By(2)] —1l:x=y+2z,cony,z € Z(v)}}

c{0,1,....[(A+ B)y(x)] — 1}
= (Cuo(A+ B))u(2).

Corolario 3.3.9. Sean A, B C Z1 conjuntos finitos, y sea v € W. Entonces
|A+ B| > |C,A+ C,B|.

Demostracién. Como |A+ B| = |C,(A+ B)|, es consecuencia directa del lema [3.3.8] O

Lema 3.3.10. Sean A, B C R"™ conjuntos finitos. Entonces existen conjuntos inferiores
A", B" C Z satisfaciendo

1. |Al = A", [B] = |B'|, y |A+ B| = |A"+ B’
2. dimA =dim A" y dim(A + B) = dim(A’ + B’).
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Demostracion. Por el corolario podemos suponer que A, B C Z". También podemos
suponer que dim(A + B) = n y, trasladdndolos si fuera necesario, que ambos contienen
al origen de coordenadas.

Sea k = dim A. Elegimos vectores {x1,...,z,} linealmente independientes, con z; € A,
1<i<kyx € B, k+1<i<n.Sea¢:R"— R"la aplicacién lineal tal que ¢(x;) = e;,
1 < i < n. Al tener coeficientes racionales la matriz asociada a ¢, existe un m € N tal
que ¢(A),¢(B) C (1/m)Z". O lo que es lo mismo: mo(A), m¢p(B) C Z".

Sean S := {o,e1,...,e,} y T :={o,e1,...,ex}. Yaque T' C ¢(A) y S C ¢(A) U ¢(B),
tenemos m1' C mo(A) y mS C mep(A) Umeo(B).

Seat € Z tal que m@(A)+t, mo(B)+t C Z7 . Entonces tenemos que mT +t C mep(A)+t
ymS+t C (mp(A)+t)U(me(B)+t). Si —e;-comprimimos ahora mo(A)+t y mo(B) +1t
para todo 1 < 7 < n (en cualquier orden) obtendremos conjuntos A’, B' C Z'} para los
cualesT'C A’, S ¢ A/UB’. Por lo tanto 2. se cumple y, gracias al corolario|3.3.9| sabemos
que se cumple también 1. para A’ B'. m

Ahora daremos otra reduccion a unos conjuntos todavia més especiales. Cabe destacar,
sin embargo, que las dimensiones de los conjuntos no tienen por qué preservarse.

Lema 3.3.11. Sean A, B C Z% conjuntos inferiores con dim(A 4+ B) = n. Entonces
existe una sucesion finita de vectores de W tal que las correspondientes compresiones
aplicadas sucesivamente a A y B dan como resultado dos simplices elongados A', B,
respectivamente, tales que dim(A’ + B') = n.

Demostracion. Como A, B son conjuntos inferiores de Z con dim(A + B) = n, tenemos
queo€e ANBy S :={o,e1,...,e,} CAUB.

Supongamos primero que aff AN aff B # {o}. Al ser A, B conjuntos inferiores, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que e; € AN B. Ademds, si e, ¢ A, entonces A C e,
y similarmente para B.

Sea F 4 el conjunto

J_ .
o ::{ ANe, sie,€ A,

0 sie, ¢ A,
y definimos Ep andlogamente. Sea w; = y; — e, donde y; € E4 U Ep es tal que ||w]]|
es maximal. Entonces, como (wi,e,) = —1, tendriamos que w; € W. Ademds, al ser

e;1 € AN B, tenemos que y; # o, y por tanto
(Cuy AU Cy, B) \ 6# = {en}

Ahora —e;-comprimimos C,,, A, C,,, B para 1 < i < n—1, obteniendo conjuntos inferiores
A1, B;. Remarcamos que seguimos teniendo o € A; N By, S C A; U By, y

(AL UB)) \ er = {en}.
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Sean ahora Fl,
P Ay ﬁerf sie,_1 € Ay,
A @ si €n—1 ¢ Al)
y definimos F', andlogamente. Sea wy = ys — e,,_1, donde yo € Fa, U Fp, es tal que ||ws]|
es maximal. Entonces wy € WW. Como e; € A; N By, tenemos que 4, # 0, y por tanto

(Cuwy Ay UCyyBy) \ (e,f Net ) ={en_1,€n}.

n—1

Ahora —e;-comprimimos Cy,, A1, Cy, By para 1 < ¢ < n—2 obteniendo conjuntos inferiores
Ag, By. Remarcamos que 0 € Ao, N By, S C Ay U Bs, y

(A2 U Bo) \ (e Ny y) = {en_1, en}.

Si continuamos de esta forma, obtendremos conjuntos A,,, B, que son simplices elongados
en la direccién e;. Tomando A’ = A, y B’ = B,,, esto completa la prueba bajo la hipdtesis
de que aff Anaff B # {o} dado que S C A, U B,, y, por tanto, que dim(A’ + B’) = n.

Supongamos ahora que B = {o}. Entonces A+ B = A y la prueba anterior sigue funcio-
nando puesto que S C A implica que y; # o para 1 < i < n. Similarmente, el resultado
se satisface cuando A = {o}.

Finalmente, supongamos que aff ANaff B = {0}, donde dim A > 1y dim B > 1. Entonces
podemos asumir que A C H = aff{o,e1,...,e,} y B C Ht. En este caso podemos aplicar
el resultado ya probado para el caso B = {0} (con n reemplazado por k, identificando H
con R¥), y hacer lo mismo en el caso A = {o} (con n reemplazado por n— k, identificando
H* con R"%), para obtener simplices elongados A’ C H y B' C H* con las propiedades
requeridas.

Destacamos que las compresiones usadas para reducir A a un simplice elongado en H no
afectan a B, y aquéllas utilizadas con B en H* no afectan a A. n

Corolario 3.3.12. Sean A, B C R" conjuntos finitos. Entonces existen simplices elon-
gados A, B" C 7" satisfaciendo

1. |A[=|A, |B|=|B'|, y |[A+ B| > |A"+ B
2. dim(A + B) = dim(A" + B’).

Demostracion. Es una consecuencia directa del corolario y los lemas|3.3.10| y [3.3.11]
(y su prueba). O

Observacion 3.3.13. Cabe destacar que si aff ANaff B # {0}, por el procedimiento llevado
a cabo en la prueba del lema[3.3.11, podemos suponer ademads que A’ y B’ estdn alargados
en la direccién eq.

Visto lo que hemos aprendido sobre las compresiones durante esta seccion, podemos
asegurar, usando el corolario |3.3.12, que cada vez que deseemos obtener una cota para el
cardinal |A + B serd suficiente con probar dicha cota para simplices elongados.
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3.3.1. Desigualdad de Ruzsa para el cardinal |A + B)|

A continuacién vamos a demostrar la ya anunciada desigualdad de Ruzsa para |A + B|,
desigualdad ([3.2)), que mejora la cota |A| 4+ |B| — 1.

Demostracion del teoremal3. 1.3 Trasladando A y B si fuera necesario, podemos asumir
que o € AN B. Si aff Anaff B = {o}, entonces tenemos que |A+ B| = |A||B| y por tanto

|B|-1 |B|-1

Al + Y min{n, |A] =i} < [A]+ ) A = |A[+ (|B] - 1)|A] = |A||B| = |A + B|.
=1 =1

Supongamos ahora que aff A Naff B # {o}. Por el corolario [3.3.12] podemos asumir que
Ay B son simplices elongados en Z". Ademds, podemos aplicar la observacién [3.3.13
para asegurar que dichos simplices elongados estan alargados en la direccion de ey.

Procederemos a probar (3.2)) por induccién sobre la dimensiéon de A + B. Para n = 1,
ya que |B| < |A], tenemos que 1 < |A| — 4, para todo i € {1,...,|B| — 1} y por tanto,
usando (3.1)),
|B|—1 |B|-1
[Al+ ) min{1,|A] =i} =|A|+ > 1=|A|+|B|-1<|A+ B
i=1

i=1

Supongamos ahora que (3.2) es cierta en R* para todo k < n.

Si dimA = dim B = n, como |B| < |A| y ambos son simplices elongados, tenemos que
B C Ay, usando el lema se tiene que

n(n—i—l).

A+ B| = nlA| + |B| - ==

Supongamos que |A| = |B|+s. Si s > n — 1, entonces
n<s+1=JA—-(|B]—-1) <|A] —1,

para todo i € {1,...,|B| — 1}. Ademés, |A| — |B| = s > n — 1 lo que implica que
|B| < |A| — (n — 1) y, usando todo esto, tenemos que
|B|-1
Al + Y min{n, |A] =i} <|A| +n(B] - 1) = |A| +2|B| —n
i=1

<nlA|+|B|—-n—(n—1)(n—1).

Finalmente, como

n(n+ 1)

5 =142+---+(n=—1D+n<(n—-1)mn-1)+n,
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obtenemos ((3.2)) para este caso puesto que

n+1)

n\A[+]B|—n—(n—1)(n—1)§n|AH—|BI—n( 5 =|A+ B|.

Si ahora suponemos s < n — 1, entonces

) L n sii=1,...,|A|—n=|B|+s—n,
mm{”’w_@}{ Al —i sii=|Al—n+1,...,|B|—1.

Asi pues, considerando la igualdad
nn+1) (m—1Ln
> T ™
el lado derecho de (3.2)) pasa a valer
|B|-1
A+ Y min{1,|A] —i} = [A]+n(B|+s—n)+ (n—1)+ -+ (s+1)

i=1

-1 1
:\A]+n]B|—|—ns—n2—|—(n Jn _sts+1)

2 2
:|A|+(”_1)(|B|+S)+|B|+s—n2+<n 5 )”_3(3; )
1 1
A+ |B|+s— Mnt D) s+
2 2
1
<nlAl+ B - "D 4y B

2
probando la proposicién en este caso.

Supongamos que dim B < n. Sin pérdida de generalidad, asumimos que B C {z,, = 0},
conloquee, € Ay

A+B=((An{z,=0})+ B)U(B+e,).

Como para aplicar la hipdtesis de induccién a dos conjuntos Ay B debemos verificar que
|B| < |A|, estamos obligados a distinguir dos casos:

Si |B| < [A], entonces [B] < [A] =1 = |AN{z, = 0}, y aplicando la hipétesis de
inducciéon a A = AN {x, =0}, B= B C R"! obtenemos que
|B|-1
| A+ Bl = [A+B|+|B| > [A| + ) min{n—1,|A] - i} + |B]
i=1
|B|-1
=|A|=1+ > min{n—1,|A|-1-i} +|B|
i=1
|B|—1 |B|—1 |B|—1

=|A[+ > min{n—1,|A|-1-i}+ > 1=[A|+ ) min{n,|A| —i}.
=1 =1 =1



La desigualdad discreta de Brunn-Minkowski 36

Si |A| = [B], entonces |[A| -1 = [AN{x,, = 0}| < B, y aplicamos la hipétesis de inducién

sobre A= B, B= AN {x, =0} C R""! para obtener
|B|—1
|A+ B| = [A+B|+|B| > [A|+ ) min{n —1,[4] — i} +|B]
=1
|A|—-2 |B|—-2
=B+ Y min{n—1,|B| =i} + |B| = |[A| + Y min{n — 1,|A| — i} + |B]
=1 i=1
|B|—2 |B|—1
= A+ ) min{n, |A] =i+ 1} +2 > |A[+ ) min{n,|A] - i}.

i=1 i=1

Finalmente, si dim A < n, podemos asumir que A C {z,, = 0} y e, € B, y descomponer
entonces A+ B como A+ B = (A+ (BN {z, =0})) U (A+e,).

Aplicando otra vez la hipétesis de induccién sobre A = A, B = BN {x, = 0} C R*!
concluimos que
|B|-1
|A+ Bl =[A+B|+|A| > [A|+ ) min{n — 1,[A] — i} + |4]
i=1
|B|-2
> |Al+ Y min{n —1,|A] - i} +|A|
i=1
|B|—2
= |A[+ Y min{n, [A] —i+1} +|A| - |B| +2
i=1
|B|-1 |B|-1
> A+ Y min{n, |A] —i+1} > |A|+ ) min{n, |A| —i}. O
i=1

=1

3.4. Ladesigualdad de Brunn-Minkowski para el reti-
culo entero

Siguiendo con la teoria que hemos desarrollado anteriormente con las compresiones, nos
es necesario definir un orden especial en el reticulo entero Z" y, mas concretamente, en el
subconjunto Z' de dicho reticulo. Esto nos permitird no sélo enunciar el teorema (3.4.3)
sino ver unos primeros casos llegando a ver la prueba para el caso 2-dimensional.

Definicién 3.4.1 (F-peso, F-orden).
Dado F' C Z" finito con |F| > n + 1, definiremos la funcién wg : Z" — R como

I "
wp(z) = |F|——n + in,

1=2
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para x = (x1,...,2,). La llamaremos funcién F'-peso.

19 20 21 22 23 24 25 206 27 28 29 30 31 32
.-1 4 .4 .-1 .-1 .-1 .4 .-1 .-1 .-1 .4 .-1 .-1 .-1
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 2% %6 27 28
el 041 e! e! 01 o1 @04 @t @t o1 ! @i @t et
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 2 23 24
el 0! e! et o1 o1 @i @i e! o1 e ! @1 et
T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 i 19 20
e! ¢! e! eo! o!1 o ! et @! o1 ot ! et et
: 7 8 a9 10 11 12 13 14 15 Li
! o! e! e! eo! e! @! et e! ol e! ! et o
-1 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10 11 12
- 4 ‘-1 .-l .-1 .-1 .-1 .-l .-1 .-1 .-1 .-l .-1 .-1 ._-1_
-5 |-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
] 4 T 4 ® 4 ® 4 ] 4 .-1 .-l .-1 .-l .-1 .-l .-1 .-l .-1

Figura 3.6: Los valores de la funcién F-peso en Z? para un F con |F| = 6.

Gracias a la funcion F-peso definimos un F'-orden para Z": dados z,y € Z" diremos que
T <pysi

» wp(z) < wp(y) o

» wp(z) =wp(y) y existe j € {1,...,n} con x; >y, y z; = y; para todo 7 < j.

Fijado F' C Z", los primeros |F'| puntos de Z son

o<pe <p2e <pde1<p...<p(|F|—n)e; <pexy<pes<p...<pen.

lﬁﬁ T2 78 81 90 97 104 111 118 126 134 142 150
L] L L * L] L L * L] L L *

45 50 55 60 65 71 77T B3 89 96 103 110 117

. ® L] L L] L] L] L L] L] L] L L] L]

28 32 36 40 44 49 54 59 64 7O 76 82 88

. L ] L] L] L] ] L] L] L] ] L] L] L]

15 18 21 24 27 31 35 39 43 48 53 58 63

. L ] L] L] L] ] L] L] L] ] L] L] L]

6 8 10 12 14 17 20 23 26 30 34 38 42

. [ L] L L * L] L L * L] L L *

1 2 3 4 H 7 9 11 13 16 19 22 25

Figura 3.7: Los puntos de Z2 junto a su posicién en el F-orden (|F] = 6).
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Sea Z el conjunto de puntos anteriores al origen de coordenadas en el F-orden:
ZF ={veZ" v <o}

Claramente tenemos que Z* C 7.

Definicién 3.4.2 (F-segmento inicial).
Para un m € N, representamos por DI el conjunto unién de los primeros m puntos de
Z' segin el F-orden. DE se denomina F-segmento inicial de cardinal m.

Es facil ver que D‘FI;‘ es un simplice elongado n-dimensional y que Dﬁpl_l es un simplice
elongado (n — 1)-dimensional.

Figura 3.8: Los conjuntos Dfy (izquierda) y D/, (derecha) en Z* para |F| = 8.

Cabe destacar que todas las definiciones anteriores no dependen del conjunto F', sino de
su cardinal.

El siguiente teorema puede ser visto como la version discreta de la desigualdad de Brunn-
Minkowski para el reticulo entero.

Teorema 3.4.3 (Desigualdad de Brunn-Minkowski discreta). Sean A, B C Z" finitos
con dim B = n. Entonces
|A+ B| > |Dfy + Dfy|.

3.4.1. Lemas sobre la ordenacién

La prueba del teorema es muy larga y procederemos demostrando una serie de
lemas, en los cuales nuestro conjunto B serd un conjunto fijo de Z% con dim B = n.
Cabe destacar que para los lemas y resultados siguientes aplicaremos el orden asociado

al conjunto B, por lo que al fijar B, establecemos el B-orden asi como el conjunto DI%I'

Lema 3.4.4. Tenemos z <g 1y si y solo si z —y € ZB.
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Demostracion. Observemos que la funcion B-peso es una funcion lineal y por tanto z <p
ysiysolosiz—y<go. O

Lema 3.4.5. Un conjunto finito ' C Z7 es un B-segmento inicial si y sélo si es v-
compreso para todo v € 75,

Demostracion. El conjunto F' no es un B-segmento inicial si y sélo si existen y € F,
z € LY\ F, con z <p y. Por el lema|3.4.4, la condicién anterior se satisface si y sélo si F'
NO es V-COmpreso para v = z — y € Z°. O

Definicién 3.4.6 (B-altura).
Dado F' C Z'} un conjunto finito definiremos la funcién B-altura hg(F') como la suma de
las posiciones en el B-orden que ocupan los puntos de F'.

Ejemplo. Sean A = {(0,0), (1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(1,1),(2,2),(3,1)} y B un conjunto
con |B| = 6. Dado que conocemos las posiciones de todos los puntos de A en el B-orden
(véase figura , calculamos la altura de A como la suma de estas posiciones:

hp(A)=1+2+3+4+5+8+21+12=56.

2 ] 4 .
1 e . ]
0 & . & &

1 o T k4 k4 k- 5 6 7

Figura 3.9: El conjunto A.

Asf mismo, como D2 es, por definicién, la unién de los primeros m puntos en el B-orden
tenemos que
m(m + 1)

hs(D}) = 5

, para cada m € N.

Lema 3.4.7. Sea I' C Z7} un conjunto finito. Tomamos Iy = F' y para cada j € N, sea
Fj1 = Cy, Fj para ciertos v; € ZB. Entonces eziste k € N tal que F; = F}, para todo
J=>k.

Demostracion. Si vemos cada v;-compresién como una biyeccién de Fj a Fjyq, realizar
una compresion es mantener x € Fj fijo o sustituirlo por x +wv; (siempre que z+v; € Z).
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Gracias al lema tenemos entonces que como v; <p o, entonces x + v; <p T y POr
tanto al realizar una compresion se rebaja el orden de los puntos de F} y, en consecuencia,
la B-altura.

Si suponemos que Fj; # Fj, entonces disminuye la posicién de un punto en el B-orden
al menos. Asi, tenemos hp(Fj11) < hp(F;) a menos que Fj, = F}, por lo que al ser |F|
finito tiene que haber un k € N tal que F; = F}, para todo j > k. O

Lema 3.4.8. Es suficiente probar el teorema m cuando B = Dﬁ%,| yA CZ es
v-compreso para todo v € W N 7ZB.

Demostracion. Trasladando A y B, si fuera necesario, podemos asumir que ambos son
subconjuntos de Z' . Aplicando, para cada i = 1,...,n, —e;-compresiones a A y B,
podemos ademads suponer, por el corolario 3.3.9] que A y B son conjuntos inferiores.

Si aplicamos el lema a By B, sabemos que existe una sucesion finita de vectores de
W tal que sus correspondientes compresiones transforman B en un simplice elongado, que
es de hecho Dﬁg . Sea A" el resultado de aplicar esas mismas compresiones a A. Entonces
por el corolario tenemos que

|A+ B| > |A"+ Dfj, |

Ahora aplicamos el lema donde tomamos F' = A’ y {v;} es una sucesién en la
que cada elemento del conjunto finito W NZ? aparece infinitas veces. Entonces existe un
A" = F}, que es claramente v-compreso para todo v € W N Z5.

Por el lema sabemos que estas compresiones no cambian D|%|. Asi que por el coro-
lario [3.3.9| otra vez, tenemos que

|A"+ Dl | > |A" + Dff,|. O

Gracias al lema (3.4.8| a partir de ahora consideraremos que el conjunto B es un segmento
inicial (B = Dl%l) para el resto de lemas y resultados de este capitulo.

3.4.2. Demostracion del teorema paran = 2

Ahora estamos en condiciones de ver el caso 2-dimensional del teorema [3.4.3]

Lema 3.4.9. Sean A, B C Z? finitos con dim B = 2. Entonces

|A+ B| > |Df} + Dfy|.

Demostracion. Por el lema W, podemos asumir que B = D|BB|. Por lo que probaremos
entonces que
|A+ B| > |Df} + B (3.4)
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por induccién en la B-altura de A, el cual podemos suponer en Z3 . Cabe destacar que
siempre tenemos que

(1Al + D]A]

2 ?
y que si hg(A) = (|A| + 1)|A|/2 entonces A = Dﬁl y la desigualdad es trivial.
Supongamos entonces que hg(A) > (|A] + 1)|A|/2 y que la desigualdad (3.4]) es cierta

cuando remplazamos A por un subconjunto de Z3 del mismo cardinal pero menor B-
altura que A.

hp(A) >

Por el lema [3.4.8] podemos asumir que A es v-compreso para todo v € W NZE. En
particular, dado que

—ey, —eg,u = (|B] —2)e; — ey € W NZP,

sabemos que A es un conjunto inferior u-compreso.

Seay = (y1,y2) € A el punto de maxima posicién en el B-orden y sea z = (21, 22) € Z1\ A
el punto de minima posicién en el B-orden. Entonces como A # D|],34| tenemos z <g .
Como A es u-compreso e y € A, tenemos que

Y =y +you=(yn+ (|B] —2)y2,0) € A.

Se sigue entonces que, como A es un conjunto inferior, los puntos (k,0) € A para todo
k< + (B —2)y..

Esto implica que z > 0 dado que si z; = 0 entonces, como z = (21,0) <p y, tendriamos

21 Y1
—_— < —_— —
lo que implicaria que z; < y; + (|B| — 2)y2 y por tanto que z € A.

Cabe destacar también que 1 es el inico punto de A con primera coordenada maximal:
en efecto, si a = (ay,az) € A con ay > y; + (| B| — 2)y2 entonces

= yl
|B| -2

a
wp(y) +y2 < |B\—1—2 < wp(a),

en contra de que y € A sea el punto con posicién maximal en el B-orden, salvo que
wp(y) = wp(a), en cuyo caso se tendria que a = (a1,0) = (y1,92) = ¢'.

Por tanto, si A’ = A\ {y'} tenemos
v+ (1Bl =2)er = (1 + (1Bl = 2)(y2+1),0) € (A+ B) \ (A" + B),

lo que implica que
|A+ B| > |A"+ B|+ 1.
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Si ahora consideramos A” = A" U {z}, entonces |A”| = |A| y, como z <p ¥/, tenemos que
hp(A"”) < hp(A). Afirmamos que
(A"+ B)\ (A" + B) = {z + es}, (3.5)

con lo que tendriamos |A” + B| < |A"+ B| + 1.
Usando ahora la hipotesis de induccién sobre A”, tenemos que

|A+B| > |[A'+ B|+1>|A"+ B| > |Df}, + B| = |Df}, + B,
como queriamos demostrar.

Falta por lo tanto demostrar (3.5): Dado que A” = A’ U {z} tenemos que verificar sola-
mente que z+b C A'+ B cuando b = key con k € N, 0 < k < (|B|—2). Si b= ke, en esas
condiciones, entonces usamos que z; > 0 para decir que z+u = (21+(|B|—=2),2,—1) € ZT}
y, como z +u <p zy z es el primer punto de Z" que no pertenece a A, tenemos que
z4+u € A. Ademés, dado que z +u <p z <p ¥/, sabemos que z + u # y' y por tanto
z4+ueA.

Al ser A —e;j-compreso sabemos incluso que z + u — re; € A’ siempre que r € N cumpla
que z +u —re; € Z'. Luego tomando r = |B| — 2 — k sabemos que

z+u+reg=z+(|B|—2—r)eg—ey =2+ ke, —ey € A,

y por tanto que z + ke; = z + ke; — es + e5 € A’ + B como querfamos. O

3.4.3. Compresiones por hiperplanos paralelos

Antes de continuar con los lemas necesarios para probar el teorema [3.4.3] necesitamos
profundizar atin més en la teoria de las compresiones.

En este apartado definiremos y comprobaremos las consecuencias de comprimir ciertas
partes de nuestro conjunto por separado y no todo a la vez. Concretamente, fijaremos
una serie de hiperplanos paralelos entre si para después comprimir independientemente
las intersecciones de nuestro conjunto con dichos hiperplanos.

Sea F' C Z un conjunto finito. Definimos ahora unos nuevos conjuntos X;(F), 1 <i<n
como sigue:

Sil<i<nymé€ Z, denotamos por F[i,m] la proyeccion de F' N {z; = m} sobre el
hiperplano {x; = 0}, es decir,

Fli,m] = {(x1, ..., 21,0, 2551, ..., 2n) € ZY : (w1,...,2,) € F}.

Por otro lado, para m € Z, sea
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Obsérvese que P,, es un conjunto finito de puntos (pues las coordenadas z; son no-
negativas en Z") que esté contenido en el hiperplano

{:L‘ eER": 1z —1—2(]3\ —n)x; = m} :
i=2

Ademds, el punto (m,0,...,0) € P,,. Denotamos por F'[1,m] la proyeccién de F' N P,
sobre el hiperplano {z; = 0}.

(a) El conjunto F original. (b) Conjuntos P,, (considerando un con-
junto con |B| = 6).

{.I'g = O}

(c) Hiperplanos {zs = m}. (d) Hiperplanos {3 = m}.

Figura 3.10: Los puntos de F' coloreados segtin su pertenencia a distintos conjuntos.
Sea B; = BN {z; = 0}, que es B; un simplice elongado (n — 1)-dimensional en {z; = 0}.
Finalmente, para 1 <7 < n, definimos X;(F") como el subconjunto de Z? para el cual

Xi(F)[i,m] = Dﬁ;[i ) Para todo m € N,

donde para construir Dﬁﬁ[ | trabajamos en Z"~! que identificamos con Z" N {z; = 0}.

i’
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T3

(a) El conjunto B. (b) El conjunto F' original.

T9

€T3

(¢) El conjunto Bj. (d) El conjunto X (F).

/*N\‘

I

{.I"Q = ﬂ}

3

(e) El conjunto Bs. (f) El conjunto Xy (F).

s

{xg =1}
(g) El conjunto Bs. (h) El conjunto Xs5(F).

Figura 3.11: Un ejemplo concreto de compresién de un conjunto F' por hiperplanos.
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Observacion 3.4.10. Dicho de otra forma, si 1 < i < n, la proyeccién de X;(F)N{z; = m}
sobre {z; = 0} es el B;-segmento inicial (los primeros puntos del B;-orden), definido en
{z; = 0}, con el mismo cardinal que la proyeccién de F' N {x; = m}. Similarmente, la
proyeccién de X (F)N P, sobre {x; = 0} es el Bj-segmento inicial, definido en {z; = 0},
con el mismo cardinal que la proyeccién de F' N P,,.

Por lo tanto podemos considerar estas definiciones como unas compresiones (n — 1)-
dimensionales concretas que no alteran la cardinalidad del conjunto respecto a unos hi-
perplanos paralelos (que cambian segin el 1 < i < n).

Observacion 3.4.11. Usando las definiciones anteriores tenemos que
(F + B)i,m] = Fli,m — 1)U (Fli,m] + By), (3.6)
paral <i<n,y

(F+ B)[1,m]=F[l,m]UF[l,m—1]U---UF[l,m— |B|+n+1]

U(F[1,m — |B|+n]+ By). (3.7)

La justificacién de (3.6)) se sigue del hecho de que si a € F N {x; = m — 1}, entonces
a+e; € (F+B)N{z; = m}, de donde se tiene inmediatamente F[i,m—1] C (F+B)[i, m].

De igual modo, si a € FN{x; = m} y b e B, = BN {x; = 0}, entonces el punto
a+be (F+ B)N{x; =m},y por tanto F[i,m|+ B; C (F + B)[i, m].

Por otro lado, si a + b € (F' + B) N {x; = m}, entonces tenemos que

o c Fn{z;=m-—1} sib=¢; € B,
Fn{zx;=m} sibe BN{z; =0} = B,,

y dado que B = B; U {e;} no hay més casos y queda probado (3.6).
Anélogamente, se tiene que

F[1,m — s] + se; € (F + B)[1,m] para todo 0 < s < |B| —n

F[1,m — |B| +n] + By € (F + B)[1,m).

Ademés, si a +b € (F 4+ B) N{x; = m}, entonces tenemos que

E{FﬂPm_s sib=se; € P, para 0 < s < |B| — n,
Fn Pm—(|B|—n) sibe P(|B|—n)'

Esto demuestra (3.7)).

Lema 3.4.12. Sea F' C Z finito y sea 1 < i < n. Entonces hp(X;(F)) < hg(F), con
igualdad si y sdlo si X;(F) = F.
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Demostracion. Sea x = (x1,...,x,) € Z} con x; = m, y sea z’ la proyeccién de = sobre
el hiperplano {z; = 0} (entonces z; = 0 y 2 = x; para todo j # 7). Se sigue de la
definicién de B-orden que el orden de dos puntos en {x; = m} se preserva considerando
el B;-orden de sus proyecciones sobre {z; = 0}. Por tanto, la definicién de X;(F') (junto
con la observacién dan lugar a que hp(X;(F)) < hp(F).

Sil<i<mnyXi(F)# F, entonces existe un m € N tal que F[i,m] no es un B;-
segmento inicial. Sea y' € F[i,m] el punto de posicién méxima en el B;-orden y 2’ €
{z; = 0} \ F[i,m] el punto de minima posicién en el B;-orden. Entonces z’ <p, 3. Por
la definicién de X;(F'), tenemos que y' € {x; = 0} \ X;(F)[i,m] y 2’ € X;(F)[i,m]. Sean
y,z € {x; = m} los puntos cuyas proyecciones sobre {z; = 0} son respectivamente 7/, 2’.
Entonces y € F'\ X;(F), z € X;(F)\ F,y z <g y. Por lo que hg(X;(F)) < hg(F). La
prueba para ¢ = 1 es completamente analoga. L]

Definicién 3.4.13 (Zp).
Si I’ C 77, definimos el conjunto Zr como

Zp={2—y:yeF 2zl \F}
Lema 3.4.14. Si F' C 77, entonces F' es v-compreso si y solo siv & Zp.

Demostracion. Siv € Zp, entonces existen y € F'y z € Z7 \ F tales que v = 2z —y y por
tanto z = y + v ¢ F, por lo que F' no puede ser v-compreso. Reciprocamente, si F' no
es v-compreso, entonces existen y' € F'y 2/ € 27 \ F tales que 3 + mv = 2’ para cierto
m € N. Sea j € N maximal tal que 3/ + jv € F. Si definimos entonces y =9’ + jv € F y
z=y +(j+1veZL\F,entonces v=1z—y € Zp. O

Lema 3.4.15. Sea F' C Z" un conjunto finito y sea v € ZP con wp(v) = 0. Si F no es
v-compreso, entonces F[1,m| no es un By-segmento inicial para cierto m € N.

Demostracion. Supongamos que F no es v-compreso, donde v € Z? con wg(v) = 0.
Entonces para algun j tenemos v; > 0 y v; = 0 para todo ¢ < j. Por el lema [3.4.14]
vE Zp,yexisteny € F'yzeZ} \ F conv=z—y. En consecuencia, wg(y) = wp(2) v,
por tanto, hay un m € N tal que y, z € P,,.

Sean y', ', v’ las proyecciones de y,z y v sobre {x; = 0}. Entonces ¢y € F[1,m], 2/ €
{1 =0} \ F[1,m], yv' =2 —y'. Luego v' € Zpp m] ¥, por el lema , F[1,m] no es
v'-compreso. Si v; = 0, entonces wp, (v') = wp(v) = 0, vj > 0y v; = 0 para todo i < j,
donde 7 > 2. Si v; > 0, entonces

U1

L —0.
B =

wp, (V') = wp(v)

En cualquier caso tenemos v’ <p, o, por lo que v/ € ZP'. Finalmente, usando el lema
3.4.5, tenemos que F'[1,m] no es un B;-segmento inicial. O
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Lema 3.4.16. Sea ' C Z7 un conjunto finito, con n > 2. Si X;(F) = F parai = 1,2,
entonces ' es un B-segmento inicial.

Demostracion. Sea y € F' el punto de posicién maximal en el B-orden y sea z € Z7} \ F
el punto de posicién minimal en el B-orden. Si y <p z, entonces F' es un B-segmento
inicial.
Supongamos entonces que tenemos z <p ¥, lo que implica que wg(2) < wp(y). Obsérvese
que

F es v-compreso para todo v € Z” con wg(v) =0 : (3.8)

en efecto, gracias al lema [3.4.15| basta ver que que F[1,m] es un segmento inicial, lo cual
es cierto, ya que
B
F[1,m] = Xj[1,m] = Dty
Esto descarta el caso wp(z) = wp(y), ya que en ese caso tendriamos y € F, z =y + (2 —
y) ¢ F con z —y € ZB y con wp(z — y) = wp(z) — wp(y) = 0, lo que contradirfa el que
F sea (z — y)-compreso. Por tanto sélo queda que wp(z) < wp(y).

Sim = wp(y)(|B] —n), entonces y € Py, ey = (m,0,...,0) es el punto de P,, de minima
posicién en el B-orden. Ademés, wp(y' —y) = 0 y al ser la primera coordenada de 3/ —y
estrictamente positiva se tiene que y' —y <pg o. Por tanto, v/ —y € ZP y nos asegura
que F es (y' —y)-compreso. Luego y' € F. Similarmente, si m’ = wg(z)(|B|—n), entonces
z € P, ysiz esel punto de P, de maxima posicién en el B-orden entonces, como F'
es (z — 2’)-compreso (vease (3.8))), tenemos que 2’ ¢ F.

Por la definicién de B-orden y el hecho de que n > 2, z5, = 0. Como ¥/, 2" € {zy = 0},
tenemos

wp, (') = wp(y') = wp(y) > wp(z) = wp(2) = wp,(2').
Pero ¢ € F[2,0] = FN{zy =0} y 2 ¢ F[2,0], asi que F[2,0] no puede ser un Bs-
segmento inicial. Por tanto X,(F') # F', en contra de las hipétesis del enunciado. O

Ejemplo. Cabe destacar que el lema |3.4.16] no es cierto en general cuando se omite la
hipotesis n > 2. Por ejemplo basta tomar los conjuntos

B = {(0,0),(0,1), (1,0)} y F = Z2 N conv{(0,0), (0, 1), (3,0), (2, 1)}.

Figura 3.12: F' no es un B-segmento inicial, puesto que (2,0) <g (3,0), pero (2,0) ¢ F.
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Lema 3.4.17. 51 F' C Z es un B-segmento inicial, entonces también lo es F' + B.

Demostracion. Realizamos la prueba aplicando induccion sobre la dimensién del conjunto
F (n =dim F'). El resultado es trivial para n = 1. Asumimos ahora que es cierto el lema
en Z:i’l (para todos los simplices elongados B C Z’};l) y supongamos que '+ B C Z}
no es un B-segmento inicial.

Sea y € F'+ B el punto de méaxima posicién en el B-orden. Si y = a + b, donde a € F,
b € B, entonces debe darse que wg(b) = 1. Sea z € Z \ (F + B) el punto de posicién
minimal en el B-orden. En tal caso, como F'+ B no es un B-segmento inicial, tenemos que
2z <pyy por tanto wp(z) < wg(y). Todo & € Z7 con wp(r) < wp(a) debe pertenecer al
B-segmento inicial F' ya que a € F, asi que todo & € Z} con wp(z) < wg(a)+1 = wp(y)
se encuentra en F'+ B, dado que los puntos z € Z" con wg(z) < 1 son los puntos de B
(por ser B = DI%I)'

Entonces tenemos a la fuerza que wg(z) = wp(y). Siv = z—y, el lema|3.4.14| nos asegura
que v € ZP. Ademés, wp(v) =0y, dado que y € F'y 2 ¢ F, F + B no es v-compreso.
Por el lema [3.4.15] entonces existe un m € N (de hecho m = (|B| — n)wg(y)) tal que

(F'+ B)[1,m] no es un Bj-segmento inicial.

Por otro lado, usando el lema [3.4.12) hg(X;(F)) < hp(F). Como F es un B-segmento
inicial, la altura hp(F) minima de entre los conjuntos de igual cardinal, por lo que
hg(Xi(F)) = hp(F), y usando la caracterizacion de la igualdad del lema [3.4.12] esto
implica que X;(F') = F. Por otro lado, usando la férmula (3.7) tenemos
(F+ B)[1,m]=F[l,m|UF[l,m—1]U---UF[l,m—|B|+n+1]
U (F[l,m — |B| 4+ n|+ By).

Ahora bien, dado que los conjuntos

F[1,1] = X, (F)[1,1] = Dﬁ;[lm

son Bi-segmentos iniciales para todo [ € N.

Finalmente, usando la hipétesis de induccién, F[1,m—|B|+n]+B; C Z}™" es también un
Bj-segmento inicial, lo que permite concluir que (F + B)[1,m| es un B;-segmento inicial
por ser suma finita de Bi-segmentos iniciales. Esta contradiccion completa la prueba. [

3.4.4. La demostracién del teorema [3.4.3

Todo el trabajo realizado hasta el momento va a permitir probar el teorema de
forma sencilla.

Demostracion del teorema[53.4.3 La prueba se realiza por induccién sobre n. Paran = 1,
el teorema es consecuencia directa de (3.1)) y el lema demuestra el caso n = 2.
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Supongamos entonces que n > 2 y que el teorema |3.4.3| estd probado para todas las
dimensiones menores que n.

Si m € N, consideramos la familia
Fom:={F CZ :|F| =my |F+ B| es minimal}.

Sea I’ € F|4 el conjunto de B-altura minimal dentro de la familia F|4|. Nuestro objetivo
serd probar que F' = Dﬁ‘, lo que concluira la demostracién puesto que entonces tendremos

|A4+B|>|F + B| = |Df4‘ + B| = |Df4| +D‘BB‘\.

(recordemos que estamos suponiendo que B = Dﬁg| por el lema |3.4.§)).

Vamos a ver que para 1 < ¢ < n, tenemos

|F+ B| > |Xi(F) + B. (3.9)

Para demostrar esto, sea m € N. Usando (3.6)), el lema |3.4.17] la hipétesis de induccién,
y (3.6) otra vez, obtenemos que

[(Xi(F) + B)[i,m]| = | X;(F)[i,m — 1] U (Xi(F)[i,m] + B;)|
= méx {|Xi(F) i, m — 1,1 X.(F)li,m) + B}
< wix {|Ffi,m — 1], |Fli.m] + B}

<|Fli,m — 1 U (F[i,m] + By)|
= |(F + B)[i,m]|,

lo que prueba (3.9

Por nuestras condiciones sobre F, tenemos que hg(X;(F)) = hp(F) para 1 < i < n, ya
que F' daba el minimo en la B-altura dentro de la familia 7|4 y ademds X;(F) € Fj4 por

(3.9). Andlogamente, usando (3.7)) en vez de ({3.6)), concluimos que hp(X;(F)) = hp(F).
Entonces el lema [3.4.12/ implica que X;(F') = F para 1 < i < n. Por el lema [3.4.16] F es
un B-segmento inicial, asi que F' = Dﬁu. O

3.4.5. Observaciones finales

Cabe destacar que, en principio, podria parecer que el teorema [3.4.3|no es muy ttil, dado
que al usarlo tnicamente pasamos de tener el problema de calcular el cardinal |A + B)|
a calcular el cardinal de otra suma |D€4‘ + Dﬁg||. Si bien es cierto que los conjuntos Dﬁu
y Dﬁg| son a priori buenos conjuntos: son B-segmentos iniciales y s6lo dependen en su
definicién de los cardinales |A| y |B.
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Sin embargo, la utilidad del teorema [3.4.3] aparece cuando aplicamos el lema [3.4.17]
Este lema, al margen de servir para demostrar el teorema |[3.4.3| sirve para probar que
el conjunto Dﬁ” + D‘%' es un B-segmento inicial. Por tanto, para calcular su cardinal,
bastara con conocer el punto p =a+b € Dﬁ“ + Dﬁm de mayor posicion en el B-orden,
puesto que en estas condiciones tendremos que

xEDﬁ|+D€3‘©$<Bp,

es decir, que |D|€‘| + D‘BB|| coincide con la posicién en el B-orden de p.

Remarcamos el hecho de que p = a + b es el punto de posiciéon maxima en el B-orden
de Dﬁll + Dﬁg| si, v sélo si a € Dlil ybe DIBBI son los puntos de maxima posicién en
el B-orden (en sus respectivos conjuntos). Dado que sabemos que los puntos de Dﬁg|
(ordenados segin el B-orden) son

o<pe <p2le <p3de1<p...<p (|B| —TL)61 <pex<pe3<p...<pBe€p,

resulta claro que el punto en B de mayor posicion en el B-orden es b = e,.

Ejemplo. Sea B C 7" con |B| = 6. En este caso, sabemos que el punto de mayor posicién
de B en el B-orden es es. Gracias a lo visto anteriormente, garantizamos que la cota del
teorema [3.4.3) para el cardinal |A 4+ B| cuando |A| = 54 es

|A+ B| > 177,

3) y por tanto,

esto se debe a que, en el B-orden, el punto de posicién 54-ésima es a = (6,
= (6,4), que es 77

la cota del teorema viene dada por la posicién del punto a + e,
(véase figura [3.13)).

166 7278 84 90 97 104 111 118 126 134 142 150
L] * * * L] * * * L] * *

50 55 60 65 TL 77 83 89 96 103 110 117
. *® @ e e e ¢ ©° e ¢ ¢ ¢ o°o o
28 32 36 40 44 49 5H4 B9 64 TO T6 82 88
. *¢ e e e e ¢ ©° e ¢ ¢ ¢ ¢ o
15 18 21 24 27 31 35 39 43 48 53 58 63
. *¢ e e e e ¢ © o ¢ ¢ ¢ ° o
6 8 10 12 14 17 20 23 26 30 34 38 42
. ¢ e e e e o e e * ¢ ¢ e o

1 2 3 4 5 T 9 11 13 16 19 22 25

Figura 3.13: Los puntos de Z3 junto a su posicién en el B-orden, con los puntos a y a+ e
marcados, respectivamente, en rojo y azul.
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Todo este andlisis de la desigualdad hace que mostremos mas interés si cabe en los B-
ordenes, pues calcular la cota del teorema [3.4.3| es un problema equivalente a determinar
qué punto ocupa una posicién dada en el B-orden.

Otra observacién interesante es que es posible calcular de forma precisa el nimero de
puntos que contiene el conjunto P,,. Recogemos este resultado en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.4.18. Sean m € N y B € Z1} un conjunto finito. Entonces

[Pl = <n+ Emj R 1), (3.10)

donde | - | representa la funcion parte entera.

Demostracion. En primer lugar, destacamos que el cardinal de P,, no depende de m, sino

de [‘B‘L_n] Esto se debe a que |P,,,| = |Pn,| siempre que [‘B’Jr—in] = LB"llfn}: en efecto,

secan k,m € Zcon 0 <k <|B|—ny

m [ m

= € 2.
|B| = n |B|—n}

Siempre tenemos que si x € P,,, entonces x + ke; € Py, 1y, de donde P, + ke; C Py, yp.
Por otro lado, si y € P, 11, entonces

n - _ m+k

ok
\B\ [B[-n
naria de | B‘_n. Tenemos entonces y; — k > 0 y podemos garantizar que

por tanto ‘yl‘ € Z vy, dado que 0 < < 1, deducimos que es la parte fraccio-

V=y—ker=(y1 —k,y2,....Yn) €EZ}.

Al tener wg(y') = ‘B‘ , sabemos que 3’ € P, y, por tanto, que Py, — ke; C P, o, lo
que es lo mismo, Pm+k C P,, + key. Esto prueba P,, 4+ ke; = P, y, consecuentemente,
que |P,| = |Pm+k| como querfamos.

3 m _ m
Por tanto, es suficiente con probar (3.10) cuando B € Z. Sea r = B En estas
condiciones, podemos definir una aplicacién

f:Pn—H0, 1}"”71

como sigue: dado x € P,,, al ser r € Z, se tiene que

n
x
=7r— Zﬂ?l €.
|B] —n i=2
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Definimos entonces f(x) como la “palabra” de {0,1}"""~! que tiene =1— veces la letra
|BL n

“0”, a la derecha un “1”, seguidamente a la derecha x5 veces la letra “0”, y a su derecha
un “1” y asf siguiendo hasta escribir a la derecha de la (n — 1)-ésima letra “1”, x,, letras
“0”. Quedan por tanto escritas r letras “0” y n—1 letras “1”7, luego esta palabra pertenece
a {0,1}"* 1. Esta aplicacién es una biyeccién al conjunto de palabras con r veces la letra
“0” de {0,1}"*~! por la condicién de que = € P,,.

Por tanto, contar los puntos de P,, corresponde a contar las combinaciones que podemos
hacer tomando r elementos de entre n 4+ r — 1, es decir,

-1
’Pm‘:(n—kr ) o
r

En consecuencia, dado k € Z, sabemos calcular a qué P, pertenece el punto de posicion
k con respecto al B-orden. Basta con calcular el primer m € Z tal que

iﬂi(n%i % _1) > k.

1=0

S
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