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Introduccion

El contenido principal de este trabajo, como su titulo indica, es el teorema de cla-
sificacion de superficies compactas. A lo largo de él presentaremos las herramientas
necesarias para probar rigurosamente dicho teorema, para lo cual nos hemos basado
en su mayoria en [4]; si bien se ha consultado otros textos con el fin de complementar
y conseguir una maxima comprension del mismo.

La prueba de este teorema requiere una gran cantidad de trabajo y maquinaria.
De hecho, esto llevé mas de 60 anos de trabajo hasta que Brahana dio una prue-
ba rigurosa en el ano 1921. Mcbius y Jordania, en 1861 y 1866 respectivamente,
demostraron alguna versién del teorema, aunque ni siquiera existia por entonces la
definicion de superficie topologica.

Vamos a dar aqui una presentacién informal del teorema y, posteriormente, pre-
sentaremos las herramientas béasicas que nos seran tutiles para demostrarlo: la defi-
nicién de superficie, complejos simpliciales y triangulaciones, el grupo fundamental,
orientabilidad y grupos de homologia .

Para empezar, vamos a presentar cudl es el problema que vamos a estudiar en
este trabajo. Nuestro objetivo es poder dar una lista de superficies, que llamaremos
formas normales, de manera que toda superficie sea “equivalente” a una de la lista,
donde entendemos que dos superficies S y Sy son equivalentes si existe una “buena”
biyeccién entre ellas.

El teorema de clasificacion nos dice que, a pesar del hecho de que las superficies
compactas pueden aparecer en diversas formas, estas pueden ser clasificadas, lo
que quiere decir que toda superficie compacta es equivalente a una tnica superficie
representativa, la cual es llamada forma normal.

Por supuesto, con el objetivo de hacer todo esto rigurosamente, hay que responder
con detalle a las siguientes cuestiones:

1. {Qué es una superficie?
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2. ;Cual seria una definicion adecuada de equivalencia de superficies?

3. (Cuales son las formas normales?

Esto es precisamente lo que pretendemos hacer en este trabajo. Por el momento,
vamos a decir solamente que una superficie es un espacio topolégico con la propiedad
de que alrededor de cada punto existe un subconjunto abierto que es homeomorfo a
un disco abierto en el plano. Por otro lado, diremos que dos superficies S; y S3 son
equivalentes si existe una biyeccién continua f : S; — Sy con inversa f~! también
continua. En otras palabras, existe un homeomorfismo entre ellas.

Pasamos ahora a presentar la soluciéon. Toda prueba del teorema de clasificaciéon
de superficies compactas comprende dos etapas:

1. Un paso topoldgico. Este paso consiste en demostrar que toda superficie com-
pacta puede ser triangulada.

2. Un paso combinatorio. Este paso consiste en demostrar que toda superficie
triangulada puede ser convertida a una forma normal en un nimero finito de
pasos, es decir, usando un nimero finito de transformaciones.

Con el fin de aclarar el primer paso, tenemos que explicar qué se entiende por
superficie triangulada. Intuitivamente, una superficie puede ser triangulada si es
homeomorfa a una espacio obtenido pegando triangulos a lo largo de sus bordes.

Por otro lado, también tenemos que decir que las formas normales de superficies
se pueden distinguir por invariantes simples:

(a) Su orientabilidad (orientable o no orientable).

(b) Su caracteristica de Euler-Poincaré, un nimero entero que recoge la cantidad
de “agujeros” en la superficie.

(¢) Su numero de contornos (componentes conexas de la frontera).

El hecho crucial que hace posible la demostracion del teorema de clasificacién de
superficies compactas es que toda superficie compacta puede ser obtenida a partir
de un conjunto de poligonos (posiblemente con lados curvados) en el plano, llamados
celdas o simplices, pegando pares de bordes. Estos conjuntos de simplices representan
superficies llamadas complejos celulares.
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Tras desarrollar toda la maquinaria necesaria, en la que el Algebra y la Topologia
jugaran un papel fundamental, llegaremos al siguiente resultado:

Teorema 0.1. Todo complejo celular K puede ser convertido en un complejo celular
en forma normal usando una secuencia de etapas que implican una transformacion
y su inversa: la division de un complejo celular y pegado de dos complejos celulares
Juntos.

El siguiente paso es demostrar que las distintas formas normales no son equiva-
lentes entre si, es decir, no son homeomorfas.

En primer lugar, se puede demostrar que la orientabilidad de una superficie se pre-
serva por las transformaciones para reducir a la forma normal. En segundo lugar, si
dos superficies son homeomorfas, entonces tienen la misma naturaleza de orientabi-
lidad (es decir, una es orientable si, y solo si, lo es la otra). La dificultad en este paso
es definir adecuadamente lo que significa que una superficie sea orientable. En tercer
lugar, podemos asignar un ntmero invariante a toda superficie, su caracteristica de
FEuler-Poincaré. Para una superficie triangulada S, si ng es el nimero de vértices, n;
es el numero de aristas, y ns es el niimero de tridngulos de la triangulacion, entonces
la caracteristica de Euler-Poincaré esta definida por:

X(S) = ng — ny + no,

que es una buena definicién, pues se puede demostrar que esto no depende de la
triangulacién escogida.

Podemos demostrar que dos superficies homeomorfas tienen la misma caracteristi-
ca de Euler-Poincaré y que distintas formas normales con el mismo tipo de orienta-
bilidad tienen diferentes caracteristicas de Euler-Poincaré. De esto se sigue que dos
formas normales distintas corresponden a superficies que no son equivalentes.

Con todo esto obtendremos el siguiente teorema:

Teorema 0.2. Dos superficies compactas (con o sin frontera) son homemorfas si, y
solo si, tienen el mismo tipo de orientabilidad, numero de contornos y caracteristica
de Euler-Poincaré.

Y una vez estudiado el concepto de suma conexa de superficies, podremos dar la
siguiente version:

Teorema 0.3. Toda superficie compacta S es homeomorfa a una, y solo una, de las
siguientes superficies:

1. S*#pT?, donde p > 0, si es orientable.

2. plP?, donde p > 1, si no es orientable.
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En el caso de superficies compactas con frontera tendremos el siguiente resultado:

Teorema 0.4. Toda superficie compacta con frontera S es homeomorfa a una, y
solo una, de las siguientes superficies:

1. S*#pT? menos q discos, donde p > 0, si es orientable.

2. pP? menos q discos, donde p > 1, si no es orientable.



Capitulo 1

Superficies

1.1. La topologia cociente

Como hemos comentado en la Introduccién, las superficies pueden ser obtenidas
pegando aristas de poligonos en el plano, y para definir este proceso rigurosamen-
te necesitamos el concepto de topologia cociente. En este capitulo repasaremos la
construccién de la topologia cociente sin entrar en muchos detalles, pues esto ya
lo estudiamos con bastante profundidad en algunas asignaturas del Grado en Ma-
tematicas, como por ejemplo, en la asignatura Topologia de Superficies.

Definicién 1.1. Dado un espacio topologico X, un conjunto arbitrario Y y una
funcion f : X — Y sobreyectiva, definimos la topologia cociente sobre Y
determinada por [ (también llamada la identificacion topoldgica sobre Y
determinada por f) de la siguiente manera: un subconjunto V-.C Y es abierto si
el conjunto f~Y(V) C X es abierto en X.

Tenemos el siguiente caso particular:

Definicién 1.2. Dada una relacion de equivalencia R sobre un espacio topolégico
X, sim: X — X/R es la proyeccion que asigna a cada punto v € X su cla-
se de equivalencia [x] € X/R, el espacio X/R equipado con la topologia cociente
determinada por 7 es llamado el espacto cociente de X modulo R.

Teniendo en cuenta esto ultimo, se tiene que un subconjunto V' de clases de
equivalencia en X/R es abierto si, y solo si, 771(V) es abierto en X, lo que es
equivalente a que |J,jc[2] es abierto en X.

Es inmediato comprobar que la Definicién define una topologia en el espacio
de llegada de la funcién y que f: X — Y y 7: X — X/R son continuas cuando
las topologias, en Y y en X/R respectivamente, son las topologias cociente.

9
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Ejemplo 1.3. Consideremos X = [0,1] x [0,1] el cuadrado unidad con la topologia
inducida de R? y definamos en €l la siguiente relacion de equivalencia, R:

(,0) ~ (x,1) para 0 < z <1,

(0,y) ~ (1,y) para 0 <y <1,
(z,y) ~ (z,y) para 0 <z < 1,0 <y < 1.

El conjunto X/ R junto con la topologia cociente determinada por la aplicacion pro-
yeccion m: X — X/R, que lleva cada elemento de X a su clase de equivalencia,
es conocido como toro y lo denotaremos por T?.

Ejemplo 1.4. Consideremos X = [0,1] x [0, 1] el cuadrado unidad con la topologia
inducida de R? y definamos en €l la siguiente relacion de equivalencia, R:

(,0) ~ (1 —x,1) para 0 <z < 1,

0,y) ~ (1,1 —y) para 0 <y < 1,
(x,y) ~ (x,y) para 0 <z < 1,0 <y < 1.

El conjunto X/R junto con la topologia cociente determinada por la aplicacion pro-
yeccion : X — X/R, que lleva cada elemento de X a su clase de equivalencia,
es conocido como plano proyectivo y lo denotaremos por P2.

Ejemplo 1.5. Consideremos X = [0,1] x [0,1] el cuadrado unidad con la topologia
inducida de R? y definamos en él la siguiente relacion de equivalencia, R:

(,0) ~ (1 —2,1) para 0 <z < 1,

(x,y) ~ (z,y) para 0 <z < 1,0 <y < 1.

El conjunto X/R junto con la topologia cociente determinada por la aplicacion pro-
yeccion m: X — X/R, que lleva cada elemento de X a su clase de equivalencia,
es conocido como banda de Mébius y lo denotaremos por M?.

Ejemplo 1.6. Consideremos X = [0,1] x [0, 1] el cuadrado unidad con la topologia
inducida de R? y definamos en €l la siguiente relacion de equivalencia, R:

(,0) ~ (1 —2,1) para 0 <z < 1,
(0,9) ~ (L,y) para 0 <y <1,

(x,y) ~ (z,y) para 0 <z < 1,0 <y < 1.

El conjunto X/R junto con la topologia cociente determinada por la aplicacion pro-
yeccion m: X — X/R, que lleva cada elemento de X a su clase de equivalencia,
es conocido como botella de Klein y lo denotaremos por K2.
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Notemos que si X e Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una aplicacion
continua y sobreyectiva, se tiene que no necesariamente Y tiene la topologia cociente
determinada por f. En efecto, puede no ser verdad que un subconjunto V- C Y es
abierto en Y cuando f~'(V) C X es abierto en X. Sin embargo, esto siempre
sera verdad en dos casos importantes.

Definicién 1.7. Diremos que una aplicacion continua f : X — Y es una apli-
cacion abierta (o simplemente abierta) si f(U) es abierto en' Y siempre que U
sea abierto en X. Andlogamente, diremos que una aplicacion continua f : X — Y
es una aplicacion cerrada (o simplemente cerrada) si f(F) es cerrado en'Y
sitempre que F' sea cerrado en X.

Asi, tenemos que Y tiene la topologia cociente inducida por la aplicaciéon continua
y sobreyectiva f : X — Y si se cumple que f es abierta o f es cerrada. En efecto,
si f es abierta, asumiendo que f~!(V) es abierto en X, tenemos que f(f~}(V)) =V
es abierto en Y. Por otro lado, como f~'(Y \ B) = X \ f~!(B) para cualquier
subconjuto B C Y, un subconjunto V' C Y es abierto en la topologia cociente si, y
solo si, f[THY \V) =X\ fYV) es cerrado en X. Asi, deducimos que si f es una
aplicacién cerrada, entonces V' es abierto en Y si, y solo si, f~}(V) es abierto en X.

Entre las caracteristicas deseables de la topologia cociente, nos gustaria que la
compacidad, la conexion, la conexion por arcos y el ser Hausdorff se preservara por
la aplicacién f : X — Y. Como f: X — Y y 7 : X — X/R son continuas,
esto se cumple para todas las propiedades excepto para la de ser Hausdorff, que por
suerte si que se cumple en algunos casos importantes.

Proposicion 1.8. Sean X e Y espacios topologicos y f : X — Y una aplicacion
continua y sobreyectiva, con X compacto e Y con la topologia cociente determinada
por f. Entonces se tiene que Y es Hausdorff si, y solo si, f es una aplicacion cerrada.

La demostracion de la Proposicién se puede consultar en cualquier libro de
Topologia General.

Proposicion 1.9. Sean X e Y espacios topologicos, f : X — Y una aplicacion
continua y sobreyectiva, y supongamos que Y tiene la topologia cociente determinada
por f. Si A es un subconjunto cerrado (resp. abierto) de X y [ es una aplicacion
cerrada (resp. una aplicacion abierta), entonces B = f(A) tiene la misma topologia
considerado como subespacio de 'Y que con la topologia cociente inducida por f.

Demostracion. Supongamos que A es un subconjunto abierto de X y que f es una
aplicacién abierta. Supongamos que B = f(A) tiene la topologia de subespacio, es
decir, los abiertos de B son de la forma BN U, donde U C Y es un conjunto abierto
de Y. Como f es abierta, se tiene que B es abierto en Y y se tiene claramente
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que fla : A — B es una aplicacién abierta. Pero entonces, B tiene la topologia
cociente inducida por f. La prueba en el caso de que A es cerrado y f es una
aplicacién cerrada es similar.

]

1.2. Superficies: una definicién formal

En esta seccién vamos a definir el concepto de superficies abstractas. Intuitiva-
mente, lo que distingue una superficie de un espacio topoldgico arbitrario es el hecho
de que una superficie tiene la propiedad de que para cada punto de la superficie exis-
te un entorno que es como una pequena region en el plano. Mas precisamente, una
superficie es un espacio topoldgico que puede ser cubierto por conjuntos abiertos
homeomorfos a conjuntos abiertos en el plano. Asi, dado tal abierto U en la super-
ficie S, existe un conjunto abierto 2 en el plano R? tal que U y Q son homeomorfos
mediante un homeomorfismo ¢ : U — Q. El par (U, ¢) es llamado normalmente un
sistema de coordenadas o una carta de S, y la aplicaciéon ¢! : Q — U es llamada
una parametrizacion de U.

Definicién 1.10. Para m > 1, una variedad (topolégica) m-dimensional es
un espacio topologico M que es Hausdorff y que satisface el sequndo axioma de
numerabilidad, junto con un cubrimiento por abiertos (U;)ier y una familia (p;)ier
de homeomorfismos p; : U; — §;, donde cada €); es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 1.11. En las condiciones de la definicion anterior, cada par (U;, ¢;) es
llamado un sistema de coordenadas o una carta (o carta local) de M. Cada
homeomorfismo ¢; : Uy — €; es llamado un mapa de coordenadas, y su inversa
0; 1 Q; — U; es llamada una parametrizaciéon de U;. Para cada punto p € M,
para cada sistema de coordenadas (U, @) con ¢ : U — Q, si p € U, decimos que
(2,071 es una parametrizacion de M en p. La familia (U, ¢;)icr es llamada un
atlas para M.

Definicién 1.12. Una superficie (topoldgica) es una variedad 2-dimensional
conexa.

En realidad, en la definicién clasica de superficie no se exige que la variedad 2-
dimensional sea conexa; sin embargo, toda superficie se descompone en una uniéon
disjunta de superficies conexas, por lo que podemos suponer en la clasificacién que
son conexas. En lo que sigue trabajaremos con superficies compactas. Hemos de
decir aqui que una variedad m-dimensional puede ser también una variedad n-
dimensional para m # n. Sin embargo, aunque aqui no lo demostraremos, si la
variedad m-dimensional es conexa, entonces la dimension esta univocamente deter-
minada (teorema de invariancia del dominio de Brouwer).
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Como una variedad m-dimensional M tiene un cubrimiento abierto de conjuntos
homeomorfos a conjuntos abiertos de R™, se tiene que una variedad m-dimensional
es localmente conexa por arcos y localmente compacta. Ademads, las componentes
conexas de una variedad m-dimensional son conexas por arcos, por lo que, en par-
ticular, una superficie conexa es conexa por arcos.

Un subconjunto abierto U de una superficie S es llamado una region de Jordan
si su clausura U es homeomorfa a un disco cerrado de R? de tal manera que el
homeomorfismo lleva U al interior del disco y la frontera de U a la frontera del
disco. Como cada punto de un conjunto abierto de R? es el centro de un disco
cerrado contenido en dicho conjunto abierto, tenemos que toda superficie tiene un
cubrimiento abierto por regiones de Jordan.

Las triangulaciones son una herramienta fundamental para obtener una profunda
comprension de la topologia de superficies. Para formular esta nocién precisamente,
necesitamos definir el concepto de simplices y complejos simpliciales.






Capitulo 2

Simplices, complejos y
triangulaciones

2.1. Simplices y complejos

Como ya dijimos, toda superficie compacta va a poder ser triangulada, lo cual
sera un ingrediente principal en la demostracion del teorema de clasificacién. Infor-
malmente, una triangulaciéon es una coleccién de triangulos que satisfacen ciertas
condiciones de adyacencia. Para dar una definicion rigurosa de triangulacion sera de
ayuda definir las nociones de simplice y complejo simplicial.

Para ello, recordemos que las propiedades de un espacio afin son invariantes tanto
por aplicaciones lineales como por traslaciones. Recordemos también que si &/ es un

espacio afin, para cualquier par de puntos a,b € F existe un unico vector ab (en el
espacio vectorial asociado a E) tal que

b:a+%.

Dados n + 1 puntos, ag, ay,...,a, € F, se dice que son afinmente independientes
si, y solo si, los n vectores {m e ,ao—afl} son linealmente independientes. Dados
n puntos a, ..., a, en un espacio afin £, una combinacion afin de tales puntos es
una combinacién lineal

A1a1_*_"'ﬁ_/\nanv
donde \; e Ry
M+ + A, =1

Una combinacion convera es una combinacién afin donde todos los A; son no
negativos.

15
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Ejemplo 2.1. Veamos R como espacio afin (que denotamos por A). Dados dos
puntos, ag y a1 en A, una combinacion afin de tales puntos puede ser un punto
cualquiera de A, mientras que una combinacion convexra es un punto perteneciente
al segmento [ag, ai].

Ejemplo 2.2. Veamos R? como espacio afin (que denotamos por A?). Dados tres
puntos, ag, a1 y as en A%, una combinacién afin de tales puntos puede ser un pun-
to cualquiera del plano, mientras que una combinacion convexa es un punto del
triangulo que determinan tales puntos.

Si tomamos cualquier punto a € E como origen, entonces el espacio afin E estd en
biyeccién con el espacio vectorial consistente en todos los vectores de la forma a
con b € E. Nosotros a menudo usamos este hecho para definir objetos o aplicaciones
en espacios afines usando definiciones de objetos o aplicaciones ya conocidas en el
contexto de los espacios vectoriales. Cuando el espacio vectorial R" lo veamos como
espacio afin, lo denotaremos por A™. Un simplice es la envolvente convexa de un
nimero finito de puntos afinmente independientes, aunque también tenemos que
definir las caras, la frontera y el interior de un simplice.

Definicién 2.3. Sea E un espacio afin. Dados n+1 puntos afinmente independientes
ag,ai,...,a, en E, el n-simplice (o simplice) o definido por ay,...,a, es la
envolvente convexa de los puntos ag,aq,...,a,, esto es, el conjunto de todas las
combinaciones converas Aoag + ... + A\pay,, donde Ao+ -+ X, =1y \; > 0 para
todo 0 < i < mn. Lo denotamos por (ao,...,a,) y decimos que n es la dimension
del n-simplice o y los puntos ag, ..., a, son los vértices de o.

Definicién 2.4. Dado cualquier subconjunto {ai,,...,a; } de {ag,...,a,} (donde
0 <k <n), el k-simplice generado por a;,,...,a;, es llamado una cara de o, que
denotamos por (a;,, ..., a;, ). Una cara s de o es una cara propia si s # o (aceptamos
que el conjunto vacio es una cara de cualquier simplice). Para cualquier vértice a;,
la cara generada por ag,...,0;_1,0i11,...,0, €s llamada la cara opuesta de a;.
Toda cara que es un (n - 1)-simplice es llamada una cara frontera. La union
de las caras frontera es la frontera de o, denotada como do, y el complementario

. . ]
de Do en o es el interior 0 = o \ Jo.

o
Notemos que un 0-simplice consiste en un punto (ag), donde d(ag) =0, y (ag) =
(ap). Un 1-simplice es el segmento de extremos ag y ay, (ag,a1), con ellos incluidos;
un 2-simplice es el tridngulo de vértices ag, a1 y ag, (ag, a1, az), con su interior; y un
3-simplice es el tetraedro de vértices ag, a1, as y ag, (ag, a1, as,as), con su interior,
como podemos ver en la Figura [2.1]

Vamos a enumerar una serie de propiedades de los simplices, cuyas pruebas omi-
tiremos en este texto.
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(e

Qg dpo——H 0y

I'ﬂg_

po———0y l!'l'.:]

I'.!]

Figura 2.1: Tlustracién extraida de [4] (p. 29). Ejemplos de simplices.

1. Un punto z pertenece a la frontera do de o si, y solo si, al menos una de
sus coordenadas baricéntricas (A, ..., \,) es cero, y un punto z pertenece al

interior o de o si, y solo si, todas sus coordenadas baricéntricas (Aoy -5 An)
son positivas. En consecuencia, para cada x € o existe una unica cara s tal
que x € g, la cara generada por los puntos a; para los cuales A\; > 0, donde
(Ao, - -, An) son las coordenadas baricéntricas de x.

, . . . o
2. Tanto el simplice o, como su interior, o, son convexos y COnexos por arcos,
(e}
donde o es la clausura de o.

3. Recordemos que la bola unidad B"™ es el conjunto de los puntos (x1,...,z,)
de A" tales que z12 + -+ - 2,2 < 1y la esfera S"! es el conjunto de los puntos
(r1,...,2,) de A" tales que 12 + ---2,> = 1. Dado un punto a € A" y un
vector no nulo # € R™, el conjunto {a + Au|\ > 0} es llamado un rayo con
origen en a. Se tiene que todo n-simplice es homeomorfo a la bola unidad B",
de tal manera que su frontera do es homeomorfa a la n-esfera S"~!. Nosotros
probaremos un resultado més general sobre conjuntos convexos, pero primero
necesitamos una proposicion mas simple.

Proposicion 2.5. Dado un espacio afin normado E, para cualquier conjunto con-
vexo no vacio C, la clausura C' de C' es también convera. Ademds, si C' es acotado
entonces C' también es acotada.
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Demostracion. En primer lugar, demostraremos lo siguiente: Para cualesquiera cua-
tro puntos a, b, a’, b’ € E, para cualquier € > 0 y para cualquier )\_>> 0 con 0 §_>)\ <1,
tomando ¢ = (1=A)a+Aby ¢ = (1—X)a'+ AV, se tiene que si ||ad|| < ey ||bV|| < e,

entonces ||cc|| < e. Esto es porque
— — =
o = (1 — Naa' + \bb',

y por tanto
— — —
lec'| < (L= N)Jad’|| + Al < (1 = Ae+ Ae =e.

Ahora, si a,b € C, por la definicién de clausura, para cada € > 0, la bola abierta
By(a,€/2) debe cortar a C' en algtin punto o/, la bola abierta By(b, €/2) debe cortar a
C'en algtn punto ¢/, y por la inecuaciéon demostrada anteriormente, tenemos que ¢’ =
(1—=X)a'+ A\ pertenece a la bola By(c,€/2). Como C' es convexo, ¢/ = (1—A\)a’ + A\’
pertenece a C, y ¢ = (1 — X\)a’ + A0’ también pertenece a la bola abierta By(c,€/2),
lo cual demuestra que para cada e > 0, la bola abierta By(c, €/2) corta a C', lo cual
quiere decir que ¢ € C, y asi, que C es convexo. Finalmente, si C' estd contenido en
una bola de radio 6, por el argumento anterior, esté claro que C estd contenido en
una bola de radio d + €, para cualquier ¢ > 0.

]

La siguiente proposicion muestra que los conjuntos topolégicamente cerrados, aco-
tados y convexos en A" son equivalentes a bolas cerradas. Necesitaremos esta pro-
posicion en el uso de triangulaciones mas delante.

Proposicion 2.6. Si C' es cualquier conjunto no vacio, acotado, abierto y convexo
en A", para cualquier punto a € C, cualquier rayo con origen en a corta a 90C = C\C
en un punto exactamente. Ademds, existe un homeomorfismo de C en la bola unidad
cerrada B", la cual lleva OC a la n-esfera S*1.

Demostracion. Como C' es convexo y acotado, por la Proposicion , C también es
convexo y acotado. Dado cualquier rayo R = {a + @]\ > 0}, como R es claramente
convexo, el conjunto RN C es convexo, acotado y cerrado en R, lo cual quiere decir
que RN C es un segmento cerrado

RNC = {a+ \i0 <\ < pul,

para algin p > 0. Claramente, a+ pu € dC. Si el rayo R corta a 9C' en otro punto c,
tenemos que ¢ = a+vil para algin v > p, y como C es convexo, {a+ |0 < X < v}
estd contenido en R N C para v > p, lo cual es absurdo. Asi, todo rayo con origen
en a corta a dC en un solo punto.
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La aplicacién f : A"\ {a} — S*! definida por f(z) = at/||at||, donde at es
el vector con origen en a y extremo en x, es continua. Por la primera parte de la
demostracién, la restriccién f, : 90C — S"7! de f a OC es una biyeccién (ya que
cada punto de S"~! corresponde a un tnico rayo con origen en a). Como 9C es un
subconjunto cerrado y acotado de A", es compacto, y asi, f; es un homeomorfismo.
Consideremos la inversa ¢ : S*~! — 9C de f3, la cual es también un homeomor-
fismo. Necesitamos extender g a un homeomorfismo entre B” y C. Como B" es
compacta, es suficiente extender g a una biyeccién continua. Esto se hace definiendo
h:B" — C de la siguiente manera:

hu) = { (1= flul)a + llullg(u/llull) st u#0; (2.1)

a siu=0.

Es claro que h es biyectiva y continua para u # 0. Como S"™! es compacta y g
es continua en S"7!, existe M > 0 tal que |lag(u)|| < M para todo u € S"7!, y si

|lu|| < §, entonces Hah(u)H < M, lo que demuestra que h es continua también en
u=0.
0

Notemos que la segunda parte de la proposiciéon demuestra que si C' es un sub-
conjunto abierto, convexo y acotado de A", entonces cualquier homeomorfismo
g : S"' — 9C puede ser extendido a un homeomorfismo h : B" — C. Por
la Proposicion obtenemos que si C' es un subconjunto abierto, acotado y conve-
xo de A", entonces cualquier homeomorfismo g : 0C' — 0C' puede ser extendido
a un homeomorfosmo h : C — C. Usaremos este hecho cuando trabajemos con
triangulaciones.

Definicién 2.7. Un complejo abstracto o complejo simplicial (0 mds breve-
mente complejo) es un par K = (V, %) donde V' es un conjunto finito no vacio de
vértices y X es una familia de subconjuntos de V' llamada stmplices abstractos
(0o mds brevemente simplices) satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. Todo x € V pertenece al menos a un simplice en 3.

2. Todo subconjunto de un simplice o € % es también un simplice en 3.

Si o € ¥ es un simplice no vacio de n 4+ 1 vértices, entonces su dimension es n y
es llamado un n-simplice. Un O-simplice {x} es identificado con el vértice x € V. La
dimension de un complejo abstracto es la maxima dimension de sus simplices.

Cabe mencionar aqui que el conjunto V' y la familia 3 podrian ser infinitos, aunque
aqui basta considerar el caso finito, pues se puede demostrar que las triangulaciones
de las superficies compactas tienen un nimero finito de vértices.
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Nosotros usaremos la abreviacién complejo en lugar de complejo abstracto y
simplice en lugar de simplice abstracto. También, dado un simplice s € X, a me-
nudo usaremos la notacion s € K. Recordemos que dado cualquier conjunto I, el
espacio vectorial real RY) libremente generado por I esta definido como un subcon-
junto del producto cartesiano R! consistente en las familias ()\;);e; de elementos de
R con soporte finito (donde R! denota el conjunto de todas las funciones de I en
R). Claramente, RY) puede ser visto como un espacio afin normado (bajo la norma
|z|| = mawzier{z;}) denotado como AY). Notemos que si I es un conjunto finito,
como va a ser nuestro caso, entonces RY) = R’

Definicién 2.8. Dado un complejo abstracto, K = (V, %), definimos la realizacion
geométrica (también llamada el politopo de K = (V,X)) como el subespacio K,
de AV definido como sigue: K, es el conjunto de todas las familias X\ = (A\y)acv tales
que:

1. Ao 2 0 para todo a € V;
2. El conjunto {a € V|\, > 0} es un simplice en X;

3. Soeva = 1.

Para todo simplice s € ¥ obtenemos un subconjunto s, de K, considerando las
familias A = (A\,)qev de K, tales que A\, = 0 para todo a ¢ s. Asi, por 7 tenemos

que
K, = U Sg-

SEX

También esta claro que para todo n-simplice s, su realizacién geométrica s, puede
ser identificada con un n-simplice en A".

La Figura2.2]ilustra la definicién de complejo, mientras que la Figura 2.3 muestra
su realizacién geométrica.

Ug Uq .
vy Q D Uy \/ \/ ° ®
va U °
Figura 2.2: Ilustracién extraida de [4] (p. 31). Un conjunto de simplices formando
un complejo.
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En este caso, el complejo K = (V,X) viene dado por V' = {vy,v9,v3,04} y X =

{{v1}, ..., {va}, {v1, 02}, {v1, v}, {ve, v3}, {va, v4}, {vs, va}, {1, V2, 03}, {v2, v3, 04} }

Figura 2.3: Ilustracién extraida de [4] (p. 31). Realizaciéon geométrica del complejo
de la Figura [2.2

Dado un vértice a € V', definimos la estrella de a, denotada por St(a), como la

union finita de los interiores sog de los simplices geométricos s, tales que a € s.
Claramente, a € St(a). La estrella cerrada de a, denotada por St(a), consiste en la
unioén finita de los simplices geométricos s, tales que a € s.

Vamos a definir ahora una topologia en K. Diremos que un subconjunto F' de
K, es cerrado si F'N s, es cerrado en s, para todo s € X. Se verifica que esto define
una topologia en K,. Ademads, tenemos lo siguiente.

Proposicién 2.9. La familia de subconjuntos U de K, tales que U N s, = 0 para
un numero finito de s € X, y tales que U N s, es abierto en s, cuando U N's, # 0,
constituyen una base de conjuntos abiertos para la topologia de K,. Para cualquier
a €V, la estrella St(a) de a es abierta, la estrella cerrada St(a) de a es la clausura
de St(a) y es compacta, y tanto St(a) como St(a) son conexos por arcos. El espacio
K, es localmente compacto, localmente conexo por arcos y Hausdorff.

Demostracion. Para ver que el conjunto U cumpliendo las condiciones del enunciado
es abierto, consideremos el complementario F' = K, \ U de U. Tenemos que probar
que F'Ns, es cerrado en s, para todo s € X. Se tiene que FNs, = (K,\U)Ns, = s,\U,
y si s, MU # 0, entonces U N s, es abierto en sy, y asi s, \ U es cerrado en s,. Dado
cualquier subconjunto abierto V' de K,, como todo a € V pertenece a un ntimero
finito de simplices s € ¥, denotando por U, a la unién de los interiores de los s, tales
que a € s, es claro que U, es abierto en K,, y que V' es la unién de los conjuntos
abiertos de la forma U, NV, lo cual demuestra que los conjuntos U de la proposicion
constituyen una base de la topologia de K,. Para todo a € V, la estrella St(a)
de a tiene interseccién no vacia con solamente un nimero finito de simplices sy, y
St(a)N sy es el interior de sy (en s,), el cual es abierto en sy, y St(a) es abierto. Que
St(a) es la clausura de St(a) es evidente, y como cada sfmplice s, es compacto, y
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St(a) es una unién finita de simplices compactos, es compacto. Asf, K 4 es localmente
compacto. Como s, es conexo por arcos, para todo conjunto abierto U en la base, si
UNs, # 0, UNs, es un conjunto abierto en s, que contiene algin conjunto conexo
por arcos V; conteniendo a a, y la unién de esos conjuntos conexos por arcos V es
conexa por arcos, y claramente un conjunto abierto de K,. Asi, K, es localmente
conexo por arcos. También es inmediato que St(a) y St(a) son conexos por arcos.
Sean a,b € K,, y supongamos que a # b. Si a,b € s, para algin s € 3, como s, es
Hausdorff, existen conjuntos abiertos disjuntos U,V C s, talesquea € Uy b e V. Si
a 'y b no pertenecen al mismo simplice, entonces St(a) y St(b) son conjuntos abiertos
disjuntos tales que a € St(a) y b € St(b).

m

Observemos que para cualesquiera dos simplices s1, s € X, se tiene que
(51N s2)g = (s1)g N (52)g-
Definicién 2.10. Decimos que un complejo K = (V,X) es conexo si no es la

union de dos complejos (V1,%1) y (Va, Xg) donde V- =V, U V4 con Vi y Vy disjuntos
y 2= UXy con Xy y 2o disjuntos.

2.2. Triangulaciones

Vamos a definir ahora el concepto de triangulacién. Las triangulaciones son un
tipo especial de complejos de dimension 2, por lo que los simplices involucrados seran
de dimensién 0 (puntos), de dimensién 1 (segmentos) y de dimension 2 (tridngulos).

Definicién 2.11. Dada una superficie M, una triangulacion de M es un par
(K,0), donde K = (V,X) es un complejo 2-dimensional y o : ¥ — 2M es una

aplicacion que lleva cada s € ¥ a un subconjunto cerrado o(s) de M, satisfaciendo
las siguientes condiciones:

1. o(s1Nsy) = 0(s1) Noa(se) para todo sy,s9 € L.

2. Para todo s € ¥ existe un homeomorfismo s : s, — o(s) de la realizacion
geométrica s, de s a o(s) tal que ps(s'y) = o(s") para todo s’ C s.

8. Uses 0(s) = M, es decir, los conjuntos o(s) cubren M.

4. Para cada punto x € M, existe un entorno de x al cual van a parar solo una
cantidad finita de o(s).
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Si (K,0) es una triangulacién de M, a la aplicacién o : ¥ — 2M también la
llamaremos una triangulaciéon de M, o bien diremos que K es una triangulaciéon
o: % — 2 de M. Como era de esperar, dada una triangulacién (K, o) de una
superficie M, la realizacién geométrica K, de K es homeomorfa a la superficie M.
Lo vemos:

Proposicién 2.12. Dada una triangulacion o : ¥ — 2™ de una superficie M,
existe un homeomorfismo h : K, — M de la realizacion geométrica K, del complejo
K = (V,%) en la superficie M tal que cada simplice geométrico s, es llevado a o(s).

Demostracion. Claramente, para cada vértice z € V definimos h(z,) = o(x). Si
s es un l-simplice, definimos h en s, usando cualquiera de los homeomorfismos
cuya existencia estd asegurada por [2} Teniendo definida h en la frontera de cada
2-simplice s, necesitamos extender h al 2-simplice total s. Sin embargo, por [2 existe
un homeomorfismo ¢ de s, a o(s), y si no coincide con h en la frontera de s,, por lo
que comentamos justo después de la Proposicion , como la restriccién de ¢t oh
a la frontera de s, es un homeomorfismo, puede ser extendida a un homeomorfismo
Y de s, en si mismo, y asi ¢ o es un homeomorfismo de s, en o(s) que coincide
con h en la frontera de s,. De esta manera, h esta ya definida en K. Dado cualquier
conjunto cerrado F' en M, para todo simplice s € ¥ se tiene que

R F)Ns, = h_l\sg(F),

donde h_llsg es la restriccién de h a sy, la cual es continua por construccién, y asf,
h=Y(F)Ns, es cerrado para todo s € X, lo que demuestra que h es continua. Ademas,
es inyectica por [I] sobreyectiva por 3], y con inversa continua por [4l Por lo tanto, h
es un homeomorfismo que lleva s, a o(s).

O

En la proposicién que va a continuacién, cuando hablamos de aristas nos referimos
a 1-simplices, y cuando hablamos de triangulos nos referimos a 2-simplices.

Proposicién 2.13. Un complejo 2-dimensional K = (V,3) es una triangulacion
o: % — 2M de la superficie M = K, tal que o(s) = s, para todo s € 3 si, y solo
s, se verifican las siguientes propiedades:

1. Toda arista a estd contenida en exactamente dos tridngulos A.

2. Para todo vértice o, las aristas a y los triangulos A que contienen a o pueden
ser ordenados como una secuencia ciclica

ap, Ay, a, Aoy oo A1, Gy Ay

de manera que a; = A;_1 N A; para todo 2 < 1 < m, ya; = A, N A, con
m > 3.

3. K es conexo, es decir, no se puede escribir como la union de dos complejos
disjuntos no vacios.
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La demostracién de la Proposicién [2.13] puede consultarse en [4].

A un complejo 2-dimensional K que satisface las condiciones de la Proposicion
se le llama un complejo triangulado y su realizaciéon geométrica es llamada
un poliedro. Asi, los complejos triangulados son los complejos que corresponden a
superficies compactas trianguladas.



Capitulo 3

El grupo fundamental.
Orientabilidad

3.1. El grupo fundamental

Si queremos clasificar superficies, lo primero que tenemos que hacer es decidir cuél
es el criterio que vamos a seguir para decir que dos superficies son equivalentes, para
lo cual parece razonable el ser homeomorfas entre si.

Uno de los problemas béasicos de la topologia es el de determinar cudndo dos
espacios son o no homeomorfos. No hay un método para resolver este problema en
general, pero existen técnicas que se aplican en casos particulares.

Demostrar que dos espacios son homeomorfos consiste en construir una aplicaciéon
continua de uno en el otro que tenga inversa continua, y construir aplicaciones con-
tinuas es un problema relativamente sencillo. Ahora bien, para demostrar que dos
espacios no son homemorfos debemos probar que no existe ninguna aplicacién con-
tinua con inversa continua, y este es un problema més complicado que el anterior. Si
podemos encontrar alguna propiedad topolégica que sea cierta para un espacio pero
no para el otro, entonces el problema queda resuelto, pues los espacios no pueden
ser homeomorfos. Sin embargo, en muchas ocasiones, la mayoria de las propiedades
topoldgicas que conocemos (compacidad, conexién, metrizabilidad, ...) no van muy
lejos en la resolucion del problema, pues no encontramos una propiedad que distinga
entre ambos espacios topoldgicos.

Una técnica usada en topologia muy 1til para ello es la de, dado un espacio
topolégico X, asociarle un objeto algebraico H(X), de modo que a cualquier espacio
Y homeomorfo a X le corresponda, por el mismo procedimiento, un objeto algebraico
H(Y) isomorfo a H(X), es decir, H(-) es lo que se llama un invariante topoldgico.
Estos objetos algebraicos permiten detectar cuando dos espacios topolégicos no son

25
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homeomorfos: si los invariantes asociados al uno y al otro no son isomorfos. Las
técnicas que vamos a estudiar en este trabajo son el grupo fundamental y los grupos
de homologia. Pasamos ya a estudiar la primera de ellas.

Antes de definir el grupo fundamental de un espacio E, vamos a considerar ca-
minos sobre F y una relaciéon de equivalencia entre ellos conocida como homotopia
de caminos, y, posteriormente, definiremos cierta operacion sobre la coleccion de las
clases de equivalencia.

Definicién 3.1. Si f y g son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio Y,
decimos que f es homotdpica a g si existe una aplicacion continua

F:Xx[0,1] —Y

tal que F(z,0) = f(x) y F(x,1) = g(x) para cada x € X. La aplicacion F se conoce
como homotopia entre f y g. Si f es homotopica a g escribimos f ~ g¢g. Si f
es homotopica a una aplicacion constante, decimos que f es homotopicamente
nula.

Consideremos ahora el caso especial en el cual la aplicacién es un camino. Re-
cordemos que si v : [0,1] — FE es una aplicacién continua tal que 7(0) = a y
(1) = b, decimos que 7 es un camino en E desde a hasta b. También decimos que
a es el punto inical y b es el punto final del camino v. Un camino es cerrado
si a = v(0) = y(1) = b. Un camino v es simple (o un camino de Jordan) si 7y es
inyectivo. Un camino cerrado es simple (o un camino de Jordan cerrado) si 7y es
inyectivo en [0, 1).

Definicién 3.2. Si vy, y y2 son dos caminos que aplican el intervalo [0,1] en E, se
dice que son homotopicos por caminos si tienen el mismo punto inicial a y el
mismo punto final b, y si existe una aplicacion continua

F:[0,1] x[0,1] — FE
tal que:
" F(S’O) = ’71(3) Y F(Sal) = 72(5)7
» F(0,t)=ay F(1,t) =D,

para cada s € [0,1] y cadat € [0,1]. La aplicacién F recibe el nombre de homotopia
de caminos entre v, y 2. St y1 es homotdpico por caminos a 7y,, escribimos vy, ~,

V2
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La primera condicién dice simplemente que F' es una homotopia entre v, y 7o,
mientras que la segunda dice que, para cada ¢, la aplicacién f; : [0,1] — E, definida
por la ecuacién f;(s) = F(s,t), es un camino desde a hasta b.

Proposicion 3.3. Consideremos dos espacios topologicos X e Y. La relacion de
homotopia f =~ ¢ es una relacion de equivalencia en el conjunto de aplicaciones
continuas de X a Y. Ademds, si f y g son caminos en X con los mismos puntos
inictal y final, la relacion f ~, g también es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Veamos que se cumplen las propiedades de relacién de equivalencia.
Dada f : X — Y, es claro que la aplicacién dada por F(x,t) = f(z) es una

homotopia entre f y f, por lo que f ~ f. Si f:[0,1] — X es un camino en X, F’
es una homotopia de caminos.

Supongamos que f ~ g y veamos que g =~ f. Sea F' una homotopia entre f y g.
Entonces G(z,t) = F(x,1—1t) es una homotopia entre g y f. Si F' es una homotopia
de caminos, también lo es G.

Supongamos que f ~ gy g ~ h. Probemos que f =~ h. Sea F' una homotopia
entre f y g, y G una homotopia entre g y h. Definamos

H:Xx[0,1] —Y
por la ecuacién

F(z,2t) si te0,1],
H(x,t) =
G(z,2t—1) si tel[3,1].

La aplicaciéon H estd bien definida ya que para ¢t = %, tenemos F'(x,2t) = g(z) =
G(z,2t — 1). Dado que H es continua en los dos subconjuntos cerrados X x [0, 3] y

X x [%, 1] de X x [0, 1], se tiene que H es continua en todo X x [0, 1], por el lema

del pegamiento. Por lo tanto, H es una homotopia entre f y h.
Si F'y G son homotopias de caminos, entonces también lo es H. Veamos:

Supongamos que a y b son los puntos inicial y final, respectivamente, de los ca-
minos f, g y h. Entonces se tiene que:

» H(z,0) = F(z,0) = f(x),
» H(z,1) =G(z,1) = h(x).
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Ahora, si t € [0, 5]:

- H(0,t) = F(0,2t) = a,

» H(1,t) = F(1,2t) = b.
Ysitel[s 1]

= H(0,t) = G(0,2t — 1) = a,

s H(1,t)=G(1,2t—1) = b,
O

Si v es un camino, denotaremos su clase de equivalencia de homotopia de caminos
por [7]. En lo que sigue, la relacién =, la denotaremos simplemente por =, lo cual
no debe producir confusién, pues si las aplicaciones consideradas son caminos con
el mismo punto inicial y final, cuando digamos que son homotdpicos en realidad lo
que estamos diciendo es que son homotopicos por caminos.

Veamos algunos ejemplos de homotopias entre aplicaciones continuas:

Ejemplo 3.4. Sea f : S' — R? la aplicacién inclusion de S' en R?, es decir,
f(z,y) = (z,y) para todo (x,y) € S*, y sea g : S* — R? la aplicacién dada por
g(z,y) = (0,0) para todo (x,y) € S'. Entonces, se tiene que f y g son homotdpicas,
pues la funcién F : S' x [0,1] — R? definida por F((x,y),t) = (1 —t)f(x,y)
es continua y tiene la propiedad de que F((z,y),0) = (1 —0)f(z,y) = f(z,y) y
F((z,y),1) = (1 =1)f(z,y) = (0,0) = g(z,y).

Ejemplo 3.5. Volviendo al hilo del ejemplo anterior, sean f y g dos aplicaciones
cualesquiera de un espacio X en R2. Se tiene entonces que f y g son homotdpicas
pues la aplicacion F(x,t) = (1 —t)f(x) + tg(x) es una homotopia entre ellas. Se
conoce como homotopia por rectas pues lleva el punto f(x) al punto g(z) a lo
largo del segmento de recta que los une.

Si f y g son caminos de a a b, entonces F' serd una homotopia de caminos.

Mas en general: Sea A un subespacio convero de R™ (es decir, para dos puntos
cualesquiera a, b de A, el segmento de recta que los une estd contenido en A).
Entonces dos caminos cualesquiera f, g en A de a a b son homotdpicos por caminos
en A, ya que la homotopia por rectas F' entre ellos mantiene su imagen en A.
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Como lo que buscamos en tltima instancia es la construccion de un grupo, pasamos
ahora a definir cierta operacién sobre las clases de equivalencia de homotopia de
caminos como sigue:

Definicién 3.6. Si y; es un camino en E de a a b, y 2 es un camino en E de b
a ¢, definimos el producto o concatenacion vy, de vy, y 72 como el camino vy17vs
dado por las ecuaciones:

1(25) sisel0,3
(%%Nﬂ_{zﬂ%_1)$segﬂ

],
! (3.1)

La aplicacién 717, estd bien definida pues para s = 3 se obtiene (y172)(s) =
7(2s) = 7(1) = 72(0) = 1(2s — 1), y es continua por el lema del pegamiento.
Ademas, es un camino en F de a a c. Intuitivamente pensamos en 7,7, como el
camino cuya primera mitad es el camino v, y cuya segunda mitad es el camino ~,.

La operacion producto induce una operaciéon bien definida sobre las clases de
homotopia de caminos, dada por la ecuacién [y1][v2] = [1172]- Veamos:

Supongamos que [y1] = [11'] ¥ [12] = [12']. Sea F una homotopia de caminos entre
71y 71y sea G una homotopia de caminos entre v3 y 73’. Definamos

F(2s,t) si s €0,1],
HQJ%:{G@S—LU sisel3,1]. (3.2)

Dado que F'(1,t) = b = G(0,t) para todo t, la aplicaciéon H esta bien definida, y es
continua por el lema del pegamiento. Veamos que H es una homotopia de caminos
entre 7172 y 71"72"

Se tiene que:
» H(0,t) = F(0,t) = a,
» H(1,t) = G(1,t) =c.
Y por otro lado, si s € [0, 3:

" H(S,O) = F(2$>0) = ’71(23) = (7172)(3)’

. H(s,1) = F(25,1) = 1/(25) = (3'")(s).
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Ysisel[3,1]:

= H(s,0) = G(25 = 1,0) = 72(25 — 1) = (m72)(5),
» H(s,1) =G(2s—1,1) =7'(2s — 1) = (71" (s).

Ahora bien, notemos que [v;][72] no esta definida para cualquier par de clases,
sino inicamente para aquellos pares [y1], [12] para los que (1) = 7,(0).

Teorema 3.7. La operacion satisface las siguientes propiedades:

1. Es asociativa: Si [v1]([72][7s]) estd definida, también lo estd ([y1][v2])[vs], v
son 1gquales.

2. Neutro a izquierda y derecha: Dado x € E, denotemos por e, el camino
constante e, : [0,1] — E que lleva todo punto del intervalo [0,1] al punto z.
St v es un camino en E desde a hasta b, entonces se cumple que

[V][es] = [7]

leally] = []-

3. Inverso: Dado el camino v en E desde a hasta b, sea y~! el camino definido

por v 1(s) = (1 — s), el cual se conoce como inverso de . Entonces se
cumple que
M = led]

0] = les).

Observemos que el conjunto de las clases de homotopia de caminos en un espacio
E no es un grupo con la operacion introducida anteriormente porque el producto de
dos clases de homotopia de caminos no esta siempre definido.

Para salvar esta situacion, supongamos que cogemos un punto a de E y nos
restringimos a aquellos caminos que comienzan y acaban en a. Entonces, el conjunto
de sus clases de homotopia de caminos si es un grupo con la operacién anterior. Este
serda denominado grupo fundamental de E.

Definicién 3.8. Sea E un espacio topoldgico y sea a un punto de EE. Un camino en
E que comienza y acaba en a se denomina lazo basado en a. El conjunto de las clases
de homotopia de caminos asociados a lazos basados en a, con la operacion [yi|[y2] =
[v172] para dos lazos 1 y v2 basados en a, se denomina grupo fundamental de E
relativo al punto base a. Se denota por m(E,a).
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Por el Teorema [3.7] tenemos que la operacién restringida a este conjunto, satisface
los axiomas de grupo. Dados dos lazos v, y 72 basados en a, el producto ;72 siempre
estd definido y es a su vez un lazo basado en a.

Para un lazo v basado en a, se tiene que el elemento neutro para la operacion es
[eq], mientras que el inverso de [y] es [y7!].

Llegados a este punto, es natural preguntarse sobre la dependencia del punto base
a escogido. Tratemos esta cuestion.

Definicién 3.9. Sea a un camino en E de a a b. Definimos la aplicacion
&:m(FE,a) — m(FE,b)

por la ecuacion &([y]) = [a[y][a].

La aplicacién & estd bien definida ya que la operacion estd bien definida. Ademas,
si v es un lazo basado en a, entonces a~!(vya) es un lazo basado en b, por lo que &
lleva elementos de 7 (F, a) a elementos de 7 (F,b), tal y como buscamos.

Teorema 3.10. La aplicacion & es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Veamos en primer lugar que es un homomorfismo de grupos:

a(rha(e]) = (e~ nlle)(le hella]) = la~mlhelle] = d((nlha])

Veamos ahora que es un isomorfismo: Sea 3 := a~! el camino inverso de a y sea
n un lazo basado en b. Se tiene entonces que:

por lo que tenemos que
a(B([m)) = [ I([e]mla")a] = [1]

Andlogamente, tenemos que B(a([y]) = [] para todo [y] € mi(E,a), por lo que
hemos probado que S es el inverso de &, y por tanto, & es un isomorfismo de grupos.
m
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De esto obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.11. Si E es conexo por caminos, y a y b son dos puntos de E, entonces
m(F,a) es isomorfo a m (E,b).

Demostracion. Como E' es conexo por caminos, existe « : [0, 1] — E camino en E
uniendo a y b. Entonces & es un isomorfismo de grupos por el teorema anterior.
O]

Definicién 3.12. Un espacio E se dice que es simplemente conexo si es conero
por caminos y m(F,a) es el grupo trivial para algin a € E, y por tanto, para todo
a € E. En este caso escribiremos m(E,a) = 0.

Lema 3.13. En un espacio simplemente conexo E, dos caminos cualesquiera con
los mismos puntos inicial y final son homotopicos por caminos.

Demostracion. Sean oy 3 dos caminos de a a b. Entonces, el producto o371 esté de-
finido y es un lazo en E basado en a. Como F es simplemente conexo, este lazo es
homotdpico por caminos al lazo constante en a, pues 7 (£, a) consta de un solo
elemento. Asi, tenemos que [a] = [a(87'8)] = [aB87][B] = [ed][B] = [8], por lo que
o] = [8].

O

Nuestro objetivo es ahora probar que el grupo fundamental es un invariante to-
poldgico del espacio E. Para ello, introducimos el siguiente concepto:

Definicién 3.14. Sea f : (X,z) — (Y,y) una aplicacion continua (es decir, f :
X — Y es una aplicacion continua que lleva el punto x € X al punto y € Y).
Definimos

form(X,2) — m (Y, y)

por la ecuacion f.([y]) = [f ov]. La aplicacion f. se denomina homomorfismo

inducido por f, relativo al punto base x.

Veamos varias cosas acerca de esta definicién:

= Si v es un lazo basado en x, entonces f oy es un lazo basado en y pues

fO(0) = flz)=yy f(y(1) = flz) =y .

= La aplicacion f, esta bien definida ya que si F' es una homotopia de caminos
entre los caminos 7, y 79, entonces f o F' es una homotopia de caminos entre

los caminos f oy ¥ f 0. Bs decir, £.([]) = £.([v]).

» Es un homomorfismo de grupos pues (f oy1)(f o) = f o (1172)-
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Observemos que el homomorfismo f, depende, ademas de f, de la eleccion del
punto base x. En el caso en el que queramos resaltar el punto base x elegido, escri-
biremos (f;)«-

Este homomorfismo inducido tiene dos propiedades muy importantes, llamadas
“propiedades funtoriales”. Veamos:

Teorema 3.15. Si f : (X,z) — (Y,y) yg : (Y,y) — (Z,2) son continuas,
entonces (go f)e = gso fo. Sii: (X,2) — (X,x) es la aplicacion identidad,
entonces i, es el homomorfismo identidad.

Demostracion. Por definicién, se tiene que (g o f).([v]) = [(g o f) o] ¥, por otro
lado, (g« o f.)([7]) = g«(f«(D])) = 9+([f 7)) = [g o (f o )], y ambos coinciden.

Por otro lado, i.([y]) = [i o 7] = [7]. -

Corolario 3.16. Si f : (X,z) — (Y,y) es un homeomorfismo entre X e Y,
entonces f, es un isomorfismo entre m (X, z) y m (Y, y).

Demostracion. Como f : (X, z) — (Y, y) es un homeomorfismo, existe la aplicacién
inversa g : (Y,y) — (X, z) de f. Entones se tiene que g, o f, = (go f). = is, donde
i es la aplicacién identidad de (X, x), y por otro lado f,og, = (fog)s = j«, donde j
es la aplicacién identidad de (Y,y). Como i, y j. son los homomorfismos identidad
de los grupos m (X, z) y m (Y, y), respectivamente, se tiene que g, es la inversa de

f+, por lo que f, es un isomorfismo entre 71 (X, z) y m (Y, y).
]

Con esto, hemos demostrado que el grupo fundamental es un invariante topologico,
es decir, si dos espacios topolégicos son homeomorfos, entonces sus grupos funda-
mentales son isomorfos.

En general, es dificil determinar el grupo fundamental de un espacio. Nosotros
vamos a calcular el grupo fundamental de A" y el del plano agujereado, para lo cual
necesitamos el concepto de indice de un lazo en el plano.

3.2. El indice de un lazo en el plano

Consideremos un lazo v : [0,1] — A? en el plano y sea 2, un punto que no
esté en la imagen de v. En lo que sigue, es conveniente identificar el plano A? con el
conjunto C de los niimeros complejos. Nuestro propdsito es definir un nimero, que
denotaremos por n(7, zg), que cuente el nimero de vueltas que da el lazo vy alrededor
del punto zp, contando una vuelta en sentido contrario a las agujas del reloj como
positiva y una vuelta en el sentido de las agujas del reloj como negativa.
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En primer lugar, podemos afirmar que existe un nimero real p > 0 tal que |y(t) —
2p| > p. Si no se cumple esto tenemos que para todo entero n > 0 existe algin

€ [0,1] tal que |y(tn) — 20| < 1/n. Como [0,1] es compacto, la sucesién (t,)
tiene alguna subsucesién convergente (t,,) con limite I € [0,1]. Pero entonces, por
la continuidad de ~y tenemos que y(I) = zp, lo que contradice el hecho de que z5 no
estd en la imagen de . Por otro lado, como [0, 1] es compacto y -y es continua, se tiene
que v es uniformemente continua. Asi, existe algin € > 0 tal que |y(t) — y(u)| < p
para todo t,u € [0,1] con |u — t| < e. Sea n el entero més pequeno tal que ne > 1y
sea t; = i/n para todo 0 < ¢ < n. Tenemos entonces una subdivisién del intervalo
[0,1] en intervalos [t;,t;11] tales que |y(t) — v(t;)| < p para todo t € [t;, t;11], con
0<:<n-—1.

Para todo 0 <7 < n — 1 pongamos

(i) — 20
o(t) — 2
Se verifica inmediatamente que |w; — 1| < 1, por lo que w; tiene parte real positiva.

De esta manera, existe un unico angulo 6; tal que w; = \;(cos 6; + i sen 6;), donde
A; > 0. Mas aun, como v es un lazo,

n—1 n—1

tiv1) — tn) — 1) —
le:H’Y( +1) ZO:'Y( ) Z():’y(> ZO:L
i=0 i=0 ti) — 20 Y(to) =20 7(0) — 2o

y el dngulo > 6; es un multiplo de 27. Asi, para toda subdivisién de [0, 1] en inter-
valos [t;,t;41] tal que |w; — 1| < 1, con 0 < ¢ < n — 1, definimos el indice de vy con

respecto a zy por
1
n(v,20) = =5 Z 0;.

Para ver que esta bien definido, tenemos que probar que no depende de la subdi-
visién de [0, 1] en intervalos [t;, t;41] (con |w; — 1] < 1) elegida. Como dos subdivisio-
nes cualesquiera de [0, 1] en intervalos [t;, t;+1] puede ser refinada a una subdivisién
comun, es suficiente probar que este nimero no cambia si remplazamos cualquier
intervalo [t;,t;+1] por los dos intervalos [t;, 7] ¥ [7,t;11]. Entonces, si 6 y 6 son los
angulos asociados a

Y(tiv1) — 20
(1) — 20 7
y
(1) — 20
Y(t:) — 20

tenemos que

0; = 0. + 0 + k2m,
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donde % es un nimero entero. Sin embargo, como —5 < 6; < §, =% < 0; < T,y

—5 < 07 < 7, tenemos que |k| < %, lo que implica que k& = 0, ya que k es entero.
Asi, n(7, zg) esta bien definido.

Proposicién 3.17. Para todo lazo en el plano v : [0,1] — A2, para todo zy que
no estd en la imagen de vy, el indice n(vy, zy) es continuo en el complementario de vy
en A%, y de hecho, constante en cada componente conexa del complementario de 7.
Ademds, tenemos que n(vy, zo) = 0 en la componente no acotada del complementario
de 7.

Demostracion. Usando la misma notacion que antes, sea z|, suficientemente cercano
a 2o de manera que |zo — z(| < py |7(t) — 2| > p para todo t € [0, 1]. Podemos usar
entonces la misma subdivision para definir n(v, zo) y n(y, 2{). Si ponemos

Y(ts) — 2

V; = 3
Y(t:) — 2o

tenemos que |v; — 1| < 1, y al igual que antes, es posible escoger a; = arg(v;) con
—45 < a; < 5. El nuevo argumento 6; estd relacionado con ¢; por la férmula

0; = 6)1 -+ Qi1 — Oy + 1{5277',

de donde tenemos que |k| < 1, y por lo tanto, como k es entero, k = 0. Se sigue
entonces que y .0 = > 6, como queriamos probar.

Veamos ahora que n(7, z9) = 0 en la componente no acotada del complementario
de 7. Sea p > 2 max |y(t)| y supongamos que |zo| > 3p. Entonces, |y(t) — z| > p >
|7(t) —v(0)] para todo t € [0, 1], lo cual quiere decir que n(, zo) puede ser calculado
sin subdividir el intervalo. Tomando to = 0 y t; = 1, tenemos que wg =1y 6y = 0,
por lo que n(v, z9) = 0.

0

Proposicién 3.18. Sean vy : [0,1] — A2 y 75 : [0, 1] — A? dos lazos en el plano
y supongamos que son homotdpicos mediante la homotopia F : [0,1] x [0,1] — AZ.
Si zy es un punto de A* que no estd en la imagen de ninguno de los dos lazos ni de
la homotopia, se tiene que n(y1,20) = n(Yz, 20)-

Demostracién. Supongamos que F : [0,1] x [0,1] — A? es una homotopia entre
My Yo tal que F(t,u) # zy para todo t,u € [0,1]. Podemos encontrar un nimero
real p > 0 y subintervalos [t;, t;11], [uj, u;j+1] tales que |F(t,u) — zo| > py |F(t,u) —
F(t;,uj)] < p para todo t € [t;,t;+1] v para todo u € [uj,ujiq1]. Sean 6;,6! los
argumentos correspondientes a u = u; y u = u;41, respectivamente, y observemos
que podemos escoger
ﬁi _ arg F(tl, Uj+1) — 20
F(tl, Uj) — 20
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de manera que —7 < f; < 7. Tenemos entonces la relacién
0; — 0; = Biy1 — Bi + k2,

y al igual que antes, se tiene que k = 0. Asi, > .0 = >_.6;, de donde deducimos
que el indice no varfa al pasar desde u; hasta u;,. En consecuencia, las curvas que
corresponden a u = 0 y u = 1 tienen el mismo indice.

[]

3.3. El grupo fundamental del plano agujereado

En primer lugar, notemos que el grupo fundamental de A" es trivial. De hecho,
si f y g son dos aplicaciones cualesquiera de un espacio E en A", se tiene que fy g
son homotdépicas pues la aplicacién F'(z,t) = (1 —t)f(z) + tg(z) es una homotopia
entre ellas. Se conoce como homotopia por rectas pues lleva el punto f(z) al punto
g(x) alo largo del segmento de recta que los une.

Sin embargo, el grupo fundamental del plano agujereado es el grupo ciclico infinito
Z., como vamos a ver en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.19. El grupo fundamental del plano agujereado es el grupo ciclico
mfinito 7.

Demostracion. Supongamos que el punto suprimido del plano A? = C es el punto
z =0, y tomemos z = 1 como punto base. Recordemos que la circunferencia unidad
puede ser parametrizada como t — cos t + 7 sen t, y sea a su correspondiente lazo.
Lo primero de todo, notemos que para todo lazo v : [0,1] — A? basado en 1, existe
una homotopia F : [0,1] x [0,1] — A? deformando « en un camino 3 cuya imagen
estd contenida en la circunferencia. Por continuidad uniforme, tal camino 5 puede
ser descompuesto como 3 = 315 ... 3,, donde cada [, o bien no pasa por z =1, o
bien no pasa por z = —1. Ademas, cada [3) puede ser deformado en un arco circular
0 uniendo sus extremos. Para todo 2 < k < n, sea o, uno de los arcos circulares
que van desde z = 1 hasta el punto inicial de 0, y sea o1 = 0,11 = 1. Asi, tenemos
que
72 (016105") - (Gubaozhy),

donde cada arco akékak’il es homotdpico, o bien a «, o bien a ™!, o bien al camino
constante en 1. Por lo tanto, v ~ o, para algin entero m € Z.

Falta probar que o™ no es homotépico al camino constante en 1 para m # 0. Cla-
ramente, se tiene que n(a™,0) = m, y n(1,0) = 0, por lo que usando la Proposicién
se tiene que o™ y el camino constante en 1 no son homotépicos cuando m # 0.
Asi pues, tenemos que las clases de homotopia estan en biyeccién con el conjunto
de los nimeros enteros, tal y como queriamos probar.

]



3.4. EL GRADO DE UNA APLICACION EN EL PLANO 37

Mas adelante definiremos el concepto de orientabilidad de una superficie, para lo
cual necesitamos el concepto de grado de una aplicacién en el plano, y la nocién de
grado de un homeomorfismo con dominio una regién plana.

3.4. El grado de una aplicacion en el plano

Sea ¢ : D — C una funcién continua, donde D es un subconjunto abierto de
C. Decimos que ¢ es reqular en zy € D si existe un abierto V- C D con zy € V tal
que ¢(z) # p(z0) para todo z € V con z # z5. Supongamos que ¢ es regular en zg.
Vamos a definir el grado de ¢ en z.

Sea el disco abierto agujereado {z € V' : |z — 29| < 1} \ {20} contenido en V.
Como ¢ es regular en zg, lleva €2 al plano agujereado ' obtenido quitando el punto
wo = ¢(20). Por otro lado, ¢ induce un homomorfismo ¢, : () — 7 (£'). Por
la Proposicién [3.19) ambos grupos, m1(€2) y m(€'), son isomorfos a Z. Por lo tanto,
podemos determinar quién exactamente el homomorfismo ¢,. Sabemos que m(2)
esta generado por la clase de homotopia de alguna circunferencia « en €2 con centro a,
y que 71 (€2') estd generado por la clase de homotopia de alguna circunferencia 3 en
con centro ¢(a). Si .([a]) = [3%, entonces el homomorfismo ¢, estd completamente
determinado. Si d = 0, entonces 7 (') = 0, y si d # 0, entonces 7 (') es el subgrupo
ciclico infinito generado por la clase de 5. Decimos entonces que d es el grado de
@ en zp, y lo denotamos por d(p).,,. Cabe decir aqui que esta definicién no depende
de la eleccién de a (el centro de la circunferencia «) en €2, y asi, tampoco de €.
Por otro lado, si tenemos una aplicacién v regular en wy = p(zg), entonces ¥ o ¢ es
regular en zy y se verifica que

d(¢ © Sp)zo = d(¢)Wod(¢)z0'

Supongamos ahora que D es una regién (un conjunto abierto conexo) y que ¢ es
un homeomorfismo entre D y (D). Por un teorema de Brouwer (la invariancia del
dominio) resulta que ¢(D) es también abierto, y de esta manera, podemos definir
el grado de la aplicacién inversa ¢~!. Como la aplicacién identidad tiene grado 1,
tenemos que d(p)d(pt) =1, por lo que d(p),, = +1.

De hecho, podemos probar, sin usar el teorema de la invariancia del dominio de
Brouwer, que si ¢(D) tiene interior no vacio, entonces el grado de ¢ es constante en
D.

Proposiciéon 3.20. Dada una region D en el plano, para todo homeomorfismo ¢
entre D y o(D), si (D) tiene interior no vacio, entonces el grado d(y), es constante
para todo z € D, y de hecho, d(yp) = 1.
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Demostracion. Para un zy € D fijo, sean 2, ', a y [ escogidos como al co-
mienzo de esta seccién. Se tiene entonces que ¢,([a]) = [3%¥)] en ) y de es-
ta manera, n(p(a),¢(z0)) = d(¢). Sea z; suficientemente cercano a z, para que
n(a, z1) = n(a,z9) = 1y n(p(a),p(z1)) = n(e(a),p(z)) = d(e). Para definir el
grado en z; usamos un disco agujereado {2; centrado en zj, el plano agujereado €]
y generadores «a y (1. Si z; esta suficientemente cercano, podemos tomar €2; de
manera que contenga a «. Entonces, a ~ a; en €y y p(a) ~ ¢(aq) en 2. Se sigue
que n(p(ar), ¢(z1)) = nlp(a), ¢(=1) = d(v), y por lo tanto, que . ([ar]) = [5;] en
(?}. En consecuencia, el grado en z; es igual que d(¢p), el grado en z,. Por lo tanto,
tenemos que d(y) es constante en un entorno de cada punto, y por lo tanto, en cada
componente de D. Si D es conexo, entonces d(p) es constante en D. Finalmente, si
(D) tiene un punto interior ¢(zp), sea A C ¢(D) un disco abierto conteniendo a
¢(20). Entonces ¢ tiene grado 41 en ¢~1(A), y por lo tanto, en todo D.

0

Cuando d(y) = 1 en la Proposicién [3.20 decimos que ¢ preserva el sentido, y
cuando d(¢) = —1, decimos que ¢ invierte el sentido.

3.5. Orientabilidad de una superficie

Dada una superficie F', diremos que una region V de F' es una region plana si
existe un homeomorfismo h : V. — U de V a un conjunto abierto en el plano U.
Gracias a la Proposicién [3.20, dados dos homeomorfismos hy, hy : V' — U, o bien
d(hy o hy') =1, o bien d(hy o h;') = —1. Diremos que h; y hy son equivalentes si
la aplicacién hy o hy ' tiene grado 1, es decir, preserva el sentido. Ademas, si h es
la aplicacién conjugada de h (es decir, h(z) = h(z) para todo z € V), se tiene que
d(ho F) = —1, por lo que h y h estén en diferentes clases.

Asf pues, si V es una regién plana, la eleccién de h o h constituye una orientacion
de V. Por restriccion, una orientacion de V' induce una orientacién de cualquier
subregién W de V. Si V; y V5 son dos regiones planas con una orientacion escogida
para cada una de ellas, diremos que tales orientaciones son compatibles si ambas
inducen la misma orientacién para todas las subregiones comunes a Vj y V5.

Definicién 3.21. Diremos que una superficie F' es oritentable si es posible asignar
una orientacion a todas las regiones planas de manera que las orientaciones de todas
las regiones que se cortan son compatibles.

La orientabilidad se preserva por homemorfismos. Por lo tanto, hay dos clases de
superficies, las superficies orientables y las superficies no orientables. Ademas, cada
superficie orientable admite dos orientaciones.
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3.6. Superficies con frontera

En esta seccion vamos a extender el concepto que tenemos de superficie a una
clase més general, las superficies con frontera. En lo que sigue, denotaremos por H™
el subconjunto de los puntos de R™ con su tltima coordenada no negativa, es decir,

H™ = {(z1,...,2m)|z; € R, 2, > 0}.

Definicién 3.22. Param > 1, una variedad (topoldgica) m-dimensional con
frontera es un espacio topologico M que es Hausdorff y que satisface el sequndo
arioma de numerabilidad, junto con un cubrimiento por abiertos (U;)icr y una fa-
milia (p;)ie;r de homeomorfismos ¢; : Uy — €, donde cada €; es un subconjunto
abierto de H™ en la topologia del subespacio.

Definicién 3.23. En las condiciones de la definicion anterior, cada par (Us, ;)
es llamado un sistema de coordenadas, o carta, de M. Cada homeomorfismo
w; : Up —> §; es llamado un mapa de coordenadas, y su inversa gpi_l :Q, — U
es llamada una parametrizacion de U;. La familia (Us, ;)ier €s llamada un atlas
para M.

Definicién 3.24. Una superficie (topolégica) con frontera es una variedad
2-dimensional con frontera y conexa.

Notemos que una variedad m-dimensional es también una variedad m-dimensional
con frontera.

Si ;@ Ug — €); es un homeomorfismo, siendo €); un conjunto abierto en la
topologia del subespacio H™, un punto p € U; puede ser llevado dentro de R™ ' xR, ,
o dentro de la “frontera” R™! x {0} de H™. Poniendo 0H™ = R™! x {0}, se puede
demostrar usando homologia que si algin mapa de coordenadas ¢ definido en p
lleva p dentro de OH™, entonces todo sistema de coordenadas 1 definido en p lleva
p dentro de OH™.

Asi, M es la unién disjunta de dos conjuntos, OM e Int M, donde OM es el
subconjunto que consiste en todos los puntos p € M que son llevados por algin
(de hecho todos) mapa de coordenadas ¢ definido en p dentro de JH™, y donde Int
M = M\ OM. El conjunto OM es llamado la frontera de M, y el conjunto Int M
es llamado el interior de M. Un ejemplo de superficie con frontera es la conocida
banda de Mobius, cuya frontera es una circunferencia.

La frontera OM de M puede ser vacia, pero el interior Int M no es vacio. Ademsés,
se puede demostrar usando homologia que el entero m es tnico. Se tiene también
que OM es cerrado, mientras que Int M es abierto, y donde ademas 0M es una
(m — 1)-variedad.
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En el caso particular de que m = 2, la frontera M es una unién de caminos
homeomorfos o bien a circunferencias o bien a segmentos abiertos. En este caso, si
M es conexo pero no una superficie, se tiene que M es la clausura topoldgica de Int
M. Ademas, el Int M es conexo, y por tanto, una superficie. En efecto, si esto no
se cumpliera, podriamos escribir Int M = M; U M, para dos conjuntos no vacios y
disjuntos M; y Ms. Pero entonces, tenemos que M = M;UM,, v como M es conexo,
hay algtin a € OM también en M;N M, # (). Sin embargo, existe un conjunto abierto
V' que contiene a a cuya intersecciéon con M es homeomorfa a un semidisco abierto,
y por lo tanto, conexa. Tenemos entonces que

VM= (VnM)U(VnNM),

con VN M,y VN M, abiertos en V', contradiciendo el hecho de que VN M es conexo.
Por lo tanto, Int M es una superficie.

Cuando la frontera OM de una superficie con frontera M es vacia, M es una super-
ficie. Normalmente, cuando nos refiramos a una superficie con frontera, estaremos
suponiendo que esta es no vacia. En otro caso solo diremos que es una superficie.

Una superficie con frontera M es orientable si, y solo si, su interior Int M es
orientable. Ademas, se puede probar que una orientacién de Int M induce una
orientacion de la frontera M. Las componentes conexas de la frontera M son
llamadas contornos.

El concepto de triangulacion de una superficie con frontera es idéntico al concepto
definido para una superficie en la Definicion [2.11} y también se cumple la Proposicion
Sin embargo, necesitamos hacer un pequeno cambio en la Proposicién [2.13]

Proposicién 3.25. Un complejo 2-dimensional K = (V,3) es una triangulacion
o: % — 2M de la superficie con frontera M = K, tal que o(s) = s, para todo
s € X si, y solo si, se verifican las siguientes propiedades:

1. Toda arista a tal que ay contiene algin punto en el interior Int M de M
estd contenida en exactamente dos tridngulos A. Toda arista a tal que ag
estd dentro de la frontera OM de M estd contenida en exactamente un tridngu-
lo A. La frontera OM de M consiste en aquellos a, que pertenecen a un solo
Agy. Un vértice en la frontera o una arista en la frontera es un simplice o tal
que oy € OM.

2. Para todo vértice a que no esté en la frontera, las aristas a y los tridngulos A
que contienen a o pueden ser ordenados como una Secuencia ciclica

alaA17a27A27 cee aAm—laamyAm

de manera que a; = A;_1 N A; para todo 2 < 1 < m, ya; = A, N A, con
m > 3.
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3. Para todo vértice a que esté en la frontera, las aristas a y los triangulos A que
contienen a « pueden ser ordenados como una Secuencia

CLl,Al,CLQ,AQ, o ;Amflaavan%aerl

de manera que a; = A;_1 N A; para todo 2 < 1 < m, donde ay y Qi1 SON
vértices que estan en la frontera y que solo estdn contenidos en A y A,
respectivamente.

4. K es conexo, es decir, no se puede escribir como la union de dos complejos
disjuntos no vacios.

La demostracién de la Proposicién puede consultarse en [4].

Un complejo 2-dimensional satisfaciendo las condiciones de la proposicion [3.25
serd también llamado un complejo 2-dimensional con frontera triangulado y su
realizacién geométrica serd llamada un poliedro con frontera. Asi, los complejos 2-
dimensionales con frontera triangulados son los complejos que corresponden a su-
perficies compactas con frontera trianguladas. Incluso, se puede demostrar que toda
superficie compacta con frontera admite alguna triangulacion, y asi, la clase de las
realizaciones geométricas de los complejos 2-dimensionales con frontera triangulados
es la clase de todas las superficies compactas con frontera.






Capitulo 4

Grupos de homologia

Vamos a dar ahora una breve presentacion sobre los grupos de homologia, para
lo cual necesitamos hacer un pequeno repaso sobre grupos abelianos finitamente
generados.

4.1. Grupos abelianos finitamente generados

Dado un espacio topoldogico X, existen varios invariantes topolégicos asociados a
este, como su grupo fundamental ya estudiado y su familia de grupos de homologia.
Una de las ventajas que tienen los grupos de homologia es que son grupos abelia-
nos, y en el caso de los complejos simpliciales finitos, grupos abelianos finitamente
generados. Afortunadamente, la estructura de los grupos abelianos finitos es muy
conocida, lo cual podemos usar para entender mejor la estructura de los poliedros
en términos de su homologia. Vamos a empezar recordando el teorema de estructura
para grupos abelianos finitamente generados, para lo cual vamos a hacer primero un
pequeno repaso de conceptos de la teoria de grupos.

Diremos que un grupo G es abeliano si la operacién (que denotaremos por +)
es conmutativa. Denotaremos el elemento neutro por 0 y el inverso de un elemento
a € G por —a. Dado un niimero natural n € N, denotamos a

a+...+a
—_——

n

por na, y definimos (—n)a por n(—a) (donde Oa = 0). Con esta notacién, tiene
sentido escribir sumas del tipo ) n;a; para elementos a; € G y nimeros enteros
n; € Z. Dado un grupo abeliano G y una familia A = (a;);es, donde los elementos
a; € G para todo j € J, decimos que G esta generado por A si todo elemento a € G
se puede expresar de la forma

a = Z niQq,

43
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para algtin subconjunto finito I de J y algunos ntimeros enteros n; € Z. Si J es
finito, decimos que G esta finitamente generado por A.

Si todo elemento a € G admite una tnica expresién del tipo a = ., na;,
decimos que G esta libremente generado por A, y decimos que A es una base de G.
Tenemos que se cumple lo siguiente: Si G' es un grupo abeliano libre generado por
A = (aj)jes, para todo grupo abelino H, para toda funcién f: A — H, existe un

tinico homomorfismo f : G — H tal que f(aj) = f(a;) para todo j € J.

Se puede demostrar también que si G es un grupo abeliano libre, el cardinal de
todas las bases de GG es el mismo, y es lo que se conoce por dimension de G.

Dada una familia A = (a;) e, un grupo abeliano libre generado por A se construye
como sigue: Consideremos el conjunto F/(A) de todas las funciones ¢ : A — Z tales
que p(a) # 0 para solamente un nimero finito de elementos a € A. Definimos una
operaciéon + en F'(A) entre dos funciones ¢ y ¥, ¢ + ¢, como la funcién dada por
(p+1)(a) = p(a) +1(a) para todo a € A. Claramente, F(A) es un grupo abeliano
y si identificamos cada elemento a; con la funcién ¢; : A — Z tal que p;(a;) =1
y ¢j(a;) = 0 para todo ¢ # j, esta claro que F(A) estd libremente generado por
A. También esté claro que toda funcién ¢ € F(A) puede ser expresada de manera

Unica como
v = Z ni®i,
iel
para algin subconjunto finito I de J tal que n; = ¢(a;) # 0. Para simplificar
notacion, escribimos ¢ como
@ = Z n;a;.

iel

Dado un grupo abeliano G, decimos que un elemento a € G tiene orden finito si
existe un nimero natural n # 0 tal que na = 0. El menor ntimero natural n # 0 con
esta propiedad es llamado el orden de a. El subconjunto T" de G formado por todos
los elementos de orden finito es un subgrupo de G, llamado el subgrupo de torsion
de G. Cuando T = {0}, decimos que G es libre de torsion. Cabe decir aqui que no
todo grupo abeliano libre de torsion es libre. Por ejemplo, el grupo Q de los niimeros
racionales junto con la operacion + es libre de torsion, pero no es libre.

Claramente, la aplicacién (n,a) — na de Z x G a G satisface las propiedades
(m +n)a = ma+ na,

m(a + b) = ma + mb,

(mn)a = m(na),
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la = a,

por lo que tenemos que GG es un Z-modulo.

Dado un grupo abeliano G y subgrupos Hy,..., H, de G, definimos la suma
(interna)

H +---+H,

de los H; como el grupo abeliano consistente en todas las sumas de la forma a;+- - -+
a,, donde a; € H;. Si ademds se cumple que G = H+---+H, y Hlﬂ(z#i H;) = {0}
para todo i, decimos que G es la suma directa de los H;, y lo denotamos por

G=H & ---®H,.

Cuando Hy = --- = H, = H, escribimos H @& --- & H como H". El rango de un
grupo abeliano es el maximo de los tamanos de familias linealmente independientes

en G.

Dada una familia (G;);cr de grupos abelianos, definimos la suma directa (externa)
de los G, que denotamos por €, ; G;, como el conjunto de todas las funciones
f 1 — U, Gi tales que f(i) € G; para todo i € I con f(i) = 0 para casi todo
i € 1. Un elemento f € @,.; G; es normalmente denotado por (f;)icr. Dadas dos
funciones f = (f)ies v 9 = (g1)ier en @, Gi, definimos (f + g) por

(f+9)i=fi+ 9,

para todo i € I. Se tiene que €,.; G; es un grupo abeliano. Para todo i € I, existe
un homomorfismo inyectivo in; : G; — @,.; Gi, definido de manera que para todo
r € Gy, ini(x)(i) = x y ing(x)(j) = 0 si, y solo si, j # 1. Si G = P,.; G; es una
suma directa externa, se verifica que G = €, ., in;(G;) como suma directa interna.
Para simplificar notacién, a menudo identificaremos in;(G;) con G;.

Podemos enunciar ya el siguiente resultado, que constituye una herramienta esen-
cial para estudiar la estructura de los grupos abelianos finitamente generados.

Proposicién 4.1. Sea G un grupo abeliano libre finitamente generado por los ele-
mentos (ay,...,a,) y sea H cualquier subgrupo de G. Entonces, H es un grupo
abeliano libre y existe una base (ey, ..., e,) de G, un nimero ¢ < n, y nimeros na-
turales positivos ny, ..., n,, tales que (niey,...,n.e,) es una base de H y n; divide
aniiq para todo 1 < i < q— 1.
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Usando la Proposicion podemos demostrar el siguiente resultado:

Proposicién 4.2. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces, eziste
un numero natural m > 0 y nimeros naturales positivos ny, ...,ny tales que G es
isomorfo a la suma directa

Z"DL/ML S - & L/n,Z,

y donde n; divide a n;y1 para todo 1 <1< q— 1.

Observemos que Z/mZ @& - - - & Z/n,Z es el subgrupo de torsién de G. Asi, como
corolario de la Proposicién [4.2] obtenemos que todo grupo abeliano finitamente
generado GG es una suma directa G = Z™ @ T, donde T es el subgrupo de torsion de
G y Z™ es el grupo abeliano libre de dimensién m. Se verifica que m es el rango de
G, al que también se le llama numero de Betti. Se puede demostrar también que el
nimero ¢ y los nimeros n; solo dependen de G.

El siguiente resultado nos sera util para calcular los grupos de homologia de
poliedros. En lo que sigue, denotaremos el rango de un grupo abeliano G como

r(G).

Proposicién 4.3. Si

0—E-LF 9% ag—o0

es una sucesion exacta corta de homomorfismos de grupos abelianos (es decir, que se
cumple que Im f = Ker g, con finyectiva y g suprayectiva) y F tiene rango finito,
entonces r(F) = r(E) 4+ r(GQ). En particular, si G es un grupo abeliano de rango
finito y H es un subgrupo de G, entonces r(G) =r(H)+r(G/H).

4.2. Homologia simplicial y singular

En esta seccién vamos a estudiar brevemente dos tipos de homologia, la homologia
simplicial y la homologia singular, aunque nos centraremos mas en la primera de
ellas.

Sea K = (V,X) un complejo. La esencia de la homologia simplicial es asociar
ciertos grupos abelianos H,(K) a K. Esto se hace definiendo primero unos grupos
abelianos libres C,(K), cuyos elementos son p-simplices orientados. Uno de los prin-
cipales ingredientes es que a todo p-simplice orientado ¢ se le puede asignar una
frontera O,0. Técnicamente, esto se consigue definiendo homomorfismos

8, : Co(K) — Cy_y(K)
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con la propiedad de que 0,-1 0 9, = 0. Si denotamos por Z,(K) el nicleo de 9, y
Bp(K) = Op+1 (Cp—l-l(K))

la imagen de 0,41 en C,(K), como 0, 0 0,41 = 0, el grupo B,(K) es un subgrupo
del grupo Z,(K), y definimos el grupo de homologia H,(K) como el grupo cociente

Hp(K> = Zp(K>/Bp(K)~

Lo que hace interesante a los grupos de homologia de los complejos es el hecho
de que estos solo dependen de la realizacién geométrica K, del complejo K, aunque
aqui no lo demostraremos.

El primer paso es definir simplices orientados. Dado un complejo K = (V, %), re-
cordemos que un n-simplice es un subconjunto o = {«y, ..., «,} de V que pertenece
a la familia .. Como el subconjunto ¢ consta de n+1 elementos, podemos ordenarlos
de (n+1)! maneras diferentes, o lo que es lo mismo, podemos dar (n+1)! biyecciones

distintas s : {1,2,...,n+ 1} — 0. Vamos a definir una relacién de equivalencia en
este conjunto de biyecciones diciendo que dos aplicaciones s; : {1,2,...,n+1} — o
v sy :{1,2,...,n+1} — o son equivalentes si, y solo si, 7 = s, 051 es una permu-

tacién de signo par (es decir, 7 es el producto de un nimero par de transposiciones).

Las dos clases de equivalencia asociadas a o son llamadas simplices orientados, y si
o={ap,...,a,}, denotamos la clase de equivalencia de la biyeccién s : {1,2,...,n+
1} — o por [s(1),...,s(n+1)]. También decimos que las dos clases de equivalencia
asociadas a o son las orientaciones de o. Se dice que dos simplices orientados o
y 09 tienen orientacion opuesta si son las dos clases de equivalencia asociadas a
algin simplice . Dado un simplice orientado o, denotamos el simplice orientado
con orientacién opuesta por —o, con el convenio de que —(—o) = 0.

Por ejemplo, si 0 = {ag, a1, as} es un 2-simplice (un tridngulo), hay seis secuencias
ordenadas. Las secuencias (as, ai, ag), (ai, ag,as), v (ag, az,a;) son equivalentes, al
igual que también lo son las secuencias (ag, a1, as), {(ai,as,ap) v (az,ag,a1). Asi,
tenemos los dos simplices orientados [ag, a1, as] ¥y [as, a1, agl.

Definicién 4.4. Dado un complejo K = (V, %), una p-cadena en K es una funcion
¢ del conjunto de los p-simplices orientados a Z tal que ¢(—o) = —c(o) para todo
p-simplice o € 3.

Definimos la suma de dos p-cadenas ¢; y ¢ como la p-cadena ¢y + co tal que
(c1 + ¢2)(0) = c1(0) + co(0) para todo p-simplice orientado o. El grupo de las p-
cadenas lo denotamos por C,(K). Sip < 0 o p > dim(K), establecemos C,(K) =

{0}.
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Asociado a todo p-simplice orientado o existe una p-cadena elemental c, definida
de manera que

¢(—o) = —1, donde —o es la orientacién opuesta de o, y

c(0’) = 0 para todo simplice orientado ¢’ distinto de o.

A menudo denotaremos la p-cadena elemental asociada al p-simplice orientado o
también por o. Se cumple lo siguiente:

Proposicién 4.5. Para todo complejo K = (V. X), para todo p, el grupo C,(K) es
un grupo abeliano libre. Para toda eleccion de una orientacion para todo p-simplice,
las correspondientes cadenas elementales forman una base para C,(K).

La proposicién nos muestra que si hay m, p-simplices en K, entonces C,(K) =
7™ . Como consecuencia también de esta proposicion tenemos que para todo grupo
abeliano G' y toda aplicacién f que lleva los p-simplices orientados de un complejo
K a Gy tal que f(—0) = —f(0) para todo p-simplice orientado o, existe un tinico
homomorfismo f : Cp(K) — G extendiendo f.

Observacion 4.6. Una vez visto esto, es natural preguntarse qué significa que la
aplicacion f : C,(K) — G extiende f. La respuesta es la siguiente:

1. f(¢) = f(o) si, y solo si, ¢ es la cadena elemental asociada al p-simplice o.

2. Si ¢ no es una cadena elemental asociada a ningun p-simplice o, entonces c
se puede escribir como suma de cadenas elementales asociadas a p-simplices,
pues estas forman una base, y basta aplicar lo anterior.

Vamos a definir ahora las aplicaciones frontera d, : C,,(K) — C,_1(K).

Definicién 4.7. Dado un complejo K = (V, X)), para todo p-simplice orientado
o= |ag,...,q),

definimos la frontera de o, 0,0, por

P
8p0’ = Z(—l)z[ao, ce 7di7 e ,ap],
i=0
donde [, ..., 04, ..., denota el (p — 1)-simplice orientado obtenido quitando el

vértice o.
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Se verifica claramente que 0,(—0) = —0,0 para todo p-simplice orientado o, por lo
que aplicando el comentario hecho después de la Proposicion (con G = Cp_1(K)
y f = 0,), podemos extender 0, a C,(K).

Definicién 4.8. Se define la aplicacion frontera, 0, : C,(K) — C,_1(K), como
el inico homomorfismo que extiende 0, a C,(K). Parap <0, 0, es el homomorfismo
nulo.

Veamos ahora algunos ejemplos:

Si o = [ag, ay], entonces
(910' = X1 — (.

Si o = [ag, o, ], entonces

Oh0 = [a, ag] — [, o] + [, a] = [y, aa] + v, ] + [avg, 1]
Si o = [ag, oy, g, (i3], entonces

O30 = [aq, ag, az] — [, g, as] + [ag, ag, as] — [ag, g, as).
Por otro lado,
Si o es la cadena o = [ag, a1] + a1, as] + [z, a3] mostrada en la Figura 1.1,
010 = 01, o]+ 01 [aq, ae] 4+ 01 [, a3 = a1 —a+ s —oq +ag—an = a3 —ap.

Si o es el ciclo 0 = |ag, a1] + [a1, as] + [a2, ag] mostrado en la Figura[.1p,

010 = 01w, aa] + O1]ou, ao] + 01, o] = a1 — g + a2 — g + g — ay = 0.

7 05 g,

) itq (tg g

Figura 4.1: lustracién extraida de [4] (p. 60). (a) Una cadena con frontera az — ay.
(b) Una cadena con frontera 0.
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Proposicién 4.9. Para todo complejo K = (V,X), para todo p, se tiene que Op_; o
0, =0.

Demostracion. Para cualquier p-simplice orientado o = [ay, . .., o), tenemos que

(Op-100p)(0) = 0p-1(0,0)

= Op1 (O (=100, .- Gy o))

=0

= 0.

Teniendo en cuenta que 0, : Cp(K) — C,_;(K) es el tunico homomorfismo
extendiendo la aplicaciéon 0, que actia sobre p-simplices orientados a C,(K), se
tiene el resultado.

O

Como consecuencia de la Proposicién tenemos que la imagen 0,4 1(Cpi1(K))
de la aplicacién dpy1 @ Cpy1(K) — Cp(K) es un subgrupo del niicleo 9;7(0) de la
aplicacion 0, : C,(K) — Cp—1(K).

Definicién 4.10. Dado un complejo K = (V, X)), el nicleo, 81,_1(0), del homomorfis-
mo 0y : Cp(K) — Cy_1(K) es denotado por Z,(K) y a sus elementos se les llama
p-ciclos. La imagen, 0p1(Cpi1(K)), del homomorfismo Opiq : Cpi1(K) — Cp(K)
es denotada por B,(K) y a sus elementos se les llama p-fronteras.

Definicién 4.11. Se define el p-ésimo grupo de homologia, H,(K), como el
grupo cociente

HP(K) = Zp(K>/Bp(K)-

Definicién 4.12. Dos p-cadenas, ¢ y ¢, se dice que son homdlogas si existe alguna
(p+ 1)-cadena, d, tal que ¢ = ¢ + J,11d.

A menudo omitiremos el subindice p de J,.

Ejemplo 4.13. Vamos a calcular los grupos de homologia Hy(K) y Hy(K) del com-
plejo K mostrado en la Figura[4.3.
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U3

J

vy

Figura 4.2:

Vg

Un complejo de dimension 2.

o1

Este complejo consiste en los tres vértices vy, v, vs, las tres aristas orientadas
a = v, 0], b= [vg,v3], ¢ = [vs,v1], y el triangulo orientado A = [vy, va, v3].

Claramente, Hy(K) = Z, pues cualquier par de vértices estin conectados por una
1-cadena (la arista que los une). Por lo tanto, Hy(K) estd generado por la clase de
equivalencia de cualquier vértice,

Por definicion, Hi(K) = Zy(K)/By(K), donde Z,(K) = Ker 0, y Bi1(K)

Im 82.

Por un lado, se tiene que

B (K)

Por otro lado, se tiene que

ZI(K) = Ker 81

{nla + nzb + nsc

= {nja+ ngb+ nsc

{nla + ngb + nsc
= {n(a+b+c):n

{nia + nsb + nzc :

y ast, Hy(K) = Z.

Im 0,
= 0y(Ca(K))
{02(nA) :n € Z}
{noy(A) :n € Z}
= {nla+b+c):nelZ}

: O1(ny1a + nab + nge) = 0}

:n1(vg —v1) + no(vs — v9) + ng(vy —v3) =0}
(ns — n)vr + (n1 — na)va + (N2 — nz)us = 0}
‘np=mng=ng=n¢c L}

€7}
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Por lo tanto, B1(K) = Z,(K), de donde tenemos que H\(K) = Z,(K)/By(K) =
0.

Ejemplo 4.14. Vamos a calcular los grupos de homologia Ho(K) y H1(K) del com-
plejo K mostrado en la Figura[4.3.

Figura 4.3: Ilustracion extraida de [4] (p. 61). Un complejo de dimension 1.

Este complejo consiste en los seis vértices vy, vy, U3, Uy, Vs, Vg Y las ocho aristas
orientadas a1 = [vo,v1], as = [v1,v4], b1 = [v2,v3], Do = [vs3,04], &1 = [v2, 03],
Cy = [U5,U4], d1 = [UQ,’UG], dg = [U6,1)4].

Como K es conexo, dados dos vértices cualesquiera, u yu' de K, existe un camino
. !/
T = [u,ur] + [ug, ue] + ... + [ty_1,u]
uniendo u con u', donde cada u; es un vértice de K. Claramente, se tiene que
/
a1 (W) =u —1u,

por lo que u y u' son homdlogos. En consecuencia, cualquier 0-cadena »  n;v; es
homdloga a (> n;)vy, lo que demuestra que

Ho(K) = 7.
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Por otro lado, se tiene que los 1-ciclos a1 + ay — by — by, by + by — ¢ — o ¥
¢1 + co — dy — dy forman una base de Z,(K), pues son independientes y cualquier
1-ciclo se puede escribir como combinacion lineal de ellos, por lo que

H{(K)=Ker 0,/Im 0y = Ker 0, = ZO L & L.

Como los complejos K = (V, X)) que aqui consideramos son todos finitos, se tiene
que cada grupo C,(K) es libre y finitamente generado, por lo que los grupos de
homologia H,(K) son también finitamente generados.

Llegados a este punto queremos estudiar los grupos de homologia de realizaciones
geométricas de complejos, y en particular, superficies compactas. Sin embargo, hasta
ahora no hemos definido los grupos de homologia para espacios topologicos.

Es posible definir grupos de homologia para espacios topolégicos arbitrarios usan-
do lo que se conoce como homologia singular. Se puede demostrar, aunque no
facilmente, que los grupos de homologia de un espacio X, el cual es la realiza-
cion geométrica de algin complejo K, son independientes del complejo K tal que
X = K, e iguales a los grupos de homologia de cualquiera de tales complejos.

La idea que hay detras de la homologia singular es definir la nocién de n-simplice
asociado a un espacio topolégico X. Recordemos que dado cualquier conjunto I, el
espacio vectorial RU) libremente generado por I estd definido como un subconjunto
del producto cartesiano R’ consistente en las familias (X\i)ier de elementos de R con
soporte finito (donde R’ denota el conjunto de todas las funciones de I en R). En
el caso particular I = N, obtenemos un espacio vectorial de dimensién finita, RM,
cuyos elementos son las sucesiones (\;);eny de nimeros reales tales que \; = 0 para
casi todo i € N. Para cualquier nimero natural i € N, sea e; el elemento de R
tal que €;(i) = 1 y e;(j) = 0 para todo j # i, es decir, e; es la sucesién de nimeros
reales que tiene un 1 en la posicion i-ésima y 0 en el resto. Para cualquier p € N, sea
A, el p-simplice generado por ey, ..., e,, esto es, el subconjunto de RM™ que consiste
en todos los puntos de la forma

zp:/\,-ei, con zp:)\i =1,y X\ >0.
i=0 i=0

Llamamos a A, el p-simplice candnico. Notemos que A,_; es una cara de A,,.

Definicién 4.15. Dado un espacio topologico X, un p-simplice singular es cual-
quier aplicacion contina T : A, — X. El grupo abeliano libre generado por los
p-simplices singulares es llamado el p-ésimo grupo cadena singular y se denota

por Sp(X).



54 CAPITULO 4. GRUPOS DE HOMOLOGIA

Dados p+ 1 puntos ay, ..., a, en R®M | existe una tnica aplicacién afin f : A, —
R®M tal que f(e;) = a; para todo 0 < i < p, a saber, la aplicacién tal que

P P
f(z )\iei) = Z iy,
i=0 i=0

para todo \; tal que Y 7 A, = 1y A; > 0. Esta aplicacién es llamada el simplice
singular afin determinado por ay, ..., a, y se denota por I(ay, . . ., a,). En particular,
la aplicaciéon

leg, ... 6. €p),

donde el gorro sobre e; significa que e; es omitido, es una aplicacién de A,_; a una
cara de A, que podemos considerar como una aplicacién de A,_; a A,, aunque en
realidad va de A, ; a RN . A esta aplicacién se le llama la i-ésima cara de A,,.

Por lo tanto, si T' : A, — X es un p-simplice singular, podemos formar la
aplicacion
TOl(@(),...,éZ‘,...,@p) : Ap—l — X,

la cual es un (p — 1)-simplice singular, pues la composicién de dos aplicaciones
continuas es continua. Podemos pensar en esta aplicacion como la i-ésima cara de
T'. De hecho, para p = 1, un p-simplice singular T": A, — X puede ser visto como
una curva en X, cuyas caras son sus dos puntos finales. Para p = 2, un p-simplice
singular 7' : A, — X puede ser visto como un trozo de superficie triangular en
X, cuyas caras son las tres curvas frontera. Para p = 3, un p-simplice singular
T : A, — X puede ser visto como un tetraedro en X, cuyas caras son los cuatro
trozos de superficie en la frontera.

Definicién 4.16. Dado un espacio topologico X, para todo p-simplice singular T :
A, — X, definimos la frontera de T, 0,1, como

P

0T =Y (—1)'Tol(eq,....é,... e).

1=0

Definicién 4.17. Se define la aplicacion frontera, 0, : S,(X) — S,-1(X),
como el unico homomorfismo que extiende 0, a Sy(X). Para p <0, 0, es el homo-
morfismo nulo.

Definicién 4.18. Dada una aplicacion continua f : X — Y entre dos espacios
topoldgicos, X e Y, definimos el homomorfismo fu, : Sp(X) — S,(Y) por

fup(T) = foT,

para todo p-simplice singular T : A, — X.
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Proposicion 4.19. Para toda aplicacion continua f : X — Y entre dos espacios
topoldgicos X eY, las aplicaciones fu, y 0, conmutan para todo p, es decir,

tal y como se muestra en el siguiente diagrama:

Sy(X) —£2s 8,(Y)

o J

f ,p—1
Sp1(X) 5 S, (Y)

Se cumple también que 0,_1 0 0, = 0.

Demostracion. Para cualquier p-simplice singular 7' : A, — X se tiene, por un
lado, que

p

Opfyp(T) = 0p(foT) =D (=1)'(foT)olleo, . 6. . 6p),
i=0
y por otro lado que
Fao1(0,T) = (=1)'f o (T olleq, ... ... 6p)).
i=0

Como la composicion de aplicaciones es asociativa, tenemos la igualdad.

Veamos ahora que 0,_1 0 d, = 0. En primer lugar, tenemos que

Ol(ag,...,a,) = Z(—l)il(ao, coyap)ol(eg, ... €y ep)

= Y (-D'lag,. ... di...,a),
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ya que la composicion de aplicaciones afines es afin. Asi, al igual que hicimos en la
Proposicién [4.9] se tiene que

Op10pl(ag, ... ap) = (D _(=1)'lao, ..., di,. .., ap))

= (_1)Z(_1>]l(a0) y Qs 7dz> ,ap)
i=0 j=0
p P
+ (_1)1(_1)j_1l(a07 y i, 7aAj> aap)
i=0 j=it+1
= 0.
Teniendo en cuenta que (e, ..., e,) es simplemente la inclusién de A, en RM),

se tiene claramente que
Op10,T = Op10y(Te(I(e0, - - -, €p))),

por lo que, como 0 conmuta con T, tal y como hemos probado mas arriba, tenemos
que

8p_18pT = 8p_1ap(T#(l<€0, . ,Gp))) = T#(ﬁp_lﬁpl(eg, e ,€p)) = T#(O) = 0,

tal y como queriamos probar.

]

Como consecuencia de la Proposicion tenemos que la imagen 0,41 (Sp+1(X))
de la aplicacién Jpy1 @ Spy1(X) — Sp(X) es un subgrupo del nicleo d,(0) de la
aplicacién 0, : Sy(X) — Sp—1(X).

Definicién 4.20. Dado un espacio topologico X, el nicleo, 8;1(0), del homomor-
fismo 0, : S,(X) — S,—1(X) es denotado por Z,(X) y a sus elementos se les
llama p-ciclos singulares. La imagen, 0pi1(Sp+1(X)), del homomorfismo Opiq :
Sp+1(X) — Sp(X) es denotada por B,(X) y a sus elementos se les llama p-
fronteras singulares.

Definicién 4.21. El p-ésimo grupo de homologia singular, H,(X), es el grupo
cociente
Hp(X) = ZP<X)/BP(X)‘
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Si f: X — Y es una aplicacién continua, el hecho de que

Opo fap = J#p-1°0p

nos permite definir homomorfismos f., : H,(X) — H,(Y") que cumplen la propie-
dad de que

(g © f)*,p = Gxp © f*,pa

y donde ademas, Id,, : H,(X) — H,(X) es el homomorfismo identidad cuando Id :
X — X es la aplicacion identidad. Como corolario obtenemos que si f : X — Y
es un homeomorfismo de espacios topolégicos, entonces cada f, ,, 1 Hy(X) — Hp(Y)
es un isomorfismo de grupos, por lo que tenemos que los grupos de homologia son
un invariante topolégico. Por lo tanto, para ver que dos espacios topoldgicos no son
homeomorfos basta con comprobar que sus grupos de homologia, H,(X) y Hy(Y),
no son isomorfos para algin p, al igual que ocurria con el grupo fundamental.

Se puede probar que Hy(X) es un grupo abeliano libre, y que si (X;);es es la
familia formada por las componentes conexas por caminos de X, entonces Hy(X)
es isomorfo a la suma directa €, ; Z. En particular, si X es conexo por caminos,
entonces Hy(X) = Z. El siguiente resultado, que aqui no demostraremos, muestra
la relacion que existe entre la homologia singular y la homologia simplicial.

Teorema 4.22. Dado cualquier politopo X, si X = K,

= K’ es la realizacion
9 g
geométrica de dos complejos K y K', entonces

para todo p > 0.

Por lo tanto, H,(X) estd finitamente generado para todo p > 0. Si K tiene
dimensién m, entonces H,(X) = 0 para p > m, y se puede demostrar que H,,(X)
es un grupo abeliano libre.

Pasamos ahora a estudiar la caracteristica de Euler-Poincaré, otro invariante de
los complejos finitos, que son los que aqui nos interesan.

Definicién 4.23. Dado un complejo finito, K = (V,X), de dimension m, sea m,, el
numero de p-simplices en K. Definimos la caracteristica de FEuler-Poincaré,
X(K), de K como

X(E) =) (=1)m,.

p=0
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Se cumple lo siguiente:

Teorema 4.24. Dado un complejo finito, K = (V,X), de dimensién m, se tiene
que

X(E) =) (~1)r(Hy(K)),

donde r(H,(K)) es el nimero de Betti (o rango) de H,(K).

Demostracion. Sabemos que C,(K') es un grupo libre de rango m,. Como H,(K) =
Z,(K)/B,(K), usando la Proposicién |4.3| tenemos que

r(Hy(K)) = r(2,(K)) = r(By(K)).
Como tenemos una sucesion exacta corta
0 — Z,(K) — C,(K) 2 B, (K) — 0,
usando de nuevo la Proposicién tenemos que
r(Cp(K)) =my = 1(Zy(K)) + r(Bp-1(K)).

Asi,

= D (CW(ZE)) + 3 (1P r(Byaa (K))

X(E) = Y (=1Pr(Zy(K)) + Y (=) r(By(K))
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Una consecuencia importante que se obtiene juntando los dos teoremas anteriores
es que la caracteristica de Euler-Poincaré de un complejo finito K de dimensiéon m
solo depende de la realizacion geométrica K, de K, ya que solo depende de los grupos
de homologia, H,(K) = H,(K,), del politopo K,. Por lo tanto, dos complejos K
y K’ con la misma realizacién geométrica tienen la misma caracteristica de Euler-
Poincaré, es decir, la caracteristica de Euler-Poincaré es un invariante de todos
los complejos finitos correspondientes al mismo politopo, X = K,. Podemos decir
entonces que esta es la caracteristica de Euler-Poincaré del politopo X = K, y la
denotamos por x(X). En particular, esto es cierto para superficies que admiten una
triangulacién, y como veremos enseguida, la caracteristica de Euler-Poincaré juega
un papel muy importante en la clasificacion de superficies compactas. En este caso,
X(K) = mg—mq +msz, donde myg es el nimero de vértices, m; el nimero de aristas,
y mo el nimero de tridngulos en K.

4.3. Grupos de homologia de poliedros

Recordemos aqui que un complejo 2-dimensional K satisfaciendo las condiciones
de la Proposicion (y por ende, cuya realizaciéon geométrica es una superficie)
es llamado un complejo 2-dimensional triangulado, y a tal superficie se le llama
poliedro. Asi pues, podemos determinar los grupos de homologia de poliedros. En
lo que sigue, diremos que un complejo 2-dimensional triangulado K es orientable si
su realizacién geométrica K, es orientable. En primer lugar, notemos que C,(K) es
el grupo trivial para p < 0y p > 2, por lo que solo tenemos que considerar los casos
p = 0,1,2. Usaremos la notaciéon ¢ ~ ¢ para denotar que las p-cadenas ¢ y ¢ son
homologas, lo cual quiere decir que existe una (p+1)-cadena d tal que ¢ = ¢’ +0,41d.

Proposicion 4.25. Para todo complejo 2-dimensional triangulado, K, se tiene que
Hy(K) =Z.

Demostracion. Recordemos que Ho(K) = Zy(K)/By(K), donde Zy(K) = Ker 0y =
Co(K), pues 0y es el homomorfismo nulo, y By(K) = Im ) = 0;(C1(K)). Asi pues,
Hy(K) = Co(K)/Bo(K).

Vamos a ver qué son las O-fronteras. Sea ¢ € By(K) una O-frontera, es decir, ¢
es de la forma ¢ = 9(> z;a;) = > x;0a;, donde cada a; es una arista orientada,
a; = [a;, B;]. Asi, se tiene que ¢ = > z;0a;, = > z;(8; — a;), por lo que By(K)
estd generado por (5; — «;), siendo a; y f; los extremos de cualquier arista.

Sean ahora a y (3 dos vértices cualesquiera de K. Como K es conexo, existe un
camino ¢ € C}(K) del vértice a al vértice 3, esto es, la 1-cadena ¢ = [a, 4] + - - - +
[, B], donde los «a; son vértices de K.
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Se cumple claramente que dc = 8 — «, por lo que a y 8 son homdlogos. Asi, « 'y
(3 general la misma clase de equivalencia en Hy(K), por lo que Hy(K) estd generado
por un elemento (la clase de equivalencia de un vértice cualquiera de K).

Falta ver que si « es un vértice de K, entonces o no puede ser homélogo a 0.
Veamos: si a fuera homdlogo 0, existiria una 1-cadena d tal que o = 0+ dd = 0d €
By(K), lo cual es imposible pues hemos visto que By(K) esta generado por (5; — ay),
por lo que se tiene que Hy(K) = Z, tal y como queriamos probar.

]

Proposicion 4.26. Para todo complejo 2-dimensional triangulado, K, se tiene que,
0 bien Hy(K) = 7Z, o bien Hy(K) = 0. Mas ain, Hy(K) = Z si, y solo si, K no
tiene frontera y es orientable. En otro caso, Hy(K) = 0.

Demostracion. Recordemos que Hy(K) = Z5(K)/By(K), donde Zy(K) = Ker 0y y
By(K) = Im 03 = 0, pues 05 = 0. Asi pues, Hy(K) = Zy(K). Vamos a calcular
Zy(K) = Ker 0y, donde 0y : Cy(K) — C1(K).

Un elemento genérico de Cy(K) es de la forma ¢ = > x;A;, con z; € Z 'y A;
tridngulos orientados para todo 7. Si suponemos que ¢ € Z(K), se tiene que 0 =
Oy = Y x;0,A;. Por lo tanto, si A; y A, tienen una arista a en comin, debe
cumplirse que, o bien z;a + x;a = 0, o bien —z;a + z;a = 0, o bien z;a — z;a =0, o
bien —z;a — z;a = 0, dependiendo de la orientacién de cada tridangulo, de donde se
tiene que x; = ex;, con € = £1. Consecuentemente, si A; y A; estdn unidos por una
secuencia de tridngulos adyacentes dos a dos, todos en ¢, se tiene que |z;| = |z;|.
En virtud de la Proposiciéon y la Proposicién [3.25] se tiene que cualesquiera
dos tridngulos A; y A; en K estdn conectados por una secuencia de tridngulos
adyacentes dos a dos. Si algin triangulo en el camino no pertenece a ¢, entonces
hay dos triangulos adyacentes en el camino, A, y Ay, con A, en ¢y A, fuera de c,
tal que todos los tridngulos en el camino desde A; hasta Ay, pertenecen a c. Pero
entonces, A, tiene una arista no adyacente a ningun otro tridngulo en ¢, por lo que
xp, = 0,y asi, z; = 0. El mismo razonamiento aplicado a A; muestra que z; = 0. Por
tanto, si algin Ay € c, se tiene que ¢ = 0. Nos centraremos pues en las 2-cadenas que
contienen a todos los triangulos A;. Asi, podemos suponer que todos los triangulos
de K estan en c. Distinguimos:

1) Si K tiene frontera, existe algin tridngulo A; y una arista del mismo que no
es adyacente a ningun otro tridngulo, lo cual implica que x; = 0. En este caso,
Hy(K) =0.

2) Si K no tiene frontera, por el argumento de antes, cualquier 2-ciclo ¢ puede

escribirse como
c= g € TA;,
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donde z = |z;| > 0 paratodo i,y ¢; = £1. Como Oyc = 0, se tiene que » | ;20 A4; = 0,
por lo que (> €;0,4;) = 0, de donde deducimos que > ¢;A; es también un 2-ciclo.
Sea ahora el 2-ciclo arbitrario ) y;A;, y consideremos el 2-ciclo ¢ = > y;A; —
ayi(Q_ ) = > (yi — acy)Ai = >0, (yi — a6iyr) Ai. Como ¢ es un 2-ciclo, se
tiene que todos los coeficientes y; — €1€;4; tienen el mismo valor absoluto, e igual al
valor absoluto del coeficiente de Ay, que es 0, por lo que y; = €1€;4; para todo ¢ # 1,

y asi,
Z YA = 6191(2 EiAi)'

Por tanto, Hy(K) =0 0 Hy(K) = Z, dependiendo de si Y €;A; =0 o no.
Veamos ahora que Hy(K) = Z si, y solo si, K es orientable.

Supongamos en primer lugar que Hy(K) = Zy(K) = Z. Podemos elegir entonces
una orientacién para cada A; de suerte que » A; € Zy(K) (para que tenga un
generador). Sea A = (g, ay, ) el 2-simplice correspondiente a un A; cualquiera.
Recordemos que la realizacién geométrica de A, A,, es un tridngulo.

Sea f la aplicacion afin que lleva A, a un triangulo en el plano (visto como C) tal
que ag, a1 y as son llevados a 0,1 e ¢, respectivamente. Esta aplicacién determina
una orientaciéon de Ay, y es natural pensar que tal orientacién podria depender del
orden en que tomemos los vértices. Sin embargo, la aplicacion afin que efectiia una
permutacién ciclica de 0, 1,7 (es decir, que lleva el 0 al 1, el 1 al i, y el i al 0) puede
ser escrita como

(z,y) = (1 =z —y,z),

y claramente preserva el sentido pues su jacobiano es

=1>0.

-1 -1
1 0

En consecuencia, obtenemos asi una orientacién para el interior de cada 2-simpli-
ce.

Las estrellas (abiertas) de los vértices del complejo forman un cubrimiento por
abiertos de K,. Vamos a demostrar que este cubrimiento permite una orientacién
compatible.

Como la estrella St(ag) es homeomorfa a un disco abierto, la estrella es orientable
(pues la orientabilidad se conserva por homeomorfismos), y ademads, la orientacion de
un A; C St(ap) determina una orientacion de la estrella. Necesitamos ver ahora que
diferentes A, determinan la misma orientacién, para lo cual es suficiente considerar
dos triangulos adyacentes, A, y A}, en St(ap).
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Si el lado comiin a ambos tridngulos es la arista (ag, aq), las orientaciones deben
ser de la forma A = [ag, a1, as), A" = [, ag, q]. Sean fy [’ las aplicaciones afines
que me determinan tales orientaciones.

Un homeomorfismo h de A, U Aj al plano se puede construir definiendo h := f
en Ay y h=oco0 f en A}, donde o es la aplicacién dada por z + —iz. Claramente,
la orientacién definida por h coincide con la definida por f en A,, y también, la
orientacién definida por h y f" coinciden en A}, pues o preserva el sentido. En
efecto, como esta aplicacién lleva el (1,0) al (0, —1) y el (0,1) al (1,0), se tiene que
su jacobiano es

0 1

=1>0.
‘—1 0

Por lo tanto, ya hemos obtenido orientaciones de todas las estrellas. Mas atin, dos
estrellas abiertas son, o bien disjuntas, o bien tienen interseccién conexa, la cual
contiene el interior de un A,. Como la orientacién coincide con la de Ay, K, es una
superficie orientable.

Supongamos ahora que K es orientable, es decir, que K, es orientable. En este
caso, podemos escoger la aplicacion afin f sobre A, de manera que sea acorde a la
orientacion de K, lo cual determina un orden [ayg, a1, o] de los vértices. Vamos a
ver que si Ay es un tridngulo adyacente a Ay, entonces este estd orientado de la forma
[, a3, aq], de donde se tendré que el la arista (v, o) se cancela en la frontera, por
lo que se seguird que > A; es un 2-ciclo, y asi, Hy(K) = Z.

Supongamos que el tridngulo A} adyacente a A, estd orientado de la forma
(g, o1, a3]. En este caso, podriamos llevar A, U A'g al plano mediante la aplica-
cién definida por b := f en Ay y h =00 f' en A}, donde o’ es la aplicacién dada
por z — Zz. Pero ¢’ invierte el sentido, por lo que f’ no daria la misma orientacion
que h, y en consecuencia, no seria acorde a la orientacién de K.

m

Proposicion 4.27. Para todo complejo 2-dimensional triangulado, K, se tiene que,
0 bien Hi(K) =Z™, o bien H\(K) =7Z"™ @7Z/27. Mds ain, H|(K) = Z™ &Z/2Z
st, y solo si, K no tiene frontera y es no orientable.

Demostracion. Recordemos que Hy(K) = Z1(K)/By(K), donde Z;(K) = Ker 0y y
Bi(K) = Im .

Vamos a determinar el subgrupo de torsién de H;(K). Sea ¢ € Z;(K) un 1-
ciclo y supongamos que mc ~ 0 para algin entero m > 0, lo cual quiere decir
que mc € By(K), o lo que es lo mismo, que existe una 2-cadena »_ z;A; tal que

me = 00> x;A;) = x,;0A;.
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Si A; y A; tienen una arista a en comun, entonces la contribucién de a a ) 2,04,
es, o bien z;a+x;a, o bien x;a—x;a, o bien —x;a+x;a, o bien —z;a—x;a, dependiendo
de la orientacién de A; y A;, lo que implica que, o bien z; = z; (mdéd m), o bien
z; = —x; (méd m).

Al igual que hicimos en la Proposicién [4.26, como K es conexo, se tiene que para
cualesquiera dos tridngulos de > z;A; se cumplird también este hecho. Distinguimos
varios casos:

1) Si K tiene frontera, existe algun tridngulo A; y una arista del mismo que no es
adyacente a ningun otro triangulo, lo cual implica que x; es divisible por m, y asi,
x; es divisible por m para todo j. Por lo tanto, tenemos que

x; x;
c=> QA
y asi ¢ € By(K), por lo que ¢ ~ 0, y Hy(K) es libre de torsién.

2) Si K no tiene frontera y es orientable, sabemos por la Proposicién que
Hy(K) = Z. Tomamos la 2-cadena ) A; y la orientamos de manera que sea un 2-
ciclo (incluyendo los A; de K que no estén en la 2-cadena con el coeficiente z; = 0).
Asi, YT 0A; =0, y tenemos que

Debido a la conexion de K, al igual que antes, tenemos que para todo i, j, o bien
r; — 21 = x; — 21 (méd m), o bien x; — 1 = —x; + 1 (mdéd m). Tomando j =1
deducimos que todo x; — 1 es divisible por m, por lo que tenemos que

e=Y"T "o =0Y H Ay,

m m

y asi ¢ € By(K), por lo que ¢ ~ 0, y Hi(K) es libre de torsién.

3) Si K no tiene frontera y es no orientable, sabemos que no hay 2-ciclos, excepto
el 0, pues Hy(K) =0, y asi, Zy(K) = Ho(K) = 0. Por otro lado, los coeficientes en
> 0A; deben ser, o bien 0, o bien +2, dependiendo de la orientacién de los A;, por lo
que podemos escribir | 0A; de la forma ) 0A; = 2z. Como claramente Y 0A; ~ 0,
se tiene que 2z ~ (. Por otro lado, z no es homélogo a 0, ya que si lo fuera, como
z =Y x;04;, tendriamos que > (2z; — 1)0A; ~ 0, en contradiccién con el hecho de
que no hay 2-ciclos excepto el 0. Por lo tanto, z es de orden 2.

Veamos ahora que z es el inico elemento de orden finito, de donde se seguira que
el subgrupo de torsién de Hy(K) es Z/27Z.
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Consideremos de nuevo la cadena mc = ) z;,04;. Como, o bien z; = x; (méd m),
o bien x; = —z; (méd m), tomando j = 1, se tiene que, o bien z; = z; (méd m), o
bien z; = —x; (méd m), por lo que z; = €;x1 + t;m para todo i, con ¢, = +1, t; € Z.
Tenemos entonces que

donde al menos una de las aristas que aparecen en »_ ¢;0A; estd multiplicada por
+2, pues si todas se cancelan, entonces Y €,04; = 0, y asi, 9(>_€;A;) = 0, por
lo que tenemos un 2-ciclo, > €;A;, distinto de 0, en contradiccién con el hecho de
que no hay 2-ciclos excepto el 0. Pero entonces, 2x, es divisible por m, por lo que
tenemos que

20 =3 2%, 4 S 0004, = (> 2094, + 3 21,4,

m m

y asi, 2¢ ~ 0. Por lo tanto, 2¢ = 9> u;A;) = > w;0A; para enteros u; € Z,
donde ademas todos son pares o todos son impares. Veamos esto: supongamos que
u; es par y sea A; un tridngulo adyacente a A;, donde la arista comin a ambos
es ay;. Tras desarrollar la expresion ) u;0A;, nos aparecera, entre otras cosas, la
cadena ui€ea1; + ujeja1; = (u1€1 + ujej)ayj, donde ¢ = %1, ¢; = £1, dependiendo
de la orientacién de A; y A;, respectivamente. Como ui€; + uje; (el coeficiente que
acompaia a ay;) es par, pues 2¢ = »  u;04;, se tiene que u; ha de ser necesariamente
par. Por la Proposicién [2.13] todos los triangulos estdan conectados por una secuencia
de triangulos adyacentes, por lo que aplicando este razonamiento a cada par de
triangulos adyacentes tenemos que todos los u; han de ser pares. Analogamente si
uy es impar.

= Si todos son pares, tenemos que 2¢ = Y w;0A4; = > 2u;0A;, por lo que ¢ =
Y w0A; = 00> wA;:), v asi, ¢ ~ 0.

= Si todos son impares, tenemos que 2¢ = > u;04; = > (2u;+1)0A; = > 2u;0A;+
ST 0A; = 2u;0A; + 2z, por lo que ¢ = > w;0A; + z, y asi, ¢ ~ z.

En definitiva, z es el tnico elemento de orden finito (de orden 2), por lo que el
subgrupo de torsiéon de Hi(K) es Z/27.

Por el corolario que obtuvimos de la Proposicion , tenemos que H;(K) =
Z™ @ T, donde m; es el rango de H{(K) y T es el subgrupo de torsién de H;(K),
que como hemos probado, cumple que T' = 7 /27 si, y solo si, K no tiene frontera y
es no orientable. En otro caso, T' = 0.

m
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Recordemos que, en virtud del Teorema la caracteristica de Euler-Poincaré del
complejo 2-dimensional triangulado K, x(K), viene dada por

X(K) = r(Ho(K)) — r(Hi(K)) + r(Hy(K)).
Sabemos que r(Hy(K)) = r(Z) = 1, y ademés, que o bien r(H(K)) = 0 (si K tiene

frontera, o no tiene frontera y es no orientable), o bien r(Hy(K)) =1 (si K no tiene
frontera y es orientable).

Asi pues, el rango, my, de H;(K) es, o bien
my =2 — x(K),
si K no tiene frontera y es orientable, o bien
my =1 - x(K),

en otro caso. Por lo tanto, como my > 0, se tiene que y(K) < 2.






Capitulo 5

El teorema de clasificacion de
superficies compactas

5.1. Complejos celulares

En este capitulo vamos ya a demostrar el teorema de clasificacién de superficies
compactas, que como hemos comentado varias veces a lo largo del trabajo, se debe
principalmente al hecho de que toda superficie compacta puede ser triangulada.

Para ello, vamos a definir un concepto mas general que el de complejo ya estu-
diado, los llamados complejos celulares, y definiremos una cierta relacion de equi-
valencia en este conjunto, de manera que todo complejo celular serd equivalente a
alguna forma normal especifica. Mas ain, todo complejo celular tiene una realiza-
ciéon geométrica la cual es una superficie, y complejos celulares equivalentes tienen
realizaciones geométricas homeomorfas. También se tiene que todo complejo celular
es equivalente a un complejo 2-dimensional triangulado, y ademas, las realizaciones
geométricas de distintas formas normales no son homeomorfas. Para demostrar esto
ultimo se necesitan herramientas bastante sofisticadas, como son la homologia y el
grupo fundamental.

Antes de definir el concepto de complejo celular, dado un conjunto X, conviene
definir el conjunto X! = {z7!|z € X} de elementos inversos de elementos de X,
donde asumimos que X N X! = (). Diremos que los elementos de X U X! estan
orientados, donde ademds supondremos (z71)~! = z.

Definicién 5.1. Un complejo celular, K, es una terna K = (F,E,B), donde
F' es un conjunto finito no vacio de caras, E es un conjunto finito de aristas, y
B:(FUF™') — (EUE™Y* es la funcidn frontera, la cual asigna a cada cara
orientada A € F U F~! una secuencia ordenada ciclicamente ay...a, de aristas
orientadas en EU E~', la frontera de A, de manera que B(A™') = a;'...a;".

n
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Para todo Ay, As € F, si Ay # Ay, entonces B(Ay) # B(Asy) (distintas caras tienen
distintas fronteras). Por secuencia ordenada ciclicamente queremos decir que no
distinguimos entre la secuencia ay . ..a, y cualquier secuencia obtenida a partir de
una permutacion ciclica de ella. En particular, el sucesor de a, es ai. Mds aun, se
cumple lo siguiente:

1. Toda arista orientada a € E'U E~! aparece, o bien una vez, o bien dos veces,
como un elemento de una frontera. En particular, esto significa que si a aparece
dos veces en alguna frontera, entonces no puede aparecer en otra frontera.

2. K es conexo, lo cual quiere decir que K no es la union de dos sistemas disjuntos
satisfaciendo la condicion 1.

Es posible que F' = {A} y E =0, en cuyo caso B(A) = B(A™!) = ¢, la secuencia
vacia. Para acortar, a menudo diremos cara y arista, en lugar de cara orientada y
arista orientada, respectivamente.

Definicién 5.2. Dado un complejo celular K = (F,E,B), para cualquier arista
a € EUE™!, un sucesor de a es una arista b tal b es el sucesor de a en alguna
frontera B(A), es decir, la cadena ab aparece en alguna frontera. Si a aparece en
dos lugares en el conjunto de fronteras, a tiene un par de sucesores (que pueden ser
idénticos). En otro caso, a tiene un unico sucesor.

Vamos a dar ahora una lista de definiciones que usaremos més adelante.

Dado un complejo celular K = (F, E, B), diremos que:

» Una secuencia de un elemento o = (a) es un vértice interior si, y solo si, aa™!

aparece en una unica frontera.

Ejemplo 5.3. Si K tiene una tinica cara con frontera aa™!, entonces K tiene
un unico vértice interior, « = (a), como podemos ver en la Figura . La
correspondiente superficie es la esfera.

[

1

Figura 5.1: Tlustracién extraida de [4] (p. 82). Una esfera (frontera aa™!).
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» Una secuencia ordenada ciclicamente de dos elementos a = (a, b), con a # b, es
un vértice interior si, y solo si, o bien b = a~! y existe una cara cuya frontera
es aa, o bien b # a~! y ab~! aparece dos veces en el conjunto de fronteras.

Ejemplo 5.4. Si K tiene una unica cara con frontera abab, entonces K tiene
dos vértices interiores, « = (b™',a) y 8 = (a™1,b), como podemos ver en la
Figura[5.9. La correspondiente superficie es el plano proyectivo. Veamos que o
es un vértice interior: se tiene que a # (b=1)"' = b, y ademds, la cadena b~'a™*
aparece dos veces en el conjunto de fronteras, pues si tomamos la orientacion
opuesta tenemos que la frontera es b=ra *b~ta~t. Andlogamente podemos ver
que [ también es un vértice interior.

Y
"-\._r“l

b

0
Figura 5.2: Ilustracién extraida de [4] (p. 81). Un plano proyectivo (frontera abab).

» Una secuencia ordenada ciclicamente o = (ay, ..., a,), conn > 3, es un vértice
interior si todo a; aparece en dos lugares en el conjunto de fronteras, si los
sucesores de a; aparecen en a, y si a; tiene a a; ' y a;fl como par de sucesores
(notemos que a; tiene a a;' y a,' como par de sucesores, y que a, tiene a
a,'; y a;’' como par de sucesores). (Ver Figura|5.3).

i

Figura 5.3: Tlustracién extraida de [4] (p. 81). Un vértice interior (n > 3).

Ejemplo 5.5. Si K tiene una tnica cara con frontera aba™tb=t, entonces K
tiene un tinico vértice interior, « = (a,b~*,a~',b), como podemos ver en la Fi-
gural5.4] La correspondiente superficie es el toro. Las condiciones se cumplen:
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a, b, a=! y b~ aparecen dos veces en la frontera (una vez con una orientacion
y otra vez con la opuesta), los sucesores de cada arista en o también estdn en
a, ya tiene a b y b~ como par de sucesores, b=' tiene a a y a~' como par de
sucesores, a~ ! tiene a b y a b=' como par de sucesores, y b tiene a a y a a”*
como par de sucesores.

i

i

Figura 5.4: Tlustracién extraida de [4] (p. 81). Un toro (frontera aba='b=1).

» Un vértice frontera es una secuencia ordenada ciclicamente a = (ay, ..., ay,),
conn > 2, tal que se cumplen las condiciones de arriba para todo 2 <i < n—1,
mientras que a; y a, aparecen una vez en el conjunto de fronteras, a; tiene a
a;' como tinico sucesor, y a, tiene a a,'; como tinico sucesor. Consideramos

que (ay,...,a,) y (Gp,...,a;) representan el mismo vértice.

Ejemplo 5.6. S K tiene una tunica cara con frontera aah, entonces K no
tiene vértice interior, sino que tiene un vértice frontera, o = (h,a™',a,h™1),
como podemos ver en la Figura[5.5 La correspondiente superficie es la banda
de Mobius.

Figura 5.5: Ilustracién extraida de [4] (p. 82). Una banda de Mobius (frontera aah).

» Una arista a € EUE™! es una arista frontera si aparece una vez en una tnica
frontera. En otro caso diremos que a es una arista interior.

Dada una arista a € £ U E~!, podemos determinar un vértice o como sigue: Los
vecinos de a en el vértice v son los inversos de sus sucesores (o sucesor). Los demds
se obtienen repitiendo este proceso en ambas direcciones hasta que, o bien se cierre el
ciclo, o bien encontremos aristas con un tnico sucesor. Asi pues, el vértice o consiste
en la lista de las aristas que llegan al vértice. Decimos que a conduce a a.
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La Figura muestra un complejo celular con frontera. El complejo celular tie-
ne tres caras con fronteras abe, bed™', y adf ', un vértice interior, (b=, a,d™1), y
tres vértices frontera, (e, d, f), (¢!, b,e71), y (¢,a™t, f1). Si doblamos tal complejo
identificando las dos aristas etiquetadas por d, obtenemos un tetraedro sin una cara.

Figura 5.6: Ilustracién extraida de [4] (p. 83). Un complejo celular con frontera.

Hay una manera natural de ver un complejo triangulado como un complejo celular,
y ademas, si se cumplen las siguientes condiciones, podemos ver un complejo celular

como un complejo triangulado.
1. Si a y b son aristas distintas que conducen al mismo vértice, entonces a=! y

b~! conducen a vértices distintos.

2. La frontera de toda cara esta compuesta por tres aristas, es decir, es de la
forma abc.

3. Diferentes caras tienen diferentes fronteras.

5.2. Formas normales de complejos celulares

Definicién 5.7. Decimos que un complejo celular K' es una subdivision elemen-
tal del complejo celular K si K' es obtenido a partir de K mediante una de las dos
siguientes operaciones:
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(P1) Cualesquiera dos aristas a y a™' en K son sustituidas por bc y ¢ 'b~! en todas

las fronteras, donde b y ¢ son aristas distintas de K' que no estdin en K. (Ver

Figura .

(P2) Cualquier cara, A, de K, con frontera ay ... apap11 ... Gy €s sustituida por dos
caras, A y A", de K', con fronteras a; ...a,d y d 'ayis ... a,, donde d es una
arista de K' que no estd en K. (Ver Figura[5.8).

o

i) ]

Figura 5.7: Tlustracién extraida de [4] (p. 84). Ejemplo de operacién (P1).

Figura 5.8: Ilustracién extraida de [4] (p. 84). Ejemplo de operacién (P2).

Definicién 5.8. Decimos que dos complejos celulares, K y K’, son equivalentes
si uno se puede obtener del otro aplicando las operaciones (P1), (P2) y sus inversas.

Vamos a explicar brevemente cudles son los efectos de las operaciones inversas
(P1)~! y (P2)~! de (P1) y (P2), respectivamente En primer lugar, tenemos que la
operacién inversa de (P1), (P1)7! aplicada a la cadena bc, con b # c, elimina el
vértice (b,c™t). Por otro lado, la operacién inversa de (P2), (P2)~!, aplicada a dos
caras Ay y Ay con Ay # Ay y Ay # A;', vy B(A;) conteniendo alguna arista d y
B(Aj3) conteniendo la arista d~!, elimina tales aristas.



5.2. FORMAS NORMALES DE COMPLEJOS CELULARES 73

Dado un complejo celular K, podemos asociarle un espacio topolégico | K| como
sigue. Supongamos, en primer lugar, que no hay ninguna cara cuya frontera sea
la secuencia vacia. Entonces, podemos asignar a cada cara A un disco circular, de
manera que si la frontera de A es a; ... a,, dividimos la frontera del disco en m arcos
orientados, ordenados en el sentido de las agujas del reloj. A esos arcos los llamamos
ay . ..a,, mientras que a los arcos opuestos los llamamos a; ' ... a;!. Una vez hecho
esto, formamos el espacio cociente obtenido identificando arcos con el mismo nombre
en varios discos.

Ademas, se cumple que a complejos celulares equivalentes le corresponden espa-
cios homeomorfos y que si K representa un complejo triangulado, entonces |K| es
homeomorfo a K.

En el caso en el que K tiene una unica cara A con frontera la secuencia vacia,
aplicando la operacién (P2), K es equivalente al complejo celular con dos caras, A’
y A” donde A’ tiene frontera d y A” tiene frontera d~'. En este caso, |K| debe ser
homeomorfo a una esfera.

Con el objetivo de ver que el espacio |K| asociado a un complejo celular K es
una superficie, vamos a demostrar que todo complejo celular es equivalente a un
complejo 2-dimensional triangulado.

Proposicion 5.9. Se cumple que todo complejo celular K es equivalente a un com-
plejo 2-dimensional triangulado.

Demostracion. El primer paso es dividir toda arista a en dos aristas b y ¢, con
b # ¢, usando la operacién (P1), e introduciendo nuevos vértices frontera (b, c!),
con lo que conseguimos que a v a~! conduzcan a vértices distintos para toda arista
nueva a. Asi, para toda frontera B = a4 ... a,, tenemos que n > 2, e intuitivamente
creamos un “vértice central”y = (dy,...,d,), y unimos este vértice a todos los
vértices (incluyendo los nuevos) excepto a < consigo mismo. Esto se hace como
sigue: en primer lugar, usando la operacién (P2), dividimos la frontera B = a; ... a,
en aid y d'ay...a,, y después, usando la operaciéon (P1), dividimos d en d;d,*,
obteniendo las fronteras d,'a;d; y dl_lag ... apd,. Aplicando la operacién (P2) a la
frontera dflag ...and,, obtenemos las fronteras dflanQ, d;lagdg, cee d;ilandn, y
v = (dy,...,dy,) es, en efecto, un vértice interior. Una vez llegado hasta aqui, tenemos
que se cumplen las condiciones [2] y [3, aunque sin embargo, puede que la condicién
no se cumpla. Para conseguir esto tltimo, dividimos cada frontera triangular nueva
aiasas en cuatro subtriangulos, uniendo los puntos medios de sus tres lados. El
complejo celular resultante ya si que satisface la condicion (1] y, por lo tanto, hemos
triangulado el complejo celular.

m
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En la Figura podemos ver un ejemplo de los pasos descritos en la Proposicién
m en el caso de un complejo celular con frontera aba='b~!, el cual representa un
toro.

rq

bl

- ! 5 = 5 oy
b2 ./ by

Figura 5.9: Ilustracion extraida de [4] (p. 86). Triangulacién del toro.

A continuacién, vamos a definir el concepto de orientabilidad para un complejo
celular y vamos a explicar como calcular su caracteristica de Euler-Poincaré.

Definicién 5.10. Dado un complejo celular K = (F, E, B), una orientacion de K
es un conjunto de caras {A°|A € F'}, donde cada cara A® cumple que o bien A= A
o bien A° = A~ para toda cara A € F.

Definicién 5.11. Decimos que una orientacion es coherente si toda arista a €
E U E~! aparece a lo sumo una vez en el conjunto de fronteras de las caras de

{A|A € F}.

Definicién 5.12. Un complejo celular K es orientable si admite alguna orienta-
cion coherente.

Definicién 5.13. Un contorno de un complejo celular es una secuencia ordenada
ciclicamente (a1, ..., a,) de aristas tal que a; y a .y conducen al mismo vértice y los
a; pertenecen a una unica frontera.

Por ejemplo, el complejo celular K con una unica cara A cuya frontera viene
dada por B(A) = aba"'b~! es orientable. Sin embargo, el complejo celular K cuya
tnica cara A tiene frontera B(A) = aabb no es orientable. Otro ejemplo puede ser el
siguiente: el complejo celular K con dos caras A; y Ay cuyas fronteras vienen dadas
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por B(A;) = abc y B(As) = bac es orientable ya que podemos tomar la orientacién
{A;, A5'}, donde tenemos que B(Ay') = ¢ ta=1h7t.

Se verifica que la orientabilidad se preserva por la equivalencia entre complejos
celulares. Es decir, si dos complejos celulares son equivalentes, entonces o bien ambos
son orientables o bien ambos no son orientables. Dado un complejo celular K =
(F,E,B), el nimero de vértices se denota por ng, el numero n; de aristas es el
cardinal del conjunto E y el niimero n, de caras es el cardinal del conjunto F'. La
caracteristica de Euler-Poincaré de K es ng—mn;+ny. Se verifica que la operacién (P1)
aplicada a un complejo celular K incrementa ng y n;, en una unidad, dejando ns igual.
La operacién (P2) incrementa n; y ny en una unidad, dejando ng igual. Asi pues, dos
complejos celulares equivalentes tienen la misma caracteristica de Euler-Poincaré.
El caso en el que K tiene una unica cara A con frontera nula, aceptamos que K
tiene el “vértice nulo”e.

Definicién 5.14. Un complejo celular en forma normal, o complejo celular
canonico es un complejo celular K = (F, E, B), donde F = {A} es un conjunto de
un solo elemento y, o bien

(I) E={ai,...,ap,b1,...,0p,c1,....¢cq.ha,... hy} ¥y
B(A) = arbiay byt - apbyay b T erhacr - cghge
donde p > 0,q > 0, o bien
(II) E ={ay,...,ap,c1,...,cq,h1, ... hg} y
B(A) = ajay - - apaperhicy - - cghgey

donde p > 1,q > 0.

En Figura |5.10| podemos ver un ejemplo de cada uno de los tipos anteriores.

Figura 5.10: Tlustracién extraida de [4] (p. 88). Ejemplos de formas normales: (a)
Tipo 1. (b) Tipo IL.
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Observemos que los complejos canénicos del tipo (I) son orientables, mientras que
los complejos canénicos del tipo (II) no lo son. Las secuencias c;h;c; ' dan lugar a g
vértices frontera, (h;, c;, h; '), y q contornos, (h;), v, en el caso (I), el tinico vértice
interior

1 —1

—1 - -1 -1 —1
(ay "5 b1,a1,by 5 a, by, ap, by e e,

y en el caso (II), el Anico vértice interior

(a7t aq,... ,a;l, Apy €1y ,cq_l)
De esta manera, en el caso (I) tenemos que ng = ¢+ 1, ny =2(p+q) y ny = 1,
por lo que

X(K)=q¢+1-2(p+q¢)+1=2-2p—q,
y en el caso (II) tenemos que ng =g+ 1, ny = p+ 2q y ny = 1, por lo que

X(K)=q+1-(p+29)+1=2-p—q.
Notemos que si p = g = 0, tenemos que x(K) = 2. Este es el caso de la esfera.

Lo de arriba demuestra que complejos candnicos distintos K7 y K5 no pueden ser
equivalentes, ya que si lo fueran se tendria que |Ki| y |Ks| serian homeomorfos, lo
cual implicaria que K7 y K> tienen el mismo niimero de contornos, el mismo tipo
de orientabilidad y la misma caracteristica de Euler-Poincaré.

Queda probar que todo complejo celular es equivalente a un complejo celular
canonico, pero primero, nos va a servir de ayuda dar una mayor idea intuitiva con
respecto a los complejos celulares candnicos.

Si un complejo celular canénico tiene la frontera B(A) = aibia; 'b;", podemos
pensar en la cara A como un cuadrado cuyos lados opuestos estan orientados de la
misma manera, y etiquetados también de la misma manera, por lo que identificando
los lados opuestos etiquetados por a; y después los lados opuestos etiquetados por
b; obtenemos una superficie homeomorfa al toro. (Ver Figura .

ay

bl () |

aq

Figura 5.11: Ilustracién extraida de [4] (p. 89). Un complejo celular correspondiente
al toro.
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Supongamos ahora que tenemos una esfera y un toro, a los que les quitamos un
disco circular, y posteriormente pegamos a través de los agujeros. Podemos pensar
en esto como si hubiéramos anadido un asa a la esfera. Por esta razon, la cadena
aybia; byt es llamada también un asa. Un complejo celular canénico con frontera
aybya; byt - - apbpa, 1b; ! puede ser visto como resultado de pegar p toros a la esfera.

Si un complejo celular candnico tiene la frontera B(A) = aja;, podemos pensar en
la cara A como un disco circular cuya frontera estd dividida en dos semicircunferen-
cias, ambas etiquetadas por a;. La correspondiente superficie se obtiene identificando
puntos opuestos, y asi, es homeomorfa al plano proyectivo. (Ver Figura .

a;

a;

Figura 5.12: Tlustracién extraida de [4] (p. 89). Un complejo celular correspondiente
al plano proyectivo.

Un cadena de la forma aa es también llamada un cross-cap. Generalmente, un
complejo celular candénico con frontera a;a, - - - apa, puede ser visto como el resultado
de juntar p > 1 planos proyectivos.

Una cadena de la forma ¢; hlcfl en una frontera puede ser interpretada como un
agujero con frontera hi. A este tipo de cadenas se les denomina lazos.

Vamos a probar ahora un lema muy importante para la clasificacion de superficies
compactas. Como paso previo a la prueba, vamos a ver que el complejo celular con
frontera abac, mostrado en la Figura[5.13] el cual corresponde a la banda de Mébius,

es equivalente a un complejo celular del tipo (IT) con frontera aachc™.

b

Figura 5.13: Ilustracién extraida de [4] (p. 90). Un complejo celular correspondiente
a la banda de Mobius.
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En primer lugar, usando (P2), dividimos abac en abd y d 'ac. Como abd = bda
y la cara inversa de d~'ac es ¢c'a7'd = a7'dc™', aplicando (P2)7!, eliminamos a
y a~! y obtenemos bddc™' = ddc™'b. Podemos aplicar ahora (P1)~! para obtener
ddk. Sin embargo, el complejo celular con frontera ddk no tiene vértice interior.
Podemos introducir uno como sigue. Dividimos d en bc, obteniendo bebck = cbekb.
A continuacién, aplicamos (P2), obteniendo cba y a~'ckb. Como cba = bac y la cara
inversa de a~'ckb es b~ 'k~'cta = ¢ tab™'k™!, aplicando (P2)~!, eliminamos c y
¢! y obtenemos baab™ k™' = aab~'k~'b, que es de la forma aachc™!, con ¢ = b~!
y h = k=1. Asi, el complejo celular canénico con frontera aachc™! tiene la banda de
Mobius como realizaciéon geométrica.

Lema 5.15. Todo complejo celular K es equivalente a algin complejo celular canoni-
co.

Demostracion. Vamos a hacer la demostracion por pasos, mediante los cuales iremos
acercando el complejo celular a una forma normal.

Paso 1. Eliminacién de las cadenas de la forma aa~! en todas las fronteras.

Para conseguir esto basta con identificar las aristas, tal y como se muestra en la

Figura[5.14]

a b c

-~ ».\ P . / \c.‘ a __./__"“'-f . / ll"-\ll‘

T\ ., ) /,« N / / . N M
N N S R

Figura 5.14: Tlustracién extraida de [4] (p. 14). Eliminacién de las cadenas de la

forma aa!.

Paso 2. Eliminacién de todos los vértices excepto uno.

Con el fin de hacer este paso mas facil de ver, en lugar de hacerlo algebraicamente,
lo que puede ser muy engorroso, vamos a hacerlo graficamente. La idea es muy
sencilla: si queremos eliminar un vértice «, por ejemplo, simplemente tenemos que
cortar a lo largo de la arista identificada con ¢ y pegar las aristas identificadas con
by, de manera que este vértice desaparece y aparece un nuevo vértice § (ver Figura
5.15]).

Repetiremos este paso tantas veces como sea necesario hasta eliminar todos los
vértices excepto uno.
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a X b X c X
\nd T \nd—
™ \ ™ ' ™ ]

™ s ™ ™ \
N || N AN | N

|/ /c/‘i | e |
A B Y N A
X, [ X X,

Figura 5.15: Tlustracién extraida de [4] (p. 15). Eliminacién del vértice a.

Paso 3. Reduccion a una dnica cara y obtencion de planos proyectivos.

Reducir a una tnica cara el complejo es muy sencillo, pues basta con eliminar las
aristas que aparecen en el interior del diagrama que representa el complejo, lo cual
no varia su topologia.

Veamos como obtener planos proyectivos. Supongamos que tenemos la frontera
aXaY,donde X,Y denotan cadenas de aristas, con X, Y # €, y veamos que podemos

pasar una frontera de la forma bbY ' X. Es decir, se cumple la siguiente regla:
aXaY ~bbY 1X.

En efecto, podemos dividir la cadena aXaY en aXby b~ 'aY, donde la cara opues-
ta a la cara con frontera b1aY tiene frontera (b~'aY )™ = Y la7b = a7 1Y 1.
Aplicando (P2)~! podemos juntar ahora aXb = Xba y a~'bY "1, de donde obtene-
mos XbbY ~! = bbY 1 X, tal y como querfamos (ver Figura [5.16)).

al la a | b \a \

[

.
/\\\\/\N ""//\/w"\(j““‘\y /\/\P:/\ -t

Figura 5.16: Ilustracion extraida de [4] (p. 16). Obtencién de planos proyectivos.

Paso 4. Obtencion de toros.

El objetivo de este paso es convertir fronteras de la forma aUbVa ' Xb~'Y en
fronteras de la forma cde 'd='Y XV U, las cuales contienen toros. En primer lugar,
vamos a ver que se verifica que

aUVa !X ~ bVUb 'X.
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Primero, dividimos aUVa !X en aUc = Ucay ¢ 'Va'X = a 'Xc 'V, y des-
pués, aplicando (P2)™! a Uca y a a='Xc !V, obtenemos UcXc 'V = ¢ 'VUcX.
Poniendo b = ¢! se tiene lo que queriamos probar.

Ahora, vamos a aplicar este resultado a aUbVa 'Xb~'Y. En primer lugar, po-
niendoa=a, U=U,V=0bV,a =01, X = Xb"1Y, se tiene que
aUbVa ' Xb™ 'Y ~ a;bVUa; ' Xb'Y.

Poniendo ahora a=b, U=VU,V =qa;'X,a ' =b"!, X =Y, se tiene que
abVUa' Xb7Y ~ aibia] ' XVUYY = a ' XVUb 'Y ayb;.
Finalmente, poniendo a = a;', U= XVU,V =b;'Y,a™! = a;, X = by, se tiene que
a; ' XVUb 'Yarby ~ a3 07 Y XVUaghy = agbiay 'Y XVU,

por lo que hemos obtenido toros (ver Figura .

e
a a U<
Iy b |

I e A
N

o

| i | LT vy S
"‘ S X L \S\‘_ ll L=y
WS WL - %7
: f . !
{"Sv t"j'J 1e
N T‘ . _ < v§:\ X
\[--ﬁ h b ¥
v V € v // [:
f
f g9
v, N .
,'H d__—7 \
y e
d __— . L

R v N
VAT 0

Figura 5.17: Tlustracién extraida de [4] (p. 17). Obtencién de toros.

Paso 5. Transformacion de toros en planos proyectivos.

Vamos a demostrar ahora que un toro y un plano proyectivo es equivalente a tres
planos proyectivos. Para ello, vamos a aplicar la regla aaXY ~ bYbX ™', la cual es
equivalente a la regla que hemos probado en el paso 3.
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En primer lugar, poniendo a = a,X = Xb, Y = b~ 1c7 1Y, se tiene que
aaXbeh e Y ~ab e a1 X T = b e Wae i X Ly
Poniendo ahora b =b"1Y = ¢ Yac !, X! = X~ lay, se tiene que
b leWare ' X tay ~ b0 e X e WYare T = ¢ Yare b b et X
Poniendo ahorab =¢1Y =Ya;, X' = by tar X, se tiene que
c’lYalcflbflbflale ~ cflcle’lalblblYal = alblblYalcflcle’l.
Finalmente, poniendo b = a;, Y = b0, Y, X! = ¢ 'e; X1, se tiene que
alblblYalcl_lcl_lX_l ~ asas X c1c10101Y,

tal y como querfamos probar (ver Figura [5.18)).

Figura 5.18: Ilustracién extraida de [4] (pp. 17-18). Transformacién de toros en
planos proyectivos.

Paso 6. Agrupamiento de los lazos.

Finalmente, vamos a poner los lazos juntos. Para ello, vamos a usar la regla
aUVa'X ~ bVUb 'X, la cual hemos probado en el paso 4.

En efecto, se tiene que
che ' Xdkd™ 'Y = ¢ ' Xdkd 'Y ch,
de donde poniendo a = ¢}, U = X,V =dkd 'Y,a ! = ¢, X = h, se tiene que

c ' Xdkd 'Y ch ~ ¢ dkd™'Y Xc1h = cihe;tdkd ™'Y X
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Una vez completados todos los pasos, hemos transformado el complejo celular en
una forma normal.

O

5.3. Demostracion del teorema de clasificaciéon

Podemos ya por fin enunciar y demostrar el teorema de clasificacién de superficies
compactas trianguladas y superficies compactas con frontera trianguladas.

Teorema 5.16. Dos superficies compactas trianguladas (con o sin frontera) son ho-
meomorfas si, y solo si, tienen el mismo tipo de orientabilidad, numero de contornos
y caracteristica de Euler-Poincaré.

Demostracion. Supongamos que M; = (K;), y My = (K3), son homeomorfas. Sa-
bemos que M es orientable si, y solo si, M5 lo es, y que la restriccion del homeomor-
fismo entre ambas a las fronteras, OM; y 0M>, es un homemorfismo, lo cual implica
que OM; y OM> tienen el mismo ntmero de componentes conexas por arcos, esto
es, el mismo nimero de contornos. Ademas, sabemos también que espacios homeo-
morfos tienen grupos de homologia isomorfos, por lo que usando el Teorema [4.24],
tenemos que tienen la misma caracteristica de Euler-Poincaré.

Reciprocamente, por el Lema [5.15] como todo complejo celular es equivalente
a algun complejo celular candnico, los complejos 2-dimensionales triangulados K
y K,, vistos como complejos celulares, son equivalentes a los complejos celulares
canonicos C; y Cs. Sin embargo, sabemos que la equivalencia preserva el tipo de
orientabilidad, el niimero de contornos y la caracteristica de Euler-Poincaré, de don-
de se deduce que C; y C, son idénticos, y asi, M; = (K;), y My = (K3), son ambas
homeomorfas a |Cy| = |Cy].
O

Teniendo en cuenta que toda superficie compacta (con o sin frontera) puede ser

triangulada, hecho que aqui no demostraremos, se tiene la siguiente version més
general del Teorema [5.16]

Teorema 5.17. Dos superficies compactas (con o sin frontera) son homemorfas si, y
solo si, tienen el mismo tipo de orientabilidad, numero de contornos y caracteristica
de Euler-Poincaré.

5.4. Sumas conexas y el teorema de clasificacién

Definicién 5.18. Sean S, y Sy dos superficies. Si quitamos un disco, D1, a la
superficie S1, y un disco, Ds, a la superficie Sy, y pegamos ambas superficies a
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lo largo de las fronteras de los discos, obtenemos una nueva superficie, llamada la
suma conexa de S1 y So, y que denotamos por S1#Ss.

Aunque aqui no lo demostraremos, se puede ver que efectivamente S;#55 es una
superficie, que no depende de los discos Dy y D5 eliminados. Ademas, si Sy es una
esfera, entonces S1#S55 es homeomorfa a S;. La caracteristica de Euler-Poincaré de
esta nueva superficie viene dada por

X(S19£S2) = x(S1) + x(S2) —

Se puede demostrar también que la realizacion geométrica de un complejo celular
canonico resulta ser la suma conexa de algunas superficies elementales. Veamos:

Supongamos que tenemos dos complejos celulares canénicos del tipo (I) sin fron-
tera, S7 y Ss, representados por discos circulares con fronteras

B :alblaflb - Qp, by 11

P1'p1 “p1

By, = cldlcfld e Cpyd c’ld !

P2 ~p2

respectivamente. Cortando un pequeno agujero con frontera h; en S; formamos la
nueva frontera

By = aybia; byt - ap, by, a o hy,

P1"p1 “p1

y andlogamente, cortando un pequeno agujero con frontera hy en Sy formamos la
nueva frontera

r_ —1 -1 1 3-1p—1
By = erdiey dy - epydy,cpydyhy

Si pegamos S y S a lo largo de hy y hy obtenemos una figura similar a dos poligonos

convexos pegados a lo largo de una arista, que por deformacién podemos transformar

en un disco circular con frontera

B = aybia; byt - ap, by a oo teydiertdyt - epyd,c 1d_ .

P1¥p1 “p1 P2 ~p2

Podemos aplicar un razonamiento similar a los complejos celulares candénicos del
tipo (II) y obtenemos que, por un lado, la realizacién geométrica de un complejo
celular del tipo (I) es, o bien una esfera, o bien una suma conexa de p > 1 toros, y
la realizacién geométrica de un complejo celular del tipo (II) es la suma conexa de
p > 1 planos proyectivos.
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En consecuencia, podemos dar la siguiente version del teorema de clasificacion de
superficies compactas:

Teorema 5.19. Toda superficie compacta S es homeomorfa a una, y solo una, de
las siguientes superficies:

1. S*#pT?, donde p > 0, si es orientable.

2. plP?, donde p > 1, si no es orientable.

Para enunciar el teorema correspondiente a superficies compactas con frontera,
notemos que la frontera de una superficie compacta con frontera S es una variedad
1-dimensional compacta, y por lo tanto, la unién finita disjunta de S!, una por cada
agujero. Digamos que tiene g agujeros. Si tapamos esos agujeros obtendremos una
superficie S’ sin frontera, que ya sabemos clasificar.

Asi pues, se tiene la siguiente version del teorema de clasificacion de superficies
compactas con frontera:

Teorema 5.20. Toda superficie compacta con frontera S es homeomorfa a una, y
solo una, de las siguientes superficies:

1. S*#pT? menos q discos, donde p > 0, si es orientable.

2. pP? menos q discos, donde p > 1, si no es orientable.
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